3.5. Koplanarni vedeni a jejich analyza metodou konformniho zobrazeni

V moderni technické praxi se velmi casto pro vedeni elektromagnetickych vin o
frekvencich tadu jednotek a desitek GHz vyuzivaji rizné typy mikropaskovych a
koplanarnich vedeni (viz Obr. 4), jejichz rozméry jsou — na rozdil od kovovych vinovoda —
podstatné mensi nez je vinova délka elektromagnetického zaieni, které se v nich S$ifi.
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Obr. 4. Mikrovinné vedeni mikropaskové (vlevo) a koplanarni (vpravo).

Exaktni elektromagneticka analyza vétSiny takovych vinovodnych struktur v analytické
form¢ neni vétSinou mozna a je tfeba pouzit numerické feSeni Maxwellovych rovnic.
Nehomogenni rozloZzeni permitivity ma totiz za nasledek, Ze vSechny mody (véetné
zakladniho) jsou hybridni, tj. maji vSechny slozky elektrického i magnetického pole obecné
nenulové. Urcitou pfedstavu o chovéani tohoto médu mlzeme ziskat ptibliznou analyzou
vychazejici z predpokladu, ze podélné slozky poli E i H mizeme zanedbat. Jako ptiklad
uvedeme analyzu nesymetrického koplanarniho vedeni na Obr. 4 vpravo.

Predpokladejme nejprve, Ze permitivita podlozky i1 okolniho prostiedi je stejna a
oznac¢me jic . Pak zdkladnim modem struktury je mod TEMy jako zvlastni pfipad moédia T™M s
nulovym meznim kmito¢tem. Jak jsme ukézali dfive, jeho rozlozeni pole je mozno vyjadfit
vztahy

E=-V V(zyexp(ikz), H=VY2"xE, Y =\c/nu, (3.73)
kde V je potencialni funkce splitujici Laplaceovu rovnici
AV =0. (3.74)
Kapacita na jednotku délky vedeni je
oV
c=—9% __° fpana-_° 9§—dz, (3.75)
Vo=V VZ_VIC Vz—vlca”

kde V, —V, je napéti mezi elektrodami a kiivka C obepind ,,zivy* vodi€. Konstanta $ifeni
jeB=k=w_[uc.

Z teorie vedeni je znamo, ze je-li C kapacita na jednotku délky a L indukénost na
jednotku délky vedeni, je konstanta Sifeni (napétové nebo proudové) viny na vedeni
rovna 8 = k = w/LC . Srovnanim obou vyrazii pro 3 ziskame pro indukénost na jednotku
délky a charakteristickou admitanci vedeni vyrazy
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Laplaceovu rovnici mizeme v fadé pripadu tesit metodou konformniho zobrazeni.
Pripomenime stru¢né jeji princip: kazda funkce komplexni proménnéw = F(z), ktera je



regularni (holomorfni) v urcité oblasti roviny komplexnich cisel z = x + iy, reprezentuje
zobrazeni z kartézskych soufadnic (z, y) na kiivocaré soutadnice (u, v) vrovinéw = u + iv.

Podminka regularnosti, tj. existence derivace funkce komplexni proménné,
F(z+ Az)
F'(z) = lim ——— (3.77)
Az—0 A z
vyzaduje, aby derivace nezavisela na sméru, jimz se Az blizi k nule. Srovnanim vyrazti pro
derivaci pro Az=Axz a Az=1iAy dostaneme Cauchyovy-Riemannovy podminky
reguldrnosti

d d d d
du_dvo o du_ v (3.78)
dr dy dv dx
Tyto podminky jsou velmi silné a maji pro funkce w = u(z,y), v = v(z,y) celou fadu
zavaznych dusledkd. Jednim z nich je, Ze soustava kiivodarych soufadnic (u,v) je
ortogonalni, pfi¢emz Laméovy koeficienty pro ob¢ soufadnice u i v jsou stejné. Smeéry
soufadnicovych os u a v v bod¢ (z,y) jsou totiz zfejmé dany vektoryV u, resp.V v. Z
podminek (3.78) bezprostfedné plyne

Viu-V,v=0, (3.79)

tj. ortogonalita soufadnic. Pro Laméovy koeficienty plati vyrazy

h, = J(ax/au)z + (8y/8u)2, h, = \/(ﬁx/ﬁv)z + (8y/8v)2 . (3.80)

Z existence derivace funkce F(z) plyne existence inverzni funkcez = F~'(w), ktera je
rovnéz reguldrni vSude, krom& bod F’'(z) = 0. Tato komplexni funkce (uréend dvojici
redlnych funkei x = z(u, v), y = y(u, v)) musi tedy rovnéz spliovat Cauchyovy-Riemannovy

podminky (3.78), ;.

de  dy dx dy
N - __7 (3.81)
du dv dv dx

Dosazenim do vyrazu (3.80) pro Laméovy koeficienty se snadno pfesvéd¢ime, ze h, = h, .
Funkce u 1 v spliuji v oblasti své regularnosti Laplaceovu rovnici,

coz je rovnéz bezprostiedni disledek Cauchyovych-Riemannovych podminek.

Vratme se nyni k nasi uloze najit potencialni funkci pro dvouvodicové vedeni. Ponévadz
na vodi¢i musi byt potencidl konstantni, je ziejmé, Ze podaii-li se najit takové konformni
zobrazeniu = u(z,y), v = v(z,y), které zobrazi jednu z pravouhlych soufadnic (z,y) na
soufadnicové kiivky tvotici vodi¢ vinovodu, je problém vyieSen. Soufadnicova osa u je totiz

dana podminkou v = const. a osa v podminkou u = const. Pak lze ztotoznit potencidl V' s
tou z funkei u, resp. v, jejiz souradnicova kiivka odpovida vodici vinovodu, a druhd z funkeci



popisuje silocary vektoru intenzity elektrického pole, které jsou k ekvipotencidlnim plocham
kolmé.

Ukazeme, ze vyraz pro kapacitu vedeni na jednotku délky se pii prechodu ze
soufadnicové soustavy (z,y) do soustavy (u,v) neméni. Energii elektrického pole vedeni

muzeme vyjadfit nasledujicim zplisobem:

2 2

1 1 1 oV oV
W, :EC(VZ_VI)ZE‘/;fs‘E‘zdxdy:E{/;f N + o dedy =
. : 1 ov ) (av)
zzgff v,V dsszsf wou| o h b dudv = (3.83)
{ ov) (ov)

nebot’ podle (3.80) jsou oba Laméovy koeficienty stejné velké. Je tedy lhostejné, zda kapacitu
vedeni spocitdme v roviné z nebo w; volime obvykle tu soustavu, kde je vypocet jednodussi.

Analyza koplanarniho vedeni

Obecny postup, jak najit vhodné konformni zobrazeni pro urcity typ vedeni, neexistuje.
Vyjimkou jsou nékteré typy koplanarnich vedeni, pro néZ mizeme najit vhodné konformni
zobrazeni pomoci tzv. Schwarzova-Christoffelova integralu

N N
w:AfH(z—xj)_sfdz-l—B, Sos =2. (3.84)
j=1 ' j=1

Integral na levé stran¢ vyjadiuje funkci komplexni proménné z, regulérni v celé komplexni
roving s vyjimkou bodii z = z; leZicich na redlné ose. Konstanty 8, jsou realna cisla, jejichz
soucet musi byt roven 2. Pro derivaci funkce w ziejme plati
dw N —S.
—=Al|(z—=z.) 7. (3.85)
dz iy J
Ji
Ukazeme, Ze konformni zobrazeni (3.84) zobrazuje horni polorovinu y > 0 komplexni
roviny z na vnitfek uzavien¢ho polygonu o N vrcholech w; odpovidajicich bodim z;

transformovanym do roviny w, viz Obr. 5.
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Obr. 5. Konformni zobrazeni Schwarzovym-Christoffelovym integralem.

Pro vSechny body z =z <z; na realné ose v rovin¢ z je argument komplexniho Cisla

(z — :r].)_s-f ve vyrazu (3.85) pro derivaci funkce w(z) ziejmé rovenms,, nebot' z —z; je

realné zaporné Cislo, jehoz argument je—m. Pro z =12 > z; je z—xz; kladné a argument

vyrazu(z — xj)isf je nulovy. V kazdém vrcholu polygonu se tedy argument derivace dw / dz

N
méni skokem o uhel s, . Pozadavek E 5, znamena, ze soucet vSech vnéjsich thla polygonu

j—1
v roviné wje 27 a polygon je tedy uzavieny.

Schwarztiv-Christoffeltiv integral (3.84) aplikujeme na asymetrické koplanarni vedeni
podle Obr. 6. Horni polorovina y > 0 se transformuje na vnitfek obdélniku v rovin¢ w
transformaci konformnim zobrazenim

“ dz'
w:Af — / — + B; (3.86)
0 \/z (2" =b)(z —a)(z' +¢)

ponévadz jde o obdélnik, ziejmée kj =1/2 provsechnaj=1,234.
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Obr. 6. Asymetrické koplanarni vedeni a jeho obraz.
Z pozadavku, aby w=w, =0 proz =1z, =0, plyne B =0. Ulohu dale zjednodusime

pfedpokladem, Ze zemni elektroda koplanidrniho vedeni je polonekonecnd,c — oco. Pro
viechna kone¢na 2’ z horni poloroviny miizeme pak ¢&len 2’ +c¢ pod odmocninou ve



jmenovateli vyrazu (3.86) nahradit konstantou ¢, a provést zaménu v oznaceni multiplikativni
konstanty, A/ Jc¢ — A. Konformni zobrazeni je pak dano jednodussim vztahem

/

w = Af e . (3.87)

b)(z' —a)

Zaménou integracni proménné z’/b =\, dz' = 2bA\d\ ziskame
z/b

w=A" f

0 \/(1—)\2)(1—

d\

. A'=24/va, (3.88)
b2
=\ )
a

Tento integral miizeme vyjadfit pomoci inverzni eliptické funkce sn™ (¢, k)

¢ d\
n‘(g,k):f : k= > (3.89)
b (1= A2)(1— k22 a

w= A"sn! [ \/% \ﬁ] (3.90)
a

Funkce ¢ = an (w, k) je periodicka v proménnych u i v s periodou —wy resp. w, = iv,. Lze

jako

ukazat, ze dolni polorovina z se transformuje v obdélnik symetricky s obdélnikem
(wy, w,, wy, wy) vu€i ose symetrie v. Vzhledem k tomu jsou tedy kiivky v = const.

ekvipotenciani plochy a u = const. jsou siloCary intenzity elektrického pole. Hodnota iv,
odpovidajici v roving z bodu b je podle (3.89) a Obr. 6 dana vyrazem

w, = iv, = A"K(k), (3.91)
kde

= 1 a 3.92
_‘[ Ja=22) -2 -

je tzv. uplny elipticky integral 1. druhu, ktery je tabelovan a existuji pro n¢j velmi presné
aproximativni formule.

Hodnotu wjy ziskdme podle vztahu (3.88) vypoctem

d\ d\

= A" = iA"K'(k), (3.93
—r f¢ o =AW, 699

Wy wZ—A”f\/

kde

(3.94)



je tzv. uplny elipticky integral druhého druhu.

Obr. 7. Prabeh uplného eliptického integralu prvého a druhého druhu

Graf na obr. Obr. 7 ukazuje prib&h zavislosti uplnych eliptickych integralti prvého 1
druhého druhu na parametru k. Substituci (\')* = (1 —k*\?) / (1—k?) lze ukazat, ze

K'(k) = f “ = KN1—-E)=K(F), ¥ =~1-k.  (3.95)
o VA=A

— (1= k"]
Pak dostaneme s uvazenim vztahu (3.91)
K(k")

'LU3 - U}Z - ZA”K(]C/) - _Uz K(k) . (3.96)

Kapacita horni poloroviny vedeni v roviné w na jednotku délky vedenti je tedy

. l 1.2
ol KW KGR 597
vy K (k) K(k)
kapacita celého koplanarniho vedeni (v homogennim dielektriku) na jednotku délky je tedy
!/
C:2sK(k), k:\/E. (3.98)
K(k) a
Induk¢nost na jednotku délky je pak
e
Lot p Kb (3.99)
C 2Kk

a charakteristickd impedance vedeni je tedy

_[E_ 1 m K@)
ZC_\/;_ - _2\[;1((/@' (3.100)

U

K(k)

Polozime-li napéti na vedeni rovnov, = U, pak podle (3.91) plati A” = , a konformni

zobrazeni (3.87) miizeme psat ve tvaru



w:uﬂ'v_w_ v fJ . (3.101)
Z

b) (2 —a)

(Pti¢né) slozky intenzity elektrického pole jsou dany obecnym vyrazem (3.73):

ov o ow
E,=——=—Imn{w} =——Im{—
ox ox 0z
(3.102)
ov ou ow
E, = ——=——=—Re{—
dy ox 0z
Ponévadz
ow
_Wa U ! =z tiy, (3.103)

ziskame pro rozlozeni intenzity elektrického pole v koplandrnim vedeni explicitni vyrazy

J_ U 1 \/_ U 1
E,(z,y) = , Byzy) = ((3.104)
\/z (z—0b)(z—a) \/z (z—0b)(z—a)
Slozky intenzity magnetického pole jsou pak podle vztahu H = Yz’ x E = e/ 2’ xE
€ €
H,=-|-E, H, = |—E,. (3.105)
H H

Koplanarni vedeni s delenym dielektrikem

Vyse uvedend analyza nesymetrického koplanarniho vedeni plati pfesné pro vedeni
tvofené dvéma vodi¢i s nekonecné velkou vodivosti, nekone¢né¢ malé tloustky, v
homogennim dielektriku o permitivit¢ & Skutecné koplanarni vedeni je vSak zpravidla
vytvareno na dielektrické podlozce podle Obr. 4 vpravo kovovymi vrstvami kone¢né tloustky
1 vodivosti. Pro takové vedeni naSe analyza neplati. Zanedbame konecnou tloustku kowvu,
budeme piedpokladdat nekonecnou vodivost kovu, ale pokusime se feSit problém riznych
dielektrickych materiali nad a pod elektrodami v rtiznych polorovinach vedeni podle Obr. 8.
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Obr. 8. Koplanarni vedeni s délenym dielektrikem
Ozalme relativni permitivitu horniho prostfedi £, a dolniho prostfedie,. Ozncime dale

Stérbinu mezi vodi¢i symbolem b a Sitku ,,zivého* vodic¢e 4. V kazdé poloroviné mizeme

. . . A [b [ b s
pouzit konformni zobrazeni odvozené vysSe, s parametremk = ,[— = n Ponévadz
a +



rozhrani pfedstavuje pro elektrické pole rovinu symetrie, v nepokovenych mistech rozhrani je
oV oV

E, = - =0aFk, = ™ je spojité nad i1 pod rozhranim, intenzita elektrick¢ho pole
Y x

ma nad 1 pod rozhranim identicky pribéh. Celkova kapacita vedeni je tedy rovna souctu

. : , L . 1 : y .
kapacit obou polorovin (celkova elektricka energie W, = EC U? je rovna soudtu energii v

obou polorovinéch pfi identickém potencidlovém rozdilu mezi elektrodami, tj.

C=0C+0C, :£O(€1+€2)I[§((]Z)). (3.106)

Induk¢nost dvouvodi¢ového vedeni dand vyrazem (3.99) nezéavisi na permitivité prostiedi a je
tedy stejnd. Srovnanim s kapacitou ‘ekvivalentniho® vedeni s homogennim dielektrikem o
wefektivni® permitivit€ e, ,

KK
C - 26086# (—) N (3 107)
7 K(k)
ziskame pro efektivni permitivitu vyraz
1
Euff zz(a1 +&). (3.108)

Konstantu §ifeni zakladniho médu ,,kvazi“-TEM miizeme pak aproximovat vyrazem

ﬂ ~ W LO = L(L/MEO lgeff (3109)
a charakteristickou impedanci vedeni vztahem

~ L [E Kk (3.110)
¢ 2 50€eff K(k/)

RozlozZeni intenzity elektrického pole je urcené potencialni funkci v(z,y)a je tedy symetrické
viici rozhrani. Magnetické pole je urceno vyrazy (3.105). Ponévadz slozka E, je na rozhrani

spojitd a relativni permitivita se v jednotlivych polorovinach lisi, jsou podle tohoto vztahu
normalové sloZky intenzity magnetick¢ého pole H, (a pro nemagnetické prostredi tedy i

sloZky magneticke indukce B, ) rizné. Tento rozpor je disledkem pouze pfiblizné platnosti

naSeho rozboru. V praxi se ukazuje, Ze aproximativni feSeni plati s pfijatelnou chybou,pokud
rozméry vedeni (a, b) jsou malé ve srovnani s vinovou délkou zéreni, které se podél vedeni
Sifi. Konstanta Sifeni i charakteristickd impedance vedeni se tak stava zavislou na frekvenci
pienaSeného zafeni, tj. vedeni je disperzni.

Konformnim zobrazenim zaloZeném na inverzni eliptické funkei (3.90) je mozZno stejné
jednoduse fesit nejen nesymetrické, ale 1 symetrické dvouvodi¢ové a tiivodicové koplanarni
vedeni s polonekone¢nymi vnéj§imi elektrodami znazornéné na Obr. 9.
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Obr. 9. Symetrické dvouvodicové a tfivodicové koplandrni vedeni.



