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GvoD

Semin&* 0 metodd kone¥nych prvkd porddd Dim techniky CGVTS Praha z podns-
tu ndkterych dlastnikd drivEdj8ich semindf) o maticovych metodéch v pruZnosti .
a pevnosti. T&m, kdo tyto semindfe navdtivili, nenf metoda koneZngch prvkid
niZi{m novym. DnesSni semindf vBak zamEFime pondkud obecndji. Nebudeme se tolik
atarat o maticovou algebru a o formdlni apardt jako d¥ive; misto toho se po-
kusime vysvdtlit metodu konednych prvkd jako obecny matematicky prostiedek
k fedeni variaZnich dloh, popf. diferencildlnich rovnic e okrajovymi nebo po-
tétednimi podminkami. Neztratime vsak zéjem ani o fyzikdlni obsah Fedenych
dloh a o jejich technické wyuZiti. Budeme se snaXit o nejvdt&i ndzornost a
arozumitelnost vykladu, coZ mbZe byt ndkdy na udkor exaktnostl a dplnosti.

Zastdvdme ndzor, 2e lelem semindfe Jje predevBim propagace novych poznat-
8 a metod. K tomu je nutné, aby d¥astnici dobfe porozum$li podstatd tdchto
metod a m&li Jasnou ptedstavu o jejich aplika¥nich moZnostech. Ke atudiu t&ch-
to skript neni tFfeba - podle autorova nézoru - 2ddnych zvlditnich predbsdinych
znalost{, ppekra¥ujfcich rozseh b&%ného inZengrskdho vzdsléni.

Ovodem opakujeme né&které poznatky z maetematiky a z mechaniky, jeZ budeme
pro dals{ vykled nejvice potFebovat, a vyklad doplnujeme mnoha FeSenymi ilus-
trativnimi prikledy. Ctenédri doporufujeme, aby postup Jjejlech fedfieni dobfe pro-
myslel a pak se jeJ pokusil samostatn® reprodukovat. Zadéni pFikladd jsou zJed-
nodufena tak, aby se pfi numerickém vypoltu vysta&ilo s kaglkulaZkami nevo ma=-
lymi stolnimi polftadi. K praktickému vyuZit{ metody konenych prvkd oviem po-
trebujeme st¥edni nebo velky poZita¥&. Zplsobem programovéni iloh pro tyto po-
¢{tafe se nebudeme zabyvat.

Je velkou zésluhou Domu techniky GVTS Preha, Ze umoZnuje ¥1¥it nové po-
znatky a zav4dét je do praxe mnohem rychleji a u%inn&ji, ne% by to bylo mo%né
napf. kniinfmi publikacemi. Autor upfimné& dikuje pracovnikim Domu techniky za
vzornou organizacl seminédfe, zejména za pe&livé a vEasné vyddni té&chto skript.
Zv1é8f d¥kuje Ing. Vladimfru Véclavikovi, ktery svymi némSty prisp&l k cbsaho-
vému zamé&¥eni semind¥e a vychdzel prénim autora viemoZn¥& vstiic.

1. Zékladni poznatky o maticich

Vyznam jednotlivych eymbold je prib&zng vysv&tlovén v textu. Pro pot¥ebu
t&8ch, kter{ se nezilestnili neddvrjch semindiy o maticovém po&tu, uvedeme zde
n&které poznatky a zpisoby zépisu, které budeme déle pouzivat.

Soubor »~ veliZin sestavenych do sloupce nazyvéme vektorem a znadime
spoleZnym symbolem ve sloXené zdvorce. Napth.



Xy 9'

pmumy g {93 =4 %
% %
% (1)

Vektor {x} by mohl byt skuteZn& vektorem X v t¥irozmérném prostoru
a md1 by slogky %, , x, , X3 . K znézorndn{ vektoru {y] Je vBak tfeba
¢tyfrozmérného prostoru, pro ktery neméme primou geometrickou predstavu., Své
poznatky vSak mifeme snadno zobecnit 1 pro tento pFipad; napt. mifeme psdt
v obou pripadech formélnd stejn¥ vzorec pro délku vektoru, tj. pro jeho

absolutpi hodnotu;

1/: 2 2
[ X| = Y X9+ X+ Xg

/ 91=V visghe hoih (2)

Mezi vektory {x} a [y} mdze platit linedrni transformace (zobrazeni)

¥, = Qulhy+ A lfy + QuY; ¢ Dy Yy
o =Qush *Anlh + Gy by, + Q24 Yy i

X3 = Quy, tQu Yy, +aApys *+ Ay
To mi¥eme zkrdcend zapaat takto:

(x)-[A]{y} . (4)
bude-11 [A] zna&it matlol

An Qp Ay Qg

[A] = | Qu Qy ay; Ay, (5)

QJ’ q)ﬂ ajs Cas
a bude-11 platlt, Ze
A
X = Z Y. (6)
/=i

Rounict (6) povaZuleme z8 deflnicl nésoben{ matice [,4] zprave vektenem
[y] . Aby toto nésobenf m&lo smysl, mus{ mft matlce /_'}] tolik sloupct,
kolik md vektor {g ] prvki. Odtud plyne, #e nésobeni {y}[,d]de nemoné.
Potadt &initeld tedy nelze - a% na yy¥jimky - v meticové elgehfe zeménit.

Pravidlo (6) mi2eme zobecnit i na pfipad nésoheni metic. Napf. budeme né-
soblt matici [,4] o velikosti 3 x 4 (t]. po&et rédkd x po%et sloupc) zprava




maticil [f?] o vellkosti 4 x 2. Vysledkem je matice [.C‘J o velikoati 3 x 2,

jejiz prvky definujeme takto:
[é:] ™ E4 ][f;J /

4
ﬂ):Z?cz../.éM ; £= 12,9, L= 172,
!'
Pravd matice musf mit tolik ¥4dkd, kolik mé levd matlce sloupcd (v nadem p¥i-
padg &tyri).

Rovnice (7) definuje nésobeni matic; d&leni matic neni definovédno. Sou-
stava rovnic (3), pop#, (4) pPitazuje jednoznaZnd ke kaidému vektoru {¢)]
nsjaky vektor {x} , avSak opalné zobrazeni neni Jednoznalné, nebot ke ka-
dému X} 1ze nalézt nekone¥nd mmoho vektord {Y% ) (alespon jednu ze slo-
%ek Yy lze libovoln& zvolit). Je to tim, %e rovnice (4) promité vektor {¢)
z &tyrfrozmdrného prostoru do t#irozmérného. Kdyby oba prostory mély ste)ny
potet rozmdrd, mohlo by byt zobrazeni vzdjemnd Jjednoznané. K tomu je nutné
a postadujfci, aby determinant sestaveny 2z prvkd matice - v tomto pripadsd
nutn¥ &tvercové = byl rfizny od nuly. Nap¥. pro transformaci

U' ‘é?? dé 20 V,

(n

musi platit, Ze determinant
lf’ é'?

« bphiy-di by 40 . (9)
é” l:g 7 <22 27 €rp

[ =

Pak rovnice (8), kterou miZeme zkrdcen¥ zapsat jako [u} =Ek{J{V] , mé jedno~
zna&né ¥edeni

{v} =[kf{“] - (10)

=Y
Matici [—k] nazyvéme inverzni k matiecl [K] i JeJ1 prvky miZeme dostat
napf. Pedenim linedrni soustavy (8). V tomto pFfipad¥ dostaneme

=7 7 é?ﬂ '4‘,9
o] - = (11)
(«]- 5 e

Snadno se presvédiime, Ze

1 0

IR U] 1) - | F | a2



Matice [1] , kterd mé na hlavni diagonédle Jednotky a Jinak Jjen nuly, Je
jednotkové matice. Hlavni diagonéla vede zleva shora vpravo dold. Mé-1i

ndkteréd matice nenulové prvky Jen na této diagonédle, nazyvé se diagonélni.
Jednotkové matice [1] Je tedy zvléd3tni pripad diagonédlni matice. Plati,

) K -1 K] - K

Zam&nime~11 v matici [/(] sloupce a rédky, dostaneme transponovanou matici

e[ %]

2 2

Ja-11 matice [,(/J soumdrnd, tJ. plati-11, Ze é.; = & , Je ovienm té%
[,(/]Tt [,{’] . Pro transpozici soufinu plat{ pravidlo

(TA118]) - (81147, (15)

-
tJ. pri transpozici se méni pofadi &initeld. Transponovany vektor {"] Je
tddkovou maticf [ X, X ... x,].

Selitat a od¥ftat lze Jen matice o ste)nych rozmdrech. Pro soulet

[CT «[41+[ 8] (16)
plat{, %e

= ay b, (1M
a pro Jeho transposiod

[¢]-[4]+[8]. (18)
PoFadf s¥ftancd lse oviem seméfovat, Rovnost [A] = [B] platf jen tendy,

Je=li  ay s gy pro viechna ¢ , ;' , Podobnd (X} = [y} snamend,
49 Xy ] y.' |‘l'1| zlilf N,

Se Stvercovou soumdrnou matiof lse definovat kvadratiokou formu

U= E(x)T#](x}, (19)

r
kde {X} Je Fddcovd matice [Xs %..Xy] yanikld transposic? vektoru x} .

Matice (/ Je Jednoprvkovd, tedy skalédr (proto mepfipojujeme zdverky). Pro
matict [#] z rovnice (8) Je

10



U = F [l X7 v (kg * hyy) o3 + ora 5 ] =

- ol 20
=3 I,,_xf * hyy X%, + -% €22 x,z . (20)

Derivaci skaldru {/ podle vektoru {X}

budeme definovat Jjako vektor

2u |
u |
_?j_____ - _D_é_[_ &
26} Ix3 -
s
- Ox,, .
Pro rovnici (20) |
2u | {"nx, + k% ky  dy Xy
D&; égrx, + i]: Xy é" "5: [XZI
€111
2££ p) Ly [£] {x - K] fx
a&w;-am(f V[£16x) = [T 0x). (22

Skaldr miZeme dostat také ndsobenim dvou vektord o stejném poStu prvkd, napk.

7
W= [xY (FYaUnnd (/1= XE sk exF (23)
A
Vektor, kterym se ndsobi sleva, musi byt traneponovidn., Je slejmé, Ze tento
skaldpp? sou¥in dvou vektord mileme povaliovat ma prdoi sily © elodkdéoh
F, v A v Fy (v pravoshlyoh soutadnicich) pii posuvu 7  Jejtho piso-
bibtd o slolkdch X, 4, Xy 4 X
Derivaoi (23) podle vektoru {K} -« 8 phihléddnutim k (21) ~ vyjde
QW P) r |
o) " 3%} (7F3) = (7Y i

Protole Jednoprvkovd matice Jje vidy soumdrnd, Je podle (13)
(xY [F} = [F} v},
(<Y [0 « ) [&]7 (%] . (28)

11



2. Extrém funkce o ndkolika proménnych. Lagrangeova metoda

Z nauky o prufnosti znéme Ménabréovu vdtu, podle které maji staticky ne-
ur&ité velidiny v linedrn& pruZné soustavd takovou velikost, Ze potenciélni
energie napjatosti je minimdlni, V&ta plati jen pro soustavy, pro nd% plati
princip superpozice. Jde tedy o extrém skaldrni velidiny U vzhledem k pro-
mEnnym staticky neur&itym veliZiném fX} . Podminky pro extrém miZeme
- 8 pouZitim (21) - napsat formédln& takto:

U
%‘fi‘j - {0}. (26)

Pritom [0} znadl vektor, JehoZ prvky jsou nulové.
V této souvislostl budeme Zasto vyhleddvat extrém n&jaké spojité funkce

fl;f(x" X2, o1y x,,). el

Soustavu nutnych podminek

2f 2f O f '
TR T RN~ e

miZeme, Jak Jjeme Ji% ukdzall, zapsat teké Jako

°of
S {0} (29)

Rovnice (28) ur&uji soufadnici bodu, v ndmZ extrém nastévd, jen tehdy,
le2{-11i tento bod uvnit¥ vySetfované oblasti (nikoli na hranici)., K zji¥tén{,
zda skutedn& jde o extrém (a nikoli snad jen o inflexi i o sedlovy bod),

a k posouzenf druhu extrému by bylo nutné po&ftat dals{ derivace. Proto bude-
me obecndji hovorit jen o staciondrni hodnot& funkce v tomto bodu, co¥ zname-
nd, %e funkce se zm¥n{ o malou veli¥inu druhého nebo vyd&iho ¥&du, pohneme-1i

se z bodu libovolnym smérem o malou vzdélenost prvniho Fédu. P¥irdstek funkce
prvniho ¥4du

1)
df:%dx+?_'{_dxa+..,+9f dx, (30)

Je totiZ: -~ podle (28) - nulovy.

Casto se stévd, %e veli¥iny X, , X2 , ..., X, nejsou vz&jemn& ne-
zévislé, %e tedy mezi nimi platl n&jaké vztahy */

¥/ Wapt. podminky rovnovéhy pro soustavu sil nebo podminky kompatibility
pro slozky pietvotreni,

12



97(x’fy3.f"'f ,,)=ﬂ
72 (-\‘,,Xz, .- ,-\",,) « 0,
(31)
G (%4, X3, x,.,) /N

MiZeme poetupovat Jednodule tak, %e z rovnic (31) vypo&teme ¢/ velidin
" (napf. Xpemeys 3 Xnemea 1 veey Xn ) 8 dosadime do (27). Dostaneme tak funk-
clo (~ -~»»m) promd3nnych, které u¥ nejsou védzdny %d4dnou podminkou,

P#i volbd promd¥nnych, kteréd vylouSime z funkce (27) dosazenim'z rovnic
(31), nejeme nijak vézdni, mileme vybrat kterychkoll / prom¥nnych. Kdyby
se nds n¥kdo zeptal, prod¥ Jjeme zvolilil prévd ty a ne jiné, uvedlo by nds to
do rogpakd. Sice jsme nepostupovall ohybnd, prece viak citime, 2e Jsme
"zvyhodnili" n¥které prominné proti Jjinym a le jeme Pro tento vybér nemdli
dostatedny ddvod.

Zvléstn{ cit pro tyto detaily vedl Lagrange k tomu, #e se roshodl pone-
chat ve funkei f v8eohny proménné Jako rovnocenné a nezdvislé, Podminky

(31) nejprve diferencoval, takie dostal = pro ¢ =1, 2, ..,, 0 =
Dy dy, + 225 oy, + 0% of | (32)
Sx, X, y Bx; 2 U Xp = O

a A; -nésobky tdchto rovnic pfipojil k totdlnimu diferencidlu (30), o ném#
vime, %e se rovnéd nule. P¥ipcjeni nuly k nule se miZe Jjevit jako trividini
dkon. Ale neni tomu tak. NeJjde totl¥ o nulu, ale o nulovy soudset kone&ného
podtu asditancd, které preskupime a Jednotlivé diferencidly vytkneme takto:

Z(a:,*"l‘rg&—*‘ﬂza—yg--r ree e A Zzg-)dx,;-a_ (33)

o7 aX; Xy m 94\'"

V rovnici (33) Je tedy » e&ftancd. Parametry A, a3 A, zvolime
nyni tak, aby poaslednfch /m oblych zévorek v tomto sou¥tu vymizelo. (To
v&ak znamend, Ze tyto parametry mohou obecnd zdviset na soutfadnicich X, a%

Xn ). Tento obrat nés Zbavi nutnosti eliminovat »»» diferencidld zévisle
prom&nnych. Zbude pak uZf jenom (/7 -/7) ¥lenl, takZe misto (33) budeme mft

N

Z(E}T+ﬂ?gx‘ ;}_22?3'*...‘_/1 )d’x-ﬂ (34)

el
i 7 Xy Xy

Nyni v8ak jsou oblé zédvorky nésobeny uf jenom nezévislymi - tj. libovol-
nymi - diferencidly. Mé-1i (34) platit, musi i tyto oblé zévorky vymizet,
Celkem tedy musi byt

D/ I 9% af
A, L s, L. om (35)
ox 7 o, * A2 oW + + Am ox,
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pro jakékoli 7 =1, 2, ..., n. Rovnice (35) platf tak, jako by v8ech »
proménnych bylo skutednd nezévislych. Lze ukézat, Ze soustsve rovnic (35) Je
podminkou pro existenci staclionérni hodnoty funkce

;(Xlxng"-xn)ufﬂh,y'-ﬁﬂly?4-. i Ay G (36)
Derivact podle Xy vyjde totiZ

of _of an ? :M-,
oxr = Oxe T Xy 5*)"5% ' A "a'm—é;‘— z. (37

V této rovnicl v3ak odpadnou &leny s derivacemi 371}/91'5 , nebot
tyto derivace jsou nésobeny podle (31) nulami, takie rovnice (37) Jsou totoZ-
né se soustavou (35). ProtoZe derivace parametrd odpadnou, mi¥eme i tyto para-
metry povafovat forméln& za nezévisle proménné. Podminky

2f i 2£
A7 o, G A, =Y (38)

dévaji pak znovu soustavu vedlejdich podminek (31).

Vyhledéni staciondérni hodnoty funkce f 8 vedlejdimi podminkami =0
jsme tak prevedli na touZ dlohu pro funkci /4 podle (36), v ni% jsou vdech-
ny prom&nné nezdvislé.

Poznémka: J. L. Legrange (1736 a%Z 1813) pat#f{ k nejpozoruhodnZj&im osobnostem
osmnéctého stoleti, Ve své knize Mécanique Analytique, vydané v roce 1788,
dokdzal, %e pohybové rovnice mechanické soustavy lze formulovat pomoci dvou
skalérnich velilin (tedy velilin nezdvislych na systému soufadnic), toti% po-
moci kinetické a potencidlnf energie. Zavedenim zobscndnyech souradnic a ail
doséhl pozoruhodného zJjednoduleni vypo&td, v nich% je celd soustava bréna

jako celek, tedy baz nutnostl uvolnovat jednotlivé &leny. Hamilton, ktery sém
pat#il k vdhlasnym ufencdm prvni poloviny devatendctého stoleti, nazgval
Legrange "Shakespearem matematiky" pro mimo¥ddnou krésu, eleganci a myslen-
kovou hloubku jeho metod.

1. prfklad

Je dén kloubov& podepfeny pravo-
thly rém podle obr. 1, zatiZeny v ro-
hu momentem /7 . Ohybové tuhost ré-
mu je £ J = konst. Vypo¥tdte reekce.

X Obr. 1

14



ReSen{

Uvolnime rém v kloubu B a jeho pisobeni nahradime reakcemi X ; Y
Tyto reakce nejsou nezévislé, nebof musf splnovat podminku momentové rovnovéhy
kolem kloubu A , tj. musi platit, Ze

g(X.,v)=64x+a¥-17, =20 (a)
Energie napjatosti pisobend ohybem Je

&= 2£J '25,71/()(9’)"{3 /(” P VE- 07 el UK, y) -

(b)

t"EJ ‘5 a)é/Y*/\/yqzé s-——q")/f ZaéﬁX—a” }/+/7 a)]

Pomoci (a) vylouime jednu prom&nnou, nap¥. )/ a dostaneme

H

25[}5(:;.»5))(-—::5/7» al7l] - f(X) . ()

Z podminky a}f/;),\’-ﬁ, toti? z rovnice

24 (arb)X -2 abtl =0

vyjde
¥« mlh
b(a ~4) (d)
a s pouzitim (a)
L4
SIGEY'Y (e)

"Nesoum&rnost" ve vypodtu, vzniklou zvolenim }/ za zévisle proménnou,

odstranuje Langrangeova metoda. MIsto minimalizace funkce U= Urx, }/(,()]_ j(‘()()
budeme minimalizovat funkci

/_(X;'}/,'/'l)=L/(,\",}/)f)bj(/\/}}/)' (£)
Dostaneme
9){ 21.‘-._7 +?Q(52)X+a2£)/‘2gé/"7c,] 1"/16 e 0
9}/ 257[5‘5/’( 24y-a/n]+ra =0 | -
:%L: =X ralk -/ = O
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Posledni rovnice Je totoZnéd s (a), takZe Jsme Ji ani nemusili psét. Prvni
z t&chto rovnic d&lfme 4 , druhou @ a ode&teme. Tim vylou¥ime parametr
A . Vyjde

(5% ab)x +} QY -all, ~ 0. (h)

Spolu s poslednf z rovnic (g) ddvé (h) lineédrni soustavu pro vypoet neznd-
mych X , Y . Vyjde opdt (d) a (e). V soustavé (g) Jsou obd promdnné X
Y upln& rovnocennd. Vypo¥teme-1i také parametr A , zjistime, Ze

_7_- ab/

A 655 tava)

(1)
Jo zajimavé, Ze Je to mrévé vellkost udhlu otoleni telny ke stfednici rdm

v kloubu 4 , tJ. A = ¥4 (obr. 1), tedy v tom kloubu, k ndmuf vztahujeme
momentovou podminku rovnovdhy (a). Lze dokdzet, Ze to neni ndhoda., Fyzikélni
vyznam Lagrangeova parametru vidy ndJjak souvisi s fysmikdlnim vyznamem vedlej=-
81ich podminek. Pozd8jl se o tom pi‘esvédléime Jed8t® na Jjinych prikladech. "

PF1 redeni tdZe Ylohy Jje vBak

moZno postupovat mnohem voln&ji, y

mi%eme uvolnit oba klouby a nahradit : a M '

Jejich pisobent podls obr, 2, |£ _" 0
\

Energie ohybové napjatosti je X, A

2 2
a=g}3[¢5%*a"w () ‘ Xe

a vedlejd1 podminky Jjsou Y2

?ﬁXr"Xz -,
Fae K+ Y, =0 (k)
Gy=bXaraky~ 17

Budeme tedy minimallzovat funkeci
;(Xf,%'}:’}/z):u(/\lglK)-F)L’(.X,*X;)‘f—
*Az(}r/’}/?)*ﬂ‘;(éxz*qg—/vp)_ (1)

Obr. 2

*/ Nejde tedy Jen o &istd® "formdélni" parametr. Viz té% 3. pifiklad.
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Derivovénim ziskéme

2 AT . _
%_A{i=,12=0, 3;7;‘;5]5"3”‘2 2,6 =0
’ (m)
ri’ 7 J 2L _
ﬁ:ma}:*ﬁ,=0’ 9‘2:;&,"’;1‘:52—0‘
Odtud vypoiteme
7 52
[ 3
W R-‘-‘& ’a l— X
=i B ! ’ Vg 7P

a po vylouleni t3chtc parametrd ze soustavy (m) dostaneme rovnici
2
Q2K a 6X2 ¢ ) (n}
kterd spolu & podminkami (k) dévé

X, a=- ), =~ =L /7%
’ £ 5(a+5) ! (o)

}«;=_y___ b /7

2 7

Q(sz-é) . (p)

tedy totéd3, co vydlo dfive, Jak pozndme ze srovndni s rovniceml (d) a (e).

V tomto pripadd jsme odstranili i neaymetril postupu zplsobesnou tim, Ze
jsme pri prvnim Fedeni uvolnovali jen kloub & {a nikoli 4 ), Nyni jsou
oba klouby - a také v3echny reakce - rovnocenné. Vzhledem k tomu, Ze rovnice
{j) obsshuje na pravé stranéd jen dva &leny, je posledni zplsob vypodtu do-
kence snazi1 ne? oba Difedchozi.

3. Princip duality v tecrli prufnoati

Podle Lagrangeova principu virtudlnich praci lze poduminky rovnovéhy
{JichZ Je obecnd pro kazdé uvolnéné té&leso 3est) nahradit jedinym poZadavkem,
aby celkové prédce pFi libovolném virtusdlnim pohybu byla nulov4. Virtudlnim
pohybenm se rozumi libovolny, ale nekonedn® maly pohyb, ktery umofnuji vazebni
podminky, Nezajimaji~1ll nds vnitfni reakce, nemusime pritom t&lesa ze sousta-
vy uvolnovat. Je-li tento pohyb nekonednX maly, mdZeme pfi n¥m zanedbat zm&nu
plaobicich 2il vazniklou posuvem, takze sily povaZuleme za konstantni. Princip
virtudlnich prac{ je tedy vyjédfen rovnici{ 7 & dq;, =0 , v niz 5%- znad&i
nekonedn® malou zmdnu aloZky posuvu pisobidtd sily & do sméru této sily.
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PFitom méme na mysll zobecndné posuvy a s{ly, tak%e mezi n& zahrnujeme napf.
{1 silovou dvojiecl a virtuélni uhel otoZenf{ plaobists této dvojice.

U prufnyeh tdles Je virtudlnim posuvem toké pretvoireni t&leea, pfi némZ
vznikd zména energlie napjatostl d i, Je to préce spottebovand, proto vstu-
puje do pracovni billance s opalnym zneménkem neZ virtudlni préce vndjéich
ail

n

SU- ) &isq - 0. 39

Zvolime-11 jen jeden z pFiprdstkd 52,— rdzny od nuly a pFipomeneme-1i sl
definici parcidlni derivace, dostaneme (pro J?’- =0,;d4c )

L Y U (40)
G 7o, 5

Op&t by se mohlo zd4t, ¥e Lagrangefiv princip Je zcela trividlni, nebof
Je=11 vyslednice ail pisobicich na n¥jaké t¥leso nulové, je oviem nulovd
i préce téchto 81l pFfi viptudlnim pohybu. Ve skuteéncatl to neni tak samo-
zfe Jmé, nebot Jde o sou¥et praci Jednotlivyech sil a nikoli o prdcl vysledni-
ca. V¥znam principu jes predeviim v tom, %e nds osvobozuje od zdvislosti na
soustavé soufadnic, fe misto sloZkovych a momentovych rovnic ke t¥em osdm sou-
fadnic poéitdme nynf 8 Jedinou skalérni veliZinou - s virtudlni practf, které
na soufadnicich nezdviai (tJ., 3 pou¥itim kterychkoli souitadnic dostaneme pii
tém3 virtudlnim posuvu touZ virtudlnf prédcl). Poznamenejme, ¥e rovnice (40)
plati 1 pro nelinedrnd pruind t¥lesa.

Levd atrana (39) ml%e byt povaZovédna za variaci celkové potencidlni
anergie

L~ ltlg)-F Qg (4

povaiujeme-1i aily 6?;‘ za neménné (danéd), Nulové hodnota variace

JL = U "ZQ-J?‘. Je podminkou existence staciondrni hodnoty celkové poten-
ciélny energle [ . ¥/ Je zFejmé, %e velidiny & (sila) a 9. (posuv)
nemaj{ v rovnicl (41) rovnocenné poataveni. Protdjikem tohoto "nesoumsrného"
vztahu by mohl byt vyraz

ARSN' DY % & (42)

®/ Soulet W‘*ZQ:‘ 7; znall potencidl vndjdich sil, Rovnici (41) lze psét

také jako soudet potencldlni energle napjatosti s potencidlu vné Jdich sil,
ty. [ = U+ . 0dtud nédzev pro £
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pki jehoZ variaci by zdstédvaly konstantni posuvy 4. . Budeme Jej nazyvat
komplementdrni celkovou potencidlni energii a hodnotu {* Yxomplementérnt
energli napjatostl., Anulovénim varlace SL* dostaneme

JL* = JU* “Z ?': JGL =0 (43)
a odtud
) U™ _
ey _ (44)

Mezl vztahy (39) a (43) Je podstatny rozdil. Prvn{ &len v rovnici {139)
zne i elementdrni deformadni précl vn¥jdich sil a mé fyzlkdélni vyznem, kdeito
obdebtny #len v rovnicl (43) vznikl pouhou matematickou apekulaci. A% mé teké
fyzikélni rozmdr préce, %4dné skutednd préce to nenf, nebot p¥l nulovém posu-~
v plaochistd sily se nemdZe konat 24dnd fyzlkdlni prdce, a to ani tehdy ns,
méni-11 se sf{la. ®/ Podobnd energie napjatosti

U=//1d1/, ke A '/{G([E})}T{cff} f (45)

Je ekutefnou potencldlni energif napjlatostl a zdvis{ na posuvech plsobist
gil, tekle [/- &/(2;), kde%to komplementédrni{ energle napjatosti

é/”if/f'a{l/, lede /\.**/f(([o‘}‘)}?{d'o’}, (46)

nemé Z4dny primy¥ fyzlkdlnf vyznam a Je furnkc{ plasobicich slil, é/ﬁ~d/ﬁ’&k),
Proto

2 " aU*
su-5 2o sor. 5 2 sa “n

Dualits mezi tZmiteo vztahy Jje ne prvn{ pohled z¥ejmd. Pro linedrnd pruiné
t&leso je [0’}=[€][{}, tak¥e

A~ [lsy1de} JLeTUCT (e} = [lef [Cede) = fley sy - A,
a tedy 1 {/ ={/*. Z rovnice (44) pak dostévéme

_ al
Zi = 2 & ! (44a)

%/ 40 viek neznamend, %e 8e nemi%e unavit sval, ppedepjaty urditou ailou,
1 kdy% nekonda Zédnou fyzlkdlni prédci. V lékaPfstvi se rozliSuje préce
izotonickd, pfi ni¥ sval kond fyzikélnf prdci stdlou silou, a préce
izometrickd, pfl které se udrZuje konstantni délka svalu (a tedy drdha).
V tom pPipadé viesk jde jen o disiponovancu energili.
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co? Je znémé Castiglianova vdta, platici jen pro linedrn& pruiné té&lesa,
Rovnice (40) & (44) viak plati i pro t&lesa nelineédrn¥ pruZné.

Vyznam slova "komplementdrni" vyplyne z této uvahy: vytvo¥me soulet
variac{ celkové a komplementdrni celkové potencidlni energie

SW = -0 (@Sq+ 2.88:)+ SU(g) + SU(&). (48)
Tento souet lze povaZovat za variaci energle

Vf\l; "Zag?£+l/(?‘.)+l/*(&’£) (49)

se dv&ma posloupnostmi nezévisle promdnngych & ,

¢: + Podminky pro exis-
tenci stacionérni hodnoty nyni jsou

.Y
2}1/ =-4Q f_.iéi /N

R T (50)
2 CIZ00
26, 0 Py ’

To Jsou visk rovnice (40) a (44). Doplnénim celkové energle o energii komple-
mentérnf (= doplnkovou) Jsme doséhli uplné symetrie v postaveni obou prom¥n-

nych & , g, - Tato symetrie je zékladem principu duality v teorii pruz-
nosti.
Pozndmka: V literatufe najdeme pro rovnice (40) a (44) rovn&Z ozna&eni

"Castiglianovy v&ty". Italeky konstruktér Zeleznic, A. Castigliano, je uve-
fejnil asi pred sto lety, avdak Jen pro linedrn& pruné t&lesa. Pojem komple-
mentdrni energie neznal, ten zavedli do vypo¥tu a%¥ F. Z. Engesser a H. M.
 Westergaard. Vita (40) je - jak jsme ukézali - formou Lagrangeova principu
virtudlnich praci{ (v Ypravé pro pruinéd ﬁéleea).

2. priklad

Princip duality vysvétlime Jedt& na pfikladu Feden{ staticky neurZité,

Ty

®2l1

®

-
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linedrn& pru#né prutové soustavy podle

obr. 3. Soustava se deformuje Soumdr-

né k vertikdln{ ose (o0osa neni na obrédz-
ku vyznaiZena).

HeSent

Postadl, budeme-li uvaZovat &ty¥i
slozky posuvd ¢, a%* ¢, asil 4,
az &, . Energii napjatosti vypodteme
pomoci 8il v prutech A a%f A, a
prodlouzeni prutd 2, ai p,



Pruty (:) a (:) Jsou v soustavé zastoupeny dvakrét. Napifeme rovnice platné
pro tuto prutovou soustavu Jjednak v deforma¥ni, Jjednak v silové variants;
ozna¥eni rovnic pro silovou variantu rozliSime hv3zdilkou,

Konstitu¥ni rovnice jasou

’? ks 'éifor' J A ® G Fl) s’ (2, a)

Potencldl wvné&jéich s8il (kaZdé je v soustavé podle obr. 3 zastoupena dvakrit)

W:‘_z(&’?"*(?l?g*@d?_,*ﬂg?‘.)-W(?‘.). (b)
Potencidl vn&j&ich deformaci
~3
W*--2(3,8+ 9,6+ 58 *28.)- W"(&). o

Zéporné znaménko v rovnici (b) vyJjadfuje zmenSeni vn&j3{i "zésoby" préce

(tJ. potencidlu) o préci vykonanou vnéjsimi silami. Obdobn& Je tomu u rovni-
3

ce (b7).

Potencidlni energie napjatostil (tJ. "zdsoba" vnitFni deformaZni préce)

Yl ) BPo=Llbote 28p : 2 (e)
2 42: v 2 (,’ | 7 kgl * ‘?élﬁa = é«}%-) ‘
Komplementérni energie napjatosti
 §
2 2 2
é/*= éizz:fzJE? :;g (f}f? * é%;,f? +‘?CJF32+ Cb/z‘). (e )
Vztah mezi prodlouZenim prutd a posuvy (8 oznafenim o« = l/va)
y 2 0 o0 © 9,
o =4 L =L
” i 0 1 0 1 ‘ ?; ’ =
A2, = e
P ) e 2 & B |5
Vztah mezi vn&j3imi silami a silami v prutech: .
z.?,‘ (1 <« o 0| A
& 0 x 1 0 A ]
& i (d )
4% 0 oL 0 X /3
T =
6% LO 1 0 | - /3

Matice v poslednich dvou rovnicich jsou singuldrni, tj. posuvy nevyply-
vajl jednoznaZn& z prodlouZeni prutd a sily v prutech nevyplyvajil jednozna&-
né€ z vnéj8{ich sil, tax%e matice nelze invertovat. ProdlouZeni prutd nejsou
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nezévisld, plat{ mezi nimi geometricky vztah (podminka kompatibility)

P -2V2 oy + 2p tp, = O, (e)

Mezi vn&j8imi silami podobn& plati podminka rovnovéhy
E

A, By = 0. (e )

Ostatni podminky rovnovéhy jsou vzhledem k soumdrnostil viZdy spln&ny. Rovnice
(e), (e¥) vyjadfujl lineérni zévislost v soustavéch (d), (d¥) a Jsou podmin-
xou Pesitelnosti t&chto soustav. */

Z podminek

_ £ »
,;3?_ (W+V)=0, popt. "5?"5:. (W™, 0y7)=0 (), (f)

dostaneme Soustavy rovnic pro neznémé 7 , POPF. &¢ . Pro strudnost nyni

zvolime é; = ¢ =1 =konst., S poufitim pravidla pro derivaci sloZené
funkce
jzéi - ,ifif 2&&

3 ?‘.‘ J' aﬁj 9 ?"

costaneme pro deformadni metodu (po kréceni dvéma) z rovnic (f), (b) a (¢)

s 1 o1 4] (a) (%)
1 1 -3 Q
1 ’ L B (8)
(1 1 5 A 2 4,
-1 -3 -1 2 7 2
- . - ¢ %

S prekvapenim zjistime, Ze matice Je singuldrni, takZe soustavu rovnic
(g) nelze re8it. Je to zpisobeno tim, Ze jsme dosud nevylou&ili posuv sou-
stavy Jjako tuhého celku ve svislém sm&ru (ve vodorovném ano, nebof vodorovny
posuv celé soustavy napf., vlevo by odporoval predpoklédané soumrnosti).
Soustava mé tedy dosud jeden stupen volnosti. Predepifieme proto okrajovou
pedminku ¢, =0 a vynechéme v soustavé (g) &tvrty ¥édek (&tvrtou rovnici).
Zéroven vynechdme 1 &tvrty sloupec v matici, nebot se nésobi hodnotou 94 = 0.

¥/ Blizsd poudeni o releni pfeurdenych nebo neur&itych soustav linedrnich
rovnic jsme podall na tfetim seminéfil Maticové metody v pevnostnich
vypodtech, Dim techniky GVTS v Praze (1973).
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Dosteneme tak zmenSenou soustavu

—
\
()
=

Hw a,

_% 1 3 1 2,4 = &, ; (h)
1 1 5 QJJ l QJ
2 ni% vyjde vektor posuvd {9 ) pro dané sfly {4}
(g, 7 -2 -1 0,1
g, 1 = Té_ 5 4B «p &, (1)
?J ~ "2 7 0.!

Sila Z?4 Je nynt reakef v dolnich kloubech, které se nemochou svisle pohybo-
vat, a plyne bud ze ¥tvrté rovnice (g) pro %« = 0, nebo krateji z (e™).

Ctvercovd matice v rovnici (h) Je matici tuhosti, v rovnici (1) matict
poddajnosti (Jje sloZena z prilinkovych éiniteld). Pri silové metodd nemiZeme
z rovnic (c¥) Jednozna¥nd vyloudit sfly /A v prutech pomoct (d*), nebof
soustava (d¥) mé jeden “stupen volnosti". M& nekone¥n& mnoho Fedeni, ktera
miZeme napsat takto:

"Cj;é?:*x Il /C;='0_g"'X; ¥
. (d )
/?:—/Y/E—! €=0J’Xi

Parametr X miZe nabyvat kterékoli hodnoty. Po dosazeni ze soustavy (4™
do (e¥) (pro ¢; = 1) dostaneme

S 2 2 HE
3 (30'.+£% *‘_;"01)*(&’*2&2‘&'))(“4)(2 (¢ )
a z rovnice (f) s pouzitim vedlejd{ podminky (&™)
3

l\’ g, 1 0 o0 : 1 [ @,

7 -G, ) 1 0 2 0 | 2 J & ==l r (gﬂj
= Y |
?, 2lo o 1,1 4,
T _1___2__1_T§' X

Posledni rédek jsme dostali tim, %e Jsme povazovali parametr X za dalss
- pétou - proménnou silu a napsali podminku

2 x_ ey 2l
X (W)« 55 -0
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Eliminact X & dosazenim % = ¢ dostaneme Ry

g, 7 -2 -1 &

1 Qs (n)
7,0 = 1 |2 v -2 ) .
iJ "1 -'2 7 of

Refenfm této soustavy dostaneme vndjsi sily {é?} vzniklé posunutim uzld
o dané posuvy {?}

4 5 1 1 %

r 1 x
&, = 5 1 3 1 Z, ' (1)
4, 115 %

Srovnéme-1i ohé metody, vidime, Ze deforma&n{i metoda Je Jednodus3i, ne-
bof vyjddFf{me-1i uwZitim (d) vdechny deformace pomoci posuvi {2’} , doata-
neme vidy kompatibilni pretvoreni (nezédvisle na atupni statické newrsitosti).
Vypodteme-1i podle rovnice (d) prodloufeni prutd Lp} , snadno se pfeavad-
time, %e vaedlej3i podminka (e) je splnina, Silové metoda vdak musi po&itat
se stupnl volnostl v Pedeni scustavy (d*), kterych je tolik, kolik mé mecha-
nickd soustava stupnd statické neur&itosti, ale Jjeji vyhodou je, %e nepot¥e-
bujeme Fedit pfipad a¥ do konce. Zpravidlsa totiZ nejsou dény poauvy, ale
vn& jé1 sily, takZe vde, co nds zajimd, byvd obsaZeno JjiZ v sousatavs (hx),
kterou proto nepotfebujema Fedit. Soustava (1*) néda jlZ nezajim4.

P¥1 aplikacl &1slicovyeh poéftaéﬁ pFfevaZuje vyhoda principidln{ jedno-
duchostl deformaéni metody nad nevyhodou sventudlni v&t3{i pracnosti, takie
se nyni tém&# vyhradnd poufivé deformaéni varianta vypodtu. Silovd metoda Je
neopak vhodnadjsi pro rudni vypodty. Proto se aZ 4o neddvna pouZivala v teche
nické praxi a mnoho rutinnfich metod, uvéd&nych v udebnicich o stavbd ocelo-
vfich a jinych konstrukef, bylo odvozeno prévé ze silové metody vypodtu,

3. piiklad

T#i vldkna podle obr. 4 jsou
bez vile spojena ve spoledném uzlu
a zagtifena v rovind soum&rnostl si-
lou & . Plat{ pro n& nelineérni
konstitu¥ni{ rovnice &, = F,"?. P2 o=
= ?Ff , kde L7 Jsou absolutni
prodloufeni vléken a /A4  jimi pre-
néSené sily, ¢ = 1, 2, Vztahy plat{
¢iselnd (nikoli rozmdrovad); zavedli
Cbr. 4 4sme Je pro zkrdceni zdpisu a vEt3i

prenlednost. Uhel « = g0 ©,

X/ s11a X je vwnit#n{, a proto neni zastoupena v potencidlu W™,
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Re¥enf deformani metodou

w o =-4&g, ()
{ ? = avisly peauv uzlu),
2 P
Vs ki r5V2h | (&)
Vedle fé{ podminky (kompatibilita)

VAV AR NNy

(e)
Sosg-pr = 0.
Hledd se staciondérni hodnota Lagrengeovy funkce
L= WU+ A0+ M fa (4)
vzhledem k proménnym &, , & , ¢ , poph, té2 A, , A, . Derivujeme
tedy Losgrangeovu funkel a derivace anulujeme
by
20, u‘//;;'ﬂr'ﬂ‘z=0;
3L _
% i 2a, -0,
al (e)
g T W Ml
L
aa, - R Zp, = U,
2L
95, - 2, 9
Cdtud
A =R A?a/fs’_”’/"l/‘? =%U’:=0; (£)
- 2
?—A=§a.
HeSent silovou metodou
n
W*=—?£’ ) (a )
U% - L, 4o
= L p . 4
J o N3 8 n

(b))
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Podminka rovnovéhy

b J
9=4-5-A/:=0. (e )
Lagrangeova funkce
»*
L= W*+ U+ 2g=0. (d)
Podminky pro existenci staciondrni hodnoty této funkce
31* 2 0
s—é-:ﬁ-ﬂu 4
2L” 2 o
55 = 4R = 0
27 "4 ! (e )
o R
2/*
S7 = §-B=H =1
Odtud :
2 2
Age'—' /D'
gl (tedy B = 2P,),
»
(f)

VSimngme si, %Ze v deformadni metodd znadi A,=4&/7 yyslednici sil
v obou postrannich vléknech; o ni je mendf{ sfla A  proti sflse &
Déle A, - L . V silové metod® zase A = g znall posuv spolafného pisobidté
8il vstupujicich do rovnovéhy. Potvrzuje se, Ze vyznam Lagrangeova parametru
souvis! s vyznamem vedlejdfch podminek. Je to v3dy doplnkové veliXina k vaz-
b& popsané vedlej&imi podmfnkami.

4. priklad

Pro linedrn& pruZné prutové soustavy odvodte vEty o Jednotkovém posuvu
a o Jednotkové sile.

KeSen{

Oznadme 81ly v prutech {/3) a vné& sl sily {0] . Prutové soustavé
udélims virtudlni posuv {<$q] uzld, které vyvold kompatibiln{ prodloufeni
prutd {}%p} . U linedrni soustavy existuje mezi nimi vztah

[5p} = [8] (34} . L
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Prvky éy matice DB] Jsou konstanty. Virtuélni préce je pak

{5/0} {PJ 5? {&} (b)

a po dosazeni z (a)

5L = (8q) (181 (P} - 1@}) - {0 - (e)

ProtoZe [5]2} Je liBovolné, mus{ byt obld zévorka rovna nule. 0dtud

(@} - 18] (P} . (@

RozepiSeme-1i rovnici (d), dostaneme

da = 22 594;3 . ; (e)

Podle (a) vdak

oL 'Z.bg,- J?j . (f)
J

Odtud

%.:%ﬁ-‘;e&na&:éf,ﬁ. ()
& g AgE

Zde P: Jje prodlouZeni T -tého prutu, které je kompatibiln{ s jednotkovym
posuvem ﬁy = 1. Potom podle (e)

-
Tato rovnice vyjadfuje v&tu o jednotkovém posuvu: "Silu 6& dostaneme
jako soulfet soudind existujicich sil A v prutech soustavy nédsobenych
prodloufenimi jf prutd kompatibilnimi s jednotkovym posuvem qy = 1,"

V&ta o jednotkovém posuvu (h) vede k zajimavému didsledku. Je~li ve sta-
ticky neur&ité soustavé vlastni pnuti tj. existujf-1li v nf sily /A~  bez
pisoben{ vn&jdich sil &, , Je Z-'P P =0 . To znamend, %e sily v pru-
tech tvorici vlastni pnuti nakonaji ptil deformacich vynucenych posunutim
uzld Zédnou préci, tj. jejich celkové deforma¥ni préce Je pfi jakémkoli
(malém) posurut{ uzld nulové. Energie napjatosti prisludnéd vlastnimu pnuti
se tedy pri pisobeni vn&jiich sil nem&ni a nevstupuje do rovnic (40) a (44a).
Linedrné& pruZnd prutové soustava se dinkem vné j8ich sil deformuje tak, jako
by v ni %4dné vlastni pnut{ nebylo. Je to zvldstn{ pripad plynouci téz
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z obecn&j31 Colonettiho v&ty, podle nii je u lineérn& pruZnych t&les inter-
ak¥ni energie p¥i pisobeni vn&jdich sil a vlastnich pnuti nulové. L

V&ta o jednotkové efle Je dudlni k predchozi v&t%. Komplementérni
virtudlni préce Jeo

SL*- (P} (p} -1 38} (9} = (0} . o

Zde {‘5;3} Jeou libovolné sily v prutech, které splnuji{ podminku rovnovéhy
se silami {61?} v uzlech; musi proto mezi nimi platit n&jaky lineérni vztah

(5P} - [4] (80} . (a"

Prvky /% matice [4] Jsou konstanty. Rovnice (a*) nenf odvozena inverzf
a variaci z rovnice (d), nebot matice [B] Je obecns obdélnfkovd. Proto
také - Je-1li soustava n¥kolikrét staticky neurXit& - neni rovnice (a¥) Jedin4,
lze ji psét rdznym zplsobem. Na sfly {dJ”} neklademe Jiny pozadavek, ne3
aby byly v rovnovéze se silami {J& ) . Nemus{ to tedy byt skutedné sfly

v prutech, které jsou krom¥ podminek rovnovéhy vézdny i deformadnimi podmin-
kami. Dosazenim (a®) do (bY) vyJde

(5@} (WY ip} -{q})- {0} o
a odtud

(9) =161 {p} . "

(d)

S obdobnou argumentaci Jjako d¥ive dostaneme pro Jednotlivé posuvy

?/. i Z é/at / (h)

coZ Je véta o jednotkové sile: "Posuv ; ve sméru sily 5& vypo&teme
Jako sou¥et sou¥ind skutelnych prodlouzeni 2; prutd v soustav& nésobenych
silami Z? v tychZ prutech, které Jsou v rovnovédze s jednotkovou silou

d& = 1." ProtoZe 8sily 2? Jsou vézény jen podminkou rovnovédhy se silou

4} = 1, mohou byt obvykle v n&kterych prutech zvoleny nulové., Tim se pod-
statn& usnadni vypolet.

Ob& v&ty Jsme odvodili pro prutové soustavy. Lze Je v3ak zobecnit i pro
pruzné spojitéd t&lesa (kontinuum).

®/ COLONETTI, D.: Accad. Lincei Rend. 24, 404, 1915. Colomettiho véta se
tyké pruZnych t&les, tedy nejen prutovych soustav.
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5. priklad
U prutové soustavy dokaZfte dualitu mezi rovnicemi kompatibility a rowni-
cemi rovnovéhy.

Helent

Necht Je 7 prutd apojeno v /7 uzlech. Kompatibilnf prodlouzent {2}
prutd doateneme, odvodime-1li je 2z posuvl {9} uzld (viz 2. pAfkled}.
Pak bude platit, Ze

(p} = [Al{q} - (a)

‘Matice [A] Je obecnd obdédlnitkové (pro rovinnou scustavu mé rozmér mx 2n ),
Rovnice rovwnovshy lze napsat ve tvaeru linedrni zévislosti mezi vn§jEimi sila-
mi {Q ] asilami v prutech {~} '

(@} -[8](P} . (b)

Virtudlni préce vndj8ich 8il se mus{ rovnat deformasni prédci wvnit¥nich sil

(3q) {a} - {9} (P} . (e)
Dosazenim z {a) a {b) do (¢} - & poutitim (15) - dostaneme
(85} [811P) - [S9) [AT'(P} . @

ProtoZe virtudlni posuv {JCZ} lze volit libovelnZ, musi byt

[81{F} - [AY (P} . e
Podle (b} mé& levd strena (e) vyznam vektoru wndjsfch sil, ktery lize volit

libovoln&. PFi konstantni maticil [8] to znamend, %e 1 vektor [~} lze
libovolngd ménit, tak3e rovnice (e) mdZe byt splndna jen tehdy, plati-1li, Ze

[8] -[A], worr. [B] =[4]". (£)

Znéme-1i tedy rovnici (a), mdZeme ihned napsat i rovaniei (b) a nsaopak,

Podivéme-1i se z +tohoto hlediska znovu na 2. pifiklad, na rovnice (d) a
(a®), zjistime, %e tam vztah [8] 7= [Alneplat{. Rozpor Je visk jen zdénlivy;
je zpisoben tim, %e jsme p¥i formulaci rovnic (d) a (a¥) vyuZili soumirnost.
Kdybychom #fslovali pruty a uzly pribdind a bsz z¥etele k soumsrnosti, nade
rovnice {f) by platila., Dosteli bychom v8ak vit8{ matice, napf. matice v rov-
nici (d) by wila velikost 6 x 8. Obdobnd poznémka se tykd i 3. prikladu,
Rovnice {e¢), pop¥. (cx) by bez zfetele k soumdrnosti v tomte pripadd zndly

29



Py 1 A

2t - |osligl, )t 05 05114
~s 0,5 ‘ £

Te sou viak prévd rovnles (a) a (b). Viimnsme sl, Ze plati 1 pro nelinedrns
rruZnou scustavu, '

Vyhoda, kterou jeme ziskall vyuZltim soumdrnosti p¥i &ialovéni prutd,
poeuvd & 8il, byla vyvédZena ztrétou platnosti rovnice (f). Pokud méme k vi-
podtu &islicovy poffta¥, nezédlefi ndm tolik ne rozsshu vypoftd, Jeko na vzta-
hu {f), ktery mifeme poufit ke kontrole vypodtl., Proto &islujeme pruty radéji
pribding a soumdrnost nevyuil{védme, leda a% nakonec ke kontrole vysledkd,

 §
(3¢, ¢)

4. Deformadni metoda Fefieni prutovych soustav

Kompatibilni prodloufeni prutd dostaneme, vyjédfime-1i Je pomoel posuvf
uzld {¢}

[P} « 14A1{q]} . (51)

Konatitu¥ni zdkon, vyjsddujici wzteh mezl silami v prutech a Jejleh prodiou-
fenim, Jje dén rovnilci

{r}-lellp} . (52)
Matice [}ﬂ] je dlagondlni a sloZend z prvkd

Y

A (53)

b 4

kde £; zna¥l modul pruinosti v tahu ¥i tlaku, S, protez a /.  délku
z -téhe prutu. S pouZitim t3chto vztehd miZeme }i% sestavit vyraz pro poten-
cidlnf energii napjatosti

U= {pY P} - J {?]T (A1 (2] [4] {9} . (54)

S oznadenim

(4] = [AT [#][4] (55)

Je

U = g{?}"[ﬂ{?} . (56)
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Potencidl vn&jsich sil Je
w =-1{g} (@} (57)

2z Lagrangeova principu dl = J(U*VV)'-: 0, totiZ z rovnice
(9] 2727 = (52} (k1 (33 - (@) - 2.

dostaneme 2zdkladni rovnici pro #eSeni prutové soustavy

[«]{g} = (&), (58)

kterd spolu & okrajovymi podminkami nakonec dé reSeni %

(2} =F11a} . (59)

Matici tuhosti [’(] mi¥eme se-
stavit Jedtd Jjinak, pomoci super-
pozice., Pro libovolny prut sesta-

vime zévislost reakci v kloubech
R, a% A, na posuvech u, ai
Uy (obr. 5):

R, £, .é,, "3: ‘{a. | '“r
Rob o | by ba &y &, | |ua (60)
2 by ki by k| W]

Koy Koy kyy ko] Uy

Indexy 1 a% 4 se opakuj{ u kazdého prutu, jsou to tedy lokéln{ indexy. Rovni-
¢l (60) napifeme pro kaZdy prut, takZe budeme mit 777 rovnic

{Qre)} - [g(.fe):’ {u(e}} , " (61)

‘e

€ =1, 2, ..,, W Matici[i" JJ nazyvéme elementérni matici tuhosti. Pro
prut na obr. 5 dostaneme z Hookeova zdkona se zkrécenym oznadenim

C =co8ed , § = 8ind

s . i
¢ s - -cs
2 2
A -c? tes & es
-cs -5 s s?

*/ Matice [f] Je inverzni ke zmendené matici tuhosti.
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K tomu stadf, abychom zvolili Jednu z hodnot &, rovnou jedni¥ce a ostatnt
nule a vypodetll reaskce /~, a% R, , které pak tvofi ¢ -t¥ sloupec mati-

ca [x(e)].

Nyni si vytvotime pro celkovou matiel [kf] nulové pole o velikostl
2n x 2n & poBleme do ndho jJednntlivé prvky elementdrnich matle tak, Ze Je
v3dy pridteme k hodnot® na p¥isludné adrese, urfené ¥islem Pddku a sloupcs.
K tomu poufijeme pribiinéd Sislovdn{ posuvd a sil v globdln{ soustavd. Souvis-
loat lok4lnich & globdlnich indexd vyplyvéd 2z dispozice prutové soustavy,

PFi tomto postupu vychdzime z poznatku, %s reakce v ndjakdm uzlu, venik-
14 jeho Jednotkovym posuvem, je dédna soultem reekeil prenddenych do jednotll-
vych prutf, jei se v tomto uzlu stykajf, Tek pomoe! K ‘€' sestavime phimo
maticd [,&’J ; co Jedt% objesnime na p¥ikladu, Podobnd I vn&Jsf sfly, vné-
Send do Jadnotlivyeh prutd v uzlech soustavy, sloZime do vysledného vektoru

{0} vnd jiich il pfendSenych do celéd prutovd soustavy v uzlech, Jeitchs

posuvy jaou - ve shodném globdlnim 3islovdni - {g} . To je podstata "piimé
tuhostnf metody" (direct stiffness method).

6. ppiklad

Re¥te prutovou soustavu na
obr, 56, pro nii

aerr"é "ES/!, qu'l'//ff Py

Obr. 6
Heseni
Nejprve sestavime rovnice (51}
a (52). Dostaneme (se zkrdcenym
oznafenim « = 1/V 2)
4,
, -1 0 1 0 0 0 0 © e
2
pls |0 0 £ <L L o o AR (a)
2, © 0 0 -1 0 0 0 1 :’;
2
s
A 1 ¢ o© Pﬂ
Ayl lo « o o (b)
A c 0o 1 A
Z rovnice (55) vyjde celkovd matice tuhosti 8 x B (s oznadenim £ = —%F=)
2V 2
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2 2 4 5 6 7 8
[ o -1 0 0 0 o] 1
o o o o o o o of =z
-1 0 g -# -A F 0o of J
0 o -p m#@ A -A o -1 4 (e)
[4]-4 o o - @4 np -A 0 o 5 -
0 O 2 -p -p ~A# 0 0 €
o 0 o o o o o o 7
o o o -1 o o o 1| &

Tato matice Je singulédrni,a proto vztah (58) nelze JeStd Pedit. Z okrajovych
podminek visk vyplyvé, e %, = 9, = 95 = 9e = 9 = F, = O.
Vynechéme proto sloupce a fédky 1, 2, 5, 6, 7 a 8 a dostaneme zmendenou sou-

stavu (58)
[n,a -0 ] ; ] [0_,
l, N =
Y 9, a,

Z ni vypodteme
N 1 2/2 + 1 1 &y | (e)
2. & 2(2Z+1) 1 22+1 |4

Nyni budeme postupovat druhou metodou. Nejprve urlime elementédrni matice
tuhosti

(d)

29 4 v 4 7 8
0 =1 07 7 o o o ol 2
[-Y(’)}i: 0O o o0 o 2’[]{03“ ¢ 3 O <L} % )
-1 0 1 0| o o o o] 7
(0 0o o o4 o -1 o | &
2 4 5 & (£)
1, =1 =1 X 3
1 I 1 =1)|w%
y(?)xi
[ ] A 2. 1 1 -1l &
1 -1 -1 1| s

K elementérnim maticim Jjsme pfipisovali #1sla slouped a F4dkd shodnd s glo-
bédlnimi indexy pfisludnych posuvd z vektoru [?} . Napt. prvek I.,f) = £f
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zna&i svialou reskel Rf) prenédSencu na prut @ v pravém dolnim kloubu
.pﬁi jednotkovém posuvu ¢, =1 a Jjeho adresa je urlena Eislem radku - 4 -
a &{slem sloupce - 5. Jednotlivé prvicy elementérnich matic nyni podleme do
nulového pole pripraveného pro maticl [4”], a to podle indexit, Jimi Jeme
dzna%ili #4édky a sloupce, & prvky na stejné adrese budeme poatupné siitat,
NapF. prvek 4,, v matici [£] venikne se¥tentm prvkd £y Ja) o,
oz kLo +0+ (-42)] =-kF . Tento pivek znadi vyslednou silu
&; pPi jednotkovénm posuvu 7. = 1 (oatatni poauvy Jeou nulové)j vyalednd
sila je sloZena =z diléieh reakoi R;') = l'.m ak R” . &5 . Podobné
prvek & = P T R | = K (1L+0+0)m &£(2 +/7),
Tak domstensme celkoveu maticd tuhouti. kterd ss shoduje » matict (c).

Matice (c), popf. (f) majf d0le#ité vlastnoetl, uspadnujici numerickou
kontrolu., Jsou soumdrné, jek lee dokdzat z definice (55), a maj)i nulové sou-
3ty sloupch (4 Pédkd), ool lze dokéset s poulitim rovnlo rownoviéhy, které ausi
efly (@] , poph. reakos {R} v uslech spliiovat.”/ Tomu e ekvivalentn:
ddkaz, odvoseny s pradpokladu, ¥e posuv soustavy (81 jednotlivého uvolniéného
slenu) Jako tuhého ocelku nesplscbuje v uslech $4dné reakce, nebol mu pPislu~
80J1 nulové prodloufieni prutd. '

Vyhody druhé metody =~ skldddn{ celkové matice tuhosti 2 elezentdrnich
matic ~ se v uvedeném pPikladu pFLlil neprojevujil, Oaenili bychoz Ja viak
w vEtdfoh a slolit#jédich sovetav, Froto se druhd metoda poulivdé vidy, usku-
telfujeme=11 vypolet na 3islicovém politadi,

5, Pruindé kontinuum a_siruktura

Pretvorani prutové soustavy Je snémo, Jeou«ll dény posuvy uzld, Podobnd
plati, ¥e pretvoFeni rémové konstrukce lue urdit z posuvd a z hld otodent
stydniks, Podftéme-1i » nini jeko » prominnymi { 2 },ieme u t¥chto struktur
vidy achopni najft elemantdrni matice tuhosti a Jejlich adici ocelikovou matiol
tuhosti. ReSeni Je pak Jen otdzkou podtdtaké rutiny, popf. otézkou vhodného
programu pro %islicovy polftad, To Jeme ukédrali v minulé kapitole.

V¥ kontinuu viiak neexistujf "uzly" ani "sty¥niky", které by uplnd uro-
valy pletvo¥eni v kontinuw svymi posuvy. Zvolit nékterd refereninf body a
prohldsit Je zm uzly zle)m# nestai, protole konelny polet pusuvl tdchto uzld
nepostauje k urZeni posuvl v ostatnich bodech, Jjich% je nekoneZn3 mnoho.

Vnucuje se vdak mydlenka, Jak tuto nesndz preklenmout: definovat pFi-
bliZnou zévislost posuvl v obecném bod¥ t3lesa na posuvech nskolika vybra-
nych "uzld”, To neni zcela novd mySlenka. Také u difereninich metod

¥/ Jsou nulové sou¥ty zvldAf lichfch a 2v1ést sudjeh prvkd, nebof podmfnky
rovnovdhy miZeme psdt pro emsr kterdkoll osy soufadnic.
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(u metody 8itf) volime "dedifrovaci algoritmus", jeho% pomoci urdujeme funk-
%n{ hodnotu v obecném bodd funk&niml hodnotaml stanovenymi vypo&tem na vy-
brané mno%ind bodd - uzld sit¥. Rozdil je viak v tom, Z%e nyni tento algorit-
mus volime pfedem a funk&ni hodnoty v uzlech budou na ném zéviset.

U diferen&nich metod tomu tak neni; tam volime dedifrovaci algoritmus
dodatelnd a funk&ni hodnoty na ndm nezdviseji. Popsanym zpldsobem vneseme
umle urZitou "strukturu® do spojitého t&lesa - do kontinua - a omezime tim
Jeho poZet stupnd volnosti. K fedenf, kterd viak mi%e byt jen priblisné, pak
pouZijeme postup zndmy z Pedeni prutovych soustav. To je velmi ddleZity myd-~
lenkovy krok, Pozd¥ji uvidime, %e tento intuitivni postup mé i teoretickd
oprévnéni, Zatim vdak postupujeme tak, Jjak se ubiral hiastoricky vyvo] metody
kone&nych prvid.

Pro vdtéi prehlednost se omezime na
ptipad rovinné napjatosti v oblasti podle
obr. 7. 2Zvolime v nf{ libovolnou troj-
thelnfkovou s1f a vrcholy t¥chto troj-
dhelnikd budeme povaiovat za "uzly".

T4 takové uzly, oznalend ¢ , /J , 4 ,
Jesou vysnaleny také v obr. 8, kde Je za-
kreslen jeden trojuhelnikovy prvek z obr,
7. Posuvy uzld (a slolky reakol v nich)
probé2nd offslujeme, takle ¢ -tdmu uzlu
prialulej{ posuvy 9,,., (vodorowny) a
¢ (evisly). Reakce v uzlech, pPend-
Benéd 2 okolnich prvkd do daného trojuhel-
niku ve sméru t¥ohto posuvd, jaou ou-; '
Qi . Prvky na sebe vedjemns pdeobi jen . e 7
t8mito reakoemi, Pro jednoduchost volime
v dall{m vykladu pffpad Z =1, J = 2,
4 = 3, takZe posuvy uzld prvku na obr. 8
budou ¢ , Z , ..., ¢, & reakce
0,1 03 1 ey 0;'

Celkem budeme mit v t&lese na obr., 7
M prvkd (trojthelnikd) a 72 uzld, tj.
vektor [?] bude mit 2y sloZek. Pro
ka%dy prvek (trojudhelnik) volime funkce
Prifazujici posuvy & (x,4), ¥(x,4) bodd

tohoto prvku k posuvim jeho uzld 7, ai 2i-1
9¢ « Takovyml nejjednodussimi "inter-
polagnimi" funkcemi jasou polynomy. Proto- Obr. 8

Ze k¥ Jejich urleni v daném trojithelnfku

méme Segt sloiek posuvld {?“"} - [q’ Py v 9‘]?

v Jeho vrcholech, mi%eme pro dv¥ nezndmé funkce U(X,'(/) ; V(x,y) volit polyno-
my celkem se Sesti nezndmymi konstantemi. 2Zvolime tedy
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u(x’y) = q,x - Qly + a_, ;

V(x,y) . QN+ QY t Qg (63)

T&mto vztahdm musi vyhovdt 1 vrcholy trojiuhelnika o soutadnicich (
y? )’ { Xz ) g/z ): ( x.l ]
vrchold, Je ¢, = & ("”yr)’

X1 o
Yy ). Podle toho, Jek jsme o¥fslovali posuvy
0 = UG, uh 9 TU(X,4,) tekie

7, Xy 4 7 2,
?J = X: 9/2 7 o (645)
?f LXJ yj ?_ QJ
a obdobn¥ ~ vyjdeme-1i ze sloZky posuvu V(X,y)..
?2 ’-xr y! / Ay
74 = X2 &, 7 as ) (64Db)
?‘ i X3 y; /.‘ Qg
Oznadime~1li &tvercovou maticl v rovnicich (64a, b) jako [/‘7_-] , buda
<, ; 2. Qy -7 7.
[~ 9% =[/)] 9, i =3 = [h] ?”‘ . {65)
@ Is “e s
P¥itom [17]‘; znadl inverzni matici
-7 p J1° 5 & b, e
[}7] =ﬁ Xz- X X, ~ X Xz - X '
XYy XY -xy X%y,
24 = X;(y;'x)*,\g (y‘,~‘%) * X; (‘y’, —5/‘,) -
= 2 x plocha trojohelnfku £/#4 .
Rovnici (63) mdZ%eme nyni pfepsat takto:
-7 ?} ?f
wliy 73000 g <[5 % 21 |2, (63
7
d Zs
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i 7,
-1
velx g 71[7] 12y =19 % %1 {2\ - (63b)
?6 ?‘

V té&chto rovnicich Jsme definovall Fédkovou maticl tvarovych funkeci
[y; A 9’9] takto:

(2 ¢ %] =[xy 71041 . (66)

ProtoZe Jsme vysli u linedrni rovnice (63), Jsou 1 tvarové funkce linedrnimi

funkcemi X , & ., KaZdé z nich Je tedy rovnici roviny, urlené t¥emi body
~ hodnotami ve vrcholech troJjuhelnika. Funkce ¥; nabyvé jednotkové hodno-

ty ve vrcholu ( ¥, , ¢, ) a nulové hodnoty v ostatnich dvou vrcholech.
Podobné tvrzeni plati i o ostatnich dvou funkcich.

Rovnice (63a, b) lze zapsat spolednd takto:

(2,
%
[u(x,y)] = %" 0 % O 5B O ‘czl L (63¢)
vix ¥) 0 % 0 % o0 % Z4
s
- ?6
Uvéiime-11, Ze ’
e - U 2F 2% 2%
) 2x  ax R ax: 7 3; Zs 1
L ov 2 2 % 2%
?_By Y’ 7%t 7y fu"‘*@g"?s ’
du v 2% 3 . 25
ﬂ,=a—y" x| oy A ol A ox ls

lze vektor pom&rného pretvofeni {f} napsat ve tvaru

£ q,
€)= 161 - (8 8 8] Lt (67
Iy '.?6
je=-11
_Z_f; 0
B‘ = 9% £ = ll 2' 3.
&1 o sy |
% ap
2y X
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Zkrécend

{ wq [qu {?w“ . (67a)

Indexem (€ ) vyznalujeme, %e prisludny vektor nebo matice se vztahuje

Jen k jednomu elementu (trojdhelniku); e =1, 2, ..., m . Rovanice (67) tedy
udévé zévislost vektoru pom¥rného pfetvorent {6‘(‘”} na posuvech {g @} =
[9, % - ?‘] Mohli jeme oviem dosadit p¥fmo ze vztahd (63) a (65) do

rovnic é', = dUJIX *Q, , €y = /O = ay , Tvy = 94‘/9,-- oF Joxa=ama,

a dostall bychom stejné vysledky Jako z rovnic (66) a (67).

Tvarové funkce (66) Jsme zavedll se zretelem k pozddj&imu vykladu.
Stejny typ rovnie, Jako jsou (63a, b, c) a (67), se toti% vyskytuje 1 u ji-
nych p¥ibuznych dloh. ¥/ Matice [é?(eflv rovnici (67a) Je konstantni,
avsak Jjen v tomto p¥ipadé (vzhledem k linearitd rovnic (63), pop¥. (66) ).
Obecnd - poulijeme~1i k vyjéd¥eni tvarovych funkci polynomy vyddfich stupni
- Je 1 tato matice zévisld na soutadnicich.

Chceme-1l1 pouZit stejny postup Jako v piFedchozi kapitole, toti}
Lagrangelv princip, potfebujeme vypolitat energil napjatosti v t&lese na
obr. 7. Vypodteme jJi Jako souXet energii akumulovanych v jednotlivych prv-
cich, K tomu potfebudeme uré&it tenzor napjatosti. Jeho sloZky usporédéme do

vek+oru ‘{5'] Bﬁ q}Z?g] + M&érnd energie napjatosti je pak, jak znédmo,
5 {e1"{c}- Je to energie akumulovanéd v jednotce objemu., Vektory vstupujici

do tohoto skalérnfiho soulinu nejsou nezévislé, Jde-1li o linedrn& pruiné t&-
leso, jak predpoklddéme, plati pro né& Hookelv zékon, ktery méd tvar linedr-
ni{ zévislosti mezi vektorem {6} a {€}

(9} - [€11e) - (59)

Potenclélnf energie napjatostl v prvku na obr. 8 Jje pak

vt fflemy (o) as -

5 /12N BOTIC116T {19) bty .

'Zde ¢ zna¥f tloudfku desky. Integra’nim oborem je trojthelnfk o plode

(69)

x | (70)
(e} 7 d %
J://da\’dy = E Xy yz J| = A )
xJ yj I

¥/ V literature se tvarové funkce &asto ozna&uj{ symbolem A; misto %
Nadim oznadenim chceme zdiraznit, %e jde o funkce soufadnic a nikoli
snad o konstanty.
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ProtoZe matice za integra¥nim znaménkem v tomto p¥ipad& na souradnicich ne-
zévise i, miZeme je vytknout pfed integrédl. Pak mi¥eme zavést zkrédcené ozna-
geni

(X7 - 89 [c][89] @1 (1)
a pro energii napjatosti psét
I

(/“’" . _21, {?(e)} [?('(e)j {?(e-)} . (69a)

Matice (71) Je elementérni matic{ tuhosti, Jjak vyplyvé ze srovndni
8 rovnicti (56). Dald{ vypoldet je stejny jako ve 3. kapitole. Z elementérnich
matic tuhosti I;&f(e)]pro Jednotlivé prvky (elementy) &€ sestavime celkovou
maticl tuhosti [kf] , Platnou pro celou oblast. Ta pak vstupuje do zéklad-
ni rovnice

1« 1{g} - (@}, , (72)

v ni2 {t?} znadi{ vektor vn&jdich sil pripojenych v uzlech a
[? ] obsahuje posuvy v8ech uzld v soustavé.

Zbyvé vyredit jedt& ndkolik otézek, napf. stanovit, Jak prepoditat spo-
Jit& rozdslené zatiZeni na osamdlé sily v uzlech, Jak ur&it chybu FeSent,
Jak stanovit napjatost, mé-li byt reprezentovdna jenom napdtim {'d } uvniti
prvkd nebo souvisi-1li také n&jak s vnitfniml reakcemi, které se pienédseji
v uzlech jako osam&lé s{ly mezi prvky. Citime v3ak, Ze to Jsou podruZné otdz-
ky, pokusime se na n& odpov&dit teprve pozdéji.

Nyni chceme sousttedit svou pozornost na nejdileZit& )81 myS8lenkovy krok,
totiZ na vytvoreni pomocné struktury prvkd kone¥né velikosti, kterou jsme na-
hradili kontinuum. T{m jsme ze spojitého poddajného t&lesa vytvorili struktu-
ru s kone¥nym poltem stupnd volnosti a zfskali tak mo¥nost pouZfit vyspslé
matemat ické metody znémé z Fedeni prutovych a rédmovych soustav, které lze
snadno programovat pro &f{slicovy podfita&. Tento mySlenkovy obrat byl u zrodu
metody kone¥nych prvkd. DospZli jsme k n&mu intuitivnim zobecn&nim metod po-
uZivanych pro feseni kovovych konstrukci. Matematicky zdklad metody konelnych
prvkd uvedeme pozd&ji.

y
7. p¥iklad 8 A . 6
Pro &tverec, jehoZ strana mé& jed- r_*z :? 5
notkovou délku, odvodte matici tuhosti ]

(obr. 9). Pro posuvy x , ¥ pouzij-
te polynomy

“CX,9)= Ay ans oy - a,

Vi(X,y) = auy - Ax Gy v ay
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C materiélu predpoklédejte, Ze mé nulové Polssonovo ¥fslo, tekZe modul pruZ-
nostl ve amyku & je polovinou modulu prufnosti v tehu &i tlaku £ ({nent
tedy rozdil mezi rovinnou napjatosti a rovinnym pfetvoFenim).

Re#ieni

Protole u(&j,a)mz, “(7»‘9)'f, . oufy, f)g?r awlo, 7);?’ , bude platit,

Ze
7, o o o0 1] fa, )
0 1 0 1l a
? z
S B R R ) @)
- it
2 o o 1 1] 2,

Tuto rovnici miZ%eme zkrécend zapsat Jjako

fo.}1-[A1{a} . | (5)

Obdotn& - pro sudé slofky posuvl -~ bude
{7,) - Al (="} | o
kde

qﬂ} = [a.f e Ry aa]'r'

Inverzi mnatice I_;)] dogtaneme 2 rovnic (b) a (e¢)

2, | 1 -2 1 -] (g,]
‘qz | -1 8] o q, L

<, -1 0 0 1 y g

\‘aad i 1 0 o] 0_ ??

L7 (4)

fa,) [ 1 -1 1 -] (9]

3 -1 1 0 o0
lal -1 o o 1 | %l

k a"] 1 0 0 L::

Ze vztahl ¢, =?a/9x e ar/oy, /&,ga/ay * v [ax vyJjde

€x=q * o7
7 TR (e)

Eﬁ"’qfx*q?;

j;y.-.- 9,X +CZJ+Q!y*Q‘_ .
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Dosszenfm z rovniec (@) do (e) dostaneme zdvislost pfetvoreni v libovolném
bod& na posuvech uzld {vrchold &tverce)

2
& (1-y) O (1-g) O y O -y @ 7.
£} = 0 (rx) 0 X 0 x 0 (/%) J : ()
- /- - :
by L) g x g x 7 ) 9],
Konstitudni (konstitutivni) rovnice je (podle zadani)
G, 1 0 © &
Gy t=£ (O 1 0 €y , (g}

z;:’ 0 ¢} 0,5 /;,9
Rovniee (£} a (g) miZeme zkrécens zapsat takto:
{e3-18]) {9} , fel=[C]fe} - (£, g
ftendr necht se laskavd sém preavadi, Ze tvarové funkce nyni Jasou
-7
(7% % % ][y x ¢ 7][n]
Po rozepsén{
o ryxge ) % -y,

};;—xf/,sx, %--xy»ts/.
Matice [81 se sklddA ze &tyF submatic [B,'] , které maji ty¥Z tvar jako

v rovniel {(67); sklddaji mse z derivaci tvarovych funkecl & maj{ velikost 3 x 2,

Pro energil napjatosti pek plati (68), Z rovnic (40) a {(22)

(8} - 33 = 2/ 16T [ (8] vty -f) .

a srovnénim 8 rovnici (58) vyJde elementérni matice tuhosti (oznaZime ji
prosts [K] , nebot nyni nepottebujeme rozlilcvat celkovou a slementérni
matici)

(K1~ 27187 1£116] clwety &t

Integraénim oborem Jje &tverec, tj. X , Y & <0,1>. Katice [8] nyni zé-

visl na soufadnicich, tak#Ze matiece nelze vytknout pred integrad&ni symbol.
Po integraci vyjde
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(4] £2£ 2o T @

1
4

0 -1 -2 1 =2 1 4 -
0

ProtoZe liché sloZky sil v uzlech musi
a1, kg1 K31 dévat nulovy soufet (Jjde o rovnovdhu sil
do smdru ¢csy X ), musi byt nulevy soulet
lichych prvkd v kaidém sloupeci (nebo Féd-
ku) matice tuhosti. Totéz plati o sou-

q.=1 &tech sudych prvkd., Matice [4°] Jje sou-
,1 mdrnéd a singulérni, Vyznam prvkd v prvnim
\ sloupcl této matice je zfejmy z obr. 1lO.
k41 K3 Jsou to reskce v kloubech {(uzlech),yzniklé
»+ o )
k21 "k41 Jednotkovym posuvem fﬂ / . Reakce

jsou kresleny ve sprévném vzdjemném pomé-
ru. Obdobné bychom mohll znédzornit 1 vy-

Cbr. 10 znam ostatnich prvkd mstice tuhosti.

6. Operdtorovd a variadni formulace fyzikdlnich dloh

Je znémo, Ze diferencidln{ rovnice popisujlci n¥jeky fyzlkélni problém
lze #asto odvodit z dvah o celkové energii soustavy. Tak napf. Lagrangeovy
pohybové rovnice vyjdou z Hamiltonova principu, diferencidlnf rovnici popisu-
jiel prihyb nosniku nebo desky dostaneme z vé&ty o staciondrnf hodnot& celkové
potencidlni energle apod. V takovych pfipadech lze PeSeni ulohy ziskat bud
feSenim diferencldlnich rovnic (s pFisludnymi okrajovymi, popi¥. polételnimil
podminkami) nebo 2z pofadavku, aby n&jaky funkclondl (integral, jehoZ hednota
zdvisi na pribZhu funkce vstupujici do integrandu) nasbjval stacionérni hodno-
ty. O prvnim zpdaobu ¥Fikéme, Ze vychhzi z operdtorové formulace problému,
kdeZto druhd metoda Je predm&tem varia&niho pod&tu, A prdvé tato druhd metoda

je typickym vychodiskem Fedieni iiloh metodou konednych prvkd, jak jests ukdZe-
me.

Uvedeme priklad. Nachf je ddn furkcionsl

4 ? 2
"“‘/f%y**;’(%) -y} o ‘)
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Hodnota / ztejm& zéviel na tom, jak zvolime funkei & = &/(X). Jak méme
zvolit tuto funkci, aby # bylo stacionérni? Budeme si viZimat zm&n funkcio-
nélu # v blizkosti hledaného Fe¥eni y(x) , @ to pro okrajové podminky
nap#. y(ﬂ) = 4 (7) = O. Zvolime tedy n®jakou "rozumnou", ale jinak 1li-
bovolnou funkei & (X) , pro kterou platf, Ze u(&) = u(/): J, a jeji
£ -nésobek ([5‘](( /) pri¥teme k funkci b/(K) ; tak dostaneme

y(x) +Eulx)=yglx)+ dy (x). (74)

Funkce Jy(x) €ee(x) je variaci{ (obmé&nou) funkce y(x) . Variovanou funkci
(74) dosadime do (73):

F(y*{u)ﬂﬁ_(yrary):

r 2 Fi 2
‘/[f/y+£a)z+:§(g)%*e'%-_‘;‘,)—y-ra}dx ' (75)
ProtoZe y(x) Je hledanou funkef, pro niz # nabyvé staciondrni hodnoty,
musi{ prom&nnd & splnovat podminku

:ﬁ/ =0
E=0

Rovnici (75) budeme tedy derivovat za integradnim znaménkem podle ¢ a pak
dosadime & = & . Vznikly vyraz polo%ime rovnym nule. Tak dostaneme

/[(y.:a)w( sl d‘z—j—u}cfx (77)

/ L

(72 - e 2
Lao [5/ 2 a}a/x (78)
Dvoji integraci per partes

/ gt < g | - ) /‘L’dx :
0 ,
-y I:* [y el + /5«

) 2
odstranime druhou derivaci d’q/dx a dostaneme

3. i 7 2 7
‘/a[?r -/}dx»lu%%)o,t)jf ;‘%/o -0 . -

Druhy &len odpadne, nebot a(o) = (7) = 5’ coZ Je podstatnd &i geome-

trické okrajové podminka. Protoze (79) musi platlt pro jakékoli zvolené u(x)
musi byt ;
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4
y,.a/z_jﬂg pro D<x<7, (80)

dzf/ ) pro ¥=& a x=7 - (81)

Diferencidlni rovnice (80) & nepodstatnou &i pfirozencu okrajoveu pod-
minkou (8l) Jje tedy ekvivalentni poiadavku, aby funkciondl (73) byl stacio-
nérn{ vzhledem k funkei y(f) . Okrajové podminky y(a) o, g(r) =0
jsou podatatné a jsou dény pfedem. Podminky (8l) Jjsou nepodstatné (pPiroze-
né) a deastédvéme Je teprve pFi Kedeni varladni ulohy. Variacl cfbf(X] gz;(x)
Jame zvolili tak, aby vyhov&la podstatnym okrajovym podminkém pfirozenym
podninkdm vyhovovat nemusi.

Vv rovnici (80) poznévéme bezrozmdrovy tvar diferencidlni rovnlce chybe-
vé téry noenfku uloXeného na pruiném podkladu. Ke atejné rovnicl vede i pro-
blém prdhybu rotadng soumérné vélcové skofepiny. Podstatné okrajové podminky
odpovida]{ kloubovému uio¥enf koned, prirozenéd pek poiadavku vymizeni chybo-
vého momentu v kloubech {na konecich nosniku je pek nulovd k¥ivest, tj.

i druhd derivace prihybu).

Postupovali jsme tak, Ze Jeme k danému funkciondlu (73) nalezli pri-
sludnou diferencidlnf rovnieci (B0) s okrajovou podminkou (8l)., QObrécend le-
ha by byls obt{indj8i, Existujf pripady, kdy ¥ dené diferencislni rovnici
(nebo soustavd dilferencidlnfch rovnie) neexistuje %d4dny pridruZzny funkcio-
nédl (nebeo neni zném)} a kdy tedy méme k dispozici jen operdtorovou {diferen-
cidlnf) formu popisu daného Jevu. ’

Diferencidlni rovnice podmifujici existenci stacionérni hodnoty funkcio-
ndlu se nazyvd Eulerova diferencidlni rovnice. Zuler Ji v&ak odvodil ponskud
Jinym zplisobem; naSe odvozeni pochézi od Lagrange.

8. priklad

Odvodte Eulerovu diferencidln{ rovnici pro funkciondl

C B 33 - 22} ey 8

Je definovén na &tverci - /<x< /7 ; -7< 4 < 7 s okrajovou podminkou z=4
na hranici oblasti.

Redent
Zvolime 2z = Fu {)qy)tak, aby =& prolxl=7 @& pro \yl= 7 . Vyjde

2 (zree) 2z 2
e, e g ajae 0 @
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Po integraci per partes

b1 7 'f

z 7 7 5 y
,//'{%;zi * —}2‘—'-, .-z"jua’ra:y-:/I%ﬁ-aL-’a’y .+’ l,; u\ clx = 0. (e)

&7
Vzhledem k okrajovym podminkém odpadnou posledni dva ¥leny, takZe zbyvé

)% % 2 = 0
Txz T 247 = / (4)

co? Jje hledand rovnice., Poznédvéme v ni Poissonovu rovnici pro rovnomdrny
krut prizmatickych ty&i. Varia¥ni problém (a) tedy reSi krut ty&e &tvercové-
ho prifezu (Prandtlovou metodou).

7. N¥které metody pfiblilného FeSeni diferencidlnich rowmic

Neni~1li mo%no ziskat presné ¥eSeni variadniho problému, pop¥. diferen=
cidlnich rovnic s prisludnymi okrajovymi &i poldte&nimi podminkami, nebo je-
11 toto FeSeni velmi pracné, lze se vidy pokusit najit pfibliZné tedeni. Lze
Je napt. sestavit z jinych vhodnych funkei, které by dévaly hodnoty blizké
presnému redSeni. Jsou to tzv. prfmé metody Pedeni (na rozdil od diferen¥ni
metody, zvané téZ metoda sitf, z ni% urdujeme funkXni hodnoty jen v n¥kte-
rych bodech a pro ostatni body oblasti musime pouZivat "dedifrovac{ algo-

ritmus"). Jak uvidime, tvo#f tyto uvahy teoreticky zdklad i pro metodu ko-
ne&nych prvkid,

Nechtf je dén funkcionél '3 definovany nad ur&itou oblastf /# , uza=-
vienou hranicf{ & . V prostorovych utlohdch znadtf #/ objem, 5 plochu.
V rovinnych dlohdch je 4 plochou, 5 k#ivkou, Kone&n¥ v Jednorozmérnych
dlohdch je /  selka (popr. oblouk) a .5 JejI koncové body. V integrandu

ge vyskytuje vektor neznémych funkei [_7'5'} = [95; 5{} 5‘" JT , popF. téz
jeho derivace. ¥/ Bude tedy

F=/fE), (P}, % (8], - )/
*;ff({f};—;;{g}f)‘fy

Ulohou je ur¥it vektor neznémych funkeci tak, aby funkciondl / byl stacio-
nérn{ (nejlastéji minimélni). ‘

(82)

*/ ¥ kap. 5 jsme m&li funkclondl s jedinou funke{, totis ¥, = ¥ , popk.
Z . Obecns miZe byt n&kolik neznédmych funkci. V rovinné pruZnosti jsou

to napf. posuvy s - uy), # =v(xy)+ Funkce f a 9 Jsou skalér-
ni.
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Ekvivalentni této tloze je FeSenf Eulerovych diferencidlnich rovnic
[£)(#} -{Q]} - (0} (v oblasti / ) (83)
8 okrajovymi podminkami
[£1{3} ={0} (na hranici S ). (84)

zde [L7] , popr. [B] Jsou matice diferencidlnich operdtord. O okrajovych
podminkdch (84) budeme predpoklddat, Z%e Jsou homogenni a ve funkeich 9&
linedrni; o soustavd (83) to nemusi platit.

PPiblilné Pedeni varialdni dlohy (82), popf. diferencidlnioch rovnic (83)
s okrajovymi podminkemi (84) mileme dostat tak, ¥c vybereme vhodné bdzové
funkce g (J =1, & +esy, m) & sestavime z nich linedrni kombinaci s para-
metry & | tu psk budeme povaZovat ze pFibliZnou néhradu funkce ¢ .
Bdzové funkee nemusf splfiovat (B83), ele splnuji ckrajové podminky (B4), pri-
nejmenitm splnujf podststné z nich, Pro & -tou neznémou funkci tek dostane-
me pfibliZnou néhradu

: (85)

)
%=l u... 8] 1%

m,

Tuto rovnici mdZeme skrdecen® zapsat takto:

% =[] (9} . (852)

Pro vektor {f} pek dostaneme celkem

(#}=| 7. 9, (86)

E114 L i

{#}=[Mfq} - (87

Metice [WV] m& N rdakd a /2 77 sloupch; kromd Fédkovyeh submatic[¥]
na diagondle obsahuje uZ jen nuly. Vektor {9 } m& 7 subvektord [71-}
katdy o /7 prveich B; |, obsshuje tedy celkem » 77 parametri.

]
Hedeni (87) je ovlem jen pribliZné. Stupen pfibliZnosti zdlezi na tom,

Jaké jsme vybrall bdzové funkce a kolik Jsme Jich yybrali (m&ly by - strugng
teZeno - mit schopnost yystihnout pridbZhy hledanych funkei) a jaké zvolime

46



paremetry v jejich linedrn{ kombinaci. Neméme-1l1i zvlé8tni pozadavky na pres-
nost Yedeni, miZeme vyb&r bézovych funkci povaZovat za vdc zkuSenostl a
intuice. Volbu parametrl vZek pod¥{dime obJjektivnimu poZadavku, aby rovnice
(87) splnovala "co nejlépe” podminky variadni udlohy (82), popt. aby co nej-
1épe splnovala rovnice (83). ¥/ X tomu Je tPeba zvolilt n&jaké kritérium,
Podle n&ho se 1id1 jednotlivé postupy, o nich¥ se krédtce zminime.

Ritzova metoda

Dosadime-11 (87) do (82), dostaneme F jako skaldrni funkecl parametri

{7} -‘[/D, 2 A]" ) 4 - rm . Podminky pro staciondrnf hodnotu integré-
lu jsou

F

P [0} (88)

To Je soustava lingdrnich rovnic pre nezndmé 2, ai g

Metoda véZenyeh rezidui

Dosadfme-1i (B87) do (B83), nebudou levé streny rovnic rovny nule (pokud
nejde o presné PeSent), ale nijekym nenulovym "zbytkdm" (reziduim) &<z
(Z =1, 2, ,u., n). Tyto zbytky budou zdviset na souwradnicich a na para-
metrech /0, aZ A% + Budou tvorit vektor

{R}=1[¢][N]{q}- (R} - (89)

Na3im cflem Jje u&init absolutni hodnoty prvkd tohoto vektoru co nejmen3t
v celd vyletfovaend oblasti.

Fro pfesné re¥enf by vBechna R byla identicky nulovd; proto by také
platilo, 3e **/

Sw(x g 2) RV = 0, (s0)
v

8 to pro libovolnou "vshovou funkei” W . Pro ptribliZiné Pe¥eni mlfeme zvo-
1it nejvyse /77 vzdjemnd nezdvislyech véhovych funkefi W, , pro kterd bude
platit rovnice (90), nebot mdme jen omezeny podet paremetri, je* miZeme vo-
1it. Budeme tedy poZadovat, aby byla spln&na soustava rovnic
i =l, 2. saay I,

S Reatt =0, (o)
1 4

F = Ay By s vy W

ny Podminky (84) Jjsou, Jjak vime, spln¥ny piedem.

XX/ Nejde-1i o prostorovou vlohu, zdvisf véha W jen na dvou, pop¥. na
Jedné soufednicl.
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To je calkem £ = 777 podminek, z nich¥ vypodteme 2, 8&( W, . Probe-
reme nyni ndkteré zvladstni pripady této metody.

a) Koloka#ni metoda

Zvolime ¥, = 1 v ndkterém bod& oblasti V a w;, =0 v ostatnich
bodech, Pro j =1, 2, ..., B tak dostaneme /77 bodl, v nichZ budou rovnice
(83) pfesnd splniny.

b) Metoda podoblasti

Zvolime 77 navz&jem riznych podoblastf /< V' . Déle zvolime
w. =1 v podoblastl J) a # =0 mimo tuto podoblast. Tek dostaneme
= nm integr4ald

£

n

£ =21, 2, «»ey N,

. = ; (92
J}'/Q gy =9, 6 J =1, 2, veuy W ‘

To Je Z  povnic pro neznémé fFr ai B

¢) Galerkinova metoda

Zvolime # = % , tj. véhové funkce je jednou z bézovych funkel.
Dostaneme soustavu £ = »7/7 rpovnic
’

Metoda nejmensich &tvercl (Gaussova)

PoZadujeme, aby integrdly

2
f =//<?£ &V _ (94)
v
byly minimédlni, tJj. saby
Dﬁ, )
a“{—'?‘_} ={o} . T =1, 2, ..., n, (95)
co% Je op¥t soustava £ <= »m rovnic pro nezndmé &, a&i A .

Je samoziejmé, %e bézové funkce by m¥ly krom$ okrajovych podminek splno-
vat ta}:é poZadavky plynouei ze znémych vlastnosti hledaného PeSeni, napf. ze
soumdrnogti, existuje-1li, Je-1li dloha linedrni, Jeou 1 soustavy rovnle pro
parametry A& af &, linedrni. Matice této soustavy je u metody nejmen-
§ich &tverel soumdrnéd. Ritzova metoda dévd soumdrnou matiei tehdy, Je-1i
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funkciondl kvadraticky. Galerkinove metoda vede k soumdrné matici jen tehdy,
je~1ll problém samoadjungovany. %/

U Ritzovy metody stadf, splnuji-li bézové funkce podstatné okrajové pod-
ninky. U ostatnich metod je nutné, aby bdzové funkce splnovaly vdechny, tedy
1 prirozenéd podminky; Jinak bychom mohli dostat nesmyslné vysledky. Splnuji-
1i bdzové funkce viechny okrajové podminky, ddvd Ritzova metoda stejné vy-
sledky jako Galerkinova. Rlitzova metoda dévé optimélni véieny prim&r bézovych
funkei (87) v tom smyslu, 2Ze vede k nejmens{ hodnotd funkelondlu (82), Veli-
kost tohoto funkcionélu mlZeme povafovat za miru pFilbliXnoati FedSeni (&im
men31 je jeho hodnota, tim pFesndj&i Je Felent).

9. p¥iklad

Zveolte pPibliZné feSeni variadni dlohy (73), popt., diferencidlni rovnice
(80), pro ni% plat{ podstatné okrsajové podmink y(0)= (7)) =0 a phi-

rozené podminky (81), ve tvaru **/ '
. ; (a)
y’=/q,fuvﬂtw * Py sen T
Redeni
Dosadime=1i (a) do funkelondlu (73), vyjde
I e z_ 7 “ 2 2 Z

Fe g (T 7)g 4 (817 7 ) Fa-a (b)

a reziduvum rovnice (80) bude
& # ,
/Q-‘/“/b,(;’?*f)finm —/GZ(J7F+/)$‘:H.?7KK. (¢)

ProtoZe (a) spliuje viechny okrajové podminky, lze pou%it kteroukoli z uvede-
nych metod.

Koloka®ni metoda

Zvolime body X = 0,25 a X = 0,50 a budeme po¥adovat, aby R by~
lo v t&chto bodech nulovéd, Vyjde
77 1747 4 -
N A S

(2;2'7)155 - (39’3’*+'(2/a - 7.

¥/ Lineérni problém Z(#4)= 0 je semoadjungovany, plati-li pro dvé 1inedrna
nezéviald funkee u(x,ﬁuz), y(};y,z) , které splnujf homogenni okrajové

podminky A(#)={ a majfl potrebné derivace, Ze - =
;//alf(k)aﬂy ;/k((b)cﬂﬁﬁ

™™/ Bizové funkce tedy jsou ¥ = sim Tx | ¥=sim3fx .
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0dtud & = 0,012 267, 22 =0, 000 026. Vysledek zévisi samoziejmd na
volb& bodd, v nichZ pozadujeme presné aplnéni diferenciélni rovnice.

Matoda podoblastf

Vybereme podoblasti o0, %‘ > a < %, % > . Dostaneme
: ’m #

7oz Y2 -7 7 LIPS FT e . __

o A Ta—/"

8171

‘7
Zr BT’ +Jf"77 Pr =

Pedy Ay = 0,013 624, P2 = 0,000 029. Vysledek zdvisi na volb& podoblas-
t{. Zvolime-li podoblastl nekone¥né malé, tedy jako izolované body, dostaneme
pFedechozl kolokan{ metodu.

Galerkinova metoda

y fl /‘ /
) - _{._:—-- -
/ﬁsznﬂxr]x = 5 > 7 o,

2

Jrf?fzﬂ ?ﬁﬁna& =_€: _effﬁﬂpf/v

Odtud p, = 0,012 938, P, = 0,000 C54.

Ritzova metoda

Z podminek
DF/Q/G,“af 3/_/9/594-ﬂ

doataneme stejné vysladky, jaké dévd Galerkinova metoda.

Metoda nejmeniich Ztvercd

Minimalizujeme integrdl

' 2 & 2 3
SRete = F (7 1) Pl FASIT ) o

4 2 4 -
-2 (1 Dp  f ()T

Metoda né;]mené:[ch &tverch davé v tomto pripadd atejné vysledky jako Ritzova
¢1 Gelerklnova.

Shodu Ritzovy a Galerkinovy metody Jjsme predpoklédali, nebof bdzové funk-
ce splnuji viechny - tedy i nepodstatné - okrajové podmfnky. Shoda s metodou
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nejmendich &tvercld, jeZ obvykle nebyvé, mé v tomto pfipadé jiny divod, ktery

zde nebudeme probirat (souvisi to s tim, Ze bdzové funkce jsou zéroven vlast-
4

nimi funkcemi problému dy/d'x“ -y ).

P¥ibliZnost Pe3eni posoudime podle hodnoty funkcionédlu (b):

Kolokace F = - 0,004 112 (nejhors{)
Podoblasti £ = - 0,004 113
Galerkin, Gauss, Ritz A = - 0,004 124 (nejlepsi).

8. Matematicky zdklad metody kone&nych prvkd

V minulé kapitole jsme sestavili p¥ibliZné reseni jeko lineérni kombina-
ci intuitivn® vybranych bédzovych funkci., Parametry (koeficienty) této linedr-
ni kombinace Jsme ur&ovali podle ridznych kritérif; tomu jeme vidnovali nejvst-
81 pozornost. Vrafme se v¥ak k otézce vyb&ru bédzovych funkci. Jejich vybér
nen{ snadny, nebof tyto funkce musf splnovat okrajové podminky na hranici L
kterd mdfe mit nepravidelny tvar, a mus{ splnovat - alespon po &&stech -

v celé oblasti / dals{ poZadavky spojitosti a diferencovatelnosti. Chceme-
1i, aby posloupnost té&chto funkci{ ddvala ¥FeSeni konvergujici k pPesnym vysled-
kdm, mus{ byt splnén i pozadavek iplnosti prostoru t&chto funkci. He3en{i obsa-
hujfci v&t31 polet bézovych funkci Jsou v3ak - snad a? na kolokadni metodu -
velmi pracné.

V8echny tyto poti%e mdZeme p¥ekonat, vybereme-1li bézové funkce zvld¥tnim

zpisobem. Oblast / rozd&lime na jednoduché podoblasti - "kone&né prvky" -
V., je%r se navzéjem neprekryvaji a co nejlépe vyplnuji danou oblast.

V prostoru to mohou byt mnohostény (nap¥. &ty¥stény nebo kvédry), v roviné&
+Ffeba troJuhelniky nebo obdélniky, v Jednorozm&rnych dtvarech usecky nebo
oblouky. Lze volit i prvky & kifivou hranici. V kaidé takové podoblasti definu-
jeme tvarové funkce ¥ , které Jsou nenulové prév& jen v této podoblasti,
kde vykreslujf ("tvaruj1") pribsh hledané funkce. Vyslednd aproximace v dané
podoblasti vzniké linedrni kombinaci tvarovych funkeil ¢ 5,‘°+ @ ,‘{* /A Z,
( 9. a¥ ¢ _ Jsou konstanty).

Z praktickych divodd volime tvarové funkce jako polynomy; vyslednéd apro-
ximace Je pak rovn&% polynomem. Mé-li takovy polynom /7 neznédmych sou&ini-
teld, zvolfime na hranici prvku V; stejny podet bodd - uzld - a neznémé
koeficienty vypodteme pomoc{ funké&nich hodnot v t&chto uzlech. Tvarové funkce
volime tak, aby kaZdé z nich nabyvala ve v8ech uzlech nulové hodnoty, a% na
Jeden, v n&mZ mé hodnotu 1. (Jak pozd&ji uvidime, plati to n&kdy i o deri-
vacich tvarové funkce).

Funk&ni hodnoty v uzlech se pak zPejm& rovnaj{ prévé parametrim ¢, ai
Z.,» Jimiz je vysledné aproximace v rozsahu prvku zcela urdena. ProtoZe tyto
parametry - funké&ni hodnoty - Jsou spoledné koneénym prvkim, jeZ se v uzlu
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stykaji, Je zaruZena névaznost (spojitost) vysledné aproximace p¥ineJjmen3im
v t&chto uzlech. V&tZinou v3ak byvé zaruena 1 spojitost na spojnicich uzld,
tvoricich hranici mezi sousednimi prvky. Za pribliZné reSeni pak povaZujeme
funkci, kterou ziskédme sjednocenim v3ech aproximaci nad jednotlivymi prvky.
Dalsf postup je steJny jako v predchozi kapitole.

V3imn&me si nyni{, jak vypadaj{ bdzové funkce. Ziskéme je sjednocenim
tvarovych funkci z prvkd, jeZ se v daném uzlu stykajf, zvolime-li v tomto
uzlu jednotkovou funk&ni hodnotu a v ostatnich uzlech budou funk&ni hodnoty
nulové. Bdzové funkce Je tedy nenulové jen v nejbliZdim okoli tohoto uzlu.
V tom je prévé vyhoda popsaného postupu.

Bézové funkce nedefinujeme v celé oblasti, ale po &dstech. T&mito &dstmi
Jsme bez nesnédzi schopni vyplnit - alespon pfibliZni - i oblast nepravidel-
nych tvard. Okrajové podminky lze pritom snadno splnit predepsénim funk&nich
hodnot pro uzly na hranici oblasti.®/ Vzédjemnd névaznost tvarovych funkci
na hranicich prvkd umoznuje ziskat spojité pribliZné reseni, Musi v3ak byt
spln&na podminka konvergence, aby funkciondl variaé&ni dlohy A déval stej-
nou hodnotu, integrujeme-li nad celou oblasti (i pifes hranice prvkid), jako
kdy# integrujeme nad Jjednotlivymi prvky a tyto di11&{ integrély selteme.
Vy¥znam tohoto poZadavku objasnime pozd&ji na piikladu,

Zékladem nadi metody Je toti¥ variaedni tloha (82). V této rovnici méme
integrély pres celou oblast )/ , popt. S . Zavedenim konednych prvkd rozdd-
lujeme integra¥ni oblast na mnoho podoblasti, nad nimi3 integrujeme samostat-
né a integrdly pak selitédme. Nemé-1li tim vzniknout chyba, musime dbét o to,
aby funkce / , pop¥F. g ne rozhrani prvkd zdstévaly kone&né. Toho dosédhne-
me, budou-li funkce { §?} spojité jedts v (» - 1l)-ni derivaci, je-1iL 7
?4d neJjvy381 derivace, kterd se vyskytuje ve funkcionélu F (ve funkcich,ﬂ
popt. g ).

Krom& toho je nutné, aby aproximace neodporovaly pfirozenym (olekévanyin)
vlastnostem presného Fefeni. Jsou-1li napr. hledanymi funkcemi posuvy bodid
t3lesa, musi funkce {55} umo¥novat reSen{ také pro pripad pohybu t&lesa ja-
ko tuhého celku, mus{ tedy byt schopny modelovat pole konstantniho posunuti.
To znamené, Ze tvarové funkce musi byt schopny popsat - alespoﬁ v limit& pro
nekonadnd malé "kone&né" prvky - pole, v ndm# jsou funkce f %;} a popt.

i derivace obsaZené ve funkcich f , § v rovnici (82) konstantni, U pru%-
nych t&les nap¥. pozadujeme, aby tvarové funkce byly takto schopny popsat
homogenni (konstantni) pole pFetvoreni.

Za parametry linedrni kombinace tvarovych funkci jsme tedy zvolili jeji
funk&ni hodnoty v uzlovych bodech na hranicich prvki. MiZeme vZak postupovat

" Nékdy se to podari jen pribliZn&, av3ak nepfesnost se zmenSuje volbou
mendich prvkd (v&t3iho po&tu uzld na hranici).
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obecn&ji. Za parametry mohou slouzit také hodnoty derivaci v uzlech. Mimoto
neni nutné, aby v8echny uzly lefely na hranici prvku. Dokonce lze n&které
parametry zvolit i tak, Ze nemajf s uzly nic spolecného.

V dal3im textu uvedeme rdzné priklady, z nichZ ziskéme podrobn&j3i né-
zor na zpisob sestaveni vysledné aproximace f f;} pomoci tvarovych funkel,
ne? jaky mi%e poskytnout obecny vyklad. Pozorny &tenéf pritom objevi souvis-
lost s drivajsim vykladem (kap. 4), v n¥m# Jsme metodu kone&nych prvkd uved-
1i jako inZenyrskou praktiku bez teoretického zékladu. Nyni se pokusime na-
opak vystadit Jen s timto teoretickym zédkladem, ktery Jeme si vytvo¥ili v mi-
nulé kapitole,

10. priklad
Metodou konednyeh prvkd budeme refit variafni dlohu pro funkciondl (73),

totiZ pro
7 Q/z 2
Fefls+3(55)-9) 9, (a)

JemuZ prisludi Eulerova diferencidln{t rovnice (80)

2%y
¥ - = . {b)
Podstatné okrajové podminky jsou

ylo)=20, y(1)=0 (e)
a nepodstatné (8l)

4l0) =0, y'(1)=0 . (a)

He&eni{

Interval ( 0,1 ) rozdélime na ngkclik d11d (konme#nych prvkd). Pro
strudnost daldtho vykladu volime Jen t#i prvky o stejné délce » = 1/3,
Néhradni funkci zkusime volit po &4stech Jako linedwnf polynom * = 07f+¢q
bezrozmgrové proménné f = ¥ /A4 . Jak pozdsji uvidime, je tato volba ne-
vhodnd. Je to viak nejjednodu#¥f aproximace, a proto dovedeme vypoket aZ do
konce. Zdroven se i poulfme ze selhdni metody, zpdsobené nesplngnim konver-
genéniho kritéria.

Je-1i u n&kterého prvku oznalen levy konec znakem £ g pravy f=1+7
(obr. 11), bude pro uzlovéd body X =0 a x = A platit, Ze

g(fﬂg)"?«;
B(r-1) -5,

a,

(e)

Q, + Q,
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= - k & -
odtud <, =g., a, =9, -, - Tedy - pro prvek (<)

FOw-0) a1 {7 (2

X114 ;(?).[}f}:] {7(‘?)} . To je rovnice {B86). Tvarové funkce v tomto pFipadé
jsou ¥ =7-§ , ¢, = f (obr. 1), Podle obr. 1l m&Fime X od
lavého konce ka%dého prvku, Jje to tedy lokslni soufadnice. V soustavd t#{
prvicd na obr. 12 méme pro cely interval jedinou globdlni soufadnici X

b c
@ B
q
1 2 3 4
- 1 N
- P § ¥,
» 1
0 ' 1 :
Pe Y2
-— § 1
0 1 -
Obr. 11 Obr. 12
Transformadni vztahy z¥ejm& jsou
1. prvek ( € = 1) - tsazka 12
f 3_};,_.-_ (¢ =1, s =2}
2. prvek (€ = 2) - idselka 23 (g)
f - -;;— -7 { £ = 2, / = 3) f
3. prvek (€ = 3) - dsedka 34
- X (£=3, /=4)
fri-2 J

Use¥ka AB pfedstavuje funkci #(x) v prvnim prvku, dsedka BC v druhém
CD v tPetim. Funkca H£(¢x) ursenéd (dosud neznémyml) parametry g ai g,
polynomem {(f) je tedy pfibliZnou néhradou hledané funkce & (¥) . V souladu
podstatnymi okrajovymi podminkami y(é’)=03 y(?}= 0 jsme zvolili ¢, =
¢ (x =0) =0, e = # (X =1) =0; hodnoty ¢, a g, zdstévajl
neznimé.

n o o W

Jaké jsou v tomto pripad# bdzové funkce? VyJ4dfime~li funkel 79(*) de~
finovanou po &4stech podle {f) a (g) tek, Ze sloudime &leny obsahujici stejny
parametr, dostaneme
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y(x);«;‘(x)-*—%()r)y2+%(x)%} (h)

kde
pro 0 { x ¢ -
7 x 3
Y (x) =
2 = .?X T0 -].‘ X g
P 3 £ x< 3
2 obdobn& pro ¥ (x) . Bdzové funkce ¥ (x), % (x) jsou zakresleny rovn& na

obr. 12, Jsou nenulové vidy jen v té&ch prvcit.h, jez se v daném uzlu stykajf.
Vznikaji sjednocenim tvarovych funkci ‘/;(f) a ¥ (f)v sousednich prveich.

Bézové Ffunkce tedy jsou - jak Jsme uvedli = nenulové vidy jen v nejbliz-
§im okoli Jjednoho uzlu. Jsou proto navzdjem "tém&# ortogondlni" v dané ob-
lasti )/ , nehof pro ¢ #/ Je integrél /ﬁ’-g‘-a’/’ nulovy, pokud uzly ¢z
a /' nejJsou pro n&jaky prvek spoletné. S tim souviseji dobré matematické
vlastnosti metody koneénych prvkd p#i numerickyech vypodtech.

Funkciondl # , definovany rovnici (a), se rozpadne na soudet integréld
/L'(ﬁ') positanyeh pro jednotlivé prvky. PouZijeme-li lokdlni bezrozm&rovou
proménnou f pcdle (g), bude

J
Va

2 F s
Z/f (F) 4G22 L= pap .

Indexem & rozlidujeme, o ktery prvek jde. Bude tedy podle (f)

§”’J=[>‘:S::J{§:] . FIr Jm

1% %] M

Tyto rovnice bychom mohli zkrédcend zapsat tskto:

# . -[#]{7 “')} (§)

Vektor sestaveny ze v3ech parametrd oznadéime ff}

(3)

(7} = {2 2 2 2.} . ()

Podminky pro existenci staciondrni hodnoty funkcicndlu (1) Jjsou totoZné s po-
Zadavkem, aby vymizela jeho variace (podle Ritzovy metody)

T oF RV
50 - 1ol S - 9V L S
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Musi tedy byt - Jje-1li {Jf} libovolné -

oF e ={ 5 - (1)
e=7 D{?}
Levé strana této rovnice pfedstavuje soudet t¥{ vektord
264 0 (0 ) 0
%
3/:‘(7) F (%) 0 0
2 (m)
9?3 . + ?z P, r - R -
) g ¢ 2f(3) )
0 a;rz) _a_,__...,.
9 7
Y p 2 f 0 Z
P \ :s? * !

ﬁ.
Rozepiéme nzkteré prvky Obacng bude - ae zkrécenym oznaganim {,DJ misto

{?(e)}

3;/")- (e) 3}'@) 7 3“,;5"?) 0 a'lé'(ej aﬁ(ej
ST A of Sl
a tedy napf. pro € =1, pro nd} {p}- 1, 9,17 » bude
?_"E-WJ = };/[(? + % J
fo rhe)nrf (4'g+ ?J?:’-%’]df;
a;‘{i)

“”’-4/f(?’% "B 92)4 - fx(ffyz*ff%) -% ] af .

MﬁZame nyni napsat, &emu se rovnd aF"’J/p!?ﬁ)j; bude to zfemd

)
m%mpwwi”m t (’J f’) ff)
ool | &7 (g, & (o)
YA N P R j J = !
mﬁ?z £ 27 '4' ) [ c?gﬁ)
poloZime-li (s indexy » , s =1, 2)
a._ ./ 7o,
£enfinn e w' ).
(1) 7
(4.7} = 4[4 af .
o (q)



Pravou stranu rovnice (o) miZeme oznadit jako

[‘?{-('JJ i?nji B {a”)} ; (r)

priZems [JYJ”] znadl elementérni matici tuhosti, { Qr”] vektor vn&jsich
sil (Jde ovdem o zobecn&nou sflu v Lagrangeov® pojeti). Matice [3Fr')] a

{ Q(qq Jsou pro vdechny prvky stejné, nebot funkce % , % Jsou pro n&
- alespon v nadem pripadd - spole&né. Dosadfme-1li do (p) a (g), vyjde

(x“) = [f i] w3 {3 -

Rovnici (m) pak miZeme sestavit adlci elementérnich matic, jak Jje nazna&eno
na obr. 13 a, b a uvést do tvaru

k1i9} - (@}, ()

typického pro metodu

kone&nych prvkt, Rovnice 1 2 3 4
(1) tedy obsahuje jednak '
névod k sestaveni elemen- 1 1

tdrnich matic - viz rov-

nice (p) a (q) -, Jjednak - Im@ 2 {Q} =
névod k jejich adici po- [KJ - }(iﬂ:/// )

dle obr. 13 a, b (prvky

R N

ve vy3rafovanych polich j(ﬁﬂ L

se séftaji). Tento névod 4
se shoduje s postupem,

ktery znféme z primé tu- Obr. 13 a Obr. 13 b

hostni metody (viz 6.
priklad). Dosazenim 2z rovnic (s) do (t) pomoci obr. 13 &, b vyjde - po vyné-
sobeni osmnécti, aby se odstranily zlomky

[_2 110 o 9, rj-:
1 Ty T1lo g
l_ |__.L_.. ! ?:r.. <|+J:L .
0_!1 ' 4_{;‘: ) R (u)
&_._E_____I | 7:1 Ir_l'i
o o !l 1 2 |
L e ﬁJ 3J

Zarémovéni vyznadené Zérkovénim odpovid4 schématu na obr. 13 a, b.

Matice [k{] Je singulérni. Musfme proto poloZit - ve shodé s okrajovymi
podminkami - Zr= 0, 91 = 0. Dostaneme zmendenou Soustavu
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4 1 6] |
- 1 4 9, 6
podtmd ¢, = ¢, =6/5=1,2

Kdyvychom interval O < X< 1 rozd&lili nikoli na tfi, ale na ¥tyFi prv-
ky, vySlo by '

2 1 o o o] [¢) [3
1 4 1 ) 0 9, 6 ‘
°© 1 4 1 o Jg L -16¢ (u)
;]
o] e} 1 4 1 Zk 6
0 0 0 1 2 3
! . | LZ', | °)
a odtud - pro Z = 0, ?.r =0 -
4 1 Y 7 6
1 4 9,1 - o (v
° 1 4— ?« 6)

ReSenim ?z = 74'
na Sest prvkd by vyslo

9/7 = 1,285 71, g, = 6/7=0,857 14. Pri rozdslent

g, F,=0; §, = Go=33/26=126923 9, = 7, =12/13 =
= 0,923 08, Z = 27/26 = 1,038 46.

Snadno se lze presvid¥it, Ze fefeni uvnit¥ intervslu 0<x < 1 konver-
guje pti rozd¥leni na nekonedny polet prvid k hodnotd 1,0, kdeZto sprévné re-
Beni ddva pro funkci 4 (x) parabola podebny pribdh s maximdlni hodnotou

ff — 0,012 888,

Jak Je mo¥né, ¥e Jome dostali tak zcela faleSny vysledek? Je to tim, Z%e
jsme neaplnili nutnou podminku konvergence. P¥ibliZnd néhrada kfivky y(x)
lomenou Zarou ABCD na obr. 11 - podle rovnic (f) a (g) - nesplnuje totiZ po-
%adavek, aby v¥sledny integrél # podle (a) byl souXtem integr4ld nad ob-
lastmi jednotlivych prvkd, nebof hodnota druhé derivace }e na hranicich prvks
v bodech B a C nekone¥néd a jej{ prispsvek k hodnot# vysledného integrélu A
v rovnicl (a) nemusf byt v limitZ nulovy. Celkovy integrél v mezfch 0 X (1
mi¥e proto mit - a také akuteéné md - jinou hodnotu neZ soudet dil&ich inte-
gréld naé jednotlivymil prvky. (Do té&chto d11Zich integréld totif druhd deri-
vace nevstoupi, nebof uvnit# kazdého prvku je d“#’/a’xa= 0). Proto nelze za-
ruit, %e by Fedeni pril volbd stdle jemn&j¥iho d&leni konvergovalo ke &prévné
hodnot&. Skute2nd, uvddomime~li si, Ze Zlen s druhou derivaci v integrandu
(a) vyJadfuje potencildlnf energii ohybové napjatosti (prvni &len je energii
akumulovanou v prufném podkladu, druhy vyjedfuje energii ohybové napjatosti
v nosniku a thetf potencidl vn&jsich sil), nahlédneme, 2o nase PFedeni
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konverguje k pfipadu dokonale ochebného lana (%1 Fetdzu) na pruZném podkladu,
V lanu se piitom nepfedpoklddd Z4dn& osové sila, Dostévéme tedy nesmysilny
vysledek, ktery je vlastni fedenim trividlni rovnice . ¢~ 1=0 pro

0 {x¢ 1, s izolovanyml body Y 0y =0, (1) =

11, priklad
Ulohu z pFikladu 10 budeme nyni Fe3it s pouiitim kubickéhe polynomu

4
gf’f):q’f“aa’fz*a:f*_q#. \ (a)

He&ent

ProtoZe polynom obashuje &tyPl konatanty, potfebujems pro kafdy prvek
gty*1 uzly. Na hranici prvku, kterou tvo¥{ jeho koncové body, miieme volit
jen dva uzly. Zbyvajici dva bychom mohli volit uvnit#® prvku. Vhodn&js5i véak
bude, zvolime~li uzly Jjen dva; pak v8ak v kaidém z nich musime zavéat dva
parametry. Jeden bude funkéni hodnotou < ‘v uzlu, druhy hodnotou prvni de-
rivace < (f)= a’ﬁ‘/df (Q’#/a’r)(c/x/dfﬁ b{dg&/dx)v tomto uzlu. Pro libo-

volny prvek & bude tedy pletit, Ze

r 7
A $£(6U 0 0 8] 1 a,
g} Tl #@)f e o 1ol e .
7, (1) 11 1 1 &,
2, ?g‘(,) 1_3 2 1 0_ =
Odtud vypodteme
<, i 2 1 -2 i T r ?‘ 3
@ -3 - -
<y c 1 0 0 ) g :
: #
1 G 0 C
=4 - IR
Dosazenim do (a) dostoheme
18
ce) 7.1
13 - B{.;f,}f sz fé (d)
%)
&€ill ve zkréceném zdpisu
ce) '
5; = [&o]_ {%fﬂ ! {e)



kde F=2p-3f"7, %o=-2f v ap?,
G=f -2 f % f 0

Lze se presvEdéit, 3e tyto tvarové funkce splnuji podminky dané tabulkou

P I . T |

$(()|1 o o o
#(0)|o 1 0o o
()0 o 1 o
$ (7)o o o 1

To je v souladu s definict paremetrd {77/} podle (b) a ().

Volba dvou "dvojitych" uzld misto alternativy s dvéma vnit¥fnimi uzly mé
tu vyhodu, Ze zaruduje nejen spojitost aproximujic{ funkce na hranicich prv-
k&, ale i jejf prvnf derilvace.

Pro staciondrni hodnotu funkciondlu plati nyni stejné dvahy jeko v 10,
prikladu, pouze vektor {?(Qq né &tyri prvky 8 vektor f ¢} osm. Vzorce
(p) 8 (g) 2z minulého prikladu budou platit i nadéle, vezmeme-li /» |, & =

=1, 2, 3, 4. Vyjde elementérni matice tuhosti a elementérni vektor vné&jsich
sil (pro v8echna @ )

- 7
408 396 204 142 -408 186 204 107
[j(*@ﬂ 1 204 142 136 084 -204 107 68 037 %)
1260 | -408 186 -204 107 408 396 -204 142
i 204 107 68 037 -204 142 136 084
T

e) 1 1 1 _i
(4] - {E' 36 6 35] ¢

Z rovnice (g) je vidét, %e by nestalilo pripojit ke ka¥dému uzlu polovinu
celkového zatizen{ (které je 1.h = 1/3), ale ze Jje tiebe pripojit je&t& ohy-
bové momenty v uzlech o velikosti + 1/36 (= + h/12), pifeludné zobecn&nym
posuvim Qj 8 Ze - Teprve pak dostaneme sprédvnou néhradu rovnomdrného jed-
notkového zatizenf, ptisobic{ho na nés nosnik,

Rovnice (1) z 10. pirikladu déva névod k sesteveni celkové matice tuhosti
adic{ z elementérnich matic; musime viak brdt vektor {? } 5 osmi prvky

(g)

(2}=129. 9] (h)
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Jednotlivé prvky zna¥i stiidavé

posuvy

o

a v¢hly otoédeni

b (dé/dx ) podle obr. 14.
Schéma pro sestaveni matic [£]

a [c?} je pro t¥i prvky ( A
1/3) znézorngno na obr. 15
16. Vzhledem k tomu, Ze
= 0 (je predepsdn nulovy
posuv na koncich nosniku), vynechédme

a

%

u o

7,

Obr. 14

i

2

o

1 [ 3
..
4

.

6

sloupec & v maticfch {2} a
12 3 4+ 56 78
1
2
77V 3 |
7{“}//’ pd ﬁi
7 7V, {Q}’ ¢ | A4
= ST s 7
W A g 7
(3)
j{ l 8
Obr, 15 Obr. 16
Dostaneme zmendenou soustavu
[k]{?}=[0} ! (1)
kterd v rozepsaném tvaru - po \prav& nédsobenim 1260 - d4
136 0B4 -204 107 68 037 0 0 0 % 11
-204 107| 8le 792 0 -408 186 204 107 0 ‘i’ 12
68 037 @) 272 168|-204 107 68 037 o} ) ch (o]
F = 35 7
0 ~-408 186 -204 107 816 792 0 204 107 % 112
6] 204 107 68 037 0 272 168 | 68 037 C},s 0
o} 0 0 204 107 68 037 136 084 %J -1
- L - /g

L

Zorémovéni prvkd v matici odpovidd obr. 15 (s vynechénim prvniho a sedmého
F4dku a sloupce). Redenim této soustavy vyJjde

/1:
Lo
5

v matici [—K] prvinil a sedmy Fédek
(] prvni a sedmy rédek.
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g, = 0,013 750 g, = 0,011 202
= 0,011 202 = -0,006 618 (9
P = O %
9,= 0,006 618 9= 0,013 750
8

Pribsh funkce ¢ podle rovnice (e) je dén v rozsahu kaidého prvku jinym
‘polynomem, nebof pro ka%dy prvek méme jiny vektor parametrd ﬁiﬂj]=

) = gf (2) ?? (3 :i (k)
U A A Ol A N R O Rt
?+ q: 99

Tento pridb&h Jje zakreslen na obr. 17. Obrédzek byl pofizen na soufadni-
covém zapisova¥i Hewlett-Packard.
V tomto ptipad¥ znéme 1 pFesné
fedeni dané dlohy. Nejsndze je
7 ‘173 2/3 X odvodime pomoci Krylovovych funk-
c{ argumentu x /{2, prisludné
| vzorce pro stru&nost vynechévéme.
1 Prib&h presného fedeni je v gra-
1 fickém znézornéni nerozeznatelny
od prib&hu na obr. 17, ktery Jsme
Bl ziskali metodou koneénych prvki.
Uprostred intervalu dédvé4 metoda
koned&nych prvkl hodnotu ghd. =
Y = $(Xx =0,5) =0, 012 856,
ltdeZto presné releni dévé hodnotu
Obr. 17 0,012 888. Chyba je tedy jen asi
0,25 %!

Na tomto pfikladu jsme poznali, Ze metoda kone&nych prvki miZe byt &in-
nym néstrojem, je~1li sprévné aplikovéna. Naopak predchozi p¥iklad dévéd pona-
u¢eni, Jak snadno doakaneme nesmyslné vysledky, nesplnime~li podminky nutné
pro konvergenci ke sprévnému fredeni.

12. priklad

Stejnou tlohu budeme Fedit metodou koneénych prvkl, nevyjdeme v3ak
z Ritzovy, ale z Galerkinovy metody.

Pro tvarové funkce v jednotlivych prveich e =1, 2, 3 dostaneme
- stejn& jako dtive -

g ¢@(f)-1% % % 7] {gv] (a)

kde f =%/h zna&f lok&lni bezrozm&rovou soufadnici a Pa(”j Jje déno vztahy
(k) z 11. pit{kladu. Z diferencidlni rovnice
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gfdgj/dx4-f'0 (b)

dostaneme dosazenim z (a) zbytek (rezidiuum) v rozsahu ¢ -tého prvicu

(@) 7 " v w W
R = x?‘: ‘gt Z?k *?27': *‘Z‘(ﬁ'?.’ "5:?., t fig, ﬁfg?‘)"f. o}

Bézové funkce jsou schematicky znédzorn&ny na obr. 18, Je jich celkem Zest.
Podle Galerkina musi tedy vymizet t&chto
8est integrdld:

{
kg % fi}f?"éff'ol
J 0
{ 1) 1
Yo | Pt Jra R 5 R s -0,
\ ! 1] (2).
J15R" R ) af = 0)
¥y 1 ¢, '/h‘,‘ R(ﬂ“ ¢ le df-‘d,

¥ P, u-/.f[?! Rm‘ Y ledf; 0,
L Pk \ /‘r} R(SJL{IUO

(d)

¥y
Vs vy
To je soustava rovnic pro Sest nezndmych
y’g 1 D D F % G, 2
-—fi:::H Tvar t3chto rovnic pPipomfind soustavu
(J) 2z minulého pfikladu. Prozkoumdme, do
Cbr. 18 Jaké miry se ob& soustavy shoduji. Vypo-

tteme pro ilustraci n&ktery z integraln
v soustav® (d), napp.

SR af - 159, 659, ¢ 59 + % qe)flf +
7AW v !
F!(ﬁ?s 4ot ﬂ?sjzdfhofﬁdf (e)

Dosadime~1i sem tvarové funkce [ ¥J , Jjak jsme je odvodili v minulém p¥{-
kladu, odpadne predposledni &len, nebot &tvrté derivace téchto polynom) jsou
identicky nulové. Tim v3ak odpadne prévd ten &len, ktery obsahuje ohybovou
t+uhost nosniku., Prédvem se miZeme obdvat, Ze to nepriznivé ovlivni vysledek
feseni., Abychom si objasnili souvislost s minulym prikladem, budeme &leny se
gtvrtou derivaci dvakrét integrovat per partes. Napriklad
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7 [4 4
w m ! m J » n o
:ff:; hdf-l8"g] - JE A= [5G [ }:Z'fa/&‘-’ fof. 7

Vyrazy v hranatych zévorkéch by vymizely, kdyby platilo bud

Lr)-0, f(1)-0, new £70)-0, ¥'1)-0 (&)
a krom& toho bud
£00):0. Pry)-0, " £(0)=0, 1) -0 (h)

V prvni alternativé (g) a (h) Jde o geometrické okrajové podminky, v druhé

o pifirozené, Spln&ni rovnic (g) a (h) neni +¥eba poZadovat na hranici ka%dé-
ho prvku, ale jen v bodech X =0 a X = 1, nebof v soudtech v rovnicich
(d) se ostatni "okrajové &leny" v hranatych zévorkéch z vyrazd obdobnych

k (f) navzédjem zrudi, pokud nejsou piredem nulové., Nenulové zldstanou pouze
okrajové &leny v prvni a v posledni z rovnic (d); Je to zpisobeno tim, Ze
bézové funkce na obr. 18 nespliujf v bodech X =0 & X =1 vgechny okra-
Jové podminky. ™/

Ze srovnéni s 11, prikladem Je zPfeJmé, Ze shodné vysledky dostanems,
budou-11 oba okrajové éleqy na pravé strand rovnice (f) nulové. Pak totiZ lze
rovnici (e) zapsat ve tvaru

t;/ﬁf/-?mdf‘a//f??, * }f?;, *f?; ‘Lj:?s)jfdf ’
A (e };2}6)}::;{{~0/5:a{f

¢il1
9:]

/
/&,Rmdf= [é‘,ﬂ_ f‘j k.. ,é“J ;:j i [OJ ) (1)
%

kde
1

b= 155 ] £78)dS,

o
(J)

0£ 'a/%o[f.

%X/ Prvnf a posledni z nich nesplnuj{ podminky (h).
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To jsou - a% na soudinitel A , ktery se proti nule zkréti - stejné vysled-
ky, Jaké jsme dostali drive Ritzovou metodou. MiZeme Je srovnat s rovnicemi

(p) a (q) z minulého prikladu. Rédkové matice v rovnici (1) Je k -tym réa-

kem elementérni matice tuhosti.

V literature se setkdvédme s tim, Ze se k odvozeni elementédrni matice
tuhosti pouZije Galerkinova metoda a okrajové Zleny se prosté& vynechaji, aniZ
se zkoumd, zda jsou skutedn& rovny nule. Tato praktika sice mi%e dévat vy-
sledky shodné s Ritzovou metodou, ale neni to JiZ - p¥iend vzato - Galerkino-
va metoda. Ta dé shodné vysledky s Ritzovou metodou Jjen tehdy, Jsou-li sku-
tednd splnény vdechny - tedy 1 pfirozenéd - okrajové podminky,

Je z¥ejmé, %e k odvozen{ matice tuhosti bychom mohli u%it kteroukoli
metodu z 6, kaplitoly. Vysledky by se v3ak mohly navzdjem li¥it, né€kdy dokonce
znadné. Vyhodou Ritzovy metody, kterd vychdzi z varia&ni formulace problému,
Je mimo jiné 1 to, %e umoinuje nejsnéze stanovit podminky konvergence ke
sprévnému feSen{ a Ze pro dany vyb&r bdzovych funkeif ddvd nejlepifi aproxima-
ci; bdzové funkce pPitom mohou splnovat pouze geometrickd okrajové podminky.

1). ptiklad

Ulohu z 10. pffkladu fefte diferendni metodou.

Regeni

Diferencidln{ rovnici

y"y y- 1 (&)

nahradf{me diferenéni rovnici

3:'»2 - 43{'-1 : 63{ -4.3(” t gﬁ?
A '
Pouzijeme-1li o¢fslovéni uzld podle obr. 11 (&isliceml 1 aZ 4), budeme moci
rovalci (b) napsat pro A = 2, papf. pro 4 = 3. K tomu budeme potrebovat

fikttvnf uzly AL = -1 a A =5 mimo definidni interyal. Okrajové pod-
minky budou

y, = 1. (b)

%=0, 9;=‘O )
ry-l-Zér"'éz,: 33_2341‘35_
Az 0: /_’z 'a- [c)

Vypodtem (pro A = 1/3)

Y, =0, %: 33 = 0,012 195, y¢= 0. ()
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Zajimé-11 nés hodnota Y,...,= ¥ (¥ =0,5), nedostaneme Ji pfi rozdé-
lani nosntku ne iichy poset steJnych dilt pfimo, ale jen pomoci desifrovaci-
ho algoritmu, ktery dodateln& zvolime. Vzhledem k soumsrnosti mifeme v daném
pripads zvolit parabolu G} = 4,5 ¥ x{f-x} , které prochdzi vieml body

X Yo (4 =1,2, 3, 4) podle (d) a pro X = 0,5 d4vd (max =9 4/ B =

t

= 0,013 719. Sprévnd hodnote je ©,012 888, chybe pfiblizného Fedeni diferené-
n{ metodou Je tedy v tomto pFipadd 6,5 %.

Z pPfkladu je zfeJmy rozdil proti metods konednych prvkd. Diferenni me-
todou dostaneme funk&ni hodnoty Jen v nékteryech bodech; tyte funkdni hodnoty
nezédviseji na deZilfrovacim algoritmu, Naproti tomu u metody konednych prvkid
zévige jI funkdnf hodnoty v uzlech na zvolenych tvarovyech funkcich, Daldf roz-
dil je v tom, Ze diferenfni metoda dala v&t3{ hodnotu Y mas neZ Je presné
fedeni, metods koneZnych prvkd neopak mensf., PFi stejném d&leni ¢ A =1/
dala metods konednych prvkd s kubickym polynomem 26krdt mendi chybu neif dife-
rendni metoda. Ckolnost, Z¥e deforma&ni varisnta metody konenych prvk( ddvid
pro posuvy hodnoty men3i neZ pfesnéd (nebo stejné, umosni-ll t¢ tvarové funkes),
souvisf s vlastnostml funkciondlu pFisluiné varialni lohy. Presnému Fedend
odpovidd minimdini hodnots tohoto funkciondlu; pro ka¥dé pFribliZné fedeni mé
tento funkeilondl v&t#i hodnotu, Proto pPibliZné felenf odvozend varisdni me-
todou ohraniguj{ p¥esnou hodnotu.

14, p¥iklad

Metodou koneénych prvkd vySetPfete napéti a torzni tuhost u kroucenéd tyde
- ¥tvercového prifezu.

Kedent

Problém je popsédn funkciondlem (srov. 8. pPiklad)

FJIHET () 22y

popf. diferencidlni rovnlci

2
df o2, 2.0

i ot "/ t
8 okrajovou podminkou na hranlci oblasti S
zZ=0. (c}
Nap&td plynou podle Prandtla z rovnic
Dz (d)
-~ ¥4 o - oz
LxZ"GJa_g-’ Z;Z GJax

¥/ Berzrozmirové jsou soudadnice X Y 1 promdmné Z
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a moment torzni tuhosti v krutu z rovnice

3= M/6) = 2ffzdxdly,

(e)
znadi-11 1)' pomérné zkrouceni (zkrut) a G

modul pruZnosti ve smyku. Zadé-

ni je upraveno tak, aby Poissonova diferencidélni rovnice (b) byla bezrozméro-
v4. Rozmdry &tvercového pri¥ezu volime 2 x 2, tj. pro vnit¥ek oblasti plati

-1<x <1

.
1

-1<g< 2

Oblast rozd&lime na trojthelnikové prvky podle obr. 19, Vzhledem k sou-
mérnostil postadf, budeme-li se zabjvat jen osminou pri¥ezu vyznadenou na
obr. 20. '

6 -}'-ﬁ
/ 3
@
NECE
e ® _
® ©) J %
1 2 4 T, 05 12

Obr. 19 Obr. 20 Obr. 21
Prvek &. 1

je zobrazen zvlé3f na obr. 21. Aproximaci v ném volime jako
lineérn{ polynom

qé _ (ﬁ/k—’ g‘) =Qa,* C}.zf + C!,H.

(f)
Pro prvek na obr. 21 musi platit, Ze
9, $(0,0) -as,
q, = $(05,0)=Cy+ 052
b 95(0,'Q5)= oy ¢ 05X
Cdtud
a, 1 0 0 C}r
Oyl = | -2 2 ol) 9, ) (g)
a, =2 0 2

%
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a tedy

" 1 0 0 %
$=[1x 2 2 0 % t =
-2 0 2 s
9
-0y %57 3 |- rvagsm). "
93
kde
ﬁ=f"2>7—29.
fo=2x (i)
- 2§
souradnicich.

Joou tvarové funkce v lokdlnich

Funke 1 (161’” podle (h) dosadime do funkciondlu (a); pro Jeho variaci
dostaneme - index (1) pro stru¥nost vynechévdme

§F - fg‘%]f/ffff)arwr/w) ’/aqb«mg?“z%‘}?s}d"d#

Tato varlace bude nulova jen tehdy, vyrniz: 1i dvany integral, nebol fd'q.}

volime libovolné. To v3ak lze napsat ve ivaru

![- kﬂ kf:, ;(fa—! (q* } G{ 0
ko K22 ks | ) 92 l‘ Q710 (3
k3 K32k 33 l q"J Q!' 0

8ill - nyni opét pripojime index (1) -

{_-:l{m_]{c} m] _ {a m‘} - {0} . )
poloifme-~1i
% 8% %
ff/ax 2x T g; gf’)dxdy*
(m)

B = 2.”//-%’.0!')(0[3’

b8



Pritom »~ , 4 =1, 2, 3. Po vyfisleni integrdld pomoci rovnic (i) vyjde

2 -1 -1

[KT- 3|+ v oy {Q- §{:
1

-1 0

1

1

(n)

Integradnim oborem Je pritom troJjudhelnik na obr. 21. ProtoZe prvky @ a

na obr. 20 jsou shodné a shodn¥ orientované trojuhelniky s trojihelnikem D

na obr. 21, Jjsou elementérni matice vdech td&chto prvkd stejné. Pro prvek (:)

dostaneme transformaci soufadnic oto&enim o 180 © nebo opakovanym FeSenim

pro trojithelnikovou oblast podle obr. 22

1 -1.

[7{a; =% 1 >

0 =1

Vrcholy trojihelnikd jsou na obr. 21 a 22
2islovdny lokédlnimi indexy 1, 2, 3. Glo-
bédln{ &islovédni Je na obr. 20. Celkovou
matici tuhosti pro oblast na obr. 20 se-~
stavime adic{ po Fddcich pomoci tabulky,

v ni% v hornim F4dku piSeme globdlni a

v dolnim lokélni{ indexy; sestavujeme vzhle-
dem k soumérnosti Jen horni polovinu mati-
ce (+3. prvky K, pro 4 Z p); zplsob
pou?it{ tabulky vysvétlime na pFikladech,
Bude tedy nap#.:

(1)
k“ ] k" _2i 2 ,

(1) ( (4)
/(22 s k 2; + kgzjj + k:! =

(1) %)
kz)g: k?! + 23 = 0 + 0

]
[

-1

X

1

Obr. 22

favasy=42=2,

= 0,

(o)
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Tabulka pFiFfazujic{ lokédlni a globdlni indexy

Hédek globélni
sutine | TTTEE Indexy 7 1 xéint
" " 1 1 2 | 1
1 1 2 | 1
5 2 2 3
2 2 3
2 3 2 2 4 | 2
11 2 | 1
" 2 2 3| 2
T | 3|1
s 3 3
3 3
3 2 |3 3
1 1 2 | 1
‘ 33 5
33 2
4 3 4 4 5
2 2 3
2 5 6
2 2 3
5 3 1% 3
33
4
2 2
33




Hodnoty /(,.(f) odefitéme z piislulinych elementérnich matic; pro ¢ =1, 2, 3
z matice [ K[, pro @ =4 2z matice [M™]. Vysledns matice [ K] musi
byt soumdrnd, singulérni, a musi{ mf{t nulové sou¥ty prvkd v ka?dém sloupci
(#ddku). Posledni podminka plyne z poZadavku rovnovéhy Prandtlovy membrény a
slou¥i ke kontrole vysledk. Podobn& se sloZi vektory fO“’}. Celkem bude

- 3 o
[2 -1 .1 0o o o 3, 1
-1 4 0 -1 =2 ° g, 3
§ [ 0 Q@ =2 - 4?«r=_1.13 (p)
2 -1 1 o of|gf ¥ |2
-2 -2 0 4 o0/[|9 3
0 -1 0 0 1 Q.J li
Okrajové podminky Jsou: 9, = 9, = Q, = 0. Zbyvé - po vynechéni pF{slus-
nych #é4dkdi a slouped -
4 -2 -1(fq 3
1 i |
> | 2 4 0Sd =z {3 (q)
-1 o0 1|9, 1

Refenim doataneme

3= 11/24 = 0,458 334,
Qs= 17/48 = 0,354 167, (r)
9= 5/8 = 0,625 000.

Prandtlova membréna je v tomto p¥ipads
aproximovéna mnohostdnem zakreslenym
na obr. 23. Koty Jjeho vrchold jsou
Um&rné vypodtenym hodnotdm. Nejvétadi
smykové napdtf v tyfl Je déno maximél-
ni hodnotou vyrazu

i 9z \2 /3z \?
T- GIYH3E) ‘(). 2
To vyplyvé z rovniec (d). S pfihlédnutim k obr. 20 a 23 je

(t)
Tman= G 35

A



kde A znad{ rameno trojihelniku na obr. 21, tJj. h = 0,5. Proto

7.2 0,916 668 G- (u)

Preand hodnota Je Tomas= 1,351 926G , tJj. chyba je 32 %. Tato nepifesnost
je zna¥nd. Je zplaobena tim, %e derivovénim se nepfesnosti zveliluji (inte-
grovénim se naopak vyhlazujf{). V&t3{ pfesnost dostaneme, budeme-1li politat
podle (e) torzni tuhost. S pfihlédnutim k obr. 20 vyjde dvoJjndsobny objem
vrchliku podle obr. 23 takto:

=261 209,7(9590% %) 95 * (%" %)

2 "
= $[39, +39, +q,] *20a7, (v)

kde%to presnd hodnota Je 2,2495; chyba Je tedy asi 9 %. I tato chyba Je po-
mi&rnd velkd; Je to zpisobenp hrubym rozd&lenim oblasti na Jednotlivé prvky.

Skute¥ny tvar membrény jJe vdak hladké plocha. Nahradili jsme Ji plochou
po &éstech hladkou; to nenaruluje podminku konvergence, nebo! prvni derivace,
které vestupuji do funkciondlu (a), zistévaji i na hranicich prvikd omezené
(ovBem nespojité), Proto lze prévem olekédvat, %e s jemn&j8im d5lenim oblasti
na prvky dostaneme presngjsi vysledky.

Napsti T Jsou déna derivacemi (),
takZe pro ndhradni “"membrénu® podle obr. 23

= | «— o vyJdou v rozsahu kaZfdého prvku konstantni
' i s ) (obr. 24); na hranicich prvkd Jsou proto
: - - na rozdil od skuteZnostil - nespojité4,
) / p " f t ) Vyslednéd esmykovd nap&ti uvnit¥ prvkd jsou
na obr. 24 vyznalena Sipkami, které je
} v ” ) urduj{ svym smérem i velikosti, Je zvykem,
\ el MR ! Ze se tato vypoltend napsti prisuzuji te&-
\ - i R %2i8t1i kaidého prvku, ale neni pro to Z&dny
- ESY [ > zv1léstni divod. Pro nap&ti v ostatnich bo-
dech lze pak volit n&jaky de&ifrovaci algo-
ritmus, kterym se prib&h nap&ti "vyhlazuje"
Obr. 24

a pribliZuje exaktnim hodnotém. Lze vZak
apife doporulit zpfesn&ni vypo&tu volbou
Jemn& j81 sit& prvkd, co% Je rigorozni postup.

9. O volb& tvarovych funkci

Z prikladd, které jsme uvedli, je zrejmé, e tvarové funkce miZeme volit
podle zkudenosti. Vysledné aproximace se zpravidla sklédé z polynomd ¥y tak,
%¥e plati - srov. 8 rovnici (85) -
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%
$oL5% 2] (P

G

(96)

Parametry 9, ak 9. Jsou funkni hodnoty ‘f«' v uzlech. Tvarové funkce
Y: majf{ tu vlastnost, %e jeou nenulové prév& jen v tom z uzld, k jeho% pa-
remetru nédleZeji, a tam nabyvaji jednotkové hodnoty. Volime-1li uzly v potf¥eb-
ném mnoZatvi na hranicich prvkd, a to tak, Ze jsou spole&né sousednim prvkdm,

zabezpe&ime tim zéroven pot¥ebnou spojitost vysledné aproximace mezi prvky
(pfine jmensim v uzlech, snaZfme se vSak doséhnout spojitosti na celé hranici).

Pi#1 sestavovéni polynomd pfihliZ{me k pfirozenym vlastnostem kontinua
(k Jeho izotropii, symetrii apod.). Sestavujeme-1i nap¥. polynom v prom&nnych

X, Yy ,a maji-11 tyto osy rovnocenné postaveni, vybirdme &leny z Pascalova
trojuhelniku

vzdy soumérné&, tedy napi.

2
Bp= @+ QX+ At Xy * OsKYysa xy’ (97

Pro takovy polynom potfebujeme Zest uzld na obvodu prvku., Mohli bychom tedy
tento polynom pouZit nap#. pro prvek na obr. 25 nebo pro obdélnik na obr. 26.

y
c y
D C
X

O O- o X
A B A B

Obr. 25 Obr. 26

Dosadime=-11 v&ek do rovnice (97) z rovnice primky Y = kx 4 ¢ , dostaneme

obacn& polynom v jedné prom#nné tfetiho stupn¥, k jehoZ urdeni pottrebujeme
&ty*i body. Proto nedosdhneme obecn& spojitosti tvarovych funkci na hranicich
prvkd, na nichZ méme nejvyse tfi body. Vyjimku &inf strany AD a DC na
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obr. 26. Krom& toho zjistime, %¥e na strandch AB na obr. 25 a 26 nebudeme
moci zvolit nezdvialé parametry, nebot pro Y = 0 zbudou v rovnici (G7) Jen
dva nenulové &leny a jJejich soutinitele nelze ur&it ze t¥{ nezdvislych pod-
minek. Zvolime-li v3ak polynom pouze druhého stupné

i
‘é.: a’,alx ¢ a:g + a‘.x * O;Xy - Cl‘?‘l, (98)
dostaneme u prvku podle obr. 25 spojitost na vdech strandch. U obdélniku
podle obr. 26 nemajl osy Xx , Y rovnbécenné postaveni, takZe je lépe volit
funkei
2 )
ﬁl_.avoa,xq»a,g,.a.x quxyfa‘xy, (99)

dédvajici rowvn&% spojitost na vBech strandch, Pro X = konst je totiZ ¢; =
= 6, + 623' (na stranéch AD a BC musi byt po dvou uzlech) a pro ¥ =
= konst vyjde @ = C,+(x ¢+ ¢yx' (na strandeh AB a DC musi byt tedy
po trech uzlech). Pak funk¥ni hodnoty v uzlech na tée stran¥ obdélnika dplnd
urduji pribdh aproximace na této strand (nezdviale na ostatnich parametrech,
a tedy té% nezdvisle na tom, ke kterému prvku strana pat¥i).

Takto sestavené tvarové funkce pro rizné prvky, kteréd maji zpravidla
uzly na hranicich, se pouZivaji nejlast&ji. Prvky s témito tvarovymi funkcemi
tvo#{ tzv. "serendipity family" (serendipity = schopnost najit ztracené vé&ci;
nézev odvozen z pohddky o prineich z ostrova Serendipu, tj. Ceylonu - dnes
Sr1 Lanka).

Tvarové funkce vSak miZeme také psét p¥imo
(bez odvozovéani), pouiijeme~li k tomu Lagran-
geovy polynomy. Pak ovdem potfebujeme - nejde~
11 o lineérnf polynomy - uzly také uvnit¥ ob-
. 27 lasti. Napr., pro uzel 4 prvku na obr. 27
mi%eme psét tvarovou funkci jako sou&in dvou
kvadratickych polynomd

5’ =(X-'X1)(X-X¢}_ (3'3”{,_ yl'! ; (1m)
o= xa )0, = X) (Y- G Y- a)

Funkce (100) je nulovéd ve vdSech uzlech s vyjim-
kou uzlu & (X = X = X, , ¥ = ¥y ),
kde nabjvé hodnoty 1 (obr. 28). Odpadé tedy
dosazovédni soufadnic uzly do ptrisludného poly-
nomu a hleddni jeho sou¥initeld, Tekto sestave-
né tvarové funkce, charakterizujic{ prvky

)
1 8 uzly um{sté&nymi zpravidla i uvnitf#, tvori
2 3 "Lagrange family". Nevyhodou t&chto prvkd Je,
e pii vét3im po&tu uzl) uvnit¥ oblasti obvykle

Obr., 2B v
; nesplnuji poZadavek spojitosti tvarovych funke{

na hranicich prvki.

74



V obecném pripadé mohou byt uzly rozmistdny nepravidelns. V 1limit& mo-
hou dva prvky splynout; dostévéme pak uzel, v ndmZ jeden parametr znadi
funk&ni hodnotu, druhy jel{ derivaci (v né&kolikarozm¥rné oblasti jde o par-
cid4lni derivace). Takovy prvek jsme pouZili v 11. p¥ikladu. Lvarové funkce
pak miZeme p¥imo psét pomoci tzv. Hermiteovjch polynom) H,,; (x) . Jsou to

polynomy stupné 2 n
od*H

+ 1, které davaj{

= = = X
dx*hf pro K = m X=X |
(101)
k

o'H 0 pro k¥ m nebo pro X=X, .

ol x*
Ptitom m =0, 1, ..., n. Je-1li napf. £~ =1, jde o ¥tyrl kubické polynomy

fﬂL ) Ha: ' ;f; ’ ;4; 8 témito vlastnostmi:

H,: (Xrl’.} e f
Hh (x=x,) =0

Aﬂ:(x"er =0
}ﬂ;fi==xi) =1

(102)
1 oo
A Hop 2 H,
=010 fxw X, s Ko rxax,)=0
M ?
ﬁ'fy(x.x‘,)-a :%{x:x,hf
o x alx
Tyto podminky spliujl na intervalu G € X £ 1 ( X, =0, X, = 1) polynomy
Hﬂ: = 2x"-— 3]’2*! ) H';= XJ_'szf‘XJ
; (103)
1 - - 3 3 2 ! = XJ" X°
FGI ==2x + Jx ) H}
To jsou vdak funkce % a2 7 , zobrazené na obr. 18,
15. priklad
Pro &tvercovy element 1 x 1 s osmi uzly
pravidelnd rozmisté&nyml na hranici navrhndte
tvarové funkce (obr. 29).
Obr. 29

HeSeni

Zvolime polynom

=, rQix ¢y r ax? s agxy s

tagyte o, xy fa,xy'.
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Dosadime-1l do pravé etrany {(a) soufadnice 7 -tého uzlu, bude d+ 9, . 0odtud

— —

(g, ) 1 0o ©6 o 0 0 0 ¢ (a, ]
9, 1 0,5 0 0,25 © 0 0 1o P
% 1 1 0 1 o o © a,

IR 1 o0 0,5 0 © 0,25 0 0 oL,
q; [ = < > (h)
g 1 1 90,5 1 0,5 0,250,5 0,25 a;

6
3 1 0 1 0 0 1 0 0 a,
1
q 1 ©¢,5 1 0,250,5 1 0,20,5 a,
. 111 1 1 1 1 e
b e ot
Pouzi+im inverzni matice odtud doataneme

- ~ [~ ‘| ~ -
o, 1 0 0 0 o 0 0 0 9,
oy -3 4 =1 8] 0 0 0 9,
Ay -3 0] 0 4 0 -1 0 0 9,
Ly 2 -4 2 0 0 0 0 0

< r = > q"f } {¢)
cuy 5 -4 -1 -4 4 =1 4 -3 q,
g 2 0 o -4 0 2 0 C c?
&
a, -2 4 -2 0 0 2 -4 2 3,
g | -2 0 2 4 -4 =2 0 2 9,

Nyni ji? mi%eme padt, Zemu se rovnajl tvarové funkce. Omezime se na jeden p¥i-
klad o napifeme tvarovou funkci pro uzel L . Bude-1i nenulovy pouze para-
metr 9. , budcu nenulové jen tyte hodnoty:

a’=4q'«' a"=*l’c‘h‘
Q5=_LIC3~I qsz lfq".

TVafové funkce pr{sludnd tomuto uzlu tedy budas
%= 4ly-xy- g e x§')=by(t-ghl-x).  (a

Joj1 prdbéh je zakrealen

na obr. 30, Je to prvek ze
"serendlpity famlly” na
rozdil od prvku na obr. 28;
rro ten bychom 2z rovnlce
{100} v nodem pFipadd dosta-
11
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oo (x-05)x-1) = yly-1) _
“ (-05)(- 1) 05(05- 1)
(e)

by (1= g)(1- x)1- 2x).

To by v3ak byl prvek z "Lagrange family". Je to ~ jak vidime - polynom o Jje-
den stupen v&t3i. Tvarové funkce obou tSchto prvkd ddvaji pro X = konst
(popf. Y = konst) obecné& kvadrat ické paraboly, JeZ Jsou jJednoznalné& urdeny
funk #nimi hodnotami ve tPech uzlech poloZenych na té%e atrand &tverce. Proto
oba typy ddvaj{ spojitou aproximaci & na hranicich prvki. Lagrangeovsky
prvek v3ak byvé n&fkdy mén¥ vhodny, nebot tvarové funkce - napf. na obr. 28 -
majl slo¥it&jd{ prib&hy a nedédvaji pfitom vyraznd leps{i vysledky.

Pripad prvku na obr. 29 Je velmi Jednoduchy (pravidelné rozmistini
uzld), takze vyraz (d) jsme mohli "uhédnout" predem. To viak nebyvé vidy mo%-
né, Teké by se ném mohlo pfihodit, %e bychom zkusmo nalezli tvarovou funkci
pfislusnou jinému polynomu.

10. Homogenni soufadnice

Nejufivan&jdim koneZnym
prvkem pro dvourozm&rnou ob-
last je trojdhelnfk. A prévé
u tohoto prvku citime, Ze se
k Jeho popisu pflid nehodd
pravoluhlé soutadnice (obr. 31).
Zavedeme proto homogenni (bez-
rozmsrové) souradnice L, , [, ,

L, . soutadnice L, je pom&r
3rafované plochy P23 k plo3e
trojdhelniku 723 a podobng

Lo L, . Tedy

aP23
L= at23 '

[ . aP31 175723 o4
"

a723 !

Sedtenim dostaneme podminku

(105)
Lovlyt [, =1
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Ze t#1 souradnic bodu P jsou tedy Jen avd nezévislé, Bod # na obr. 31
mé soutadnice £, =0,5; [, =0,2; [y =0,3.

Soutadnice I, , {, , {3 mi-

$eme povafovat za lokdlni soufadni-
ce v t+irozmérném prostoru {(obr. 32).
Rovnostranny trojthelnik 72 3 na
obr, 32, ktery vytind na ocadch sou-

Ly fadnic Jednotkové useky, se trans-

—- formuje do obecného trojuhelnika 723
na obr. 31 vzdjemn& Jednoznaind.
Vztah (105) Jje rovmnici roviny troj-
Shelnfke 72 3 na obr. 32.

Cbr., 32

Zvolime-1li aproximaci linedrniml pelynomy s uzly ve vrcholech trojihel-
niku, dostanema tvarové funkce v lokédlnich homogermich soufadnicich

_ (106)
=1L He=Lly, h=is.
Zbyvéd najit zobrazovaci rovnici
L, Oy S Sy X X
LY =|Se S22 @y |1 Y | = [A] din (107)
Ly Sy gz yy 1 1

abychom mohli prevést tvarové funkce deo globdlnich soufadnic, Musf ziejmé
platit, Ze

r h
1 Xy 0 X2 0 %
of=[a]3%p, 317 =[AJ3%h 3o =[A]4 % (108)
0 1 0 y 1 /

To je devdt rovnic pro vypoZet prvikd Qe matice [AJ . Vyjde

o, = J2° s - X2~ X o = X2 s X (109)
" 24 ' e Z2a '’ n 2a !
kde
1 x, Y,
A = % 1 X3 Y, | = trojshelntx 123.
1 X% Y

Obdobnd vyJjdou daldf prvky hledané matice, Zndme-1li tvarové funkce (106)
pro linedrni polynom (trojihelnfk /23 ), snadno najdeme 1 tvarové funkce
Pro kvadraticky polynom (trojthelntk 346 , obr. 33), jsou-1li uzly rozddleny
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na kazdé stran& ve stejnych vzdédlenostech.
3 Ozna&ime-11 stupen polynomu hornim indexem
v zévorce, bude ziejmé

2 o (21 (4l
j’s d l’J%\"d): szl.‘f {1]_0)
Funkce %" bude toti% nulové ve viech
uzlech s vyjimkou uzlu J , kde bude na-
byvat hodnoty 1, nebot L;* je nulové

podél 456 a 147 poaé) 17 .
Obr. 33 Obdobné&
]
m 21‘.,,“’[.;; j;m‘ 2L;!JL;f (111)

Prvn{ z t8chto funkci je nulové ve v3ech uzlech s vyjimkou uzlu 4 , v n&m%

L =1, LS =0,5 takze £ = 1.

Z definice homogennich souradnic vyplyva, Ze

o -
Protoze A463 =4, A723 adéle AP63=2. A4aP23, vyjde
m 21::1. (113)
Podobn&
2{:1 ﬂ:u
a déle
[J(”= /- (4)_Lm= /- 2(L{21 -’ll) -
& I~ 200 L3 )m Ji- o (114)
Budeme tedy pro prvek podle obr. 33 mit (indexy (2) vynechéme)
B=blsly v pagL,L, i

-}3'13(21.3"’).

Funkce [3 , [, , L, plati nyn{ pro trojshelnik s vrcholy 3 , 4, ¢g.
Zéménou indexd s prihlédnutim k obr. 31 bychom dostali i ostatnfch Sest tva-
rovych funkci.
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Vyhodou homogennich soufadnic Jje, %e dévajil stejné tvarové funkce v lo-
kédlnich souradnicich pro v8echny trojihelnikové prvky; pro ty se lis1 jen
koeficienty v transformadnich rovnlecich (107), které zéviseji na soufadni-
cich vrehold. Krom& toho se snadno a v jJednoduchych vzorcich ziskaj{ tvarové
funkce i pro aproximace vys8ich stupnf. P¥ikladem jsou rovnice (115) platné
pro trojthelnik s kvadratickym polynomem.

11. Prvky sloZitych tvard, odvozend transformaci z rodifovskych elementl

V minulé kapitole Jeme ukézali, Jak esnadno lze odvodit tvarové funkce
libovolného +rojuhelnikového prvku z Jediného "rodiZovského" trojihelniku

na obr. 32. P¥i{sludné transformadni vzorce - inverzni k vztahdm (107) -
Jsou

{X} = [ L, L, LJ} X4,

(116)
]
{y]‘ ELsz L;J 'i! .
%
Tfeti rovnici, kteréd je totoZnd se (105), Jsme nenapsali. Sprévnost vztahd
(116) Je ztejmé ihned z definice homogennich soufradnic; L, nabyvé totis
hodnoty 1 v uzlu " k" a hodnoty O v ostatnich uzlech. Tuto vlastnost

v8ak maj{ obecn& tvarové funkce f, , takfe existuje t¥fda transformacti,
pro ni% plati vztahy

{X} =[ by Y. -~--ﬁ,] Fa kg

(117)

(L% % 2] |l

n Omezime se na dvé souXadnice; zobecn&-
D c ni pro tf{rozmérny prostor je snadné. Tva-
] rové funkce [ Y] jsou polynomy v lok&l-
— i —T { nich soutadnicich § , % , které miZeme
normovat napf. podminkou [£]% 1, 17%21&1 .

Rodidoveky prvek je pak &tverec zakresleny
AIﬁl_ 1 B na obr. 34. Z n&ho miZeme odvodit popsanou

transformacf &ty¥ihelnikové prvky nejriz-
néjsich tvard. Napf. tvarové funkce
Obr. 34
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$i=(1-£)1-7)/% B (1+6)1+%2)/4

(118)

Lo+ E01-0)/4 Lo (1-€)(1+ /4

zobrazf &tverec ra obr. 34 do libovolného
styrshelnfku (obr. 35). Primky § = konst
(popf. 77 = konst) se zobraz{ opdt jako

linedrn{ formu. Obecn& by v3ak mohly mit
i tento (médlo vhodny) tvar

Bol12E)(122) Y2 (119)

. a vysledny element by byl kifivolary.
Obr. 35

Musime v3ak dbdt o to, aby zobrazeni bylo vzdjemn& jednoznalné a aby
v 8itl zobrazenych prvkd nevznikly "%t&rbiny". Toho doséhneme, zvolime-11i
rodi¥ovské prvky s takovymi tvarovymi funkcemi, které splfiujf na hranicich
prvicd podminku spojitosti; sif transformovanych (odvozenych) prvkd bude po-
tom souvisl4,

S tvarovymi funkcemi vySdich stupnd vzroste na obvodé poéet uzlid;
pak miZeme specifikovat tvar odvozeného prvku v&td3im po¥tem uzld (obr. 36 a
37 .

Obr. 36 Obr. 37

Nyni jde o to, urdit pro odvozené prvky také tvarové funkce. Vyslednd
aproximace bude

(120)

¢= ﬁ’c}‘.t};'qu i wawa f;qh'

ptimky, nebof tvarové funkce (118) maji bi-
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8 tedy

- LYifs), (121) h

PFipomenme, %e po¥et uzlt urdujicich geometrii transformovaného prvku
byl m podle (117), kdeito po&et uzld urdujfcich aproximaci (120) Je # .
Av3ak polZet uzlld se v tomto plipads shoduje s poXtem parametrf, Poufijeme-1i
v rovnicich (117) 1 (120) stejné tvarové funkce [ ¥7-[¥], dbude m = h;
dostaneme tak izoparametrické prvky. Jinak pro » < /7 mluvime ¢ prveich
subparametrickjch (pro urdeni geometrickéhe tvaru pouifvdme wéns uzld nei
méme parametrid pro v¥slednou aproxima¥ni funkecl).a pro »m > » o prveich
superparametrickfeh (k urZeni geometrickéhe tvaru uiivime vice uzlf neZ méme
paranetrd pro aproximaZni funkci). PPiklady t&chto prvkd jsou na obr, 38.

PRVEK

IZOPARAM. . SUBPARAM. SUPERPARAME TRICKY
o ZNAL( BODY PRO URZENI GEOMETRIE
« zZNAE  uzLY PRO URCENI APROXIMACE

Obr. 38

Tzopesrametrické prvky maji proti ostatnim vyhodu, %e se snadno kontrolu-
Je, Je-11 linedrni kombinace tvarovych funkci schopna popsat pFipad, kdy
funkce $ mnebo jejf derivace, vyskytuji-li se ve funkciondlu wlohy, jsou
constantny. Maji-1i napk. bt konstantni prvni parcidlni derivace, musi mft
funkce & obecnd tvar

P on Ay sl Xt Ay Y (122)

kde «, aZ &5 Jesou konstanty. Avdak

§=x9’+f;?‘,f ....r};?h-zx.c}; X (123}
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Podle definice je parametr §; hodnotou funkce @ v 7-tém uzlu; tedy
- podle (122) -

9 = Ayt daXs * dy gs (124)

Z t+éto rovnice dosadime do (123) a budeme mit

é.x,Zﬁ;,{,Z}‘;x,.‘»,(,Zﬁy‘.. (125)

Srovnédnim 8 rovnic{ (122) vyjde poZadavek, aby

2?;"# EJ:’X{—'-’XJ
(126)

Zﬂy.—-y‘

Druhé dvs z t&chto podminek jsou splnZny, nebof pro izoparametrické prvky
plati (117). Sta¥i tedy, aby

e, (127)

Tvarové funkce (118) tuto podminku splnuj{, av3ak funkce typu (119) obecnd
nikolli.

16. ptiklad

)
Odvodte matici [}(ﬂ] ze 14. prikladu transformaci z rodifovského troJj-
thelniku na obr. 32.

Redeni

Pro prvky hledané matice plati

/<// w 3% v 37 Bg)elnecly 1w

V nadem p¥ipad¥ méme v lokdlnich soufadnicich

%’Lg) ff"’£2| Y3'L3- (b)

Abychom se vyhnull sloZitym transformadnim vztahim (107), pfejdeme v rovnici
(a) k lokélnfm souradnicim. Proto vyJédifime lokdlni soufadnice dvdma nezévis-

le prom&nnymi ¢ , % (nebof Jen dvd ze t#{ homogennich soufadnic Jeou ne-
zdvislé); poloZime

Lo=€0 L=y Ly 1-£-72 (c)
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a dostaneme

ofy _ 3f 2L, . of By , % Ay _ % _ 0%
of oL, of oL, of oLs Of ALy Ay !
(d)
0% e %
07 9L, Ls
Déle plati, Ze
F = ox oF + 3 1 _53‘?_ atd., celkem
2% Ix 2y Q% Q%
of ( _ | of 7ot % | 9] ELE (e)
D ox  dy 2 W
7 27 27 oy 3y

Matice [J] Je znémy Jakobién. Z posledni rovnice miZeme vypo&itat vektor
na pravé strang, nebot je-1i zobrazeni vzéjemn¥ jednoznalné, existuje in-
verzni matice [J] . Krom& toho </x<y = /J/dfdm , takie z rovnice (a)

vyjde 37
o5

k// % 2% |37 7" 2,‘; |3]df . (£)

o7

Podle (116) a obr. 22 méme

x‘zf‘Lzzj[f'?r

5=L2*L; =f_§‘l
takZe
1 -1 » 0 1
. 9] {1 o]’ [ - [-1 1J |
T o |1 =1 -
EINEIN N a1
Bude tedy
1 f-_{
2% 9% 2% o5 ¥ 2% 3? an
Ff oF o or ~ogor t2Er )=k
fro 0

Integraénim oborem je troJjuhelnfik 012 na obr. 32, jak vyplyvé z prvnich
dvou rovnic (c). Vypo&tem
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1

/dff(1-0-0+01c{7 /(1-f)df=% ,

Ky /df/(0-1-0+0)d7 % atd.

Vyjdou tytéZz hodnoty Jako drfive.

17. priklad
Matici tuhosti ze 7. p¥ikladu pro &tverec na obr. 9 odvodte z rodiZovské-
ho elementu na obr. 34.

Hedeni
Podle (117) a (118) nyni méme

SRR AL YTV

x=[r%%%] <

(a)

S+ 4=T;“(f"7)

~
I

0
g=L%5%5%T 4°
1
1

W 4

Pro posuvy pak méme aproximaci (v lokdlnich soufadnicich)

y
wta)-[%%%%] Vb0

9, (b)

vt 7)-[2 %29 1,
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Protoe jeme v rovnicich {(a) a (b) pouZili stejnéd tverové funkce, totiZ
(118), jde o izoparametricky prvek. Derivovénim (b) dostaneme napt.

J 4 Y 2% 2%
Ex'-a ?,gr'*?:%x.*?f ’+?;3x

V t&chto vyrazech se vyskytuli parcidlni derivace tvapovych funkci, pro néi
médme - podle prikladu 16., rovnice (e) -

5%,] F:
dx -t | of

- * ( )
Lay 07

V nadem pPipadZ dostaneme - derivacemi (a) -

[JJ-[°;5 '0"’4,. m‘i[i Z] 1313 - (@

Proto .
rfx au/c)x 3’
‘E‘; = ()V/ay £ [B]Jﬂz ) (a)
&y duldy + v /dx :

kde ; .cis
(3%, 2% % 2% o |
of VaF U 0 a0

. 2% 3% . 2% 2%
[(B]-2] 0 3% o 22 2 g 24

0f. 3% 3% an 3% _ 2% 9% 0%,
97 of 27 0f 1 9f 99 of

VaimnZme 81, %e matice [B] & stejny tvar jako v rovnlci (67), sklé-
44 se v3ak ze &tyf submatic., Dosadime~li sem z rovnic (118) a vypodtems

i1
(k1 - ¢/[1817CICBUIT I €T, #)
~f-f

kde [C] Je &tvercové matice z rovnice (g) ze 7. prikladu, vyjde atejny
vysledek Jjako difive.

Poznémka: Uvadené pPiklady Jesou velmi jednoduché, aby bylo moZno sledovat

postup vypoétu bez vétdich nédrokd na pozornoat a vypofetni techniku, V praxi
ae tyto vypolty - Inverze jakoblédnu a integrace - nedilsji obvykle analyticky,
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ale numer icky, tak¥e program sestaveny pro jeden prvek se hodf zéroven pro
yd3echny prvky tého% typu (bez zfetele na umfstdni jejich wrchold v globélnt
goustavé soutadnic). Integruje se pfitom v lokélnich soutadnicich, tedy

v oblastl rodi¥ovského prvku. Tato oblast je stejnd pro vdechny odvozené
prvky a mé velmi jednoduchy tvar. Integrand - a tim té% jakobidn, pokud neni
konstantni - vy&islujeme p¥l numerické integraci jen v wré&itych bodech, vo-
lenych zpravidla podle Gaussovy integra&ni teorie. Tim se vEak nyni nebudems
zabyvat. Zminku o Gaussov® integracl obsahuje 19. p#iklad.

y 1
6 .

7 6 &

7 5 |

8 4 8 F
A x ‘r
1 2 3
1 2 3
Obr. 39 Obr. 40

18. pitiklad

Stanovte transformadni vztahy pro prvek na obr. 39, odvozeny z rodidov-
ského prvku na obr. 40. Soufadnice uzld na obr. 39 jsou dény tabulkou:

Uzel 1 2 3 4 5 6 7 8
X -2 0 2 1 2 0 -2 -1
0 0 0 1 2 3 2 1

HRefieni

Nejprve urdime tvarové funkce pro prvek na obr. 40. ProtoZe mé oam uzld,
miZeme pouZit polynom nejvye s osmi konstantami. Zvolime tedy

fE9) a,+ anf+ a7+ af S fy t o gt a, fgr xgfy’ (@)

Zvolime-11 za § , 7 soutadnice uzlu k na obr., 40 ( K = L, 2 awsy 8);
mus{ polynom ddvat funkdni hodnotu v uzlu 4 , tj. musi vyjit parametr 5&

5& ‘/??lr11). ' e

87



To Je osm rovnic, z nichZ lze vypo&itat konstanty @, a% g . Uspofddéme-~
11 polynom tak, %e bude

FED 9%+ b ot 9,1, (o)
dostaneme odtud tvarové funkce ¥ 8% ¥ . Po dpravé vyjde

fe-tE- W10+ 71,

= FlE- 1 1)2-1)

g =N 1)F-2-1),

B=-FlEe1)n-1)(7+17) ) (@

G- FF )7 N q-1),

%=l 1)y 1) 1),

s FUF- 1N 1)E-711),

Yo = 6 1)(n-1)1+41).
Tranaformadni vztshy vyJjdou podle (117)

X -2¢ + 2% + ¥, + 2% - E}ﬁ - ¥

(a)
g 5t 26439, 0 2% 4 5.

Lze se presvdadit, %e tvarové furkce (d) splnujf (127), Strany kiivoda-
rého Btyfihelniku ne obr. 39 dostaneme, dosadime-1il do tvarovych funkei po-
atupng za f* y % hodnoty + 1, -~ 1. Zjistime, %e Jde o kvadratické para-
boly (parahola 23 degeneruje v p¥imku). Proto¥as tyto paraboly jsou urZe-
ny tteml body a smérem osy (sm&ry o0s Jsou rovnob&iné s osami soufradnic)

a na kaidé atrend &tverce méme t?1 uzly, bude v¥sledn# abroximaca pro aif
izoparametrickych prvkd tohoto druhu ne hranicich prvkd baz StErbin a bez
presahll, Polcha uzld vdsk musi byt volena tak, aby se hranl¥ni paraboly

u Zd4dného prvku nerrotinaly jinde ne% v uzlovych bodech 7/ , 3 , 4§ a 7 .

Viimnéme si, Ze anulovéninm jednotlivych &initelfl v roynicich (d) pro
tvarové funkce doatsneme rownice pPimek prbchézedicich uzly, v nichi Jje tva-
rovd funkce nulovd, To Je velmil jednoduché, talkZe bychom mohll b¥t v pokude-
ni napsat tverovd funkcs zkusmo (odhadem). Tu by se vésk mchlo stdt, %e bychom
napsall tvarové funkce pfisluiné Jindmu polynomn vyddiho stupn&. Nep¥. bychom
mohll Fedlt nadil dlohu takd tek, %e bychom odhedli tvarové funkce s lichymi
indexy takto:

$-fy(6-1)-1)/4, %« £ (Fetlg.1)/4,
SFalfe)7- 1)/, 9« Fu(F- 75 1)/4 . ()
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Tvarové funkce se sudymi indeyy by se nezmEnily. Vztahy (f) Jjsou formdl-
nd JednoduB&f{ ne% jim odpovidajic{ vyrazy v rovnicich (d4). Odpovidaji v3ak
polynomu &t+vrtého stupnd & nesplnuj{ podmi{nku (127). Teprve kdybychom p¥ida-
11 devéty uzel v bods ,f 0, # =0 ak ném pfislulnou tvarovou funkeci

Bo= (€= 1)(7* 1), (&)

byla by podminka (127) i v tomto p¥ipedd splnina. Misto prvku s polynomem
tretiho atupnd ze "gerendipity famlily" bychom vdak nynf m&li lagrangeovsky
prvek 8 polyndmem Etvrtého stupné.

Tvarovd funkce f; podle (g) nabyvéd na celé hranici prvku nulové hod-
noty. Takovou vlastnost by m&la i funkce

% 7 T2 h
.g cos 5+ cos = - (h)

Mohli bychom ji p¥idat 1 k pivodnimu prvku s tvarovymi funkcemi podle (d)

a brdt parametr <, formdlnZ jako soufinitel nezdviely na uzlech (nemusell
bychom devé+y uzel zavdd&t). Dostall bychom tak subparametricky prvek (geo-
metrie Je ur#ena osmi parametry, aproximace devit+i). N&kdy lze takovym zpiso-
bem zlepSit prfesnoat aproximace.

Neméme-1i v¥ak k tomn zvld&+ni divod, raddji funkei ¥y podle (h) do
vypo&+) nezavédime. Pematujme, %e k vypol+tu polynomu potFebuje polital zpra-
vidla mén& &asu ne? k vypo&tu goniometrickych funkel., Pripomindme také, Ze
soufet tvarovych funked ¥ + 5 o+ ... o+ Ly o+ 5",“ nesplnuje pod-
minku (127).

19. priklad

Navrhn&te kFivodar§ izoparemetricky prvek pro vypoZet rotadné soumérnych
tenkych skofepin. %/

ReSent

Kfivolary merididn rota&ns soumdrné skofepiny rozdélime na prvky konelné
délky: Jeden takovy prvek Je zakreslen na obr. 41. Jeho koncové body maji
soutadnice ( #, , Z, ), { 3 , Z; ). Tento prvek odvodime transformaci rodi-
dovaké usetky -1% f & 1 (obr. 42).

¥/ Pro vélecovou rotadns aoumsrnou skoPepinu lze uzit prvek z 11, pifkladu
(viz +é% vyklad k rowvnlei (80) ).
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Obr_ 1 / \ 1 0| ’1 E
[

{ 2\ N Obr. 42

V nedi yloze budou dv& neznémé funkce: posuy & (7, 2) ve smiru telny
k merididnu a posuv W {r,Z)ve sméru normély. ProtoZe jJde o prvek, v nim%
Je energie napjatosti akumulovéna Jednak roztafenim (membrénoveu napjatosti),
jednak ohybem {(ohybovou napjatoati), muai bft tvarové funkce schopny popaat
oba stavy napjatosti a Jim pifslulnd stavy pretvotreni. Tomu vyhovime, prede-
pifeme~11l v uzlech nejen posuvy U; , W, , ale také hly oto¥eni ,6,— .
To znamend, %e musime mit alaspon Sest parametrd, tedy kubicky polynem pro
kazdou funkci 1 zobrazeni rodifovského prvku na dany prvek. MiZeme pouZit
hermiteovské polynomy podle definle (101), (102}, které na intervalu

<-1, +1> Jaou
How $- L (F-3f+2), Hi- fed(-£43642)

Hi b0 £00) Hye g0 f-£-1).

(&)

Zobrazovacl rovnice psk budou
dr elr
rent IGELS ¢ h o (SFL,

25 o(GEhn v ah v (2] g,

V koncovyeh bodech prvku vdak nejsou d4ny derivace dr-/df, oz /d_{', ale

Jen derivace
ro d*‘}//dz {e)
az Af df '

#iZeme proto jednu z obou derivacf na pravé strand rovnice (c) volit, Tim

zéroven zvolime stupnicl na daném prvku pro hodnoty f . MiZeme napt. zvo-
11t konatantnf hodnotu derivace %/

(b)

z

X/ Alternativn by bylo moZno volit oA2/df = (2, -4 )/ 2 = xonst.
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dr _ar _ 4 h-F

1 . ) (&)
i SEY S R 2
V primdtu prvku na obr. 41 do oay /) Je pak stupnice pro f rovnomsrné.
7 rovnic {d) a (c¢) dosadime do zobrazovacich rovnie %

(%)= (hm 5 G )t

{e)
) = (FFME), =~ A7 ety

a dosteneme vzdjemns Jednoznainé prirazent rodidovakého prvku na obr. 42

8 odvozenym prvkem na obr. 41. Ten mé s danym merididnem spolefné koncové
body & tefny v nich, nemusf se 8 nim v3ak pfesnd shodovat, nebof merididn
miZe mit obeeny prib&h, kdeito odvozeny prvek je mén& obecnou k¥ivkou denou
parametricky ve tvaru polynomd {(b). Rozdily se viak zmenduji s volbou men-
&1ich prvkd (a2 jemnoat{ d¥leni) a neb¥vaji velké ani pi#i hrubém dzleni.

Pro aproximacl neznémych funkeci ufijeme - protoZe jde o izoparametricky
prvek ~ tytéZ tvarové funkce jako pro gecmetrickou transformaci, toti% funk-~
ce (a). Bude tedy

du Su

i = ufj’f + (a’r},gf‘ég * 2?)2?5’
of wr of w

woe W+ (:z?—fz'f wf f(%;?tjf;.

Bylo by v8ak velmi nepraktické, kdybychom za parametry prvku povazovali hod-
noty

(£}

w; (dw/df), Wi (dw/af);,

nebot posuvy ; , W; maji v kaidm
uzlu jiny smér a derivace Hu/xf
cAw/df neodpovidajf ani pomErnému
prodloufent &= cfu /elS ye amiru meri-
diénu, ani shlu otodeni /A3 = <Wistedny

k merididnu. Je mnohem piirozendjdi
zavéat parametry v soufadnicové soustavé
podle obr. 43 +takto:

Obr. 43

¥/ Jek je zPejmé z obr. 44, Je (dz/a’r)': - co-rgZ’;- ' £ = 1, 2. Viechny
hodnoty (e) md%eme proto ode¥fs+ z obr. 41, resp. 43.
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kde 4

Pui-3
ﬁki-?

=

w; )

m&fime po oblouku meridiénu a

o

qﬁ'"'f ng‘-::i_d_ J
< uy (&)
Fui T A3 0 8

"

g

1, 2. Jejich pomoci musime vy-

jéa¥it d#ive uvedené hodnoty, coZ se snadno podaff. Podle obr. 43 pPedev3im

plati, Ze

a déle (obr. 44) ¥/

Zz

Obr. 44

v

I

cos U
-sinl}

a
w

e

du du o4

(h)

df — ds ar

adw dw 4

af ~ ds dr

Vyrazy (g) a% (i) dosadime do (f); v maticové upravd

u(f)
wif)

prilemZ submatice

V rovnicich (k) 17

5 %

e

[M)-
[N

X/ Je totiz

-M'lo-
==
le wlooto 0, M,
P om g = | o e S 4
100 |J€3‘;1?:ﬁ] _NIOH
o1 |
coshi sinth 0 o
n-h"
0 0 0 25/l
-smd; costk o0 O ]
fi-F
0 ¢ 2sinVs 0

iy g =t du
df = O0n? ds !
(1)

dr _ hi-fi cw

af 2sinV o
vyJjde
“F
9,

Y (3)
%)

)

(k)

= 1, 2. Nynf jde o to, vypo&itat energii napjatosti prvku
a potencidl wvn&jdich sil, abychom mohli pouZit Lagrengedv princip virtudlnich

or/ds = sin P . Tuto hodnotu lze vypodist ze zobrazovacich

rovnic (b), jak pozd&ji Jedt& ukézeme (viz rovnici (q) ).
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praci. Z teorie tenkost&nnych skorepin Je znémo, Ze energie napjatosti v &ds-
ti prvku o délce <fs Jje

7
AU = 3{€} {a} 2ards, (1)
Je-11 i [* 3 N;
£ w/r il "™
[:E]a.-.-t {'="d§0/d$’ > ) {G-] <M>
|| s dw ’ ‘)
J L . - o
Zde & znal{ pom&rné prodlouZeni v merididlnim smdru,

&, toté? v obvodovém sm¥ru,
H, zm&nu k¥ivosti merididlniho #Fezu,
%, zménu k#ivosti obvodového rezy,

M’M Jesou membrénové sily v merididlnim a obvodovém sméru (maji
fyzikdlni rozmér N/m),

M,,Nt Jsou ohybové momenty v tych% smérech (maji fyzikélni rozmér
Nm/m = N).

Mezil ob&ma vektory Je pifitom vztah (Hookeldv zdkon)

GREIGE )

kde
Hl [ 0 0 1
) £t “ i | 0 0 .
Kz lo o th wite &
o o whfie  hft2

Zde £ je modul pru¥nosti v tahu-tlaku, @ Poissonovo ¥fslo a ¢ tloud¥-
ka skofepiny. Chceme-11 do prvni z rovnic (m) dosadit, musime ur&it druhou
derivaci d'w‘ﬁs'. Z prvni derivace

dw Aw Af ds s
s ~ df ds =‘(’aﬂ")/(df)
vypodteme druhou uiitim pravidla o sloZenych funkefch
dr d'w/ ds ?  dw s d% os
ds? T ! (df) =7 (df‘)/( =73

Do posledniho vztahu dosadime podle Pythagorovy v&ty (s prihlédnutim k obr.
44)
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-l & - fo

Plati tedy, jak jsme JiZ dfive v poznémce uvedll, Ze

2siny ~ Af dr T d

2 2
n-n dr Jds s ol +(d2 (q)

Odtud 1ze vypodist ein 1}, ktery potfebujeme p¥i vypoitu vektoru [} po-
dle (m},

$ poufit+im rovnic (b) a (J) Jeme tedy schopnl vyJddFit vektor (€} po-
mocf vektoru [gq} . Nakonec doataneme v maticovém tvaru (podrobnosti nebu-
deme vyplsovat)

{€}<[Bl3}, (r)

kde matice [B] Je funke! ¢ a mé vellkost 4 x 8. Nyni tedy méme pro
energll napjatoati prvku

wf :
U-+Jle)el 2mr Sp < -
-t fo-f
- 7{3}[[3(£)] [CIBENFEIf(1E- 3] . (8

Budeme pPedpoklddat, Ze kroms sall Z,- ve sm&ru ; , sil ;?_;' ve smdru
wW; a momentu M; (tof{ ve eméru /3; ) v uzlech 7 =1, 2 phsobl na
skoFfeplnu jed+& wnit¥ni pretlak P(f) . Potencldl t&chto vn&jaich sil je

W~ 3} (RY - fpw 2wds=—[c;] ") - 2‘Tfp('f)w(ﬂr(f) af.
zae [R]1 = [Z, R, M, Z,R, F.1 . Podle (3) méme

wif)= (0% SILNIILY, ICNI] )= [$(F)] ) - (u)

Pro matici 1 x 8 Jsme zavedli pomocné ozna¥ent [$] . Vzhledem k tomu,
ta w(f) Je okaldr, je [$1[g)~ (33 [#]7 . Je tedy

W= gV {Rl- 27 g} [[8( 1 pEIr- (S fiD)el F . (v
-t

Podle Lagrangeova principu

S(U+w)= [Je] _LK {01 {w)

{4}
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tak’e musi platit, Ze
[K] (g} ={R} « (Q}. (2)
7de elementérni matice tuhosti [K] vyjde podle (8) ve tvaru

[K1= 21 fl8(r)] [ILB(EIT P06

a vektor sil p&} , ekvivalentni wn&j8imu pfetlaku podle (v), Je

(@)= 27 [I8 6] p(FIr(C1f (F1tf

Pfipomenme, Ze fé:’T Je sloupcovéd matice (tedy vektor). Hodnoty integrélf
v poslednich dvou rowvnicich dosteaneme nejjednodulSeji numericky Gaussovou
metodou. Je-1i d&leni merididnu na prvky dostateZns jemné, mohl by sta¥it
tento Jednoduchy vzorec:

I ‘_'[{(x)olx = 2f(0) .

Plresn& J81 vzorce dostaneme, pouZijeme-li k vypoZtu hodnot funkce v n&kolika
bodech. Gauss navrhl Jejich rozmistdni tak, aby pFedpoklddand chyba byla co
nejmendi. Tak pro dva body méme

1

f (-0,577 35) + f (0,577 35)

a pro t#1i body

—
|

0,555 55 f (-0,774 60) + 0,888 89 f (0) =+
+ 0,555 56 f (0,774 60).

Podrobn& js{ poufeni o Gaussovy metodd vypoltu integréld nalezne &tendl
v ufebnicich numerické matematiky.

Poznémka: Je zfejmé, %e odvozeni matice [B] je pracné a zdlouhavé. Proto
se v praxi &astdji pouZiveji pFimolaré prvky (kuZelovité prstence) a pro
funkei 4(A) se voli linedrnf, pro W(A) kubickd ndhrada, VypoZet je pak si-
ce jednodussi, ale k dosaZfenf dostate®néd pifesnosti je treba jemn&jsiho dé&-
lenf, ObtiZnost nad1 dlohy se vBak projevi jen pFi pripravé vypoltového
programu, Jakmile je program jednou odlad®n, je vypolet skofepiny jedno-
duchou zdleZitosti. Pro polital se specifikujf vatupn{ velidiny, urduji-
ci tvar a zatiZeni skofepiny, a pak se z elementérnich matic sestavi adiei
celkovd matice (stejnd Jjako v ostatnich i1ilohdch). Také Fefeni soustavy (z)
je stejné jako v jinych dlohdch, tj. matice [K] je soumdrné a pdsovéd, po
ptedepasdni okrajovych podminek - tedy po zmenseni - pozitivnd definitn{i.
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20. priklad

Z rodidovsekého trojshelniku na obr. 45 odvodte "hrani¥ni" prvek na
obr. 46, ktery se Zasto pouiivé k vystiZeni kiivosti hranice v nédvaznosti
na trojuhelnikovou sif v rovinngch dlohédch teorie pruZnosti. Hrani¥ni prvek
mé tu vlastnost, Ze dvE jeho strany Jsou pFiméd, tfeti Je kiivé4.

M y 2
3

&4

Otr. 45 ' Obr. 46

ReSeni

Maji-11 se atrany ¢ =0, pop¥. 4 =0 zobrazovat jako pfimky, musi
mit polynom bilinedrni tvar, tj. nemiZe obsahovat mocniny f” , 2% .
Bude tedy
r=a,+ a,fs a0+ ayfs,

g« ag s af + a9 t asfp.

K urdeni konstant o, a% Qg postalil existence &tyr uzld. Uzel % vo-
lime uprostfed strany 23 na obr. 45. M&11i bod 7 (0;0) na obr. 45 odpo-
vidat bodu 7(x,;4,)na obtr. 46, musf byt X = a, , 4 = ay; . Podobné
podminky dostaneme i pro dald{ body, z nich%

(a)

Q= X, - X, , * a‘.yx-y’,

Qg= X3 - X4, Qa,; - y,-y,,

Qy = 2%y~ Xe) = V2 (%4 ¢ Xy~ 2x,) ""2@'5’:}-/7@:*96‘?})-
Tvarové funkce pak vyjdou - rozpisem rovnic (a) do tvaru (117) - taktor

1 £ - 20-Fi)fy 5-1-17f, (o

$={-17f2, %-2f17.

Lze se presvdd&it, Ze splnujf kritérium (127).



12. Ohyb tenkych desek

Podle znémé Kirchhoffovy teorie je deformace desky Jednoznaéné a dplnd
urfena prihybovou funkel W = tu(},g) . Pro jeji aproximaci pomoci tvaro-
vych funkci dostaneme v rozsshu jednoho prvku

wixyl= [¥1{gh (128)

-

kde [Y] ja Fédkové metice tvarovych funkci a Pa] vektor parametrid
v uzlach,

Energili napjatostl v prvku lze vyJddFit+ takto:

U= 4$[[1e){c] dx dy. (129)

Integradnim oborem je plocha prvicu. Déle je

Pk ]
Mx - gxur
{0}= M? ! qu‘_a: [ - (130)
MI&‘ 2 wr
L Bxay

Jo 2fejmé, %e se ve funkciondlu dlohy budou vyskytovat druhé derivacs,
To znamen#, e na hranicich prvkd musi byt spojltd ne)en aproximace funkce
&, 8la také viechny Jeji prvni derivace. Jen tak mdZe byt zarufena konver-
gence ¥ sprévnym vysladkim. Elementdim, které aplnujf toto kritérium, *ikéme
konformni.

Dal3im po2adavkem je, aby tvarové funkce umoZnovaly vytvorit v elementu
libovolneu konatantni hodnotu druhé derivace (tedy konstantni pPetvofeni)
vhednou volbou parametrd {q} . Je-1i splnén tento druh§ poZadavek, lze po-
ngkud zmirnit pPedchozi poZadavek, tj. slavit z poZadavku spojitosti deriva-
ci ne hranicich prvkd, ani% se porusi konvergence (nebo anili vznikne poruse-
nim konvargence velkd chyba). Takové Jednodussdi prvky se &asto v praxi apli-
kujf a oznadu)i se Jako nekonformni.

PoZsdujeme-11 spojitost W & derivace Jw/on
ve sm¥ru normdly k hranicl prvku, nevystadime - Y
jak JjeSt& ukdXeme -~ se zavedenim hodnot+ W a
parclédlnich derivaci %%; , Lad Jjake parametri
v uzlech prvku, chceme-11 doata? rigorozni aproxi- 3
maci, Je-1i to+1Z hranleci prvku nap¥. Zéra 12
na obr. 47, musi b+ na ni apojité w , 5uLA%y.

To znamend, Ze tyto funkce musi byt Gpln& urdsny X
hodnotaml o , Jw/dx, aw/g)y v uzlech na #é&fe o
72 , kade Yy = 0. Méme~li na +é&+0 Z4re naph. 1 2
dva uzly ? =1, 2 8 parsmetry uw; , (dw/ox),;
(auoﬁy){, mus{ na hranici /2 Dbyt Obr. 47
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w= A +Ax + Asx’+ A X3,

2l
5-;—’ = As 1 Agx . (131

7zde A, a% A; Jsou konstanty, které miZeme vypo&itat pomoci Bestl uvede-
nych parametrd. To tedy znamend, %e auvxﬁg Je na Z4fe 72 Gpln& ur&eno
parametry /Jw/o"y), ,(Jw/()y}, v uzlech 7 , 2 . Obdobn§ OW/dx na &ére 13
Je Gplnd urfeno parametry v uzlech / ,3 . Protoe parametry v uzlech 2 a 3
Jsou nezdvislé, nebude v uzlu 1 obecns platit, Ze

o'w

- c'Jw,
any anx
Jek by - vzhledem k poZadované spojitostl - m&lo platit.

(132)

K preklenuti této nesndze bychom muselil p#ipojit v uzlech smiSenou dru-
hou derivaci (132) Jako dals{ parametr. Kdybychom m&li sif slo%enou z neorto-
gonédlnich prvkd, musill bychom jako parametry zavést dokonce vdechny druhé
derivace. Takovym zplsobem se vdak velmi zkomplikuje celé Fedeni. Je to dan,
kterou musime zaplatit za zjednoduseni, JjeZ jsme zvolili v Kirchhoffova
teorii, Obti%e souviseji s tim, Zs desky - a podobn& 1 skofepiny - jsou
prostorovéd t&lesa, JjeZ "skoro zdegenerovala" na plo#&né itvary. MiZeme Je
sice pro zJednodudeni povaZovat za plo#né \tvary, ale nemiZeme se tim vy-
hnout nesnézim pfi aplikaci zédkonitost{, platnych beze zbytku jen pro prosto=-
rové té&lesa.

V praxil vystaZime s nekonformnimi prvky; Jje v3ak t¥eba jisté opatrnosti
pti Jejich odvozovéni, jak jsme se jiZ zminili.

21, priklad

Odvodte pro redeni ohybu desek
trojihelnikovy prvek se Sestl uzly,
zakresleny na obr. 48. T¥i uzly Jsou
ve vrcholech trojthelniku a +#1 upro-
atfed Jjeho stran. PouZijte kompletni
kvadraticky polynom.

Obr. 48

Poznédmka: Je +o0 nejjednodussi moZny
prvek, ktery dévéd v rozsahu prvku kon-
stantni pretvoreni (a tedy i nap&ti).
Prestole je nekonformni, d4vé konvergentni Fedenfi. */

¥/ V literatufe byvé oznalovén jako "Morleydv prvek".
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Kegeni

Nechi je ve vrcholech trojtheinika predepsfna funk&n{ hodnota
kdeito uprostPed ka%dé strany necht Je pFedepesdn parametr Ow/on .
Pgrametry tedy Jaou

g,= w{00) = w,
9, = W(f,O) = W)
‘?, ufﬂv 1) =Wy

7 [(3%), (%2 )};
‘3" )n

(33 § .
Tvarové furkce vdvedime z polynomu

Wea, +QXeay+ aXsaxy ¢ agy’.

Dosadime=-1i {c) do (b), dosteneme - s oznalenim ( = 1/ Va2 -

r »

G 1 0 0 0 0 o] [al

% 1 1 o 1 o of |9
) % - 1 0o 1 o o 1 ) Q,

9 o) c c ¢ c c a, [

Qs 0 1 0 o 0,5 O Qg

% o 0 1 0 0,5 0 {a‘
. 4 . =

To je viak rovnice [c;}-[h] {a] . 0dtud vypoZteme
(a)= [h1lg).
Tyvarové funkce Jaou pak
[P1-[% % 81 (1% gx'xg yICAT".

Vektor zobecndnych pomirnfch deformaci a vwektor zobecninych napsti
{130)

—zag Mx
(e} =1-2a.7r  (O}={My -
"‘2&, Ml’y

Hookelv zékon dédvd - Jak znédmo z teorle dessk -

fc}= [c] el

w o,

(b)

{c)

(a)

(e)

(f)

podle

(g)

(h)
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kde

7 7 . 2
. E#
c - ————— {“’ ?’ 0
(c] 72 (7-43) P
2

PhepiSeme-11 vektor pomdrngch deformaci{ { €} =z rovnice (g) pomoci (e) jako
funkci parametrd f?} do tvaru

{e}=[8117}, (1)
dostaneme matici [BJ a s n{ | matici tuhoati pro element desky
(k1-[81"(€1[8] A . (3)

V tomto vztahu zna%i /\ plochu trojihelnfkového prvicu, Matice [Z ] Je
v tomto prripads konatantni, takkle integrace v rowvnici (129) je velmi jedno~
duchd.

Plaobi~11 na desku tlak ,orx,«y) Jako vn&jd81 zatiZXenf, nahradime JjeJ
vektorem Bil {6?} v uzlech. Zpldasob pfepoltu dé Lagrangedv varialni princip.
Obvyklym zpisobem vypo2teme z potencidlu vnijéich sil

W=—//w/uafxcf'y /4 e4 [?,]’"pa;kdry ()

ekvivalentn{ vektor wndJjdfch eil

(1)

{4} =——§-;5;-—} - A p (ny)dedy -

13. S3ilovéd varianta metody koneénych prvkd pri PeSeni dvourozmérnych dloh

teorile prufnoati

Tato varianta metody kone&ngch prvitd se v praxl ufivd Jen mdlo; omezime
proto vyklad na pFipad obdélnfkového
prvku (obr. 49). Pro pomdr stran ze-
vedeme oznaZeni 2 =4/a , pro
tlousStku desky Z .

Y

Q,

V deformalni variantd vypoltu
Jeme v0lill aproximaci pro neznémé
posuvy (a tim i pro pFetvoieni). Nyni
podobnd zvolime aproximaci pro napédti.
Zavedeme-1l1i bezrozmérové prom&nné
F: -g— y = &_ 1z intervalu < 0, 1) ,
budeme mocl vyjéddFit napdti napt.

Obr. 49 témito linedérnimi virazy :
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GK;C}*G’7K

0, = & +
£ 2 &

x (133)
?:ry = CJ‘

K Jejich uréden{ potfebujeme
pét podminek. Zavedeme proto pé&t
staticky ekvivalentnich sil 4
az /3 (obr. 50). Téchto sil
mus{ byt p&t jedt¥ z jiného al-
vodu. Oem sil (&} na obr. 49 Obr. 50
spliuje toti t¥i podminky rov-
novéhy, takze Jen p&t sll je ne-
zdvislych. To Jje v8ak prévE po-
%ot sil ve vektoru {~)] . Z pod-
minek ekvivalsnce pro sily /A,

/4, @& nap&t{ G, , toti%z z rovnic

55/(4*(17):/7 - AR A

. (134)
2
éi{///(}ﬂ * O 77) ;?c/?'== 26
vyjde
L ¥
(; - 6f ( 4‘/9 - 2@) /
7 (135}
2% 77 63 - 5’044) :
Podobné wvyrazy dostaneme 1 pro konstanty ¢, , <, a sily 5 . 99

s{lu & rozd3lime jednodule tak, Ze k napédt{ G, ptipol+eme /?(og])//ézf)
k nap&ti G:’;’ pak ,?5(”9-/(52.«), a pro smykovd nap&t+{ dostaneme

#cos U R sin i

Z;:/ = Cp = ar = 51‘- / (136}
pridems
) 2
5{’72?’ g et & /
/;:/72 / cos pr= — (137)

V7Zep?®

Budeme tedy celkem mft

, § % (P‘\
] | @ Bidpd @ [(hdf] ey g
Gyj = 57’ Bfs-ef) O Bl2e6f) O /Jmf’J| j’?ll- (138)
Sy 0 0 o 0 .far)z?"J' %\
3
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Tuto rovnici zapiSeme zkrédcenZ takto: ®7

fc}-[61({r}. (139)
Pro Hookelv zdkon méme maticovy zépis
(¢} = (0] (s}, (140)

takie 'complemen+drni energie napjatosti je

7 :g'y//{ff[d} S = —j—//{g}"[g”q} 5 =
) ?r {p}Y/BJTfﬁ] [4]1ds.(P}-= zl (PIFT{P}. (141)

Na pravé strend Jjeme zavedli matici poddajnosti
/1=t JJ18T 101187 ds -
i 52"0//(5]7[0][5]&’}’47- (142)

Mezl vektorem sil [P} a vektorem sil f&} méme podle obr. 49 a obr. 50
vztah

0 -1 -cos ;r-

0’ (0] (8]
&, -1 0 0 0 =-sin®
4, 0 0 0 1 0 P,
&, 0 0o -1 0 0 ) ;
a (143
) pj ! 0 1 0 C cos Vv 6
A
Q 0 o0 1 0 sinV A
Gy o R | o) 0 0
A 1 0 0 0 0
&111
{0} -T141{P}. : (144)

Inverzni vztah v3ak neexistuje, nebof matice (4] Je obdélnikovd. Komple-
mentérni potencidl vnajsfch posumt! {7} = {7, 9, .- g,}" Je

v T - o (145)
W™ - - (0¥ (g} =- [PV 14T (g} .

¥/ Gtenér nechf nezamdfiuje matici (4] s délkou strany obdélntka &
Rovnice (139) Je obdobné rovnici {¢&} = fB]{?}- viz napk. (67a).

102



futo rovnici miZeme zapsat takto:

we--{P)(p},  {pI-T41{7}. (146)

Z v&ty o minimu celkové komplementérni potencidlni energle S W"‘)a <
pomoci (22), (24), (141) a (146) pak dostaneme

[F1{RP} ={p}, | (147)

co? Je zékladni rovnice pro silovou metodu, Matice poddajnosti je zde néso-
bena vektorem sil p¥edstavujicich napjatost a na pravé strand rovnice je ma-
tice rozd{l¥d posuvd., Tyto rozdfly posuvl odpovidaji p3tici sil, znézorn¥né
na obr. 50.

22, p¥iklad
Napi&te zdkladni rovnici pro silovou metodu u &tverce podle obr. 9.
Pfedpoklédejte, %e Polssonovo ¥fslo ,<v= 0 a %e modul pruZnosti v tahu-tlaku
£ je dvojnésobkem modulu prufnosti ve smyku & ., Vysledek FeXent arovne J-
te s deformalni variantou vypo&tu.

HeSent

Pro &tverec < =6, 4 =1, sin ¥ = cos V = 0,711 =1/)2 = c.
Z¥e jmé&

1 0 o0
1. 1 |o 1 0 (a)
(0] = = - i
0 (o] 2
Podle (138)
[ p» o,
[5]_ P 2 (/? V7 4-6}-" c
car |46 2 2eef 0 o« (®)
' o 0 o o ¢

a podle (142) o

L£] ‘azl"{?’[éf[l?} [4] df oy =

4 0 =2 0 c |
0 4 0 -2 c
.7 |2 o 4 o o (o)
£t 0 -2 0] 4 c
| ¢ e c ¢ 2
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Konetng podle (146) {p}-[4] {7} ¥111 - podle (143) a (144) -

[0 -1 0o o o0 o o 1]
0 0 0 0 1 0 -1 0
[ﬁ]= 0 0 0o -1 0 1 0 0 [?5 ; (a)
-1 0 1 0 0 0 0 0
| —c -C 0 0 c c o 0

Vaztashy (c¢) & (d) dosadime do (147). Jejim fedenim dostaneme wvektor {«ﬁj} 8
z rovnice (144) 1 vektor sil v uzlech

(@} = [A1[F 1A {23 - (o)

To je véak obykly tvar znémy z deformalni varlanty feSeni. Elementérn{ mati-
ce tuhostl tedy Je

(%] -[41[77 7141 - (o)

Li&{ se vBak od matice tuhostl uvedené v 7. prikladu, nebot byla odvozena

z Jiného princlpu. Kdybychom porovnall Fe¥eni ziskané pomoci obou té&chto ma-
+ic, zjletill bychom, Ze jedno ohraniluje sprévry visledek zdola, druhé sho-
ra. Tato vlastnost je disledkem komplementérnich varia¥nfch principd.
E{selny vypo&et podle (f) d4vé4 tento vysledek:

nm 3 -5 =3 -7 =3
3 3 3 4 ef =4 =3 =8
B 3 I =3 I =3 ¥ 3
L2 .3 1 -3 1 3 =5 3 =7

L%}E}T -7 -3 1 3 1 3 -5 -3 e

}.—l
(5]

Tute maticl tuhost’ mdfems porovnat e metici z piikladu 7, Zjiistime, Ze
ge prilis nelidf{, alkoli ob#& matice byly odvozery zcela riznymi postupy.
Také tato matice, odvozené silovou variantou metody kone&nych prvkd, splnuje
podminku nulovych sou&td sudych i lichych prvkd v ka%dém *4dku i1 sloupci a
Jejl cdeterminant je nulovy.
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14. SmiSend varianta metody kone&nych prvkd

P#i deformadni variant& metody aproximujeme pole posuvi (deformaci) a
neznémé souinitele ur&ujeme minimalizaci celkové potenclédlni energile.
Vymiz{ tedy prwvn{ variace této energle, pffsludnd virtudlni zmdnd tohoto
pole deformaci. Prfi silové variant® metody aproximujeme silové pole (nap&ti)
a neznémé soufinitele urdujeme minimalizaci celkové komplementédrni poten-
cidlnf energie. To znamend, %e vymiz{ prvni variace této komplementérni
energie pfi virtudln{ zm¥n¥ silového pole. V prvnim pfipad® povaZujeme pole
deformac{ za nezédvislé a nap&tové pole od n&ho odvozujeme, v druhém pripadd
Je tomu naopak.

MiZeme vdak postupovat také tak, %e budeme ob¥ pole, tj. pole posuvi
a pole silovéd, povazovat za nezdvisld a politat s virtudlnimi zmd¥nami obou
t3chto polf., Hookelv zékon pfitom bereme jako jednu z podminek, které musi
pole splrovat, Takovd zobecnini jsou mo’né a mohou mit dokonoe rdzné varian-
ty; lze napit., povaZovat za samostatnd pole jak pole posuvl, tak i pole po=-
m¥rnych deformaci (pretvoleni{) a pole nap¥ti{. Dostaneme tak smiSend variadni
principy, spojené s Jmény E. Hellingera a E. Reissnera, %/

Vyhody, které ziskdme timto zobecnénim, pPedev8im zmirn&ni rozdilu
v plesnostl aproximace obou poll (deformafniho a silového), nebyvaji vidy
bezesporné, nebof ze n& platime ztrdtou nikterych dobrych matematickych
vlastnosti, JeZ maj{ Jednoduché variaini metody, Funkciondl pfisludny smiZe-
né varient® metody nenabyvd toti2 zpravidla minima ani maxima, ale jen sta-
ciondrni hodnoty; to souvisi se ztrdtou pozitivni definitnosti pfislugnyeh
kvedratickych forem. Ale to Je prdwd ta vlastnost, kterd zarufuje stabilitu
vypoétu zaloZeného na Ritzove metodd,

Omezime se na Jediny pfiklad, totiZ na PFefenf prlhybu prostd podepiend-
ho a rovnom&rn& zatifeného nosniku, Pro prdhyh W plat{ zndmd difereneidl-
n{ rovnice

¥ o2

C[I’* = £._7 / (148’

q;#

v iz O znsdf zatilenf pfipadejic{ na jednotku délky a &7 je ohyhovd
tuhost, Pritom X Je vzddlenost od levé podpory nosntku ¢ délce 7 .
Zavedeme-11 bezrozméroyéd proménné X=3?/Z ) 4= n//{, k=pi3/(£-7), bude po-
slednf rovnice mit jednoduchy tvar d“y/dx“ﬂl' . Bez djmy na obecnosti
zvolime # =1 a dostaneme

¥/ HELLINGER, E, : Die allgemeinen Ansatze der Mechanik der Kontinua. -
Enzyklopédie der mathematischen Wissenachaften, sv. 4, 602 - 694, 1914.

REISSNER, E.: On a varietional theorem in elasticity. - Journal of
Mathematics and Physics, sv. 29, 90 - 95, 1950,
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CJ“
';;{F -1 @ (149)

8 okrajovymi podminkami
gyro)- 9 y(7)= 2 . (150)

Funkciondl, z n&ho% plyne (149), Je

4
F® EL,/“ y")® -y 1elx, (151)

Jjak se snadno pFfesvéd&ime. ®/ Vektory zobecnsného pretvofeni ffj a zobec-~
n&ného nap&ti {G} jsou v tomto pripadd

{ey-{-7"}, s} - fm]} . (152)

Bazrozmérovy ohybovy moment 77 je vézén 8 kPivosti nosniku - y"' Hookeovym
zdkonem —y"’: /72 . V maticovém tvaru {6 } = [C] {é‘}de tedy

[¢c]-=[7) - (153)

Shodn& 8 rovnic{ (151) dostaneme potencidlni energii noaniku z obvyklého
vzorce

U § fley(s)as - 5 fley [€1{e} - 5 /) (154)

Nyn{ budeme ob& veli&iny, tJ. posuvy & 1 zobecn&né nap&ti /77 , povaZovat
za nezévisle prom&nné. Misto rovnice (149) budeme mit rovnice dv&, a to
N

y'=-m,

(155)
mia -7

Lze se presvddZit, %e tyto rovnice dostaneme stacionarizaci funkcionédlu
7
A 7
F=/(z”"””ﬁ”.‘/)d*f (156)
[

povaiujeme-11 72 1 & za nezdvislé funkce. Budeme postupovat tak, Ze za
77?7 dosadime ”7+J’*), za derivaci ' pak m}v I’ a obdobn& i za Y

Tak dostaneme integrédl F +J 4 , od n&hoZ odeteme # a integrac{ per par-
tes - coZ Je ve variadnich metodédch obrat zdsadni dlleZitostl - cdstranime
derivace Im’ , Jy’ Y Vyjde

%

Xy SrovneJ s rovnic{ (73), kde v3ak #lo o nosnik na pruZném podkladu, takZe
funkcionél obsahoval jJe#+& dals{ &len.
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7 7
Cj/"://m+5/”)c§_mc{r ¢ f(m" 1)Syelx-
] o

1 17
oyl - L], .

Okrajové &leny v hranatych zdvorkéch odpadnou, nebot om g cﬁy' maji na
okrajich X =0 a X =1 nulové hodnoty.

(157)

Zdénlivg jsme neudinili nic; dprava rovnic je ¥lst& formélni. Ve skute¥-
nosti méd vS3ak tato zmdna dalekosdhlé disledky pro metodu koneZnych prvkd:
funkciondl (156) nyni obsahuje jen prvni derivace, tak%e posta®i, budou-1li
aproximace funkc{ /7 , ¢ spojité jen v nulté derivaci, kdeZto drive
- 8 pouZitim funkciondlu (151) - byla nutné i spojitost v prvni derivaci.
Diive Jjeme tedy potiebovall elementy s kubickymi polynomy, nyni postaZi ele-
menty s lineédrnimi polynomy.Elementy 8 linedrnimi polynomy bychom pro funk-
cionédl (151) vibec nemohli pou%ft, nebof by nebyla splndna podminka konver-
gence (pripomenme neusp&sny pokus z 10. pFikladu).

Rovnici (155) miZeme zapsat ve tvaru (83), bude-1li

7 o a
_ dx? "2 =
[L]' P ol 7 {‘?‘l’}=[y] / {0} {‘7] : (158)
a x*?
Pro prvek s uzly ¢ , /o ¢ =7+ 7 , ktery mé bezrozm¥rovou délku # (Je

to pom&r délky prvku k délce celého nosniku), zvolime linedrni polynom a tyto
gty?*1l parametry:

Lavss ™ P Zapsn 2P0 ¢
g (159)
2 = ¢
y / ?z} = y{, .
Tvarové funkce jsou
T .t
4 / Al (160)
Jsou psény v lokdlnich soufadnicich f"’—'( 2, /7) . Aproximace pak Je
o 0 V 0 ?2.'-1’
{y}= % 2 J I EX (161)
0 Sp’ 0 Sg ?2;"’7
72,

Je to rovnice (86), av3ak s jinym pofadimhprvkd. Zvolme nosnik se &ty¥mi prv-
ky 12, 23, 34, 45. Je zakreslen na obr. 51. Z okrajovyjch podminek wvyplyv4,

Ze ?rz?z,-_.?’=?m=g.
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Do rovnic (160) dosadime A = 1/4;
l J l P déle budeme mit ¢ =1, 2, 3, 4,
R

J=e*7,

Dosadime-1i (161) do funkcio-
= -] nédlu (156) a vypoditédme integrél
jako soufet dil&ich integréld nad
Jednotlivymi prvky, dostaneme
kvadratickou funkci

FeaFf (D 9r--0rq,). (162)

X
Anulovénim derivaci této funkce
podle Jjednotlivyech parametrd dosta-
| ! ! 1 X neme 3est rovnic, které se rozpad-
\ I | i ! nou na dvd soustavy, odpovidajic{
N / dvdma rovnicim (155)
N | | /’
A
A\ | 4
N |
yY Ny 77" obr. 51
2 -1 0 A 4 1 0 9,
1
- = - 1
1 2 0 ?‘ 36 4 1 9.0 (163)
i 0 -1 ZJ 7b 0 1 4 ?¥
2 -1 0 Z : 1
-1 2 -l1f49) =T {1} (164)
0 -1 2 ?’ b |

Jaou sloZeny z elementdrnich matic typu

1 -1 a1
-1 1 96

Prvnt z nich je pfibuznd s matici tuvhosti, druhd s maticf{ hmotnosti., Rovni-
ce (163) 2 (164) Jsou uZ zmenSené soustavy, respektujfcf okrajové podminky.
Dostaneme z nich tyto vysledky:

= N
N+

7 m; 3
1
- m o -
9“. = 3 s 32 4 I (165)
Z My 3
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Ty 4, 21

1
Zet = {4, 3027 sy - (166)

Zs Y 27

Hodnoty (165) vydly presnd (!), hodnoty (166) s chybou jen 5 %. Sprévn¥ md
byt (presné pribshy Jjsou na obr. 51 Zérkovény):

28,5
z = _1 40 0 M
4 3027 ’

% , 28,5

Vzhledem k tomu, %e jsme uZili linedrni polynomy & velmi hrubé d&leni, Je
chyba nelekans mald., Pozoruhodné je, Ze Je maléd nejen pfi vypodtu posuvi,
ale 1 p¥i vypo¥tu ohybovych momentd, tedy u deforma¥nich 1 silovyech velilin.

Re¥enf, které jJsme ziskali, se mi%e jevit jako zdzrak, nebot rozpis
rovnice (149) ¥+vrtého Fédu na dvs rovnice (155) druhého F4du je z matematic-
kého hlediska &ist¥ formdlni. PPesto Je mezl funkciondly (151) a (156) kvali-
tativni rozdfl, pokud jde o prostoi funkci, které smime pouXit pro asproximaci
Ritzovou metodou. V prvnim pfipad¥ musime pou%it prvky s polynomy aspon t¥e-
ttho stupnd; pro kaXdy takovy prvek méme &tyFil parametry. V druhém piipads
mi¥eme sice poufit+ linedrni polynomy, takZe kaZdy prvek md Jen dva parametry,
ale u¥ijeme je zato dvakrét, Jednou pro veliinu /7 , po druhé pro velidinu

. PoZet parametrd Je tedy celkem stejny. Proto Je 1 pFesnost Feseni na
srovnatelné drovni.

Z matematického hlediska Jje zajimavé, %fe co je vyhodnd pro analytické
fe3eni, nemusi byt - a také zpravidla neni - vyhodné pro p¥ibli¥né numerickéd
*eeni metodou konelnych prvkd. V prvnim p¥ipad® povaiujeme nahrazeni n&koli-
ka diferencidlnich rovnic ni%&ich ¥4d% meniim po&tem rovnic vy&&ich $4dd
- nebo dokonce jedinou diferencidlni rovnici - za \dsp&ch, ktery usnadni fede-
ni (vzpomenme na Alryho funkci nap&ti v rovinnych dlohéch teorie pruZnosti),
kdeZto pro metodu koneZnych prvkd miZ%e byt takovy postup zcela naiddouci.

15. PruZnd t&lesa 8 polétednim pFetvofenim & poldtednim napstim

V teorii pruZnosti se obvykle pifedpoklddd, Ze v nezatiZeném t&lese neni
Zédné nap&ti. O0d tohoto "p¥irozeného" stavu se m&*{ také pretvoreni, takie
t&leso bez nap&ti je nepretvorené. Ve skutefnostl viak je v kaXdém t&laese ni-
Jaké vlastni pnut{, tj. napiti, které existuje v t&lese, jeZ neni zatiZeno
Z4dnymi silami. N&kdy Je vlastni pnuti bezvyznamné, ale jindy - nap¥. u vel-
kych nevyZihanych svatencd a u velkych odlitkd - md%e za nepfiznivych okol-
nostl nabyvat hodnot blizkych mezi pevnosti. Také pretvorfeni miZe byt v neza-
tiZeném t&lese rdzn& velké, takZe stav, ktery ozna¥ujeme za p¥irozeny, neni
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dén jednozna¥nd. Je-1li totiZ t&leso volné, mdZeme uriitou zm&nou teploty,
nap¥. rovnomdrnym oh¥evem, privodit jeho pFetvofeni, ani¥ v n&m vznikne na-

p&ti.

Budeme-11.vychdzet z n&jakého idedlnfho stavu t¥lesa bez napiti a bez
phetvobent, dostaneme Hookelv zdkon ve znémém tvaru {7}- [cI[€] , popr.
fe] = [D]{e] . Budeme-1i vlek predpoklédat, %e t&leso mé na po¥dtku zat¥Zo-
véni jJi% n#Jakou napjatost {G] a n¥jaké pPetvoreni [{J , dostaneme
- vyuiivajice principu superpozice - obecn¥j¥i zévislost

(o}~ (%} = [CI(L] - (&), 1570)
popd.
fe} - (&) = [DI(le] - {1, R

Tato formulace Heokoova zdkona z néds snimd trapnou povinnost zavdddt do vy=-
poktd prirgzeny stav t&less, o nim¥ vime, Ze ve skutelnosti - pfisng vyzato -
neexistuje, Je=1li totill naméhdni t8lese v mezich linearity, mdZeme ktergkoli
stav napjatosti a pPetvoleni t8lesa povaZovaet za vychozi, od n&hoZ budeme
napéti a pfetvofient uriovat (marit)., Kdybychom vyndSell sloZky vektoru
(7= (% 99 G 1‘;3 frvz z"“Jr a €)= [& 53 < ﬁ‘y‘}‘sz}{”JT na souradnicové
osy dvandctirozm@rného prostoru, znamenaly by rovnice (167 &, b) pfimku
prochdzejfct bodem {G} , (&) . Budeme-11i tento bod m&nit, dostaneme
svezek rovnobdZnych pPfimek se vzdjemng rovnocennym vyznamem.

Predstavme si nyni, 2e budeme s pouZitim zdkona (167 a) fe51t obecn#
prostorovou ulohu metodou konednych prvkidl (deforma¥nf veriantou). T&leso
o objemu V bude ohrani¥eno povrchem S a zatfZeno Jednak wn#jiimi osame-
1ymi silami [0} v uzlech, Jednale spojitymi objemovymi silami [P}-[XYZ]"
a povrchovymi silami {p}=[ p. Py Pz]7 . Fyzikélnf rozméry t&chto sil jsou po
tadd N, Nm3, N m2,

Pomoc{ tvarovych funkct [#] dovedeme odvodit posuvy (3] = (u v w1’
ze znémych posuvd usld (g}

(4] = [P1[g]). (168)

Z t&chto posuvld, které jsou spejitymi funkcemi soutadnic X , y ,» 2z,
odvodime derivovénim sloZky pom¥rného pFetvolenf. Dosteneme tedy tekéd tento
vektor v zdvislosti na wektoru posuvu uzlu

(€1=[81L}. (169)

Uddlime~1i t&lesu virtudlnf posuv {59.] , veroste energle napjatosti U
o hodnotu dU
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8v = [taer o1ty - [Jalffaj (eledV -
- (433 (/81w 40+ / [81TCI81dVR] -

(170)
/ La1TcIfe] ).
Vnsjé1 zatiieni vykond pfitom préci
W = 4q1 €@} [18) PL AV [ Tphets -
. (s31'(£0) +/rr1’fPl=fV ¢ Jre1tp1ets) )

Tyto préce se sob¥ rovnajl, takle se musf{ rovmat oblé zdvorky na pravych
strandch rovnic (170) & (171), Odtud dostaneme zdkladni rovnicl

[k]{g]+ {Re} + LRa} ¢ {Re} ¢ (R}~ (@] = fol, (172)

kde fKF{[WE"JEBJdV znatf maticl tuhosti, [g] vektor posuvl v uzlech.
Dal¥f vektory zna¥f sily v uzlech, JeX Jsou tohoto pldvodu:

[ﬂ,]=-—/[5"1'[p]d$ od povrchovyoh sil, (173)
{Rl=_f[?1rfpjdv od gbjemovych sil, (174)
P
Y
e dtelnth
(R.,) = - /181TCI (E] AV o (1)
Y
m ]_ f[B]rf?} n od poliéte¥niho napétf. (176)
[ * ]

Vypofteme-11 z rovnice (172) posuvy uzld ﬁa] , dosteneme nap&ti z rovnic
(167) a (169)

(rl={@}+[c1B]{q] - [c]{&]. 177

Rovnice (172) &% (177) Jsou zdkladnimi vztahy pro vypodet deformadni va-
riantou metody konednych prvkfl, Ddvaj{ ndvod k sestaveni matice tuhosti a

k vypoltu sil v uzlech ekvivalentnich povrchovym 1 objemovym silém 1 poddtel-
nimu pfetvereni a podétefnimu napsti.

23. ptiklad

U &tvercového prvku ze 7. ptikladu (obr. 9) pPedpokléddejte, Ze uzly na
osach soufadnic jsou upevnény a gbyvajici - ¥tvrty - uzel jJe volny. Jakd
budou reakce v uzlech a jakd vezniknou napiti, zmdni-li se teplota o konstant-
ni hodnotu A7 ©C? Vlastnosti prvku jasou stejné Jako v 7. pPFikladu.
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Reden{

Matici [K] prvku ji%¥ znédme, je to matice v rovnici (J) ze 7. prikladu.
Matice [B] je obdélnikovou matic{ z rovnice (f) (tamté%). VSechny posuvy
uzld na obr. 9 jsou nulové, atna 9, a g, .

V rovnici (172) jsou nenulové Jen prvni, ¥tvrty a Sesty &len. Z rovnice
(175) vypodteme vektor {Pg.] s pouZitim matic

1 0 0 OaT
[Q=El0o 1 of ()~ VaT} (a)
0 ¢ 0,5 0

kde £ je modul pruinosti v tahu-tlaku,
7  sou¥initel lineérni teplotni roztaZnosti.
Vyjde - jak se snadno piresvédiime -

Ri-$EdaT b 2 4 1 a4 a 1 4. o

Za element objemu bereme oV = fd*dya integrujeme v mezfch <0, 17

(obr. 9). Pripominéme, %Ze jde o materidl bez pri¥né kontrakce, ktery Jjeme
zvolill pro zjednoduleni a zkrédcen{ vypoltd.

Se zietelem k okrajovym podminkdm bude zmendend matice tuhosti obsahovat
Jen péty a Sesty sloupec a Fédek z uplné matice [A] . Teké z vektort {Re)
a [Q} prevezmeme do rovnice (172) jen pdty a Besty prvek. Protoe &5 =
= Q‘ = 0, vektor {0] ve zmendené soustavdé odpadne. Dostaneme tak

£t |4 1 9s +_£__ l} 0
"8_[1 4] {%} 25”?“7(1 {o] )

z niz vyjde
4
9+ 9= 5 VaT. (d)
Nap&t{ v prvku dosteneme z rovnice (177). Bude
(¢} = [s1{q} -[cI{&]) (o)
kde napstovd matice [s] = [c](B] . vyjae
y- 0 1-y 050-30
(5]~ E 0 x{ 0 -X 0 Xx 0 f{-x (£)
£ oyt X fF X ¥ {-x K
2 2 2 2 2 2 2 2
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a nakonec

oy y 1 “z‘f
- 1G V=L epar{ x \-£saT {117 £28L T-1y . @
Ty ’ 244 0 2x+y)

2

Ptéme se nyni, Jjaké jsou vy¥sledné reakce v uzlech., Ty plsob{ jako vnsjsi
sily [Q} . takle rovnice (172) dé

@)= (Kl fg} + R} (h)
Dosazenim
@ (22 =l (1)
Gg "l ‘2 1
9, 4] -1 -1
% i B 1
= ﬂ. - .—4'— L < 7 i
0, )
QI 1 4 -
-2 Pl 1
03
| -1 0] ».-14
Odtud
T
o) = E?"r [ 1 -3 2 o o 2 -3, &)
V nepodep¥eném uzlu oviem @; = & =0

Jaky je fyzikélni vyznam reakc! [Ae)] 7 Vyjdeme-1i z rovnice (172),
totiZ ze vztahu

[k]{a} + [R.} - @} = (O}, (k)

shledédme, Ze {fﬂb] Jsou reakce v uzlech [0} , Jsou-1li v8echny uzly ne-
pohyblivé, tj. Je-1i (g} = fo] . Sxutein&, reakce (b) zabranuj{ posuvim
uzld (a tedy jakékoli deformaci prvku) p¥i zm3n& teploty.

Podobn& bychom - u tZlesa s poléteinim napdtim - zjistili, Ze vektor
[R}b} znamené reakce v nepohyblivych uzlech, nutnych k udrZeni poléte&niho
napsti [0;] . Uvolnime-1i uzly, bude fﬂ] = {0} a vznlknou posuvy

113



g1 = - [K1™ {Re}- 1)

V t&lese pak zlstane vlastni pnuti{ - podle (177)

' (o}~ (@} - [CITBICKI ™ {Ra}. (n)

24. ptriklad

Najddte funkce U a W , jejichz variace Jsou dény rovnicemi (170)
a (171).

Heent

Snadno se presvdd&ime, %e hledané funkciondly jsou
U= [t terdv - [ cla} v + [l ahdy,
W-— (g1 0} - [pYPIclS *![4}?P}dv.

2 podminky J(U + W)= 0 plyne po tpravé rovnice (172).

16. Nelineédrni dlohy

Budeme se zabyvat dvéma druhy nelinedrnich iloh. V prvnim p¥ipadg pdjde
o deformaci t&les, Jejich% konstitu&ni zédkon Je nelinedrni (neplati Hookelv
zékon), ale jeJich% posuvy Jeou malé, takie mezl posuvy a pfetvorenim plati
lineérn{ zévislost (169) (matice [B] nezédvisf na (g}) . V druhém p¥ipads
budeme mit sice konstitu¥ni zékon (177) linedrnf, ale posuvy budou velké a
pretvoreni bude na nich nelinedrnd zéviset (typickym prikladem je elasticky
vzpér).

ReSeni nelineérnich Yloh je mnohem néro&n&jd{ nei ¥eSeni lineérnich loh
a skryvéd v sob& mnohé nebezpeéi. Mohou existovat matematickd FeSeni, kteréd
nemaji fyzikélni vyznam, nebo majf jiny vyznam, neZ ktery hledéme. ReZen{i ne-
musi byt jednozna&né. Problémy konvergence a stability vypodtu Jsou slozit&j-
81 a vypoltové postupy pracn&jsi. Variabilita metody kone&nych prvki, Jak
Jeme )i poznali u linedrnich dloh, se Jjedt& ndsobi poltem moZnosti iteralnich

postupd, takie existuje mnoho nejrizn&j¥ich metod, které tu nemd%eme dopo-
drobna probirat.

Zdkladni my¥lenkou FeSeni jJe snaha zachovat, pokud to lze, vyhody li-
neédrniho Pedeni. P¥ispivéd k tomu i okolnost, %e pro lineérni iilohy existuji
dob¥e vypracované programy pro &islicové po¥ftafe. SnaZime se proto \lohu
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linearizovat, tj. najit Fedeni nelinefrni lohy v blizkém okol{f linedrniho
fedeni, pokud je to moZné (typické Je metoda malého parametru nebo metoda
ekvivalentni linearizace), nebo nahradit nelineérnf FeXent posloupnostf 1i-
nedrnich Feden{ (nap¥. s pouZitim inkrementdlni, tJj. p#frdstkové metody).

Nyn{ tedy naznaZime FeSeni pro prvni skupinu dloh. Rovnici (172) miZeme
zkrédcend zapsat takto:

[K1fq} = [R}) (178)
kde
[R]= {Q1- (R} - R, - [Re] - [Rey}- (179)
Tuto rovnici jsme dostali pouZitim Hookeova zéxona (167)
[o}- (@} = [cI1(fel- [&1). (167
Nynf v8ak budeme mit nelinedrnf konstitudni zdkon v implicitnim tvaru
fle}, fei) = 0. (180)

Abychom mohli i nadédle poufit k ¥edenf soustavy rovnic (178), musime "nasta-
vit" n&kterou ze t¥{ konstant v rovnici (167) tak, aby tato rovnice dala pro

{¢} , popr. {€l stejny vysledek jako (180). Nastavit bychom mohli i dvs
nebo t¥i konstanty zéroven, co} viak nep#inéd{ zvlédtni vfhody. Toto nastave-
ni se bude obecnd od mista k mfgtu m&nit a vypo¥et bude moZny jen iteracHd.

Nastavujeme-1li v rovnici (167) matici (C] , dostdvéme metodu prom¥nné
tuhosti. PouZivdme-li k¥ tomu vektory [ﬂn} , PpopfE. {Ra , dostévéme metodu
po&étedniho pretvofeni, popr. metodu poddtedniho nap&ti.

V n&kterych ptipadech nen{ déna funkce (180) mezi celkovym napstim {0}
a celkovym pretvorenim (€} |, ale jen mezi jejich prirtstky

fac} = g(fe}, {€3) {ac). (181)
Pak Jje t¥eba pouiit inkrementélni{ metodu.

Jde-11 o metodu prom#nné tuhosti, bude matice elastickych konstant [C]
zévisléd na pomérném pretvoreni [¢] , a tedy na posuvech uzld {q]
Na t&chto posuvech bude zéviset i matice tuhosti [K] a rovnice (178) bude
mit tvar

[k(591)]1{q} = {R}. (182)

Iteradni proces zahéjime nap¥. volbou ﬁq} {O} Dostaneme [kf]
= [K(fg1,)] ~ [K(£o})] a reSenim rovnice (182) ziskéme (q} [g] {r}.

To opakujeme, takZe N -td4 aproximace bude

[q], - f/(];,, {R}. (183)
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feZenf kon¥{, nemdni-1li se ji¥ v dalsich krocich vektor posuvi. Nevyhodou
metody Je, %e musime prepo¥itévat matice tuhosti.

Pri metodd podédtednich napdt{ predpoklédéme, %e ke kaZidému {e]  dove-
deme ur&it jednozna¥n& (¢} , takZe

{f} = f{{f}) . (184)

V rovnici (167) nastavime [&] tak, abychom pro dané [£] dostali stejné
[} jako z rovnice (184). Na tomto podéte¥nim napst{ bude zéviset vektor
(R nebot podle (179) obsahuje 1 vektor {Re ] . Rownice (172) bude

mit proto tvar

[k]6q} ~ [R(f41)]. (185)

Nejprve zvolime [GI, = 0] , %emu? odpovidé fRl, (to jsou sfly skutein&
pisobic{ v uzlech). Nultd aproximace bude

(), = (K1Y, . (186)

Z tichto posuvd vypo¥teme pomoci (169) pretvoreni fe] a z rovnice (184)
vektor (0] . Dosadime-1i tyto hodnoty do Hookeova zdkona (167), vyJjde po-
Zdtedni napiti

(0} = (e} - [c]fe], (187)
kterému p¥isludi nenulovy vektor {fm}f , & tedy i novéd hodnota {RY, .
S ni pak
=f
@3, = [K]1 (R},
atd., az

-1 '
(o1, - [KI"®3,,. (188)
Matice tuhosti se v tomto pF¥ipadZ nemé&ni.
Metoda polétedniho pietvofeni je obdcbnéd, vychozim vztahem Jje vdak rovni-

fe1 = f(501). (189)

Ob& metody lze upravit i do inkrementdlnf{ formy. V této dpravd se téZ nazyva-
J1 "metoda piFenosu napdti" a "metoda rezidudlnich sgil".

Druhéd skupina dloh Je charakterizovéna nelinearitou vztahu (169), ktery

méd nyni tvar
fe3- [B(ta1)]fg}. (190)

Rozvineme-1i prvky matice [B] v Maclaurinovu *adu a odd&lime v ni prvni
&len bffj (fo}]) od zbylych ¥lend rady Z‘J' ({‘i” , dostaneme pro jeden prvek

by(fq3) = by(f01) + Z;(t43) (191)
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a pro celou matici

[B(£41)] ~[B-] + [Bi(1q})]. (192)

Pfitom

(B,] = £m [B({q])].
{g}= o}

Pro variaci energie napjatosti plati vztah

SU -J[Js} o1y, (193)

kam nyni dosadime

(dc] - [81{da]+ [§B1{q] -
=([83 + [B,((a)]){dg} + (68, 1{q]. i

Pro napit{ méme z Hookeova zékona

{¢7- [c]fel= [c]((B.]+[B,(fq})]){q}. (195)

Dosadime-11 z rovnic (194) a (195) do (193), vyJjde

§U- (59} [18,1CIBIAV o] +
¢ {6217 [((811C1I8] + [BITCICBT « [8,1TCI(BI)clV f4] + (196)
+ (41 1681 ey,

Ozna¥{me-11 prvky metice [ B,({¢3)] znakem B, budou prvky matice [d'3.]

oS 20 5. (Sal 2% (197)
By g 3, dg, = {93} o

Jsou to tedy lineédrni funkce virtuélnich p#irdstkd J;jk . Preskupenim s&i-

tancd v souZinu [§8,)] fq_] lze pak tento souin upravit na tvar [B,]{JE}I ;
takZe posledni &len v rowvnici (196) je

(237[(6B, T 0}V = {821 [1B,1 (el ol -
- (78,1 TCI[BIV {q]. (198)

117



Rovnici (196) lze povaZovat za variacl kvadratické formy

U= 5§31 r[KJ[g}, (199)

t. za
dU- 3} “5)_ {491 [k1{a} (200)

Podle (196) se nyn{ vysledns matice tuhosti L K] sklddd z tschto zésti:
[K] = [[B.)(cTIB 1V, 2on
[Kq) - [(rB.)Tc1(8T+ (8 [cICBT + [B,]Tc[B,2)dlV,

(202)
(4] = [(8)TCI[BIaY. . o

Je tedy '
(k1 =LKJ+LKde [KI=[K]. (204)

Celkové matice tuhosti [K] = [ k] se nazyvéd tefnd matice tuhosti, pro-
toZe mé obdobny vyznam jako ted&ny modul pruXnoati. Uddvéd tuhost t&lesa nebo
konstrukce zdvisle na velikosti posuvd., Mohli bychom ji dostat takéd tak, Ze
bychom sestavili matici tuhosti obvyklym zplsobem, avdek pro pretvofené prv-
ky. Matice [k;] Je obvykld matice tuhosti, platnéd pro malé deformece.
Matice fkq] a [k,-J Jesou Jeji korekci pro velké deformace. Mezi nimi Je
v8ak rozdil, Matice [R}J Je zévisld na napstil - to je z¥ejmé ze arovndni
(203) se (198) - a je nulové jen v nezatiZeném t&lese. Nazyvd se geometrickd
matice. Matice [k%? mi%e byt za ur&itych okolnost{ identicky nulovéd (napi.
u ptimé centricky zatiZené vzp&ry, u vdlcové nebo kulové skofepiny s vnijsim
ptetlakem) a nazyvéd se matice pro velké deformace. Je~li tato matice nulové,
mi%e pPi ur¥ité velikosti napiti nastat rozv&tveni rovnovédhy pi#i malych de~
formacich. PFedpoklddejme, %e matice fkr] Jje p¥fimo Um&rnd plisobicimu zati-
Yeni, tedy uUmirnéd n&jakému parametru A , urdujicimu prdb&h zatfXovéni.

Potom
[ke] = ?L[Kf], (205)

x

kde [Kb;z Ji%2 na zati{Zeni nezdvisi. Kritickou velikost parametru A pak
miZeme vypofitat z podminky, %e k vyvoléni zmdny ﬁﬁai posuvd z bodu roz-
vétven! rovnovéhy neni tieba plsobit Zddnou wndji{ silou

(ko] + R[K71) (83} - {of - (206)
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Vyslednéd matice v obléd zdvorce (206) ztréci pii kritické velikosti
(vlastni hodnotd) parametru 1A positivni definitnost, determinant matice
se rovnd nule, Plati obecnd pravidlo, %e podminkou stabilni rovnovéhy Je
pozitivnl definitnost tedné matice tuhosti, ProtoZe tato vlastnoat souviaf
s Feditelnost{ zdkladn{ soustavy rovnic pro danou Ylohu, znemend ztréta sta-
bilni rovnovdhy zéroven strétu jednoznaZné Feditelnosti pF{sluSného matema-
tického modelu.

25. pFfklad

Pru’nd ulo%enéd oto¥néd rameno podle
F- obr. 52 a8e otofl o idhel <G ze svislé polo~
hy, Je~li zati¥eno momentem My k3. Z rov-
novdiné polohy Je vychylovdno momentem M a
I e d¥inkem vertikdlnf sfly F , Jde o soustavu
Obr. 52
R

!

s jednim stupnim volnosti.

Hefeni

M , Podle obr., 52 stejmdé plati, Ze

/

k 1‘1' Fr.!in?- Fc.c,os‘c}-M. (a)

ProtoZe
sing = 3-59’,
Co5g /-g 9*,
md%eme rovnici (a) upravit pro malé g do tvaru
[k -Fr(1-{q*) '-;_.‘Fu;].;- @, (b)

kde @=-M*AR 2znatf jmenovity vnsj8{ moment. Vztah (b) md tvar maticové
rovnice

([k;_] +[Kf] + [k?])f?.]-f [0]} (e)

v ni%
[Ko] ‘[Z‘]J (d)
(o)

(ko] = [- Fri1-4-g%)] & [- Fr],

[Kq) = [£Feq]. IS
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Viimn&me si, %e geometrickd matice [K¢] nezévisi v prvnim pribliZeni
na posuvu {4] , ale Jen na silovém parametru A = F a na geometrii
(na délce ramena I ); odtud plyne nézev matice. TeZné matice tedy je (pro

mald G )

. [Kt(l“i-])]:[k":"*’%r“?']- (g)
Nultd aproximace
@1, = [K(fon)] [t S = g, (a)

Pro prwvni aproximaci dostaneme

1 % (1)
(g}, = [Ke(fal.)] L@} =9,
atd.
Nyn{ si vdimnsme homogenni ulohy, tJ. pFipadu, kdy [@] = {0} ; vy-
loudime-1i trividlni pripad nezatiZeného t&lesa, je M =0, ¢ =0. Pak

ovlem 1 g,= 0, pokud F<& kfr= Ay, Je=11 FeRu , nadbyvé g, ne-
ur&ité (libovolné) velikosti, tzn.,, %e nastédva rozvitveni rovnovéhy (bifur-
kace). Zévislost eily F  na dhlu Q Je pro tento pf'ij;ad znédzorn&na na
obr. 53.
Je-11 ¢ =0, Je [Kgl=[0].
F( ) Podminka pro kritickou velikost sily
q F= R plyne z rovnice (206) takto:

® Jo
. Jy D
0\.' ’ ([k] + N[-r]) {891 = {0]. ()

-
TR

| F(qol Odtud - shodn& s d¥{v&jdim -

~| /R
o o
x| keit = p e

Na tomto jednoduchém pFipad& Jjsme
O q ukédzall vyznam jednotlivych pojmd, které
Jsme v této kapitole zavedli. Obdobn&
Obr. 53 tomuto pripadu lze analyzovat i velké
slo%ité soustavy.

Zévér

V tomto seminéd¥fi jJsme se pokusili vysvdtlit a na jednoduchych p¥ikladech
objasnit podstatu metody, kterd od zafdtku Sedesétych let pronikla do mnoha
odv&tvi aplikované fyziky a mechaniky Jjako d¥inny a moderni matematicky pro-
stfedek. Metodou kone&nych prvil lze FfedSit nejen problémy z oboru mechaniky
prufnych t8les, ale také ilohy o creepu a plasticit&, problémy z oboru
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proudsni, vedeni tepla, ulohy o elektrickych a magnetickych polich apod.

N&které poznatky, tjcajic{ se vibraci pruZnych t3les, byly ji% uvedeny
na dfiv&jsich seminéFfich o maticovych metoddch v pruZfnosti a pevnosti. Uvedli
jsme tam i n¥které p¥iklady ze statiky pruZinych t&les, jeZ mohou doplnit
1l4tku dnedniho seminéd¥e. Skripta z df{iv§jsich semind¥fd si mohou zdjemci vy-
pij¥it z knihovny Domu techniky &VIS v Praze.

Praktické vyuziti metody je moZné Jen ve spojeni s vykonnym &islicovym
poiita%em. Ulohy zpravidla vyZaduji vkléddn{ velkého mnoZstvi vstupnich dat
a vedou & velkym soustavdm linedrnich rovnic. Programy vypoZtu musi byt pro-
to uspofdddny d¥eln¥, musi Bet¥it mistem v operadni pam¥ti politale.

Ndzory na nejvyhodnsj&f metody numerickych Feseni se mé&ni a vyvijeji
zéroven s metodou kone¥nych prvkd, Jedt& neddvno se nap¥. ddvala prednost
itera¥nim metoddm pro FeSeni velkych soustav rovnic, kdeZto dnes se op&t za-
¢inajl vice uplatnovat pFfimé metody PFedeni, je% byly mezitim modernizovény.
Projevuje se snaha zkré&tit pripravnou fdzl fesSeni, spolivajic{ v ndvrhu sité#
prvkd a zpracovéni dat pro sestaveni celkové matice tuhosti. Sif se navrhne
Jen hrubéd a précl s jejim zjemn&nim pFebird politad. Jde vSak o komplikované
programy; JeJjich sestaveni se vyplati jen tehdy, budeme-li metodu koneZnych
prvkl Zasto pouZivat. Tehdy se vyplati prostudovat také dalsi, zde neuvedené
postupy a v§poltové obraty, které zkracuji a usnadnuji vypoZet. Pozornost si
zaglouZi 1 smifené metody, napi¥., TedSeni{i s konelnymi prvky a konednymi dife-
rencemi, poloanalytickéd Fefeni aj.

Z uvedenych ddvodd je zatim u nés Jen mélo pracovisf, kterd majf knihov-
nu vhodnych programd pro metodu kone&nych prvkld. Jsou to né&které vyzkumné
ystavy, vddecké instituce, vysoké Bkoly a velké primyslové zévody. Ve spoje-
ni s niml v8ak mohou metodu vyuZit i zédjemci, kte¥{ sami nemaji pristup k po-
¢itaZi nebo se nemini na tuto metodu speclalizovat. Teprve tehdy, bude-1i
vyuZivéni té&chto programl b&%né i pro konstruktéry v menSich zévodech, p#ine-
se metoda konednych prvkd maximélnif uZitek.
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