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Tento t~xt určen t~m, kdo se chtějí seznámit 8 maticovými

ze statiky pru!ných soustav'f)P'l'edpokládá se znalost

o prulnosti 8 pevnost1fJ> První kapitoly obsahují stručn1 úvod

do mat algebry a'opakov~ni n~kterých poznstkd z nauky o prulnoati &

t4Dxtu se pro'Qírá aplikace deformaění metody u prutovýoh

konatrukcí~ Výklad se omezuje převájn~ na rovinná případy kon-

i s konstrukční.mi prvky $ Prostorové, konstrukce jsou ře-

'Vl\,.jL""oII!>'li<lidlilll~,,,",,~ Autor, jeptesvědčen, ~e metodu ~i lze snáz8osvojit na

t11ohách, .U nich~ mo.~eme bez velkých obti~í kontrolovat správ­

jiných známých metod. V'ýhoda maticové metody se ověem

pf'i faeěenírozsáhlejěíchdlohs pou!itím počítaad.

'fiOil1o)llotl'.o!Ildo .... .tIOIll.Q"""'1 metody na jednoduchých úlohách, nečiní taková

:r výpočtťt I'dnt! obtí!e 'Výpočet elo!1tějAích, popfipadě i dynamicky

a apl'ikace silové metody se pl.nují pro později:! se­

ČVTS Praha0

j61 vhodný pro samostatné studium., a je doplněn

k nimI v dodatku ptipojeny kontrolní výsledky nebo 1

o Nepředpokládají ~8 jádné ~edbělné znalosti mat1cov4ho

Prof 9 Ing. Cyr 11 Hoschl

Ing@ ·Vladimír Václavík
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V~9chny ti\i rovnice (1.8) by bylo mo~no napsa.t najednou, kdybychom
ulili symbol [ pro seěitání& Bylo by

-0 =: 1,1,3

V polovin~ m1nuláho století věak Cayley navrhl j8!t~ jednodul'Aí zpdáob

~ápisu s ous tavy r ovnlc (1 G 8) t 8 to

J
Y1 (111 Q.,11. al~

'Y?- =- Q,2.1 0.11 a2.~

\ YJ 0t31 a~l aj)

(1.10)

Tuto rovnici pak zjednoduěil na tv-ar

f~1 = [A1{X}

zavedením vektorO

(1.12)

a transformační ma~lce

~11 Ct i1 a1J

lA1 :. (tli o.lt ct13

a., ~1 a3~ a.~3

Někdy m~!eme závorky vynechat a 'místo (1.11) struěnl psát

y'" AX .

- 13 -
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Na rozdíl od běižná lineární rovnice značí nyní (1& 14) celcHx 2HlUJ9ta'F'U

lineárních rovnic (1'08) ~ Je to práv~. takpi'evrstné změna, jakou

ní obecných zn8k~ za různá zvláětní čísla v algebřa~ Zatímco alg~braická

rovnice řiká, jak máme zacházet 8 celou.soustavou zvláětnich čísel, maticov'
rovnice říká, jak máme zacházet e celou soustavou algebraických rovnic (t *./.

Na matici lA] (1.1]) mOžeme nahlílet j~ko na s.skupenťdevíti čí8el
Q,(,j l tij ~ lttL,:~) $ Zavedení takového pojmu by se mohlo právem zdát zbytečné~

Skutečn~, pojem matice na.bývá smyslu teprve tehdy, vime-l"t, co a ·ni máma
d~lat, abychom uskutečnili nějakou operaci. V tomto smyslu [A J znaě:í

operátor t který transformuje vektor tX 1 do vektoru {y} podle (l.En

Matice (lG13) je ~tvercová, tj. má stejný počet eloupcd jako ~ádek&

Existuji věak připady, kdy matice [A 1 Je obdélnikováe V prostorov~ sna.....

lytické geometrii zna.čí nap~. soustava dvou rovnic

a 11 x + a 11.":} + Ú1:?!

Ct21 x. +- Ov l2.. 'j .-\- CAo 2.3 Z.

přímku (každá rovnice zn~či ro·vinu,. přímka je pak prťJ.sečnicí obou rovin)~

Rovnice (1.15) můžeme rovněž napsat v maticovém tvaru

aj~ ]
X

t~1~\[ ~t1 Ct 1"l

Y ""::. (1~16)

_ C{, 11 CL 1..1. (;\,13·

Z

Matice lAJ je zde obdélníková 2.x3 (má dva fádky a tři 81ol1pce) ~

i Al

Některá z prvkO. CL';j matice mohou být nulové ~ J8ou-lin.ulov~ v~ech-

ny, je matice nulováfl Ve čtvercové matici - ~apř01 (11ll13) - často :f>lati, le

Q.;;j .:: U, iŤ. .; v tom případě jé matice 8oum~rná. Jiným speciálním typem čtver­

cové matice je matice diagonálni; v· ní j.sou nenulová prvky jen na hlavní

úhlopi"ičcet vedené zleva nahoře vpravo dolO (tj. a i-j .JO O PI' o ~ 'i: i ).
~sou-li na hlavní \1hlopříčc~ samé jednotky, zatímcoostetní prvky jsou nu­
lové (tj. je-li ct~~ =1 ,a-ti ··0 pro i *" i >, jde o matici jednotko­

vou, kterou budeme označovat I . V matlcové'~&lgebf'e má t!~ význam. jako ;(

v 81geb~e obyčejné. Jednotková matice je zvláštním pfípademmatice diago-

nální •.

HI V tisku se maticové symboly'- jako nap~~ (lě14) - sáze,jí pOltu'čně~ .
To v psaném textu nem~žeme snadno napodobit ~ Místo "slo·žených a hrana~

tých závorekee t4! pou~ívajÍ" závorky oblá nebo dvoji·té· svislá 6'1'Y,
což je pf-i zápisu velkých matic máně výhodné.

- ·14· ..,.



PS,epiěh operaci (1,5), značící transformaci vektoru Xc t x1,x t 1
do vektoru Y:: l Y'i ~2.\ zrcadlentm k ose t1seček, do maticového tvaru. . .

Úloha..,b. P:':pUtEl operaci (1.6), značící transformaci vektoru X.... íX1'X2.\
do vektoru Z ~·tI1) Z2.J otočenim o úhel o{ (obr. 1), do maticov4ho tvaru.

Pozn~mka: Pokuste se zpracovat dané úlohy zcela samostatnA. Kontrolní vý­
8~-edky, p~p~$ celá fošen! úloh, jsou uvedeny v dodatku na konci učebního

textu~

2. POZNÁMKY K MATICOVÉ SYMBOLICE"

Pojem matice jsme ~avedli nejprve pro koeficienty lineární ·transforma­
ce vektoru~ Hlavním smyslem maticového po'čtu věak není ~eěeni geometrickfch
111oh, ale ss ouhrnné zpracování algebraických operaci • Potom soustav~ (1.8) •. ,

popf' & maticová rovnice (1014), znamená pfaedev!ím S~USt8VU tf-í lineárních
algebraických rovnic. Jejígeometrl~kýv$klad je nyní vedlejěi. Snadno 81
mOleme p~edstavit, !e by těchto, rovnic .bylo více nel tř~. V takovám pfípadl.-.. '

bude mít "vektor" X více slo~ek ne! tti, tak~e 81 jej ul nelze Fedsta-
v1tjako skutečný vektor v t~irozměrném prostoru. To vla~ nebrání.tomu,
a.bychom 1 nadále n.pou~ival1 označení "vektor". Slolky vektoru budeme., petit
do 81o~enézávork'y pod sebe, tak~e obecně bude 'pro vektor X Platit"'/

Ve :ťyzl.ce a v mechanice bývá zvykem uspo~ádat slo!ky.vektoru do f'ádku spíl.
ne! do sloupce. Př'íkladem je rovnice (1.4 )'. Takovému tvaru záp~su budeme
tikat "transponovaný" a budeme jej označovat indexem T "vpra~o n8ho~e:

MístQ (2.1) tedy mdleme psát

XT :: t)( jT '" { Xi, X2. \ )(31 •••• , X.,) (2 ~ 2)

, , .. " T
X:: {XJ .::.{ )( .. l )(í., )(a I ••• ~ " j )( l'\ J .~..

Ns vektor (2.1) můžeme také nahlí!etjako n~ obdélníkovou (jedn~81oupóovou)

matici h }(.1 • Transponovail! tvar (2.'2) je obdálníkovou (jedno~ádkovou)

maticí', 1 ,x, n tl Často mluvíme, jen 0, matici sloupcová, pop:f.f'ádkov4. Znači­

li prvnfip.dexobecné.hoprvku obdélníkové matice řádek a druh! index 8,1 ou­

pec,m,á .sloupcová matice opec,n~ prvky Qi~ 8 f'ádková a~ J

lil, ',~lpku 'nad 'X j'l'lnepiAeme, nebo-e- nejde '0 .fyzlk'ln:f vektor.

~ 15 -



( 2~4)

mUť$ i ~

~ Dostan@me tak
~ (2~1) a (2~

J '[

n~,.,ml1

Index 1

Po

(a

obd~lnikové i pro
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1

- 1

5

l 2

[ 5

2

7
6

)

9
;

1X<

1. 5
2 7 6
) 9 :;

[1 5 T

2 7 (2 ~5)

3

l 5 2 ']

t~ znamená, stru~ně fečeno~

( j ·řád.alrue.h:radima i .- a na ) ~,

d~vá ma.tlc1.

( A .

do ech'matu. kter4 .,

v souvislosti 8

z daná matice A· westavit soustavu rovnic
z matic (2.5) neznamená sama o Bobl víc nel devlt ěi-

do čtverce 3 x: .3 'i má osel ses'W-i§%'ii1"~W''lI.1i~''''

konkrétní

J1Bt~ s vzpomeneme na
'v bře

věak zcela j

matice ni.kol!, matice SiS

l~ Slce * ~ mat i C tl ( 1 ~

(1 14), fik',
)~ Zatímco

2 3
5 7' 9
2 G5 .

1 1 5 + " 6 J' + .2 '* 2 ťJ 9
207~3 ~ 1 6~9 5@2.; ~
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fádku a dvojnásobksm i'ádku prvního. Takových vztaht1 by vlek cl'1ě mohlo
existovat vice, napf: ~ tll Je-li tádčtvercov~ matice n (tj. matice je
tvaru ·n .)1\ n ), bude hodnost matice r dána rozdílem r:: n -j> 4J Hodnost
matice t2~lO) je tedy 2. ( n .:;1 3, ;.'.. :: 1, ·r 1& 1) ~

Vynecháme-li v determinantu ..(; -tý fséd$k a i -tý slolJpec, dostaneme
Stlbdeterminant, který se .nazývá (prvním) minorem Mij pfíaluěným prvku

a. Li • Např. minorem Jr prvku lt v matici (Z.lO) (i.. =-2/ i ;; 1 ) je

= I~ ~1
Tento m1norje náhodou jednotkovou maticí I druhého řádu (2x2). Obecně

m~žeme z ka~dého prvního minoru řádu větěího ne~ jedna vytvof-it dali! minory

(druhé, z druhých třetí apod~) $

Pomocí minor,l mo.~eme :nyni určit hodnost matice ponikud jinak. Z deter-
minantu matiGs , A' ssstavima věechny ~inory.Je-l.1 alespoň jeden z m1no-

r'd· ~ádu r nenulový, zatímco všechny minory řádu r +1 vymlzí, je r hod­

nost matice~"Tuto cl@.:ťinicl1za rozěifit ina obd~lníkovfá matice rl1xn ,kde

r bude vždy menší', než menši z obou čísel ~ , ~ , nebo ee bude rovnat

meněímuz obou čisel*

Prvky matice nemusí být nutně. jenom číslajmohou to být zase matice.
~íklady takto složených matic uvedeme pozd~jl (vkap~ 4) ..

Úloha J~ Určete řád a hodnost matice

3 2 1 ~l

9 '6 3 -)

-6 -4 -2 ·2

O O O O

Úloha 4lP Najděte první minory k prvkWn' 0,11 ,·a111 a·t~ ve čtver"eo"á matici

3.. ZÁKLADNÍ POČETNí ÚKONY S MATICEMI

!'tedevěím je tf.eba si ozfaejmit, kdy se dv~m8tice' rovna·jí. Toto -: dosud
nevyf-čene - pravidlo jsDiej 11 jednoupouJili, a 'tav rovnic 1 (2.6 >.• ,TeQd1:
Jsme mlčkypředpokládalf, ·~e dvě "stejné" matice se eo.bě rov.naj··í. To S8 zd'
být p~1rozený po!adavekGAvěak u de.terminant':l (2.7)' jsme předpokl'dall~'Qo

j1náho, tam se determinant rovnal" ~íslu patnáct. Je ztejmé, 18 rOV1108t matic
jft~utno pl'esn~ definova.t.· Pravínte, 1a (lvi matice s& rovne.:J.í '" rovnaJí-ll ••'



(J.l)

jejich prvky se stejnýmumíst~nfm. Napi". [A1 ,. rB1 , je-li Úi-i :: ť1-ii pro

věechna t, j. Rovnost je tedy definována jen pro matice etejn'ho typu
(tvaru) •

Vrátíme se nyní k p!'edstavě vektorl1 v rovině (Udy vektorl1 o dvou slo!-

kách či o dvou prvcích v sloupcová matici). Matice (A] necht transformu-

je vektor lx} do vektoru íy } podle (1. 7). Matice I B1 s prvky

t~it{"i ~ 1,1.) necht transformuje týž vektor {X} do vektoru tz}
Ptáme se, jaký vektor vznikne l'Joučtem vektorl1 {Y 1 a Iz}? Zfejmě bude

pro tento výsledný vektor lV} platit.

V 1 "' Y1 + Z1 :: (Q,11 X1 t Q,li X t) + (<r 11 X1 + <r1~.Xl) '"

( a l1 t ~11 ) X1 + (c<'1? + ť'-1'l. ) X1 1

1r'l. ... Y1. + Z,- (0.7.1 ><1 + (A2..1.Xf..) + (~21 X1 + -6-22, Xt) =

::. (a~1 + G-2..1) X1 +- ((Xu + (,-t2) X2. .

Rovnice (J.l) a 0.2) ml1hme pi"epsat do maticového tvaru

(J. )

neboli

(J.4 )

označíme-li

Porovnáme-li (J.) s póvodním tvarem rovnic (J.l) a (J.2), totU

t\l tvarem

a v stručném zápisu

vidíme I h součet matic

[c1 ~ [A 1 + [ BJ = LB") + tA]

<3.6 )

().7)

dostaneme t sečteme";'li odpovidajícíprvky .. viz (J. 4). Snadno se pi"esvědčíme,

že obdobné pravidlo plati pro odečítání. Od~číst matici 161 od matice

tA 1 je pak totéž jako· pi"ičíst matici [B) t II niž jsme změnili znamán-
ke u věech prvkó (vhchny prvky jsme vynásobili ':'1 ) • Je tedy

.. 19 -



r
-R.r 11 - ~1t ]-lB] = . .

...- ó- 11 -.fr :2.:t

a obdobnA, . násobíme-li matici lB 1 .. konstantou iv , bude

[
1.t. ~1i' - "'. ~12.' ]

~ t Bl .. 1 BJ ft. :ll ..... iz. t..'l1 ,~!"u. . ().9)

Matici tedy znásobímé, znásobíme-li její vAechny· prvky. fll. ,
. . . . ;

V~ájemnE§ násobení matic yy!aduje větěípo~orno.t.Vllmnimesi, le sou..
čin Ax .značí vektor Y ; obdobnA' By necht značfvekt.or.. Z·. Jde-li

o skutečná vektory, lze obě operace psát takto: '.

( 3.10)

......
'....... Ptáme ·8e tedy, co vznikne, p~eměníme~li.vektor X nejprve ve "'ektor
Y transformací fA J(xl a potom vektor -; pfeminíme ve vektor Z. trans"
formací [B 1{ Yl ..Hledáme tedy slohnou transformaci

ěi11

{y} ~ fA] 1X ~ ().11)

V matl.cov4m tvaru mdleme napsat

l3.12)

'( 3.13')

kde nyní matice [tJ shrnuje ob! operace [A]á ['B] .. , apl1kovan' za
sebou v dan4m pof'adí. Rozepí_·em• ...:li .nejprve' .().11),. budeme mít

[ ťr11 ~11] tY1

\

ll::

~1. .ťr~1 ~111

[ Q11 al1
} t:: \.a11 au.

(3.14)

(3'.15)

rc/Pl"i násobeni detérminantu vlak platí Jiná pravidlo; TáBl S8 ilásobí jedint ..
f'ádek n.e~o jediný 81o~pec.··

- 20 -



Vyloučením vektoru \ y1

~ II t -l ť>, 11

l Zl. ~ '" {'l1

čili

z těchto rovnic plyne

().16 )

íz} ~ [B][A1t x} .

Srovnáním s (3.13)

[cJ ,. lB] [ AJ

(J.17)

(J.18)

() .19)

Rozepíěeme-li pOdrobně O.U) a O.15) a dosadíme :t (J.l:5) jednotliv4
složky y, Y2. do ().14), vyjde

2 1 ~ ťr11 y1 + {,~1t. Yz. ..

"" t i1 (a11 X 1 + aI1~z..)+ t-t'l. (a,t1 X-1 -+ au. Xl),

21.. .. tli Y1 + -G-1.1. Yz ..

: , t2.1( 0.11 X1 t a.i 1. X '2- ) + &t-z. (ttti )(1 +au. XL)

Úpravou dostaneme v maticovém tvaru

e-11 Ctfl + ~i%. au ]

-(,.11 0..2,1 + {}.11 Cttt

(J.20)

(J. 21)

Odtud, porovnáme-ll (3.20) 8 (3.13),

Cit· G-11 0. 11 + ~110~.11 I

Cf2 - b 11 Cl.11 +-6-11 au ,

ti1 ~ .frU C<-i1 + -(,.u'D. 21 ,

Cu :; t;..11 a II + -ťr1!l a. 1'- .

Složená tr ans:formac e vektor~ () .13) , bude tedy Tyjádřena násobením ma­

tic (3.17), budeme-li definovat součin matic (3.18) vhodným předpisem (3.21).
Tento p!'edp1s pro, součin matié (3.18) lze obecně shrnout" do tvar.u

(]. 22)

u čtvercových matic n)( l1. probíhějí indexy'G, il. k. hodnoty, YZ, .... I n.
Vztah (J.22) věak použijeme 1 proobdélnikov4 matice, ;u nich! poČet sloupcd

-21-
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Existu skalár souč ln ve ktorl~l (x'~ rozměru

( 3 ~

je matice ta t:lkalár (číslo) Proto fjl } i ;:.) T .

41 {.3 l [ 1 3 -11 L~) :::: { -6 ~ ( <l:i

1 l 4

Platí~li dále pro matice

c AB;
í pro leh

l A \\ B

a ~a mi
t

matic není zcela

nás
násobénim lnV«l:ťzllí

o1Jnlce (] 44) odt určit matici. B
C násobením zleva inverzt1í maticí -1

mertic

PřeS\, ~t'lč:tl

n~které zvlá~tnosti~

komutativního zákona
že dělení mElt

Od lUĚ!la vlastnosti obdobn~

hodnota ťsla v elementární

1\

Proto , ( ) a (J
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B
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Hl®de

A
2

5
8

6

9

(3 ,

matice l'lení

24

3
6

Etdělime dat

3 6
:::: 24 3 6

22 --4 3

Snsdnose

verzi
áI~ní

vaktor y ~

wiczova~Croutova~

"''lIV'''Jo~:lO'W'\I'W11,c:.~...&.tU§ll.<;;;;!i_''''')~ Pro

Jordanovs metoda

ve spec
v~rzi ma,tlce dr fádu

inverzní matic@ 3e pro in-
že $6 !:lledá

totiž vhodně

o Banach1e.,m

metoda

1.1

(n ::
znát;

~tavu ovnic (8 určitou
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A [
2.1 Cl.,

(]~52)

'\ - [ ]--
lAl

zatírnco p~o matice třetiho řádu užijeme ukámeline

kladu matice (J.5 pomoci • Matice nel tfetího fádu budeme
invertovat pos že na submatice řádu fho0 To si

poz 1 ukážeme na ovšem matici bez zvláět-

nich nedělili, ale pro inve:rz matic

Inverze má u čtv'ercové ice 1> Pro inverzi inu

CAB () 53)

8 dále

( A

Je dán vektor X. f J; -4

~znlkne zrcadlením k OBe dseček a
~ Určete vektor Y~

otočením o tíl101 60 ()

z úloh 1 a

()brác im oper

obrt\z Z

kor~tr 01 tl též

obou úloh

ta dchozí dlahu znovu,

otočtť:) vektor X o 60 o a
li k oae .. Obě

Skutečnost, že se

matic~

1. V 8ou~adnicich----
o úhel ~ dáno IDa ci

[ ú

tf
eO(í lf

O

,01~ 03

o1
O I
"1 I- J

otočení vekto~u kolem osy

Doksžte~ že inverzní operací ~je otočení vektoru o úhel-,tť

A ~), kde A(!f) značí závislost matice

IIJiohll j též takto: A(

-.. 28 ~
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a ~ ~ le de =Cf-i .
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V(9 tvaru

Přesvědčte se obenim obou
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1 1 [

32]
-2 5. 1 -1 ..•
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3
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1
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1 1
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Schém.a. pr o
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D ~ l + 13) c
Doka~te $ !@ pro jakoukoli ;m.at1éi··, A

8oum~rnou maticie; P~e8vědčte Se o tom
1
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Ze rovnic

X1 t X ai
{-

o

~e ji roz
cel~ SOU.8

dchozí tíl
submatice druhého řádu~

rovnic v maticovém tvaru

d~t® :lnver~zni nlatlcj~ tti,k

t®

v K'líž A

r A
L

I)

Pomocí

VEKTORY
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y

l
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krá t i t !~~ .t x .~
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matice
tr1vlálni:f\e!e"

mo~né jen tehdy,

mati?s [I] se s ~ádem n"lf""(~i"~~nA'Il"il".Il"!!.

ovnic (5~3) lze určit

netriviální , která

(CAl .-l[IJ)=lA- II o (5

to

[ 2 1 ]A 2 3

e (5 3) po r
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r 2 -. ~ 1

l 2 3

Det~rmin~nt matice

e netriviální
z, rovnice (5~7)

~ pro které
~ Pro .:; 1

1
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matice A

+
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) 0 Podmink~
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.~ 1
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(5 4) tatil 1
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1

2[1
J

1)

lk ·trr

p:tiloto pro

ft€% deformace
i ~ pl~ ohnu.l

II souladu e
fje v tomto

nul@@

tvoří @ rovnicemi
ič

~

-(6@)
urěit

silov'
;~~ nQ rovnici



(6 2) tu

ciálni ener

\..)

(6

totiž

:1 o



u

udF

svou ko­
pružné, je čára OB

o
deformační

e, kte-­
fiktivni

._"...,."<' -".. ""~ ..,,,.,,..,,, ",,,,.)

,.!f,lI._Jj.4~..,g,.."-"J, síla F ,
~ Jde-li o

U~ U ~

OAB

u~

Je zlte v rovnici (6 e;~).

v rovnici (6~ to ·posuv

\l©U ID.a todou
II

prc>me:nnc.u sila F
se silo­

..., ...~ .,...-""',. ...,..." 0 Jinak

'Obl~ ~'J je metodá

diferenclélní rovnice

) )tt) = O ) V l ::: O .
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dosadíme z rovnic (6 20) do rovnice (6
18) tři rovnice pronezIlámé sl

bude

) a dostaneme
~ G"'y ,'l;;~y ::::

( y ) 21)

kombinovat a derivacemi rovnic (6.18) tak, le

( )l ll. i ()y) ,0 ,

pro silovou mQtodu~

deformační metodě

a posuvy U

mezi
tf' ve směrech. souřadnicovýchos x, y

.t' )

(6 24)

()

l )

18) dostaneme dvě rovnice pro

Přitom

ms.čni ID0

itou B v

atstic

'Obr @ 6

~-;:::c~ (6.23)-jsoujim totiž ekvivalentní.
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do r

tPl 1- ) + :::::. O ,
( ) F O

(6&32)
+. +

rovnic

l 1. ·t 1 ) 'Us :.ll O (6 @ )

.~~ ~. + F ~ O

F
(6~ ).....

(6$30)~ Srovnáním se lze pfe-

ně pružné ste
(6@)1)$ Vyjde

r ,) t 1r~ 1 .( 6 *

s ve smEiru 1)"
~Derivace

posuv '\1M

it, že

Patena
(6$ ),

: F (6

gjtej.né,at jde ó uk~

o Proto se v d81šímvýkla~u výhradně věnu­

se budeme zabývat a~ v některém z dal!ích
deformačni metoda je jednoduěěi, nezname-

Stává ,~e jedna zmatod prac-
'L.T"~O::"'",",,=_""-" v.vn~Darl.osrti také na

samočinnýpoč~tač@ Přitom

stability
m~toda,

řešit

dat felení exaktní
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i!ná~ Jak ji

a silóvou metodou ~~~~~~'A

MATICE TUHOSTI A

o

- plet!

inkováho čin1tel@

pftsobíci

znám
zpOaobený

J<, -~ == 1,

tuhost E: J

o Je to v J
~ U nosníku ne obr~ 8

- za ~e

z

- -k,)

l

Obr@ es

""'"

C ~

C1-t

Je'~l.

( 2)

i určitou o č~_~~u._~

:= 5 t , ~ O~ 7 ft ,~

zvolme

. -[- 860

C -~ --...•• ]



Z definice příčinkových činiteltl Cih, 8' zprinc1pu superpozice dostti-

tráme ihned hodnoty průhybů Fj" (!::: 1, 2, )} pdsobliH sll Fi

Tuto rovnici lze psát zkráceně

Jak jsme již uvedli, ml~žeme závorky' v rovnici ( 5) vynechat, nevzniká­

li nebezpečí omylu zám~nou matic za obY'če jné proměnná~

Kdyby nspf'e; na nosrlík po.sobila podle obr (4' 8 pouze sila F upros
by :: 0, Fi= F , F3 ::: O~ Podle <7e) a (7&5)

tře

\t\
t~ [ 860

1183
870 ]

l~l105" EJ . 1183 2083 1650

, b.l 870 1650 1470

k nulám v prvním a ve ttatím f'ádku vektoru t F1 mťi!eme

matice [ tJ ěkrtnout; zbývá

(7 ~6)

d by tedy

F
----

'lOS" EJ 2003 .-
F

8)

Matici [C.1· vrovn1ci (1;05) bychom mohli" naz;ývat maticí
ěiniteltt. Budeme věak kratčejif-ik'at "matice poddajnosti ft ~ Jde-li o

mohli bychom též použít ná~ev nmaticeohebnoatin~ Není to
singulární matice, proto lze najít jí inverzi" [k) ';:, LC.. kt.srou budeml

i tuhostiUIf< Misto (105) dostaneme'

II (v naěem



(7~lO)

1~11 ~tL ~1~

lK1 :- t cJ~1 -::.. kL 1t. k 13

ft 31 ft -k 3,)

(7@9),

1t1~ ~,
~

'fL"> .
-= 'b, 1.2- it~ 6?,.

-fL~,2., k 31 OJ

ková

v ~ -té
1lznikla inv~rzí

význam činitelťt ~ Zvolíme-li t~eba Di ::: 1 d~l"",

= O t Oj. bude . činitel~.t I znam vznik14

deformacích (obr~ 9)~ ~I .Matice [K 1
G, proto je sama rovn~! souměrná$

Obr ~ 9

t

p~ibl

(

Rovnice
a sil v
formací, .

ie

011) mají společná to; rte ee týkají jeR deformací
3 @ 8 8 9) & První z nich umo!ňujevýpoě8t'de-
sily, druhá výpočet sil, potfebnýchk dosažení danjch
ěinitele se často poulívalyve statice i v dynamice

věak poněkud· jinake Krami

podda ,'jel se týkaj.íce14· konst:r~kc~ (to bll

podst~tn4~ .. V
dO~Eideme. pfedstavit

velikostiPA> Proto
3 Dálkovou vAak



případ), zavedeme jsAtě tyto matice pro jednot11v~ čáeti t tj.

či $~elementy$t konátrukcso Bude-li tftaba, ro·z115ímeoba druhy

a ttelementární'· matice0Z elementárních matice. pak

celkově matice a a jej1c.h pomocí odvozQvstvztahy 'platná

pro celou konstrukci$ Takovými konstrukčními prvky ~i elementy by mohly
v být čtfiinosníky o dálkác'h 0, 2 L,o, 3 t , 0, 2 ia 0,3ť .,
na něž lze nosník v místech 1 , i ,3 rozdělite Proto!e se prozatím

na de:formační metodu, budou zák~adni soustayu.nezn-'ýchveličin

deformace (prťihyby,sklony, posuvy). Silové veličiny pak dostaneme

z rovnic (7 ~ 9)@ K tomu budeme potřebovat matice tuhosti (nikoli matice
~ )~ Snim1 tedy začnemG& Nebudeme věak ~obírat hned nosníky, ale

pro začátek jednoduěši prvky - pru~iny& PozdAji se k otázce nosníkO.
znOllu vrát ime .;;

Na struně ptedpjaté konstantní silou Q. jsou 've 8tejntch vzd4­

umístěny tfi stejné osamělé hmoty (hmotné body) 'rYV ~ Vlastni hmo..;

tus zanedbá:váme,. rovněž tak i zm~nu p~edpětí. vlivem výchylek. Pomocí

čin!telo. určete vlastní kruhovou frekvenc 1 volného kmitáni

'táto 80n8 (pfi malých výchylk4ch).

Pro strunu z pfae~chozi úlohy stanovte matici tuhosti [k1 ,

PARALELNĚ A SÉRIOVĚ

již uvedli, pokusíme se nyní sestavit matici tuhosti pro ce­
lou soustavu pomocí elementárních matic tuhosti pro jednotlivé pru!iny~

matic zaměňovat~ Nejprve se tedy budeme zabývat

Pro užinu na obr lOzavedeme
klBdn~ posuvy 8 kladné sily X~

ve zleva ( tJ :: 1, 2 ). ~

k rovnici (7.11) mňžeme

f

k

2

(8.1)

Co
'(8~1)

~..l11 ? Zvolíme-li .UL :: 0, vyjde z r.o·vnice

- 45'-
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, pl'

tlakovou reakci~ zat
1 O'

jtl tahové (na

:= O "* O,

T
l

t dostaneme i tuhosti

1

B vznik:lě}

(8 ~4)

t~~1 [

(obr ~ 11&),

(b)

Obr @ II ( a ~ b)

tuto :r i

čili

lx} >: [

lX} ~ [k] \ I

[K) [ ] t [ )



slo~ltějěi je připsd pružin ř'azených sér 1ovl( obr & ;Ll b) e

bude platit, le

X1 ~r ~11 f~1'J... ~13

Xt 11. ti ,11.,11- t.tt3
1

XJ l ~';1 ~31. t·3.>

. (SeS)

čili

Ut = O , 1..t3 = O , vyjde z (8(8)

~i1 - X1 /U1 ': Ít..et t<,11 -= Xt/Ui -. .- ka i kJ1
:::: X; lit'1 .: 0,

zvolimá· U 1 =: O, "U,:;::: O; dostaneme

it,t, = O

- k .
..fy J

bude

r -k o.. - ·/L,(Ň O

[k1 == I ._~' ~~ l~ - ~~l O(N
(8010)

-- k .. kťt.{J'

[I<

mohli

jsme postupovali etejně jako II jel,dnot:,t1vé pružiny, jen pf'i

činitele lL '1/1_ se uplatnily o'bi pruliny zároveňo Matici [k1 jsme
. .,.

, zdá se, superpozicí matic (6 §4 ) platných pJ' o jednotllv4

schématu na obr*, 12~ Stačí

matice na 3 (což je počet

flistupňii volnoati~t, tj~počet posuvl1vstu-

do rovnice (8@8) ) a do táto

zVětě~ná matice začlenit submati~e. [ka.J
& (k. sestavené podle (8.4 ) tak, aby

'se diagonále překrývaly. Tam, kde se

jednotlivé prvky matic se-
matice 3 Je 3 se

u~«~~.~~ Tak se z elementár-
,I \("fJ,1 slo~i celková

~ 47 -
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ta it rovnice

Uj {A,,,,.

O O J~1
O Ut.

::=.

O ~(Ptke -- l~~
O O "~ ~ i e UIfe

v ní tvar (8~9)@

ce matice tuhosti [k] , odvoz~ná v tomto odstavci,

1 ~ Matlce [K1

2. [ K] v každém řádku (a tedy i v ka!dém sloupci)
dOsledek rovnováhy dané pru~iny nebo soustavy pru!1n@"

3. Determinant \ K\ ."" O, matice rk] je tEldy singulárn:ť; inverzní ma-
tice ~Je to tím, fa nejsou předepsány okrajová podmínky. jde

o volnou soustavu těles (na rozdíl od matic tuhosti v kap. 7, kde nosník
na podepřen)~ Posuvy nejsou proto jedno~načn~ dány~"

4 na hlavní diagonále (vedené zleva nahote'vpravo dol~)

>O ) ~ Je to tim,ža síla,po.sobící na pr~né

soustavu těles~ nikdy nevyvolá posuv svého pdsobiětě proti
p\1sobení~

Shledáme--li, !e [K] je singulární, v!tdy to znamená, !etěle-

so ( soustava těles) dostatečně podepf'ené nebo ~ema výjimečnou

í dnoznačné určení posuvů & Tak je tomu·tfteba II ma­
"V rovr11ci (8~lO)0 Stačí však jeden z posuvo. ptedepaat a situace

se ~ Zvolíme" ::: O t& Soustava (8.10) pro dvi! prujiny

obr. lib dává

o

{Li

1;.t

tLj:O

]t~j1

1 t~~1

jsou "něj

t } [



Matice v (8 ~16) již není singulárni (pf'islušísoustsllě 'fl klou.«:<-·

bu 3 a nikoli voln~ soustavě, ·pohyb není již bez deformací pružin možný),
ta.kže lze najít její. inverzi, a tím i ~e§eni

~
t-·

'~~

1 (8018)

Dosazením do (8.11) najdeme reakci

~_ + l-
~CXi "'<r

Po odtud plyne

Nyní jeět~ určíme Síly v pružinách4 Z~ejmě j,

Xi #

<8.21 )

P.fJ.::: ({,{,:s, - «t.) ,. - kťru .. "'" - X1 - XL'
VýpočtC:fvý postu.p, který jsmepouž11i, má obecně tuto strukt"Uru:

Submatice

dané síly,

...... neznámé reakce,

u« - neznámé posuvy,

1A../b - předepsané posuvy (okrajové podmínky) •

:Rozepsáním plyne z (8.22)

XO{ '" Kotot Ua( t k «fo. .{A.~

X(!> '" K~O( u« + k~(3-Up

Z první rovnice

(8.24 )



(1 ) 'u~ .

Je-li ve zvlé§tním

1
fb i,X. 0\0\ ot

dostat soustavu (8 22)1

řešit r
1 2 3 4 na

'0

O

přeskup!t.~

.u. j ..:=: O ,museli

k síla X<. 8 k posuvu 1,).'1"' pa-

Xtt a k patfi
) '. i' ~ 26) « ~5Ú

prvk\1 nezměnilyó

s rovnici (8~22)~ Rovnice
a reakcí ~ Právě tak lze

(v ob'ecn~jAím p~ípa.dě to
podle(8~24)t.urěi~e .

ta označíme je
:: element, ) ~Dostaneme

(8.'27)

vektor skutečných

(8~12)@ Místo nich

typu' (8* 4)', ·ponec;hám.e-l1,~e vektoru
ZUjaJ1lE3llélJ í posuvy k:\oubťi p~í~luAn~ho, prvku (pru~

a , .plati p'odle (~~27)



t~}} :[-:: -~:] t~;} (8' 28)

odkud

lx!1
t r<iJ

== L

txi 1
Jt~~·) :- tXi)

- [ - k~k~ 1t~i)
R·ovnlci (8 29) zkráceně zapiěeme takto:

(8~ 30)

mat ,která' II prvku O( transformuje vektor po-

sil" Protože se obecněji počítají přímo napětí

se [50(] Unapět.ovou matlci U (stresB matrix) 9

dvou pruž1n spojených. sériově .mí\žeme tedy ob'ě rovnice (8021)

ve tvaru

Zde [

8uv,j na vektor

llvni t~ prvkťi~

Pro

kde CZ

pro O\. =CL,

o = fr.~

Soustavu t~i pružin na obre I]
....,..J.,,·""'-.""... v ch 2. . a '3

inách~

upevníme v kloubech 1 a 4
Urče.ta posuvy, reakce a vnitřní

Úloha 25~ U tří .pružin na obr~~4a upevnimeuzly '1 8

Kloubu 2. . uděliIne jednotkovj 'Q.osuv {t2,. :::·1 II Ur·čet.e PQsuv {.,tj

Xi a nezn.ámé reakce~

, sílu

lze· činitele

U podle. vztahu

Úloha 26 ~ Pruž z úlohy 2', budou navíc zai:íže~y vnějiií SilOl.lX~

Jak se .řeěení změní?'

Úloha 27 .1t) Dokan~, h u sous tavytf'í Prurttn podle obr.· 13

1t.; odvod~t derivovánim potenciální energiE! ·napjato~·ti.(.4

1.) Je-li energie napjatosti vyjádřenapomocí defonnačních veličin, nazývá se obvykle

defornlační energie. U lineárně elastických těles se obě energie sobě rovnají.

-.52 -



inu v :rovin~ podle abro 14a.matici tuhosti pro

t (Bude ovšem čtvrtého řádu).

Sestavte matici tuhosti pro soustavu tf'í prujinpodle obr. 14b.
, že i z celkové ,matice' tuhosti K .ik.rtnu.-

tím n~~ . posuvy nulová $

Obr ~ 14b'

SOUSTA,V~

in o tuhosti

1)

kde . E znač:!

S
t

X 8 v táto osa taká ~8tí~en, platil ~y

i) (8~1) a (8 )@' Avěak obecně tomu

, ,ll r ovi~ě)( .y nf) jak ě1km.o '. .tak!e, j'eho ma-
bude čtvrtého a nikoli druhého řádu @ V úlOZG.2S jame.se j.11

takové 'S v úloze .29 j'sme dok~noetu-

úlohYi9' Takov;9 postup je však ·zdlouhsvt· a .

bychom, aby .bylo moino 'znalósti elem~nt'árnť

ve výhodné lokální souřadnicové soustavě (v které osa \ X fi:padá

v obecné souřadnicové soustavě, v níž si znázorníme všechny pruty soustavy.
. r souřadnicový systém. ó X " '. y

'-



pro

atavu<')

prut, a

podle obr

1

1

v lokálních outednic

\
/j

dá:no ~frztahem

\
Jo

1)

obSahov@{t
nulové (proto

.1
[

t
(
\
J

I
~ X

l

kde
Č

Obr~

~x,
--".-,--, ""., t~. ]~_~~ """"""",~~.M'_"==. __=-'_>""",..,.",w=~,

li)
~ e

Obdobné 41 pro kloub ~



P:odm.í.nky s~~tickě ekvivalence lze pak napsat jako tr:ansformaci vektoru tx\
na vektor \'X} .

~ill zkrácen~

l ~

-fl .ÁJ

O C)

O O

() O

l) .O

Á. F
-1Jv )~

Matici .[T] .naz.veme .transformační matici. V daném pfípadě Je to čtvercové
matice v rovnici (9.6). Z rovnice (9.7) plyne naopak

. . -J\. - .l X) ~ [11 (X)
Pro. transf'orme.ěni m.atici je typické, ie

'Tato vlastnost velmi usnadňuje výpol~ty..../ Rovnici (.9~8)· pak mdžeme pf'edo

past do tvaru

(9.10)

Vzt'sh f9.9), a tedy ani (9.10), .neplatí jen ve výjimečných pl'ípadech (p~i

.neortogoná'ln:('chtransformacích) 49 Posuvy se trans'formují stejně jako eílyo

(jsou t:o rovně~ vektory). Proto

.,-T­
U ~ L, tt (901i)

:iIlIl>

v m~ticovýchrovn1cich (9.11) jsme vynechali zá:~orky. Ty md~eme vynechat.·,

nevzniká-li nebezpečí omylu.

Jak se nyní bude transformovat matice tuhosti K do tvaru K "1

. N.a.pí5eme defi,nu:J!cí r~vnic1 v lokálníchsouřadnlcích

'fI.l o Pl~tnosťi (9.9) se 12<8 pf'Elsvědčit součinem (T] f tT) . Vyjde ·vskutku

jednotková matice LIl. Vztah platí pro ortogonální transfbrmace (pf!

··nic.h~ se zachovává pravý úhel a nemění se velikost vektorů).



a dosadíme do ní z rovnic (9~7) a (9~11)~ Nejprve vyjde

, K "Tu

!l pak - vyná.sobením maticí r T
zleva-

Porovnámi se vztahem 'X= k U získáme vzorec

DOBadím~-li na pravou stranu poslední rovni~e matici

a msttci

1 O -1 O

\< ~
O O O O

-:::.
-1 O 1 O

O O O O

Átft

f-t
-}...f
_p.1.

Tuto matici ji~ známe z úlohy 28@ U prutlj ji lze odvodit Efnadno přímo0

U 81ožit~jších 'prvkť! se však rozhodně vyplati napsat matlcituhosti K
nejprve v lokálních souřadnicích 8. pak ponechat počítači, abyspočítsl sou­
čin (9~14) a sestavil tak pro dalěí výpočet matici t 1<'.] v globálnícll 801.1­

f-8dnicích~ Chceme-li, můžeme tyto matice tuhosti, psaná pro Jetlnotlivé ele­

menty konstrukce '(vnaěem p~fpadě pro jednotltvé pruty), oznsrčit 1\<tLJ na

rozdíl od celkové matice tuhosti (.k 1 platné .pro .celou soustavu ( v naAem

pf\ipadě pro celou pr-utovou soustavu) ~ Celková, matice tuhosti' vzniká složenim

z elementárních matic tuhosti a "let jak jsme již uvedli, singulární& ,:F'tede­

psáním okrajových podminek (tj. volbou uloženfsoustavy, jež mO-že, ale nemu­
síbýt staticky určité) získáme nesingulárni zmeněenou matici [kor.« 1 a

z rovnice (8~24) věechny neznámé posuvy~

ur
Pokud chtěll i vnitřní síly- v prďutech, napsali byc!l~m pro

~ v globálníc~ souřadnicích (obr~ 16)

- 56 -



2

< Obr $ 16 Obr~ 17

Indexem e.. vp:ťsvonahot-e vyzna.čujeme, že do rovnice vstupují jen ve­

ličiny přísluěné zkoumanému pr'vku (elementu) konstrukce. MatIce t k~ 1 ..:ie
dána rovnicí (9$16).- Pro síly vnáěené do prutu cr v kloubu J d.ostaneme
z rovnice (ge17) (pro k :: ~ )

Xi ...: kOl. I ({lj «J A~'d +(vi - 1l~ ) ~.xf-ot 1)

'Yje .. ~~ [ l u 3- {tJ t<J.f<$. + lvi - '\Yd f'~ 1 .

Pro sílu Pac. v prutu spojujícím klouby 'tJ ,j pak z podmínky statickt1

ekvivalence plyne

·Pty.. c X~
, J

y~
J

Platíovhm, ih >...2. t f"'Z..1, plyne z definice (9.5). 1Iatica

je tedy napětovou matici - srovnej se vztahem (8~JO)~

Jako· p~íklad uvedeme výpočet soustavy t:l'í prutO podle obr <$ 17 $ Pruty

necht 'mají stejný prlli'eza stejný modul prulnosti* Tuhost prU:tu 2. - 3
však bude jiná než u prutO 1 - 2. á.. 3 -- 1, 1$ To souvisí s odliěnou

d41kou~ Označíme-li ~;:ll ES/·e , bude ... /



jednotlivých prutó 8 přislušné hodnoty kosinl1 ',t ,sint1 fl

daj í kvadráty těchto hodnot jsou spolu s tuhostmi (9 ~ 22) uvedeny v tabu.lce ':.

p

.~ jAt1 fA''L JvfLPrut Tuhost Uhel tf fL
1 -2. ~ O o 1 O 1 O O

.ft
5

o 1 1 1
2.-2,

~'l
-
~ rr ......

2 2 2

3-1 -90 o O -1 O 1 O

Prutovásous má ěest áložek posuvů kloubfi '1
Výsledná mattcetuhosti [K1, bude proto'řádu6, Je 6 fl

budeme tyto matice:

U1

X t r-~~ J

1.).3 V~

~f!i 'kVi 1itf2:
- -:tT -~fi-Li

't

&\Ji !tú1:
..... tt -Lf

, kri' ~~ k~
X3 -Lt- -

tt '4 tf

kf1: 1ifi
-T .~

2. 3
Pro jednotlivá

J.

Y~, (
uot$tatníctl

.... ..........' ........ '-JIUII."' ...... matiť?8, tuhosti" K ,'Přlčem!

síle a steJnámupo$uvU~ Nap~&'s,:íie ,Y~ a
(,9'~ 23) nula (matice tyto 'prvkY .U.\':1'JU'iiiiille!.U.II.A .. I~

·(9~25) * ,'Celkem tedy budeěinlí

pak napileme sloupce
"""'Of'OIL'i!l'lIl'l'lll~l"ě_"í' a, do '~'4ku. pznsčen4ho

$ Obdo.bně ·'Il""!l_~\V"lII,.'1lIll1.'ll"'"",",""_"Il.J~II>illMl.l=



bychom posťupovat také že bychom matic,e (9923) sl (9.25)

prvky na ~ád 6 x 6 a pak jednoduěe sečetli.

$ dostali

tL1 {Át trl V1

._~
..,

ft O O O O

O O O O O O

K "- k, O O O O
.," == O O O O O o' (9@23 8)·1-1

O O O O O O

O O O O O O

matice singulární,$ Nyní pfoedepíěemeokrajová pO'dmínky~ Je-li

napf $ kloub 1 a 2 nepohyblivý, bude {.ti :: 0, '\)'1 == 0, {A.,~ mO,

V~, ::: O 0 {Jedna z těchto podminek je f'pf\ebytečná'@, ke staticky určitámu

ulo!ení by. stačilo anulovat tf'i posuvy,napto U"r V-., , .(A,~ ~ Pou!ltá metoda

ee v~a,k' nem~ní, když uložení je staticky neurčité) oJ Matici (9$ 26) ~e-

skup:íme tak, aby ji bylo možno rozdělit na 'submatic's podle (8022)~

Dostaneme

o o

o

4

o

o

-f2
'4+(2

{li :: O

Vi := O

tij :: O

V) ::: O

k určitému posuvu a určité síle jsou

~ Pfa se tedy nezměnila sou-
sem, se změnilo pořadí t@neznámých"~



hlavní~_J~~~j~~R'~ matice (9~27) ta musi mít '~~~~~~.&~

1 řádek a musí·
I

Z e

4·+· ]

z matice

COTOU ma.tici
(bez

na

inver
-4

matice K(~f.x vy

1
1 ·t ] 1
ího zatíleni kloubu 2 @ :Pro reakce

o
O ·0 [ 1 1

~

1 14 +

-. 1 1

O O

\
O

rc -::::: ( 9@
O 1

O

2 ~ 3

l [ J
::

[ ] 1 1
,~

.~

1 1 +

t



do ~me~Uq3U'~~&~.w

pro výpočet, který v podstatA stejný
se nám ověem zdát, ~e ve srovnáni 6 klasic­

mnoho papíru a že ptitom počítáme i mnoho ne­
~ádný nebo jen druhofadý zájem

, ie metody nejsou určeny

oceníme jejich velkou obecnost a pfe-

poč~ta~ svezme
vložených dat) a udělat početní operscet$

na nichž
~~_~'b~_'_)0 Nesmime věak

pro (ač 1 jistě

hlednost i snadno'u možnost kontr

úlohu ~atice dle

obr f}. ~a předpokladut kloub 1
3 je znemo~něn pouze vodorovný po­

směřující dalO. (proti smyslu.
zatímco kloubu

svislou s

ěte

je ulo~enne

auv ~ Kloub
y )~

lO~

na

hrnnou

znovu
"celková

se stává, se ur (prutd)

ke g~obálni sousta­
sestavit dílčí'sou-.

a v polohách získat

e transformaci, tedy bez toho, že bychom matici vž
o Použili jsme označení e'souhrnná matice~;, nebot
~n'~_ID~~i matici platné skutečně pro celou kon-

Skládáme matice
matic

celkovou

j ·popsanou ve

C)saml
tp

na

oti
o . úhe1 135 o ~ .

útle 1 lf
to Uhelmezl

a X , ta
o ~ ::: cos

1

= sin

'= 61 -



'rransformačnimatice [T] .musí být šestého řádu , nebot její ř'd musí sou-
hlasit s řádem matice tuhosti [K 1 ~ V souladu s ro'vnicí (9.6) nyní dosta­
neme

~. tL O O: O O
I ~

\. ' I-p..,I\, f ,O O' 1 O O
-----~--- ---r-----~~

O 01 Á, fk -I O. O
, .. I "

O 'O I -~ A I O' O-----1-------1------ .
00,0 O,>V·fk
O O I O O t - AJ,' .A.,,! I. f'

- 1 - 1 ~ O: O
1 - 1 : I ' ,

-...,. - - - -- -r - ----- --t --- ---..;...
1-1 -'1 tO·'

O I ', t
, 1· - 1 I

.-- 1. ',- ,- --I. -- - - - - -
I .

O: O 1- 1 - 1

I j 1 '- 1

(lO~l )

Nuly II posledni matic i značí nulové, submatice druhého řádu ! li Matie i

(9~ 26) označíme K , nebot sevzt~huje k lokál~::ím 'sollf'adn1oím )l , '9
T~ansformací(9$14)s poulitím (9$26) a (lO~l) do~taneme

2

y

45()

45°

·l

Obr~ 19

2 O -1 -1 -1 1

O 2 -1· -1 1 -1

-1 -1 l+~ .1 -(2 O
(10$2)

-1. -1 1 1 -O O

-1 1 O 1+f2·.-1
i

il·'t

11 -1 O O -1 \.

'Úlo"ha, 31 •. ·~ 'oavo!te matici (1092)

pf ímo .t.~~l~!\!~!ll:~~Il.ll_~~

Úloha 32. fJttt'''otlt'e"V"matici' K pro
,tfíprutovou'$Ou'stavu podle. obr~ 19

známá mat1ceK (9& 26)~

~.



II & SKLÁDÁNí SUBSTRUKTUR

2

B

Obr. za

1

Jak jsme ji~ uvedli v minulá kapi tole t bývá nElkdy v·Ňhodná rozd!11t C-€'­

lou konstrukci <Prutovou soustavu) na substrukturni seskupení prvkd,
z nich! se pak slo!! výsledná konstrukce (O Zptis ob , jak se' skládají matice'

tuhosti t~chto substruktur, tj~ dílčích konstrukci, ukážemenap:fíkladu&
dema sestavova.t matici tuhosti pro p~tipru.tovou soustavu na obr. 20•.

Proto~e již známe matice pro ti4i­

prutová soustavy A. (obre 17)

fl B (obr ~ 19), md~'emez nich

vlslednou matici rovnou slo~it~

Jediné, čeho je zatím_t~eba, je
zmAn1t ěislováni kloubů~ Zatímco
II substruktury A' 8e označení

$hoduje s ma,ticí (9@26), je tfeba

pro substrukturu B .nahradit

označeni sloupc-o tti', 'V''«

Ul ,Vl. {.tJ t.~j ozna-
ěením -U4 ,- 1rit ,{(,.) trb '

t(,1 , ~~ ~ Potá se ob~ matice
superponují zpOsobem popsaným
V kape 9~ Dóataneme

tli Vi ttL, \Ji UJt Va u 4i . V"t.f

2 -2 O O O O O O

-2 2 O O O -2 O' O

O O .2+f2 - í2. -'(2 V2 O O

LK r1
~ O O -~ 2+(2 -{2 f2 O O

::
2 f2 2+(2 ~f2.

(11.1)
O O -(2 O '-2

O -2 f2 - f2. -f2 2+~ O O

O O O O -2 O, 2 O

O O O ':'2 O O O 2

Ma~1c'e (11.1) ·věak odpov'idá, pfípadu, kdy ;na diagoI).á'le 2. - 3 kon-

strukce obr~ 20' jsou 'dva pruty misto jednoho (co~ je toté! jako jeden
prut· s 'dvojnásobným prti~ezem)~ Musíme proto udělat korek~i odečtením matice
pl'isluěné ,jednomu pr'utu 2 -. ~

Vi. 'Vl

1 -1 -1 1

[K k -1 1 1 -1
:::

2
(11.2)

-1 1 1 -1

1 -1 1



Matici (ll. 2) jsme dostali ze základní matice K2..~ podle (9.14) po-
1fmoci transf'ormační matice ~ádu 4 x 4 - viz napt~ <9~6} .... pro

Á. = - ,~, f'. = t· Výsledek 'odpovídá rovnic i (9.16) ,dosadime-l1

k. Ifž misto ~. (nebot délka prutu 'L -.3 je e1[2). Konečně tedy

dostaneme *1 .

u,"
4

O,

lK1 it O
...... -Lt· O

O

O

O

'\Y
1

. UL Vi. 1A?J 1r~ 'Ull' 1J'tt

O -':4 O O O O O

4 O O O -4 O O

O 4+{2 -~ _.f2 ý2 O O

O -f2 4+ f2 fl ~f2' O -4

-(2 f2 4+f2
(11~)

O -2 O

-4- f2 -[2 -f2 4+{2 . O O

O O O' ....4 O 4 O

O O -4- ·0 O O 4

Princip superpozice matic tuhosti lze v~užit 1 k oprav~ .celkové matice
tuhosti pf'i

ď

konstrukčních ziněnách..~ To je velmi" důle~1tá, něbot často se ukg­

ie' teprve na zá·kladě .výpoč.tu, ŽEL některá č~at konstrukce je 'chybnědimenzo­

vána~: .Není tedy tteba ;pti 'malé konstrukčni změně pitepoč~távat celou matic i$

Je možhé' li1 pouze opravit ~ Na některém z příětích semináfo. uká~eme jeitě

jiný postuP., vho~ějěí pro velká k~nstrukcé0

Při dodatečných konstrukčn:ích \S:pravách' sevěak mO~e 'snadnostát, la
omylem uvolníme 'v'icevzájemnýcll vazeb mezi· jed1?-0t11vými pI3 vky konstrukce,

ne! je zhledieka statické .určitosti p:fípustné, nebo že pfehlédneme, !a n~­

která prvky -jsou ve výji.rtlečnépoloze (tedy _~e jde zhledlsks statiky. o

mečný pfípad)@ Mat1c'etUhosti má věak je'dnu Qdle~itoůvlastnost: start! se

o tyto otázky za nás' $ Jakmile pfeedepiAeme: .pro konstru~ci okra!ové: podmínky,
musí vzniknout z matice K nesingulth'ni matice Kéll.Cé. • Je-li dak kOl.o(
také singulární, nelze ud~l~tjaj:'.'inv~rzi 8.vjfpoěet nemii~epokr8čovat~

Tato skutečnost tady ihr?ed ~1gnalizuje,··!e něco není v pt?~'dku~ Uká!eme

:nyní na jed.nomptíkladu~

Pf'edstavme ,!e.bychom omylem. ()dečetl'i

(11.2) (tedy. oba pruty 2. - 3 ') 0 Prut ... "1
zcela "vypadl" ~ Matice by nyni mna tvar HKI

aV"1~_'·lrxa·IJ0t1.eK matice Kt~<~

tedy z .konstrukce

§./ Je dek operace

': K.' ...... 1~3.~ l< I.



~O 1

1

uml

O

O

O

o'

O

o

o

O

O

o
O

-1 O O

O O O

1 O O

O 1 O

O O 1

O O O

O O -1

O -1 O

o

o

O

O

1

O

O

1A,t; 1)''1

O O

O O

O O

O -1
(11~4)

-1 O

O O

1 O

O 1

1 a 2. upevněny. nepohybl ,je tl f :. O ,

= Op U~ = =O@ Vynecháním prvních čt~sloupcd 's fádkd
(neberE nulovým posuvtim) vznikne zmen!ená matice tuhosti

tt~ V'~ Ull- '1ilt
1 O :-1 O

\<~
O 1 O O

'~ (110 5)
-1, O 1 O

O O O 1

Lze se snadno pl'esvědčit, ~e determinant 11<0l.(>(' \ . - 0, tj.le inverzní·
matice ~1 neexistuje 3 .Tím .jsme upo.zorněni na ~e naAím zásahem

(-odečtením prutu 2.. -. ~-, )as, konstrukce stala tvarově ne.určitou; skutečni'

se stala ,pohyblivým ětyt'kl,oubovým mSGhanismem@

V~'~kou konstrukci je někdy nutno rozo.ěl~t na substruktury iz toho dů-'

vodu, ~ecel.kovou matici tuhosti ne~ze na po'čitač11nvertovatpro nedosta­
tek. mí',sta v paměti 0 Ro~dělíme-li vhodně konatrukci"vystačimes1nve~zeIU1.

ma.t'1cmeněích~á.di10 Touto otázkou detailně budeme,zabývatrovně~·na ně-

kter'~z p~íětích

Úloh'a 33é K e'oustavě na obr~ 20, ní~ matice ( ~)f. přidejte pr,ut
,1- lt tého~průfezu a modulu ,pr~žnQsti@ ,Jak ,se zm~ní matic,s tuhosti?

z úlohy J] pf'edpokláde jte'. nepohyblivost, klou-

za.tí~e.n,zatímco kloub zatilen "vodo-

u prutové 80U.­

tý! ,k'lot;lby



Obr ~ 21

12't VLIV NEROVNOřJIĚBNÉHO ROZDĚLENÍ KONSTRUKC'E

Budeme se zabývat konstrukcemi s 0 s im~

které v konstrukci existuje bez obeni vně vzniknout
výrob~ vlivem technologie' nebo při montá~:i. náailným:spojová~ím člentl kon­

strukcsť) Bu.~ jde o čle·ny vyrobt?né chybně s rozměrovými úchylkami, nabo jda

o členy vyrobené s těmito. úchylkami (za

spoje nebo spoje sestavené za tepla, u nichž sespo dosahuje smrětěnim

po vyrovnání teplot) ~ KoneČtlě mO-že vzniknout i nerovnoměrným

rozd~lanim teplotY$ To není jeětě postačující podmín.kou; jsou-li

plotní dilatace kompatibilní (tj~ navzájem si nnepřekáf&ejin ), teplotni
nevzn.iká$ V této kapitole se budeme zabývat vlastním pnutím v ,prutových sou­

stavách, které vzniklo bud tim, že délky některých prutů 'byly vy:roben.y but!'

větě! nebomeněi než odpovídá i·deálnim ro~m~rdm, nebotím." ~e se některé

pruty ohi\ejí vice nebo méně než pruty ostatní~Ptitom budeme p~edpokládat,

~e teplota je' 'vždy vce'lém prutu konstaIltni ;nenf-l i tomu tak, m\1žeme pro-

měnnou teplotu v prutu nahradit konstantni, s h,odnotou, které by ve

volném prutu přís.luš.ela sta teplotní dil~ta.ce~ óme~ime se ptitom jen na

jednoduchépfi:ípady konstrukcí, aby vynikl postupv;ýpo5tu~ Osvojíme-li si
jednou, snadno zvládneme i slož 1 té, případy,' nebotz'kladni myělenka

-' a dokonce i maticová áymbolika - z\1atává stejn'~

POSttlP výpočtu ukážeme na pí" třiprutové s (obr,~

Pfedpokládejme, ta konstru.kca' byla smontována bez vlastních pnutí za normál--

ní teplotY0 Potom vzroste tet prutu 1 -- 2. o Llt °C~ jaké
vznikne teplotni

Rozpojením
'prodlouží o
obnovili souvislost'
pruty a



m ,- ES ~
vznikl, kdyby­

proátě kloub

" V prutech

it silou.

o:;: O

mu~~enle udržet jen pdsobením vnějěi sily
1, .- 1 II pdsobí v kloubu 2.. $' Posuvy

Abychom získali výsledné' deformace s pnutí v nezatílené
deformace a vzniklé dčinkem vn~jěího zati!eni,

opačného silou Xť"l "" ...x tl ;Ol ES O!. .0.1: .

~ I) doa taneme, v prutech v nez&-

+ "'t J,

(12~2)

" slezete> nep.fesnf
dallinelkolik Je

. 'p li) ,
v prutech ·.(,~a ,kter4
'1 - 1 bychom,

sily, by vznikly pťi,soben:ím

nakonec odečist.

tentQkrátspodr.obn3m,
. o~ej~prut 1 - 2
ne~ je 'ideální

u,

= 61 ~.



1

Tomu odpovídají v~~jěí sily

Xli) --'-S . .j.···1. .ť,,--. ,1 - t Co v,2-

'( ti) ~ - ES é '/..'U.""A~'.•.,.... .
1 . 1 C V JL

x

'Obr~ 23

Nyní přistoupíme k výpočtu sil v- prlltech ptisluěných stavu (-2) e

Nejprve sestavíme matici' tuhosti~ Pro jedJ:1,otlivé -pruty platihodnoty
v tabulce:

Prut Úhel lf -~.
·t

fk

1·{2....-2
2

1
~

1 '.
2

1
2

1 -- ?> 225 o 1
2~

1
.~

1
2

1. - ~ 90 o Q- 1 o 1 o

Sastáv:ún~ rovnou -mati-ci:K i)(.~ (obdobn~ jako _v úloz.e 35); nakonec dostane~.e

Nynivíme, -pro stav (2)

(12~7) a (12



o J" .{ - ES éoJ
0,5 ES€ójf2.

( - e f-o / If2.
t 0,5 tf-ol

e [ 1ESO

Pro v Prutech máme

: ES [_l­
i, 'ff

'" ES [ O ]\

ce

Jak se změní f'ehní. budou-li zároveň pdsobit vnlji:í síly tXl ?

PQd1e ,p~incipu superpozice bude nutno od vn~jěich [X}. odečíst sily
t)(til} • bude pl~tit

píěe v úpravě

posledni v.rovnici (12~12),znaěi vněJ!i síly
nulových p'cH9uvech ticht,o l,lz1o.;. auto teplotní ~pnuti,

konatrukcl~ Rovnlc~. (1'2$12) tedy základn:úD. vztahe-.
zatí~ených'zároveňvn~jAími silami' i'teplotn1m pnutime

pnutí, člen v rovnici



J(

Obr ~ 24

Óloha 36. Najděte posuvy uzlO konstrukce vyznačená na obr$ 24,
z8tí~ené v kloubu 1> svislou

,silou F [N J 0 Pruty mají týž

modul pružnosti

E = 2 .. 105 mm- 2, pra-tezy a

délky jsou uvedeny v tabulce&
Konstrukce byla v nezatíženém
stavu a za rovnoměrná teploty
bez nap~ti$ Pak věak byla za­
tížena silou F a zároveň

t~plota prutu 1 - 2. stoup-

la o at 'oCo Teplota ostat­

ních části konstrukce Be ne­
změnila$

Pr~řez Délka
f'lPrut -2 tp ~ fl ť ~fmm mm

'j - 1 200 200 0° 1 O 1 O Q.

lt - 1 100'12 200f2 45 o 0,5 f2 0,5 tJ 0,5 0,5 0,5

,1 -- 2. 200 200 -90 o O -1 O 1 O

3 -'1. 100(2 200(2 -45 o 0,5'12 -0,5 f2 0 9 5 0,5 -0,5

1t ..... '2 200 200 O o 1 O 1 O O
---".-

3 - 4- 200 200 -90 o O -1 O 1 O

Poznámka: počítáme-li v soustavě' sr, mťi~eme použítpr o d.élky ,rozm.ěr. ~~

pro průl1&ezy mm2
B. pro sily N ~ Nap~tí ,pak vyjd.ou v MN m- 2• V táto

jednotce Jsme také uvedli-hodnotu modulu pružnosti v 'tahu či tl:aku~

1). PROSTOROVÉ PRUTPVÉ SOUSTAV!~

A! dosud jsme probírali rovin-ně prutovásoustavy .• Jeoin!m odvodem 'k to­
mu byla větší pf4ehlednost, ~terou' ocení zvláět~ zač,átečníci, II úspora miata$
Avěaksama.metoda její·pt'epi.s do symbol,tl mat1.c,ovéalgebry se nezmění,

p~ejdeme-li nyni k prostorovým konBtrukcim~ Zvětěise POUZ$ tád poulitýcn
matic ~ Pro 1 -. 2. v kartézská soustavěsoufadn1c X , 'y , Z

(obr $ 25) matice tuhosti K šestého řádu ! ~ J.ejín:au od,vozeni poul1jeme
lokálni e yz y., l. .a tranaformaění 1 T ~ Úhel mezi

osami x a označímeOsam1 X,' é Y lfKY .

- 70 -
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1

Pro transformaci libovolného vektorubuda platit

x = X to'1 I.f x.x +. '( toj Lf)lx + l 001 Lf z.i

y '" XCÓ1 'fxg+ Y COj tfyj + l eoj ~z.J

r '" XCOó tf xi t '( to:Hf yi to l e..o~ ~ Li:

S označením směrových kasinO.

tJ'~. a CO<1 .. Lf ~j

Vy ::: COJlfLY

lze .transformac i (l)@l) zapsa.t jednOduěeji.

Á y

~!

tJ-x .

.{AJ

.~l

Symboly .\, I tJ- ... I V tedy značí sm~rové kOllliny n~která osy souřadnic

z lok.ální sousta.vy souřadnic (osy v t~to "soust~vě jsou o~načeny pruheDl,
v základní globálnísoustavEi souřadnic bez pruhu) $ O jakou osu jde, to
.z~ejm' z !n4exu~

Jde-li o prut 1 _.2. I má vektor !Sil ·tX\ lestprvkd (po tf'E'lch
~4'\,j1l'.MJli1l,.~iiol1&""";lI.4 v ka!dém uzlu) ~ Pro ni§ pak platí



(13

X,
'<i
ti

X2.
YIJ.,

~

o

o
Tuto rovnici lze zapsat zkráceně

kde

( 51

~;: fi V;r .

l1\1 1:lill. -A y ť-i v-. y

"-r ftl: Vf

Transformační matice (13~5) je ěestého ř'ádu, ta.~~e jil~e u~ít ptimo
tá~ k transformaci matice K e V loká~nfch soutadn1cích

UL -tLi Vi '''\411 '\r,. Wt

1 O '0 -1 O O

O O O O O O

K
ES O O O O O O

:==.,--

t -1 O O 1 O O

O O O O O O

O O O O O



Po 1

l', " .,
~Qurnerna,

I
I
f
I,

l t
tJ 'l. f'-l I m0:1:LC~

ES ,tiv~Mv. VíT V,~' 1, • ," ,
~ -- -..;.-----------1-.....-------- .... --e t, I t

-A, i ~ AifAi -,li V'i : Á,i,
t I 1

- Ai fy. - /'-Ag, - {J-Y. Vt; I A.i f'l. (J-x
t

t ' t- A. i\;) i - !J.iVi .:. Vii: : .lS(Vi fli,Vx Vx

V matici (1)'.8> se vyskyt,ují jensm~rové 'kosiny osy X (vsousta.v~
v - tf '
A. 'ý 2), tak!e indexy alX " by bylo možno popf-ípad! vynechat.

, Pro etručnosta větiipřeh~ednost nebyly tentokr,át vypisoványvěechnyprvky

matice; vzhledem k soum~rnoatilze chyb~jici prvky snadno doplnit 6

~i,k18daplikace, ani nebudeme uvád~t,nebotpostup je stejný jako
'O • •

urovtnných t11oh@ Uvedeme. vAak,n~kteréúlohy k procvičen:L&

Úloha 37 & Sestavte celkovou matici tuh'os,ti pro ttv@ Schwedlerovu 'kopuli
,,(obr@ 26)@ Miry naobrazku jsou udány v metrech. Pr'dfezy.am.óduly pružnost.1

jsou u 'vaech prutO, stej:né.~

Úloha 38 § nouby ?> , ·lt " 5 ft G kona trukce na obr @ 27jsou pevnEJ
z.akotvenyvrovin~ y Z Stanovte 'posuvy kloubd 1 j 'L II síly
v prutech~ 'VAechny pruty mají t!~ prdf'ez II týl modul pruinoe.t1$
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1
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Obr .26

Obr. 27



pŘíMÝ NOSNÍK

Obr. 28

U sva~ovaných prutových a ze jména u. rám~~tch konstrukci ji~ nevyataai-
me s pftedstsvou," podle která se ka~dým prvkem konstrukce - prutem - pf'en'ěí

jen osová- sils@ Di"ive vylo~ená metody zobecníme pro slo!itijAi pt-ipady prv­
kO namáhaných nejen tahem"či tlakem, ale i ohybem, krutem a smykem. Začneme

věak jednoduehým ptipadem nosníku namáhaného rovinným ohybem~ Budeme ~ed~

p-okládst, ~e zatí~eni se do nosníku vnáěí < je·n na je~o ~onc.íchG Je to obdob­
nýp~edpokladjakou pruto.ePozději věak uká~eme, jak lze do výpočtu zahr­
nout i rovnoměr~é příčné zatí!eni & Budou-li na nosník po..sob1t osaměl~ síly,
'zvol!me v j.ejich pdsobiětích

"uzlové body'· , tj@ myělené dělic1

roviny, kterými nosník rozdělíme

na části zati!ená toliko na kon­
cích. Schéma nosníku je na obr@ 280
Jako dfiye, tak i nyní bude matice
.[ K] transformovat vektor posuvi1
[tl} na vektor vnějěich sil~X~ •

Základni rovnice tX} '" Il<.1 {'U.~
bude mít -- a přihlédnutím k obr @ 28·

-. tvar
a

K11 ! \<11
---- +-._--,
.Ku : K.t.t

I

Jednotlivé submatice K11 I K1~ - K~
Nejprve zvolíme 1)"1.::: 0, V't =Of6

Kil odvodíme nyní p~ímo I}$

Z rovnice (14~1) vyJde

To znamená, ~e jsme nosník na pravém konci vetkli, zatímco na volném levém
ko~ci pdsobí ~síly" Yr \ Mi o 'Podle elementární teorie pru!nosti

y. .e.:~ H (,2-
'\>'1 ::: ;EJ +. 1~J' )

.~ Y" t.,1. Hit
V1 :::: it:..J + 'E'J

'<1 • M,. s uvedeme na (



Je submatice tuhosti

Z rovnic r

+ $ O

t + M1 +.M i '& Q

(14 ~

covou matici Tl ro"vnici· jsme zkrác označili A ~ TranB~

for vektor sil na vektor reakcí~ Za reakce 8

'r1l?ll".. "l':lI" .....,.1I"n konci. nulové

) (147)0

= [A] l 1

Fr otože ,'Sak ze vztahu (14 1) dostaneme :::: O -

srovnánim

.(1409 )

== EoJ~ ..[. - 12

Ň .- 6 e
6 t ]
:2 t? .. (14~1

volíme
u.voln.ime

44.V ....wJ>·lfl,4. .,;.,.. na 1

se

konci a
zna-

I 1 EJ· -12-
(14~-:::

'ť,.



Celkem éiostanemematlci tuhosti pro nosník na obr~ 28 v

12 - 6f - 12 ..... 6 t

( k]
EJ - 6 e 4 i1. 6t 2 t"-

.:::. --
t~ -12 6 t 12 6 t

- 6!. 2 I.,f.. 6 t 4 !'L

N~kdy jevýhodn~ upravit matici K' tak, aby v!echny prvky v ni
tý! fyzikální rozm~r$ Toho dosáhneme, budou-li i vektory sil a po-
euvl1 rozměrově homogenní

Y1 12 -6 -12 -6

Mi/t EJ "- 6 4 6 2
:. A_

Y1 R.,~ . -12 6 12 6

MtI t -6 2 6 4·

Poznámka~ Do matice tuhosti by bylo mo~no zahrnout 1 vliv posouvající
. .

na cleforms·ci no s'nfku , který lze u ětihlých nosníki1 zanedbate Sv~:f'íme-li

výpočet samočinnámu počítači, není dlaha o'mnoho slo~:tt~jě:í,

se jen jednotlivé prvkjr matice, ale da.lě! výpočetzdstává tý!0 Zanedbáni
vlivu posouvající sily neznsmenápak ji! ládnou zvlá~tní

prácBlII l(y se vAak -- pro větě! pf'ehlednoet - sp'okoj:ímes tvarem.

hosti (14 f$13) nebo (14 e14 )., v nich! je vliv posouvajíc:ís:ély .zane~ClDliln0

15 ~ TRANSF<EMACE SOWADNIC P1l1 ROVINNÉM OHYBU'

r

.Pfejdeme-li od lokálních souřadnic' X ',y k' soufadnlcim p;."""'IVV~~~.II>.&.M

X ,.Y ,musíme fíád matice K zv~t§it 'na 6 x 6~ Nyní jsou tot
ka!dém t~i sl o~ky posův~:dva ~kutečná po~uvY' ti, a dhel

nf ~ ~ který rovně! zahrnujeme do vektoru "posuvť'1". Bude

(14 e 14) -

ti i 171 V'1 t 1rt,

O O O O O

O 12 -6 O -12

1K1 EJ O -6 4 O 6
-:. _._-

O O O O Ot

O -12 6 O 1:2

O -6 2 O tS

~L

O

2

O

6

4

~l )



u , ~ se transformuji stejně jako vektory, zatímco
nezm~ní~ Roz~í~ená transformační matice tedy bude

( 1 ~

Zde A =coslf 't-L ::sinlf , .. lf jeúhe1meziosam1)( ,X (srov.
obr & ) fo Ze známé rovnice K ~ TT RT pak roznásobením matic dostaneme

Vi {li t {A, z. Vt "'ll
1 =>12 ,tf 6 -12pJ 12)wf- 6~

-12 12 -6 A, 12if-12 Jv?.. -6 ).,

K
EJ 6 fA- -6 ,.l 4 -6fl 6 A, 2

':llf:;l,o_·__

(15~·3)
- 1 2f'L. 12Af -6 fA 12 fi-1. -12 >Vf 6tt

~f -12 6 -12. A.fl. 1'2 K . 6 .1

6f Á, 2 6p 6 Á 41

16~ STATICKÝCH

y. .~ _ EJ l·
." - t 3

e se zamětíme na určitý nosník, v němž stanovíme posou­
moment pomoc! posuvfi (za posuvy ověem pova~ujeme obec­

koncích nosníku, jak byl.ovysvě~leno vp!edchozi ka­
). Konce nosniku - uzlov~ body - označme(, , j . Snadno se pfa-

Bv~dčíma, že pro "síly" v uzlech y~ M ,e. ,jež Zpt~sobi
'" 1'1,

v uvoln~ném stejná posQuvající síly a ohybové momenty .(a tedy 1
de:ťorma.ce), v· danám nosníku' zabudovaném uvnitt soustavy,

To

f3tran~

e EJ
'i 1- 4,)'.\ t r b""f + 1~. t) .

(14.14) t kterounapí~eme pro daný element
těchto rovnic sepfesv·ědčím'e také tak, ~e na

den a za. zbývs,jíci t~1 zvolíme nulu~ Zvolíme-li
.= . + p,. nosn.íku

...,. 78 -



vetknutého, vpravo kloubov~ podepřeného~ Pro ohybovou· č·á.ru platí d.ife­
renciální rovnice (Á,lI"j I cLx4 :::·0, tedy

á okrajové podmínky

Vyjde

y~ = -- E J V" Hl l O) M~ .:- EJ v-" Lo '). ~
{,; 1 t, ,

znám1ch z elemen~árni teorie pru~noat1t plyne

(16 e 2)

. (16 ~ J)

,.

Tyto výsledky aeshodují s rovnicemi' (16~1 ):~

Nyní dostaneme posouvající sílu v nosníku o<. s uzly ÍJ , i
e'

v~ := Y-L

a ohybový moment

s~ .je napěťová matice· 2 x 4

mu~r;e;mle upravit. té~ do

... -=': 1'.1



Probereme nyní přiklad nosníku prostě pod9p~enáho, zati~eného v bod~ ~

osamělou silou F a dvojici M (nezaměňuj s ohybovým momentem M« \p~­
Babicím uvnit~ n08niku)~ Nosnikje znázorn~n na Qbí'*~ 29@ . V tomto př:lpa<i~

máme:

3

Obr ~ 29

Dále je :: tl': 2...fl , ohybová tuhost je ~on8tantni~ Sestavíme .ce1-
kovou matici tuhosti složením dvou matic typu (14.6), z nichž .první bude
platit pro prvek 1 -- 1m. a druhá pro prvek' 2. - .3 _~ Mfltic.ese překrýva

jí sta na obr1$ 120 Vyjde'

EJ -6 t 4 2,i

-12 6 ť;

-6 e 2 Jl}-

v~

-12

6~

12

6 e

.J,.
-6ť

2 el

6 ť

4 (1

\Y1~1 11'1

2.4 -12 t -24

e a 12 t

~~ .J'~.
12 -12 t

-12 e 16 /L1-

-12 12 l

-12 e 8 ť}"

(16~

3l
4- tf..

o o

~'\Pol .l

o o

~~
-12,t

S ť}'

12 t
16(2-

Vs
-12 .

12·.(

12

12 e

~
-12t

p4i}~

9 t
12 '!{,1-- 3 t

3 l 3

2ť.:L '3l,

27

9 t

·~3

·12 f
4 l'l

o
O'

-24-

-.12 f,

o

o

k

- 80 --



Stojí za povšimnuti, že u těchto'matic již není nulový součet sloupco.
ani ~ádkd. Je to tí.m, že podmínky rovnováhy jsou slož1t~jěí$ Podle (14.6)
lze soudit, !e bude nulový součet lichých prvkd,. p~!slul3ných silám Y
Prooststní prvky platikomplikovan~jěí podmínky; např$! v maticích (16.13)
a (16.4) je nulový součet lOl. -násobku prvku prvního s prvky na druhém

,s čtvrtém míst~(ť«. .. Lel, "popř. ť G- ). Ostatní vlastnosti matice tuhosti
zdstávajínezměB~ny (kladná prvky na hlavní d1agonále.,soum~rnost)o

Mat1ce(16.15) je, singulární. Matici ,<~«., z ní dostaneme'vyrtecháním
prvního a pátého,sloupce a prvního a pátého f'ádku (nebot Vi :: 0,

V~ ::~) ~ B~de tedy

~tri

8 .(1.-

12 l

4 ;..1.-

O

"1
12 fl

27

9 ť

-3't

~~

4 et

9t·

12 et ,

2 Z'-

~.
3

O

-3 t
2 t~

4ťl-

(16_16)

(16.17)

E,J
=- 2.e l

Yt. ~- F
, M~~,M
........... ~ .... -

M'1,-a O

M;, '& O .

Proto!evn~jěí síly pO-S,obi' jen vb,od~ 2 J ~eak~piine matici (16.16·) tak,
'a'by první dva sloupce (a tedy i první dvaf'ádky) odpov~daly deformacím

VL " .~t..' @: Bude pak pla.tit

~1 ~1 " ~i ' ~3
I

2..1 ,<;) e, II~e,- :3e
'9-e, 1~e~I, 4t1 '1t 2

--...; - -- ~ ......;-f. -..-- - -;.,;",. ._-

1'1.t4 e~ I U2. . {)
'-3t .tt'll O ' If et.

I

Toto pfbeskttpení 8roz,d~lení,na submatice by' ne~yloni,Jak vi~odn4,kdYJ

bychomvýpo~et d~lali nS,samočinnem poč,ítač1; . tu ,by byi,o ,molno invertovat
pl'ímo,mat1ci tul10,sti (16@1~feHl,":ruěním"·vfpoětuje vAak 14pe, ,mdleme-li

inverzi matic vy!ěíchf'ádl~ vyhnout. Soustava (16 fó17) s,ero.PIldá na 'dva ,
rQ".nic,e

(16 ~19,)
j

4 Q.2.1.f.vqď [, g, fl}·
t eg.j t LJ+ O

.~I~i~~(F~'t .. ~~llt~~} +[1~~1~:itl{~:~) .I

~~1] {~:}}



Z r ov'ni ce ( ~ 19)
I '

~'/

(161920)

a dosadíme do, (16~18); po úpravě vyjde

Tak se podařilo najit ř-eěení pomocí .inverzi dvou matic ,2 x2 místo
inverze jedné matice, 4 x 4~ Výpočet byl usnadn~n tím, že Mi :: 0,

\'1:; ::: o~ Z rovnic (16g;21) a (16~20) n~ni' plynou věechny neznámá posuvy

it FeJJ 1 Me't
11i. -= - - -

~ , EJ
~ EJ
5 .+ Me

:.

t:Jl3 EJ 6
(16022J

-J''L
2- +

1 Me
~

9 ~,e.'J EJ

{f' Lt 1 Me- ~ - EJ~ 'ó

e celkové délky no s'niku , který jsme pro výpo~etna-

(dv~ma nosníky). Z rovnice' (16.9)vyjds' posouvaj:Ccísí-
s v jednotlivých prvcích;,nap~"~

VCl. - V
1

-'J. -: EJ l1~3'\Y1 - .~ 111 ~ 1~:!>' '\1'1 - i1. JL) ~
1. f M

-= -- 3 T J (16023)

Lze se snad·no p~eBv~dčit přímým výpočte:(n (meto~ou myDleného fezu), I'.,

tyto výsledky jsou správné @

Nás zleva i

[ S Q. -1

~f
1

,.lt°eJ .
~e,'l

,O 4- O



vrátime 1{

na submatice

no

tuhosti

se r sila
\í~ v jistém uzlut<

F (16~

z rovnice (16 1)

(16

se do

\/
\ 2,(,,,, 27)

í sila F rozdělí mezi obě části

2. ť toh.o -L ::: J ::: 3~
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O ·0 O ~tt
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O -12 -6 V'4

8 6 2 ~,+e

6 12 6 VS"

2 6 4 ~~t

o O

O O

O

2 O

o -12

8 6

6 24

2 O

O -12

O -6

..1de o 'označení myělených j\'ezť!t,

cích skutečnou souvislost nosníku o dálce
~e ~ Jsou to "uzly" spojující jednotli­

vé prvky,je.~ jsme zvolili jako základní

strukturu pro dal_i výpoěet.Superpozicí

matic (14~7), psaných pro jednotlivé prv-
dostaneme celkovou matici tuhosti

desátého řádu., Sestaveni Matic pro prvky

a: 1- ~ ,~: 2- 3 ,& $ ., ci"!! 'f -S'

je naznačeno na obr. 310 P~ekrývajici se
části poli jednotlivých aub~atic jsou ěra­

fovány; na nich se pfisluAné prvky s~íta-

jí i2> Výsledkem je základrtí" tvaru

a

Ob:r@ 31

"(1 "" 12 -6 ~12 -6 O

M1/e -6 4 6 2 O

Yl -12 6 24 O -12

H1../t -6 2 ,O 8 6

''(1 EJ O O -12 6 24
:.::- --

ť\3J ť. l:; O O 2 O

Yt.t O O O O -12.

Mttle O O O O -6

Ys O O O O O

Mrl e O O O O O

i zet souměrné,

:: V "'::
~

~1 ~ ,'~
-:~-1J.r 111, - tf ,

3)
+11!.$ t) ,

t) ,

- b ,,~ e)"
-t. !L ~t ť,) J

-6

t - 11

rovnice

+

r4 t t' G

t G"'1 e +

ť T 8 ť ~

( ~ 1)

EJ !

:: ,(..l L
Miy=
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'~ _- Ml , nemusíme zbývající rovnice psát. Nyní

~ ) ~ První dvě r ovnlce se nezmění, zatímco dalěí

Proto!e -=

(17 ~ 2) do

M
~ O .

t ~ e +14 \rl -- 12 1rj ) "

-I- 2. e +- ,q 1J'1.. t -I- ~ '\)"'3) I

, +- 11. J'1 ť + 14 \)-'3) , ,(17~4)

Pak takto:

12 -6 -'12 -6 O V*1

.....6 4 6 2 O ""ft
-12 6 24 O 2 \::t

.. (17@5 )

~6 2 O 8 6,

O O -24 12 24 U'j

v r i (17.5) je pátého·tádu, zatímco'pdvodní ~atice

v rovnici .1) byla desátého fádu~ Za ttito vihodu, ~terou ,jsme
,ztrácíme věak výhody jinéě Matice tuhosti takto

souměrná s' součet lichých prvkd (pfiř'azených silám Y )
@ Ztrácí se tak možnost ánadné a rychlé kontroly@Mimoto po­

sO'Uměrnými maticemi jsou méně náročné ne~B obecnými mati­

,nikdy ned~lám.e t ~·e~í-li se úloha na poČíta.čidll Nic
".A~\',jf,llJ"'-'I.~, zVět§~la 'by se pravděpodobnost, že se p~i

toliko v u~lových bodech, je,

i pro prvky apojit~ zati!en~,

osam~~Ymi silami soust~ed~nýmf do uzlových
pott\ebujem'e' ,it~rium,podle n~ho!, čby~hom rozd~-

uzlových bodli~. Jist~ nás ne jpr"enap'adn~, !e ·vh.o'd­

ieká ekvivalence,: spojité ~atí~enina.hradi-

ivalentni<?h, a 11 (a a ilových dvojic)"

bodech@ Zpó.sob zttejmýz obr~ 32" Zde jsme

rovnoměrně nosnik rozdělený na čtyi'i prvky/)
J není taková i~alentni soustavou



nejvhodněj§í")Řašaní věaklimituje k správným výsledkO.m pro

zatiženi, zv~těujema-li,počet prvkti (zjemňujeme--li děleni nosniku)~

Obr. 32

Abychom Se přesvědčili o pfesnoativýpočtu, jaké dosáhneme popsano~

ibl1žnou náhradou, uděláme celý výpočet a~ do konce II Matici tuhosti ji!

, je to (17~5)e Protože ~1 = 0, vynecháme první sloupec i ~ádek.

Po inverzi dostaneme

24 -18 6 ...,.12 'M Je1

-18 16 o II Y1.
ťla·~l )

12 -12 o -.9 M:./l

-24 22 o '16 YJ

Pftitom podle obr~ 32

1"\ -= 5(t
1 . B

Dosazením (18.2) do (18 •.1) ~yjde·

~ Zatížení q! každého prvku rozdělíme na polovi~y ql~2 ~~sobící ve v~dálenostech l/4 od ~onců prv~u. :y pak
rovnoběžně posunenle o délku 1/4 do těchto kODcu a připoJ trne tomu přls1ušné momenty ql/8. Ve vnJtřnlch

uzlech se tyto 1110111enty ruší Osou navzájem opačně orientované), v podpěrách zůstávají (obr. 32).



__ 3ta ~_
- 1G EJ~-

~'- "\ 15

41 ~ ::­
EJ

36S 61S
3

'i: L3

156 EJ

__ 5,115 '~
Z,g4 EJ

~
EJ

14 j

pr o spojitá zati!eni pf-esná' hodnoty

10, G6 G:t-q Ci- L3

~S6 EJ

-- při nosníku rozd~len~m na čtyř.i prvky podle obr .. 32 ­
prt1hyb ,s chybou 2, 5 %$ To je velmi malá chyba, uvá- ~

,hrubé dělení jsme použili ~ V kapitole 20 se k této prpblemat1­

je§tě vrátime0 DOkážeme, že staticky ekvivalentní náhrada spojitého za­
silami a dvojicemi sil není ekvivslentní elásticky'e Po!a­

ekvtv'slence vyhovíme~ ,nahradíme-li moment l:it'L/& na 'kon-o
cích nosníku momentem q, et /1i. $ Taková náhrada věak zase není ekvivalentní

stat

~ámovákon8trukcejsou.zati~eny ,nejen ohybem, ~~e obecn§ i ta-
'O.P...L.~".u..Vlll4ll. 'St pop~ ~ ,krutem~3[/'Prozatim,jsme s'e nezabtvali prvky s takto

namáháním' (to ponecháváme pr o nškterÝ dal'ěíc.h seminái\t\').

teorii nosnik't1 pro p~ípa'dy rovinných rámových konstrukcí,
, jsou~li dostatečně !tthlé$ Toznamen~, !e zanedb!!~e

(i :() síly na deformace nosníko.,z nich!, se r~""

akládá~Zde vlj'sk budeme ~ekvapen1, lé to nepdjd.e vJdyblsdsl-'
výpočtu~ Vzpomeneme-li, jakjsm~'řel!l! rámové konstrukce

bude tato zkulenost pro náe nová. JiJf/Uk'leme tq na
~olIIl>."Il»_""~'''I.&. 'll"lt'!l"!IMJ<~t'ť.s.'l&ťu'':1''M_&~~'lI# r obr. 33 $

:1

metodi.~



Prso :nosnik ~ (l;:t ~

'\l1 ~~ ~~t
12 -6 -12 -6

,I(: EJ --6 4 6 2

113 (19@1)

II
1-"1

-12 6 12 6

--5 2 6 4

3

Obr 19 33

Pro nosník 2. - :b z rovnice (15.) pro A. =: O~ F
necháním sloupcft a ~ádk~ příslušných nulovým posuvdm VL a

(s vy­
)

{LL {fte ·u.,s ,J.\ e
12 ~6 --12 -6

\< --6 4 -6 2
~ (19$2)1-3

=-12 6 12 -6

-6 2 -6 O

Z matic (19ťJ l) a (19~2) sestav.ft matici celkovou

1.r1 ~ie Ut V't,. ~te; - {A;J {J; "'se
o o o o o o o o o
o 12 -6 o --12 -6 o o o
o .-;6 4 o 6 2 o o o

tJ o o o 12 o -6 -12 o -6

K ::~ o -12. 6 o 12 6 o o o . (19.)

o -6 2 -6 6 8 6 o 2

o o o ~12 o 6 12 o -6

o o o o o o o o o

L o o o -6 o 2 -6 o o

Nyni pf'edepiěeme okrajová podmínky

Z matice tuhosti K tedy vynecháme poslední ,tt-i .. sloupce a posledn~ .t:f!

~ádkya dostaneme

- 88 ~



~ o o o o o o

'{4 o 12 -6 O -12 -6

Mt/e ÉJ O -6 4 O 6 2
-;:::- (1ge5)

XL e~ O O O 12 O -6

Yi- O -12 6 O 12 6 J\J't..

Mt/t O -6 2 -6 6 8 "'1~

Podle dosavadních zku~eností bychom očekával~J !ezmeněená "matice tu­
hosti v rovnici (19~5) už nebude singulární a !e budeme moclurčit neznám~

posuvy po inverzi této ma.tice ~S pf'ekvapen!m, věak zjistíme, !e determina,nt
matice v rovnici (19~5) je nulový, zmeně,ená matice tuhosti je stále' jeěti

~1ngulárni a dalA! výpočet je tedy nemo~ný~ *1 , Přitom na 'první ·pohled ne­

jde o žádný výjimečný p~ípade ,Kde je tedy ptičlna1

Je t~ebs aiuvědomit .ýznam nul v prvnim ~ádku 8 sloupci matice tUh08t1~

Vznikly z nul v ma'tict tuhosti (15,01). Nepředpokládali jsme toti~' molnost
p~enosuosové aílyprutem -1 ... 2 $ Proto' jsme ~utu: 1 -' 2. pf'isoudili
nulovou osovou tuhost, oo~ se :p.yní vymstilo. Posuv Uf mť1že být nyní
z:fejmějakýkoliavektor sil na levé ,straně (19.5) se nezměn1,éo~ není fyz1­
k'lně možné~ Ná§ výpočtový model nezobrazuje proto $právnĚSfy~ikální skutea~\

nosté Mt1~eme to je~t<l napr·avlt, předepiAeme-li aamoz~ejmou rovnost M-f··::~;L.

Potom místo (19*5) - l1ynechánim prvního 'sloupce a. ~ádku 'JEli/ - vyjde

Yi 12 -6 O -12 -6 "'1
M,/t -6 4 O 6 2 ~1 t

Xl E:1
4.A,1-'<. O O 12 O -6 (19o~)2,!>

-12 6 O 12 6 ~1

Mll! -6 2 -6 6 8 "tt

Výpočtem se 'iza p~esvědčit, ~e matice v rovn1ci·(19.6) Je jeAtl!' stále

~ ~o proto, že jsme dosu.d ·neuva!ovali, ~e ani prut ~ - ~ není

mC.l1.0[)8n pfenáěet osovou sílu lil Pomoci jE) zde opiit p~edepsáni podmínky

'" 'V':; (a tady 1J''}. '" 0)'. Tím za~áni1Ile ff zhrouceni "prutu 2 - 3
á by nastalo v dl1s1edku pÍ'edpoklá~~J:aná,nulovti ,osové "tu'hosti1$ Vynecháme

jei.t~ čtvrtý :ftádek a č.tvrtý·slou.pec a dostaneme

Yl/ ,
~'dku (nebo slo~pc!) determ.inantu jen nuly, je tento

nulový@ Opačná věita 'ovi§EunneplQti~ ,

8amoz~ejm~ platí, X1 : 0$ Tento výsledek i (19.6)
!'e matici 6 Je 6 v' (1~.5)· rozdAlime na sub-

:;t. x 1 t 1 5, 5 xl, ; Je 5 a vpaisobíme.o
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Uvedené nesnáze vznikly tím, že jsme neuvažovali žádnou osovou tuhost
1vých prvkO.$ Domnívali' jsme se, že to není t~eba, chceme-li zanedbat

vliv sil na d.eformaci konstrukce. Zatimvěak jsme vlastně pf-idel1,

prvku (-nosníku) jeden stupeň volnosti, a to smrětěnínebo prodloule~

v osovém směru@ Tím se stala matice tuhosti i po pfedepsání okrajových

podmínek ,singulární a bylo třeba předepsat jeAtě dalěí p,?dminky, vyjadf-ujíc!
neprodl,ou~itelnostnosníků$ Věem těmto nesnázím se lz'S vyhnout, zahrneme-li

do výpočtu též osovou tuhost~ V tom pfipadě nabývá ~atice tuhosti (15.1)

U" 1)"" 1J~1 "'U.,2. , 1)-'2- J'a.
ES O O

ES O O
e. --r

11E.J GEJ O
1iEJ ~EJ

Q tl - (,1 '-. t 3 -v-
~E.J 4EJ O GEJ ?oE:1

O .- l"- -e- tl ·t·
.::

ES O O
ES

O O (19014)
e. e

11EJ ~E.J O 11EJ' ~EJ

O -V ·t1. t> {T

O GEJ iEJ O ~EJ 4EJ
--V- T <.t T

ematice (15.3) nabývá tvaru(19.15)~ S značivtěeh.to maticích- prdfez

noaníku&

Nechceme-li, aby výsledek byl ov11vn~n osovou tUhostí (to md-!e být,
chceme-ll fe!eni porovnat s jinou metodou, která osovou tuhost neuvaluje,
nebo chceme~11 zjietityelikost tohoto v11vu) , dosádime ·domatice(19 é14),
pop~. (19415) za pr~ez S nějaképf'ehnan~ veliké Číslo.1J 3!l./ Vidíme, 18
dosazením nul- _do prvního fádku II slou·pee matice (19.14) .J_sms- volili práv~

opa~ný postup!

"\t těchto úvahách s zobecněním bychom mohli pokračovat. Bylo-by mo~n4

(a pomElrně snadné) n8pf\~ p~ajít k prostorovému o-hybu ~ombi-novanému e 'krutem,
k slo~it~jě:ťm konstrukčním prvkdm ap~Tyto úVahyv13ak.odlo~ímea!na n~kte­

rý z 'p~íětich seminář~$~Risto tono p:f'ipojimeJe~t~..n~kterE1 úlohy k prooviče­

ní lá:tky~ Úlohy jsou.úmysln~ 'jednóé1uchE!,abyk feAení neby~o_ ti'eba ulít po~

čítaě ~ Proto se snad ml1~e zdát, !e f-eěeni j-e . proti klasickým metodám.zdlouhavtt~

Počitáme~llna eamočinnémpočitač nemdleme-dosadit -$~. 00 (I Místo toho

.S libovolná číslo,' avl\ak: tak veliká, -aby. je~o.p~evr.ácená.

dbatelná sr8 pfeevrácEl)njmi hodnot.q! clsts:tních
~ 1;) ~
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Zdlouhavost je vAak vyvá~ena~~těimmnožstvim 1nformscí,které z'výpočtu

vyplynou II ptehledné formě~ Kromě toho je ti\eba mít neustále na ztetel1, !e
maticové metody jsou jedinečné a nenahraditel~é teprve u rozsáhlých úloh
~e~ených,s po'užl tím samočinných počítačO. Maticová forma zápisu je velmi
vhodná pro programování takových úloh. Zdlouhavost f'eěení je pak pi\ekonána
velkou rychlostí početních, operací na počítači41

. ,Účelem tohoto eemináte bylo pf-edevěim obeznámení se základnim~ pr inci­
py metody, která umož~uje řeěit s použitím st~jného'zpOsóbb,nejrozmanitěj!~

úlohY4 Základním problámem"je přitom sestavit celkovou matici tuhosti, kte­
rou slo~íme ze. submatic platných pro jednotlivé prvky $ Skládání probíhá ja.­

ko hra sestavebntcí. Uvedené submatice zaseziskáme transformaci matic .
pf'evzatých z katalogu, kde jsou zapsány ve tvaru zvláět výhodném, vztaženám
k l.1čelně volené "lokální" SouBtav~ souřadnic0

V n~kter ém z přiě tích selIlinářl~ také ukážeme, jak lze t~to metádu -po­

ulit prosloiitějěíprvkykonstrukcí a jak souvisí 8 tzv~ metodou konečn!ob.

prvkt\, jež eeod ěedes,átých lět velmi rozěíf'ila a 'pou!ivá sš nyní v nejrl1z­

n~jěichodv'ětvíchmechaniky kontinus*

Obr tl 34

Úloha ],9 ft Nosník 1 ..... 2. -.3 je

v bod~ 1 ulo~en na pru~in~skon­

stantou ~l N m-1 1 (obr;) 34) &

U1"četed-eformsce nosníku v bodech
1 a 2 ~

thoh~ľ 4 O'~ :rf'osnik na obou koncích ve­

tknutýauprostfed podepřený je zatf­

!en ,dvěma "ste,jnými silami podle obr~

35 $ Určete pr~1hyb a sklon', II pdsobiě,-

ti první síly~

1 1 I

Obr ia 35

l

5

thoha.. 41~ Vypočt~te posuvy a úhel
otočeni u,zlu ~ v rá'movékonstrukci

na obr ~ 36 s, vfl'echny složky raakc i @

Délka nosnikii1 ,-- 'L 1 ' - 3
jedvojnás'obná (12) proti nosníkllm
1'-"5",1 - 1+ l',,) 0,Ohybovátu­

host, -EJste jná & Spojení nosníkó
'v' :1, je tuhé@

5 Obr,@36
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Úloha 42~ Najděte

níku uloženého podle obr ~

tuhost jekcnstantní@

i
.: F
I

11

1 l

3
./

Obre37

Ólaha 43$ Najděte reakce II nos­
níku uloženého na 1 podporách

obre

M
~~~~~~iIlllIIIIIIIlIl5, ..

I
#'

Obr @ )8

Dva

jeny kloubem v bodě 2. s'

!eny silou = -. F (obr ~ ) ~
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zatížení ~ Vezvláětnich případs'ch věak vystačíme se soustavou osamělých

s v 'Uzlech~ Takový pfípad nastává, nemění-lise teplota po
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dlouž-ení

po i
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pr 1zmat1ck~ho iženého vlastni , že' jeho pro-

vlastní váhu z'snedbali a místo toho

silu rovnajicise polovině tíhy celého
v obou těchto pfipadech pfesně stejný,

ovinou s spojitě rozdělené, B tedy B ni

q

I1

četa deformace a reakce
třech

tuhostobr 44.,

ní

Obr ~ 44

V tomto učebním určeném především začátečnikiim, jsme se sna!ill
navázat na známé a tradiční způsoby výpočttl z oboru pružnosti a pev-

nosti~ jsme éa pr fl radikálním změnám v označováni velič

omezili. Se na obor reálné proměnné a vynechali jsme některé důkazy ma-
v~t 0 Z maticové algebry jsme probrali jen tolik, kolik jsme po-

t~ebovali k dalěím ím0 Omlouváme se proto náročnějším čtenářdm,

ff snad na li teratur j iž seznam

tento text reprodukován, a ke
zcela vyloučeno, že v textu

a to es·veškerou snahu autora
nedostatky

názoru, týkajícího Be
zkušenosti budou k
Pořadatelé Ba ana~í, aby semináfe
·S to ne těm, ktef-i mohou

se a pot~ebuji seznámit pr
II B věiěím porozuměnim

nám čtenář

~ ale i

sledovat odbornou liter
met-odách~
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id.á

cos tf
in tf
O

pro součin matic nepls­
obraz vektoru a pak

vektor ne po-
~ Záměna těchto operací

aoučinll dvou matic @

sin lf O

cos 'fl O :& ' lA\ :: l~

O 1

8® J~ možno odvozením
tsk w že darlou mat:tci s

zní matice' s ltim doplňkd, nebo
inverzní maticí vynásobíme~

ěachovni­

B01Llml'~rTll@ matice'
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1>1X 1 + A?-l Xt. O
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inverzi. (neni to čtvercová matice) e Z první rovnice
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-1 2 -1

-5 -2 3

-2 O 2
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Cb) '.'B11. A'1..1 ::! - ~11 A1'1. I,

B"1. ::: - B11 A11 A1.~
1

.

(První z těchto rovnic jsme násobili inverzní m·aticí zprava. ni'kol i

zleva) $ Dosazením do první z rovnic (s)

'B1'1 A'1 - B11 A12. A~i A11 = 'r'
B,," .,., (A l1 - Ai? A'L?." A'ut" . (c)

Vyloučíme-li obdobně z první rovnice (b) submatici 811 ,vyjde

první z r ovn1c ( a)

(d)

Rovnici (d) mo.žeme získat také dosazenim (e) do (b).; v tom pf'í-.

padě - ee zf'etelem k (3.53) a (3.5'4) -

'B1'2. '" -(AH - A12. A~i A '1.1 )-1 A12.A'Lt" -

.. I (A t1 A1;")l-A11 + A1'J.Aíi A1.1)1"1-

.. (":A tt At~" A11 + A'L1A;,," Au.. A;i AZ.1 y1::

Z tf-etí a čtvrté rovnice (8) vyjde obdobn~

'B1t '" (-A1.1 A11
1

Ai1 ;- Au Y" )

l f\ -1 ')' 1
B2..i = "'11 - A11 A 11 ALt - ..

(e)

(f)

\{ t o.vnicích (c) až (f) se vyskytují. inverze matic, ne.j,výěe druhého.

t-ádu. Po·stupnými výpočty vyjde
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-1] '-1
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. 2..1 -

1
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lf cos tf
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J2ll1o Úhel tf =: 180 0, A. =: - 1, fU- :: o. Transform·ačni matice je tedy

záporni vz~tou jednotkovou matici fádu 6 x 60 Platí

Matice tuhosti se nezm~ní~

33. K matici (Ilo» je nutno přičíst

1,(.1 1)'1 Uli-

l 1 -1

K1- lt

~ 1 1 -1-= 2(2 -1 -l- l

-1 -1 1

V"'~

~l

-1

1

1

Výsledek je dán maticí

o

Vit

-12
~f2

4+(2

ti...

~f2

"- (2.-4o

o

o

-4

. ·U
L'V-'1

\f2
4+(2

"i. 'Uj

O I o
. O I O

I

-4 O 4 + f2' - f2 : - f2 \f2 O O

O O -. f2 4 + '12 1 .W -f2 o -4--------: ----.---~._~+ ---- -- -- -_._-------_.-
O O - 'f2 \12: 4 +(2 -(2 , O

. O -4 f2 - f2 · ,. - f2 '4 +i}2 -4 o,
o I -4 o 4. +(2

-4 I o O f;2

tli

4 +{2,

'f2

-[2

-f2

34. Rozd?!lení ns'submatice odpovídá vztahu (13.22). Pro vektor pOBUVo. lÚOll
dostaneme. podle (8 ~ 24 a~ .

.us 4 +f2 -(2 O -1 X!
iY~ 4 -~ 4 + O O '(3

:::::.-

fl Xtt\t4 fL -4 O 4 +'12
\i'~ O O .f2 4 +(2. '<'i

2(5 + 3(2) 2(1 + ý2) '9 + 4 -(1 + 2(2) X3

2(1 + (2) 2(1 + 2 1. + 2{2 -1 Y:,
=

9 + 4- 1 + 2 2(5+ 3 ) -2( 1 +~)

-(1 + 2 2) "-I 1 + + 2 )



'(ff :: Ol\' Vy jde

1

3 + 4(2

9 + 4 f2
.1+2(2

2( 5 + 3 f2)
-2(1 +[2)

Reakce vyjdou podle (8$25 s)

Xi O 2 - 2'12
'li K K-i O F

3 4'(2...... ::::::: - -
Xi...

f!Jot «0«.
F 3 + 4{2 2(2- 1 -

\f1 Q 3 +. 4'12

Tyto reakce splňuji podmi.nky rovnováhy '.~ =: - Yt ,Xi +'X L ':: f
Nyní určíme síly v prutéch~ Např 4& pro. 'prut 2. - 3 platí, že

1 . 4...\, =-2:"ff ' f =Tf1 ,délka prutu = ť'f2. Vyjde

Pft_~ ~ ~ (~ ~f1.2. 1~Ul1 --Ut: l ll; - 4~IT f .
<; ... '4 'J.;t. . 1'V-3 - -\ť1. J ·3+ 4fi .

),5 ~ Celková matice tuhosti je čtrnácteho tádue K výpočtu poauvo. 8 sil
11 prutech však potřebujeme jenzmeněenoumatici K«.«. ,která je

druhého ~ádu@ N8pí~eme proto' tuto zmeněenou'matťci přímo,g,

Bude platit vztah

Podle (9@16)

1- -:::
~11

Pf-Horo. /ki.!Á.i ... ~ t{'t = - «(;' . - 1), jak.' j,ezf-eJmé z 'Ob:. 21, označí'"
me-li znakem tfi úhel t -iého prutu,.. spojujícího kloub -v + 1 !lil klou-

beml, s v.odorovnou osou; ~ :: 1·, 2,o~@, 6.~
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dílčí matice složíme ve ladnou matici, která jeosmnéctáho
f'du. ji rozdělit na Bubmatice ~ádu ( se snáze ve-

JlS ) i:

, "'r
(vzhledem k souměrnosti matice' K ) ~ Pro úsporu

místa zde uved~me pro submatici 11

1.>'3
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\ 9 R. \:-1
2 ('!J .

1

{'J + 9

1

~ + 9

Odtud

=
EJ
ť

( - 27
(lJ ~ 9

:: 12 (!J + 81 E:J
,{tJ +9 t

(lJ + 9 Me
= 12.[1 +81 Di

Mtl.
:: ------

( 4 , t:> + 27) EJ

Lze-li zanedbat vliv osová tuhosti, je.~.~ 00· , tak~e

{.(,1 = O',
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