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PREDMLUV A ¢

Tanto ullebnil tewt Jje urlen t&m, kdo se chtéji sezndmit s maticovymi
metodeml Fefeni Ulch ze statiky pruinych 3austav§ Predpoklddd se znaloat
géklédn nauky ¢ prufnosti a pevnosti. Prvni{ kapitolj obsahuji strulny dvod
do maticové algebry & opakovéni ndkterych pbznatk& %z nauky o prufnosti a
pevnosti. V daldfim textu se ﬁrobiré aplikacevdeformaéni metody u prutovyech
& rémovych konstrukei. Vyklad se omezuje pfevdind na rovinné pFfipady kon-
strukei & jednoduchymi konstrukénimi prvky. Prostorové konstrukce Jsou Pe-~
Beny ojedindle. Autor Je pPfesvé&dlen, Ze metodu si lsze snéze o8voJit na
jedneduchyeh dlohdeh, v nichf mi%eme bez velkych obtii{ kontrolovat sprév-
nost Feden{ poufitim Jinych zndmych metod. Vyhoda maticové metody se.ovéem
plng uplatnf{ teprve pii Feleni rozséhlejéich dloh 8 poufitim po&itald.
Témmg kdo zvlddl aplikaci metody né Jjednoduchych dlohéch, nelini takové
roz8ifeni vypodth Z4dné obti%e. Vypolet slofit&jl8ich, pop¥ipadé i dynamicky
m&m&h&mﬁch konstrukel a aplikace silové metody ss plénujf pro pozdéjéi 8@~
mindrni cykly Domu techniky CVTS Praha.

¥¥klad je podrobny, vhodny pro samoatatné studium, a Jje doplnén .
46 ﬁl@h&mi k nim¥ jsou v dodatku pfipojeny kontroln{ vysledky nebo i
#plnd %@ésni NepPedpoklddajl se ﬁédné pﬁedbéiné znalosti maticového
potu.

Prof.Ing. Cyril Hoschl
Ing. Vliedim{r Véclavik
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1. TRANSFORMACE VEKTORU

Pofdtex matematiky thvi v pravidlech o zachézeni s pPiroszengymi &{sly.

Malé d&tl se pomérnd snadno naull politat predméty, pozd&ji je 1 sd{itajf

& odéftajfi. Abstrakci dospivaj{ k pojmu &isls a k pojuu podetni operace.
Mnohondsobné selitdni téhoZ &isla se pak nahradi{ dlmyslngj8im ndeobenim,
odtud se prejde k dsleni, k umocnovédni a odmocnovéni. Uplnou revoluci v ma~
tematice zplsobilo savedeni obecnych znekd pro &isla, tj. vznik algebry.

Po jednou se Ji¥ nezajimdme o Jednotlivéd &isla, ale o pPedpis, co s nimi mé-
me dslat, a tento pfedpis platf, af si pod denym znakem myslime Jakékoli
&f{slo. Méme-11i napP. rovanlcl

2xy + JIxy =0, (1.1}

vime, %o si mbZeme me Xy zvolit Llibovolné &fsleo, to pak ndesobit dvéms

a pridist k ndmu troJjndsobek daldfho &i{sla Xy a zjistit, rovné-li se
tento souCet nule. Algebra nds ulfl, Ze libovoln& lze volit Jen Jjadno z obou
éisel, zatimco druhé je touto volbou Jji¥ wléeno, mé-1i e soulet skutedns
rovnat nule. Dokonce jsme schopni z pPedpisu (L.1) odvodit predpis pro vi-
podat Xy ; zvolfme-li libovoln& X4

X, =~ 2;« Q (1.2)

Dospivéme tak k pojmu funkce, dené obecn¥ predpisenm

{1"3}

Xp = £ (xy) .
Funkee (1.2) Je velmi Jednoduchéd. PFikladem jimég 8lofitéjgl funkce,
miife byt tPeba X4 ® N X, . Dilezité Jje, Ze volbou Xy Je Xy Jedno~

gnadnd uwéeno. Mifeme také Plci, 1 kdy% to neni obvyklé, e &felec X, Js
operdtorem § trensformovédno do &fsla Xy . Cisle sl pPitom miZeme zné-
zornit na pfimce - #f{selné ose - pomoci ndjekdé stupnice (nejlépe rovnomdrné).
Dvojici #fsel (X4, X;) 1lze znézornit bodem v rovind, v ni% jeme zavedli
vhodné soulfadnice. VBschny dvejice (xﬂ,xm) , které vybavuji rovalel (1.3},
vyplnuji v rovind kFivku, kterd je grafem funkce f{ x@ , Bodem v roving
1ze v8ak zndzornit kefdou dvojici &fsel ( X, , X, ), i1 kdy% nevyhovuje
vztahu (1.3). Ve zvlddtnim pripadé miZe rovnici (1.3) vyhovovat Jedind dvo-
jiﬁe r@élnych &i{sel. Nap# . rovnici Xy = =¥t vyhovuj@ Jedin& dvojice X«=0
'Xy» 0 . Grafem tekové funkce je pak izolovany bod.

Zvolmes v rovindg @r&vedhlé soufadnice a oznalme osu Usedek Elslem 4
osu poPednic &islem 2 ; tato ¥{sla souhlaes{ e indexy pr{isludnych promén-
nych, kterd budeme v rovind zndzornovat. Spojenim poldtku (Qiﬁ} & bodem
(x4, %,) vznikéd vektor X (@br& 1), Jehoi aldzky Jjsou %ﬁgxiﬂ *

¥

x/ Ha obr. 1  Jsou soufadnice zmnaleny &isly. P&k xftyd,zﬁ jeou Jdeselky,

Xy Yoy Zg pofadnice koncovich boﬁﬁ vekterﬁ x, y Lz
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Wifeme tedy pedt

oo lx, k. (1.4)

. .
{X%xg} Vektor v rovin¥ je tedy dén dvojici

. redlndch €isel, a neopak, keidd dvojice
X = {ﬁ%ggg} redlnych Eisel predstavuje vektor.
Pojem funkce &fsla miZeme nyni
= f zobecnit 1 pro vektory. K tomu Je nutné
{@;@} AL pfedepsat zplisob (opersci), jakym jedno-
el e znatnd priradime vektor ? ke ksZdému
JE gyggyg} (1ibovolnému) vektoru XK . Tekoveun ope-
rac{ mi%e byt neph. mﬂgaélsﬁzi k ose 1 .
V tom g}ﬁipadﬁ bude vektor Y soundrny
Obr. 1 k vektoru X podle osy 1 . Ozne¥ime-
. 11 X< {xaa), ¥ o= Ly vl , bude pred-
pis této opsrece Y * j X} , rovspifeme-~1i jej do glofek, dédn tdmito romei.
cemis

i
r 4
a‘gﬁ\

¥io= Xy
1.8
yi 2w E{Q” .

wolfs e 4
Jinou operscl je otofeni vektoru X  do polohy Z « izm%} o dhel &
ey e
Snadno se pPfesvddiime, Ze operace Z =» %(x} Je vyjddfena slofkovymi rovnicemi
Ty ow Ky Llosol ~ Xy b
1T R ReEs T G sne, (1.6)
Za = X, dnol + Xy Cosol,

Cperace (1.9) a {(1.6) jsouw piikladem ne jjednodudsich linsdrnich trens-
formaci v rovingd, pro nd% obecné plat{ vaztahy ‘

Vi = Qg Xy + Qg Xy (L.7)

Yo ® Qg ®e + GgyXy

Zde Oy Ly, Gyg ; Gy jeou konstanty. Z hledisks slgebry zna¥i (1.7)
soustavu linedrnich rovnic. Je-1i X;, Xy dédno, mdZeme Y;, Y, vypolitat.
Mizeme vdak také naopak urdit X;, Xy , je-1i déno V,, Y, - (pokud je prifs-
zeni vektord jJjednoznainé vzdjemnd).

Tyto dvahy miZeme zobscnit pro vétd{ polet promémmych. %«k Y tﬁ_ira‘zmérw
ném prostoru s pravouhlymi osemi 1 , 2 , 3 mé vektor X = %;xg,xz,xs}
souradnice Xi; ¥y Xs . Soufadnice transformoveného vektoru oznalime
Yii) Y2, Y, - Budeme napf. mit '
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Yo = QuXq+ Qu Xy + Q3 X,

Yo = Qg Xq + Qu Xy + Qo X, (1.8)

Yo * Gm Xg * QapXy + Qg X5 -

VBechny t#i rovnice (1.8) by bylo moino napsat najednou, kdybychom
u#ili symbol L pro setiténi. Bylo by

vy = I a =123 . brid

=12, WXy

V polovin& minulého stolet{ vdak Cayley navrhl je8t® jednodud{ zpisob
gzdpisu soustavy rovnic (1.8), a to

. .
Y4 Qu Qi Qg X4
(1.10)
Ya. = |ay Gn Qu X2
\ Y3 Oy Qyy Qs X3

Tuto rovnici pak zjednodusdil na tvar

{y) - [AT{ x} (1.11)

zavedenim vektord

Y4 %
UB = V2 ) ix} 5% (1.12)
Vi X3

a transformaéni matice

Ay Qy auT
Al = |auw an asx (1.13)

o 3 Q3 Gy

d

Nékdy mi%eme zdvorky vynechat a mf{sto (1.11) strudn& psdt

y = AX ; (1.14)
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Na rozdil od b&Zné linedrni rovnice znadi nyni (1.14) celou scustaru
linedrnich rovnic (1.8). Je to prévé tak prfevratnéd zméne, Jekou bylo zavede-
ni obecnych znekl za rlznd zvl4dtnl &1sla v algebfs. Zatimco algebraicks
rovnice $1kd, Jjak méme zachédzet 8 celou soustavou zvldBtnich &isel, maticovéd
rovnice ¥{kd, jak mdme zachdzet 8 celou soustavou algebraickych rovniec. w/

Na matici LA] (1.13) miZeme nahlizet jéko ne seskupeni deviti &fisel
A (QJ *1,2,3) . Zavedeni takového pojmu by se mohlo prévem zddt zbytelnd.
Skute¥ns, pojem matice nabyvé smyslu teprve tehdy, vime-li, co s ni méme
dslat, abychom uskute&nili n&jakou operaci. V tomto smyslu [Al  zna¥t
operédtor, ktery tfansformuja vektor iAX } do vektoru {y;} podle (1.8)

Matice (1.13) je &tvercovéd, tj. md stejny pofet sloupclh Jako PFddsk.
Existuji{ v8ak pfipady, kdy matice LA] Je obdélnikovd. V prostorové ana-
lytické geometrii znadf naplf. soustava dvou rovnic

]

Gy X + Qyny + GppL [

_ (1.15)
Gy X+ Gpy + ApnZ = C,.

pf{mku (ka%dé rovnice znal{ rovinu, pfi{mka je pak prise&nici obou rovin).
Rovnice (1.15) mifeme rovnd% napsat v maticovém tveru

v . X .
Ly Gy Gn Cy
Y = ) (1.16)
A 24 (&7_7_ 6“").3. C"L

Matice [Al je zde obdélnikové 2x3 (néd dva Fddky a t¥l sloupce):

1Al = { (1.17)

A aﬂz AP '
A9 Qo QAua

Nékteré z prvkd Cléj matice mohou byt nulové. Jsou-1i hulové vSech-
ny, je matice nulovd. Ve &tvercové matici - napt. (1.13) - Easto plati, Ze
Clq = a“ﬂ_; v tom pt{padé je matice soumdrnd. Jinym specidlnim typem Etver-
cové matice je matice diagondlni; v ni jsou nenulové prvky jen na hlavni
thlop¥f&ce, vedené zleva nahofe vpravo dold (tJ. CL{j-»O pro i:%=]b),
Jsou-11 na hlavn{ dhlopi#i¥ce samé jednotky, zatimco ostatnf prvky Jjsou nu-
lové (tj. Je-=1i Qoo =1 , Gy =0 pro U # 4 ), jde o matici jednotko-
vou, kterou budeme ozna¥ovat L . V maticové algeble méd tyZ vyznem jako 1
v algebfe obylejné. Jednotkovd matice je zvlddtnim pr{padem matice diago~
ndlni.

*/ V tisku se maticové symboly - jako napf. (1.14) - sézejl piltulnd.
To v psaném textu nemiZeme snadno napodobit. Miatg~sloéanych a hrana-
tych zévorek se té% pouZivaj{ zévorky oblé nebo dvojité svielé Edry,
co? je pri zdpisu velkych matic mén& vyhodné.

- 14 -



Ulaha 1. Pfepiéte operaci (1,5), znalic{ transformaci vektoru X = {X“XL}
do vekioru y {Vf.yz} zrcadlenim k ose Uselek, do maticového tvaru.

Uloha 2. P%@plé%% operaci (1.6), znadfc{ transformaci vektoru I {x“x;}
do vektoru z {24,12}ctoé®nim o thel X  (obr. 1), do maticového tvaru.

Poznéumka: Pokuste se zpracovat dané dlohy zcela samostatnd. Kontrolni vy-
sledky, popf. celd ?eéeni dloh, Jjsou uvedany v dodatku na konci uéebniho
" textu.

2. POZNAMKY K MATICOVE SYMBOLICE -

Pojem matice Jjeme zavedll nejprve pro koeficienty lineérnf{ transforma-
ce vektoru. Hlavnim smyslem maticového podtu vSak neni fesenl geometrickyech
dloh, ale souhrnné zpracovéni algebraickjch operaci. Potom sbustava (1.8),
popi. maticovéd rovnica (1.14), znemend predeviim soustavu t¥{ linedrnich
algebraickyeh rovnic. Jejl{ geometricky vyklad je nyni vedlejdi. Snadno si
miZeme pf@dstavit,nig by_téchto_rqvnic bylo vice ne% t#i. V takovém pFipadd
bude mit "vektor” X vice sloZek neZ t¥i, takZe si jej uZ nelze predsta-
vit Jjako skutelny vektor v t¥{irozm&rném prostoru. To viak nebréni.tomu,
abychom 1 naddle nepou¥fvali ozna¥eni "vektor”. Slo%ky vektoru budeme. psédt
do slo%ené zAvorky pod sebe, tekZe obecn& bude pro wvektor X platit x/

X,
Xr,_ )
M (2.1)
X1
- X n
Ve fyzice a v mechanice byvéd zvykem usporddat alozky,vektorﬁ do Péddku spide
ne¥ do sloupce. Prikladem je rovnice (1.4). Takovému tveru zdpisu budeme
fikat "transponovany”™ a budeme Jjej oznaéovat indexem T vpravo nahofe’
Misto (2.1) tedy mi%eme psét

X' =§X}Tf {&|xuxw"“oXn} (2.2)
a naopak
= {X} =-{ thb Xy .‘---..,Xn }T‘ (2.3)

Na vektor (2.1) miZeme také nahl{Zet Jako na obdélnikovou (jadnqsloupéovou)
matici h x1 . Transponovany tvar (2.2) Je obdélnfkovou (jednorddkovou)
matict 1x N | fasto mluvime Jen o matici sloupcové, popt. rddkové. Znadi-
1i prvn{ index obecného prvku obdélnikové matice Fddek a druhy index slou—
pec, mé sloupcovd matice obecn& prvky Qg4 a rédkovd 6&411 .

%/ &ipku nad X  JiZ nepfSeme, nebof nejde o fyzikélnf vektor.

~ 3N -



Hanl . G gy
Qg
"Syﬁf ) [{:‘{"M t Q"'m«‘a”‘gf@i@"?‘? j . i&@?
g
Mé~-Li byt jJedna % matic (2.4) transpozicl druhéd, musi byt étéﬁ = Cbqj -
Index 1 , ktery se u vBech prvkd opekuje, miZeme vynschat. Dosteneme tsk

prvky & Jjednim indexem, Jak je to obvyklé u vektorl, napf. (2.1) a (2.2).

Pojem transpozice tedy obscné znemend nehradit prvek Clgj prvkem

Cigi {(a nacpak) pro vé@chn& v o, } . Plati to pro wmatice &tvercové,
obdélinikové 1 pro vekitory. Naph.

1 2 3 105 2]
5 7 9| = 7 6 ;
2 6 5 39 5
2 T
L2 3 15
s n gl T 27 z (2.5)
L3 9.
LT
50 0= |15 21 .

V]

Je~11 metice soundrnd, Je transponovand matice stejnd Jeko plvodni.
Toté: plat! o metici disgondini,

Trenepozice tedy znenend, struénd Felfenc, zdménu PFddek a aloupeld
{ j -t¥ Pddek nehradime lj ~tym sloupcem & nsopak). Dvoji takovéd zéméne
dédvé matici plvodni, takie

(AT)" = A (2.6)

Jistd si vazpomensme na obdobné uspobdddni prvkd do schématu, kterd md
v algebfe zvié¥tn{ vyznam, totii na determinant. Vyznem determinantu je
vBak zcela jiny. Determinant Jje zéroven ndvodem k svému vySislenf, kdeitc
matice nikoli, metive se stdvd opsrdtorem teprve predpisem prisludné ope-
race. Napt. matice (1.13) z{akévé vyznem teprve v sguvislostl s pPedpiszenm
(1.14), ktery Pikéd, Jek méme z dend matice A sestavit soustavu rovnic
(1.8). Zatimco prvnl 2 metic (2.%) neznamend sama ¢ sobd vic nei devét &L~

sel sestavenych do Etverce 3 x 3 | md determinent o stejnych prveich viznam
zeels konkrétnd ¢

PR

5 + 5.6.3 + 2.2.9 = (2.7)
7.3 = 1.6.9 - 5.2.5 = 15,

WS bt
& o=
NS e
@
}q..é
o
[ACIEES
#



Pouiijeme-11 metici A  podle (1.13) k sestaveni soustavy rovnie (1.8)
o tPech nezndmych M, Xo, Ka .(j%mli Yir Y2 V3 déne), znemend nenulovéd '
hotnote determinantu sestaveného z koeflcientd (%{g , %e soustava je jedno-
gnadnd Felitelnd, %¢ 24dnd ze ¥ rovnic nevanikla linedrnf kombinesc{ dru-
hfeh dvou. Determinent, sesteveny z prvkd mstice A  Pddu NXN | budeme
pralit
@«m Qg == Qoqp
Gigg Gar == Ayp
{Al =det [AT= lag] = | ... .. S (2.8)

Qny G = Gonn

Je-11 tento determinant nulovy, Ja jedna nebo vice rovnic linedrnéd
zdvielych na ostatnich rovnicich; takové zévislé rovnice neposkytuji %ddnou
novou informsci o nezndmych, tekie nezndmé nelze jednozna¥ng urdit. Jindy -
si mohou rovnice dokonce odporovat, tekie soustava nemé Zédné Pedeni. NHaph.
gsoustavd ’ »

Lxq + X, =3,
L?X‘g '%?'2'3(1 4+ )(3 s § 3 (2"@}
Ka 2
pFisluBl metice
2 1 ¢
A = |4 2 1], (2.10)
0 0 1
Jo 3% detesraminant
’ 2 0
AL = 4 2 1] = 0 (2.11)
O 0 1

Skutefné, soustava (2.9) nemé jednoznalné FedBenf, ba nemé dokonce Zad-
né fedent, nebof vylouZenim X3 dostaneme dvé navzdjem sl odporulici
rovnlce ' \

Iy + Xy = 3,
2.

(2.12)
Q—Xq 4o xg_ = .

Kdyby na pravé streng rovnic (2.9) byly nuly, dostali bychom n¥kolika-
snatné Pefeni. Mi{sto (2.12) bychom mdli rovnici jedinou, presndji dvE rov-
nice stejné, toti% 2x,+X, =0. Tato rovnice by byla splnina pro X,s R ,
X,=~1f, kde B  je libovolnd konstanta.

Matice, Ji{Z pPfislud{ nulovy determinant, Je degenerovand (%Eingu},&z‘nﬁa
Bxistuje-1i mezi Pddky matice Jen jeden linedrnf vztah, rovnd se astupen de-
gensrace jédné. NapP. v matici (2.10) vznikl druhy Fddek seltenim t¥etiho
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f4dku 8 dvojndsobkem PFddku prvniho. Takovych vztahd by vEak obecnd mohlo
existovat vice, naptf. 4 . Je-1li ¥4d ¥tvercové matice N (tj. matice je
tvaru " x N ), bude hodnost matice 1  déna rozdilem T =1N-54 . Hodnost
matice (2.10) je tedy 2(n=3, 4 =1, r=12).

Vynechédme~1li v determinantu v -ty *édek a j -ty sloupec, dostaneme
subdeterminant, ktery se nazyvéd (prvnim) minorem P1£j prisludnym prvku
Q¢j - Nepf. minorem k prvku b v matici (2.10) ( t=2,7=1 ) Je

1 0 .
MM = l 0 1 l (2.13)

Tento minor je ndhodou jednotkovou matici I druhého fadu (2x2). Obecn&
miZeme z ka%dého prvniho minoru #édu v&t8iho neZ Jedna vytvofit dald{ minory
(druhé, z druhych tFeti apod.).

Pomoc{ minord miZeme nyn{ urdit hodnost matice pondkud jinak. Z deter-
minantu matice | Al sestavime v3echny minory. Je-1li alespon jeden z mine-
rd Pfddu ¥ nenulovy, zeti{mco v3echny minory ¥ddu 7+1 vymizi, je T hod-
nost matice. Tuto definici lze roz8{#fit i1 na obdélnikové matice Mmxn , kde

T bude vidy men3{ neZ mend{ z obou &fsel M , M , nebo se bude rovnat
mendimu z obou &isel.

Prvky matice nemusi byt nutn&d jenom &{sla; mohou to byt zase matice.
PFiklady takto sloZenych matic uvedeme pozd&ji (v kap. 4).
Uloha 3. Urdete $4d a hodnost matice

3 02 1 -1

9 6 3 -3
-6 -4 -2 2| -
0 0 0 o

Uloha 4. Najd&te prvn{ minory k prvkim Oy  Gory Qga ve Etverccové matiei

s 2 3
5 T 9 .
2 6 5

3. ZAKLADNT POCETNE UKONY S MATICEMI

Predevd{m je tFeba si ozfejmit, kdy se dv& matice rovmnajf. Toto - dosud
nevyléené - pravidlo Jjsme ji%¥ Jjednou pbhiili, a to v rovnici (2.6). Tehdy
Jsme ml&ky pfedpoklddali, Ze dvd "stejné" matice se sob& rovnaji. To se zdd
byt prirozeny poiadavek. Avdak u determinantu (2.7) jeme predpoklddali ndco
jiného, tam se determinant rovnal &fslu patndct. Je sfejmé, Ze rovnost matiec
Je nutno pPesné definovat. Pravime, %e dvd matice se rovnaif. rovnaji-1i se
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jedich prvky se stejnym umfst&nim. Napi. [A] * [51 y Je-1i Ci.{,j = 6453' pro
véechna o 3 .3 . Rovnost je tedy definovédna Jjen pro matice dtejného1ypu
(tvaru).

Vrdtime se nyni{ k pPedstavd vektord v rovin& (tedy vektord o dvou slo-
kdch &1 o dvou prveich v sloupcové matici). Matice [A ]  nechf transformu-
Je vektor {x} do vektoru {yi} podle (1.7). Matice [ B s prvky
6% (L,J'=1,1) nechf transformuje ty§* vektor {X} do vektoru {2} :
Ptémevse, Jjaky vektor vznikne soultem vektord {‘y } a {z} ? Z¥ejm& bude
pro tento vysledny vektor {TY} platit

e S W B R (C(.“X, ¥ O Xy)t ({"«1)‘1, ¥ Gyg X,) =

‘ (3.1)
= (Qu+bu)x, + (G + bn)Xa,
Ve 2 ¥ b2, o= (au X + Ovz.q.Xa.)+ ({fu X4 +‘6'12x7—)=
(3.2)
= (Ay +0)%, + (a-u*'{)‘u)xz .
Rovnice (3.1) a (3.2) miZeme pfepsat do maticového tvaru
A, k Cn Ca X1 (3.3
Uy Cu Cyp X2
neboli
(3.4)
{v} = [C]lx& )

oznadime-11

Porovnéme-1i (3.3) s pivodnim tvarem rovnic (3.1) a (3.2), totiZ

8 tvarem _
{VH} . Ay Q] | % i bu  bn {X1k
) a‘]_/] CLq_q_l XQ_ [(/“1_1 G‘u )(1_ (3-5,
a v stru¥ném zépisu
{v} = LA {x] + [B]'{x} | (3.6)
vidime, %e soulet matic
[cl] =[A1+18) = [8)+LAl (3.7)

dostaneme, selteme-1i odpovidajfc{ prvky - viz (3.4). Snadno se presv&d&ime,
te obdobné pravidlo platf pro ode&iténi. Odelist matici [B ) od matice

[A1 Jje pak totézr jako pri¥ist matici [B] , u n{? jsme zm&nili znamén-
ka u v8ech prvkd (vdechny prvky Jjeme vyndsobili - % S DA, tedy
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- & 1 - (ru

-lel - - (yﬁ (3.8)

- o4

-

a obdobn&, nésobime-1li matici [B) konstantou # bude

4, o & 6'49,

s ‘ = | . (3.9)
ﬁ_[a] [31&, by 4 b

Matici tedy zndsobime, zndsobime-1li Jje ji vBechny prvky. x/‘.

Vz4Jemné ndsobeni matic vyiédu,ja v&t81 pozornost. Véimnéme sl, %e sou~
¢in AX zna¥f vektor Y ; obdobn& By nech zna®{ vektor Z . Jde-1i
o skute®né vektory, lze ob& operace psdt takto: '

Vi 7 -g(y) - (3.10)

—

. Ptéme se tedy, co vznikne, pf'eménime—li vektor X  nejprve ve vektor
Y  transformac{ [A]{X} a potom vektor y premé&nime ve vektor Z trans-
formact [B] {y} . Hleddme tedy sloZenou transformaci

{2} = [81{y} , {y} =[Adix} (3.11)
#1114
- flg ™). b

V maticovém tvaru miZeme napsat

{2} = [¢1ix), (3.13)

kde nyn{ matice [C] shrnuje ob& operace [A] a [B] , aplikované za
sebou v daném poradi. Rozepi¥eme-1i neJjprve (3.11), budeme mit

iz,} . 6'11 6“11.' )h\ (303
1o bu  bu| |V % .

%%} _ | @ an ] | % ) .
%2 Gy G g ¥ (3.15)

x/ Pri ndsobeni determinantu vi8ak plati Jiné pravidlo. Tam se néscbi Jediny .
rédek nebo jediny sloupec. -



Vylouéenim vektoru {y} z t&chto rovnic plyne

%Z:%_ (64 Gu ][ an auz] x1g
Z, by (’u-au auJ Xy i
8111
tz} - [BI[AY{x} -
(3.17)
Srovnénfm s (3.13)
gl W 20 3 L (3.18)

RozepfSeme-1i podrobnd (3.14) a (3.15) a dosadime 2z (3.1'5‘) Jednotlivé
slozky Y1 , Y2 do (3.14), vyjde

& R (?‘11)!1 + bny, =
= 6'11 (&11)(1 + Qe XL)+ 6’11.(.“11 X4+ agl Xg_),

(3.19)
2y = biy, + by, =
= }'6'1_1 (a‘" X1 1t Qqn X‘L) + (f,u [am X+ Gy XL) ;
ﬁpravou dostaneme v maticovém tvaru
Zy |. Ly Oar + B9y Ay by ap t b Qi X, (3.20)
1y 611 A+ agy {"7.1 Gog + {*22 On Xz
Odtud, porovndme-1i (3.20) a (3.13),
Cy = by, Ay + bpay
Cip = 611 QA + '{”m. Ay (3.21)

"

Cy < ban + 6y Qg
Cyp = by an +bpan .

Slozend transformace vektord (3.13) bude tedy iy,jédi‘et_xa nésobenim ma-
tic (3.17), budeme-1i definovat soulin matic (3.18) vhodnym pfedpisem (3.20).
Tento predpis pro soulin matic (3.18) lze obecn& shrnout’ do tvaru

R )4;4% 4 (3.22)

U &tvercovych matic M * N probfhajt Vindexy O J f hednoty 12)----) M.
Vztah (3.22) v8ak pouZijeme i pro obdélnikové matice, .u nichz poéet sloupci
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prvnl matice se rovnd poltu Pédek druhé matice {(nani-1i tato poduinke splng-
na, neni soulin definovdn).

¥ néscbend matic velwmi dobbe

- e - poslouii schéma, zakreslesnd na
H M‘Mﬂyww”@ L, obr. 2. Prvek ng matice [C] =
' ol é) ﬁ?“é% = IB1{ Al dostaneme jeko soulet
(0000 C%\\ 53 $f@@ﬁ§€ soutind dveojic koeficientd (prvkd)
‘g:““gi};f%%fgy’g,é S S 5 { -tého rédku matice |B] &
”~?) A 4 ~tého sloupce matice [A ]
e — B v pofadi vyznadendm u prvnl & po-
sledni dvojice Cdrkovanou epojni~
Obr. 2 - ci., Uvedeme pPfikled:
L1 0110 1 4] 1 o4 s
-3 -2 1 } { 1 3 2} = 3 -9 -15 . - (3.23)
i 2 O 1 } L 5 o 1 v4§ 2 9

V rovnici (3.23) jeme dostali napt. prvek Cuy =3 taktos
Cy = (=30 . 0+ (-2) . 1 + 1.5 = 3. (3.24)

Obdobné 4 ostatnd v, Vipolet se usnadni, naplfeme-11 matici A nad

matict B . tedy takto:

o i
103 = A
N%S O
1010 NCW Ci. Cn ’
B = -3z 10cy en ooy = C. (3.25)
3 2 0 3; Loy Gy Gy

V tomto pPipadd pbime vidime, kisry Pédek méms s kterym sloupcem ndso-
wit. To vyznaluje prvek Cij avou polohou. Wap¥. Caq vznikne postupnym
nésobenim prvkid z Pddku %ﬁ«} -2 1] se sloupcem

0

1 a seltenim té&chto soulind, cof odpovidd schémstu na obr. 2, popd.
5 rovnicli (3.24).

Prozatim se ndm mife zddt, Ze tento pPedpis je pPLlid sloiity g_@a%@
potitdn] semouelné. Pozddji vBak poznéme, %e maticovy polet je vynikejlcim
néstrojem k orgenizacl obsdhlych wypoltl, je% miZfems zviddnout jen diky to~
mu, fe Je maticovéd eyumbolike shrnuje do velmi pfshledngch celkd. Podrobné
poletni operace, Jef byly Casovd pfili¥ néroéné, pFevezme nakonec podie vy~
pracovandho programu polfitad. K tomu vdak nejprve musfime sami velwl doble
zvlddnout zékladnf poletn! dkony s maticemi.
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Uspotfdddnd vypolitu do schématu (3.2%) umoini takdé Jednoduchou kontrolu
numer ického vypoltu. Priddme ze Sdrkovanou Sarou deld{ sloupec, poph. téddek,

o kterého bud

BILAD = ¢ bude pak platit toto rozdifend schéma:

0O 1 41 5

173 2 § 6

5 0 1y &

i1 O 1 4 & 2 11

w3 -2 1 3 -9 .15 ; -21

2 0 1 5 2 9, 16

i} o2jl 9 -3 0 i
Soulet B Soutet C’

Vypofet se pak kontroluje taktos

1. Hodnota 2. musi bﬁt stejnd, af stf{téme prvky u matice C

sloupce nebo Fadku. Napf.

ale té% nésobenim matice
spodni #4dek "soudet Cg * té% jako soulin Pddku “soulet B * & matict A s

Ay Gt B

10
-2 1
0 1

3

o

B

.. Boutet

. Soulet

C

=

=1L - 21 +16 = 9 = 3 + O,

5
5mwﬂw30uéat A
&
11 ] p ,
«21 | -Seutet ( 0. 1 4
16 . '
' ] 9] 1
Lo -1 27l9 =3 o)
Soudet B soutet (f

ﬁ@

sudt pPislulind soulty FAdkb, popd. slouped. Pro soudin

(3.25 @)

z pomocného

. Sloupec “soutet (7" vanikne nejen seltenim prvkd v fddcich matic@.C )
sloupcem "soudet. A " podobnd dostaneme

Kontrolou podle pravidia 2 ihned zjistime i polohu chybného prvku
v matici (, vloudf-1i se do vypodtu chyba. Nap¥.:

1
-3
2

$]

1 0]
- 1

4] 1
-1 2

o 1
13
5 0
14
3 -9
5 2
g =3

415
2 | 5
1 &
6 1 @
151 9
9 ! 16
30 § 36
ﬁhiﬁ&

g GHWDE

(3.26)



Chybu najdeme v druhém Fédku e ve iFetim sloupel matice { |, nebol

3 9 +15 = 9 % (~3)5 + (~2)6 + 1.6 =~ 21,
6 +15 + 9 =30 F 0.4 + (-1)2 + 2.1 = O

Je itedy chybné vypoltene &isle 15 (eprévng md bt -1%).
J ;

Stejnéd pravidlis pleti 1 pro ndsobeni obdélnilkpvyeh matic {8 d¥five uve-
denym omezenim pro jejich twer). Pleitd previdlo: ndsobime-1i meticl MM un
s matici M X |, je vyslednd matice ™M X]v | Je~1l% napf. A  tveru 3x 3
a B tvaru 3x2 , bude soutin C= AB tvaru 3%x2 . Ukd¥eme to na

pFikladu

el
5%
&y
Lo ,&»
3
K]
for
B
[andE o R iV
E W

¢
bt
| SST—

Lot

g%\ﬂ LS I Ve S
#

34 -2 10 5]
A ) v |
= |0 1 5 23 | C. (3.27)
C 4 0 11
gmwmmmMmmkwm WWWWWWW mem
L4 9 3|11 35 ) 46
Nt &@’J;
g’"% 1
g&
Lo E%@ 23 . £3.28)
2 11

o

We rordfl od véing algebry neni saticovy sculin obecn¥ komutetivnl,
ty. *

o LAY .
AB = BA (3.29)

Ukdfeme to ne piikladu matic

0]

A

#

0 ~2 37
1. j s % .6'3‘:- g :g‘ 2 “ {3»,}@}

Freod

Vyjde

2 0] -2 3 -4 6 -
}%% B 1 . g gwy 1 = .y § ¥ (3@31)

e

x/ Existuj{ viek pFipady, kdy pofad{ &initell lze zam¥niti; jsou io vdak
v¥jimky & nebudsme Je nynl problrat.



BA {z@j
) ' 1 4

2 0 F-1 3
11 [4 j (3.32)

isociativnl & & putivnd zdkon viak platl, tekis
A{BC) = (ABYC = ABC, (3.33)
A(B4C) = AB + AC . (334

Op&tovnym nésobenim dospivéme k pojmu mocniny metice. Je-li napt. A
maticd podle (3.30), Je Jejl druhd, popd. tietl mocnina

. Ez 0 2 o] 4 07
A M’:?Q’HQ e m}; 1 . 1 1 = 3 1 ‘ 3 (3@35?
‘ ra 0 2 0 8 0 ,
A RLA L Lo L .
?‘% “v!}%ﬁ%““p‘éﬁ E‘E 1 }{ 1 1]; - { r? 1} (3@3%?
atd, Déva-li soulin métic% nulovou matici, n@plyn%'@ﬁtuﬁﬁ e alespon jedsn

z Einitelld je puind nulovy. NEkdy totif soulin nenulovych matic dédvd nuluj

napd .
2 4 2 -47 0 0 .
12 |- 2 = [C} 0 =[o]. (3.37)

Wédsobani jJednotkovou ﬁa%iai maticl nem¥nf{; pfitom Je lhostejnd, ndsobi-
®
Tady

AT = IA = A, (3.38)

{2 @”i %‘“1 @’i 10l (2 4 2 4
1210 H” 0 3;} I R (3.39)

Pro transposici soulinu matic plat{ vsorce

(A)T = BTAT

me~ti zleve nebo sprava.

napd .,

- - (3.40}
(apc)t = ¢TpTA’
std. Trensponujemse~li napP. soulin (3.31), dosteneme
- . 21 21 -4 -17
gﬁ%ﬁ = g?é&;"? .o g 3 E}é iv@ 13 = g & 5} = (:T,@ £3a§1)&

=/ Jednotkové matice je tedy komutativnl.
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Bxistuje skaldrni soulin vekiort {x % R %’y} stejného rozméru

Lo = BT < Lyl - a1 342

Vysledkem je jednoprvkovd matice, tedy skaldr (8f{slo). Proto {A} - i,&}T,
Napi.

1 ¥
(ay =11 -1 4] § 3 = {1 3 al = = {6} . (3.43)
|- ‘
Plati{-11i déle pro matice
C = AB, (3.44)
plati{ pro jejich detsrminanty
el = 1Al BL . _ (3-49)

Presv¥ddili jsme se, fe ndsobeni matic nenl zcela Jednoduché & %o mé
ndkteré zvlédiitnosti, jei nédm zprvu pripadsj{ neobvyklé ( napf. neplatnost
komutetivniho zdkons, nulovy soulin nenulovyeh maﬁic} . Neplekvapi nds
proto, ¥e déleni metic neni definovéno; nshrezujeme Jje nésobénim inversni
matici. Plat{-1i napf. vovnlce (3.44), miifems odtud wiit matici B
znéme-11 matice A & ( |, nésobenim zleva inverzni meticf A ' i

H

APe =A AR =R (3.46)

-4
0d tnverzni matice A budeme poZadovat, aby méla viestnostl obdobnd
jeko inverznl hodnota &{sls v elementdrnl slgebfe

A"“i fi\ - P‘ A““% - ,T { 3 @ é’e\?}
Proto podle (3.46) & (3.38)

o . - o - {3.48)
A'RB - TB = B = ATC ]
4
Zbyvéd otdzke, Jak sestavit k matici A jejf inverzi A . Za tim
Ytelem sestavime ke kaidédmu prvku matice QZ%§ Jjeho doplnék (kofektor)

. o (3
Aﬁg = (“‘5} V?gé g 3.49)
kde ?Q{} je prvni minor, tedy dsterminant 2 prvkd matice f? ; v nif vyne~
chéme ¢ -ty PFédek a 3 ~t¥ sloupec. Teémito doplnky nahradime pivodni prvky
matice, transpenujeme o vysledek ddlime determinantem | Al  piivodni matice;
ten oviem nesm{ byt nulovy (k singulédrni matiecl tedy neexistuje ¥ddnd in-

verzni maticel. =/

*®/ Pozorny &tend® si jistd poviiml, Ze tento postup souviel s Cramerovou
metodou FeBeni soustavy lineérnich rovnic pomoci determinantd.
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Hlede jne tsdy nepP. inverzi matice

12 3?
A = 4 5 & (3.50)
2 8 9

Wea jprve sse p%@ﬁvéééim@§ %8 matice neni é%g el-F s sééw Prvky matice pak
nahradine pﬁiﬁluénﬁmi minory; dosteneme

-3 24 22
-6 3 4
-3 -6 3]

Hyn{ zmdnime ndkterd znaménke minord ndsobsnim (wﬁ)img . Z minord se tak
stenou dopliky (kofaktory): w/

6 3 ~4
-3 & -3
K@m@én@ transponujeme & d8lime ﬁaterﬁiﬂamt%m '§§§ w 15 ¢
) -3 6 -3
AT = ﬁi%~ ~24 3 6| (3.51)
22 -4 -3

o

Snadno se pfesvddiime, %e matice (3.50) a (3.51) splnujf-vztah (3.47).

Prévé popsany postup sestaveni inverzni matice se pPilid nehedd pro in-
verzi velkych matic; spf8e se postupuje tak, %e se hledd Yelenl pPfisliusné

linedrnf soustavy rovnic AX = y , totiz X= ﬁ%y , pro vhodn& voleny
vektor Y JEE ¥ tomu jsou vypracovény specidini metody (napf. Banachie-
wiczova~Croutove, iteraéni metoda Gaussova-~Seidslova nebo metoda postupng

superrelaxace). Pro inverzi matic byly vypracovény je3t& jiné postupy (naph.
Jordanove metoda postupnych transformaci, metods Choleského &j.), které lze
najfi{t ve specidini literatufe. My se prozatim spokojime se vzorcem pro in-
verzi matice druhého F4du

*/ Znaménka se mdni "jako na Bachovnici®,
wx/ Prvky vektoru { y} na pravé strand rovnice Jjsou nuly 8 vjjimkauA@‘wtéh@~
prvka (tj. ¢ -tého rddku), kde je Jednifka. Hedeni soustavy linedrnich
rovnic pak dévé prvky { -tého sloupece matice A . Opakuje ss pro riznd
4 =1,2,..., 7 (N = 7483 matice A) . VétBinou visk inverzni matici
eni nepotfebujems zndt; pak feéime na pofditali pPimo danou 1in@érni BOU-
stevu rovnic (g urditou pravou stranou), & tak udetfime 3traj@vy #as po-
titade.
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{(3.52)

=gy Gy

zatimco pro matice t¥etiho Fddu uZijeme postup, ktery jesme ukézali na pfi-
kladu matice (3.50), pomoci doplnkd. Matice vy&8iho nei tfetiho Pédu budenme
invertovat postupnd tak, Ze Je rozdélime na submatice ¥Fé4du niZffiho. To si
pozdd&ji uké¥eme nae pFikladech. Na polf{tali bychom oviem matici bez zvlddi~
nfich divodd n?délilig ale pouZill rutinni peodprograem pro invarzi matic.

Inverze mé smysl jen u &tvercové matice. Pro inverzi soulinu platl
: - ~4 .
(AB)™" = B AT (3.53)

a déle
(A" = (3.54)

. . o o, . ?M

loha 5. Je dén vektor X = {3; 47 . Urete vektory ={ViVy,} , kteryp
vznikne zrcadlenim k ose usedek a pak otofenim o dhel ¢ = 60 °, Pouijte
¥ tomu vysledky z dloh 1 & 2.

ﬁloha_@i He8te pPedchozf! dlohu znovu, avdak s obrécenym pofadim opersci,

ne jprve otolte vektor X ¢ g0 © & pek najdéte jeho zrcadlovy obraz L ¥
f:{ iy, Zgﬁr k ose uUselek. Ob& Ulohy 5 a 6 Felté pro kontrolu téf graficky.
Skutelnost, Ze se vysledky obou dloh 1181, dokazuje nekomutslivnost soullne
matic.

Uloha 7. V¥ pravoudhlych soubadnicich 01,02,03 Je otoleni vektonu kolem oay
03 o 1hel (¢ déno matict

Ces “d@&b? o
AT | My teay 0
¢ 0 1

Doka%te, %e inverzni operaci je otoleni vektoru o thel -+« . To znemend, Ze
platt A%{qﬁ = A &mq) , kde ﬁ\(ag} znad{ zévislost prvkd matice ne dhlu ¢ . ®

/ —
*/ Monli bychom ji zapsat téz tekto: A(y) = [@53 (y

s
Sk
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Ulohs 8. Je déna disgondln{ matice s prvky Qu Clggy (s . Dokeite, Ze
inverzni maetice je opét disgondlni a %e md na dhlopPidce prvky a,;". CL;;
: [

o w
% '
L2 )
LN B

gziﬁiﬁﬁﬁ Jo dédn vektor napdti &= é‘:’?mqyuqz; txy,(fy;,’ﬁ‘z,&}?a vektor pretvo-

Peni £ = { g%qg% €2, Vryr T¥21 Fax }Tg HapiBite v maticovém tveru vzorec pro vy-
pofet mérné energie napjateostl. :

jf;m%zu 10.  Pomoei wektord b o ~& 2 pfedchoz{ dlohy lze napsat Hookelv

zékon ve tvaru £ = «é&? . Definujte matici ¢ pro izotropické tdleso
s Youngovim modulem pruZnesti E = Poissonovyim éialem(u, .

ﬁiﬁ;@ha 11. Hapidte Hookelv zdkon ve tvaru G =2c pro izotropickéd téleso
%z tlohy 10, PPesv&dite se vyndsobenim obou matic @ a 2 , %e 2 = q@"“,

%ﬁ}& 12. Jsou ddny metice
p. 20300 | 32 ¢ 2 1],
Yoloo1 o Bs -2 5 1 2

Obdebn& k rovnici (3.27) sestavime nyn{ schéma pro vypofet soudinu ABC .
Dopinte v n&m chyb&jic! &isla.

4]

Schéme pro vypolet k dloze 12:

302
-2 5 2 -1
11 e 2]
2 3 0 ! 17 ! )
o 1 N AB ; ABC E
i o oo . e s S50 M,mmm_.g.mm «..,.._.....__._‘;._.__.w-
] L L

Yicha 13. S maticemi z dlohy 12 WW@EM tuto operaci:

D = (AT + 8)C

ﬁiaha 14. DokaZte, Ze pro jaskoukoli matici A plati, Ze soulin Arﬂ
dévé soumdrnou maticl, PPesvéddte e o tom té% Sfselnym vypoltem & matici A
# ilohy 12, '
Ulohe 15. Prepilite do maticového vzoru v¥raz
D b b

Z Q{,g‘ Ky '}{gj
;fs‘l. 424 )

ﬁ{& £
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4. DELENT MATICE NA SUBMATICE

S matici, JeJji{Z prvky Jsou zase mslice, zachdzime siejnd jsko & obylei~
nymi maticemi. Pouze pfi trenspozlci wetice musime Je$té - krowmd zdminy
fddek a sloupcl sloZené maetice - transponovet Jednotlivé prvky. Je-11 napf.

L 1 0! 3 5]
Ay | Aa 21
- U S - s 4.0 A
;@‘ }% A 7 6 WE g § (4.5}
oy N 8 3 | 2 1
je transponovand matice
[oar o, 7 F1 217 8]
- H
R LI LN N R |
T 1 T § ] i 304 4 5 2] (4.2)
LA 1Ay e |5 ol L

D&leny matice ns submatice Je naznedens Sdrkovanymi pPifkami. Toto 48
leni byvé vyhodné, umoinuje-li d{18{ Feden! problému jednodui¥im zplsobem
nebo dovoli-li vyjddFit symbolicky v pPehledn®j8{ form& rozdélen{ soustavy
rovnic na mend{ celky, & nich¥ ka%dy mé jiné specifické zvliddtnosti (napk.
Jedne podscustavae cobsahuje Jasn v%liéimy staticky wéitd, druvhd neurlité
apod. ).

Jeko pPiklad uvedeme PFefeni spustavy Linedenich rovnic, zajlimaji-1i
néds jen nezndmé X, Xg¢ (ostaini nezndmé nepctfebujeme znét). Soustevu

fi&% YoM, ‘ - X-;g = - ;

SR T (4.3).
){} s Sy )i ;f:‘;, ¥ %Lﬁ = .{} H
H oty voxz X% = 0

pfepifems do maticového tvaru Ax =y

X, -1
Ll )]
R I U M{:iw! ; 4.4)
1 ““1j Xxwg Lo

v ném lze matice rozddlit, Jjek naznafeno. Symbolicky

/ﬁ"\ 4% j A 1 kg | X@ } \%fﬁ i
s eveen onine e ot s [ | = [, {gg N § }
Amz A Ki; 0

Rovnici {4.%) lze rozepsat (vyndsobenim) takto!

w30 -



Ay Xyt A Xy = Ny
»ﬁzsm X, + A Xy = 0. (4.6)

% drund rovolow
X, =—A.. A,
3 = ﬁim A X}’i (4.7
& % pevni z rovnic (4.6) postupné

Aﬁ }(q - A*iii, A;;,, ﬁém Xi = \{’i 1 (4.8)
Ky = (Aw = Ay Ai; &iﬁiy% Yy . (4.9)

Hovnice (4.9) ddvé nyni pPedpis pro cely vypoBet, v ndm¥ staéi inver-
tovat matice Jen druhdho $#44u. To snadno zvlddneme & poulitim vzorce (3.52).
Dostansme

5 7
a4 A -
Aa~ P Agy Ay = T { 2 WLQE B,

» ¢ [0 7 -1 4 [ 32 1) (X,
Ke=B0Y, = 55_“[ 2 -5] | 6 =32 (7 1 -x] T e
Pokud by nds zajimslo té% Xy , X, , dostali bychem z (4.7)

, Al r o5 L T I o I -3 B B S
e F R S It RS N

Bowledili jeme taek soustavu rovale o BiyPech neznd
pritom inverzi matice Ctvrtého radu,

ch a vyhnull jsme se

- 3L -



ﬁ}aha 16. Za soustavy vovnle
Xy + Xy + Ky Xy ¥ 10,
“Xg F Xy - Ry boXy o= L,
Sxg D - 3y X = 10
Ky = Ko = Xg = Xy 0
odvodte vzorec pro vypelet nezndmé Xy  (vhodnym rozddlenim prisluiné mati-

ce soustavy). Ostalnd nezndmé nds nezeijfmaji.

Ulohe 17. X matici socustavy z pPedchozi dlohy najddte inverzni matici tak,
%6 ji rozdélite na &iyri submatice druhého fadu. Nepidite pak vysledek Fedeni
celé soustavy rovnic v maticovém tveru.

Uloha 1B, Je dédnae sliofend matics

voiz A, B, C , D jeou &tvercové submatice. Inverzn{ matice je pek

o
Pomoc{ submetic sestavie vzorec pro vypolst A

5. VLASTNI HODNOTY A VLASTNI VEKTORY MATICE

Rovnice Ax =Y trenaformuje vektor X do wektoru ¥ . Za wéitfeh 7
okolnosti miZ¥e sm¥r vsktoru Y eplynout se smdrem pivodniho vektoru X -,
takZfe sloZky obou vektorld jsou ve stejném pomdru. Musi tedy platit, Ze

fyd = aix} (5.1)

kde A je konstantou udmdrnosti. Mé~11i platit (5.1), musl pivodni rovnice
nabyvaet tveru

AT S ix) {(%.2)

Tuto rovnici nemiiZeme Jednodule "krdtit” ,QXKE ; protofe vekior nemd
inverzn{ matici, kiterou bychom muelili pifi “krdcenl” zprava ndsobit. Nenf teo
totiz étvercové matice. Z rownice {(5.2) vBak plyne j@dm@dumh@u‘ﬁpr&vﬁu
rovnice

(Cas -ATT1){x} = {0} (5.3)



} “{X}@ Réd matice [T] se shoduje s Fédem &tvercové matice
omogenni soustavy rovnic (5.3) lze urdit jednsk triviédlnf Yede-

X
b

det (CAT-ATT1)=la-AT1 =0 (5.4)

kéfens to ne pPikladu matice:

> N -
g\ ® { 2 3 j ? (5@5)

[0 PRI v
o ) e

bz - 3
% o ‘Bj}\’i {2 "“}%)(5 «)\,)*Qm )3; -5k +4 =0,
! ;

odkud Ay =4 , Ay=% . Cfslo A , pro které existuje netrividln{ Feent,
Je vlestnl hodnotou matics A . Pro Ag® 4 plyne z rovnice (5.7)
Xﬂé "%" %lﬁ) B Q
17{&1 4 ’LXIL = Q

ol A

Determinant matice

#

To je v podstatd Jen jJedns rovnices {(druhd Je nésobkam prvni). Podminke
(5.4) Jje toti% podminkou linedrni zdvislosti rovniec (5.2). Pak ovdem nelsze
uréit Xg , Xpo s &8le jen pomdr XgiXe=-41 ., Zvolime-11 X,=41 , vyjde
Ky = »1 . Tek dosianeme vlastni vektor

W {1 | (5.8)

matice A |, prislusny vlastn{ hodnot& A4 . Podobnd pro M=H4 vyjde
z rovnice (5.7)

“I%4 + Xy =0,
[LX,% - Ky = 0’
a tedy, zvolime-1i epdt Xy= 1
) T '
vWo {1 2] (5.9)

%BEM



# . N . e ) g Y
Uloha najit netrividini Fedeni rovnice (5.3) se Zasto v cytule pii

i
feBeni kmitd pruinych soustav nebo pfi Feleni vzplru. Miste (5.3) whak ndkdy

dostanene cobecnd 8 {var

%’Lg&z - A 1%3){5{3 * é{}é ' (5.10)

Mutnouw pod gristence netrividinihe 7 Je v tekovém pPipads

#

| A~ LB G (5.11)

Je-11 alespon

na % obou matlc negingulérnil, lze rowvnici (5.10) plevést
na tvar (5.3), & to ndsobenim bud A/ A nebe B - ¥ pryndm pfipads

7 rovnics {(5.10) dow

(A (AT T87) (%) = |
Lol LA LB UR] v

“ e [ 3 Yo i3 o @ o G A

S oznabs ;LA LB =1 0] odtud vy Gs po snednd dpravid

#
cranns
L)
Szt
w3
[
i)
o

Rovanice (5.12) Je sdobnd rovnied (5.3). V druhdm pPipedd plyne

g (5,100

cok je elespon jedns z metic A , B

naaml

Jeder ® obou uvedenyeh zplaohid
pouiit. 1) viek neni nutné, je mofné

FPadit (%5.003

td. napset podminku (8,113,

1 ometdie weds dlobe o viestnich hodnotéch ne algebralcekd rovanl-
stupnl, je% je nutno Pedit numericky. Poulivej{ se zpravidis
je% wde nebudspe probirvat.

. hodnoty matice charskierizuje totil vhed-
noat metice pro inverszi, ndi mii%s nastet vitdL nebo pendi ztréts plait-
nfeh cifer. Tato zitrdis venikéd seokrouhlovénim s Je vEtE{ v matic, kterd
Jeou "skoro singuldrndl™ {(angl. 111 - conditioned).

viastnd vektory natice

g

-8
10 -
e ,@

L 5

o
f N—

T



5§§ﬁ& 20, Hejdéts viestni hodnoty a viasinil vektory pro problém

[[3 =2 IR 'Y 0
Ve 3] AL 2] of -

% pfedchosni dlohy na tvar (%.3).

&. DUALITA V poyETL ULOH Z TECRIE PRUZNOSTI.....

ngkterych pfikladech ukdZenme, Ze je mo¥ny v podstatd dvojl postup
- wloh z teorle prufnosti, podle toho, kieréd velifiny povaiujeme za
.ﬁ'

tudeme se neiprve zabyvatl Pedenis
kv ona jJednom konel vetknutého, ns
dy i podepfendhoe podle obr. 3 a za-
ti{¥eného rovnomdrng silou [ N m“lj .
Nezndmé slofkv reakef jsou Y , R
1 . Pro nd plat{ dvd podminky rovno-
iv3
\} '}i Q - C‘L {(1 ' ‘ Obﬁ& }
AV - . 4 Z
L -M = 59l (6.1)

Tyto podminky sPejmé nestell k uwieni nezndmyoh reakel (dlohe Je Jed-
nou staticky neurfitd). Musime proto pro tyto veliliny najit jedtd Jednu
' we Ta vyjedPuje shutelnost, %e deformace Jsou v souladu 8 ckrajovimi
; . Kdybychom nosnfl vlevo uvelnili, prohnul by se v tomlo misié
snérem Aol o

& 5
- gt . A
é i %EE 3&*:*3 i g%e&?

Jak vyplyvé 2z elementdrni teoris ohybu. Tento prihyd je ve skutednosti nulo-
vy, takfe mus{ byt

2 .
"g,g» E&» éj’é . (é@%?

Fate rovnice tvoPd 8 yovnicemi (6.1} zdkladni soustavuy, z nlE wlleme urdit
vBechny nezndmé 8ilové veliliny (reakce). Vyjde - krom& (6.3) -

5 . 1
R m%% M - .,wg%;@% A 6.4)

PEL towmto FeSend Jeme vychdzell ze soustsvy obsshujfef asilovéd veliliny Jjake
1 dimd . Yipodet daformecd Jeme pPitom nepotPebovall, & snad ne rovnicl

§
L
W

§



(6.2}, tu jeme
eidlnl snergle

w

Fd
5
3 3 4 [
gfi [ e ,,L%ﬁ%ky 3
J LY x - 7Gx ) oy -

; P, |
w@_g% gris
) : 4 % |4
@ T ¢ {%cﬁ?
[N a4
totif vovnict
ATER Wk

LI 9

i
o
6%,
&
%
fe
e

Jeko Ménsbréova véta, Je zoele rovnooonnd
prihyby sni Jind defornace;
o jems prévé poullli, sse

y@ddebﬁ (6.2}
ty zhatdy
proto naw

nosad

silovow metodon.

K této met cosnel, fo Je nulné roxllifil stupsn sis-
tickd neuwrditosts

Gimi ¥

toho doplnit rovalce rovnovéby Jedtd dei-
wpatibilitu deformani {ty zebszpeluidl
komplenentdral po-

Jeko funkci #ilovich veli-

vé
Jo potencidinil, protois Je zd-
ne apheobu,

ieme nejen s8ily, sle i
dvojiine (mome:

vigld jon i twto napletost

) né pak viznsm po-

venikle (saph. LY. Derivecs

&
BUYL O

5

am Jen u pelling-

drné
Preato

totid nial

téiles. U prufndoh ié@@% miZ eme a&%g slove wynechat,

Jaho vi¥znem. Potencidled snergle naplatostl ss

elementdrnl deformelnd préce, vl il Je nesdviels

-

plfipedd Jde o Liktivnl konplamenidrnd

&

P ondnnow dovée (v tonm

defornatnd (v ton ofipadd Jde o shutelnou defopr-
{

energlil na

madnl wdcl} %zﬁ%&%é 31} v, 4. Budema

i

pPadpoklédat, fe zévielost meni sgilou Foa py@§i@w%@mim 1 Je obeond

Deformainil préce sily F p¥i poesuvu Ay e

, ?"'\**w

Vo= ] tdw 6.7
g

nalinedr

w/

Ohsoend
Tl hor




s je déna plochou OAB _pracovniho £ udF
dimgrane ziskaného pPi zkoudce tahsm. 74794 c //

Je to potencionédlini snerglie napjatostil
a je to skutednd deformalni préce, kte- %
rou vykonala sile F . zato fiktivn{
(pouze vypoltové, neskutelnd) “defor- (O
mebni préce®

N
N
Q\

<
LI YA

<.
*

,f%iq

£ , ,
U%m S wdk 6 .8) -
0 O] u du |A
Je komplementérnil potencidlni energif
n@pga%@éti a je ddna plochou ORC . -
Neni to ve skutelnostl Z4dnd deformadni Obr. 4
préce, nebof elementérnf préce sfly [
je Fdu a nikoli snad WAF . Je to doplndk (tj. "komplement"), ktery
musime ke skutelné deformaéni prdci pPidist, abychom dostali préci, Xterou
by na dsné dréze vykorala sile Fo, kdyby mé&la od samého poldiku svou ko-
nebnou (nemdnnou) velikost. Jde-1i o t&leso linedrng pruing, je Cara OB
pFimé a UWAF = Fdu , tedy téz U%={ .

F oy
)
i

Je zFejmé, Ze v rovnici (6.8) Je zékladnf nezdvisle promé&nnou sila F .
zatimeo v rowvnlcl (6.7) Je to'pcsuv_{L < Proto Jsme v souvislosti se silo-
veu metodou pou¥ill kemplementdrnd potenciondlinf emergii napjatosti. Jinak
Je tomu v deformadéni metody, o nif nyn{ krédtce pojedndme.

Druhou metodou Pedeni nosniku podle obr. 3 Je metoda deforma¥ni.
Pro pridhyb U = 4F(x) platl znémé diferencidlnf rovnice

4 %m~mm@(yx«méngﬂ (6.9)
'8 skrajovymi podminkami
() =0, ¢'(L)=0, vid) =0, (6.10)
Integrac{ rovnice (6.9) dostaneme

S A} A 3 .
v E3(1YX2 6 g X + Cyq), (6.11)

4 4 A “L‘a -
Vs g7 (Y g Gix ) (6.12)
e z podminek (6.10)

3 . '
Y:g@,é, Ch=—g 1 € =0. (6.13)

w}?(«



Dosezenim (6.13) do (6.12)

(- 3ext+ 23) (6.14)

Zda
o stupen
¥ teor il
grél, i

lou chybovou &dru, enif Jeme se musell steral
¢ neuréitosti. To Je velké vyhode deformeln{ metody.
sti e dokawuie, ke ohybovéd Bdre (6.34)

Eitéme cellkovou potsncidlnd energii

lmelizuie inte-

. Qﬁ
EL (") + L/ v Y Adx, (6.15)

% owdrndeh Mro

{(6.10Y, ddvé prive
¥ i

pro tulso

ch® funkel U =V (X}, splnujlefch okrsjové peduinky
e (6.14) nejmendl hodonotu integrélu (6.15): zdvov
be silové velldiny z nl odvozend

tw’;ﬁg e .M;’E‘:;, ij“ EH .%M

£
<
§
i
;
:
7
Ly
o
o
ot
733
o

slofky reskel dostanens

Mo Me (). (6.17)

s obou metoed ukdlems déle ne pfipadu row

npepjatosti. Pro nee
plat{ v soustsvé pravodhlych goufadnic Xy tyio
cbjemovyeh 8il)s

(6.18)

Kromg toho platd

:’;}?ﬁﬂ ;"\;?\ o &

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 4 bey - Elékgm {6.19
&y 5

dy" @X“ ﬁé?y

o

@ o {%‘im’;« hay

4 - ‘ 1, 1 e
Ex = E (G “fLQ%*}i 53 =TE égﬁ wgusgk} i ?&gm G gﬁg (6.20)

Rovnice (6.18), (6.19) a (6.20) spolu & okrajovymi podminkemi postafuj:
k FeSeni Wlohy. *

& n&mayvagi protofe ﬁ&fﬁéim@ ronkedtn? saddni;
- sneky deformadnd 81 silovéd meluody.




U silové metody dosadime z rovnic (6.20) do rovnice (6.19) & dostaneme
tak epolu 8 (6.18) t#i rovnice pro nezndmé sloiky napat{ SY Dy 1Ty = Tyx -
#isto (6.19) nyni buds

32 o : 0y
U"W%f’ Gy) + T (By -6} = 2lie w) g (6.21)

Tuto rovnici lzs kosbinovat 8 derivacemi vrovnlie (6.18) tak, Ze vyjds
¢
?,.

( e + e \)( Gx 1 Gy) = 0. (6.22)

Rowvnice {(6.18) & (6.22) Jsou nyni vjcbhozﬁmi rovnicemi pro silovou metodu.

Pl deformalnl metodd poufijeme vztahy mezi pomérnym pfetvofenim €£x

$

€y "3’“”@ a posuvy W , U ve smérech soufadnicovych os x, vy
e o Tw Yy
Ex Tx P By 7 7y / y‘xy = Pyn "';;)"3,: L P {6.23)

Dosazenim do (6.20) & pak do (6.18) dostaneme dv& rovnice pro nezndmé posuvy

L Ve 14+ Ve

o “7;5';/“5’ = 2. ( Tyt - X0y ) ] :
%:‘ . Ei'}ii i ’i +M, ( . f'\é_w ) {§»24)
Pyt Vy* N P} X Tyon /-

Pritom jJsme wyuZili sndmy vztab E :2{’“‘/@6% Je zfejmé, %e pfi Fedeni defor-
maéni metodou nepotifebujeme rovnice kompetibility (6.19). ®)

Jake posledni p%ikl&d uvedeme Pedeni prutové soustavy podle obr. 5.
Pruty maj{ stejny pri¥ez S a stejny modul prunosii E . Ve spolefném
kloubu plheobfl s{lse Foo. oopi postupu podle ailové metody oznelime staticky
neuwréitou s{lu v prutu 7 znakem X (obr. 6). Bude tedy P X

.:; \
N
N
% N
N N
N ‘q
N N
g@ £ N
N N
N N
N F
N
_____ o 2 X
Obr. 5 Obr. 6

’“’ Rovnice (6.23) jsou jim totiz ekvivalentni.
=39 -



"% podminek rovnovéhy
. R y )
(P + ?3§‘§j§fg P X = 0

= .0 8. 35
i

nelze Jjodiy sily P’% , P vypotitet, nebot o I T
pRipojit podminku kompaltibil ;

nkei dené efly ©
3% tato energie ddna

kde kwoumplemsntdrni potsncidlni
a staticky neurdité sifly XA
vixtahen =/

u® = WM{ {?wz?; %i_y*{ } 4 %:‘ j (6.27)

Bily ‘?&E &l ‘)J musime nshradit promdnnfmi A & U pomocd vastahd
(6.2%), tekis

=
P
P
o
w .
o
s

UP = 55 L

Rovnice (6.26) nyni dévd A U , s rovnie (6.2%) plyne

2:§

f‘ Mo s _——
Darivace JUH/DF mé podle
ného kloubu

posuvy Byslalb-

U Foiz
é w5 ‘BF g :’5.; : iﬁw:ﬁg}?

PEL deformain
tickou nsurlitost kong

nabodd se nebudsnmse slterat o ste~
Jednodulie zvolime za
W {obr. Ti. Pro

o

nezndmé obd slofly
gily v pruts 5 Hovkeove zékons (8 osnal

B/t = %) “

Pp = b | (6.31)

Qb . 7

®/ V { ~tém prutu je teto energie (Pl



Dosezenim do rovnic rovnovéahy

(b v B) gl + P =0

. 4 (6.32)
(,“PH" P3> "'“9:42, + F = 0
vyﬁdé soustave rovalc
4
W + 1) 1 «
(7l %4 ) o 0 | (6.33)
~ 50 kv +F = 0
Odtud
ol P
w=0 L Fela (6.34)
o 2 ES

Svisly¥ posuv V' je vBak posuvem 5 podle (6.30). Srovnénim se lze pfe;l
sv8déit, %e obd meiody ddvajl ty% vysledek. :

‘ Poianciéini energie napjatosti je pro lineédrnd pruZné pruty stejnéd
jako (6.27), Jje v8ak nutno ji vyjédfit pomoci posuvd (6.31). Vyjde
| q[:g U 3 "*" Pt (6.35)

Derivac@’au/'alfﬂévé velikost sfly plsobifci ve smdru posuvu V
Skuteén&, s poufitim (6.34) vyjde

U SRR DY ESv {2 )
R S VAL (6.36)

Je zPejmé, %e deformalni metoda je principidln& jednodussi. Nepotfebu-
jeme pri n{ 24dné podminky kompatibility. Zistévéd stejnd, af jde o konstruk-
ce staticky uréité nebo neurlité. Proto se v daldim vykladu vyhradng vénu-
Jeme této metods. Silovou metodou se budeme zabyvat af v nékterém z dalSich
semindil. Jestli%e jsme fekli, %e deformaelni metoda je jednoduss{, neznama-
néd to je#t&, %e Je vZdy vyhodndjii. Stévd se, Ze jedna z metod byvé prac-
néj8{ nef drubd, to viak neni‘vidy stejué. Otdzka vyhodnosti zdviel také na
tom, mbieme-1i nebo nembZeme-1li k vypodtu pouiit seamofinny pol{tal. PF¥itom
se uplatniujf je#td jind hlediska, predevdim poZadavek numerické stsbility
soustavy rovnic pro Fefenf rozsédhlych dleoh. Tim se stalo, Ze 8llovéd metoda,
kterd se ve statice prufnyech soustav diffve uv¥ivalae velmi Casto, ustoupila
pozd&ji zcela do pozadl. V soulasné dob¥ viak byly vyvinuty nové numerické
zplisoby Felend sou@tav'podle silové metody, a tak se 1 8ilovéd metods dostd-
vé znovu do popPedl zéjmu. ‘

Nékdy Jje Gdelnd Fesdit ty% problém obdma m@todamif We jsme-11 totid
‘schopni podat Tefeni exektni (nebo nebylo-li by exaktni Fedeni ekonomické),



poufivéme Fedenf pribliZnd. Jak pozd&ji uvidime, ohrenilujf vysledky ziske~
né deformedn{ a silovou metodou presnd feSeni; tim zi{skéme odhad chyby pPi-

bli¥ného Fesdeni.

7. PRICTwrovE CINITELE. MATICE TUHOSTI A PODDAJNOSTI

Z vlementérni teorie ohybu nosnikl je zndm pojem p¥i¥inkového ¥initele
Cj@ . Je to prihyb v mistd j zplsobeny jednotkevou silou plsobict
v mist¥ R . U noeniku na obr. 8 Je J,ﬁ, =1, 2, 3 a pro pf{dinkové
&initele - za predpokladu, %e ohybové tuhost [J Je stéld - plat{ vztahy

4

e s [ ,
C’%&; %éEJ Xg((' X@)Lz’gx‘b“xé X,&’) pV'D X&éx‘;‘ (7“1)
{?%3 ® 63'%.;
i v
| Fy | Fy g%
X%
X3
1
d, .
5,15,
4 Cbr. 8

Tyto ¥initele mliZeme sestavit do soumdrné matice

{7.2)
Ca4 3. G

Abychom msli wrditou pfedstavu o &iselnych hodxﬁotéam zivglm@ Xy =0,2¢ ,
X, =0,5¢ , X3 = 0,74 . Vypoktem podle (7.1) vyjde okrouhle

., 860 1183 870
- .,.mi?m 1183 2083 16501, .. {7.3)
10°EJ 870 1650 1470
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7 definice prifinkovych &initell (ijh a z principu superpozice dosté-
véme ihned hodnoty prihybd 53 (§ =1, 2, 3) pisobist si1 Fy

81 . CH Cvn (;'1,3 F\
bl = |ty Cu Cp FL (7.4
03 Cis Cyp Gy Fa

Tuto rovnici lze psdt zkrdcend

10y = Teliry | | (7.5)

Jak Jeme JiZ uvedli, miZeme zdvorky v rovnici (7.5) vynschat, nevznikd-
11 nebezpel{ omylu zdéminou matic za obyte jné prcménné.’

Kdyby napf. ns nosnik pisobila podle obr. 8 pouze sila F uproetfad,
‘byloby Iy =0, & F, F, =0. Podle (7.3) a (7.5)

i

8, 3 860 1183 870 0)
oy = —5 1183 2083 1650 Fy. (7.6)
5 fo"&J 870 1650 1470 0

Vzhledem k nuldm v prvnim a ve tfetim #4dku vektoru {F} ni¥ems prvﬁi a
tfetf{ sloupec matice [C] Bkrtnout; zbyvé ’

| g& & | 1183
bl = 2083Y F . (7.7
by 0ET 1650

Prihyb uprostfed by tedy byl

Fe? Oé Fa?
10°es 2% 7 TigEd

5, -

(7.8)

CMatici L[C) v rovnici (7.5) bychom mohli nazyvat matici{ p¥i¥inkovych
&inliteld, Budeme JI vB8ak kratleji fikat "matice poddajnosti”. Jde-li o ohy-
bany nosnik, mohli bychom té% pouZit ndzev "matice ohebnosti”. Heni to
singuldrn{ maticé, proto lze najit jejf inverzi’[K-] = [Cﬁrs kterou budeme
nazyvat "matic{ tuhosti". Mfsto (7.5) dostaneme

PPy - Lo (6Y - [k1(6) 1.9)

V¥ téte rovnici bude zfeimd (v naBem piipadé)
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- " {111 fiy  Ras
EK} =1c1’ = . oy ting  has

fa {%31 %34 (7.10)
Rozep{feme~-11 (7.9), dostaneme
F, by e Ro| [§)
Fot =| du ke fu| g i (7.11)
Fa by by Rul |6,

Odtud je zPejmy vyznam &initeld ‘Q{j . Zvolime-1i t¥eba 5} = 1 dél~
kovéd jednotka, 0, = O, ¢%m 0, bude mit 3initeld; vyznam sfly vzniklé
v 1 -té podpote pfi zvolenych deformacich (obr. 9). */ Matice LK ]
vaznikle inverzi soumdrné matice, proto je ssma rovn#% soumdrnd.

V naem zvlddtnim pFipadsd vyjde pfibliZng

F £9 [ 591 -528 2437 (&,
Y = —5 |58 883 -679| |&. (7.12)
B o a3 e 682 | |0

Rovnice (7.4) a (7.11) maj{ spoleéné to; %6 se tykajl Jjem deformaci
‘a 8il v bodech 1, 1,3 (obr. 8 @a 9). Prvn{ z nich umo¥nuje vypolet de~
formaci, Jsou-li dény sfly, druhé vypolet 8il, potFebnych k dosaZeni danjch
deformaci. Pr{ifinkové &initele se Zasto pouZivaly ve statice i v dynamice
pru’nych t&les. My v&ak je budeme nyni uifvat pon¥kud jinsk. Krom¥ matice
tuhosti a matice poddajnosti, jei se tykajl celé konstrukece (to byl

*/ Z nézoru Jje ziejmé, %o @41 bude zéporné, coi neni podstatné. .V sou~
stavé 51 Je jednotikou délky metr. St&%{ si ovBem dovedeme,bﬁed@ﬁavit
prihyb nosnikn 1 m, alespon nikoli u nosniku. obvyklé velikosti. Proto
#de pojmenovéni délkové jJednotky ani neuvddime. Délkeovou Jednotku vBak
miZeme volit libovolnd malou, pamatujeme-li, %6 & prdhybem Be ve stejném _
pomdru zmendujl i &initele ‘&gg-‘ (
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prozatim nd¥ pripad), zavedeme jedt¥ tvio matice pro jednotlivé ¥dsti, tj.
pro “prvky” &i “"elementy” konstrukce. Bude-1i tfeba, rozli¥fme oba druhy
matic ndzvy “celkovd™ a "elementérni” matice. Z elementdrnich matic se pak
nautims sklddat celkové metice a 8 jejich pomoc{ odvozovat vztahy platné
pro celou konstrukei. Takovymi konstruk&nimi prvky €i elementy by mohly

v neSem pf{padd byt &ty¥i nosnfky o délkéch 0,2 L, 0,3 £, 0,24 a2 0,3¢ ,
na n&% lze dany nosnik v mistech | , £ , 3 rozdslit. ProtoZe se prozatim
omezime na deformeéni metodu, budou zékladni soustavu neznémych velilin
tvorit deformacs (prlhyby, sklony, posuvy). Silové veli¥iny pak dostaneme

z rovonic typu (7.9). K tomu budeme potfebovat matice tuhosti (nikoli matice
poddajnosti). S nimi tedy zaneme. Nebudeme vﬁakbprobirat hned nosniky, ale
zvolime pro zaldtek jJednoduSB{ prvky - pruZiny. Pozdédji se k otdzce nosnikl
znovu vrétime.

'Q%oha 22. HNa strung pPedpjaté konstantni silou Q._ Jsou ve stejnych vzdd-
Jenostech umfst&ny t¥i stejné osam¥lé hmoty (hmotné body) ™ . Viastn{ hmo-
tu struny zenedbdvéme, rovnéZ tak 1 zm&nu pPfedpdtl vliivem vychylek. Pomoel
pfiZinkovych &initeld urdete vlastn{ kruhovou frekvenci volného kmitdnf
‘této soustavy (pfi malych vychylkéch).

Uloha 23. Pro strumu z pfedchozi dlohy stanovte matici tuhosti [141.

8. PRUZINY SPOJENE PARALELNE A SERIOVE

Jak jsme ji% uvedli, pokusfme se nyn{ sestavit matici tuhosti pro ce-
louw soustavu pomoci elementdrnich matic tuhosti pr¢ Jednotlivé pruZiny.
Tyto dva druhy matic nesmime zsm&novat. Nejprve se tedy budeme zabyvat
jednow pruZinou. :

Pro pru%inu na obr. 10 zavedeme X.,,Ueg k ’ XZ; u,
kladné posuvy U¢ a kladné sily Xg e A S -
ve sméru zleva doprava (U =1, 2 ). 7 2
Obdobn& k rovnici (7.11) miZeme psét

Obr. 10
Xy f’»n fyy Wy
X‘?’ ﬁ‘l‘i . é_‘lq_ ) 1,{,2_ (8-1)

Co znemend napf. soufinitel &41 ? Zvolime-1i W; = 0, vyjde z rovnice
(8.1) '

Xem byt 00 X = Ry, (8.2)
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To znamend, fe. iiﬁ sa rovnéd pomdru XHI%»g pEi Wy = 0. Podobnd

4,4 se rovnd pomdru Xy Jtg + Je-14 %, prufinové konetanta (mén& vhodn
té% "tuhost”) prufiny, bude zrejmd Ly -4 , @y, =~ f, - V tomto druhém

pFipadd je znaménko sédporné, protofe posuv kloubu 1 o W, =zplsobi

v kloubu % tlakovou reakei, zatfmco sfla + X, je tahové (na rozdil
od X’i Ve

Zvolime-1i naopak W; =0, Uy ¥ 0, vyjde obdobné

by = Xl W, stk hy T Xalu, =k, (8.3)

Shrpeme-11 tyto vysledky, dostanems matici tuhosti

. h - -
Tkl = [uéu 54,] - {L[m; i}@ (8.4)

Kdyby 8lo o dvé pru¥iny spojené paralelnd (obr. 11 a), m&étly by se
sily vanikld pPfi posuvech Uy, 44, v Jednotlivych prufindch; e pouditim
(8.4) :

=l ¥ ' (8.5)
Ko - QL& to| | U -& ‘{Q& ‘u"?*

X,

Uy

#

Obr. 11 (&, b)

Zkrécend mi¥eme tuto rovnici napsat taktos

IXY = [k T{a) + D] {ud

#

gill

s

(B.6)

kde

[K) = LT+ 0Ky (8.7)
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Ponskud slo%itéjB81 je pfipad pruiin Pazenych sériové (obr. 11 b).
Op&t bude platit, Ze

X, | I' {2'11 ot Ak
= | ’hu '{L 12 "&.1,3 Wy (8.8}
Xs L kg b by Uy

8111
XY = Trd{u . (8.9)
Zvolime-11i W, =0, U, =0, vyjde z (8.8)

ﬁii = )(1/%,‘ > ﬁ’ﬁ; ; {121 = Xz./f/(q ="ﬁa J 1(‘31 = X_g/‘(/(u) =0,

Nyn{ zvolfme Wi =0, U; = 0; dJdostaneme

{L,;Z""'X1/‘L(,, g“éa, ,'mxf./u’z,: ﬁ-a'fké.‘; 137_:)(3/{/61"

=
8
H

i
Koneéné pro Uy =0, WUy =0
'hzn.g X1/¢L.5= 0 ; '&'9_3‘1 XZ/LLs ‘:w'&&'} ﬁls =X3 /'(,4,33 ﬁ"&’ .

Celkem tedy bude

'{240., - 'é'(»b O
[kl = ko, hasv by By (8.10)
0 ”{1‘6, 'hé, |

" Pri vypoltu Jsme postupovall stejnd jako u Jednotlivé pruZiny, jen pii
vypodtu &initele &, se uplatnily ob¥ pruiiny zéroven. Matici [ K] ,jkém'ok
mohli sestavit, zdé se, superpozicf matic (8.4) platnych pro Jednotlivé
pruziny podle schématu na obr. 12. Staéi
doplnit #4d matice na 3 (cof je polet
"stupnl volnosti”, tj. polet posuvd vstu- k, 0
pujfcich do rovnice (8.8) ) a do této : &
zvétéenéd matice zallenit submatice [Ka] S : »
a [V,Ir] seatavené pedle (8.4) tak, aby EKj
ee na diagondle pfekryvaly. Tem, kde se ‘ V ,
pPekryvajl, se jednotlivé prvky matic se- 0 : Kb
E{taj{. Wepokrytd pole matice 3 x 3 se '
doplni nulemi. Tak Be tedy z slementdr~ S
nich matic [Ko_] , LK, ] slo%f celkovd Obr. 12
matice.

H
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Také bychom mohli postupovat tek, 2e bychom nejprve dopinili P4d sle-
mentdrnich matic na 3 ¥ 3 a pak Je jednoduBe sefetll, oviem s pPihlédnutim
k potadi prvkd, jei musi u v8ech matic odpovidat pofadf{ posuvl. Rowvnici
(8.10) bychom mohli zspsat napf. takto:

k) = Tkl v+ Ly, (8.11)
kds ,
Uy Uy Ay Wi Uy AUy
K 1" ~he Ra 0 , [KD =] 0 % -t (8.12) -
o, &
0 0 4] 0 -4, %%

Obdobné bychom mohli postupovat i pfi vétdim pedtu pruZin. Uritou po-
mickou pPfi sestavovéni celkové matice Je, oznalime~1li 8l sloupce zvétSengch
matic, jak se ¥ nim pPifazujl posuvy. Nepf. pro t#i prufiny za sebou podle
obr. 13 buds t¥ebs matice zviiBit na P44 4 % 4 .

Ko, Uy o Xy Ue X3,Us K, Uy
i j : D & T AN A N o i
k@ kéy 4
Obr. 13
Bude tedy
oy Uy thy Wy ooy iy Uy Uy
-da w 0 L, -
K] - | TR R I
0 0 0 0 0 -hy ﬁ@, 0
0 0 0 0 o 0 0o 0
) 4y g, ’%3 u“‘%‘
0 - 0 0
, o 0 0 0.
l=1¢ o & & !
0 ke o]  IKI <[KI+IK 140K, @13

Je-1i napf. prufine s konstantou %. ptipevn&na v kloubech 3 , &
vznikd sfla v této pruling jenom vliven posuvd Uy , 4Aly . Proto subma-
tice LKQE mus{ mit nenulové prvky jenom ve tPetim a &tvrtém eloupei, pept.
#ddku. Tato metode skléddni matic tuhosti Je velmi ufitelnd a Jednoduchd. -
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Pro soustavy na obr. 13 bude tedy platit rovnice
‘ :U"‘ ﬂt u:é U,q.

 X% I ko "%w 0 0 AUy
X, ) “ko bark, -G, O U, |
Xy 0 -k, hette ~he My (8.14)
Xy | 0 ¢ b, e Uy

Poznévéme v ni opst tvar (8.9).

YBechny celkové matice tuhosti [34] , odvozené v tomto odstavei,
majf{ tyto viastnosti:

1. Matice [}<l Jsou soumérné.

2. Soutet prvkd matice LK ] v kefdém Fédku (a tedy i v kezdém sloupci)
je nulovy. Je to disledek rovnovdhy dané pruZiny nebo soustavy pruZin.

3. Determinant \%{ | = 0, matice [K] je tedy singulédrni; inverznf ma-
tice neexistuje. Je to tim, %¥e nejsou pFedepsdny okrajové podminky, Jde
o volnou soustavu t&les (na rozdf{l od matic tuhosti v kap. 7, kde nosnik
byl na koncich podepfen). Posuvy nejsou proto Jednoznaéné dény.

4. Matice {}<] mé na hlavn{ diagondle (vedené zleva nahote vpravo dold)
vZdy kladné prvky (‘&%L >0 ). Je to tim, %e sfla, pisobic{ na pruiné
té&leao nebo soustavu té&les, nikdy nevyvold posuv svého plisobidts proti
smyslu svého plsobeni.

Shledéme-1i, %¢ matice {‘<l Je singulérnil, vidy to znamend, Ze t&le-
8o {nebo scustava t#les) neni dostatelnd podepfené mabo Ze mé vyJjimeénou
polohu, nepfipoustsjfc! jednoznadné urdeni posuvi. Tak je tomu tifeba u ma-
tice (K] ‘v rovnici (8.10). Sta&{ vdak jeden z posuvi predepsat a situace
se ihned zm&ni. Zvolime naph. Uy = 0 . Soustava (8.10) pro dvd pruZiny
podle obr. 11b pak dévé

X\ [ ke fe |00 U
} i
Xeys|tha barky | che| | M (5.15)
X(’: 0 - ﬁ’f,« l] ﬁ‘?r U.}"'O - 15
Wynt Xy ; Xe Jsou vn8j8i sfily, Xg’ Je reakce. Rovnici (8.15) lze
rozepsat
\X’t E _ "ﬁ'm ' ’%'au {uﬂ
Xg ) |- -+ i :
&w. é'(b e e (8.16).

PGY - [ o - QI,J, 1 &iﬂ (8.17)
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Matice v (8.16) JjiZ neni singulérni{ (p¥islud{ soustavd upevniné v klou~
bu 3 a nikoli volné soustavé, pohyb neni jiZ bez deformaci pruiin mo¥ny),
tak#e lze najit jeji{ inverzi, a tim i Feleni

.4 {

L R TR R | (X
'U-’L _i__ __I_‘____ XQk (8018)
f, %,

Dosazenim do (8.17) najdeme reakci
4 4 4

N = T = o~
{XJ 10 - & ]| " ke By | K "
v 1 X, (8.19)
é"ﬂr ﬁ’éﬂ
Po vyndsobeni odtud plyne
Xs = - X, - Xz ‘ - {B8.20}

Nyni je8t& uréime s{ly v Jednotlivych prufindch. Ziejm& je

P(L:ﬁ'a;(u)t'u'f) ‘X1,

il

(8.21)

#

P& = {Q& ('ufz""u’f-) ‘fibug."‘xt‘)(g_.

Vypoltovy postup, ktery jsme pouZili, mé obecn& tuto strukturu:

XNE B Ke{o{ : Ko((& { ua}

Ty ST AT o (8.22)
Xp Kox | Kpp Wp
Submatice maj{ tento vyznam:
Xy - dané sily,
Xp - neznémé reakce,
Uy =~ neznémé posuvy,
4,{,,5 - predepsané posuvy (okrajové podminky).
Rozepsénim plyne z (8.22)
X, = K _u, +K
o ol d ap A
" iR (8.23)
X(! = K{.‘m Uy T Kp{sup o
Z prvn{ rovnice
-1
Wy = Km ( X« ‘Kuﬁﬂ-_ﬁ) (8.24)
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s z druhé

; s Ced
e . 1 A - / ! o
Sy Kjg,ay; Mol N ( %i B 24 o K(Z,‘(_\ ~ K Y ) Up . (8.25)

Je~11 ve zvldBinfim pfipadd WU, =0 , vyjde #/
-l X ’
U = Koo Xy (8.24 a)
Xg, Km\ gm, a_ . (8.25 a)

Cheeme-1i dostat soustavu (8.22), musime ndkdy prvky preskupit.
Kdybychom napf. chté&li te8it rovnici (8.14) s podminkou 4kg=0 , museli
bychom pofedi prvkd 1 2 3 4 zmdnit na 1 2 4 3

) C Ay Uy hy s .
Xq ’fi.qj - {Lm 0 ‘i 0 Wy
X | R Rt by O ke e (8.26)
X‘M ) G 0 ive ; - ‘i?q-, 7 Ay Q
. e -
; x:a 0 - g)u%u - ﬁa i@? H”?.d W%

- PoPadf prvkd ss sice zmdnilo, avBak k sile x& a k poéuvu 'Uj - pa-
t¥{ ty¥ prvek '&gg Jako prve. Napﬁl k 81{le XH. a k posuvu 4L; patk{
prvak £%3“""§1? a to stejnd v rovnici (8.14). jeko v rowvnici (B.26). =
Viastnosti celkové matice tuhosti [§<3 se pPeskupenim prvkd nezménily.
Rovnice (8.26) v8ak jiZ odpovidé svou strukturou fovnici (8.22). Rovnice
(8.22) a% (8.25) popisujl postup vypoltd posuvl a reakecf. Prévé tak lze
schematicky neznalit pastup vypodtu vnitfnich 8il (v obecndjim pripads to
mohou byt { nep&tf). K posuvtm, které jsme vypodetli podle (8. 24), ur&ime
nynil vnit¥nl sfly vnéBené v uzlech do Qadnatlivjch prvk& a oznaéima Je '

%@XQ% (index vprava nahofe € = element, prvek). Dostaneme

{X‘fﬂ& = [ K1 {uy, | (8.27)

kde { <e] znaéi matici tuhosti jednoho prvku a {ikk vektor skuteénych
p@%m&& Matice L K¢l jsou napf. jednotlivé matice (8.12). Misto nich v3ak
mifeme uvaZovat pfisluBné submatice typu (8. é), ponachéma«li ve vektoru
{i&} jan ty prvky, které znamenaji posuvy kloub& pﬁisluéného prvku (pru-
#iny). Jsou-1i napP. u prufiny K klouby U a J . Plati podle (8.27)

“/’Té’jsaﬁ prévé rovnice (8.18) a (8.19)
%%{ V rovnici (8.26) neni vdak &1slovéni sloupcl a féﬂkﬁ'poatuphé (nap#.
t¥Feti Féddek mé &islo 4).
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T .
. ¥y - -
X‘; =] ha e ) (8:28)
X? 'ﬁ-d. ﬁ.& u,)
odkud v o
{ = 4 VAL
X) + e - 1[5 -t
, (8.29)
L) = (61 - e i)
Rovnici (8.29) zkrécend zapifems takto :
() - L) e

Zde [SM]‘E ﬁ%k'kdx znadi matici, kterd u prvku transformuje vektor po-
suvl na vektor vnitfnich sil. ProtoZe se obecné&ji politaji pfimo nap&tl
uvnité prvkd, nazyvéd se [ Sm] “nap&fovou matic{" (stress matrix).

Pro pfipad dvou prufin spojenych sériové miiZeme tedy ob¥ rovnice (8.21)
napsat najednou ve tvaru

{PA = L~k Qﬂ{ A ) (8.31)

kde oL = q, b

) lpro ® = @,
4':.
2pro * = b,
$ = 4+

Uloha 24 . Soustsvu tr{ pruZin na obr. 13 upevnimeé v kloubech 1 & W .
Dené sfly pisobf v kloubech £ . & 3 . Urtete posuvy, reakce a vnitini
8{ly v pruZindch.

Uloha 25. U soustavy t¥{ pruZin ns obr. l4a . upevnime uzly 1 a M o
Kloubu 2 ~ ud¥lime jednotkovy posuv U, =1 . Urdete pesuv U; , sflu
X, a nezndmé reakce.

Uloha 26. Pruziny z ulohy 25 budou navic zati¥eny wvnéjsi silou Xs ‘
Jak se FeSenl zméni?

Uloha 27.*)Dok32te,VZa u soustavy iFI pruZin podle‘obr.'lj lze &initele
4@55 odvodit derivovénim potencidélnil energie napjatosti U podle vztahu
PR ) |
4= e

X)  Je-li energie napjatosti vyjadtena pomoci deformaénich veli¢in, nazyva se obvykle

deformacni energie. U linearng elastickych t&les se obé energie sobé& rovnaji.
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Uloha 28. Odvodte matici tuhosti pro prufinu v rovin& pedle ebr. l4a
' (Bude oviem &tvrtého fadu).

lohea 29. Sestevte maticl tuhosti pro soustavu t¥{ prufin podle obr. 14b.
Doka¥te, Ze submatici KW,& doataneme z celkové matice tuhosti K Skrtnu-
tim sloupcl a Fédkd, pro n&% jsou prifazené posuvy nulové.

Obr. lda . Obr. 14b

9. RESENT ROVINNYCH PRUTOVYCH SOUSTAV. ZAKLADNT OVARY.

Mfsto pruéin budeme nyni{ uvaZovat pruty o tuhosti
4 - ES

kde E znatf Younglv modul pruinosti,
S p::fﬁf'e:z pruta,
£ asiku prutu.

Kdyby prut leZel v ose X a byl v této ose také zatifen, platil by
{v mezfich linedrn{ teorie pruinosti) vztah (8.1) a (8.4). AvSak obecnd tomu
tak nenf, prut je umistén v roving X , ¥ né jak éikmo, takie Jjeho ma-
tice tuhosti K bude &tvrtého a nikoli druhého fadu .- ¥ dloze 28 Jsme se Jji¥
zabfvali elementdrnim odvozenim takové matice.a v dloze 29 jsme dokonoe tu-
to vatsi matici vyuZili k ¥eSenf ulohy. Takovy postup je véak zdlouhavy a ’
pro praxi nevhodny. Cht&li bychom, aby bylo moZno ze znalosti elementérn{
matice (B8.4) ve vyhodné lokalni soufadnicové soustavé (v které osa1 X spadd
do o8y prutu) néjak;gfm algoritmem odvodit viceménd “mechanicky” matici
v obecné soufadnicové soustavé, v niZ si znazornime vSechny pruty soustavy. ,
Budeme "t@;dy rozliBovat lokdlni soufadnicovy systém. ¥ ' 33 , zavedeny zvl&st
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‘ pro kaefdy pfat, a plebdln{ souPedny systém X | Y . Plainy pro celov
atavu., Transformaci mezxl obéme systémy vylJadPime v maticovém tvaru, vhodndn

pro pozddjdi progreamovéni vypodtu.

S s

_ Pro prufny prut podle obr. 15 v lokdlnfich soufadnicfch X | ¥
plati zadénéd rovnice

EA R TR R

kde %, Je ddno vztahem (9.1). Ve skutefnosti by mé&la byt metice tuhostl
Ztvrtého Pédu a vektory by mély obsshovat 1éZ prviy Yﬁ P PR § 9
vy , Je% jsou vBak nulové (proto jsme Je zatim nepesli), Mlo by tedy

v dplnosti byt

FA

X, } 40 -4 0}

i .i |0 0 0 0 |

O e I T RS A T (9.3)
k b j Q ‘\.) ‘3 :::’ \ QJL

Tato rovnice, Jsd mé
spét tvar A= e

Y N
s 4B DDBEe

}/ ? hové zeele totoinéd s rovaicd
&y & L {(9.2). Formédlnd jJe wisk pii-

L Qw’ zphsobena tvary, Jaky buds

g , .

g odpovidat obecnd poloze wuailn
N - v globdlni soustevd soufadnic.
Wﬁi§i ~ &*}§§§§j§ - Na obr. 15 Jjsou slokky sil
g v Lokélni souPadné sousiavid

3§$ e psnaleny pruhem, v glebdlind
spustavd bez prubu. Mezl obi-

ma eoustevenl platl podminky
stetickd ekvivelencs, takis
}2 nep¥. pro kloub 2 mifems

E:

o <o oo o e

Obr. 15 pedt

Xo = X, cos T Ny Ay
':"T i . }’_ . {?&5’;‘}
o ==X, Amy + N, Los g

Obdobné dvd rovnics plati 1 pro kloub i . Pre %kféaﬁmﬁ zépisu oznalne

A B ﬁ@iL? ' fi B A, (9.5)
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Podminky statické akvivalence lze pak napsat jako transformaci vektoru ixk

- na vektor {X;}
g\ oM 0 (%,
Y, -
V%0 ° poh 0N (9.6)
Aa J 0 0 A u Xa {
\ Y, ] 0 0 YO R

ﬁili zkrécend
{X§= {THXS (9.7)

Mhtiei-[frl nazveme transformaini matic{. V daném pfi{padd je to ¥tvercovéd
matice v rovnici (9.6). Z rovnice (9.7) plyne naopak

{x} - [vT ]’4 {3—(} (9.8)

Pro. transformani matici je typické, Ze
> “ ) T
L7l =07] . (9.9)

" Tato vlastnost velmi usnadnuje vypo&ty. */ ‘Rovnici (9.8) pak miZeme bfe¥

psat do tvaru Tb«—
{xy %[Tl X3 (9.10)

Vaztah (9.9), a tedy ani (9.10), neplati jen ve vyjimednych pPipadech (p#i
neortogondlnich transformacich). Posuvy se transformuj{ stejnd jako sily-
(jsou to rovnd% vektory). Proto
s S T — ~
w=Tu w=T @ (9.11)
v maticovyeh rovnicich (9.11) jsme vynechali zévorky. Ty mi%eme vynechat,
nevzniké«li nebezpe&{ omylu.

Jak se nyn{ bude transformovat matice tuhosti K do tveru K 7
' NapiSeme definujici rovnici v lokélnich soui‘adnicich

s

X = K'il (9.12)

—— o i

*/,0 platneosti (9.9) se lze presvidiit soulinem [T] Tl . Vyjde vakutku
Jednotkovéd matice [.I.Ee Vztah plat{ pro ortogondlni transformace (pfi
- nich% se zachovava pravy thel a neméni se velikost vektori).
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e dosadfme do ni z rovnic (9w7) a (9.11). Nejprve vyjée

™) = K Tu
' T
a pek - vyndsobenfm matici{ T zleva -
, P
X =T KTuw. (9.13)
Porovnémi se vztahem X =\<xx z{skéme vzofec
e T
IC=TKT | (9.14)

Dosadime~1i na pravou stranu poslednif rovniCe-matici

1 0 -1 0
SR IO R
o o o o
a matici |  podle (9.6), vyjde
X Ap =X ]
i - (A
K = (. s );/u ~ (9.16)

A A A
A A

Tute matici ji% zndme z dlohy 28. U prutd ji lze odvodit snadno pfimo.
U slozitdjd{ch prvkd se vdak rozhodné& vyplat{ napsat matici tuhosti E? ,
nejprve v lokdlnich soutadnicich a pak ponechat politafi, aby spoéital sou-
£in (9.14) & sestavil tak pro dals{ vypodet matici LK1 v globdlnfch sou-
Padnicich. Chceme-1i, miZeme tyto matice tuhosti, psané pro jednotlivé ele-
menty konstrukce'(v naSem pFipadsd pro jednotlivé pruty), oznadit t‘(aj na
rozd{l od celkové matice tuhosti [3<] platné pro celou soustavu (v nadem
p¥ipadé pro celou prutovou soustavu). Celkové matice tuhosti vzniké slokenim
z elementédrnich matic tuhosti a'je‘ Jak Jeme JjiZ uvedli, éingulérnia Prede~
psénim okrajovych podminek (tj. volbou uloZeni soustavy, jeZ miZe, ale nemu-
af bit staticky urdité) ziskdme nesingulérni zmend3encu matici [‘<md) a
z rovnice (8.24) v3echny neznédmé posuvy. ’

Pokud bychom cht&li zndl i wvnit¥n{ s{ly v prutech, napsali bychom pro
uréity prut X v globdlnfch souradnicich (obr. 16)

gﬁ“t\ = LRG WY (9.17)
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Obr. 16 Obr. 17

Indexem € = vpravo nahofe vyznalujeme, %Ze do rovnice vstupujl Jen ve-
1i¢iny prisludné zkoumanému prvku (elementu) konstrukce. Matice [ké&l Je
déna rovnic{ (9.16). Pro sfly vndZend do prutu X v kloubu 3 dostaneme

z rovnice (9.17) (pro R= hy )
2
X;’L“ ’&u[(uj"ud)/\'a 1'(“3?"\}()’\'&/“'0&]1 (9.18)
V= Ry Dluym we) A+ (v~ ) pha 1

Pro silu Po.;_ v prutu spejujicim klouby G . } pak z podminky statické
ekvivalence plyne

Pu = X§ At \(; Moy, (9.19)

& dosazenim z (9.18)

Uy =44
{P"‘} = {Qd.[’\’«x /"“o&'] { ’Uf;— U‘dg (9.20)

<

3
Plat{ oviem, Ze A +‘M7"°'1 , Jak plyne z definice (9.5). Matice

[Sm] = {Q.% T_')u‘x (Mf“‘:l {9,21)

je tedy nap&fovou matici - srovnej se vztahem (8.30).

Jako pPiklad uvedeme vypolet soustavy t¥{ prutd podle obr. 17. Pruty
necht maj{ stejny prifez a stejny modul prufnosti. Tuhost prutu 2 - 3

viak bude Jind ne% u prutd 1 - 2 a 3 - 41 . To souvis! s odlisnou
délkou. Oznatfme-11 & = ES/¢, bude */ '
{%’q,,_ = h Ry, =R/, kR, (9.22)

*/ Index o nyn{ nahrazujeme primym ozneBenfm prutd éfsly_ﬁziﬁ i - ;

‘5‘?&



ﬁhly jednotlivych prutd a prfsludné hodnoty kosint A
dajici kvadréty téchto hodnot jsou spolu s tuhostmi. (9.22) uvedeny v tabulces

, 8ind AL

a odpovi-

Prut | Tuhost |Unel y A M AL s A p

I 1-9 &, 0 ° 1 0 1 0 0

i o 1 1 1 1 1

D -3 v 135 'l ' 2 2 T2

%-1 4, 90 © 0 -1 0 1 0
Prutovéd soustava mé Zest slofek posuvl kloubd 1 , 2 3 .

Yy¥slednéd matlice tuhosti LK1 bude proto P4du 6 x 6.

Pro jednotlivé prvky
budeme mit tyto matice:

4L1 U,
K o« Nk -k (9.23)
'i"ﬁ‘ Xi —‘%q %«
ui’. "U”@_ -’\13 V3
(R &G &0 RE ]
X, 4 4 & Y
VR IR BT G
K = L H 4 Y b :
-3 _ (9.24)
AN LU 17 N |
Xal ™% TH T T Tw
Ll RE & alE aln
G T . T
Vs Vi
K = Y| R R (9.25)
3-4 :
|-k &
Tyto matice nyni sestavima'dovvg@ledné-matiqa tuhosti K , PPridemi

selteme prvky pirirazend stejné sf{le a stejnému pruvuw Napf. sile ?3 a
posuvu V3  odpovidé z matice (9.23) nula (matice tyto pryvky naobaahuje),
z matice (9.24)+ iul/# a z matice (9. 25)%, Celkem tedy bude &init sou-
Eet t&chio hodnot /ﬁ(%i-fw)@ Tento soulet pak nﬂpiéeme do sloupce ozna-
gendho v celkové matici tuhosti K poauvamﬁy a.do Paddku oznaendho silou

Y}_(t@dy do Zestého sloupce a do Bestého Fédku). Obdobné postupujeme
u ostetnich prvkiie. ' v
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Mohli bychom postupovat také tak, Ze bychom matice (9.23) az (9.25)
n@jprve doplnili nulovymi prvky ne P4d 6 x 6 & pak jednoduée geletli.
Pro matict t<4w@ bychom napi. dostall

e o W Uy 1y,

R o -

)‘-2. O (9023 a)

ocooocoo &

OOOF}.OFQ

o C O OC O O

o O O O O
QO O O O O O

Celkovd matice by tak vznikla Jako prosty souéet tre diléich matic pPf-
sludnfch jednotlivym pruttm, K = K, + §< r K, -

Vyslednd matice je v
Uy v Uy vy wy Vs

’X,ﬁ 4

0 -4 0 0 0
Y, 0 4 0 o o -4
K = Xo | -4 o 42 -2 -2 {2 =
v, o F [ -F _%v__ . (9.26)
X3 0 0 ;{5 g; qg ,“{5
B2 0o -4 {2 -2 -f2 a+f2

Tato matice.je singuldrni. Nyni pfedepifeme okrajové podminky. Je-1li
napf. kloub 1 a 3 nepohyblivy, bude 4y =0, VY =0, AU, =0,
V3 = 0. (Jedna z t&chto podminek je “"pPebytelnd", ke staticky ur&itému
ulofen{ by stadiloc anulovat t#i posuvy, napﬁaiiqliq g Ay . PouZitd metoda
ge v8ak nemdni, ani kdy%Z ulofeni je staticky neur&ité). Matici (9.26) pre-
skupime tak, aby ji bylo moZno rozd&lit na submatice podle (8. 22)
Dostaneme

& P T S R PR A L R R

Ya e 2 L o o e -fzf | w

B e LN K ol SRTROIES
Y, 41 0 o, 0 4 0 -4 ¥ =0

K3 2z Z 1 o o T -Z||w=o0

LY, Z -F i o 4 -2 wf]|w=o

Je ztejmé, Ze prvky pfifszené k urlitému posuvu a urlité sile jsou
¥ obou maticfch (9.26) 1 (9.27) stejné. Preskupenim se tedy nezménila sou-~
steva rovnic, vyJjddrend maticovym zdpisem, jen se zménilo pofadl "neznémych"
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I preskupend matice (9.27) tedy musi mf{t kladné prvky ne hlavni disgondle,
mus{ mft nulové soulty sloupcd i rédek a mus{ byt soumérné.

7 rovnice (9.27)

lxt - ‘:Z_’:w L‘r'?"ﬁ ’ﬁ- Uy
Yo| & - 2 ‘f”j M (9-28)

Poznémka : Ctvercovou matici ng, na pravé strand posledni rovnice bychom
mohli dostat té¥ piimo (bez pi‘»eskupovéni) vynechédnim vBech F4dkd a sl@ug‘mﬁ
z matice (9.26) s vjjimkou t¥etfho a &tvrtého, nebof jedins posuvy L. a

Vv, Jsou od nuly rdzné,

Pomocl inverznl matice Ktﬂi vyjde z rovnice (9.28)

”Wa\& - L [ ' ‘Xﬂ (9.2
%«Q &, { 1 wwzit {YL (9:29)

Sily XL Yﬁ, jeou sloiky vngj8iho zatl{ieni kloubu 2 . Pro reskce pak
z {9.27) dostaneme

X, (<40 |
Y, o . 0 [’1 1 X,
-1 : : -
Xg T4 “'%—}g ﬁ B R R 2‘!‘5 \{1
Yy Vo -2 :
-1 -1 (=% -y,
0 &13 1 (9.30)
= = « 30,
0 1Y, Y,
- O . “"Yg,,
Vnitfnf sfly v prutech vypo¥teme podle (9.20) j pro prut 2 - 3  wvyjde
nept. o ,
2 ' o [y ~ a4
%Pm} “ j%“ - A ”‘L ’ 1% »
é'é' {2 ' ﬁ (-
- 11 1 X,
m - L A L ' | ' » =
2 L 7 iz 1 1+ 22| (Y,
@& - Qﬂé‘ i‘\{ii ‘{9@31}
& tedy

Pa = -120Y,- 9.31 )
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Ti{mto zplsobem lze vypolty d¥lat do znadné miry "mechsnicky”. Maticovéd
algebra dévé jednoduchy ptedpis pro vypolet, ktery je v podstatd stejny pro
v8schny prutové soustavy. MiZe se ndm ovBem zddt, %e ve srovndni s klasic~-
kymi metodami popiBeme pP{lid mnoho papiru a %e pritom poff{téme i mnoho ne-
znémyeh veliin, na nichZ neméme bud vibec %4dny nebo jen druhotady zdéjem
(posuvy véach‘kloubﬁ). Nesmime v8ak zapominat, Ze tyto metody nejsou urdeny
pro rudni{ politéni (ad¢ i pfitom jist& ocenime Jjejich velkou obecnost a pfe~
hlednost 1 snadnou mo¥nost kontroly). éislicovy poéital nakonec prevezme
Ulohu sestavit matice (ovdem podle vlioZenych dat) a udélat podsini operace.

Uloha 30. Re#&te prutovou soustavu podle obr. 17 za predpokladu, %e kloub 1
Je uloZen nepohyblivé, zatimco kloubu 3 Je znemo%nén pouze vodorovny po-
suv. Kloub 2 je zat{¥en svislou silou [ smdfujfcf dold (proti smyslu
osy Y.

10. TRANSFORMACE CELKOVE MATICE TUHOSTI

U velkych konstrukcl se stévé, Ze se urditd seskupeni{ prvkd (prutld)
na riiznych mistech opakujf{, zaujimaj{ v3ask jinou polehﬁ ke globdln{ soustae-
vé soutadnic. V takovém piipadd lze pro toto seskupeni sestavit df1¥{ sou-
hrnnou matici tuhosti K a pro stajmé seskupeni v Jinych polohdch ziskat
pfisluéné matice pouhou t:ranaformaci-5 tedy bez toho, Zs bychom maticil vidy
znovu eestavovali. Pou#ili jsme oznaleni "souhrnné matice", nebof ndzev
"celkovd matice” tuhosti ponechévédme matici pletné skute&nd pro celou kon-
strukcl. A tek, jsko z jédﬂqtlivych glementérnich matic skléddme matice pro
jednotlivé seskupeni téchto slementld, sestavime ze aouhfnnjeh matic pro ta-
to seskupenf, popt. z daldfch elementérnfch metic vyslednou celkovou matici
tuhosti. Ta pak plat{ pro celou konstrukeci, popsanou ve spoleiné globdlni
gousiavé goufadnic.

Uvedems nynf{ pFikled
trensformace matice | |
pro t#{prutovou soustavu -
na obr. 17, kterou otoéime
vzhledem k souFadnicim X

Y do polohy vyzna&ené na
obr. 18. Proti poloze na
obr. L7 Jje soustave nyni
otolena proti hodinovym
yulilkdm o Ghel 135 ©. Jaky
tomu odpovidé thel ¢ podle
pbr. 15 ? Je to thel mezi
psemi X a X , tedy

Q¢ = 225 O, Potom A = cos 225 O = -

?

!

Chr . 18

. 0 = _ o
. fk,“ 8in 225 Wiw

=
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Transformetnf matice L 1 ]  musi byt Sestého fadu , nebof jeji rdd mus{ sou-
hlasit s Pédem matice tuhosti [K7) . V souladu s rovnicf (9.6) nyn{ dosta-
neme o

[ M u o o Lo o
. {
M Al 0o 00 o0
_____ __4__,...______1_.«-_,_._._
[T 6 ol X Moo
® |- l . 3
2__.“2“{_&____/\'__1_.0__-_9
: |
O 0,0 0, A My
L 0 o0 } 0o o0 I A
o 1 -1 I : ~
: 0 | 0
1 -1 b .
“““““““ [
- -1
= L 0 ' 0 (10.1)
3 S R
________ R
i
[ -1 -1
o v 0 |
. | P01 -1

- WNuly v posledni matici znal{ nulové, submatice druhého fadu . Matiei
(9.26) ozna¥ime K , nebot se vztahuje k lokélpim soutadnictm X , y .
Transformec! (9.14) s pousitim (9.26) a (10.1) dostaneme

[ 2 o -1 -1 1. 1]
0 -1 -1 1 -1
b -1 -1 1+y2 1 -{2 0
K] - 2 e -l 10.2)
2 -1 -1 1 1 0 0
-1 1 -2 0o 1sf2-1
‘0 o0 -1 V1|
Uloha 31.- Odvodte matici (10.2)
pfimo v soufadnicich X , y
Uloha 32. i)ﬁv&&t‘a'matici‘ K pre
t¥iprutovou soustavu podle obr. 19
ze zndmé matic:_e K (9.26).
X
B
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11. SKLADANT SUBSTRUKTUR

Jak Jjome Ji% uvedli v minulé kapitole, byvéd ndkdy vyhodné rozdslit ce~

lou konstrukci (prutovou soustavu) na substrukturni seskupeni prvkd,

z nichZ se pak slok{ vysledné& konatrukce. Zplsob, Jek se sklddajf{ matice"
tuhosti téchto substruktur, tj. d{l&ich konstrukcf, uké%eme na pFikladu.
Budems sestavovat matici tuhosti pro p&tiprutovou scustavu na obr. 20.

Protofe Ji% zndme matice pro tHi-

&
prutové soustavy A (obr. 17) ‘y
a B (obr. 19), miZeme z nich
vyslednou meticl rovnou sloZit. pre{3)
Jadiné, &eho Je zatim tfeba, Je
zm3nit &{slovan{ kloubl. Zatfimco
u substruktury A~ ase ozna¥ent mw'
shoduje 8 matici (9.26), Jje tieba
pro substrukturu B nahradit
oznadeni{ sloupecld Uy , Wy s
; L_¢
Uy, Vo s My » V3 ozna-
enim Uy , Vi, + Uy , Uy
WUy , 4 - Poté se ob& matice
super ponuj{ zplisobem popsanym
v kap. 9. Dostanenme
Uy 1}’1 'U"Z
(2 -2 0
- 2 ¢
0 o 2«2 -2
{Kl & | o o -2 a2
0o -2 -
0 0 o
0 0 -2

; Matice (11.1) vdak odpovidé‘pﬁibadu, kdy na dlagonédle 2
strukce na obr. 20'_jsou dva pruty misto jednoho (co% Je totéZ jako jedén
prut 8 dvojnésobnym prifezem). Musime p

pr{sludné jednomu prutu 2 - 3

WUy

. ) %. | .
[ Klgl = ;1:2:

-1

Vi
-1

1
1
-1

v 63 -

‘"o N o0 O O O O

awin

4

(11.1)

kon~-

roto uddlat korekci odedtenim matice

(11.2)



mecezes

Matici (11.2) jsme dostali ze zdkladni matice '(Qf3 podle (9.14) po-
moci transformaéni matice T réau 4 x4 - viz nap¥. (9.6) prro
T e , . /& V— Vysledek odpovidd rovnici (9.16), dosadfme-li

Q /(bl misto (nebof délka prutu - 2 -3 Je 4 VE), Koned&né. tedy
dostaneme

%1 'U’,,l o u‘L v}_ 'U.b V:s. 'u-u? . '\)‘%

b

"4 0o -4 o 0 0 0 0]

0. 4 0o o0 0 -4 0 0
-4 o 4+{2 -2 -2 |z 0
LS I A R

4 Y1 o o -2 {2 42 -2 -4 o
o -4 {2 -2 -{2 42 o o
0 0 0 0 -4 0 4 0

0 0 0 -4 0 0 o 4

Princip superpozice matic tuhosti 1ze vyuZit i k oprav¥ celkové matice
tuhosti pfi'konstrukﬁhich zménéch. To Jje velﬁi alleZité, nebot ¥asto se uké-
fe teprve na zdkladd vypoltu, Ze ndkterd &ést konstrukce Je\chybné dimenzo-
véna. Neni tedy tﬁebé pfli malé konstrukéni zm&éné pfepolitdvat celou matici.
Je moZné ji pouze opravit@ Na n&kterém z pri8tich ssminéf& ukéZeme Jeété
Jiny postup, vhodnéjéi pro velké konstrukce.

CPRi dodateénjch konstrukénich upravéch se viak miZe snadno stét, Z%e
omylem uvolnime vice vzédjemnych vazeb mezi Jednotlivymi prvky konstrukce,
ne¥ Jje z hlediska statické urditosti ptipustné, nebo %e pPehlédneme, %e nd-
které prvky Jjsou ve vjjimeéné poloze (tedy %e Jjde z hlediska statiky o vyji-
me&ny pfipad). Matice tuhosti mé viak Jjednu ddleZitou vlastnost: stard se
o tyto otézky za néds. Jakmile pfedepiSeme pro konatrukci okrajové podminky,
mus{ vzniknout z metice K neaingulérni matice Ku“ . Je~1i v8gk §<ua
také singulérni, nelze uddlat jej{ inverzi a vypolet nemlZe pokralovat.

Tato skutednost tedy ihned sighalizuja,’ée n¥éco nenl v potddku. UkdZeme to
nyni na jednom pirikladu.

Predstavme si, %e bychom omylem odeetli dvojndsobek matice Kj.p
(11.2) (tedy oba pruty 2 - 3 ). Prut 1 - 3 by tedy z konstrukce
zcela "vypadl”. Matice by nyni m&la tvar %5/

*/ Je to vysledek operace K *ﬁl(g ~- K

xx/. Odpovidd vztahg K.‘l = K - Ki‘_:,’ = KE‘. - ‘Z'Kz-‘b
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2 o -1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 o -1 )
-1 0 1 0 o o0 0 0
0 0 0 1 0 0 0o -1
I&<ﬁ} R 0 0 0 0 1 0o -1 o Ot
o -1 0 o 0 1 0 o0
o o o 0o -1 o 1 0
0 0 o -1 o 0 0 1

Jesou-11 klouby i a 12 upevnény nepohyblivé, Jjs U, = o,
Vi =0, MU, =0, W = 0. Vynechénfm prvnich ¥ty* sloupct a F&dkd
(nebot ty pfisluéi nulovym posuvlim) vznikne zmenfend matice tuhosti

o

U, vy Uy Vi
1 0 -1 0]
0 1 0 0 ~
Ko = A o (11.5)
e S 0 1 0
0 0 o 1

7 Lze se snadno pPesvidiit, Ze dsterminant tl{uu\ ‘= 0, tj. %e inverznf
matice %<%Q neexistuje. Tim jsme upozorndni na to, %e nalim zdsahen
(odeltenim prutu L - 3% ) se konstrukce stala tvarovi neurditou; skutelné
se stala pohyblivym étyfkloubovym mechanismen.

Velkou konstrukei je n&kdy nutno rozd¥&lit na substruktury i z toho 4o~
vodu, za celkovou matici tuhosti nelze na poéitaéi invertovat pro nedosta-
tek mista v pam&ti. Rozd&lime-1i vhodng konstrukei, vystalime s inverzemi
matic mendfch FAdd. Touto otézkou se detailnd budeme zabyvat rovnd% na n&-
kterém z pri¥tich semindri.

1loha 33. K soustavd na obr. 20, pro ni# plat{ matice (11.3), pridejte prut
1 - 4 tého# prifezu a modulu pruinosti. Jak se zm¥nf matice tuhosti?

Gloha 34. U prutové soustavy z udlohy 33 pfedpokldde jte nepohyblivost klaﬁw
b8 4 a 2 . Kloub 5 neni zatfZen, zatimco kloub ‘4 je zati¥en vodo-
rovnou silou F . Urete posuvy a reakce.

ﬁl@ha'Bﬁe Vypoltdte posuv spoledného kloubu a sily v prutech u prutové sou~

stavy podle obr. 21. Prifez a modul prufnosti je u vdech’ prutﬁ t¥%, klouby
‘2 et T jsou ve stejnjch vzddlenostech.
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Obr. 21

12. VLIV NEROVNOMERNEHO ROZDELENI TEPLOTY. PEEDPJATE KONSTRUKCE

Budeme se nyni zabyvat konstrukcemi s vlastnim pnutim, tJ. s pnutim,
které v konstrukci existuje bez pisobeni vngjdich sil. MiZe vzniknout pPi
vyrob& vliivem technologie nebo pPi montd%i nésilnym spojovénim &lend kon-
strukce. Bud jde o &leny vyrobené chybn& & rozmérovymi dchylkami, nebo jde
o ¢leny vyrobené 8 tdmito vchylkeml =zémdrnd (za takové povafujeme lisované
spoje nebo spoje sestavenéd za tepla, u nich¥ se spojeni dosahuje smr3té&nim
po vyrovndni teplot). Konedn& miZe vlastn{ pnuti vzniknout i nerovnom&rnym
rozddlenim teploty. To v&ak nen{ Je¥td postalujici podminkou; jsou-li te-
plotni dilatace kompétibilni (tj. navzédjem si "neprekdé’eji”), teplotni pnuti
nevznikd. V téte kapitole se budeme zabyvat vlaestnim pnutim v prutovych Bou-
stavdch, které vzniklo bud tim, %e délky nskterych prutd byly vyrobeny bud
v&t81 nebo men3{ neZ odpovidd idedlnim rozmérﬁm, nebo tim, %e se n&které
pruty ohifeji vice nebo méné& nei pruty ostatn{. PFitom budeme pPedpoklidat,
%e teplota je vidy v celém prutu konstantni; nenf-1i tomu tak, mi%eme pro-
mé&nnou teplotu v prutu nahradit konstantni stfedni hodnotou, které by ve
volném prutu prisiusela stejnd teplotnf dilatace. OmezIime se prfitom jen na
jednoduché pripady konstrukci, aby vynikl postup vypostu. Osvojime-1li si Jed
Jednou, snadno zvlddneme i slo¥ité pripady, nebol zdékladni myélenka metody
- a dokonce i maticové symbolika - zllstédvd ste jné.

Postup vypoftu ukdZeme na pfikladu tfﬁp?u%ové soustavy (obr@.EQ)@
Predpokléde jme, Ze konstrukce byla smontovdna bez vlastnich pnut{ za normél-
nl teploty. Potom vdak vzroste teplota prutu 1 - 2 o At °C. Jaxé tim
vznikne teplotn{ pnuti?

Rozpojenim kloubu 7 uvolnime viechny pruty. Prut 1 - 2 se nyn{
‘prodlouzf o Locat |, jJe-11i o soudinitel teplotn{ roztaZnosti. Abychom
obnovili éouvislost’konsirukee, vrétime kloub 2 na jeho p&quni misto a
pruty opét spojime. K tomu v8ak musfme pouZit "ndsil{i", tJj. musime prut
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{1 - 2 stlalit silou ‘P,f;_) = ~ESoat .
Stejny stav napjatosti by oviem vznikl, kdyby-
chom konstrukeil m%rbz@birali, ale prostd kloub

9  podrZeli na j@h@ piveodnim mist&. V prutech
Jsou tedy nyni - po dokoneném ohtevu - tyto
8f{lys

RE? = -ESwat

i

P - -, | (12.1)
(
3 = 0

Obr. 22

Tento stav napjatosti v8ak mOZeme udrZet jen plsobenim vn&j&f{ s{ly
X3 = B! . Stlafuje prut 41 -~ 2 a pisobl ¥ kloubu 2 . Posuvy
jseu zatim nulové. Abychom ziskali vysledns deformace & pnut{ v nezatiZené
konstrukeil, odedteme deformace a napjatost wzniklé déinkem vnéjéihe zat{¥end,

tj. prifteme uinek opadného zati¥eni silou Xéﬂ = “) = ESaat,
Tim vzniknou sily v prutech
() () (z
P ~4, } P@“ﬁ ,' Pa_z

a jejich pfittenim k sildm (12.1) dosteneme vysledné sily v prutech v nezae-
t{%ené konstrukci
(1)
Prw = Piy 'Pim .
Ple—ﬁ. Pm v Pm
‘ (12.2)
= () (2)
P:} -2 ¥ P.ES -2 + ‘ PB"'L
Kdybychor m&ll sice rovnomérné rozdélenou teplo;tuQ ale zato nepfesnd
vyrobené pruty (napf. prut 1 - 2 by byl o AL dels{ nei kolik je
sprévnéd mira), byle by nutno pfipojit takové sily v prutech P. ? , kterd
by tyto vyrobni nepresnosti kompenzovaely (napf. v prutu 1 - Z bychom
pPipoJili sflu ﬂLﬂ = - ESal /4L ). Tyto sily by vznikly pisobenim
vngjéich s81l, jeJjichZz W¥inek by pak bylo rnutno nakonec odelist.

Pro v&t81 ndzornost uvedeme jedté Jeden pfiklad? tentokrdt s podrobnym
vypo&tem. Predpoklédejme, ¥e se v konstrukei na obr. 23 ohteje prut 1 - 2
‘o teplotu At 9C, nebo %e jeho délka bude o AL v&EiS8{ ne% je idedlnt
mﬁra. Pledpokléddme stejné délky, prﬁﬁezy i moduly prufnosti u vBech prutd.
»Pfq 81ly v prutech pfisluiné stavu (1) nejdeme, %e
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) |
Pos = 0 P Lo, (12.3)

! ‘ ' M
Pl =ESxat, porr~ESag/e.

Tomu odpovidajl vnajsf sily
) -~ ) e
Xy = ES e /VT
\(i(’ﬂ = 'ﬁ ES éc/m

gor. 23 kde. £, = ox At ; popr. AL[L .

(12.4)

Nyni{ pfistoupime k vypoltu sil v prutech p¥isludnych stavu (2).
Ne jprve sestavime matici tuhosti. Pro Jjednotlivé pruty plati hodnoty uvedend
v tebulce: '

Prut | Uhel Y A M % (u,"' A
S ee |1 Y i . _1
A2 45 ° 512 g 2 2 2
- e 1 1 S | 1 1
A -3 225 °© ‘*‘é\rz— "“-2-'\5: 5 5 5
1 -4 90 © 0 1 o 1. 0

'SeSStevime rovnou matici wa (obdobn& jako v dloze 35); nakonec dostaneme

(XL UES T4 0 ()
\qu St [0 ’2_.,]\4)-',]} 4 (12.5)

u, : L[4 0 ‘Xﬁ _ '
wl 'E_,S 0 'Q,s Y ) (12.6)

Nynf vime, %e pro stav (2) plati
, | » S LW Ul
X, = x¥ - - X Yy =Yoo =-Y ) 12.7)

odkud

‘Dosazenim z (12.4) do (12.7) a pék do (12.6)
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P

< £

L
o
I&

Slh s ladR)-
{ ~ @ﬁo/l@_ E | ; (12.8)

0,5 £ 53/' Vo

Pro s{ly v prutech méme

Pti} = Egm [ R Ua - Ly = E“E:‘
’i“l - ?‘ L ﬁ ﬁ—_ ’U"g_‘”’\n 4 Seo ]
@ L ES [ 4 ] e
g |z Lllvw-w) 0w Eo ) (12.9)
P ES T 1w
e L RS B N

ce

(12.10)

Jek se zm3ni Feseni, budou-li zéroven pisobit vn&j&{ sily {)Q} ?
Podle principu superpozice bude nutno od vn&jéich &il {XSv ndedist aflly
{X“’} take bude platit

%X‘; *{Xm}' = [ KI1{uy - (12.11)
Cast&ji se tato rovnice pi¥e v upravé -
ix} = 1K1 Uﬁ} * {Xm} » (12.12)

o Thned j@ zfejmé, %e posledni élan v.rovnici (12.12) znalf vnijéd{ ally
pﬁsebici v uzlech pﬁi nulovych posuvech téchto uzlﬁ ‘Jeou to teplotni pnutf
v nedeformované konstrukci. Rovnice (12,12) Jje tedy zdkladnfm vztahem pro
vypofet konstrukc{ zatifenych zdroven vnéjdimi silami i teplotnim pnutim.

Nevzniké~1i teplotni pnutf{, je posledni &len v této ravnici‘nulovy a vatah
(12.12) prejde do tvaru (8.6).
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Uloha 36. Najd&te vysiedne posuvy uzld konstrukce vyznaéené na obr. 24,
zat{%¥ené v kloubu ‘1‘ svislou
silou F [N . Pruty majf tyz Y

modul pruZnosti ‘

E =210 wo , prifezy a \ _‘3 /
délky Jsou uvedeny v tabulce. NZh
Konstrukce byla v nezat{Zeném

MF

2

stavu a za rovnomérné teploty
bez napé&tfi. Pak viak byla za-
ti%ena silou F
teplota prutu 1 - 2
la o At

a zdroven

stoup~
0C. Teplota ostat-

nich &dst{ konstrukce se¢ ne-

zménila. Obr. 24
Prifez | Délka Y
Prut [~ ~ v A “ P M e
d -4 200 200 o 1 0 1 0 0
b -4 | 200{2 | 20002 | 45 © |0,5(Z | 0,5{2 | 0,5 0,5 0,5
1 -9 | 200 200 -90 % | o0 -1 0 1 0
3 -1 | 1002 | 20002 | -45° | 0,502 |-0,5{2 | 0,5 0,5 ~0,5
g -9 | 200 200 0° 1 0 1 0 0
3 -4 200 200 ~90 © 0 -1 0 1 0
Poznémka : poéitdme~li v soustavé SI, miZeme pouiit pro délky rozmér mm,

pro prifezy mm2 a pro sily W . Napdtf{ pak vyjdou v MY m"g. V této

Jednotce jsme také uvedli hodnotu modulu pruznoati v tahu ¢é1 tlraku.

13. PROSTOROVE PRUTOVE SOUSTAVY

‘A% dosud jsme probirali rovinné prutové soustavy. Jedingm divodem k to-
mu byla v&t3{ pFehlednost, kterou oceni zvl1d3t& zaldtelnici, a Uspora mista.
Aviak sama.metoda ani jej{ pPepis do symboll maticové algebry se nezméni,
pfejdeme ~11i nyni k prostorovym konstrukcim. 2v&t81 se pouze rdd poufitych
matic. Pro prut 1 -~ 2 v kartézské soustavé soufadnic X , Yy , Z
(obr. 25) Jje matice tuhosti E< Sestého fadu 1+ K jejimu}odyozani pou#ijeme
lokdln{ soutadnice X , §~ ) Z @ trensforma&ni matici 7 . Uhel mezi
oznatime (.7 , mezi osamil X &'y pak Yy

osemi X a X apod.
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Obr. 25
1 0
zZ,w
Pro transformaci libovolného vektoru bude platit
X = Xc,os-nm + \(‘coa Yyx t Z cos L?zfi '
Y - X COA @y v Y cos Qyg ¥ 203y (13.1)
Z = Xtodq),;fi + X w“"yﬁ v 2000,z
S oznadenim smérovych’kosin& |
Ag = W0ayyz 1 Ag= Loty 1 AT T L0 Yyg
Mz = tosgyr Py = oty ) x0T (13-2)
VV; = wa\yz;z )‘ Vy"’maﬁfﬁ ) Vz"wotpzzs
lze trahsfprmaci (13.1) zapsat jednodudeji |
X Az M=z L&I X
-i =l Ay My vy )Y (13.3)
Z

l‘)\'.i fr  Vz] \Z

Symboly A AL , vV tedy znat{ smirové kosiﬁy n&které OSy soufadnic
%z lokélni soustavy soufadnic (osy v této soustavé jsou oznaleny pruhama
v zdkladni globdlnf soustavé soufadnic

bez pruhu). O jakou osu jde, to Je
zPejmé z indexu. : :
 Jde-11 o prut 1 - 2 | mé vektor sil ixlj Sest prvktl {po tPech
sloZkéeh v kaZdém uzlu).

Pro né pak plati



vl |
is Az Mz Vs | O X,
\(4 )")'i /J.g Vy : Yy
T GO RS S 3 ﬁf—t
X, | | Az Mz Vs Xy (13.4)
Y 0 \: Ay by Vy o
Z, ] ' ', Az Mz Ve LL
Tuto rovnici lze zapsat zkrécend
Xp =01 Q3.4 2
kde X [\ ‘ O
{T] ) —“0-:_[&—1 ! (13 5)
. | , ‘
~. Ax Mg Vo
[[\J LAy MT Yy (13..6)
| Az Mz Vi

Transformaéni metice (13.5) Jje Bestého Fddu, takZe ji lze uZit pfimo

té% k transformaci matice K . V lokédlnich soufadnicich
£L ii 'Gﬁ {zl 6% ai.
B! o 0o -1 0 0]
0 .0 0 0 0 0
E XE_S;__ o o o o o o (13.7)
L -1 o 0 1 0 0
0 0 0 o 0 0
0 o 0o o o o]
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Po trasnformaci

Uy Ay Wy thy vy, Wy
- -
Xy |
. Soumérnd
Mz Mz M matice
ES | AaVzr mave vE
%

2

{

|

{

1

|

I

Ly t . ‘ ‘

K« THRT - 2 F e el | (13.8)

0] 1 I

5

!

|

i
D AgVe Mave Vg

| “AgVs T MyVg T Vg

V matici (13.8) se vyskytujf! jen smirové kosiny osy X (v soustavd
X , ¥y , Z ), tak¥e indexy , X " by bylo moZno popripad$ vynechat.
Pro strulnost a v&t8f{ pfehlednost nebyly tentokrdt vypisovény vBechny prvky
matice; vzhledem k soumdrnosti lze chyb&jfc{ prvky snadno doplnit.

‘ Priklad aplikace ani nebudeme uvéddt, nebot postup je stejny jako
u rovinnych dloh. Uvedeme viak n&které ulohy k procvifeni.

Uloha 7. Sestavte celkovou matici tuhosti pro tz#. Schwedlerovu kopuli
(obr. 26). Mf{ry ne obrdzku jsou udény v metrech. Prifezy. a moduly pruZnosti
Jsou u v8ech prutl stejné.

Ulohe 38. XKlouby 3 , 4 ; 5 a 6 konstrukce na obr. 27 Jjsou pevns

zakotveny v roving Yy , 2z . Stanovte posuvy kloubt 1 , £ a sfly
v prutech. Viechny pruty majf ty% prifez a ty% modul pruZnosti.

o= T3 -
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Obr. 26

Obr. 27



'14. PRIZMATICKY PRIMY NOSNTK

‘U svafovanych prutovych a zejména u rémovych konstrukel jiZ nevystadi-
me s pfedstavou, podle kterd se kaZdym prvkeéﬁkonetrukce - prutem - prendd{
Jen osovéd sf{la. Dfi{ve vyloZené metody zobecnime pro slo%it&j&{ pr{ipady prv-
k8 neméhanych nejen tahem &i tlakem, ale i ohybem, krutem a smykem. Za&neme
v8ak 8 jednoduchym piipadem nosniku naméhaného rovinnym ohybem. Budeme pred-
pckiédat, %e zat{%en{ se do nosnfku vné8{ jen na jeho koncich. Je to obdob-

ny predpoklad jako u prutd. Pozd&ji

viak ukd¥eme, jJak lze do vipoétu zahr-

nout i rovnomérné p¥ri&né zat{feni. Budou-li na nosnik pisobit osam¥lé s{ly,

zvolfme v jejich pisobi¥tich

"uzlové body", tJj. mySlené d&lic{ Y
roviny, kterymi nosnfk rozdlime :
na &4sti zat{Zené toliko na kon- ﬁ}‘ y _‘]9,;) Mg
! Y
cich. Schéma nosniku je na obr. 28. g,M-g,/f 1 2 AN X
Jeko dffve, tak i nyn{ bude matice L X 2"‘}"‘"
[K] transformovat vektor posuvid VY Y; &
' 14,(,} na vektor wndjéich sil XS . 1,19 VZﬁ 2y
Zékladni rovnice 1)(} =k {u .
bude mi{t - s pfihlédnutim k obr. 28 Obr. 28
- tvar ‘
Y1 i i i AY,
K, 1t K, !
M, "o Kn m
o e e - —-o-——--*»-—-«—--m o cam e (14n1)
\{')_ : K : K ’U'i
Ma 4 i i ] 0‘1
T ,
Jednotlivé submatice Ku, Kn *'K,L1 . Ku_ odvodime nyni pfimeo.

Nejprve zvolime

X \{1
My

by

Vp =0, W, =0. 2 rovnice (14.1) vyjde

hﬂ.

'«a\}v‘%

7,

(1472)

hyy s

To znamend, Ze Jjsme nosﬁn’k na pravém konci vetkli, zatimco na volném levém
konci plsobf "sily" Y, ™M, . Podle elementérn{ teorie pru¥nosti

e AM&E"
Vi ®aEs Y aes !
‘% “~Y«\E2‘ M‘Q | §§.4@3)
1 AED EJ
Tyto rovnice fedfme podle \f , My & uvedeme na tvar (14.2).
Vy jde .
Yyl  EJ 12 -6l |w
M, TN Y T 1)"4 (14.4)
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Je tedy submatice tuhostl

¢ . B[z -]
4 K -6/ a8 : (14.5)
Z rovnic yovmﬁvéhy
X% + Yé = 0 ,
\ (14.6)
.{16’ t M1 ‘Q‘ML = @
vypolteme reakce. Vyjde
Ya"% g0 K =(Al b (14.7)
Mo -0 - M) M,

tvercovou matici v této rovnici. jsme zkrédcend oznadili A . Trans-
formuje vektor vndjdich 81l na vekior reakel. Za reskce povaZujeme sily
pisobfci na pravém konci nosnfku, nebof tam jsme zvolili nulové posuvy.
Nyni dosadime (14.4) do (14.7). Vyjde

A v _EI -2 ee)(wm
RML\E “[A]{K/‘@] gﬁwﬂ& ,Q,?’ [_ 6o 1€2:l {17’4} - (14.8)

Protofe vBak ze vzishu (14.1) dostaneme - pri Vj = 0, 'Ol

) -tenli)

plyne srovnédnim (14.8) a (14.9) hodnote submatice

i
<
&

, £J - 12 6 L
EK?;A = 2 (14.10]
Rl - et 2L
Nynf{ volime Vi = 0O, ﬁn = 0. Vetkneme tedy nosnik na levém konci a
pravy konec uvolnime. Vypolet Js zcela obdobny, zmdn{ se Jjen n¥kterd zna-
ménka. Vyjde ' o
9 ) . . v
YWl (B3 4 Ml s (14.11)
M, 23| 6L uet| Wy
a tedy
K,.] - EJ. |12 6L (14.12)
C L] et we*
%
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Celkem tedy dostaneme matici tuhosti pro nosnik na obr. 28 v tomto tvarus

12 -6l - 12 -6l ]
£E] |-6¢ 40 " 6L 24t
- o 14.1
LK1 82 |-12 61 12 6 1 ( 3)
|-62 248 sL 4

N&kdy je vyhodné upravit matici K tak, aby véeéhny prvky v nf{ mgly
ty% fyzikdlni rozmdr. Toho doséhneme, budou-li i vektory sil a vektory po-
suvt rozm&rové homogenni

Y, (12 -6 -12 6| [

-6 4 6 2| |9
M 1L = E_::_]_ o {14.14)
Y, g | -12 6 12 6 '3 .
M) - -6 2 6 4] (L

Poznéwka : Do matice tuhosti by bylo moZno zahrnout i vliv posouvajici sily
na deformaci nosniku, ktery lze u &tihlych nosnikd zanedbat. Sv&rime-1i
v8ak vypolet samo&innému pod{tadi, nen{ dloha o mnoho slo¥it&j¥{, zpfesnuji
s jJen jednotlivé prvky matice, ale dal8i vypolet zlstédvé tyéa Zanedbén{
vlivu posouvajicl sf{ly neznamend pakljii $ddnou zvldEini dsporu vypoltové
préce. My se viak - pro v&t8{ prehlednost - spokojime s tvarem matice tu-
hosti (14.13) nebo (14.14), v nich% je vliv posouvajfc{ s{ly zanedbédn.

15. TRANSFORMACE SOURADNIC PEI ROVINNEM OHYBU

Prejdeme~1i od lokdélnich soufadnic X . v k'souiadnicim globdlnim
X, Y | nusfme $4d matice K zv&t3it na 6 x 6. Nyn{ jsou toti% na
kaZdém konci tFi slofky posuvli: dva skuteiné posuvy U , V a thel otobe-
ni 4r , ktery rovnd% zahrnujeme do vektoru “posuvl®. Bude tedy - po rozdi-

fen{ matice (14.14) -

Ui vy ‘7'11' Ue Vg &ﬁ

0 0 ) 0 0o 0
0o 12 -6 0 -12 -6
EQ] ) EJ 0 ~6 4 0 6 2 (15.1)
, L° 0 0 0 o 0 0
o -12 6 0o 12 6
o - 2 o & 4]
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Posuvy U |, V' se transformuji stejn& jako vektory, zetimco dhly ’t?} 86
nezméni. Roz8ifend transformalni matice tedy bude :

=Y w0l -
: soA ol ()
0 0 A1
LTY = | = em ]'— mmmmmm : (15.2)
0w oro
lo 0 A
Zde A =cos® , u =siny , Y Je ’dhel mezi osami X , X (srov.

obr. 15). Ze 2znémé rovnice K =TYK T pek rozndsobenim matic dostaneme

Wy de o w, o it
120 -l2au 6u -128 124 B |
-12u 1228 -6\ 12hu-l2 X -6A
K WEJ 6(“ -6 A 4 "6/\,L 6 A 2
L | e 124 -6 12120k 6
12 ) 1245 6 A 12 12 X6 A
G/LL -6 A 2 6[u 6 A 4,\,_

(15.3)

16. VYPORET VNITENTCH STATICKYCH GOINKU

Z celd konstrukce se zaméfime na urlity nosnik, v némZ stanovime posou~-
vajlici{ sflu & ohybovy moment pomoc{ posuvl (za posuvy ovlem povaiujeme obec-
n& 1 dhly pootoleni na koncich nosniku, Jjek bylo vysv&tleno v p?edchozi ko~
pitole). Konce nosniku - uzlcvé'body - oznadme ¢ , | . Snadno se pre-~
gvEddéime, Ze pro skvivelentni "sfly" v uzlech Yf . ”ie , JeZ zplisobi
v uvolnéném nosniku stejné posouvajicl sily a ohybové momenty (a tedy i
stejné deformace), jaké existujfl v daném nosnfku zabudoveném uvnit¥ soustavy,
plati ' ’ ’

e EIJ | N
Yo *“’@“L‘l'z,m;méx)\af,dﬁvﬁ'ﬂéagw,
(16.1)
e EJ oY
M. ‘ﬂ"@;"(~ 6*v1~+‘1£t«ﬂ + 6*V}'+~1{E‘€ )‘

To plyne z rovnice (14.14), kterou napiBeme pro dany konstruk¥ni element
{nosnik). O sprdvnosti t8chto rovnic se plesvidiime teké tak, %Ze na pravé
stran¥ ponechdme vidy jeden ¥len a za zbyvajfcl tPi zvolfme nulu. Zvolime-1li
napt. Uy = O, ﬁ}-& 0, v? = 0, ﬁ} #+ 0, dosteneme pF¥ipad nosniku
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vlevo vetknutého, vpravo kloubové podepfeného. Pro ohybovou &4ru platf dife-
renciélni rovnice 'y [clxt =0, tedy

S = G+ Cax i Cax t Gy, (16.2)

a okrajové podminky

vie)=0, v'0) =0, v(&)<0, v (Q)=V;. | (16.3)
Vyjde
' v (X) - J‘g )% - 7 5} (16.4)
a z rovnig |
YE =-EJw"(0), M{ = CET o), (26.5)

gndmych z elementdrni teorie pruZnosti, plyne

CGEIY, e 2EIY;
Yf’ = - f—zI—L y o Moo= '—fzf4L : (16.6)

Tyto vysledky se shodujf s rovnicemi (16.1).

Nyn{ dostaneme posouvajfci silu v nosniku X g uzly v o, !

_ e
Ve = Y. (16.7)
a ohybovy moment
[ e
Mo = Yo x + M7 . (16.8)

Dosazenim ze (16.1) a*dpravou vyjde
Vol _ A
M = LS« 40 (16.9)
¥

kde »Su je napéfovéd matice 2 x 4

Is.1 = EJ | met - 6 g0
ued 8 | (12x-62) (-6&x+uly) (~12x+6e) (-blx+1e?)
Ravﬁici'(16¢9) mﬁzeme upravit té% do tvaru rozmérové homogenniho
VAR TREY
Mal = [Su.'} . - (16.11)
L g
*\/JZ,
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75

[,

12

-6

-12
(2%-6) (65 +uw) (-125+6) (-6

-6

X
=

12

4

g.>]' |

{(16.12)

Probereme nynf{ pPiklaed nosniku prosté podepfeného, zatifeného v bo§§ z

psam8lou silou F

a dvojict

M

(nezaménuj s ohybovym momentem My

'pi-

sobfcim uvnit¥ nosniku). Nosnik Je zndzornén na obr. 29. 'V tomto pripadd

méme ¢

i

{% .

;T
2%
M-’ |
la . Iy
Obr. 29

Déle je ddno Lg =12 ,¢, = L1

platit pro pr

vek 1

EJ
.83

Wy
24

-12¢
- 24
-12 L
0
0

'\)'1=O

{

/\)'330,

My=-F

!

T‘Q = V1q

; ohybové tuhost je konstantni. Sestavime cel-
kovou matici tuhosti slofenim dvou matic typu (14.6), z nich%Z prvni bude

- 1 @ druhd pro prvek 2 - 3 . Matice se prekryva
J{ stejné Jako na obr. 12. Vyjde '

W W,
12 -6 8
-6 L 42
-12 64
6l 24t
Ny
12 -121%
-12¢ 16 ¢*
~-12 124
122 8l
/Y
-12 4 -24
8 {* 124
120 21
40 9L
0 -3
0

v, A
-12° . -64]
61 2 ¢t
12 6¢
60 ath
vy 7,
127 =124 ]
1242 8 {*
12 12¢
120 16t
A
-12f ©
4 o
9L -3
124+ 3 2
34 3

=30 Py 3¢

- 80 -

vy

0
0

-3¢
22"
3¢

42t

(16.13)

(16.14}

(16.15)



Stoji za poviimnutl, Ze u t&chto matic jiZ neni nulovy soulet sloupci
ani ¥4dkd. Je to tim, %e podminky rovnovdhy jsou slorit3j8f. Podle (14.6)
1ze soudit, %e bude nulovy soudet lichych prvkd, prisludnych sildm Y . -
Pro ostatn{ prvk& platl komplikovan&j8{ podminky; nap#. v maticich (16.13)
a (16.4) je nulovy soulet Ly -nésobku prvku prvniho s prvky na druhém
g &tvrtém mistd ( Ly =Ln , popr. £, ). Ostatnt vlastnosti matice tuhosti
zistévaji nezmdn&ny (kladné prvky na hlavni diagondle, soumdrnost).

Matice (16.15) je singuldrnf. Matici K:Nq z ni dostaneme vjhechénim
prvnfho a pdtého sloupce a prvniho a pétého Pddku (nebot vy = 0,

V3 = 0). Bude tedy o _
3 V4 ‘U'L ‘3’1 ‘&‘3 3
8i* 124 4t* o
K‘ EJ 127 27 9 -32 (16.16)

= : J 16.16

ST a0 | 4Rt 9 12 24 | ‘

0 =34 20 a4

Protoze vn&j8i sily pisobi jen v bods 2 , preskupime matici (16.16) tak,
aby prvni dva sloupce (a tedy i prvn{ dva Pédky) odpovidaly deformacim
v, ., 4, . Bude pak platit -

vy R A

27 9g 122 -3¢ | (%
Q»Q vw_e-z.—lt. her | 20 : 1;}:1
we  ouer| et 0 | | Ay (16.17)

-3¢t oo wer| |

Toto pteskupeni a rozdflenf{ na submatice by nebylo nijak vjhodné, kdy-
bychom vypofet d&lali na samofinném po¥ftali; tu by bylo moZno invertovat
primo matici tuhosti (16.16). Pri ?ruénim"'vypoétu Jje viak lépe, mifeme~-1i
se inverzl matic vy83ich $4d% vyhnout. Soustava (16.17) se rozpadd na avd

rovnice -
(-F ',El( 27 9e ] m};me«zef U |
M e \| g9¢ !QQl 1y R4 ieﬂ' A B {16.18)

0 E.:) e wa’vy"sgﬁl 0 .«T.S): |
o | T e\l -ae eyt o w0/ asas

o B -



7 rovnice (16.19) vypofteme ™

% :

Yy { - =N "“\)’1

bl . (16.20)
{ *\f"zk 'Hl[ 3 ~.'l(’l.{‘@‘z}

a dosadime do (16.18); po upravd vyJjde

il L [uwer -ag] [-F)
'{‘?‘J ; @EJ.LQQ 31%,1} (16.21)

Tak se podafilo najit *eSeni pomoci inverzi dvou matic 2 x 2 mfsto
inverze jedné matice 4 x 4. Vypofet byl usnadn&n tim, 2e ™M, = 0,

=

My, = 0. 2 rovnic (16.21) a (16.20) nyn{ plynou vSechny neznémé posuvy
| Lk F 1 oM
Uy 3 B3 9 €EJ
PR M 3 G W « 1
. o ET T F
4 EJ e EJ (16.22)
o n Tt 1 M ,
Fo._h o FE 4 M
2T Ty TES > EJ

Pritom ( znad{ tfetinu celkové délky nosniku, ktery jsme pro vypolet na-
hradili dvéma prvky (dv&ma nosniky). Z rovnice (16.9) vyjde posouvajfcl si-
la a ohybovy moment v Jednotlivych prvcich° napp,

Vo = = £J L 73V T 1?11 ' g,’ﬁ"V'z. Z'J‘i-)
- L t ‘”’i
",aF-”"';;‘Tf (16.23)

6 o .
Moz ™, = EJ L( IER -—v-)-v,+(~%x +%—)0’4 ¥

6 .
+( €3x t T )'U'z. +(. @LX“(‘T)‘U‘)’{] =
= (%‘-5~F - 5 -%—) (16.24)

Lze se snadno pfesvid&it primym vypoétem (metodou mydleného Fezu), Ze
tyto vysledky Jjsou sprévnés

%/ Wésobenfm zleva matici

. N

L o [ —
8¢ | R 40
0 221 I T

- B2 -



Reakce dostansme bud tak, %e se vrétime k celkové matici tuhosti
(16.1%), pfeskupime ji & rozddlime na submatice podle schématu (8.22), nebo
sirivalentad sily (16.1), z nichZ lze urlit reskce pPimou

dvehow. Tyto ekvivalenini sily pPedstavujf plsobenl okolni konstrukce na

tak, e wvypollenms

dany prvek (element); oznafovali jsme Je indexem * € " vpravo nahoPe.
o ; 5, ; & ' ?
Tek napF. reskce {; se rovnd Y, , reskce \g sg rovnd sfle \gg
ProastPednictvim ekvivalantnich sil je popsédna "hra s8il” v Jjistém uvzlu.

¥epl. v druhém wzlu plati pro prvnf nosnik

f% Y ﬁa Q /2‘ i
x%g - “{m * “‘“Z?T? Yoytpo ! (16.25)

zatinee pro druhy nosnik a (¥ uzel vyjde = rovnice (16.1) =/

v e ~ 1 Mo
(y == 5F -~ 5 4 (16.26)

» . e _
To znamend, %e z wndji{ sily Y@ ag do prvniho nosniku pfenese k{@® a

v ¢ Celkem je pak

do druhéhoe Y

Voo . . Y 3 ,
(4 R SV v 16.27)

Rovnice (16.27) popisuje, Jek se wvngj8{ sf{la P rozdsis mazi obg &dsti
nosniky {mesl oba prvky G & &,

17, VYUZITI SOUMERNOSTI

S pomdrné jednoduchymi maticemi (14.13), (14.14), pop¥. (15.3) vystadi-
me na Febfenl mnohe praktickyceh dloh. Neprizmatické nosniky nebo i k¥ivé pru-
ty mGfems pfitom rozd8lit na goustavu ndhradnich prizmetickych nosnikd.
Héhreds bude dévat tim vérn&js{ vysledky, &im vice ndhradnich prvki volime
(tj. &im bude d&leni Jemn&jdf{). Zéroven s tim se vdak zvyduje Pdd matiéeg
0% je krajind nevyhodné, nemdme-11 k dispozici samolinny po¥{tad. Je proto
Jen pPirozenéd, napadne~1i nés, zda by nebylo moiné snifit F4d matice vyudi-
tim soumérneosii, pokud ovdem dand konstrukce Je soumdrnéd. To Jistd lze, Jjak
ukéZeme n&}pﬁiklﬁﬂmn ’ ’ : :

‘ ?re Jednoduchost zvolinme ‘? : 'é? : ‘ £§‘ 4 ‘ fg
EiyPi steind prvky pedle obr., 30. T . ‘z T’ E J E T; Z h?
Onybovéd tuhest Je tedy konstantni ! el e B |

e také délky jsou stejné. Body L

9

Ao, i ovBenm neznsmenaji klouby: Obr. 30

7 . . . ) . .
Déilku L ovEem nutno zamsnit délkou &&m:iﬁ j kromé toho 4 = 2, 3 = 3.

o 3R e



£

- %(“Gm 2V« 80,0 v 6oy ‘%‘1%0'

it

My

i{ .

Y, = %(ﬁ W+ 60 e + 2% vy~ 12 -6 L),
My |

L

Jjde o oznaleni mySlenych Fezd, nenaruduji-
cich skute&nou souvislost noenfku o délce
4% . Jsou to "uzly" spojujfci jednotli-
vé prvky, JeZ jsme zvolili jako zdkladnf
strukturu pro dald3{ vyposet. Superpoziet
matic (14.7), psangch pro jednotlivé prv-
ky, dostaneme celkovou matici tuhosti |-
desatého fadu . Sestaveni matic pro prvky
oz 4-9 , ¢z 9-3 g oeeey CL ¥ 4-F
Je naznafeno na obr. 31. Prekryvajici se

ﬁiﬁ gésti polf jednotlivych submatic jsou &ra-
fovény; na nich se pf{sluiné prvky s&{ta-
Ji. Vysledkem Je zdkladn{ rovnice tvaru
Obr. 31
r - . . - [N
Y, 12 -6 -12 -6 0o o0 o 0o o0 o Yy
M,/2 6 4 6 2 o0 o0 o o o o]0t
Yo 12 6 24 0 -12 -6 0 0 o ol|]|w|
Mo/ -6 2 o 8 6 2 0 0 0o o ||W
Ya > E3] 0 0 -12 6 24 0 -12 -6 0 0|/ S
_{ Myl > 0o 0 -6 2 0 8 6 2 0 0 ||¥¢ )
Y 0 0 0O 0 -12 6 24 0 -12 -6 vy
M/l 0 0 0 0 -6 2 0 8 6 2 ||t
Xs o 0 © 0 o0 0 -12 6 12 6 || Ve
| Msl2 o o o 0 o 0o -6 2 & 4 |[&e
“Je~1li zati¥eni soumdrné, platf tyto vztehy:
Uy = Vg o, My = Ay ( )
I} Ly B . Q" - 1. eQ
”01/\ ® ”1Jhs' , '&"L = “1/%% ' V3 —0 * 7
Rozepsénfm (17.1) ziskdme rovnice
£J :
\(? =’T&§.(12"h‘m 6&(’2_"”;’\]1“6'3‘1{)',
™M E n Qy
7 - ‘i:g;(-"ém PRV ¢ B vk LVeR),
Y, :%bmvm 6,0 + w%-«/ﬁ‘z,t@’é’aﬁéae)’ N
' (17.3)

: : >
E; (“Q\'\;r“iﬁ;é 800 v 6 vy + Ly 2).
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Protoie \@ =N, Pha’_‘rﬂz , nemusime zbyvajic{ rovnice psédt. Nyni
dosadime (17.2) do (17.3). Prvni dv& rovnice se nezméni, zatfmco dald{
dédva j1 '

Yzﬂ = %~ (=12 vy ¢ 6 Pl + 1Y vi-w_m) ,
%ﬁ%(_"ﬁ)’\ﬁ "‘2’\7‘;@*’3@}_(4’61&),

Yy =—%%w(*2% v1‘+1102£ + 14 vﬁ), (17.4)
" :

“2% = 0.

Pak lze tedy (17.1) prepsat takto:

X, f 12 -6 <12 -6 ol (v
M2 | 6 4 6 2 o] |Vt

Y, 3.%— -12 6 24 0 .-12 WA ar.5)
Ml -6 2 0 8 6 )

Y, o o -2 12 24 | |Us

Matice tuhosti v rovnici (17.5) Jje pdtého- Fddu, zatimco plhvodni matice
tuhosti v rovnici (17.1) byla desétého ¥4du. Za tuto vyhodu, kterou.jSme
ziskell diky soumdrnosti, ztrdcime vBsk vyhody Jiné. Matice tuhosti takto
upravend jiZ neni soumdrnéd a soufet lichych prvkd (prifazenych sildm Y )
JjiZ neddvé nulu. Ztrdci se tak moZnost snadné a rychlé kontroly. Mimoto po-
etnf operace se soumdrnymi maticemi jsou mén& ndro¥né neZ s obecnymi mati-
cemi. Proto tyto dpravy nikdy ned8léme, Fe8i-1i se dloha na poditadi. Nic
bychom tim neziskali, naopak, zvétsSila by se pravddpodobnost, %e se pii
dpravéch dopustime chyby. .

18. SPOJITE ROZDELENE ZATIZENT (PRIBLIZNE HeSENnT)

Vi¥hodou Fedend soustav prvkﬁ, zat{Zenych toliko v uzlovych bodech, Je.
jednoduchost. ReSenf lze ov8em snadno zobecnit 1 pro prvky spojité zatiZend,
nahradfime~1i spojité zatiXent osam&lymi silami soustfedénymi do uzlovych
bodlt.. K této nédhreds v8ak potfebujeme kritérium, podle n&ho¥ bychom rozds-
1111 spojité zat{Zen{ do uzlovych bodd. Jist& nés nejprve napadne, #e vhod~
nym kritériem by mohla byt statickd ekvivalence s spoji%é zat{¥en! nahradf-
me soustavou staticky ekvivalentnfich osam&lych sil (e silovych dvo jic),
phsobicich v uzlovyeh bodech. Zphsob nsdhrady Je zPejmy z obr. 32. Zde Jsms
zvolili Jako piikled rovnom&rnd zatiian§Anosnik rozd&leny na Etyfi prvky.
Jaek se pozd&ji ukédZfe, neni takovd néhrades staticky ekvivalentn{ soustavou

mﬁﬁ._w



nejvhodnéﬁix)ﬁeéeni v8ak limituje k sprédvnym vysledkim platnym pro spojité
zati¥eni, zvétdujeme-li pofet prvkd (zjemﬁujememli d&lenf{ nosniku).

i

I gl gl ial gl g_l
s 959t
- ¢ !ﬁv Z g y ¥ 2» L*
8 \ B ke ~ /I
M 2 3 4 5

Obr. 32

Abychom se presv&d€ili o presnosti vypoltu, jaké dosdhneme popsanou
pFibliZnou néhradou, ud¥lédme cely vypolet a% do konce. Matici tuhosti ji%
méme, Je to (17.5). ProtoZe V4 = 0, vynechéme prvni sloupec i Féddek.

Po inverzi dostanems

e [ 2 <18 6 12| [Mfe
W -18 16 O 11 Y.
Lo e (18.1)
Vi | 1EI | 12 -12 0 =9 | | M2
Ay ~24 22 0 16 | Vs
P#itom podle obr. 32
0t , _ .
™M, Srg o Yo =-qt, M, = 0, Yy =-gt (18.2)

Dosazenim (18.2) do (18.1) vyJjde

3 - ¢ u_ gLl
% g3  15¢ €I '

rvku rozdélime na poloviny g//2 plsobici ve vzdalenostech I/4 od koncii prvku. Ty pak

délku /4 do t&chto konci a pfipojime tomu pfisluiné momenty gl*/8. Ve vnitinich
), v podpérach zistavaji (obr. 32).

¥, Zatizeni gl kazdého p

rovnob&zné posuneme 0O p
uzlech se tyto momenty rusi (jsou navzajem opaéné orientovan
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. %8 gt 365615 gLt
1 16 gJ

384 ey
1% = _i§... _M - L) all
g EJ 256  EJ
- - utoatt 515 gl (18.3)
® . EJ 384 EJ

Elementdrni vypolet, jek znémo, ddvéd pro spojité zatf{fenf presné hodnoty

O S - 1T B L
U T 156 EJ
' 18.
s qu (18.4)
Vs 384 EJ

ﬁhal je tedy vypoéten - pfi nosnfku rozd&lendm na &tyPi prvky podle obr. 32
8 chybou 3 %, maximdlni prbihyb & chybou 2,5 %. To je velmi mald chyba, uvé-
Zime~1i, Jak hrubé d&lenf jsme pouZili. V kapitole 20 se k této problemati-
ce Jedt& vrdtime. DokéZeme, Ze staticky ekvivalentni néhrada spojitéhb za-
tiZfeni osam&lymi silami a dvojicemi sil neni ekvivalentnf elésticky PoZag-~
davku elastické ekvivalence vyhovime, nahradime-l1i moment q{,[& na kon-
cich nosnfku momentem g ¢t[i2 . Takové ndhrada vdak zase nenf ekvivalentnit
staticky.

19. RAMOVE KONSTRUKCE

Prvky rémové konstrukce jsou zat{Z%eny nejen ohybem, ale obecné 1 ta~-
hem-tlakem a popk. krutem =/ Prozatim jsme ®e nezabyvalli prvky s takto
kombinovanym naméhénim (to ponechdvéme pro ndktery z daldich semind®d).
Checems Jon wvyuZit teorii nosnikd pro pifpady rovinnych rémovych konstruke{,
co¥ lze udinit, jsou~1i prvky dostatedn& ¥tfhlé. To znamend, %e zanedbévéme
U&inek osové (i posouvajicif) sily na deformace nosnik&, z nichi se rémmvd
konstrukee 8klddéd. Zde vBak budeme pfekvapeni e to nepﬁjde dey bez dal-
g{ch zééahl do vypoltu. Vzpomenememliﬁ Jak Jsme te8ili rdmové konstrukce
klasickymi metodami, bude tato zku¥enost pro nés nové°~x”/_ UkdZieme to na
prikladu pravothlého rému podle obr. 33. ‘ -

x/ samozfajmé i smykem vlivem posouvejici ai1y¢ Jajiﬁ U&inek Jjsme vBak.
‘zanedbali.

%%f Klasickd FeBeni se totil vétdinou maklédaji na &ilové metod¥.
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&

Pro nosnik 1| 2. podle (14.7) méme

{
|
! v Nl )
§ = 4 '\/1 ATy, ﬂ
ZlEij S
, 12 ) -12 -6
z El | -6 4 6 2
K, =~ (19.1)
L Eu ol 6 12 6
6 2 6 4
3
7
Obr. 33
Pro nosnik 2 - 3 vyjde z rovnice (15.3) pro &~ = O, Mo=-1 (s vy-

nechénim sloupcl a Pddkd prisludnych nulovym posuvim VU, a V, )
w, he o, Uit

12 -6 -12 -6
K,-=2| ™ * ° 21 (19.2)
¢ 112 6 12 -6
-6 2 -6 -0 |

Z matic (19.1) a (19.2) lze sestavit matici celkovou

Wi vy N we e e s g fke_
0 0 0 0 0 0 0 0
0 12 -6 0 -12 -6 0 0
0o -6 4 0 6 2 0 0 0
£3 o o0 0 12 0 < -6 -12 0o -6
K ==31 o  -12 6 0 12 6 0 0 0. (19.3)
0o -6 2 -6 6 8 6 0 2
0 0 0 -12 0 6 12 0o -6
0 0 0 o o 0 0 0 0
L0 0 0o -6 0 2 -6 0 0]
Nyn{ pfedepiBieme okrajové podminky
U< 0, vy =0 , Py 0 . (19.4)

Z matice tuhosti K tedy vynechéme posledni t#i. sloupce a posledni .tii -
Pédky a dostaneme
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e 0 0 0 0 0 ol (W
Y4 0 12 -6 0o =12 -6 AYy
el B3I lo s 4 o 6 2| |Vt
< [ = 3 (19.5)
Xy 1o 0 0 12 0 -6 ﬁ Ay
A3 0 -12 6 0 12 6 Al
| M/ ] 0 -6 2 -6 6 8 | \17'1_2

Podle dosavadnich zkudenost{ bychom olekévali, %e zmendSend matice tu-
fhostl v rovnici (19.5) u¥ nebude singulérni a %e budeme moci ur&it nezndmé
posuvy po inverzi této matice. S ptekvapenim. v3ak zjlstime, Ze determinant
matice v rovnieci (19.5) je nulovy, zmenSend matice tuhosti je stdle JjeStd
singuldrni a daldf vypolet je tedy nemoZny. */ pritom na prvnf pohled ne-
Jde ¢ 24dny vyJimeény pripad. Kde je tedy pri&inaf?

Ja tfeba 8i uvédomit vyznam nul v prvnin fédku a sloupcl matice tuhosti.
Vznikly z nul v metici tuhosti {(15.1). Nepﬁedpoklédali jsme toti% moZnost -
pfencsu osové sily prutem 1 =~ 2 . Proto jsme prutu- 1 -2 pfisoudili
nulovou osovou tuhost, co¥ se nyn{ vymstilo. Posuv 1, miZe byt nynf
z¥e jJud jakykoli a vektor il na levé strand (19.5) se nezmdni,coZ nenf{ fyzi-
kdln& moZné. Nd&3 vypoltovy model neZobraqua proto sprédvnd fyzikdlni skuted-
nost. Mi%eme to jedtd napravit, predepileme-1i samozfejmou rovnost ik, = 4, .
Potom misto (19.%) - vynechénim prvntho sloupce a Fd&dku w/ vy jde

- b ) . oy 4 3
Y, 12 -6 o -12 -6
M -6 4 0 6 2 )
{ X | EJ ST
1 DY 0 0 12 0 -6 1 (19.6)
Yo -12 6 O 12 6 V1
Mege) o L 2 -6 6 8| | %t
?ypoétam se lze presvéddit, Ze matice v rovnici (19.6) Je jeBtd stéle
‘gingulérni. To proto, %e Jswme dosud neuvafovali, %e ani prut 2 - 3 neni
schopen pPendlet osovou sflu. Pomoc{ je zde opdt ptedepsdni podminky
Ve = V5 (a tedy Yy = 0). Tim zabrédnime "zhrouceni” prutu 2 -3

které by nastalo v ddsledku pFfedpoklddané nulové osové tuhosti. Vynechéme
tedy Jedt¥d Etvrty Pddek a Ctvrty sloupec a dostaneme

»/ Jasou-1i v n¥kterém *ddku (nebo sloupci) determinantu jen nuly, Je tento
daterminant nulovy. Opaénéd véta ovdem neplatf.

n/ Eromé iLa% W, semozfejm& platf, ZQ At = 0. Tento vysledek i (19 6)
dosteneme té¥ tak, %e matici 6 x 6 v rovnici (19.5) rozdélfme na sub~
matice 1 x 1, 1x5, 5x1, 5x35 a vynésobime.
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Yﬁ 12
M/ E3 -6
o f € | o
Myft -6

-6 0 -6 y
0 2 Al
o3 {(19.7)
0 12 -6 Aoy,
2 "‘"6 8 \_’J\iﬁ

K této matici lze konelnd najit inverzni metici. Uvédiime~11, %o %@ & - ﬁp
My = © , Xy =0 ;o M, =0 ; rozddlime (19.7) na submetice taktos
- , o & b
«.";" ’12 »% ) -6 Vi
0 E] | -6 | 4 2 1 [V
= - ‘ ) e (19.8)
0 2> 0y o 12 -5 Wy |
g .
0 -6 | 2 -6 8| VL]
Oatud
‘ EJ 'é’gg |
40 & - -
E«,F“‘} = —fﬁﬂ(?’};zm‘j Le o0 61 juy), 1310.9)
L
o} -6 4 o 2] [V
EJ '
IS - méz{ O 'U”;s 4 9] 12 “6 Aoy, ) - (19,10}
o - -6 2 -6 8 )
Z poslednf vovnics
Ve 15 -3 -6 6 [3
Ay P | ’ . 3N
ﬁ?z 75 3 T 6 ‘.O A 8 1 (19.11)
2L -6 6 12 6 2
Dosezenim de (19.9)
EJ he EJ 3
-F e - S = S5 4w
a opdtud
’ . g¢g£3
Vi = - TTEY (19.12)
Z rovnice (19.11) pak vyjde
By |3
2 ! Fe3 {19.13)
N BT
% it
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Uvedené nesndze vznikly tim, Ze jsme neuvaZovali #4dnou osovou tuhost
Jednotlivych prvki. Domnivali jsme se, %e to nenf t¥eba, chceme-li zanedbat
vliv osovych sil na deformaci konstrukce. Zatim v3ak jsme vlestné piidalil.
kafdému prvku (nosniku) jeden stupen volnosti, a to smr3t&ni nebo prodloufe-
ni{ v osovém sméru. T{m se stala matice tuhosti i1 po pfedepsédni okrajovych
podmfnek singulérn{ a bylo tfeba predepsat jeSt¥ daldi podminky, vyjadfujici
neprodloufitelnost nosnikl. VSem t&mto nesndzim se lze vyhnout, zahrneme-li
do vypottu té% osovou tuhost. V tom pripadé nabyv4 matice tuhosti (15.1)
e 1

U o T Us vy Ve |
=S _ES 0
© 0 g 0
14E bEd CMET_6E3
0 E TTRE 0 13 e
, 6EJ HEJ 0 GEI 1E3
e B T
_%§ 0 0 E§~ 0 0 (19.14)
1LEJ 6EJ 12E7 6EI
0 ) ot 0 IE A
GE] LE7 0 GEI  4E3
L0 s T z T |

a matice (15.3) nabyvéd tveru (19.15). S znadf v téchto maticich priitez
nosniku.

Nechceme~1i, aby vysledsek byl ovliivn¥n osovou tuhostl (to miZe byt,
cheeme~1i FedSeni porovnat s jinou metodou, kterd osovou tuhost neuvaiuje,
nebo chceme-1i zJistit velikost tohoto vlivu), dosad{me do matice (19.14),
pop?. (19.15) za prifez S n&jaké prehnand veliké &islo. x/ Vidfme, %e

dosazenim nul do prvntho Fddku a sloupce matice (19.14) jsme volili prévé
opalny postup!

V t&chto UYvahdeh a zobecndnim bychom mohli pokraﬁovat. Bylo by moZné
(a pom&rn& snadné) napf. pfejit k prostorovému ohybu kombinovanému s krutem,
k 8lo%£it&j8{m konstrukénim prvkim ap. Tyto dvahy v3ak odloZime a# na n&kte-
ry z pfiétich semind¥%. M{sto toho pripojime Jaété nékteré dlohy k procviée~
ni 1étkyﬁ Ulohy jsou umyslnd jednoduché, aby k FeSen{ nebylo tfeba u%it po-
tf{tal. Proto se snad miZe zddt, %e Ffedeni Je proti klasickym metodém zdlouhavé.

x/ Pobftéme-11 na samodinném poditadi, nemlifeme dosadit $>% |, M{sto toho
v@lfma za S  libovolné ¢fslo, avdak tak veliké, aby Jjeho pfevrdcend
hodnota byla zanedbatelnd ve srovnéni e pfavrécenymi hodnotami ocstatnich
prvkd matice (19.15).
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Zdlouhavost Jje v8ak vyvédZiena vE&tS8im mnoZstvim informaci, které z vypoltu
vyplynou v pfehledné form&. Kromé& toho je tieba mit neustéle na zPetell, Z%e
maticové metody jsou jedinelné a nenahraditelné teprve u rozsshlych dloh
FeSenych s poufitim samofinnych politald. Maticovd forma zépisu je velmi
vhodnd pro programovénl takovych udloh. Zdlouhavost FeSeni je pak prekonénﬁ
velkou rychlost{ pofetnich operaci na politadi.

.U%elem tohoto seminédte bylo predeviim obeznémeni se zdkladnimi princi-
py metody, kterd umoZnuje Fe¥it s poufitim stejného zpisobu nejrozmanit&ji{
$lohy. Zékladnim problémem je pritom sestavit celkovou matici tuhosti, kte-
rou sloffme ze submatic platnych pro Jednotlivé prvky. Skldddni probihd ja-
ko hra se stavebnici. Uvedené submatice zase zIskdme transformaci matic
prevzatych z katalogu, kde jsou zapsény ve tvaru zv148t vyhodném, vztaZenédm
k Gfelnd volené "lokdlni" soustavé soufadnic.

V n&kterém z pfiStich semindPd také ukédfeme, jak lze tuto metodu po-
ufi{t pro sloZit&j8{ prvky konstrukci a Jak souvisf 8 tzv. metodou kone&nych
prvkt, jer se od Sedesstych let velmi roz&{¥ila a pou¥ivé sé nyn{ v nejriz-
n&jéich odv&tvich mechaniky kontinua.

1

. ’ P
Gloha 39. Wosnik 1 - 2 - 3 je |F l ]
—— M » le ,
v bodd 4 wuloZen na pruZing s kon- /"y 'T' a7/
stantou R[N nt ] (obr. 34). '\1 > EE 3%
Uréete deformace nosniku v bodech ' 2

1 a2 .

ﬁloha 4£0. Nosnik na obou koncich ve-
tknuty a uprostfed podepfenj je zatfi- Fr o
¥en dvima stejnymi silemi podle obr. i
35. Ur&ete prihyb & sklon v plsobis- ' !
ti prvnf sfly. :

NN
L
i
ANN\N

Obr. 35
. ’ #
Uloha 41. Vypo¥t&te posuvy a thel §?Z&
oto¥enf uzlu 41 v rdmové konstrukei ' ‘
na obr. 36 a v¥echny sloZky reakci.
Délka nosnfkd 1 - 2 , 1 -3
Je dvojndsobné (22) proti nosniktm
© - 5.4 - % (1) ., Onybovéd tu- A ; .,-“\M v
host EJ Jje stejnd. Spojenf nosnikd A, a s }j
v uzlu 4 Je tuhé. ' 4 / : 2"
' K | Obr.. 36
b2z
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Uloha 42. Najdste prihyby nos-

niku uloZeného podle obr. 37. Obr. 37
Ohybové tuhost je konstantnf. : KE7)
L
Uloha 4 Najdste reak M M
3. J T ce u nos ,"f ‘ 2 3 4 5‘. g
niku ulo%endho na pé&ti podporéch % §
podle obr. 38. S ] ] 4% I !
Obr. 38
Uloha 44. Dva nosniky Jjsou spo- ;
Jeny kloubem v bodé 2 a zati- .:ff
Zeny silou Y, = -F  (obr. 39). 1. 2y 3
Ohybové tuhost obou nosnfkd je 2 ) Y o ;2
té%. Urdete posuvy v kloubu 2 < L > 21 -

Uloha 45. Najddte prihyb a sklon na konci nosnfku na Jednom konci vetknuté-
ho, na druhém volného, rovnomdrné zatlZeného. Nosnik.rozdélte'na dva prvky.

20. TEPLOTNT PNUTT A SPOJITE ZATIZENT U NOSNTKD

Uloha o teplotnim pnuti veds obecn& k ekvivalentni dloze o “vlivu spoji-
tého zatfZenf{. Ve zvlé8tnich pripadech vSak vystalfme se soustavou osamdlych
sil, p¥ipojenych v uzlech. Tekovy piipad ﬁastévé, neméni-11 se teplota po
. délce nosniku, ale jen v jeho pfilném smé&ru. Omezime se na rovinny ohyb,

a proto budeme p%edpoklédaty‘Zevsa teplota méni jen've sméru kolmém k neutrdl-
wi ose.

Jak jsme postupovall u prutd a prutovych soustav? Zopakujme ei hlavn{ bo-
dy postupus '
1. Vypo&itali jsme sfly vznikajic{ v prutech zm&nou teploty p¥i znemoZnénych
(e tedy nulovych) posuvech.
2. Na3li jsme vektor vn&jdfch sil {Xm} s Kterd by vyvodily v konstrukei stej-
. nou napjatost jako n@rcvnomérné rozd€leni teploty pFi nulovych posuvech.
3+ 04 vnéjsfho matiﬁ@ni (0od denych vn&jsich il a momentid) {X} Jjeme odetetli
zatiZend i ‘} nebot toto druhé zatifeni ve skutednosti neplisobi. Pre ga-
tizent {X} - {X“%,jsme vypo¥etli posuvy podle (12.11).
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tii Vnit¥ni statickdé dtinky Jsou dény superpozici teplotniho pnuti podle
bodu 4 (pfi nulovych posuvech) s pnut{ vzniklého uéinkem zatiZen{

§>£E - {x‘ﬂs Toto druhé pnuti se urdi z pfisluénych posuvl pomocy
@kvivalentnich &1l pﬁenééenyeh na jednotlivé elementy nebo pomoecf na-
pétové matice.

Pokusime se nynf postupovat obdobn& i u nosnfki. Obdobnd k (12, 12)
bude platit rovnics

{Xy - [K:zw} +.{x“’} (20.1)

: Zdé {}QE je vektor danych vn&jsdfch sil, pisobicich v uzlech,

K1 Je celkové matice tuhosti,

_{Kk} Je vektdr vyslednych posuvd

{x(”} je vakt@r.sil_VVUZlech, nutnych k udrzent nulovych posuvdl phi
zatiZent konatfukce teplotnimi rbzdily,

Postup ukéﬁema na ptikledu nosniku, v ném¥% se teplota linedrns méni po
vyéce profilu, avéak po délce nosniku zﬁstévé konstentni (obr. 40)

y o .
0 | Y
T . B B 77 :__;3’
{ < - :
Obr. 40
%ﬁ&@'ﬁeﬁy
kde , ‘ '£ Lo
B R SEE Ny

'P%edpokiéd@jme déle, %e nic nebréni osovému posuvu neba’ﬁe konstrukce
‘byle smontovéna bez pnuti pfi rovnomdrné teplotd t,.. Zbyvé tedy uvé¥it
¥1liv rozdilu teplot At . V tomto pkipads je osovd sila nosnfku nulové,
8 tédy-i Xio= 0, popr. X, =o0.% Za'm @hybovymom'em vyde

5/ Kdyby vlastnt poutl{ vymizelo misto tohn naph. pﬁi nulové feplcté byso by
nutné do vypoltu zahrnout vliv osové @iiy ?(“,,ﬁgqilg obdobn#é jske v kapi-~
tole 12. ‘ ‘
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M = MY Bt | oyt ay
-Gufi

L -
- & ; A . = :
et %] Yoy - o b - 220
" o (20.3)
-hfa
YA 32f§§-&§§ znati moment setrvalnosti plochy prifezu k neutréini ose.

W ”‘?’4 Wy "7'1
EJoat EJoat T
IO v (20.4)

Je tedy podle obr. 40

" 0T

Phedstavme si nyni, %e by nosnilk mgl
dé¢1ku  2€ (na rozdfl od obr. 40) a %s by
byl na koncich kloubové uloZen (obr. 41).
Abychon mohll vypolitat deformace uprostied
Jsho rozpéiiy rozdélime JeJ na dvé poloviny
Obr. 41 (na dve prvky). Rozd&leni teploty bude po-

‘ psdno rovnieil (20.2). Budou platit tyto
okrajové podminky: '

), Vg = O (20.5)

Dédle vyuZijeme soumérnost, abychom enf{Zili P4d matice (vzhledem k tomu, Ze
politéme ruing) -

T (S ¥, = 0. +(20.6)
Podle (20.1) bude
. o 3
Xy 12 -6 ~l2 -6 0 011 A )
M,/ 1 -6 4 6 2 0 0 a1 P
A 7 |-12 6 24 o -12 -6}Vl )]0 o
b ey . ) 2 @ f
Mel2 23 -6 2 0 8 6 2 || Yl 0
Y, 0 0 -1z 6 12 6 Uy 0|
My/2 o o -6 2 6 4|[Bt] [-p]
i (- o, ’ :
Za ohybové momenty Jesme do vektoru X & dosadily ﬁguéty pEfalulndeh mo-
m@ﬁ'ﬁﬁ M& { (’_Xia, Yo ﬂ@sﬁik m% " 2« s {f jugil ﬁ@gnik ﬁ b 3 .\}*
Vy&lo . | A I ,
MO | M) Edaat “h M MR | o
7 3 PV A Y Y ) =0 (20.8)
MY Mag! | MY | |
= B R = .
1 '3 * L prb 0
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¥ tomto vektoru Jsou nenulové pouze uvedené silové dvojice v uzlech 1 a3
sily Jsou vesm¥s nulové. Neplsobi-1i vnéjéi sily, Je na levé strand {(20.7)

nulovy velktor.

©
H

Vynechénim ?FVﬁth, étvrtéhe a pédtého Pddku (& sloupce) - vzhledem
k- (20.5) a (20.6) ~ dostaneme matici tuhosti t¥etfiho Fddu

-

0 [ 4 6 ol Wil s
) Ej . ) A ‘ -
0 r=z — & 24 -8 2 .8 0 (20.9)
23 _ 8 A
0 0o -6 4 | Vst -p
. ﬁ“ ﬁ o
S wyusitinm soumdrnostl § = m~Jg vyjde =z posledni rovnice

{%} i % [1i ;j_ {y;i\% + {%} | (20.10)

HeBenin
Ut 2 12 -3 (p | o)
wl TET | o Q (20,11
a odtud .
o= o g et

Vit g xet

Pompel %lamamiérmieh‘m@%ig tuhosti pro Jednotlivé prvky uréime pfisludné
gkvivalentnl sfly & silové dvojiceé (momenty). Pro prut 1 - 2 (¢ =1 ,
g,, = 2} vyjde

Yia. 12 -6 -1z 67| w
Malel g3 -6 4 6 af 52@& |
%ﬁi Ty wig 6 12 : s i (20.13)
ME, /¢ | 6 -2 6 4|t
# @@%ﬁ@,‘ » “
Y’Ki'%’gﬁ Y 0, » ' (20.14)
M =-pt, ME - pe |
Bro nesnik L . 3 v?jé@ obdobné
Yo = 0, Mz o (20.15)
My = -pe | 't;ﬁé =B ”
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vV uzlu 1 %edy celkem zvenku plisobl

;e & L € 12 e -

\‘i - \(:igx, + \{2,&« = 0 } ! Ff}; ® M;{& ¥ Mig& = 0, {20.18)
Nenulové jsou tedy jen ohybové momenty v uzlech 1 a 3 | totis

s & € A 4 & €

| o= M’ii;a, = F%Q ! %ﬁ:ﬁ “ Mgg, = ﬁ’g‘ . {2007

Tyto womenty by semy o s8ob& zplsobily deformaeci (20.12). 8ily & moman-
ty podle (20.18) a (20Q17) pledstavujl tedy ekvivelentni zatiient {XQE =
= {,K Yoo ?QU}E . Skutednd phsobic{ vné&j8{ efly dostaneme palk jako
soutet {X®}y + { XMl = {XY . Ekvivalentnt sf{ly pﬁ@detavugi jednu Zdst,
kterou musime pouZit k vypoftu posouvajicich 8il a ohybovych momentl. Druhé
gdst, Jsjii “8inek musime pPipolist, Jsocu teploini pnuti pfi nulovich posu-~
wach podle (20.8). V kloubech 1 & 3 ndme

(4} .
ag}i% « 0, v {ﬂ =0,
“ (20.8a)
MY < e, PR Y
Vy jde nakonsc
. 3 , 20.18
Vig = Mf’ A Mrj%} = Qg M3 = M§ e M‘%% @ Q e ( }

¢ raskece (& tedy 1 posouvajici sily & ohybové momenty) Jsou nulové.

Situace se zméni, bude-1i nosnik na konefch 1 a 3 vetknuty. Pak

Aﬁ@j’% = i} N '01 = 0 ¥ ﬁ}"’,& 2 {:} | Aﬁ’i’i = D . {2@&1?}
Jedind neznémd je posuv Uy . Pro néj dostaneme
: E m}

{\%’z} e TS R R %‘v’ (20.20)

Protois Y%ﬁy = 0, ‘\Ev = 0, vyjde 168 Uy = 0. PP nulovém pribybu
Ssou vBsk nulové 1 ekvivelentni sfly & momenty, tak¥fe k Posouvajicim eilém
a ohybovym momentim pFispivd jen MLV a MO

V o= 0,
" i?
M = MM =pe « Lonst.
Vyé@t%im@ nyni teplotnl pnuti & posuvy
v nosniku podepPeného podle obr. 42, bude-1i
ge rozdfl teplot v nosnfku 1 - 4 rovnat

Ate, 8 v onosnfku 2 - 3 rovnat &ééﬂw
¥ tem pifipadd bude

(20.21)

Obr. 42
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4 ll%@,

Mjﬂ = {50.3% = EJ YR

MM <ep = -E3 %%’c} ’ (20.22)
iw%fl(ﬂ *"“ﬂ’m‘éf *’ﬂ’@;ﬁ .
Okrajové podninky Jsou
W= 0y A = 0, Ar = O . (20.23)
Z rovnice (20.7) dostaneme
My/C <0 4 2 ol W] M
Ej @ “%m (ﬂ »
Mt -0 s =5 |2 8 2 |}l Ma"fe (20.24)
Mall =0 o 2 4 &32 'Mﬁ(yﬁlg
Ddtud
W 7 -2 1] [MW
J ¢ 0 '
R N w ) { ° 0,
R TE 2 4 2 My | (20.25)
&2 1 -2 7 Ma0)
Doweseninm (20.22) do (20.25)
ol
&2 i o 3ata - aty),
& . ol .
A - —— (At, - At ,
' o 8t - Ata), (20.26)

Pro v¥podet skvivalentnich il v nosniku ( QA ) poulljene '@péﬁ
(20.13), kem dosedfme A4 =0, 4, =0 ahly Vs a 4 podle
(20.26). Obdobny je vypofet i pro nosnik (6 ). DelB{ vypolet ponechévime
Etenddbi, ' y '

Obdobnd mGZeme postu~ -
povat, checeme-11 do vypol~ _ ?
tu pPesnd zahrnout i spo- :
Jité satifen{ (obr. 43).
K udrZent ﬁulw;ﬁc:h posuvl
v uzlech 1 , 2 nusime , -
pEipéjit vnEj8L sfly a mo- ? Y,_(f}
menty, kterd sestavime do $
vektoru sil ixi’“} o slo¥

01‘32‘@ 4‘3

P ggm



W etgl \RUNEDYS

i
M. o ) (20:27)
B o e ' A 4
4 gl M, “ﬁg@ﬂ%
Podle (20.1) vyjde
Y, -0 "12 -6 -1z -6 [ Lot
. i
M/t =0 -6 4 6 2| |l ~Ao gt
=04 - E1 R S A S (20.28)
Ypo=0 £ a2 6 12 6| | W %a;ﬁ
Myfe=0) -6 2 6 4] [Vt &gt
8 vyu#itim podminek
JU“,@ - 0 P -”‘}“ﬁ* ® {3 {2(}& 2@)
odtud plyne
EJ 4
0 = 7 (the + 29hL) ~ 57 9L, (20.30)
& tedy
" q{?
Yy {20.31
U gEs )
Dédle vyjdou skvivalentni sily
£ €
Yy = 0, Y, =0,
) . 4 ) (20.32)
¢ A g : L
My =+ @é, y M, TRCA

Vektor {X%B o slofkéch (20.32) sloifme & vektorem {X}ﬂ} o slokkdch
{20.27) ve vyeledné wndjd{ sily (reakce) v uzlech; vyjde

4 4
Yy =gql A A (20.33)

¥V 8em Jje rozdfl tohoto postupu proti kapitole 187 Tehdy jsme spojité
zat{¥enl rozd§lili ma staticky ekvivalentnf osam&lé s8ily (a nestarali jsme
ge pritom o degformace). To ovBem piisnd vzalo nelze, nebof deformece t¥lesa,
pisobené riznymi, byt staticky ekvivalentnimi silovymi soustavemi, Jeou
rlzné. V druhdm pPipads jsme na to 81i z opalného konce: zvolili jsme né-
hradn{ @ilovou soustavu tak, aby byly presn¥ splnfny deformaéni podminky
v uzlech. Tato néhradni sousteve vBak neni staticky ekvivalentni se spoji-
tym zatf{Zenim. To nés nemusi pPekvapovat. Vaggm@ﬁ@m%wii na,pﬁipéﬁ svisle



zavdlendho prizmatického prutu, zatiZeného viastni vahou, vime, ¥e jeho pro-
dloufeni je takové, jako kdybychom vlestni véhu zanedbali a misto toho p#i-
podill v koncovém pr&fezu'csaméleu s{lu rovnajici se poloving tihy celého
prutu. Posuv konc¢ového prifezu vyjde v obou téchto pfipadech pfesnd stejny,
adkoli osamdld sila Je Jen polovinou sily spojitd rozdélané, a tedy 8 ni
neni staticky ekvivalentni. g

Uloha 46. Urlete deformace a reakce 1 :
v nosniku na tPech podporédch podle :
obr. 44. Ohybové tuhost je konstant- ]

ni. % ol ol

Obr. 44

NEKOLIK SLOV ZAVEREM

¥ tomto ulebnim textu, urdeném pfedeviim zaldtelnikim, Jjsme se snaZili
navézat na znfmé metody a tradiéni zpisoby vypodtd =z oboru prufnosti a pev-
nosti. Vyhnuli jsme se proto prilid radikélnim zm&ném v oznadovéni velitin,
omezili jsme se na obor redlné promé&mné a vynechall jsme né&které dikazy ma-
tematickych vét. 2 maticové algebry jsme probralil Jen tolik,‘kolik jsme po-
t¥ebovall k del8fm eplikacim. Omlouvéme Se proto nérofnéj8im Stendflm, kte-
¥1 snad ofekdvell vice, a odkazujeme je na literaturu, Jjejl¥ seznam pifipo-
jujeme.

Vzhledem ke zplisobu, jakym Jje tento text reprodukovén, a ke krdtkym
1hitém pro jeho zpracovédni a vyrobu neni zcels vyloudeno, ¥e v textu zlsta-
1y nékteré pPepisy nebo drobnd pfehlédnuti, a to pfes vedkerou snahu autorsa
i wvydavatele. Prosime proto, aby ném &tends tvto nedostatky laskavd promi-
nul. Autor bude dédle vdslen za sd&lenl Jakéhokoll nédzoru, tykajiciho se né-
roénoati a zplisobu vykladu. Ziskané zkuSenosti budou podné&tem k zlepdeni
préce pPfi pfipravé del¥f{ch seminé#d. Poradatelé se snai, aby semindfe pri-
nédSely Glastnikim co nejvet8i ufitek, a to nsjen tém, kter{ mohou uvedend
metody pfimo uplatnit, ale 1 tdm, ktei{ se 3 nimi potPfebuji sezndmit proto,
aby byli schopni sledovat odbornou literaturu s vdt8im porozumdnim Pro _sou-
¢asny trend ve vypodtovych metodéch. '
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DODATEEK

Rontrolnd w¥sledky dloh:

) .
| Y4 ' %y

1. “‘ ) g ’
$§ 3 {D e i% é § ng

N .
2. Ly }/ Cose, - A, A
H

ool Cod ol Ky

%

degansrovanou matici &tvritého P4du, hodnosti Jedns.

A
SF D

o
WA

fank

5. Podle 1. s 2. dlohy plat{ Y = BAY | kde
N B B oot [t -G
o 0 -4 ! \ 1 i3 A

AAAAAA

IR A

0,598

6. Postup je obdobny Jako v dloze 5, nyni vBak 7 = At

PRI M BT I %ﬁ%} _ ﬁm% 3 - 43 |

bt i mﬁia@@»@.

y b o

S A
PRp—
i
e
s
a3
(2
|
g
H
g
[ ey
[
W
5;

e Bg



10.

1i.

12.

Ze srovnédni 5. & 6. dlohy Je nézornd zfejmé, pro€ pro soudin matic nepla~
£ komutativni zdkon. Najdeme-1i nejprve zrcadlovy obraz vektoru a pak
jej peotolime ¢ deny vhel, nen{ teo totdf, Jjeko kdyZ vektor nejprve po-
otofime & teprve pak najdeme jeho zrcadlovy obraz. Zém&na t&chto operaci
viak odpovidd zfmdng porad{ finitelld v soulinu dvou matic.

cos P sin ¢ 0
&“1 = |-siny cos o1 5 !A!. = 1.

0 0 1

Je mo¥no dokdzat bud odvozenim inverzni matice s pouZitim doplﬁkﬂ, nebo
tak, %e danou maticl & Jjeji pfedpoklddanou inverzni maticl vynédsobime.
Vysledkem Je Jednotkovy wektor. Postupujeme-li prvnim zpiscbem, napifé-
me misto danych prvkd pfisluéné minory, zneménks zm&nime podls ¥achovni-
cového pravidlg a transponujeme; transpozice Js vdak u soumdrné metice
zbytednd. '

Vime, %Ze

4 - L
N =7 (G ex +Byey G 8, + TuyPuy + Tye Pyz + Tox Tax) -

Proto y . ; .
A =7iey{e} =xiel §s]) -
Obe zpisoby Jsou moZné.

g -1

1 ~ M = e 0 ] O
QM 1 o o 0 0
@ | . 1 0 0 0
E 0 0 0 2(1._+{%> 0 0
0 0 0 0 2(1+ﬂ) o |
) 0 0 0 0 21+ u)]
T w 0 0 0
n 1 0 0 0
) E 1 -p 0 0 0
o= é% ‘. » ﬁk ~ g -2, '
' Uw‘}(‘i"iﬁ). 0 0 0 ._ﬂ_,&l .0 0
0 0 0 i’-{#— 0
0 0 0 o. o




13& 12 "‘“‘1
D o= 8 11
2 -1
14. #atice B  je soumdrnd, plati-1i BT« B
B=ATA . Je totiz ¥/
RT = (ATAY = ATA = B,
Specidlng pro matici A =2 dlohy 12 wvyjde
4 & 0
ATA = 6 10 1
0 1 1
15,  Je~1li
[ o o 0 0 |
O 0 0 0
ey - e X}
" Gy Csp G Caw
Cyp  Cua Cus Cew
Je téZ
o= XTCX .
6. Soustevy pPepifeme takto i |

kde

1
Ay = -1
-1
Az& = [1

10
Qo= 2 ;

10

*/ yiz (3.41).
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7 rovnic
f%M xﬂ * Aii'xl = @
Ru Xg + A, Xy = 0

vyloudime X1 a vypolteme XZ‘ . Musime zalit s prvni rovnici, nebot
AZ? nemé inverzi (neni to 5tvercové.matice)@ Z prvnil rovnice

, “d - :
X@ = A'M ()‘x - A’H,‘ Af’l x?' .
Dosazenim do druhé
-4 .
Au Au Q - Ay A;: A Xg + Agr X, = 0,
odkud ‘
- w -
Xo = (Ay Al Agp - Agz)” Am An Q.

Matice minort pro Ay,  je

~1 2 =1
~5 '_“2 3.
P2 O 2
Po zméné znamének, transpozici, d&lenf determinantem \A«d = - 4 &

po dal8{ zm&né znemének (v Ziniteli pred matici a zdroven v matici)
vyJde

1 -5 2
- 4
A= X2 | 2 2 0
4
1 2 -2

1 -5 2 | -2 1l
2 2 o | 4 1o
|
! 3. -2 | 2 L4 | 4l
~1 -1 =17 [-2. -10 4 v -8 r4 0 47,
1. =1 -1} |[-2 -10 4 | -8} L4 4 43

Zde pozbyvd numerickéd kontrols pfidanymi sloupci a Pédky Zéstedng
smyslu, nebol kontrolnf podetnt vkony se zédsti shoduji s Ukony kon-
trolovenymi. Déle vypodteme

Ai’! A;’f Amw = p\zz‘ = 11] - E ‘”1] “" I: 2] @m 2 g
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z pPfedchoziho schématu @&@Etame

A'L"i A;j = %‘" iwg ~10 4:} = % ["‘"l -5 ﬁf}ﬁ
takie ‘
10
Xy =ty 2 o 212 - 2] 2] = [o) -0
10

Je tedy X, = 0.

Mifeme se dosazenim pPesvidlit, Ze Fedeni dané soustavy vskutku Js

Oznaéime~li dancu matici

o
A»ﬁ ! fa\‘m
TR P T
A = i
A | Ay
a invereni metici
. " By | v%m,
. Tty S
B | Bar
musi plaetit ' ‘
. | . . .
By | Bu Au | A T 3 0
s e ———— ] = — T —-
B z%m_ A gAm U

Vyndsgobenim
By Ay + BuAy =1
By Ay +ByphAn = 0,
BuAy + By Au = O
Bos Ay + B fge = T

(&);

Z této soustavy Je t¥eba vypofita 3@5 C 4, = 1., 2). PPitom
Jje t¥eba dbét 1 o sprévné pofadi &initell. Chceme~li nap¥. z druhé
rovnice urdit By, , musi byt
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Bie Az = - By An (b)
By = - By Ay Ay

{Prvn{ z t&chto rovnic Jjsme ndsobili inverzni matici{ zprava, nikeoli
zleva). Dosazenim do prvni z rovnic (a)

E‘H AM = Bﬂ Aﬂ_ Aq‘; AM = I
]
Bu = (Au - AnAgy Au)t. (c)

Vylou&fme-1i obdobn& z prvni rovnice (b) submatici B, , vyjde
prvni z rovnic (a)

B”_ = (-Ayp Aw-.1 AM 4 A'L1)—4. (a)

Rovnici (d) miZeme ziskat také dosazenim (c¢) do (b) ; v tom pii-
padd - se zPetelem k (3.53) a (3.54) -

By = ~(Ay - An A;-z Au)"' Au Az;.ﬁ, N
- L (AzzAi’r)("'\M + An Ay Au)]-4 -
< (-Ap AR An + An AR An A AuY =
= (~Ap Ay An + AuY‘_
Z tretf a Stvrté rovnice (a) vyjde obdobns

B?.'L = (- Ay Aaf Ap + A22)-_4) (e)
By = (An - AyAy An)™ . (£)

V rovanicich (c) a%Z (f) se vyskytuji inverze matic. ne’vaéé' druhého
FAdu. Postupnymi vypodty vyjde '

~1 v afr 21 0 4 -1 -4
Ay = -12-[ :l = Ay, Az::[ ]- Ay "},‘[ ]

1 1 1 1

-1 -4 I =57 [-1 2 | 4

1 -3 -2, 1 1 | o]

| 1 1 b 2] fo =1y -7] [T 7 | 0]
.4 <1 14| O 2 -x:l o33, 02
P — p———— P S— —— — -—-———-——*———-—-A

o 2| 2| |2 6] 4] |-8 10 2



R W)
‘QWL (XA A -"1'?‘:“ ~1 3 ’
-4 2 T 0
A‘M AM.A% ﬁﬁ\m 7 -3 2 | #
: -1
B 7 7 0 1 2 0
LU = 4 .
-3 2 3 7

Obdobn& vy jde

‘%'tﬁ, = _1". ° 1 ; gg_‘i - _%@. Y -2 . % L L 0O , w
H b . #
2 .1 1 411 -5 o210y

iyslednéd FeBeni v maticovém tvaru

X =A'P = BP

v némz P zneff vektor pravé strany dané soustavy, vyjde

3

[ X, 2 0 0 2 10 5
| 3007 -2 2 2 6
Xi 3 s —.:%.‘— ' » B
| %s 4 1 0 -2 0 -2 10 -1
L Xy -1 -5 2 -2 0| 0

0 sprévnosti vysledku se lze presvédlit dosazenim hodnot X, , ¥y
Xy ¢+ Ky do pivodnl soustavy. Je jasné, ¥e Peleni soustavy rovanie
pomoct maticovd inverze Je pf{lif pracné. Md vBek vyznam é@hdyﬁ Pob fmg-

11 toul soustevu nékolikrdt, vidy vdak 8 rlznyml pravimi stranami

P » P, P atd. Pak sta¥f pouze nésobit inverzn{ matici B
pPisludnym vektorem F; sprava, co¥ je velml snadny dkon. Taek neph.
pro seustave rovanlc

O RO O

mi¥eme pedt é%im@ vysledek

o BOE



18.

1'.9;» :

e,
<. <
i -~

et

Lo N

-3 >

o -

[ I

nooO O
i

= O

o= 4 - = g g
Xy d 10 > 0 2 0
Ry ~1 ~5 2 -2 . C ] \.‘lj
Z rovnice .
A LB a !t Lo
e —=1 == = |-——==--
¢ b ¢ ld 0,1

plyne po rozepséni a dprm#é
wh ,' !
A = - bd e

Determinant (5.4) dédvé

11 =X -6 2 | |
A ' .
-6 10-x -4 | =- A +27T A -180 AL - 324 =0
2 -4 6~ A
o

#

Tute rovnici mlfeme oznadit 'E(/\@) 0. ProtoiZe 5(0) = 324 > 0 a
soulinitel u mocniny A? Je zéporny, musi se pro dost‘ateéné“‘valké )\,‘
zménit zneménko polynomu f(_»\,\) . Nejméné& jeden koFen tedy bude kladn;%
tj. A4 > 0. Skutednd, zkusmo najdeme A, = 3. D&lenfm polynomu

§(,§,‘; kotenovym &initelem ( A - 3) dostaneme polynom druhého stupns,
ktery poloiime rovnym nuls

S\ R VI ¥, -

i

o,

pdkud e

L]

Dosazenim /\,1 = 3 do rovnice (5.3) vyJjde soustava rovnic
Bxsa ~6x, + 1x, =0,
mbxy *FXy - bXy =0

Dald{ rovnici nenf treba psét, nebof je na té&chto dvou rovh;ci@h lineér-
ng zévield. Zvolime-1i X, =1, vyjde X, =2, X; =2.
Je tedy prvn{ wlastn{ vektor ‘

vWs 1 2 21"

Obdobné vyjdou _ : -
O PR L vtﬁ)wéz -2 i} .



20. Cherakteristickd rovnice J A" ~8 445 >0 mé koreny

Jim prisludf{ vlastni vektory

1 1
W _ , (7)_

21. Vyjde inverzni matice

8"44{2 1“4-24}{2 17
1 2 3.1 2

Nésobeni rovnice Sinitelem B zleva dévé

ST I R R TN

a odtud
4 1 )
3 -3 1 0 X 0
( - A ) - :
oL A 0 1 X,y 0
3 3

0dtud plyne stejnd charakteristickd rovnice Jako v udloze 19.

22. Mista, kde jsou umist&ny hmoty, oznalime postupng 4, Qﬁ , 3 .
Rozd&luj{ celou strunu na &tvrtiny. Plsobi-~1i v bodd 1 s8fla 1N,
vzniknou prihyby- ' -

G = ey 4 by = Coo =3 01 o by = ey =34

(nebot ¥4st struny 1 - 2 - 3 je pri zatifent ailoubpﬁaobici
jenom v bodd 1 primd). Uhly, které svirajf jednotlivé ¥dsti struny
se spojnic{ obou zdv¥sl, jsou '

o = Ho o~ M i 461w b
X 7wty g ¢ 0 Pranty Ty = 5y

yzhledem k tomu, %e deformece jsou malé, je X = sin O = tg OC ,
B zeinfPp =2tgfh .2 podminky rovnovéhy
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T o= st + Q@ atwhd (a)

Bil4 |
Y'Y 16 8,
1 = @.( A 34 ) = 34 a (o)
Plyne
3¢ , ‘
g‘% = ;ibQ‘ . (C)
ddtud
32 24 1 ‘
Ci ‘;é?i ) Cyy jﬁ;éi _i Csy = jﬁ;ﬁ (&)

Nyn{ zati{%f{me strunu silou 1 N uprost¥ed (v mist¥ 2 ). Dosteneme

- ‘,.,‘,.‘ 2'571» . E Y i.... . ‘ ( \
R S A T °)
{
G = ) ot |
1?. L}Q j 611 Cz,z = "‘é'a“‘ (f)
Celd matice poddajnosti je pek
3 2 1
c L |
= TEag |2 ¢ 2 (&)
1 2 3
Jéde~1i o volné kmiténi, pisobl v mistech 4 = 1 , oL, 03 ampli~

tudy setrvadnjch sil Wrm b , kde W je kruhové frekvence volného
kmitdni. Pro emplitudy prihybd tedy bude platit

18 : 3 2 1 Y
L .
8y = 2a | 2 4 2| wm < 6 (h)
Y 1 2 3 b,

Pro zkréceni zavedeme oznafeni

X8
wWrm

. (1)

a z rovnice (h) dosteneme (pfevedenfm v¥ech &leni na levou stranu)
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23

m il

(12 4 2|~} 0 1 0 pr=907 (3
1 2 3 0o 0 :1.} 0, \}; 0|
To je rovnice typu (5.3). Pro viestni hodnoty A plyne
C3-aMH-A) (3 A)Y + bvd (- A) - w(3-a) -4 (3-1) = g,
&ili
3 .
A0 A v 4 A - = O (k)
Jaden koPsn Je zbe jmé Ay = 2. D&lime-11 vewalcl (k) Ckofenoyim
Zinttelem { A ~ 2), dostenems kvaedratickou rovalci
-8 v B o= 0, (1)
odkud
}‘w»i = 2 (8 ¥ ‘E:wzé)i »‘}\;5 w2 {2 - ﬁ%{"”g) {i’);%}
Z rovnice (1) plynou kvadrdty hledanych kruhovych frekvenci
L 4~ 20 a ) r 4 (2 U350
L&}{L " M - o (/E}; o WQ«&:&“ N éwij"ﬁ - 4 {CE ¥ h E} s "

i

Inverz{ matice (g) =z tlohy 22 nebo z definice {bﬁf plyne

: 2 -] 0
’ 40 ~ .
Ko = 7 1 2 1 .
0o -1 2 |

éxﬁ'& ""ﬁi | “‘“%ﬁ O ﬂ,
K L[ f" “{‘V & ] = a
" - ﬁ% fug + e } K&@

K(Lm ) - '?QO«» Q . %’{ b{é < %;% E}
‘ ] @ ~Rup ‘ ( . {:) %Q H
iu’"& l AL e 5 ‘Uv’g - 0 }
%‘){« % ‘Mﬁ E ) b { ’{}‘-i{ = {}
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Podle (B.24 a)

[y E BRI B P 4 S Xy
. @ - { C 4y
% . g D [ '&{’w E X

'é.a*?"él@, [XS
o= {{/{,Aé,{g + é‘){y’&,& i ﬁc‘{g% .

Podle (8.25% a)

X?% A (b k)~ X
X% D - {%}ﬁa

..,Q ‘i?{,%, ﬁ_a & {Za é‘m.) Xﬁ
25.
“ = - y&,&“ . X ﬁ@,’&{,‘_“}’" ﬁr@ '&c + ic’&m
@ 'é{fw + ‘gl‘-g:, / L {2"{’;« e ‘{Q‘;C'/
26,
@%@»% Xs . .
‘{Agm%% ﬂ&;@ l X’Lﬂ ‘&g&‘%’/&g% (4”@3)
27 - U . im. é’ . 4§ ) . 4 2
i &’(“{a‘{ﬂ(;muﬁ) + MEZTM {é/@, (‘(/LSW '{A‘i‘) + Tm‘é‘i", ('u'lf'"”u'&)
Hyni |
VY U
k= Tp * g, o R = Ry e Vv "’éa ;
U VU
B = e = e 10 BT etk
‘ atd.
28. Z rovnics
’X% /h:n %ﬂ_ Jiﬂ“‘i,}{ 'ﬁ‘%&} '{&1
N, by ke e Ry J vl
o k
Xy LY LT (2 Ao
N, (ITR TR %;W Ve

vyplynou prvky matice K , zvolime-11 vBechna posunuti nulovd a% na
Jedno (postupnz W,

¥ v"i 3 ’i«‘{;fh ¢ AE/*Z_ )a Je~11 n&pfm ‘{1{4@ 3%" 0’
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Ay = 0, Wy = O, Ve = 0, vyjde ﬁ;%’*% fﬁw % %;&&&E [
éﬁm =Y [, = 4, 8in y cos ﬁ%? Qﬁjmw, - 4, @QSQ{f
ﬁ%g = %a!{¢1m - 4, sin xg Cus % .
Cellem vyjde
2 o4 2 .
cos {y  sin Y ﬁgs(f ~C08 %) -&in %? QQ&K$
sin &? casg@ simqu & in Qg %@ﬁgg maiﬁatg
k& - %& wcmsgq: @i ig c@s{% co%gﬂg #in Lg caaag

gin &? c&e\? %iﬁg %

-

~&in Lg cos q wsimgkg

Pro prufine 1 - e W = 0 ¢ takie cos 1, 8in = {0,
! 3
Pro prufion 1 -~ 3 Je g = 150 ©, takie cos L? =~ [3/2,

sin \ = 1/2. Pro prufinu 4 - W Je P = 225 O takie

W wag L 2/2 Celkové metice tuhosti bude osmého
Fddu, Jednotlivé 3ubm&tic“ baﬁag Etvrtéheo, pop’. druného Fédu. NapiBeme

O ES sin =

je nejprve zvlidsl. S wvyuiitin Pedeni Ulohy 28 méme :
Prufina 1 -~ 2
Aoy g,
o
!%Af’ . ;/i,; ’432. - {gf?“
A k“?;,, ;{xzw ::,2“' %«m
Prufina 1 - 3
U Y Uy Vs
X, [ 2, B, _3 o
. G 4 K q
DI L T
VR T i, B 3 ]
/i 3 - ””Q’%L ""T;*’gz, T “"z,;é,
A E{? A % %
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Pruginae | - H Uy Wy Uy Vo
g 4 4 4
X, | 7h Th -Th -Th
A A LA A
EV @ 4 1 W T A Lh —
AN = i
1=y ‘ ! 1 ! !
Al -zt -wh Th T
LAy i 4 1
ful"5h ~Th Th %

Siofenim vznikne vyslednd matice tuhosti P4du 8 x 8. Jednotlivé prvky
yzniknou seltenim pPislusngch prvkd z uvedenych submatic; tato “pii-
sluinost® Je zfejmé z pomocondho oznafeni sloupeld & P4dkh. Vaznilkne tak

Uy U U

Vi Uy VS Uy Wy,
g - : }
X | e 5Pe & 0 it Zh b o34
W[%2e Th 0 0 T gk Th TR
‘1. W00 o 0 0o 0o 0 0
E{QE h 3 i3 R {z
}(3 u«mi;-& —"Z';“%» @ O i %4 "“,‘j;”& 0 Q
IBe -t o0 0 -Bete 0 o
o~k -w& 0 0 0 0 4 b
Vl-ie =46 0 0 0 0 Tk Th

Tato metice Jje singuldrnl. Vynschénim viech sloupct a F4dkl & vyjimkou

prvnich dvou (Jek odpovidd okrajovym podminkdm) dostaneme
s, 2-13 -
i é"‘“ 4] g?j
[Km«al = 9-40% 3 F
n TR
takie
X, 9 2 - {3 ALy

dnadnoe se lze plesvédlit pfimym vypoltem, #e tato rovnlce vskutku platsf
Z posledni rovnice déle plyns, Ze

B

2- 13 3

X4
Y4

-

9

Uy
L

1L

5 f@? (2

(2 - {3y
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V8schny reakces plynou

Y 4
Y, o
< PR

vy,

Kontrolou sprédvnosti miZe

nardz % rovonlcs (B.2% &)

-6 202 - {3y
O 0
-G m 3D XJX
a1+ B3 -3+ Yy
-~ (1 + T -(7 + {3
IR E IS A S

byt splnéni podmi@@k roviovahy

Ko+ Ky v Xy o= = X,
Yo ¥ Yy v Yy o= - %ﬂ .
30, V tomto pffpads Uy =0, Vi =0, Uy =0. Ddle X, =0,
Y, =~ F Y, = 0. Z matice (9.26)
ng 0 4+ (2 -[2 {2 j‘U«ax
4 R
"é‘*(z = ¥ z% -z 2 -2 |
é‘*{é = 0 2 2 4 4|2 {‘\rﬁ
Odtud
b, | 2 Iz ) 0
1 ,
g AR, = ‘QJ}Z E & + g{? @ - =
£ KR N X
Fl|
= - ¢4 o+ 2|2
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j2. Uhel ¢ =180° A =-1, M = 0. Transformaini matice je tedy
zéporné vzatou jednotkovou matic{ ¥édu 6 x 6. Platf

K= TKT <K - K

Matice tuhosti se nezmini.

33. K matici (11.3) Je nutno pfilist

(1 1 -1 -1
K ;2 1 1 -1 -
Tk a0 a4 1
-1 -1 1 1
Vysledek je dén matici
Uy Wy Uy Vy _- Us Vs W Vi
4+2 {2 -4 0 0 0 -z -

| : -
Z 4+Z2 o o ! 0 ~4 -z. -

|

|

-4 o 4+ -2 -\2 'H 0 0
K = L 0 o -{2 z:i+2Jr 2 -2 0 -4
o o -F 7 L4 +f2 -2 a4 o
0 -4 2 -z : -2 42 -4 0
-\2 -\2 0 o | -4 0 4 +{2 ]
-z -z o - | o 0 2 4+2

34. Rozdéleni na submatice odpovidd vztahu (8.22). Pro vektor posuvl {i:ta'}
dostaneme podle (B8.24 &)

A ] (4«2 -2 -4 o || X,
J Vs & M qu " 4 +{§ 0 0 4 \% 9
Uy T -4 .0 4 W2z Xy B
Vo | | o 0 Z a4+l | | e
| [ 2(5 + 312) 21 +\2) 9+4f2 -1+ 22) ”xs‘
4 4] eans 2y 21+ 2{ 14+ 22 LA 1%
C3aui2 & 9+ 402 1+ 22 25+ 3(2 200 +12) | X,
-1+ 2(2) a1 =200 +2) 201 + 213) Y,
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35.

Nyni dosadfme X3 =0, Y3 =0, Xy=F , Yy =o0. vyjae

4A31 ( 9 + 4 {2

s . Y1+ 242

. 3&. - l 1 <» r)>F
w ' 2(5 + 3142
& : 3444‘—5 ,EJ

LU‘W_ . ‘\"‘2(1"“‘—5).~

Reakce vyJdou podle (8.25 a)

. . 3 - 7
Xi 0 v -2 - 2‘{-2_
-4 F ‘
It = KKe 10t - e 2R
XL i ) F A - ] 2{—2—
»Yi, 0 J L 3 +4q_2—‘_4
Tyto reskce splaujf podminky rovnovéhy Y; = - Y, Xp+ X, = F
Nyn{ uréi{me sily v prutech. Napf. pro prut 2 - 3 platf, %e
A i :
A = ”Tﬁ"(“ = 52 , délka prutu = L \g . Vyjde

L . A AUy —u ) ka2
Py T\Ifci@: ri1 1 i«rwm.} »3+‘4\HF'

Celkovéd matice tuhosti je &trndctého Pddu. K vypodtu posuvl a sil
v prutech vdak potPebujeme jen zmendenou matici Kgm , které je
druhého #ddu. NapiSeme proto tuto zmensenou matici primo.

‘Bude platit vztah

etk 0 [ ] B8
Podle (9;16) - v

by = L A

by =y = L TR A M

by = Lo ek

Pritom /M/M, - L= - L (i -1), jak jJe zreJmé z obr. 21, ozna¥i-

me-11 znakem ¢; dheld, mgého prutu, spojujiciho kloub 4L + 18 klou-
bem 1, 8 vodorovnou osouj 4 =1, 2, ..., 6.

Vyjde
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ES
by = W2
; £S
%}»% - éﬁ“’ia = - 4,08 T
ES
2y fer =z
(i) ¢ 1 1,62 1,057 (P
'U’,( ES 5%70
1,05 4,20 | -Q

S4ly v prutech plynou z rowvnice (9.20).-

1

2% mm = 103 ¥oa o

Vyslednd matics tuhosti vyjde v jednotkdch MN m™

e o Uy v Uy Yy g A
10 0 -4 0 - -1

5
i
0 O 5 -1 =1 1 -4 0
0

. 5.10%.

-
(]
H
fd
[
5
i
ot

Xs0 0

" \{qm -1
§X } = Yol = . 2.10°.200 o a%.

] Ygﬁ 1

Y

V§sledek je v jednotkdch MN m™°. mm® = W, sily jsou tedy v newtonech,
Platf toti%, %e N mn 2 = MN m“zﬁ‘v jednotce pro nap&til ddvéme piPed-
nost nésobklm zdkladn{ jednotky W mwa pPed 3injmi$'6a8t9 sbytelnd
@ uméle vyitvoPfenymi Jednotkami (napf. dai em”2 ap.}. Podle rovaice
(12.113
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o 5 1 9] o3 ; i,
§
o -1 . 1 5 9] wndhy P } T"@
| i 9 e 1ot .
- 4,100t = 5.107 9
0 ¢ { o 0 5 -1 [ .
o ! 0O -4 -1 5 I vy
Gd b
[ 4L, 10 -6 ~1 -5 0 0
4 . ey E14) 25 E:‘ 1 - o
3 Vil oo L6 6 30 ? | ( 4.10%nt ).
V4| 1T -1 5 10 6 0 )
% Wy 5 25 & 30 « (Z?’ i
s{iu € v W, posuvy vyidou v mm, soulin ant je bez-
Tonnérny
37.  Pro Jednotlivé pruty plati tabulka:
Prut b N 7 A o Y
1.1 2.5 0 0 2,50 1,000 0,000 0,000
(I 1,25 2 0 2,36 0,530 0,848 0, 000
1ok 0,7% 0,4 & 2,17 U, 345 0,184 0,920
1 -6 1,25 1,2 2 2,65 0,471 0,452 0,753
9 -3 -1, 25 2 0 2,36 ~0,530 0,848 0, 000
1~y L, 75 0,4 2 2,69 -0,650 0,149 0,743
7 -~ 5 -0,75 0,4 2 2,17 -0, 345 0,184 0,920
3. F 0,5 ~1,6 2 2,61 0,192 ~-0,613 0,765
3 - ¢ 0 -0,8 2 2,15 0,000 ~0,372 0,930
b - & ¢ 0 1,00 1,000 0, 000 0, 000
b - & 0,5 0,8 0 0,943 0,531 0,848 0,000
-8 -0,5 0,8 O 0,943 ~0,531 0,848 0, 000
Dédle wvypolteme Etverce ﬁ’aﬁﬁ”? vt s souiny i%&aﬁﬂwf AV & z&piéém%

do tabulky. Pomoci td&chto vyrazi dostaneme matice tuhosti pro jednot-
- % bude elementérn{ matice tuhosii

livé pruty. Nap#. pro prut 4
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U,

0,119

0,064
0,318
~0,119
-0, 064

| ~0,318

Y
0, 064
0, 034
0,170
-0, 064
-0, 034
~0,170

Wy
0,318
0,170
0,847

~0,318
0,170
~0,847

Uy
-0,119
-0, 064
0,318

0,119
0, 064

0,318

Vy
-0, 064
-0, 034
~0,170

0,064
0,034
0,170

Wy
-0,318
~0,170
-0,847

0,318

0,170

0,847

Tyte A{18{ matice pak sloiime ve vyslednou matici, kterd je osmnédctého
Pédu. Mifeme Ji rozd&lit na submatice devdtého Pédu (ty se sndze ve-
Jdou na pepir}yp

symbolicky

| Ky

-
phitemd §<M = EQ@ (vzhledem k soumdrnosti matice K ). Pro dsporu
mista zde uvedeme vysledek wypoltu Jen pro submatici

€S

K™ =7

4

WUq

C 1,622

0,726
0,672
-1, 000
- 0,000
0, 000
-0, 281
0, 000

| 0,000

U
0,726
0,958

" 0,511
0, 000
0, 000
0, 000

~0,450
0, 000
0, 000

Uy
0,672
0,511
1,414
0, 000
0, 000
0, 000
0, 000
0, 000

0,000

Uy
-1, 000
0, 000
0, 000

1,822 -0,611

-0,611
-0,801
-0, 281

0,450 -0, 720

0, 000

0,
0,
O,

0,
0,

0,

0,

v‘:ﬁ. .

000 0,000 0,000 0,000

776 0,281 0,450 -0,720
281 1,399 0,000 0,000
450 0,000 0,599 -0,118
0,000 -0,118 1,954
000 0,000 0,147 -0,816

WL'

Kﬁ H

000 0,000 -0,281 -0,450
000 0,000 -0,450 -0,720

-0,801 ~0,281 0,450

Wy
0, 000
0, 000
0, 000
0, 000
0, 000
0, 000
0,147
-0,816
1,450

Tato échw&dlgf@va konstrukee je zajimavéd tim, ¥e pri ur&itém zpisobu
sati{fen{ a ulofent miZe ztratit tvarovou urditoet, vznikne vyjimedny

plipad. O tom pojedndvé monografie WILBUR, J.B. - NORRIS, C.H.:

Elémentary Structursl Analysis, McGraw-Hill, New York 1948, str. 229,
HMeticovd metoda vipoltu takovy piipad

se stane singulérnf & jejf inverze Je

Wy =

?1,‘% -+

- Ay

- P
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39. Jsou tedy predepsény tyto ockrajové podminky
5 ’\?\3 ks C}

”\j’i = 0, ‘“‘é =

a toto phsobic{ zat{fen{

\{@ ”“w?w i Ni‘xM
Uhybovéd tuhost Js konstantnf. Jednotlivé matice tuhosti Joous

vy 0 3
c 12 -64 -64
K., = Holer 4 oapd”

60 2 &t %ffz’ﬂ

~ EJ . T
Koy = = UMD

Wy
<, ~ L4

Sloupce a Fadky, které obsahovaely samé nuly, jeme vynechali, nebot se
pPi skiddéni matic neuplatni, Vyslednd matice %<Mm bude obsahovat

Jen prvky prifaszend posuvim v, @; ; ﬁ% . MapiBeme ji proto
pPinge.

Pro etrulnost pouiijeme ozmnadend

2%
b TRy

Zmensens metices tuhosti pak vyjide

g éu 91
K £ 12 +f 64  -64
o T g3 -6 4 4 ¢ 2 ¢
-6 L o+ .8 1t
PEi1 Felend vyuiijeme to, Ze ?ﬂ& = 0, a matici %<@& rozdélime na

submatice
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4 f y

¥, = - 12 +4 -6 1 i -6 0 o
: [

_— -6 { 4 : 2 LYW P

e st e e }Z;" i e e s _...._._.'_.._.._“__.’..__._..«... ——

M, = 0 | -6¢ 2°¢F ; 8 {* \‘?’M

Tate rovnice se vozpadd na dvé

) - ] e,
(0} - = (D60 201 i;‘;ﬂ REFSEtAD

Podle druhdé z wnlch uriinme %ﬁl} & dosadime do prvni. Vyjde

W T 2 1.
4 é " 2 g?ﬂ{; 28 2 4t F
| C12E7 o+ 7 e )
& 9 15,k M
g 2+ 248 EJ
)kav” ) & 2 V1
SRR
40. Lze vyuZit matici (17.1), pop¥. (17.5). Okrajové podminky jsou
V=0 =0 V=0 4 =0, Yp=0

& ze soumdrnosti plyne -

Ve =, Wy =t , Y, =0

Zﬁti%@mﬁ plisoebi v bodech L oo % , tedy

oo F Yo = -F.

Rakonee vyjde

= 0

o

=z

S

&5

”
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a odtud

41. Celkovd matice tuhosti by'byla pa'tnéc:téh'@ fédu. Proto sestavime piinme
Jen zmenBenou matici K et , Jejiz pkay budou pPfifaezeny nenulovym
deformacim {44 | ﬁkg"&q . Bude tedy tietiho Pddu. K vypoltu reakci
pek ufijeme elementdrnf matice tuhosti pro Jednotlivé prvky; reakce
vypodtems pomoci skvivelentnich sil. Jednotlivé matice sestavims podle

(19.15)
Wa Uy @3
A 0 0
EJ '
0 -3 4 L

S .
Velifing ﬂ == ?;'Q@ zahrnuje do vypodiu osovou tuhost.
e

M,q ’U"»; ﬁ&:& -
3 0 34
£] ' , ,
K,ga& - "":{g 0 (:5 O .
3y 0 4 ¢
{&1 »U”i% a} -
5 o 0
EJ
Ky = e 0 12 6l |
0 6 L 4 L
{4q .'\f‘? 17‘“5
(12 0 -6 1
£EJ
Kis = e 0 B Y
-6 4 0 4 f*

el



Vyslednd matice

g vy - W,
3B+ 27 0 -9¢]
% EJ | ,
’im 0 0 3p o+ 27 9
9L 9 ¢ 2487
Bude tedy
X, = o0 (30 + 27 0 } -9 'U«
|
EJ i
9 \{'i £ 9] WW 0] 3(@ + 27 l! g4 2 'U“f; r
o g o o e e T S S SR S S e emn e e o e v ! """"""" m&“
M, = M -9 4 oL | 2 lr V]
Odtuod
3B+ 27 0 Uy -9 £} ‘
17 ¥ | Vh} } io}»§
0 3o+ 27 ’y 9 {

My =%(L«M_ M]Yfm + 2 ),

Z prvnl z t&chto rovnic dostaneme

w.}_“.z.. 0 T e 1]
w, 3p o+ 2T
v =~ 944, =
! 0 —t 1
Ip w2 )
1
i +9
# 3%13,‘5 1
p+9

& pak 2 druhé

- 1D



{M)

]

£ ( - ZZ + 12.)@\7‘4} = 12/—’,,/‘5+;'81 Ez {\7‘1}

Odtud

(2’ + 9 Me . = Mzz

ﬁ* i 12 +81 g’ W T (4 p +27) EJ

Lze-11i zanedbat vliv osové tuhosti, je ﬁ —>o00 , takZe

ML
7 12E3

Uy =0, 'U'1=0_~

Vypoéet.reakciluvedeme uZ jen pro tento pfipad. Pro nosnik b -
podle (16.1) dostaneme '

\{H?H-ﬂ N “%Ezj—m = —17 —'} i
M = S Al -
Pro nosnik 1 - 2
\(1;.-1)7? %(‘ 1 7,) -—-“é- n
M&i-@ = 9@1'8‘% ."‘ 1T|"\

V uzlu 1% tedy bude podle‘(16.7) a (16.8)
, R M
Yo = “Vy, =- ’YMM.) =73

My = V’h-z\ ( Y1(1 y 2 i M) -

4126—



Sputet svislyeh realkced

i oM oM 3 M
¥ \ o e A .
Moo I7¢ "%t 8 ¢
Bude v rovnovése & reskcemi ¥§ @ ﬁk o Ty musl bt v obrdoendn
poméru ne% osové tuhosti nosnikt 1 -2 & 1 - 5 . Celkem tedy
buds ¢
v . L™ R L4
W g by Mo
S Vo4 M . A
Xy= - [ A {z e v ! My 17 M
X, = -4+ M S LA
Tt g e wemps Mysem,
4 1 M., w j%m%jim 4 ki
;\g = T i } Ys* g £ %\23 = i 1 ,

Premvédéte se, #s Jsou splnény podoinky rovnovédhy.

42 . .
740 + 96 €3 Fg
10.(%e® + 3ET) EJ

WA F
L(hed+ 3E7) R

: 9 M 6 ™
43. Yﬁtmymmwmygg, 4! Y, = = 5

= ™M
v,y - 0

44. 7de je t¥eba uvéiit, co znamend kloub mezi obdma nosniky. V kloubu- 2
me ji oba nosniky spoledny posuv, nemaji viak Jif spolelny dhel.
Matice HQ&% tedy bude tretfho Fédu a buds mit prvky prifazend k de-
formacim A, , . §2§ . Jednotlivé metice jsou

f&?@v ’%ﬁiw
I o1z -6 41
E3 Ly
K‘%*«i T
m@’g’ ‘@ @%
Vs, Vie
P Y
23 I =Y .t
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. Bude tedy

JYL - a1 | -124 ~34 v,
P — ‘ EJ [P — —i—-———. mmmmmmmmmm o s oo s
1”1—“3 il 8 L* ol < ¢
I .
My = 0 | -3L 1 o st | Vo]

Odtud obvyklym postupem dostaneme

_ 8 Fed
W = _ 27 €7
N 4 FLt
-F 9 EJ
’\?‘ Z-Ff."'
1+ % T 9 E3

45. Predpoklédéme vetknut{ v uzlu 3 , tak%e okrajové podminky jsou

'ydfé = 0 gt ) «?‘3 = (8] v, (&)

Jané zat{Zfenf (pki celkové délcs nosniku ) L = 24 Je

4 ¢*
V=~ j%f‘ r My = j%“ vy @@ y M, =0 {v)
Déle vyjde
p 3 ) ] - A
¥, = -2 12 -6 -12 ) -6 ¥
1 W 0 S 5
] .
Mo, ge -6 4 6 2 ||t
é.t 8 Yo ___E_gi___ } < ( L (C)
Y, =-qt © s 6 24 ! 0 Vo
e e e e e m S ——
L%"“O. L -6 2 o | 8 | | Vut
Tuto rovnicl rozepfBeme na avé rovnice
'_.ﬁ%i_ (12 -6 -12]( w -6
< ﬁi; - El,( -6 & 6 (UL T+ 2 g&ﬁ})~ (a)
8 22 ' , j
-9t -12 6 24 Vv Lo
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Vi

foy - (-6 2 o] “?;(' « 8 {vt) (@)

3

Vyloutenim jednoprvkové maticeviﬁk&} dostaneme */

-3 12 -6 -127  [-6 v
¢ _ B3 1 | : 7
ﬁg"”““*ﬁ( -6 4 6 |- = 9 2{[««6 2 O})»& =

- "
| -4¢ | -12 6 24 | 0 *

15 ~9 -247 | vy

EJ >

P s e 12 : (.

TE 9 T 4‘

-24 12 48 ¥

Wésobenin zleva inverzni matief vyjde bo'ﬁpravé

4, 16 . ‘12 5 -0,5
b | |
Ui { = % . %.. 12 12 3 0,125 =
‘\)’7_. ‘ 5 3 e "1(0
(-92 ] o [-92
e y
o .ﬁ_____ - LL..._.

s E3 780 ¢ = 7esEg | ~¢°

[ -33 | [ -33

Presné hodnoty, plynéuci ze s8pojitého redeni, jsou

“\)‘q A "”’95
u.

PO O L

t = 7espy | o4

Y2 -4

%/ Uvéiime-1i Ze igiik ‘ﬁlL , mohli bychom v druhém ¥lenu oblé zévorky
(d) zsam&nit poradf &initeltt. Pak by se ném vdak nepodafilo vytknout
vekior posuvl a vypolet by nemohl pokradovat.
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iy

Chyba ve vypodtu maximdliniho pelhybu Je tedy asel 4, va vipnltu
maximdlniho sklonu 6,25 %. To neni mnoho, uvéiime-1i, %6 jsune spoilte
zati{feni nahradili zetiZenin soustPedéngm Jesn do t¥{ uzlovych bodl,
a to podle zésady statické ekvivaelencse, co? u pruZnych t8les nemife

bt dokonslou ndhradou.

.

46+ COkrajové podminky jsou
Vi =0, V, =0

Zékladni rovnice

9]

8 2|3V YM e (&)
2 4 | z {%J !\ﬁ;‘ﬂ

vad Ji i momenty, Je

My = 0, My = 0.

v (4)
{2 . bhe 4-3  dosteneme tyte slolfky vektoru % Xz } %

Pro nosnik LB

AL VAL A
% 7 7

w ) oy, v L e . g p
%i. s Yﬁ.i e ey ™ 7§ (,gﬁ 0w ‘“?*:** ng .

W 4
(0 = Y%& = 0,
S CH L g
!%i & ‘V’ié% %?. %{,4« g
YRS (4 O N P I ;
M= Mt v Mgy = 7 ge €0 C gt

R (VL

He#enim rovanice (a) podle zndmych pravidel vyjde
. 40
ol 7T -2 1 o

2 A . S 4 -2 <. 4¢
IuED 1%

4, 1 -2 7 0
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EBkvivalentn{ sfly, JjeZ by zpﬁsobily stejnou deformaci jednotlivyeh

prvkd, Jsou i

e &
Y4 = m&;‘-é—‘ }
e _ e e _ 4¢ 4¢ - ¢
A Yoo * T ™ 16 Y 16 g !
L £
LR 16 !
L - e g.¢*
Meo= M = 50 0
A 2 a
ME = e e _ 9t g8t | g¢
L Moo + Mg 4e ~ 1¢ T

Tyto &fly dosteneme z rovnice (4.17), napifeme-1i ji pbstupné pro oba
prvky ( & , & ). Celkem tedy pisobf tyto reakces

VAT q¢ ¢ ¥
R S A

- -
L L A e Y

| 1
\{3;:\(3(4)*’\(36’-_%%6}

=
.

4 1
“’hm + My = ~ L %az+ L 61,61 = 0y

. - )y A
My M‘Lu My 7w att - q%c],ﬁ = 0,

=
&
u

MYy ME - o
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