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Probirajf se rizné metody vhodné k #e3eni dloh z dynamiky soustav
tuhych, pruZnych i obecné& poddajnych t&les uZitim ¥fslicovych po&itaid.
Uv4d&ji se rizné zpisoby, jakymi lze vytvéitet néhradnf{ diskrétnf mode-
ly s konednym podtem stupnd volnosti. Pro n& se potom formuluji zékony
a principy mechaniky. Zdﬁrazﬁujirsa‘zejména variadni principy, které
Jsou zékladem metody konednych prvki. Velkéd pozornost se vénuje metodé®
prenosovych matic. Vysvétlujl se pi{&iny moZného selhéni této metody
1 moznost népravy uzitim Riccatiho transformace. Tato metoda je zvlést
vhodnéd pro malé poditade. Vyklad Je zakon¥en ukédzkou Jedné integraini
metody uZivané krfeéeni nelineédrnich pi¥echodovych kmitd.

P%edpoklédaji ée béiné znalostl z mechaniky a matematiky (Newto-
novy zékony, integrace lineé;nich'diferenciélnich‘:ovnic, zéklady ma-
ticové algebry). Vfklad je velmi podrobﬂy”a‘doplnéﬁy EtyPiceti Yedeny-
mi p¥iklady.



PREDMLUVA

Zanedlouho uplyne t¥li sta let od prvnitho vyddni slawvné Newtonovy
knihy Philogophiae naturalis Principia mathematica (vySla roku 1687)
a necelych dvé st& let od vyddnf{ Lagrangeovy Mécanique analytique
(vy$la roku 1788). Tato dv& dfla se stala zdkladem mechaniky, védy
bez ni%¥ by nemohla existovat Zd4dnd primyslové vysp&léd spolednost. Jde
tedy o v&du velmi mladou, Jjeji% boutlivy vivoj byl v modernt dobé
ovlivnén Jjedté& pfijetim teorie relativity a kvantové &i vlnové mecha-
niky Jako nédstroji dalekoséhle rozdifujfcich nade znalostl fyzikdlni-
ho mikro- a makrosvéta, a pozd&ji vivojem polita®} s dosud netusenymi
aplikaénimi moZnostmi.

Logickd vystavba klasické mechaniky, které byla dovrSena a s ne-
pPekonatelnym pivabem geometricky interpretovédna zejména v pracich
Hamiltonnvych (1805 a% 1865) a Jacobiho (1804 ai 1851), zistévé dodnes
zékladnim kamenem, na nédmZ spodéivaji vZechny metody moderni mechaniky.
Praktickou aplikaci si dnes nedovedeme p¥edstavit bez poditaldové tech-
niky, kterd Clovéka zbavuje zdlouhavé a vyerpdvajici dulevni némahy
pPi uskuteéﬁovéni slozitych vypodtd a uvolnuje tak jeho tvirdf schop-
nosti, podobn& jako kdysi primyslovéd revoluce osvobodila &lovéka od
nadmérné némahy t&€lesné.

V tomto semind?i ge vEnujeme vyhradné dlohém z dynamiky mecha-
nickych soustav. V prvni Zésti probereme teoretické poznatky, Jei
tvofi uréitou nadstavbu nad létkou, které se b&¥n& vyklddd na st¥ed-
nich a vysokych 3koléch technického sméru. V druhé Bdsti vénujeme po-
zornost po¥etnim metodém, které se nejlépe hodi pro malé &islicové
potitade. Pokusili jsme se tedy o vyvd%¥ené zastoupeni teorie a praxe,
nebot ge domnivéme, %e nelze doséhnout ve&tdich dsp&chd v aplikaci
teoretickych poznatkd aniZ dikladn® ji porozumime samotné teorii.
Cilem Jje vytvorit pevny zdklad k samostatnému studiu novodobych nume-
rickych metod, o nichZ se b&%né& referuje v odbornych ¥asopisech, a dédt
dtendri predstavu o aplikaénich moZnostech.

Proto¥e vyklad je urden nejen odbornikim z oboru mechaniky, ale také
- snad prevéiné - konstruktérim a technikim rdzného zam&¥entf, dopro-
vézime jeJj Cetnymi instruktivnimi p¥fklady. Doufdme, %e se tim vyklad
stane p¥itaZliveé j8im a Jjasné j8im. Vzhledem k omezenému rozsshu skript
bylo nutné pe&liv® véZit volbu témat a zplisob vykladu. Je proto moZné,



2e skripta ndkteré &tendife neuspokojf. P¥ipojujeme pro né seznam vy-
brané literatury, z ni% mohou naZerpat dald{ informace.

Autor dékuje Ing. Vliadimiru Védclavikovi za podndt k tomuto semi-
né¥i a za pomoc p#i vyddni té&chto skript. Up¥imn& d&kuje viem pracov-
nikim Domu techniky USVTS v Praze, kte¥f se na této préci podfleli.
Doufd, %e studium tohoto spisu pomiZe &tendiim sprévné® formulovat a
redit d8leZité praktické ilohy. Snad si pritom zéroven upevni a roz-
81F¥{ teoreticky zdklad svych znalosti. Radost, kterou pi¥itom pociti
jim bude bohatou odm&nou za vynalofenou studijn{ némahu. Vidyt prévé
mechaniku ozna¥il Leonardo da Vincl za rdJ matematiky, v némZf dozré-
vajl jeji nejkrésn&ji81 plody.
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1. MECHANICKA SOUSTAVA

Pevné t&leso se s vynaloZenim sil deformuje; sily piitom konajt
pozitivnf préci A4 . Ta se z¥4sti m®nf v kinetickou energii, zZdsti
ve vnit¥ni energii. Pokud miZeme zanedbat nevratné zmé&ny spojené
8 rozptylem energie, Jje vnit¥ni energie toto%nd s deforma¥ni energif
p¥l izoentropické zméng. Zpravidla vSak vznikajf{ 1 nevratné zmény,
takfe p#i uvolndni pisobfcich sil se zfské pouze préce A, < A .
Necht n&kolik takov§ch t¥les tvo¥f soustavu, tj. seskupent vzé jemnd
pisobfcich t&les, JejichZ vztahy k okoll nejsou bud %4dné nebo Jsou
pPredem definovény (Jjako vstupnf{ veli¥iny). Jestlife vzdjemné pisobeni
teéles je pouze silové a p¥ipadné vazby omezujic{ volnost pohybu Jsou
pouze kinematické jde o mechanickou sougtavu.

Nos1te1em kmetlcke energie mechanické soustavy je hmotnost.
Vratné potencidélni deformadnt energie je déna pruZnostf{ té&lesa. Roz-
pt¥lend nevratnéd energie zédvisf na disipadnich vlastnostech t&lesa.
Tyto vlastnostl nejsou v té&lesech stejn& zastoupeny, %asto lze dvé
z nich zanedbat. Soustava mé pak prvky &ist& hmotové (absolutné‘tuhé
t&lesa), &ist® pruzné (nehmotné pruZiny) a &istd rozptylové (tlumile).
Soustava sloZiend z t&chto jednoduchych idedlnich prvki se‘nazyvé
mechanickéd soustava s diskrétnimi (odd&lenymi) parametry nebo krétce
diskrétni mechanické soustava. Opakem je soustava s kontinudln& (spo-
Jit&) rozdélenymi parametry.

Pro diskrétni mechanickou soustavu je p¥iznalné, Ze Jeji pohyb

Je zcela urlen koneinjm po¥tem parametrd zévislych na Zase 4(t) ,

Golt) 5 oue qn(f) : zde N zna¥f po¥et stupnd volnosti. Okam¥i-
ty pohybovy stav je dén souborem parametri ¢: a jejich ¥asovych
derivact qe ( ¢ =1, 2, ..., n ). Parametry ¢: nazyvéme
zobecnéné souradnice. Obvykle maji geometricky vyznam, ale nemusi
tomu tak byt (viz p¥iklad 3). Za diskrétnf mechanickou soustavu pova-
¥ujeme 1 takovou, u niZ nejsou vlastnosti jejich prvki odd&leny, ale
Jeji% pohyb je pfesto popsén jen konednym podtem parametrd (pifklad 3).
Soustavu se spojitymi parametry lze povaZovat za limitni pi¥{pad dis-
krétnf soustavy pro n > (piiklad 9). Soustava s kone&nym po&tem
stupnd volnosti ji miZe mndelovat jen p#ibliZn&. Z matematického hle-
digka Je pohyb spojitého t&lesa &i soustavy popsén parcidlnimi dife-
rencidlnimi rovnicemi, kdeZto pohyb diskrétnf{ mechanické soustavy Je
popsén obydejnymi diferencidlnimi rovnicemi.




P¥iklad 1. Volné ohybové kmiténf{ tenkého prizmatického nosniku v ro-
vinég X , % Je popséno parcidlnf diferencidlni rovnieci

Pw E]  Mw '
we T TG ok ‘b

V této rovnici zna®f W =w(xt)prihyb ve sméru osy Z , EJ ohybo-
vou tuhost, S prifez a @ hustotu. Poééteéni a okrajové podmin-
ky prost& podep*eného nosniku necht jsou

LE'X . i ‘
Qe A —7— ) W (x0) = 0, (2)
=1 : .

“w (x,0) =

W(C,t)=0; w'lot) =0; wigt)=0; w'lt) -0 (3)

Posétedni prihyb W (X, 0) jsme vyjdarili ve.tvamu Fourierovy rady

s nekone¥nym po¥tem &lent. Po¥dtedni rychlost W (X,0) . jsme zvolili
nulovou. Okrajové podminky (3) odpovidaji prostému podepieni a musi
platit v ka3dém Zase. Vyjadiujt, %e v podpote je nulovy prihyb a nu-
1ovy ohybovy moment (tedy i ki‘ivost) ReSeni rovnice (1) miZeme p¥ed-
poklédat ve tvaru ‘ ' :

x
wxt) = 2_ Gy A 7 (o (Wet - ‘{"u) (4)
= R . .

Derivovénim a dosazenim’ do (1) dostaneme po \pravé podminku pro kruho-
vou frekvenci W, (pro k-~tou harmonickou sloZku)

L [
We = =7 | To ~ (5)

Pro k =1 dostaneme zdkladni vlastnf tver kmitu podle (4) Jjako
pil sinusovky. Zdékladni vlastnf{ kruhové frekvence podle (5) vyjde

EQJEJ . 9.8% JEﬂ
W=l - e (6)

Nynf tento nosnik p#ibliZn& nahradime diskrétni{ mechanickou soustavou
s jednim stupném volnosti. Rozd&lime Jjej na dv& gstejné poloviny,




které budou predstavovat nehmotné

pru2iny. Hmotnost soustfedime do
‘krajnich bodd kaXdé prufiny, tek-
%e dva hmotné body, kaZdy o hmot-
nosti $¢Q@/4 , padnou do podpor

X =0 resp. X=4¢ . Daldf dva
hmotné body splynou v jeden o hmot-
nosti M = $¢@/L uprostied nosniku

X = ¢/1 ., Tuhost nosniku (pru%inové
konstanta) je k = 48FE7j¢3 .
TakZe pro model s Jjednim stupné&m
volnosti podle obr. 1 dostaneme
kruhovou frekvenci vlastnich kmitd

L _Yac [ET . 479 [ET
Wr "I™m & S T TeE VW D

Chyba vzorce (7) ve srovnéni s pfesnym FeSenim (6) je 0,73 %.

V tomto digkrétnim modelu je zobecn&nou sou¥adnici posuv osamé&lé
hmoty uprost¥ed nosniku '

glt) = wisit) (8)

Znéme-1i $1(t) , znéme celf pohyb, nebo¥ nehmotny nosnfk se vidy
prohne Jen tak, Jjak by se prohybal p¥i statickém zatiXeni, takZe

»

B

Gl T (3-4 22 pro X <
Wlx,t-)-.-ﬁ (9)

. 2 ; 1A
O[5 B-u5) 2= 1 pro %> T

nezévisle na pribdhu 21(f) .

ProtoZe digkrétn{ model podle_obr. 1 jsme dostali soustiedénim
fyzikélnich vlastnosti do odd&lenych ¥lend soustavy, hovo¥ime o fyzi-
kX4ln{ diskretizaci.




P¥{klad 2. Nosnik z p¥fkladu 1 aproximujte diskrétnim modelem se
dvéma stupni volnosti. Nehmotny pruZfny nosnik rozd&leny na tietiny
nese v mistech X=4/3 resp.X=2{/3 osam&lé hmoty, z nichZ kaZdé
mé hmotnost M = S¢¢/3 . Zobecn&né souradnice Jsou

gilt) = w (€3, ¢t) Gal) = W (213, ¢)
Ukaite, %e vlastni kruhové frekvence takové soustavy vyjdou

A 4,859 [E7 A 38, 184 d—g_r
LU1 = ,67- V g@ ] wz_ ot Q@

Chyby téchto hodnot proti pfesnym hodnotém (5) jsou 0,11l % resp.

3,28 %.

P¥{klad 3. Nosnik z p¥fkladu 1 nahradime diskrétni soustavou tako-
vou, Ze zvolime

Wk, t) = gq(£) Lxd - x2) + Galt). (2x3- 3 + x¢2). (1)

Tato funkce splnuje okrajové podminky W(0¢) =C | wl((E)=¢C |
ale zbyvajici okrajové podminky ani parcidlni diferencidlni rovnici
(1) z pffkladu 1 nesplnuje. MiZe proto d&t Jjen p¥ibliZné ¥eSeni ulohy.

Vypol&teme deformaéni energii v nosniku

NN
) (()W 7- . > /
1 T . SR AT Ny
V=7 Ejojkfaxz)a:( = 1EJC G+ GETE Y, (2)

a jeho kinetickou energii

; . 1 & A
- 75 [(gF) ax = 2 SeC(G ) + 7S¢’ (4" 3

o

T

Okolnost, Ze kvadratické formy (2) resp. (3) neobsahujf{ smiSeny soué&in

J1G, resp. (; g, svEAL o tom, %e oba vlastn{ kmity budou sepa-
rovény, takZfe Jje miZeme uvaZovat zvl43f. Vzpomeneme-1li, Z%e p¥i harmo-
nickém pohybu popsaném rovnicemi

ciﬂ % 91‘9 o (Wit 'Lf’i)p
(4)
Gi = Wi Gio 01 LG -y7)

- 10 -



se maximé&ln{ hodnoty Tmax a Vmax gobd rowaJjf{ (potencidlni ener-
gle se mén{ cyklicky v kinetickou a naopak), dostaneme pro ¢ =1
z prvnich &lend na pravych strandch (2) a (3)

A V7£; J—EET s 1&95’“ EJ
LU, = T Q@ = C'L Qq (5)

a obdobn& z druhych &leni pro C =2

= - (6)

Chyby t&chto hodnot jsou pom&rné& zna¥né, toti¥ 10,99 % resp. 27 %.
Je to déno tim, %e chyba odhadu (1) prihybové ¥ary se zveli&ila dvoJji
derivaci obsaZenou v integrandu rovnice (2).

Pr{klad 4. Volné kmity
nosniku z pi¥ikladu 1
budeme Fed3it diferendtni
metodou. Interval (0, ¢ )
rozd&lime na t#i stejné
dily o délce h= €3

Obr. 2
(obr. 2). Ctvrtou deri-
vaci v rovnici (1)
z pfikladu 1 nahradime
diferenénim vzorcem
Vw Wi = 4 Wieg + 6 We= b Wyyr + Wesr 2
e h MRALERC
pro k =1 resp. 2. Dostaneme p¥ibliZné vztahy
A*wy El
7{;=~—§-§m(w_1—9wo+6w,-qwz+w3), (2)
dazw, E7 .
dtzz =_‘S§>h"' (Wo - bwy + bw, =4 W, + Wy ) . (3)

Uzlové body K = -1a L =4 jsou fiktivnf, nebof skute¥ny nosntfk
existuje jen mezi podporami A , B . oOkrajové podminky vyJjadiujf
vymizeni prdhybu a ohybového momentu v obou podpordch. Bude proto

- 11 -



W0=O' W‘;-'O

W_1-2W°+Vl,’1 :0' Wao — Q_W3+Wq=o. (4)

V poslednich vztazich Jjsme vyuZili diferen®nich vzorcd pro druhou
derivaci, kteréd vymizi zéroven s ohybovym momentem. Z poslednich &ty¥
rovnic dostaneme W, = -W,; ; W, = -W, . Tyto hodnoty dosadime do
vztahd (2) a (3). Vyjde

Atw, EJ . .

Atz ~  Sght (O =it W),

e £3 (5)
i = —m (—lergw-,;).

Budeme piedpokléddat redeni ve tvaru

Wy = a, s (Wt -y),

6
Wy = Gy sow (We-y). ©)

Dosazenim (6) do (5) dostaneme charakteristickou rovnici pro w* a
Jej1i ko¥eny

ecbat— Q *—._’
AL 9 QEEL ' A _;é.d L
““o oo tsg R (7)

Chyba t&chto hodnot je 8,81 % resp. 31,6 % Zobecnéné souiadnice jsou
CZ.,('H’Wj ’ CZLUT) = Wy .

Poznémka. V piikladech 3 a 4 jsme dosp&li k ndhradnf{ soustavé o dvou
stupnich volnosti matematickou cestou. Jde tedy o matematickou diskre-
tizaci. Mezi obéma pi{iklady je v8ak podstatny rozdil. V tretim p¥ikla-
du urdovaly parametry 9,4, tvar celé prihybové &iry, kdefto ve
gtvrtém pFfikladu uréovaly Jjen prihyby ve dvou uzlovych bodech. Kdyby
nés zajimal prihyb i mezi t&mito body, musili bychom pou%it interpo-
la¥nich vzorcl, pridemi vybé&r t&chto vzorcl nevyplyvéd z pouZité metody.
Je viak rozumné pozadovat, aby interpolace splnovala poadavek hlad-
kosti prihybové &ary.

- 12 -



Priklad 5. DvoJité matematické kyvadlo podle
obr. 3 Je slofeno ze dvou stejnfch hmot zavé-
Senfch na ste jnd dlouhych vléknech. Za zobecn&-
né souradnice zvolime ¢; =¥y , ¢.> ¢, (obr.

3). Poloha ogbou hmotnych bodd je déna souradnicemi

X =4 iy ) X = C(Ai%4!1 t A g,),
(1)
V= Leory, o Yo = Lleoag +cmpz)

Uréime kinetickou a potencidlni energii sousta-
vy v homogennim gravita&nim poli. Potencidlnit
polohové energile Jje

Obr. 3 v =‘m9..(Y1*YL)"m43€(ZCm\(,+ tor ;) (2)
a kinetickd energie
To=gm 5§ty e Tmliegi) -
"7 me? [Q‘f.’f* 200 (1= 2) gz + (Fi 1 2
ia zobecnéné souradnice jsme mohli zvolit také
=X Ga= Y Gy =Xy 4, = Y2 - | (4)

Tyto soufadnice by v3ak nemohly byt nezdvislé. Byly by vAzény dvéma
podminkami

611l+ qﬁi = C?-) (Q3'6j1 )7.+ (Ci}q_q/'). )ﬁ = Cz (5)

vyjadfujicimi neprodlouZitelnost vlédken 01, 12 (obr. 3).

-13-



2. VAZBY V MECHANICKE SOUSTAVE

Necht se mechanickd soustava sklédéd z N hmotnych bodd, jejichi
pohyb nenf{ nijak v prostoru omezovén. Poloha t&chto bodd bude uré&ena,
budou-1i znémy soufadnice X; , Y¢ , 2¢ ka¥dého z nich ( ¢ =1,
2, «oo, N ). Mfsto pravodhlé soustavy soutadnic miZeme zvolit jinou,
v niZ poloha v3ech bodi bude zndma, budou-li dény v8echny zobecn&né
goufadnice ¢, , G, 5 «-e, Gan - Mezi ob&ma soustavami musi byt
vzd jemn& Jednoznadné piirazeni

X; = ')c‘l (@néizr Tt Cl’.’)'\l) ,
Yy = {1(0{,1; Gry -~ q\sN), (2.1)

Z‘N = ’.{:.’)N.((%, Grr1G3an)-

Mezi hmotnymi body mohou pisobit vazby omezujfei volny pohyb. Jsou-li
nap¥. prvmi dva body spojeny absolutn& tuhou ty&f o délece ¢ , bude
vazebni podminka

(Xl‘x1)2+(31‘y1)1+ (2. - 21)'2” = ¢, (2.2)

Téchto podminek miZe byt n&kolik. Kdyby napi. t¥indct hmotnych bodd
bylo navzdjem propojeno tuhymi tyfemi tak, Ze by tvorily absolutné
tuhé t&leso, pak t#l posuvy t¥%ist& a t¥i dhly otodeni by Uplné urdéo-
valy polohu vi3ech t#indcti bodd (vS3ech 39 souiadnic by se dalo vyjéd-
Pit funkcemi pouze Sesti zobecnénych soufadnic). Bylo by tedy 33 ne-
zdviglych vazebnich podminek.

Je-1li N hmotnych bodd a ™M vazebnich podminek, postadi
k ur&eni{ polohy vdech hmotnych bodd prévé

n = 3N -m (2.3)

zobecn&nych soutadnic. Soustava m4 n -stupnd volnosti. Eliminujeme-1i
pFrebyte¥né zobecnéné souradnice uZitim vazebnich podminek

S CQuiGo, =1 Gaw) = 0, k =12,,m, (2.4
dostaneme misto soustavy (2.1) Jjinou soustavu
X; = 3[1 (0}1,41_, meey 4,7),

(2o5)

=A;N = fan (%.L}z; -1 Gn)



NEkdy je vfhodné eliminovat Jjenom n&které zobecnéné souradnice a
k soustavé typu (2.5) pfipojit zbjvajfel vazebni-podminky, kterych
Je M

Y1 “‘11 i Q'Lu - véj,n) = 0

fm (511.014,» s gn) = 0.

(2.6)

Méme pak soustavu (2.5) s vedlejsf{mi podmfnkami (2.6) a polet stupnd
volnosti je n'=n-m .

Podminky (2.6) Jjsou holonomnf, nebot to jsou implicitnf funkce
zobecnénfch souradnic. N&kdy byvaji predepsény vazebni podminky
v diferencidlnim tvaru. Napi. rovnice

“P((/P 1 G -.., ) qn) = C (2.7)
miZe byt déna ve tvaru
’b Ve
- = .8
’Dc;, dq, t t 4 d‘i" 0. (2.8)

Rovnici (2.8) lze integraci pievést na tvar (2.7). Ob& tyto rovnice
ptedstavuj{ holonomni podminku. Je-li vZak déna vazba ve tvaru

Ay dq, + Aqua_+ ---+ An d‘ﬁn =0, (2.9)

v ni¥ A{ Jsou znémé funkce souradnic 4« , nemusf se integrace
obecn& podairit. Takové neintegrovatelné vazebni podminky se nazyvaji
neholonomni.

P¥{klad 6. Tenky disk opatieny
na obvod& biitem se valf{ po vo-
dorovné roviné (obr. 4).

Za zobecnéné souradnice zvolime
souradnice Jjeho stfedu X ,
Yy, z atfiehly y ¢
Y . Ghel ¢ Je oto¥eni kolem
osy rotalni symetrie disku.

Souradnice dotykového bodu
ozna¥ime Xo , Y, , 0 .

- 15 -



Z¥e Jme ‘

Xo = Xt‘r‘/M'/W??'ACqu'
(1)

Vo= y-raom ooy
Podminky §aleni Jsou
Ayo
A tgy (2)
= ¢ Xo iy + dys tiny = ra{tp. (3)

Prvni z nich vyjadfuje, %e valeni se bude dit po p¥fmece t , druhd
vyjad¥uje, Ze se kolo vall bez prokluzovéni. Z rovnic (1) a% (3)
miZeme sourfadnice Xo , VYo vylou¥it. Dostaneme dv& rovnice

My dx - Cory dy +reoal did - 0, (4)
tooy dx + dimy dy +ramVoy = rdy (5)

K-'nim pfibude tFet!

- : TCO:H?' = 2. (6)
Sest zobecnénych soutadnic X , Yy , 2 , v VA tedy
vézéno t¥emi podminkemi (4), (5) a (6). Soustava mé proto t¥i stupns
volnosti. Podminky (4) a (5) Jjsou neholonomnf. P¥edstavuji fvazbti dvou
nekone¥n& blizkych poloh disku. O polohdch v kone¥né vzdédlenosti nevy-
povidajl nic., Podminka (6) je vS3ak splnéna ve vsech polohéch.

P¥{klad 7. Dokaite, Ze rovnici (2.9) lze integrovat, plati-1i vztahy

VAL TR,
V4 g
nro v3echna ¢( |, 2 a 1, 2, «eey, N

.16 -



3. POTENCIALOVA FUNKCE

Je-11i soustava slofena z N nezévislfch (volnyeh) hmotovych
bodd a pisobil-1li na kaZdy bod o soudadnicich X{ , ¥¢ , 2¢ sila
o slozkdech X; , Yy , 2+, vykonajf tyto sfly p¥i nekone¥n® malé
zm&n& souradnic préci

Y

AR = L (Xodxix Yidy;t Zidar) (3.1)

=1

-~

Jestlife pouZijeme zobecnéné souradnice, dostaneme uiitim vztahd (2.5)
po Upravé vyrazy

AR = F do;, v Fpdg,t -t Fn cdgn (3.2)

Sou¥initele F¢ ( L o= 1, 2, ..., N ) nazveme zobecn&né sily.
Zméni-1i se ¢ o Agy ) vykonajf viechny ak&ni sfly dohromady
elementdrni préci F}quf .

Diferencidln{ fbrma (3.2) mi¥e byt (v priznivém piFipad€) integro-
vat elnd. Pek jde o totdlnf diferencidl néjeké funkce a pruh nad symbo-
lem miZeme vynechat.

Bude
dA = du , U= U (g1, G2r - Ga) (3.3)
Pak tedy
- ,
Z % dq, = ZF«: dg ; (3.4)
a porovndnim koeficientd dostaneme
E - ?0‘(;1 4 (3.5)

Existuje-11 tato skaldrnf funkce U , nazjvé se potencidlovéd funkce.¥
Zpravidla se mf{sto ni do vypo&td zavédi potencidlni energie V =-U,
takZe

W

Fe " T g (3.6)

%) Rusky "silovajae funkcija", anglicky "work function".
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Vykonaji-1i sfly Ft¢ préei L [ lg, , klesne potencidlnf energie

o dl/ . Spot¥ebuje-1li se tato préce prévé jen na vazrist T kine-
tické energie T , bude T +cilV =0 a

E=T+V = konst. (3.7)

Posledni rovnice vyJjad¥uJje zékon zachovéni celkové energie mechanické
soustavy. Platf pro konzervativni mechanické soustavy.

Pozd&ji (v 9. kap.) ukédZeme, %e zdkony (3.6) a (3.7) plati za

predpokladu | = -|) jen tehdy, je=1i T kvadratickou formou zobec-
n&énych rychlosti 44 , tedy

T4

F”W:
™=

- mgC; %, (3.8)

o~

an

a potencidlni energie V  je na t&chto rychlostech nezévislé. Z4dné
z t&chto funkc{ nesmi zéviset explicitn&€ na &ase, coZ znamend, Ze
soustava Jje skleronomni.x)

Explicitni{ zévislost na &ase dostaneme, kdyZ né&které parametry
nebo vazebni podminky zévisf na &ase (nap#. zévés kyvadla kond prede-
psany pohyb). Po eliminaci se %as dostane Jjako nezévisléd promé&nné
i1 do vztahd (2.5). Bude-1li nap¥.

o= $10qn g0 -1 ga i), (3.9)
vyjde derivovédnim
.0 ’af, . 'Df -2
Xy = 7)-(7’_ 4, t Q?, T ")Qn Gn t 7 (3.10)

ProtoZe kinetickéd energie je déna vztahem

(3.11)

x) Souéinitele ”79' se v3ak mohou ménit v zdvislostl na zobecné&nych
posuvech (tj. s konfiguraci soustavy). Viz p#fklad 27, rovnice (5).
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dostaneme ve virazu pro T neJjen kvadratické &leny obsshujici sou-
giny c;t - 'j , ale také linedrni &leny a dokonce &leny, které

na rychlostech vibec nezdvisi. Vztahy (3.4) a (3.5) sice plati, ale
zékon zachovéni celkové energie E neplati. Jde o reonomni soustavu,
kterd energii bud hromadi nebo rozptyluje.x) S{ly v reonomni soustavé
mohou mit potencidlovou funkeci, ale p¥esto nejsou konzervatiwvni.

Na druhé stran& sfly udrzujici valeni (p¥fklad 7) splnujf zékon za-
chovédni energie, ale potencidlovou funkci nemaji.

Je~11 soustava skleronomni, av3ak potencidlovéd funkce zévisi
také na zobecnénych rychlostech

U s UGG 1G5 s i) 3.12)

- Je treba definovat potencidlni energii vyrazem

]

v o,
g, -V, (3.13)

Vo= L =
it 9

aby zékon (3.7) platil (p#fklad 8). U reonomni soustavy s potencidlo-
vou funkci "

U = U(Li']l"‘!(}n;(%,13“";C;Ln,'f) (3.14)

nemé smysl potenciélni energii definovat, nebot takovéd soustava neni
konzervativnf. Platf{-1li (3.12) nebo (3.14), Jjsou zobecnéné sily déany
vztahem

-
=

bez ohledu na to, Jje~ll soustava konzervativni &1 ne. Je z¥ejmé, Ze
potencidlovd funkce U a nikoli potencidlnf energie V Jje primér-
ni skaldérni funkci, kteréd generuje zobecn&né sily. To se v uebnicich
mechaniky velmi Zasto nedocenu je.

Potenciélovd funkce z&visf na zobecn¥nych rychlostech v relati-
vistické mechanice. P¥{kladem sily, kterou lze odvodit podle vzorce
(3.15) z potencidlové funkce typu (3.14), Jje Lorentzova elektromagne-
tickéd sila pisobiéf na nabitou ¥dstici v elektrickém a magnetickém poll.

x) Nézev "holonomni® resp. "neholonomni" soustava zavedl H., Hertz
(1857 a% 1894), Nézvy "skleronomni” resp. "reonomni" pochézeji{
od L., Boltzmanna (1844 a% 1906).



P¥{klad 8. DokéZeme, %e pro potencidlovou funkeci Y podle (3.12)

platl zékon zachovéni celkové energie (3.7) Jen tehdy, definujeme-1i
potencidlnf energii vztahem (3.13). ‘

Lagrangeovu funkei L= T+U dosadime do Lagrangéo#jch%rovnic
(viz pr{fklad 13 a kap. 9)

= 0. (1)

rDCf(, ’in
Tuto rovnici znésobime Clqb 4» dt , sedteme podle (- 1, 2, «coyh

a zintegrujeme v mezich od t1 do tz . Prvni &len integrujeme
per partes. Vyjde po snadné upravé (meze nejsou vyznadeny)

(54

§ T, — 9T _ -
‘- Z—a (’“]-S.’\_% j}_(q)q d@t ’DL} d‘h) '.>— 05} (/i ] 0.(2)

Mé-1i kinetické energie tvar (3.8), dé prvni &len na levé strand
(2) [ 2T , druhy &len ~LT] . Tretf ¥len obsahuje v integrandu
totélnl diferencidl dU , tak¥e celkem bude

- oLt=t

ProtoZe tl volime libovolné, musi byt vyraz uvnit?¥ hranaté zévorky
nezévisly na éage.

TakZe

T-U+Lgg G = ot ()

cof je ekvivalentni rovnicim (3.7) a (3.13). Maji-1li tyto vztshy pla-:
tit, mus{ byt systém skleronomni a kinetickéd energie musi{ mit kvadra-
tickou formu (3.8).

Pi{klad 9, Prﬁhyb rovnomérné zatiZeného, prosté podep¥enédho nosnfku
lze popsat rovnict

: kryx

Wy t) = ) g, (£) sm —7 (1)

i=1



Jde o Fourierovu ¥adu, JjeJjiz koeficienty 9;(t)

gsoutadnice. Jaké jim p¥i{slus{ zobecn&né si{ly?

Zméni-1i se G, o dG. , vykonajf elementérni sily pcix

prihybu ('DWI"D%) d‘}z préci

AtA = paX- dg. v g

Na celém nosniku bude tato préce

N 4
; tcg, ¢ .
dA = Pdq. Jm ‘k—%ﬁdx = B—f%— [1-coa(kx)]
0

Vyraz v hranaté zévorce vymizi pro

1pt
Prdg.  pro
an -
k 0 pro

Srovnédnim s vyrazem (3.2) vyJjde
Fk = QPC/l(E ' pro

F, =0 pro

Integrac{ (4) dostaneme potencidlovou funkei U=A= Zjd Ak

sudé

k

k

liché

sudé

: 2pt — 1
U =% L Th

k=ﬂ&5

a potencidlni energii

kitx

k , takZe

l? 3, 5, eeoy

2’ 4’ 6, LN ] -

k,

k.

]

zvolime za zobecnéné

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

P¥{klad 10. Bude-li nosnik z pi¥ikladu 9 zatiZen uprost¥ed osamélou
), vyjdou zobecnéné sily

silou P (mfsto rovnomsrného zatf{Zeni p

Fe = Paim (kxi2), tj. pro N =1, 2, ...

F,
Foun =10,

n-1
in-1 ~ (-4) P)

- 2] -
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4., VARIACE FUNKCE A VARIACE FUNKCIONALU

Necht je déna spojitéd a hladké funkce

']c(x\y) ‘(4'1)

popisujicf urdity terén, v n&mZ se pohybuje pozorovatel. Pak X ,y
Jsou souradnice pozorovatele v pddorysu (na mapd), Z Jje nadmo¥skéd
vyska. Cesta vede pres temeno hory, na JjejimZ nejvyd3s3im misté stoji
rozhledna. JeJ{ soufadnice jsou Xo , VY, , Zo . ZPejm&

o = ')((xo.yt?) = Zpax - (4.2)

Predstavme si, Ze by tam rozhledna dosud nestéla a %e bychom si pP4li
ur&it je jI soufadnice rozborem vlastnostdi znédmé funkce (4.1). Vykrodi-
me-li z migta, kde mé byt rozhledna postavena, nemiZeme jit ani do
kopce ani s kopce. Kdybychom 31i do kopce, nebyli bychom na nejvys3sim
misté., Kdybychom 81i s kopce, mohli bychom se obréatit a v protisméru
jit do kopce, nebof plocha 2= f(xiy) mé v bodé¢ X, , Yo podle
predpokladu jedinou teé&nou rovinu. At tedy zménime souiadnice Xo

Yo o Jjakékoli nekonedn& malé p¥irtstky &x , by , musf vyjit §z
nulové. Tedy

= f(‘xo tbx yofgy.)-f(xo,yo)va 0. (4.3)
UzZitim Taylorovy ¥ady dostaneme
=5+ _’2. §H o+ - (4.4)

kde prvni resp. druhé variace funkce f('x,y) v bodd X , Yo , je

i rb .
=] ox + 5’;— | oy, (4.5)

5Y - %)lctl SX”Q’DXW l dx dy + f |, ov* -

(4.6)
ProtoZe vyraz (4.6) Jje o ¥4d mendf{ ne¥ (4.5), miZeme Jej v limité&
zanedbat. Ze stejného divodu zanedbdme i dalsSf ¥leny na pravé strané
(4.4), tedy v8echny &¥leny krom& prvého. Potom se musi rovnat nule

variace &f podle (4.5). P¥irdstky gx , Sy jsme volili libo-
voln&. Musf proto byt



Wt 0 o |
w20 7%3 = 0 (4.7)

pro X = Xo & Yy =Y, . 2 t&chto rovnic lze soufadnice Xo , Yo
lokdlniho extrému urdit. T™{m je v3ak zarufena pouze existence stacio-
nérn{ hodnoty. O jeJi povaze nevime dosud nic. MiZe Jjit o maximum,
minimum nebo o sedlovy bod. Bude-li druhd variace (4.6) zéporné pro
Jakékoli dx R 5y , tJ. bude-1li tato kvadratickd forma negativné
definitni, pijde o maximum (vS8echny cesty smérem od rozhledny povedou’
v jejim okolf s kopce).

"Jaky je rozdil mezi variaci 0f & diferencidlem At  funkce
f(¥,y) ? Pajdeme-11 pfes rozhlednu po cest® (piHedpoklddejme, Ze tam
vede né&jakd cesta) nebudou pFiristky souifadnic libovolné, budou odpo-
vidat skutednému pohybu pozorovatele. Fijde o diferencidly, pro néi
platt

0f o
dz = TS dx + TET dy - (4.8)
Variace predstavuje my3lenkovy experiment; neodpovidd Zd4dnému skuted-
nému pohybu pozorovatele. K vymySlenym zméném 0x , & y vypod&teme
{2 a zkoumdme zda 6% = 0, prifems

? W < !
oz = —%‘—Ex T—WOy- (4,9) .

Z hlediska matematickych operaci jsou rovnice (4.8) a (4.9) totozné.
Jejich vyznem je vdak rizny. Skute¥né p¥fristky dx , dy , d:
mohou vzniknout jen za Zasovy interval dt p¥i pohybu pozorovatele.
Virtudlni p¥irostky Ox , &y , 02 " mohou vzniknout okam¥its,
nebot nepopisujf %4dny skutedny pohyb.

Zékladni lohou variaéniho podtu Je vyhledéni staciondrni{ hodnoty
uré&itého integrédlu

b
I = ‘( Flxy,y)dx, (4.10)

a

vomg Y = V(X, Y=dy/dx , Vztah (4.10) predstavuje funkcion&l,
nebot k funkci y(X) prirazuje (redlné) &fslo L . Funkei y = Y (x)
zménime o variaci 5y = E:@(x) y pridem¥ f(x) Je libovolnd "rozumnd"
funkce a &m ¢ — 0 (obr. 5). Mfsto funkce Y(X) pak budeme mit

(4.11)
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- ead
variovanou funkei Y(x) =y + EQ(X) . Potom také Y (X) = ¥'0O +
+ E(@'(x) . Hodnota integrélu | se zm¥nf o Jjeho variaci

b b
- [P 90 ax- JFlxyy) e (4.12)

a’ al
-~
y

B<
y(x)
yix)
A
_ 8
¢~ “‘ ,/“\ ).;
0 a \\.‘// b
Obr. 5

U%itim prvnich &lent Taylorovy fady dostaneme pro mald £

(\
Fag,§) = FOayy+ o o T EGLE -0“ £d'(x) . (4.12)

Dosazenim do (4.11)

=Ef (QdXTEJ@ycﬁdzu (4.13)

Druhy &len na pravé strané (4.13) zintegrujeme per partes. Bude

b n
d 9F » _4b
ST - ga[ dx(ay Jowex+ e (g5 €01, . @

Hodnota T bude staciondrn{ prévé tehdy, kdy%Z variace 5T vymizi.
ProtoZe funkce @(\() Je volena libovoln&, mis{ v integrandu vymizet
hranatéd zévorka, takie
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OF d  OF
5 " ac Lay) T 0 (4.15)

To je BEulerova rovnice varia&nthe problému. Dosazenim (4.15) ,,do (4.14)
dostaneme

F b - OF b
5I=€:['Fo‘g?‘?(><)}a=[—v-§,5y]a . (4.16)

Zvolime-1i P (o) = 0, P(b) =0, vymizf 1 tento okrajovy &len a
bude &I = 0. Zbude pak Jjedind podminka (4.15) jakoZto diferencidl-
ni rovnice pro hledanou funkei Y(x) s piedepsanymi okrajovymi hod-
notami Y(4) , Y(b) . Funkce ¢ (x) na obr. 5 byla ji% tak volena,
aby v okrajovych bodech A , B byla nulové variace. Kdyby tom
tak nebylo, mugili bychom pozédovat Je3té vymizeni okrajového &lenu
(4.16).

Timto zplisobem se zkoumajl extremdlni vlastnosti riznych funkcio-~
néla. Olohami tohoto druhu se zabyvali 1idé od nepam®ti. Intuitivng
vyhledévéme nejkratsf cestu, kdy% jdeme réno do préce. Své pirénf se
snaZime prosazovat cestou nejmendfiho odporu. Vefejné osv&tleni navr-~
hujeme tak, aby ztréty byly minimélnf, aby osv&tleni m&lo nejv&tsi
déinnost.

P*{klad 11l. DokéZ%feme, %e variace a derivace funkce jsou zéménné ope-
race. Nechf V= V() a 5y=8(§b() y oy g - 0.
Variovand funkce je y+ &y . Potom

Gy bt 22 ed. (2

Naopak
S ﬁ{{_ = 55/' Lyt edw]-1y] - e@'(x)—’—% 8}’, (2)

Proto
'5%? by =6 %%% ' (3)

Ponechédvédme na ¥tenéri, aby dokdzal, Ze

b fb
§ J Fixyelx = J 0F(x)dx . (4)
a

a
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Funkce [(X) musf byt na intervelu ( @, b ) spojité.

P¥iklad 12. Odvodte podminku pro existenci staciondrni hodnoty
integrédlu : '
b )
L- j Flyyy' x)ax. (1)

o

Integrace per partes Jje nutno poufit dvekrét. Vyjde Eulerova rovnice_

cd IF ol
ETT(W) + axZ( ’by") - 0 | (2)
a okrajovy}élen
oF ,
[( - dx "ayu)g by" 5}’ 1 (3)

Pr{klad 13. Naddeﬁe podminku pro stacidnérni hodnotu uré&itého inte-
grélu

te
Lz‘J L(Qu---ﬂrn,‘%,-- C}n, )C“ (1)
£
v ném¥ L Jje Lagrangeova funkce a ¢;(f) Jjsou zobecn¥né souradnice.

ObmEnime-1i pouze Jedinou funkeil Qu(4‘ék.é ﬂ), dostaneme podle
(4.15) podminku

x o % Ly Lo (
platnou pro t, € t = t,, prifem¥ 5@2 . na konefch tohoto

intervalu vymizi. ProtoZe pro nekone¥n& malé zm&ny plati princip
superpozice, bude™

x) Vzpomenme nap¥., %e rovnice (4.9) Je v p¥fristcich ox , 55 , Sz
lineérnf, adkoli funkce Z = {(xy) je nelinedrnf. Pro nekonein¥ malé
pfiristky proto plati princip superpozice.



51‘—.- 61]:-1— gq“r“" +8nI : (3)

2de ST zna®f varimei OT vzhledem ke 9, (t)

Vyrazy vymizi, JestliZe se budou rovnat nule viechny &leny. Pak rovni-
ce (2) musf platit pro v8echna [ =1, 2, ..., N . Pedstavuje proto
soustavu simulténnich pohybovych diferencidlnich rovniec.

Lagrangeova funkce (1) obsahuje explicitn® také %as t . To Je v3ak
nezédvisle prom&énné, kterd variaci nepodléhA4.

P¥{klad 14. Najdeme podminku pro stacionédrni hodnotu funkciondlu

= J L(Cluq.. | qh' 5}1,‘;“ "';q‘n)‘f)dt (1)

$1

8 predepsanymi vazebnimi podminkami

$:(441Ga, -, gn) =0 pro ¢ =1, 2, .., M. (2)

Pritom 1€ m<n | Mohli bychom M zobecn¥nych soutadnic z rovnic
(2) vypoéitat a dosadit do (1). Pak bychom postupovali stejn& Jjako
v pfikladu 13, m¥li bychom vZak pouze N- m stupnd volnosti.

M{sto toho mi%eme Lagrangeovu funkci rozsdi#it piidénim nulovych
&lend

L= L +Aidy v Agfy ok Amfm - (3)

Zde A{ 2zna¥f Lagrangeovy soulinitele. Nyn{ bude

ts
T = L'dt . (4)

1

Semozfejmé L' = L vzhledem k (2), takZe hodnota (4) je stejnd jako (1).
Variacf funkciondlu (4) v3ak dostaneme N rovnic

o d '!7};
Vg, at L Ay . 0. %)
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JestliZe bychom z rovnic (2) vypodftali G, a% 4n a dosadili
do (5), dostali bychom soustavu N rovnic pro 44 at Yoa-m a
Ay a% Am . Dostali bychom tedy nejen souiadnice c;z(é) , ale

také soudinitele A (t) .

Budeme~- 11 povaiovat» 2\-«:({:) za funkce podrobené variaci, dostaneme
z Eulerovych rovnic podminky

oL ) . e
7o =0 el fi=0 pro ¢ =1,2, ..., m )
Rovnice (2) tak samy vyplyndu z reSenf stacionérnf hodnoty funkciondlu
(4).

P¥{klad 15. Pohyb s jedni{m stupndm volnosti je dén funkef G = ¢ (t).
Variaci této funkce 56;, € 45(* miZeme Ve zvléétnim p¥ipadé volit tak,
%e bude odpovidat skutefné zmin¥, tj. 0G = dg =4 dt . Stast zvolit
g~dt a Cﬁ(é)‘ 6}. (£) . AvBak i v tomto pi{padé bude me,zi»derivac:( a
variaci rozdfl. V prvnim p#ipadé

Gle) + dg = glt) + G E)dt = G (E+ate). (1)

V druhém pfipadé&

gl + 8¢ =q)rgOe - glt). (2)
Zie jm&
G = g(t+e), (3)
q tak¥e ob& kiivky Jsou
shodné, vzdjemné posunuté
o o £ (obr. 6). Variace
Lo e nastévéd pii nezmEnéném
% _ qlt) sage t [rovnice (2)] ,
’ q(t) nebot ten variaci nepodlé-
hé. Derivace vyjadiuje
o funkéni pri{rdstek pii zms-
t né &asu [;rovnice (1)] .
t 3
Obr. 6



5. VIRTUALNT PRACE

Problém rovnovdhy re3il Newton tak, Ze z mechanické soustavy
uvolnil jednotlivéd hmotnd tuhéd t&lesa. Jejich vzdjemné pisobeni{ na-
hradil reakcemi a poZadoval, aby vy¥slednice ak&nich sil i reakedf
(visledné sfla a vy¥slednd silové dvojice) byly na ka¥dém t&lese nulové.
Jde~1i o poddajné t&lesa, musi byt v rovnovdze ka¥dd jejich elementér-
nf ¥4st, kterou lze povaZovat za hmotny bod. Podminky rovnovéhy pak
dogtévéme v diferencidlni forms.

M{sto t&chto vektorovych rovnic lze napsat Jjedinou rowvnici pro
virtudlni préci §A , kterou v3echny sily vykonajf pii nepatrné (ne-
kone&né malé) zméné konfigurace, Jjakou piipoust&ji vazebnf{ podminky.
Tato préce za rovnovéhy vymizf, takie

Sh ~ Byt Fobgat - Fadgn < 0. (5.2

Do této rovnice vstupujl pouze akdni sfly, nebo¥ préce ostatnfch sil,
které udrzujf predepsané vazdby mezi jednotlivymi hmotnymi body v té-
lese a mezi télesy, Je nulové.

UvaZme rozdil mezi balvanem z piskovce a hromadou pisku. Kdyby-
chom chtéli poznat vazebni sily, které uvnitf balvanu udrZujf jeho
hmotné &éstice v nezm&néné relativni poloze odpovidajici tuhému t&le-
su, musili bychom tento balvan rozdrobit. Virtudlni pohyb v3ak miZeme
uskuteénit i1 bez tohoto rozdrobeni, takZe rozdil mezi balvanem a hro-
madou pisku odpadne. Z rovnic rovnovéhy, které takto dostaneme, vdak
budou reakéni vazebni sily p¥edem vyloudeny. NemiZeme je tedy timto
zplisobem vypoditat.

Podivéme-1li se na rovnici (5.1) z_§pometrického hlediska, doJjdeme

k zévéru, %e n -rozmérovy vektor sil F £ Fi, F,, ..., Fn] Je ortogonsl-
n{ k vektoru virtudlnich posuvt S_c; = {&;q. 56},,. ceey gqn } Podminkou rov-
novéhy tedy nenf{ vymizeni zobecn&ny¥ch sil, ale jen jejich ortogonali-
ta ke v3em vektorim virtudlnich posuvﬁ.x) ProtoZe neexistuje vektor,
ktery by mohl byt zéroven kolmy ke viem smirtm, masf sfly F;, vymi-
zet. PredepiSeme-1li vZ3ak m kinematickych vazeb mezi zobecnénymi
soufadnicemi ( m< n) , nemusf sfly F; vymizet. Stadf, kdy? jsou
ortogondlni k vektortm virtudlnich posuvi v ( N - M )=rozmérném pod-
prostoru. :

x) I ¢ ,

Vektory A a B  Jsou ortogondlnif, je~li jejich skalérni soudin
— -3 _n
A.B = > A;Bi roven nule.

o,

=
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Majf-11 sfly F; potencidl, bude se §A  rovnat §A :§A -8V =-4&V
a rovnice (5.1) pfejde v poZadavek vymizeni variace potencidlni energie

§V = o0. N (5.2

Je to podminka pro staciondrni hodnotu potencidlnf energie za statické
rovnovéhy télesa. Tato rovnovéha Je stabilnf, je-1i OV > 0, takie jde
o minimum.

Poznémka. Podminka rovnovéhy (5.2) byla odvozena za piedpokladu, Ze
kaZdy virtudlni posuv 56;1; lze obrétit na - ¢ Gi - Kdyby tomu tak
nebylo, tj. kdyby n&Jjaké vazba brénila zm¥nd¢ ¢¢ o -égy , ale
umoZnovala zménu + gc;; , mohla by byt potencidlnf energie V mini-
médlnf, i kdyby za pohybu + 54}1; vzrostla. Rovnici (5.2) by pak bylo
tfeba nahradit nerovnosti

dV 2p. (5.3)

P¥iklad 16. Nechf akénim silém F¢ ( { =1, 2, ..., n ) pPisludf
potencidlnf energie V . Mezi zobecninymi soufadnicemi Gu at platt
kinematickd podminka

f(Ch' q‘zr "'i'cjm) = 0. | (L)

Podminka (5.2) se nenarudf, kdy% misto pof.'enciélni energie V. zave-
deme '

V o=V« af, (2)

nebof | = 0 podle (1). Zdélo by se, Ze jde o pouhou matematickou . '
h#{&ku. Potencidlni energie V mé viak zcela Jiny fyzikdln{ vyznam
ne V . Zahrnuje toti% i vazebni sily wdrZujicif mechanickou sousta-
vu v polohéch vyhovujicich poiadavku (1). P¥{sludné zobecniné sily
jsou F =—'D_V/'()g,- , kde "

W £ M |
LA S AL » (3)
i 2. Vg vq:
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Posledn{ &¥len odpadd vzhledem k (1). Prvni &len na pravé strang rov-
nice (3) zna&f zépornou akdnf sflu - F; . ijv’g tedy reakéni sloZka
i-té zobecnéné sily

o
Ri = -4 5~ (4)

’Dqt‘

Pi{klad 17. Predpokléddejme, Ze vzdjemné pisobeni dvou hmotnych bodd
zévisi pouze na rozdflu jejich soutadnic '

€ = Xo- X4, M =Y-Y, §= 2.-2. | (1)

Potencidlovd funkce Jje pak U = U(§,i(,§). Pro slozky sil pasobicifch
na oba body dostaneme -

W W Fo- W

1w hx, =-%§ wo Tx o 9g

A A T T (2)
QU A 2 U

F. = -—..—. - ————-——’ F = —-———-— = ————— »

Plat{ tedy treti Newtoniv zékon

e = =P Ry c-Fuy, Fa--fy - )

. - - '
S1{ly [4 = { Fix, Fay, Fa ¥ a Fo={ Fy, Foy, P23} viak nemusf{ mft
spole&nou nositelku, mohou vytvéiet silovou dvo jici.

Bude-1li mit funkce (/] specidlni tvar

U = Uw), (4)

kde ¥ = \, € + 1%+ € je vzddlenost obou hmotngch bodd, vyjde napi.

W Ur g W v _
1K T g ox T T togo = = Feosex (5)

B

kde CLIX Je smErovy kosinus spojnice obou hmotnych bodd. Podobné
vyrazy dostaneme 1 pro ostatnf sloZky, takZe
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— — > -
T F ' F’L = F ! '

Vzdjemné plisobeni je v tomto p¥ipad® dédno silou leZici na spojnici
obou bodd. Sfly F, , F, Jsou stejn® velké, opa¥ného smyslu a
netvo#i dvojici.

6. D’ ALEMBERTOV PRINCIP

Newtondv pohybovy zékon pfb hmotny bod
—— d -
F = -a%-(VHV) (6.1)

dédvé4 pro konstantni hmotnost ™ =konst vztah

F -ma. : (6.2)

Vztah (6.1) resp. (6.2) lze formédln& nahradit dvéma rovnicemi

= 0, (6.3)

= —_ZTC—('MV) resp. S =-ma . « (6.4)

-5

S znali{ setrva&nou silu, kterd byla do rovnice (6.3) zavedena pouhou
matematickou spekulacf{. Je to fiktivni sila, kterd obnovuje rownovéhu
porusenou déinkem sily E? . JestliZe takto doplnime setrvadné sily ke
viem hmotnym bodim, piFevedli Jjsme idlohu o zrychleném pohybu soustavy
na Ulohu o rovnovédze a pied3li jsme tak z oboru dynamiky zpé&t do oboru
statiky. K vyjddFfeni podminek rovnovédhy soustavy akénich a setrvaé&nych
s8il miZeme nynf{ pouzit t¥eba principu virtudlnich praci. Tento genidl-
ni obrat zavedl do mechaniky znamenity francouzsky matematik a filosof
"d Alembert (1717 a% 1785).

M{sto pohybovych rovnic miZeme tedy psét podminky statické rovno-
véhy. To v3sk neznamend, Ze Jejich FeSeni bude stejné Jjako ve statice.
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Tentokrdt totiZ nejde o algebraické rovnice, ale o rovnice diferen-
cidlnf. Se statikou Jje spolelny pouze zpisob jejich odvozeni.

Budeme~1li mft soustavu N hmotnych bodd, d4 primcip virtudlnich
praci ve spojeni s d Alembertovym principem rovnici

$
kde OV,

(6.5)
Je virtudlni posuv

£ =té hmoty.
S p#ihlédnutim k (6.4) miZeme psét

(6.6)
Maji-11i ak&nf gily potencidl, bude na levé stran& (6.6) variace ska-
lérni potencidlové funkce

N
=) R.om (6.7)
=1
Vyraz na pravé stran& (6.6) viak takto vyjédfit obecné& nelze; setrvad-

né sfly jsou polygenni. Vyraz oA Z'_m,ak.drz nen{ Uplnym diferencid-
lem a nelze jej proto integrovat (leda vyjimedni&)

Zavedeme-1li potencidlnf energii V
hlédnutim k (6.7)

dé rovnice (6.6) s p¥i-

= -
5V1—ngrz.5rm =0

(6.8)
Variaci nyni ztotoZinime se skutednou zmé&nou konfigurace pohybujici se
soustavy. Bude

v+ Y m T et =

a po integraci

(6.9)
1 > 7
V) Tmlre) = konst. (6.10)
To je v3ak zdékon zachovéni energie (3.7)
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E = V+T = konet. . (6.11)

' -
Za Jak&ch pfedpokladﬁ Jsme JjeJ vlastn® odvodili? PoloZili jsme Srk =
= <1fk . P¥itom Yk = {XLIVL,ZL} Je=li mezi t&mito soufadnicemi a
zobecnénymi soufadnicemi ¢, , Gy s *ves Gn vztah

- - '
Yo = Tel(gy, ---1Gn), (6.12).

pak ztotoZnéni 5?, ciqt p#i virtudlnim pohybu vede zéroven k ztoto-
nént 1, = dr . Kdyby vsak platilo

?; = F: ('91_/"“in}&)' (6.13)

cof plati v reonomni soustav&, bylo by

- e r
d't",‘ = Z ir t C(t ) (6014)

=1 Uq

kdeZto variace by‘dala
n ~>
57 - L g 8
Me i) vq (6.15)
{,:

— i
a by tdn | Proto uvedeny postup a zékon (6.11) plat{ pouze pro
skleronomni soustavu.

Pozndmka: variace se uskuteéﬁuje okam¥ité (p¥estofe by tomu odpovida-
lo nekone¥né zrychleni), kdeito gkutedny pohyb se d&je v ase spojits.
Pti variaci se berou véechﬁ& sfly, tedy i setrvané, Jjako konstantni.
Varliace predstavuje pouze matematicky experiment, nezévisly na skuted-
ném pohybu (kap. 4).
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7. RELATIVNI POHYB

Nejprve probereme relativni
posuvny pohyb. Jedna soustava
s poddtkem v bodé¢ O Jje iner-
cidlnf, druhéd se k ni rovnobé&Zné
posouvé tak, Ze jeji podétek O’
opisuje kirivku C azrychlenym
pohybem (obr. 7). Pro polohu
bodu A plati, Ze

Obr. 7
Y= C 4 (7.1
Tedy také |
T»’ - 'Z' : }* (7.2)

Tuto rovnici zndsobime - M a zavedeme setrvadnou silu podle (6.4).
Vyjde

.

¢ =-md + 8. (7.3)

K akéni sile F pFipojujeme v inercidlni soustavé d “Alembertovu
setrvacnou silu . E' . Ta m4 podle (7.3) dvé sloZky. Jedna Jje setrvadnou
silou vzhledem k undSené soustavé soufadnic =~ a odpovidé pohybu méFenému
relativné k této "&arkované"” soustavé, druhd je zjevnasila & zjevend sila
(apparent force, sila, kterd se objevi v unaené soustavé soufadnic vlivem unasivého pohybu).

—p -»

Z - -m¢ (7.4)

‘Ta vznika vylu¢né! nerovnom&rnosti relativniho pohybu obou soustav.
Efektivni vyslednd sfla, kterd vstoupl podle d Alembertova principu
do podminek rovnovahy, Jje tedy

—_—

- — — : -
Fog = F+S = Ft Z 150 (7.5)

Vyraz na pravé strang miZeme interpretovat bud tak, ée se o zjevnou
sflu Z zvétdl setrvadné sila §' - "a akéni sila F  se nezment
nebo sflu Z ppidteme k aként sfle a pak u¥ miZeme ignorovat unddivy
pohyb &érkované soustavy. Tato dvoji moZnost vykladu ptisobeni zjevné
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sily #Z vedla Einsteina k vysloveni principu ekvivalence mezi z@én—
livyml a gravitadnimi silami.X) |

i

Nyn{i budeme uvaZovat dvé soustavy se spolednym poddtkem, alg?
érkovand souﬂavasouﬁuhﬁq;;bude k inercidlni ned&drkované obecné ro-
tovat dhlovou rychlostf <1(t) . Vzhledem k spole&nému podétku se
polohové vektory shoduji, takiZe

T o= (7.6)

Rychlosti a zrychléni se v3ak neshoduji, nebot zmna polohového vekto-

ru se bude jevit v ka%dé . soustavésoufadnic' jinak. Predstavme si vektor
E‘ , ktery Jje konstantni v &arkované soustavé a rotuje spolu s ni.

Po uplynuti %asu dt zm&F{ pozorovatel v inercidlni ne&arkované sou-

stavé prirtstek

‘-> - -
dp = (L xp)dt (7.7)
vznikly relativni rotaci obou soustav. Proto
- (g
dp - —> dfo 0
& - ALxp  kdefto T T VY (7.8)

Symbol 4'ldt znast, %e se derivace vatshuje k pohybu v Zérkované
sougtavé, Nenf-l1li vektor i? kongtantni{, bude z¥eJjmé

dp dp = =
D M x P, (7.9
clt cle 2 P , )

ProtoZe tento vztah musf platit také pro polohovy vektor (7.6), dosta-
neme transformadni zdkon pro rychlosti

— - -

-
V.= vi + 2 x rt, (7.10)

Derivac{ podle &asu dostaneme vztahy pfo zrychleni

Y - g
] = — —> dr!
%:%a-ﬂxrwrﬁxdt- (7.11)

x) Véhlasny matematik a teoreticky fyzik Cornelius Lanczos navrhl,
aby zjevnasila 2 negla Einsteinovo jméno.
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S pouzitim (7.9) miZeme tuto rovnici ddle up.ravit na

Av avi e Ct’r’ -

_QX - .+| N
'ze”—ae?’f ‘a?’fﬂ”* I
i ———p
—~—3 -
Aviak c{'r’ldf':V' . takZe
| dv - div ~
5= = Qﬂxwﬂx(ﬂwﬂﬂ” (7.13)

Ndsobenim ( ~™ ) zavedeme do (7.13) setrvainé sily

~>

S = S - ImAXV-mix (Oxr)=mnxr (7.14)

Pokusime se o fyzikdln{ interpretaci zdénlivych sil, které se objevuji
jako druhy a% &tvrty &len na pravé strané rovnice (7.14). Cérky pro
strugnost vynechéme a budeme pamatovat, Ze vSechny veli¥iny se naddle
vztahujf k &Arkované (uné3ené) soustavéd.

T¥et{ &len na pravé stran& lze napsat jako

-

Q= matr , (7.15)

— —
kde Y. Je slozka polohového vektoru kolméd k vektoru £ ., Je to
odgtfedivd sila, kterd mé potencidlnf energii

d - ""E mNtr . (7.16)
Druhy &len
C --1mnixv = 1mv x D (7.17)
Je Coriolisova sila. Kone&né& posledni &len, ktery odpadd, Jje-li

A = konst., Je Eulerova sila

- ';, —

E =-ma xr. (7.18)
Efektivni sfla v rotujici soustavé je pak podle (7.14)
— -3 -9[ —n —3 —
F@f=F+S+&+C+E’ (7.19)
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Chce-11 tedy pozorovatel v rotujfcf soustavd pouzit d Alembertova
principu, musi k akénim silém p¥ipojit sily setrvadéné a dédle gily

i zjevné, co jsou sily odstfedivé (pFLsludné unédivému pohybu),
Coriolisovy a Eulerovy.

Priklad 18. Vynikajici madarsky fyzik Eotvos usporddal pokus s ana-
lytickymi vahami. Snal z nich ob& misky a umfstil je na vodorovny
stolek, ktery rotoval kolem svislé osy dhlovou rychlostf W . KdyZ
nagstavil tuto rychlost tak, aby se rowvnala kruhové frekvenci vlastnich
kmitd ramene vah, rameno se rozkyvalo. Ukéd%eme, Ze jeho pokus demon-
struje rotaci Zemé.

.Zvolime goufadnics X |,

y o, 2 spjaté se Zemf. Osa z
spadéd do osy rotace stolku, osa

X Jje v merididnové rovins.
Podétek 0 Jje ve stredu Zems,
kterd mé polomsér R . Uhel vy
Je zem&pisnd &i¥ka, (Y zna¥f oto-
%eni ramene o délce . vzhledem
k merididnové rovin& (obr. 8).
Rameno vah budeme piedpoklédat
bez hmotnosti, hmotnost sousti¥e-
dime na konci ramen do dvou hmot-
nych bodd. Nejprve vypo&teme se-
trvacné a zjevné sily plisobici
na hmotu v bodé A .

Souradnice bodu A jsou
X=Qcoay » ¥ =Qdimy» & = R
Tedy

_‘? = {awﬂ(. C(.ALMLFI'R} ! (1)

Derivaci podle &asu dostaneme
rychlost

v - {-wam}mg,wacoaupo Yo (2

UnéSiva dhlovd rychlost je

Q - {~Qccmy, 0, NAmy Y. (3)
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Setrva®né odstredivd sila (v soustavé spjaté se Zeml) vyJjde

S=-m.q -~midVidt =

C ] | (4)
= i mw ey, mwasing, 0 y
Zjevna odstiediva sila vyjde
-— - I
Q=-mﬂx(ﬂxr)=iax:&y,&2}; (5).
kde
By = MQa 4imnPy cos p + m N Ram y Coay
Ry = marmy,
Qz = MO smy cony coay + mQ*R oty .
Vektorové soudiny se ¥1d{ pravidlem
axb = vt ] k& B
e Qy Gy . (6)
b'x. by bg
MiZeme se pPesvéd&it, %e vysledek (5) souhlasf se vzorcem (7.15).
Z obr. 8 je totiZ
?L*‘{E']L'E}' (7)

kde .
€ = (Reony + «coay Aimy) dmy

Y= Qsimy,
¢ = (Reory + acaay sony) oy
Coriolisova sfla vyjde podle (7.17) a (6)
—CT = {’Lm&w atinyemy, ImQwasny sny, QMSlwacmvmq}\(B)

Eulerova sfla je nulovd, nebot . = konst.

Kdy% sloZime _g:[ly pisobici na obg hmoty, dostaneme konstantni silovou
vyslednici @,
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Q—: - {.’.’.m&zﬂ /st‘rw;q/wm.y, C, fLmSiz'QcmiW} - | (9)

kterd se sklddd v zév&su ramene vah s gravitadnf silou. Je to korekce
tfthy se zPetelem k rotaci Zemé. Krom& toho vzniknou dvé silové dvoJji-
ce s perlodickym &asovym pribé&hem. Jedna pisobi kolem ogy Z a vede
k nerovnomérnosti zéb&rového momentu pohéné&jiciho stil. Jejf moment je

M, = mQ e’y 4w (Lwt)- (10)

Druhé plisobi rozkyvénf ramene vah. M& moment
M = ImQPatainy ooy cony + tmQua oy ooy - (11)

Protofe Sl Je velml malé ( 0 = A%/ (24.60.60) = 7,2722.107° s~ 1y,
mi%eme &leny obsahujfici % 2zanedbat. Zbyvé4 pouze

Mc® bmOwd ey cawt . (12)

Je to moment vznikly plsobenim vertikdlnich sloZek Coriolisovych zdén-
livych sil. Agkoli je velmi maly, postadi k vybuzeni rezonanénfiho kmi-
ténf, jsou-li véhy dost citlivé. Budicf moment M, je podle (12)
Um&rny thlové rychlosti rotace Zem&. Eotvosiv pokus by neJjisp&3néji
probthal na rovnfku (Y =O). Na polech by bylo y=txlZ , a tedy
Mc =0 . :

»~Piiklad 19 . Kona-li relativni pohyb tuhé té€leso, lze si je pfedstavit
sloZené z hmotnych bodi. Zvolime soufadnicovy systém x, y, z tak,
aby osy soufadnic byly hlavnimi centralnimi osami télesa. ProtoZe tuhé
téleso se nedeformuje a soustava soufadnic je spjata s t€lesem, jsou
druhotné rychlosti a zrychleni nulové. V rovnici (7.19) proto odpada

» . b . r -~ A w r » b
setrva¢na sila S’ 1 Coriolisova sila C . ProtoZe poéatek soufadnic

vych sil é a Eulerovych sil E je potom nulova. Zbyva tedy vy-
slednice Z F akénichsil F a vyslednice Zf zjevnych sil 7
podle (7.4). Ty odpovidaji zrychleni ; relativniho pohybu po&atku

dan¢ soufadnicové soustavy vzhledem k inercialni soustavé, a tedy urych-
leni t€Zisté d, . Bude proto

SF - Lmay . ‘ (1)
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To je znémé véta o t&Zi3ti. Te%ist¥ se pohybuje jako hmotny bod, v ném%
Je soustredéna hmotnost celého té&lesa, za pisobeni vyslednice vSech
akénfch sil. :

Oznadime~1li momenty setrvadénosti
o = Lmlyta?),
Iy = L m(Zx2), (2)
I. = 2 m(xyy),

—

dostaneme pro vysledné momenty dvojic odst¥edivych zddnlivych sil @
podle (7.15)
MQx = (..[)-' I}) wyk);_- ]

May = (Tz-Tx) Wawx)

(3)
MQ& = (I%‘Iy') Wi Wy -
Pro Eulerovy sily (7.18) vyjde
Mg, = - T W ' Mey = "Iyu’)y ) Mes ==~ Thw0, - (4)

—

Oznad{me-1i sloZky vysledného momentﬁ M- ZFX-TF akénich sil {Mx .My ,
M.} , dé poiadavek vymizenf soudtu (7.19) (tJj. pozadavek "rovnovéhy"
momentd vdech sil podle d Alembertova principu) soustavu Eulerovgch
pohybovych rovnic

1,‘(;:)‘ - (Iy ~ Ig)(ﬂng = Mx,

Iy (:)_y S (T-To) wewx = My, (5)

T,w, - (I, -Ty) wawy = Ma .

‘ —
Zde Wy , Wy , W; Jsou sloZky vektoru Sl unA8ivé thlové rych-
losti.

P#{klad 20. Uvedll jsme, Z%e sloZky d Alembertovy setrva&né sily nelze
obecné odvodit derivacemi né&jeké skaldrni funkce. Gauss v3ak piesto
dokdzal dét d'Alembertovu principu tekovy tvar, aby vedl k minimalizad-
nfmu principus

— ' :
Pro polohovy vektor T v &ase t+T miZeme pro malé T psat
Taylorovu ¥adu

> ~?

F(t+T) = FLO+VIOT + T R T+ (1)



- ->
a V beze zmény a uskutednime variaci pouze

Nyn{ ponechime r
zrychlent & , Jako kdyby 3lo o volnou prom&nnou.

Dostaneme v h
§F (t+7) = ¢ TSale). (2)

Podle d Alembertova principu (6.5)

(._F: —mnaﬁ)cg?[g = 0-

(3)

M=

=1

™~

Zvolime~1i nyni ) . shodnd s vyrazem (2) pro &as t+7T ), bude

N N
o —i oy -
2__ (F;;‘muau )'561'& = 0. (4)
k=1
-
Protoe sfly F. variaci nepodléhajf, platf identita
(5)

S“(Fz “mza’z) ""ng(—l’z

i —>
Tento vztah pod&lime (-m,) a dosadime za Sak do rovnice (4). Vyjde

N ) .
- 4 = - -3 —
£ E(E‘M,;Qz).g(ﬂ“muaz) =0 (6)
=1
&ili
oW = 0, (7
kde
{ - — 1
W = 2 Tm \F“ = Mely (8)

k=1

Protote W=0C | je rovnice (7) podminkou minima funkce W

rovnice se tedy najdou vyhledénim minima vé%eného soudtu &tverch abso-
podle (8).

. Pohybové

lutnich hodnot efektivnich sil (ﬁ:-mu a'y,)
Jsou-1i hmotné body v soustavé volné, je Wmm' =0, nebot
(9)

- —
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platf pro v3echna k =1, 2, ..., N . Je=1li jejich pohyb omezen né&-
jakou vazbou, je Wp, > O. Gaussiv princip se pro'lj;o nazyvé princip

nejmen3tho p¥inuceni (omezenf). Jeho aplikaci ukéZeme v nésledujicim
prikladu. o - “ o

Pr{klad 21. Hmotn§ bod se pohybuje po plode Z = §(x,y) za ptsobent
sfly F - {F;,Fy,Fz}; U%Zitim Gaussova principu najdeme pohybové rovnice.
DvoJji derivaci podle &asu vyJjde

FafuX + fy ¥+ fuXCe 2y Xy + Fiy ¥ W
Gaussova funkce |

W = o= [(Fe=mi) (Fy-my)s ( -m3)?] (2

m

mé byt minimélnf vzhledemk X , Y , jestlize platf (1).
To vede k podminkdm

)
<

Fo-mX+ (FR-mz)fy
| (3)

"
DS

Ry -mj/"»r (R-mi)fy =

To jsou hledané pohybové rovnice.

8. HAMILTONOV PRINCIP

v d'Alembertv::v_é> principu (6.5) se vyskytuj{ sily dvoJji povahy.
Jednak aké&ni sily F , které %bvykle maj{ potencidl a jsou tedy mono-
genni, jednak setrva¥né sfly § , které jsou polygenni. Integraci
podle Zasu lze v3ak 1 k té&mto sildm pii¥adit integrdlni velidinu a tim
odstranit uvedeny rozdil. Vyjdeme ze vztahu (6.1), ktery platf i tehdy,
zévisi-1i hmotnost na %ase. D’Alembertiwv princip spojime s principem
virtudlnich praci, takfe pro soustavu hmotnych bodd dostaneme

SA = L [E—ﬁg (m7)1.87 - 0. (8.1)



Souet se vztahuje na vdechny hmotné body dané mechanické soustavy: -

‘Rovnici (8.1) zndsobfme Ot a zintegrujeme na intervalu t, ¢t £t,.
Budeme pritom pfedpoklédat, %e ak¥ni sily majf{ potenciélovou funkeci U
nezdvislou na rychlostech a %e Jjde o skleronomni soustavu. Pak existu-

Je potencidlnf energie V =-U . Prvni &len na pravé stran& (8.1) po
integraci dédvé

t2

tr ' cte
j TF.OFct = | sUdt =~ J oVt - (8.2)
fl 't1 ,‘.l .
S vyuzitim pffkladu 11 miZeme pravou stranu (8.2) upravit. Bude
. - b
j L Fordt ‘-—SJ Vett . (8.3)
t1 4

Druhy &len na pravé stran& (8.1) budeme integrovat per partes. Znaménko
] na okamZfik pro strudnost vynechéme. Vyjde '

A 12
d - - c» b J > _d
J Pr (m—\f).gv?c((: = [ MV,ST ]h - mve. {t

< Srdt .
C
t1 t

(8.4)

Zvolime-1i 5f =0 pro t-= Eeog pro t =tz , tj. zvolfme-1i pevny
podédtedni a koncovy bod, vymizi "okrajovy &len" v hranaté zdvorce ve

vztahu (8.4). Zbyvé posledni &len, v nEmZ zaménime poiadl integrace
a variace a dosadfme clf/cdt = V . Budeme mit

, .

t d - tL-—a — 1 - - 7 ¢

m-J.df grdt =va.5\/dt=—€(§g‘(m1\/l C{t = 0
1

ks
J Tdt.
\J

ti (8' 5)

{1

P¥ipojime opét znaménko Z a uvédomime si, Ze

l

T =V Emliv? (8.6)
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Je kinetickéd energie soustavy; Dosazenim (8.3) a (8.5) do rovnice
(8.1) vyJjde

t
5 ) (T-v)at -0
t1

(8.7)

Prebytek kinetické energie nad potencidlni se nazyvé Lagrangeova funkce
a oznaluje se

L =T-V. (8.8)

Rovnice (8.7) pak vyjad¥uje Hamiltondv princip. Podle n&¢ho nabyva
integrél

ty
A = f Ldt (8.9)
b
stacionérni hodnoty vzhledem k libovolné moZné variaci konfigurace
mechanické soustavy, Jje~li poddtedni a kone¥né konfigurace dan4. x)

P#i odvozeni Lagrangeova principu jsme se omezili na konzervativ-
ni soustavy. To v3ak neni nutné. 'Lze pifedpokléddat obecné js8{ tvar po-
tencidlové funkce (3.12) nebo (3.14). Zobecn&né sily jsou pak dény
rovnicf (3.15) a Lagrangeova funkce mé tvar

L = T+ U : (8.10)

misto (8.8).

Hamiltondv princip je ekvivalentni s d'élembertovym principem,
jsou-1i ak&ni sily monogenni. Takové tedy_muéi byt také udrZujici
vazby, pokud Jjsou predepsény. Vazebni podminky musi{ byt proto holonomni.
Nic Jjiného se v3ak ne%ddd, takZe sfly nemusi byt konZervatlvni (sou~
stava nemusi byt skleronomni).

PrestoZe jsou za uvedenych podminek oba principy v podstaté ekvi-
valentni, je v jejich form& vyznamny rozdil. D Alembertiv princip vy-
povidé Jjaké Je hra akdnich a setrvadnych sil zv143t v ka?dém okamZiku.
Hamiltondv princip pojimd hru té&chto sil (a tedy i pohyb) ve wdech
okamZicich Jjako celek.

X) Hamiltonovi vd&&ime za Jasnou formulaci principu, ktery byl
v podstaté zndm uZ Eulerovi a Lagrangeovi. Jeho pojmenovéni
po Hamiltonovi navrhl Jacobi.



P¥iklad 22. U kmitajfcfho ¥tfhlého prizmatického nosniku je kinetickd
energie
2

T -+ mfj (w)*dx (1)
v}
a potencidlnf deformadni energie
1 y |
V = 7 EJ I(Wﬂ)zd)( . (2).
0 '

Pritom W (X, t) 2znadf prthyb, M¢ hmotnost pripadajici na nosnik jed-
notkové délky, EJ ochybové tuhost. Podle (8.7) mé byt

t, ¢ Y
SJ. ciéj(f’;m,w -z EIw'?)dx -0 (3)

-V prvnim &lenu budeme nejprve iniegrovat podle &asu a dosadime

: te ty .
%ngzd‘wju’/ém}dt [wow] jw(;wat W
t £

Druhy &len v rovnici (3) budeme ne jprve integrovat per partes podle X
Bude

)

1 ?_ A 2  T ] ¢ [e nf
<9 f (W) clx J W' ow'dx = w'ow'] - SW'dx =

4

¢ , ]
[w"5w’}o~I,W"gw]wfw“”wdx o

Zvolime-11 5Eu =0 pro t=t; resp..t=1t, ., odpadne &len v hranaté
zévorce v rovnici (4). Podobn& odpadnou hrenaté zévorky v rowvnieci (5),
budou-1i vhodn& voleny okrajové podminky pro X = O resp. x= £ (pie-
depsany prihyb nebo nulové posouvajici sf{la resp. p¥edepsany sklon
nebo nulovy ohybovy moment). Dosazenim (4) a (5) do (3) ziskéme vztah
to b
[ [tmgw s E7W"Y) Swictx - 0.

) a

(6)
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Vzhledem k libovolnosti s jakou miZeme zvolit 5lv(x.t) musi vyraz
v oblé zédvorce vymizet.

Mus{ tedy byt
*w El  Mw

g - ——

7’()?7: my X% (D

To je pohybovéd rovnice voln& kmitajfctho nosniku, PouZili jsme ji
v p¥ikladu 1. ‘

9. LAGRANGEOVY ROVNICE

Podle Hamiltonova principu nabyvd integrdl (8.9) stacionérni
hodnoty. Podle (4.10) a (4.15) resp. podle pifkladu 13 dostdvéme
z tohoto principu Eulerovu diferencidélnf rowvnici

¥

d 9L y L
ae ( "()(i,‘; ) fDC]z‘

kterd mus{ byt splnéna pro jakékoli { =1, 2, ..., n . Podminky (9.1)
predstavujl soustavu pohybovych rovnic. Jsou odvozeny z Jjediné skalér-
n{ funkce L = T+ [?esp. { = T-V, pokud plati (3.32] . ProtoZe tato
funkce mé fyzikdlni vyznam nezévisly na volb& soufadnicového, systému,
budou rovnice (9.1) platit i tehdy, nahradime-li zobecn¥né souadnice

d: Jjinymi soufadnicemi é} (%, J' =1, 2, ..., N ). Zméni se
sice forma, kterou je Lagrangeova funkce urdena, ale hodnota této
skaldrni funkce bude v obou soustavach soufadnic' = steJjnd. Lze ukézat,
%o se situace nezmsnf ani kdy% vztah mezi  :soustavami soufadnic bude
zédviset na &ase. Lagrangeovy pohybové rovnice (9.1) plati ve stejném
tvaru i tehdy, kdyZ se nové soustava souadnic vzhledem k staré pohy-
buje. Tato invariantnost skaldrnf funkce L , kteréd obsahuje veSkerou
informaci o pohybu dané mechanické soustavy, je nejvyznad&né&jsi vlast-
nost{ Lagrangeovych rovnic.

S o' (9-1)

Dosadime~1l1 (8.10) do (9.1), dostaneme po upravé

d(®T 0T 4 o (9.2)
de T/Cja) ©g: '“dt(@q'a')' 0qi

Levéd strana této rovnice pFedstavuje ( ~tou slozku zobecnné setrvad-
né sily (se zédpornym znaménkem). Pravd strana predstavuje ¢ -tou sloZku
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zobecndné akéni sfly. Nezévisi-1i U na zobecndngeh rychlostech,
odpadne prvn{ %len na pravé strand. Potencidlni funkce U se pak
obvykle nahrazuje potencidlni energifi =~V .

Rovnici (9.2) nynf znédsobime dq; =q',- (dt a zintegrujeme. Na levé
gstrané vyjde

J%(%)% at - J 09;

Nezévisi-1i kinetické energie | explicitnd na &ase, je totdlnf
diferencidl dT dén vyrazem

f d’-" or o
,quci ’qu 6}0 g ? (9 3)

_ <~ 9T . 9T :
AT ‘=Z (“"‘.“_'.dé}if -’:’0_67-.6{41.)' (9.4)

Se¥teme-1i vyrazy (9.3) pro © =1, 2, ..., h , dostaneme vzhledem
k (9.4)

\ d or
Zjat( 4)57146«7] g 44" Lm‘ﬁ T r konit. (9.5)
Obdobny vyraz dostaneme na pravé strané (9.2), takZe
— Trru) .
N o2 - | 1) =
[ ,DC;..; (i.b- (T‘i’b) kOVN't'. (9.6)
S pou¥itim (8.10) a se substituct
= LL (9.7
Pe ™ g i
dostaneme z rovnice (9.6) zékon zachovéani
h ;
Z bege = L = kouct ’ : (9.8)
1= » ‘

ktery je obecn&jsf neZ (3.7) a platf pro Jakoukoli formu Lagrangeovy
funkce. Jedinym poZadavkem Jje, aby Lagrangeova funkce nezévisela expli-
citné na dase. Velidina (9.7) je € -t& slo¥ka zobecndné hybnosti.

Rovnice (9.8) platf tedy pro skleronomni soustavy. Zévisi-1li na
zobecnénych rychlostech pouze kinetickéd energie a nikoli potencidlové
funkce a Je-1li nadto kinetickd energie vyjédiena kvadratickou formou
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- 1 s
I = th - Miy 45 G50 (9.9)

~I1

Je podle (9.7) P‘: = Z"’fj c'h. a
d

(9.10)

’ = i— . .‘ Y . =
Lpigy = LLmgdigy - 1T,
takZe (9.8) d4
"T-T-0 =T-U =T+V = konst- (9.11)

To je v3ak rovnice (3.7).

Levou stranu (9.8) miZeme interpretovat jako celkovou energii
obecné skleronomn{ mechanické soustavy.

P¥{klad 23. Jak se zm&ni pohybové rovnice
matematického kyvadla, bude-li umist&no ve
vytahu s nerovnomérnym pohybem?

>

i
' -

A : Dréha vytahu necht je 5= 5(¢t) podle
obr. 9. Sou¥adnice hmoty ™M jsou

sit)

! m
y ‘ Rychlosti vyJjdou
' X = 4G o
Obr. 9 oY i . (2)

il

y _é(}.émw TS .

Kinetick4 energle

T =—1;m(i1+y"z)-=-4Zm(€1t}t—2€g'¢5i/m(¢5'“). (3)
% obou funkef (t), () Je pouze Y (b) zobecnénou souiadnict.

Kinetickéd energie proto nemé kvadratickou formu (obsahuje lineérnt
a abgolutn{ &len v prom&nné ¢ ). Jde o reonomni soustavu, pro niZ
neplatf zékon zachovéni celkové energie.
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Potenciéln{ polohové energie se s rostoucim Yy  zmenduje, takZe
V= -mgy = -mg (leayrs) (4)

Z vyrazd (3) a (4) vytvofime Lagrangeovu funkeci L=T-V g dosadimé
do (9.1); pritom q,; = ¢(t).

VyJjde pohybové rovnice
Ly r (g-5)somiy = 0. I CY

'1 o»
P#i rovnomsrn& zrychleném pohybu $= 7 dt’ | takse & = . Pro malé
vychylky AS(M(/ ‘-:"lf' Potom

f&q} ‘*(Q“a)(f = 0 - (6)

a doba kyvu vyJjde

é;}t% . | (7),

Ve stavu beztiZe (a='§) vyJjde podle (6) ¢ = 0O , tj. kyvadlo bude rovno-
m&rn& rotovat nebo stét.

P¥#{klad 24. Na obvodu rovnomé&rné rotu-
Jictho kotoude Jje p¥ipojeno kladivo,

" které miZe volnd kyvat kolem zdvésu O
(obr. 10). Vypodteme dobu kyvu kladiva,
jehoZ hmotnost je ™M & moment setrvad-~
nosti k ose prochdzejici tszistém J, .

Rychlost t&%i8t& kladiva mé sloZky

Ve, = reaa ot + (1)

+(Wty)e coslwt 1), |

Vy = -Lur$1’/vat— (2)

- (wry) @ stw (Wt +y).

Obr. 10



Kinetické energie vyjde

L]

T =43 (wgle & m(vx+vf)

(3)
.y . 1
':Z To( wt ¢ )+ mrow (wtyleosy + 7 muw'e?,

kde
I = I + mgﬂ (4)-

znadi moment setrvadnosti k zdv&sné ose kyvadla. Pro malé vy¥chylky
miZeme dosadit

Cooqé.j»--’f(fa‘l. | (5)

Potenciédlni energie odpadd, pokud se neuplatni tthové pole. Tehdy bude
L=T a z rovnice (9.1) vyjde pro q,; =y (¢) pohybové rovnice

Tg+ mrowy = 0. ‘ (6)
Doba kyvu tedy vyJjde
AL I |
t = 4 J e . (7

Priklad 25. Pohyb planety kolem Slunce popiSeme v polérnich sou¥adni-
cich s poddtkem ve st¥edu Slunce. UvaZujeme pouze gravitaéni potencidl
Slunce. Dostaneme

T = 4—£ m(rt+ FZL/'J’L), ; (1)
XmM
e (2)

Z Lagrangeovych rovnic vyjde

mr+emM/rt = 0, (3)
e e mrp - 0. (4)
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Integrac{ rovnice (4) dosteneme

rnrzq} = konct, : (5)

cof Je matematickd forma Keplerova zékona o rovnostl ploch opsanych
privodi%em za stejné doby. Integraci rovnice (3) pak dostaneme

- s prihlédnutim k (1) a (5) - zékon zachovéni celkové energie 7+V =
= konsto

Pr{klad 26. Jsou-li piedepsédny neholonomni vazebni podminky, napi.
podminka (2.9), lze je do vypo¥tu zehrmout uZitim Lagrangeovych sou-
%initeld. Predpokléddejme Jednu takovou podmfnku. V rovnici

CZD_: A1d41 t Az d‘f]zf ---t And@n =0 , (1)

majf sou¥initele A({ vyznam zobecningch sil, jejich% elementérni
préce AU vymiz{. ProtoZe (1) nelze integrovat, Jjde o polygenni s{ly.
Monogenni sfly zahrneme do Lagrangeovy funkce L . Hamiltondv princip
1ze nyni vyjddrit jen Jako podminku vymizen{ variace

Ldt*j/l,g—d6= . (2
61

Za virtuélni préci OU  dosadime vyraz LA 5‘{1 . Podle pravidla
o variacli integrélu (4.14) vyjde z rownice (2)

JILn

ProtoZe 50].13 vnl:gme nezdvigle, piedstavuje rovnice (3) soustavu po-
hybovyeh rovanic ( t =1, 2, ..., N )

d ('DL ) _’lZ'L_

r‘“}o DQ&

kde ?«C = 4A¢ Je polygenni sf{la udr¥ujici neholonomnfi wvazbu (1).
Rovnice (1) spolu 8 N podmfnkemi (4) posta&fl k urdeni neznémych

411 qu, 3 ey an'L .

I\’IJ

fo%) 15% ’Lw}‘“ 0. (3)

“

t4

=P (4)
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Obr. 11

Pfiklad 27. K rotujicimu kotou¥i, Jjeho%
moment setrva¥nosti je J , Je p¥ipojena
nehmotnéd tuhd o jnice pohybujici pistem

o hmotnosti M (obr. 1l1l). Budeme piedpo-
klédat, Ze mechanismus se pohybuje volné&

a bez ti¥eni. Jaky pohyb bude kotou¥ konat?

Dréha pistu z hornf dvrati Je

X=r(1-coay)e ¢(1-¢t013), (1)

kde
* p !’
B = arcsim (g sinyg). (2)
Je-1i ojnice dlouhd, Jje pomér /< maly
a (3% 0. Druhy &len v rovnici (1) pak
odpadne. Zbyvé
X =r(1-coy). (3)

Derivaci zi{skdme rychlost pistu

X = Ty sy (4)
Kinetické energle soustavy vyJjde
B T S »2 1 .. g, e 2
r== 1y t 5 mX =77«'f2+—2-n’zrztﬂ‘4vnq. (5)
Z Lagrengeovy rovnice pro volny pohyb x)
I )
dat \ T uyp
dostaneme po malé udpravé
(f-Ecoaly)y + €@ stnly = 0, (7

X) P¥i volném pohybu U =0, takze L =T .

- 53 -



= kongt). Celkem

kde

m(‘Z
£

=

L7+ mr?

(8)

predstavuje malou veliZinu, neni-1li pfst p#f1li¥ t¥zky. Volny pohyb
setrvadniku rozd&lime na rovnom&rnou slofku W

a na perilodickoun
slozku ¥ (€) , takZe dosadime

g = Wwt+y -

(9)
Pro |y [<< 1 bude

too lyp = eosLwt~ Ly Am Lt

A, Lwt + Ly eos 2wt .

1

. 10

A Ly (10)

Dosazenim do rovnice (7) vyjde nelineérni diferencidln{ rovnice pro W
(1-€coodwb + LEY smAwt) ¥ +

» . 13 i i (11)
Fe(wirlwy t Lyz)(/.(wu wt+ lq/aanwt) = 0.
Spoko jime-1i se s linedrni aproximaci, miZeme nelineérnf é&leny v rov-
nici (11) zanedbat. Zanedbédme
ey » ¢

také malé veli¥iny obsshujici soudiny
. Potom zbyvé '

(1-€eoalivt) g + ewHmiwt = 0.

0 (12)
ProtoZe € << 1, bude

Y £ - eufsamlwt (1 Ecos 2wi) = - ewdm lwt - - 3)
Dvo ji integraci vyJjde

y o= T Eamlwt, (14)
Integradni konstanty odpadaji vzhledem k periodicité funkce (t)

Dostali jsme tedy - Jako prvni aproximaci - k rovnom&rnému pohybu
superponovanou druhou harmonickou slo¥ku s periodou T = JC/UJ (w

4 . (15)
¢ = wt+ g €dmlwt
Ve skutednosti bude *e3enf obsahovat Jje3t& daldi harmonické sloZky.

Presgné Yedeni rovmice (1ll) nelze ziskat v uzavieném tvaru. Je samo-
ztejmé, %e redeni (15) dd4vé ihel Lf v radidnech.
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10. MALE KMITY KOLEM ROVNOVAZNE POLOHY

Pohybové rovnice, které dostévédme uZitim Lagrangeovych rovnic,
byvaj{ nelinedrni. JestliZe se omezime na nekonedén& malé okol{ rowvno-
védiné polohy, tak se linearizujf. Mé to dv& velké vyhody. Prvni, %Ze
¥eSeni t&chto rovnic mé& stejnou formu, a¥ je podet stupnd volnosti
Jakykoli, a druhou, %e plati princip superpozice. Z poZadavku "neko-
nedné& malého" okolf rovnovéiné polohy slevime na poZadavek "dostate&n&
malého" okolf, p#i n&mZ nebude mit odchylka od linedrnf teorie Jedt&
24dny vyznamny vliv na v¥sledky vy¥po&tu z hlediska jeJjich technického
vyuziti.

Potencidlnf energie V je obecn& nelinedrni funkef zobecndnych
soufadnic ¢< . Rozvineme ji kolem rovnové¥né polohy Yio (¢ =1,
2, «oey N ) do Taylorovy rady. VyJjde

- W e
- NI BRI N e L.
Al fjl( 04: )o W Jé {;4( 'D%'@ql‘)o G B * (10.1)

Za rovnovéhy Jje podle (5.2)

- S WV . .0
oV =) g i - (10.2)

=1

a tedy W/%4 -=0pro ¢ =1, 2 ..., N . Potom druhy &len na
pravé strang (10.1) vymizi. Na prvanim &lenu nezéle3f, nebot je to
konstanta, kterd p#i derivovénf odpadne. Mi%eme proto volit o = 0.
Budou-1i odchylky Q{(b) od rovnové#né polohy malé, budeme moci za-
nedbat v3echny &leny #ady (10.1) t¥etfiho a vydsfiho $4du. Zbude

n n
i N L.
V=7 Z L Ly 4G (10. 3)
=1 j=
kde
il
ki = (W)O (10.4)

uf nezévisi na soutadnicich ¢; . Méme tedy kvadratickou formu (10.3)
8 konstantnimi souéiniteli (10.4). Mi%eme Jji napsat maticové ve tvaru

V ’%{‘P}T[k]{@}/ (10.5)
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kde

{g}) = {q“q,_,...,qln}r Jé vektor posuvy,

[k] » je matice tuhosti.

Matice tuhosti je soum¥rnd, Jjak vyplyvd z rovnice (10.4) (zémé&nou
pofadf derivace se hodnota nezménf). Kmitédnf je mo¥né Jenom kolem
stabiln{ nebo margindlnd stabilni (indiferentnf) rovnovéiné polohy,
takie OV 2 0. To znamend, %e matice tuhosti je pozitivn¥ semidefi- '
nitni{. Je singulédrni jenom v tom pfipadé miZe-1li se celéd soustava
rovnomérné pohybovat bez pisobenf wvnzjsfch sil. x)

Zocela obdobné mifeme napsat i vyraz pro kinetickou energili,
" kterd zdvisi na zobecninych :yphloatech C}i" -

Dostaneme
R
=7 L. Mg Qp Gy (10.6)
Zui I L‘aqbq)
kde .
T
my = (537 0.
V maticovém tvaru
4 * T ' ‘
T=<5{gtImligy, (10.8)

kde [M1] zna¥f matici hmotnosti. Je rovnd¥ soumdrnd, pozitivn& defi-
nitnf{. Kinetickd energie nemiZe byt totiZ zdpornd. Jen tehdy, zanedbd-
me-1li hmotnost p¥f{sludnou nékteré zobecn&né souradnici, vyjde matice
[M] singulérnt.

Pro Lagrangeovu funkeci L =T-V dostaneme z rovnice (9.1) sou-
stavu
ad [ T ) Vv
= . : = {0 (10.9)
dt k’b£¢3 T a1} (o]

%) Nap¥. h¥fdel s kotou¥i se miZe rovnomérné oté¥et. Pak existuje
netrividlni reSenf soustavy [K1i{g}-={o}.
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8114 |
[M1{G) + [kl{gd = {0} © (10.10)

Pouzili jsme p¥itom zndmého pravidla pro derivaci kvadratické formy
podle vektoru, podle kterého napi.
—_— = K V7

= ([k17+ el g [kl{cﬂs

(10.11)

S1ly, které udrZuji soustavu v rovnovéze, Jsme zshrnull do potencidlu
V . Ostatnf sfly, které rovnovéhu porusujf, musime p¥ipojit zvlést.
VyJjde

[H]fc‘i}*lklm} =it by (10.12)
kde {f} Je vektor budicfch sil., Bude-1i
(£} < {f} ™ (10.13)
kde {fOR = konst, vznikne v soustav& vynucené harmonické kmiténf
{4} {90} St (10.14)
Pn dosazeni (10.13) a (10.14) do (10.12) dostaneme
(Tl -wr My 40} (10.15)
V¥chylky porostou do nekoneéna, bude-li determinant vyrazu v oblé
zdvorce nulovy. Vznikne rezonance. Anulovénim determinantu soustavy

rovnic (10.15) dostaneme charakteristickou rovniei

|[k)-wIMI| =0, (10.16)

2

kterd mé kofeny W = Sl} , K): y eeey 1y (nskteré mohou splynout).
Jsou to &tverce vlastnich kruhovych frekvenci volného kmiténi. Jsou to
zdroven ¥tverce rezonan&nich kruhovych frekvenci netlumené soustavy.x

x) U kmitavych pohybd nerozlidujeme kladnou a zépornou hodnotu kruhové
frekvence * Sl ; zpravidla podftédme jen s kladnymi hodnotemi.

- 57 =



Volné kmity predstavujf netrividlnf cbecné ¥eSeni rovnice (10.10),:
které existuje prédvé tehdy, platfi-li (10.16). Pfedpoklédejme, Ze
viechny kofeny 0% ( L =1, 2, ..., n ) Jsou navzéjem rdzné.

Ne jsou-11i, miZeme je 0ddslit malou zm&nou matic LK1 resp. [M] a
pak se vrétit limitnim pfechodem k pivodnim hodnotém. Pro volné kmity
platf homogenni soustava rovnic '

(-9% nl+lel)fud, = {0} | (10.17)

2
Ke ka¥dému koFenu <l{ rovnice (10.16) vyjde Jjeden vlastni vektor

{u}(; . Tyto vektory Jsou navzdjem [ M]- resp. [k ] - ortogondlnt,
nebot*

{(,L}'c [M]{u‘}j =O.' pro O *j,
(10.18)

{uﬁg[k]{u}j=0 pro o+ g

Vliastni vektory Jsou uréeny aZ na multiplikaénf{ konstantu. MiZeme Jje
normovat podminkou

{u}Z [M] {“}j = 5{}' | (10.19)
(Kroneckerovo delta) a ;estavit'z nich modédlni matici
(vl - [u{t,uz '\'\un 1. (10.20)
Pak

'MWl - 111, |
[l IkIUl = 1A | (10.21)

Matice [f\] Je diagondlni a obsahuje na diagondle &tverce vlastnich
kruhovych frekvenci

[A) =rarn;, - el (10.22)

X) Dikaz gporem viz napt. /7/, str. 138.
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PouZijeme~1i moddlnf matici (10.20) k transformaci

{g ) = Tuli{x}, (10.23)

dostaneme pohybové rovnice (10.12) ve tvaru
IXy+ DA XY ={r}) (10. 24)
kde ' | .
{ry =T0I" {4y (10. 25)

V soustavé (10.24) jsou v3echny proménné separovény, nebot matice [ /\]
Je diegondlni. Bude

X, + Dxg = role) (10. 26)

pro U =1, 2, ..., N . ReSenf rovnice (10.26) lze'napsat ve tvaru
souftu partikuldrniho a obecného FeSent

5(1‘ = XL part ¥ Xflobgcné, (10-27)
kde ‘ , |
1 t
Xipart = 75 jmTMmm(t-r)dr , (10. 28)
=Yoo
X¢ obecné > A¢Am Qb+ Bicoanet. (10.29)

Na pravé strand rovnice (10.28) je Duhameldv integrél. Tuto rowvnici
lze odvodit metodou variaci konstant nebo z fyzlkdélnich dvah (ze
superpozice d&inkd elementdrnfch impulsl v intervalu 0<€ T =t ),
Je-1l1i buzeni harmonické

1wt

rltl=r, e | w + N, (10. 30)
bude odezva rovné¥ harmonické
) Yo wt
X< part = W ¢ (10.31)
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Transformace (10.23) predatavuje rozklad v¥sledného vynuceného

- kmiténi na jednotlivé vlastni tvary, které dostaneme pfi volném kmi-

ténf. Podle (10.23) Jje totiZ vektor zobgen®nfech posuvd linedrni kom-

binac{ vlastnich vektors splnujfcfch rovpiei (10,17). Zatim co vektor
{C}} se mén{ zéroven v proatoru i v Sage, dostaneme na pravé strang

rovnice (10.23) sou¥in matice [UJ] , kteréd obsahuje prostorové funk-

ce, Vv %ase nem&nné, a vektoru {X} s Ktery ge m¥ni pouze v &ase.

Jde tedy o rozd&leni funkci zcela obdobqé tomy, ktepé se pouXivd pii

¥edenf parcidlnich diferencidlnich rovnic (Fourierova ¥i d Alembertova

metoda). :

Vraime se nynf k soustavy pohybovych rovnic (10.12). Prvni ¥len
na levé strand predstavuje (a% na znaménko) vektor setrvadnych sil.
Druhy &len lze ztotoZnit s vektorem elasgtickygh vratngfch sil. Na pra-
vé strand je vektor budicich eil, Kdyby Jlo o statickou jilohu, bylo
by {f} =konst, {g} =konst, {G}~ {0} . Vyehylky bychom z{skali
feSenim linedrni soustavy elgebraickych povnic

) [k1{g} ={f}y (10.32)

Méme-1i naproti tomu periodické buzeni, vznikne periodicky pohyb.
Ten miZeme vySetFit pro kaidou harmonickou slofku zvlést a vysledky
superponovat. Pro Jednu harmonickou glofku dosteneme uZitim (10.13)
a (10.14) soustavu rovnic pro amplitudy vynuceného kmitani

[R]{go} = {fo} (10.33)
Jestli%e oznadime ‘
[K] = [Kl-w* M) (10.34)

Jako matici dynamické tuhosti. Ustdlené periodické vynucené kmitdni
miZeme tedy Fedit formé}né shodné s {lohami statickymi. Jediny rozdfl
Je v tom, %e matice [ K] ji% nenf pozitivnd definitn{. Pro W= ¢
se stane singuldrnf a FeSeni soustavy (10, 33) selhévd. To je pFiped
rezonance, ktery musime z Fedeni vynuceného kmiténl vylou&it.

ReSeni rovnice (10.33) miZeme potom mapsat ve tvaru

{ g0} - [C1{%}, (10. 35)
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kde
[é1- [k1" = (Tel-wMD)! (10. 36)

Je matice dynamické poddajnosti. Jde-1li o statické zatf¥enf, je
W =0 a matice (statické) poddajnosti

[cl =Tkl (10.37)

mé za prvky piidinkové &initele Cyj

P¥{klad 28. Na dvojité kyvadlo podle obr. 3 (pi#fklad 5) pisob{ v hor-
nim zédvésu 0 st¥fdavy moment M = Mo Amwf. Jaké budou kmity obou
kyvadel?

Pro malé vychylky Vi o Y, bude Coaipg = 1- %7./2 ; A(}w({c- - Wi,
takZe

V= mge (¢ft+ @tl2), (1)

T’%méz[ﬁf”}‘*ﬁ‘-}ﬂ;’ﬁ@:] (2)

Protote L =T-V , vyjdou pohybové rovnice ze vztahu (10.9) ve tvaru

7 1 { x,?,} 1 ol M
7 = .
m{ [4 1} l?-z. +mg6 0 1|l 0 (3)
To Jje rovnice (10.12). Vynucené ustédlené kmiténf Jje pak déno rovnicit
(10.14) a (10.15). Tedy

RS o b R H S

Vliastni frekvence najdeme z rovnice (10.16). Ozna&ime zkrécené&
we

= (5)
P=—g ?
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a dostaneme

[1fﬁ Li}’fﬁ#f*2°o' (6)
odtud
0, 58579,
p - 22 3,4142.
Je tedy
9, =0,76537 {:%; , Q, =1,8478 (—;T )

Z rovnice (10.17) najdeme vlastni tvary kmitd. Soustava (10.17) d&
pro prvni tvar

[o-a(2-1T)]y - (1-{T) ¢, =0,

(8)
-2-{2)y, + Lt-l2-lz) ]y, =0
Po dpravé daJi ob& rovnice totéZ, totiZ
ﬁ%‘% = 0. : (9)

Re¥eni $,=C, qg = C JE normujeme podminkou (10.19), takZ%e poZaduje-
me, aby platilo

metle ozl t ! = 1. | (10)
1 1 el
Odtud C =0,38268 /€ Um . Je tedy
o 0,38268
fu) - —— - (11)
1 CJ;;

0,54120

Pro druhy vlastn{ tvar kmitu dostaneme obdobné&

- 62 -



‘ ) 0, 92388
wl = — .
-1, 30656
Moddln{ matice vyJjde podle (10.20)

"0, 38268 v 0,92388

i
[U]1= —F/= (13)
¢ \m 0,54120 -1, 30656

Mi%eme se presvdd¥it, %e tato matice splnuje podminky (10.21).
K vynucenému kmiténf (4) se pfipojf vlastni kmiténi ve tvaru

(14)
o |

Integradnf konstanty Ci , Co , U4 , Y, se voll tak, aby se
vyhov&lo podéteénim podminkém; ), , 1, Jsou dény rovnicemi (7).

{“”} = Coluly sl (Sut-¢,) £ Ca{ulysn (Qd-4
obecné v

Separované rovnice podle (11.24) vyjdou -

{;21} g 0,58579 0 {x'}gf‘_ 0, 38268 (
' = ' 15)
X Lo 3,4142) %) Mo 95388

Rozepsénim

" v M |
X * 0,58579 "% = 0,38268 Lr= i (16)
. v 9 .- M

X + 3,4142 G X, T 0,92388 == an

To je soustava (10.26). Partikulérni Fedeni vyJdou

y 0,38268 Mo [€¢(m ont (18)
= w
1port 0,58579 QIC - w?t )

0, 92388 Mo/Lm

Az gl - Amwt. a9

lear&
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Obecnéd FesSen{ Jsou

n

Aj NM'LQ-& - Yy )J (20)

X1 obecné

X, obecné

Ay diow (24t - o). (@

Ar sy Ay, W 5 Y, Jeou integradni konstanty, které se voll
podle podédteénich podminek. Pivodni gou¥adnice dostaneme uZitim
vztahu (10.23). Bude

0, 38268 0,92388 | [ %

- g e

0,54120 ~1,30656 | L X2

Snadno se pFesvéd&ime, Z%e dosazenim (18) a (19) do (22) dostaneme (4),
totiz

Y 1 _ Mo . |
{wl} - (p-pf)Lp—pz){1pP} gt AWt (23),

part

Zde 1 , P2 jsou kofeny rovnice (6). 2Z rovnice (23) Jje zie jmé,
%e pro f) = 1 vymizi kmity prvni hmoty, takZe bude

0, (24)

L’1 bort

My ‘
Yopart = --,;;—e At - (25)

V tomto p¥ipadé ﬂxﬁgu.je druhd hmota Jako absorber kmitd prvn{ hmoty.

Vliastni kmity (obecné FeSeni) maj{ v¥znam jenom pro popis pFe-
chodovych d&ji. U skutednych konstrukei vlastni kmity vliivem tlumend{
tagem pominou.

Poznamenejme Je3ts&, Ze proménnél X ¢ v separovanych rovnicich
(15) majf fyzikdlni rozmér [m\’ kg:] , kde%to pivodni souiadnice ¢
jsou bezrozm&rpvé [rad] . ' y

Prfklad 29. Najdeme matici dynemické poddédnosti pro dvo jité kyvadlo

z prikladu 28.
Podle rovnice (10.36) vyjde
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N _ A [ 1~19
[C] MQL (‘P‘FM)(.'p-'Pl) l: ’3 ').?f'l".p ’ (1)

Zde

b=wtlg, P =1-V2, p, =240z,

11, TLUMENE KMITY

Vznikaji-11 malé kmity kolem rovnovédZné polohy, plati pro né&
lineérn{ teorie z kapitoly 10. Tuto teorii miZeme zobecnit i na p¥i-
pady kmitd linedrn& tlumenych. K potencidlnf energii V a kinetické
energii T pPidéme jed3t¥ disipa¥ni funkei

D = =161 [31{4} (11.1)
a Lagrangeovu rovnici (10.9) upravime na tvar
d | 'DT 'a-b A% - (11.2)
ac L aigi) * g1 A U

M{sto rovnice (10.12) nyn{ dostaneme
IM1{gE+ 181G +[Kk1{q) - {4} (11.3)

Poznamenédvéme, %e rovnice (11.2) neni Eulerovou rovnic{ %é4dného va-
ria&niho principu. Vznikla pouhym formélnim rozsi¥enim rowvnice (10.9).

U%1jeme~1i nyn{ substituce (10.23), p¥i¥em% mod4ln{ matici vypo&teme
pro netlumeny pohyb popsany rovnic{ (10.10), dostaneme

{XY+ T0TTIBITUILR Y+ DAY = {r]) (11.4)

Na rozdil od (10.24) nejsou tyto rovnice separovény, pokud matice
TUIT1R]1LU] nevyJde diagondlnf. Aby tomu tak bylo, mus{ mit matice



TM1'181 & [MI'[11 stejné hlavn{ osy. Pak budou komutativni,
takZe

1B1IMT ' LK = TkITMI 'Y . | (11.5)

ProtoZe maj{ stejné hlavni osy, budou se ob& zéroven disgonalizovat. ‘
Rovnice (11.5) Je splnéna pro

[8] = lMlsplrl, (11.6)
kde &K , (5 Jsou konstanty. Vyhovuje-1i matice tlumeni rovnici

(11.6), Jde o Rayleighovo tlumeni. Separovené rovnice (11.4) lze
v tom p¥ipadé zapsat ve tvaru

Xp+ LR oxe+ g = vele) (11.7)

Obecné Fedeni zkrdcené rovnice dostaneme ve tvaru (pro Tg = 0; index
" { " pro stru¥nost vynechéme)

Send AL
e $ TA st + Beoeddt 1, (11.8)

X obecné =
kde
W= Q1= . (11.9)

Partikuldrni *eSeni miZeme op&t napsat uZit{m Duhamelova integrélu

| ;o T -ealt-e) | .\
Xpart = 3 Jwt)e . am o (t-T)dT . (11.10)

V§sledné FeSenf je soudtem (11.8) a (11.10). Této superpozice lze
uzit, protnfe soustava rovnic (11.4) je lineérni.

.- RozepiSeme-11i rovnici (11.3), dostaneme pro -ty Fédek

n
;(W)-ij G451 bq%~+ Jlij&;‘;) = f,; ‘ (11.11)
Odtud poznédme vyznam koeficientd mij , bz’j a k ¢ + Zvolime napt.
v3echna q,; v G '{mlové pro ¢ = 1, 2, eeoy, N . Jediné nenulové
zrychleni necht Je C],)- = 1 ms~2. Pak f: = m;‘j‘.’l. To znamend, Ze Mg’

ptedstavuje { -tou zobecnénou sgflu (reakci), které vznikne, ud&lime-1i
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j ~-té zobecn&né soufadnici jJednotkové zrychleni, p¥i¥em¥ ostatn{
goufadnice zistanou nulové,

Podobng ng predstavuje 1 -tou reakci vzbuzenou jednotkovou
rychlost! (; = 1 ms . Ostatnf rychlosti, JjakoZ i zrychlenf a vy-
chylky Jjsou p¥itom nulové. Kone&né kgj pfedstavuje ( -tou reakeci
vyvolanou jednotkovym posuvem qf = 1 m., Ostatni posuvy, rychlosti
a zrychleni Jjsou nulové.

Tyto definice pifedstavuji op&t jen mySlenkovy experiment; sotva
bychom mohli popsané podminky realizovat. Ne jsndze bychom mohli usku-=
teénit astatické zatifeni, av3ask nikoli pro 47 = 1 m., Pak bychom moh-
11 zvolit napf. ¢y = 1mma C-té reakce by vysla 107> ki, Pri
kaZdém takovém pokusu bychom musili dbét o to, abychom nepiFekroXili
rozsah platnosti linedrni teorie.

Redeni vlastnich kmits (11.8) umoZnuje posoudit, kdy vlastni
kmity prakticky zaniknou. Bude to v &ase

. 3
t > -EET . (11.12)
Tehdy bude mit jejich amplituda mén& neZ 5 % poldtedni velikosti.

Poznémka. Pro Rayleighovo tlumenf (11.6) dostaneme v rovnici (11.4)
gsoudin [U]'IBILU] jako diagondlnf matici. JestliZe chceme dostat
disipaéni &len v separovanych rovnicich podle (11.7), musime dosadit

{wl; [BIiu) = 2905 8¢ ) (11.13)

kde gij = 1 pro (,:j , Jinak nula (Kroneckerovo delta). Hovo¥ime
pak o proporciondlnfm tlumenf; &initel Z251¢ €¢ je pri konstentnim
€( umérny (proporciondlni) vlastni kruhové frekvenci Q.

P¥{klad 30. Odvodime rovnici (11l.10) metodou variace konstant. Rov-
nice (11.7) bez pravé strany

“ . 2
X+ LR EX + X =0 (1)

mé Fedeni
t

x = ae’ (2)
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Dosadfme-1i (2) do (1), dostaneme podminku pro kruhovou frekvenci W .
~-wk+ 20w&1§+ﬂ =”0, (3)

odkud vyJjdeun dva komplesmﬁ sdru¥ené kofeny

W= (tgt{1- g2 )n. W

Méme tedy dvé iteSeni, kteréd miZeme o pouzit:(m Eulerovjch vzorcﬁ
rozegpsat do tvaru

-¢ent ,
Xx=2° (Admidt+Booadt), B C)

Rovnice (5) pFedstavuje obecné ¥eSeni (11.8). Nynf najdeme partiku-
lérnf integrdl rovnice

X +20¢x O % = rit). (7

Budeme predpoklédat, %e mé tvar (5), avdak konstanty A R 3 pudou
nyni 2zévislé na &ase. . e

Tedy

X = &L AW s bt + B(E) coaidt ] o

Utvorime prvn{ derivaci podle Zasu a &leny obsahujic{ derivace A ’
B enulujeme. Dostaneme podminku : B

Asim@Ot + Beawt =0, -~ (9)
Zbyvajict ¥leny derivujeme Jed3t& jednou a vde dosadime do rovnice (7).

Cleny s nultymi derivacemi A |, B ge zrusf [nebof (5) je Fedenim
rovnice (l)j a zbude

"§-9-": s oA A : . ,\Z\ CAET -l
0> [(-gQA-B)ambdt+(-gaB+@BA)coawt] =rit) . 20)
Z rovnice (9) a (10) dostanems
. n{:
A = z%— Qg ri¢)coadt | B=-—r® r(\‘:)/svwwt (11)
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Integraci vyJjde

t
1 [ A
A == | 07 T(T)eoowv dT ,
A~
t (12)
ot A
R =-'—2\; [@g v (T)Aw o AT .
g

Integradni konstanty Jjsme zvolili nulové, nebot jsme je jiz d¥ive
zavedli do obecného Peseni (11.8). Dosazenim (12) do (8) vyjde rov-
nice (11.10).

12. NUMERICKE METODY V DYNAMICE

Numericky edime vidywsoustavy s‘koneénym podtem stUpﬁﬁ volnosti.
Pro pruZnd t&lesa Je ziskdme fyzikdélnf nebo matematickou diskretizaci.

0ddélenim hmotnostli a pruZnosti ziskdme nédhradnf{ fyzikdlni model
osem&lych absolutng tuhych hmot spo Jénych nehmotnymi prufinami (piHi-
klady 1 a 2).

Nedokon&enim limitniho pFechodu p¥i vytvé¥eni derivaci dostaneme
diferenéni vzorce, kterymi nahradime derivace v pohybovych rovnicich.
Z1skdme tak soustavu rovnic pro neznémé funkéni hodnoty v uzlovych
bodech sit{ (p#iklad 4).

Ne juzivan&js81 metody Jsou metoda konednych prvki a metoda pieno-
gsovych matic. Vysv&tlime nejprve prvni z nich, a to na p¥ikladu ro-
vinné pruZné oblasti (obr. 12). Rozd&lime Ji na trojihelniky. Jeden
takovy trojihelnfk (koneény prvek) mé vrcholy 1, 2, 3. V t&chto
vrcholech zavedeme zobecnZné posuvy

{a = Tuy Vi Uy, Ve, g Vs 17
ve sm&rech os X , y . Pomoel interpola&nich polynomi
P (X\y) = Ao+ QX + Qoy (12.1)

definovanych tak, aby pro ﬂ«j =1, 2, 3 platilo

¢, (x;, y;j) = 5{3- , (12.2)
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najdeme agproximaci posuvl uvnit# trojihelniku

{{;&'\?/)) } ) [% 9%4 %;. g:. (%’ 53]{?3" (12.3)

Obr. 12

Zkrdcend
fuy ~ TAJ{q} (12.4)
Znéme-11 posuvy Ui{x.y) , V(Xy) , miZeme pomoct Cauchyho vzored

vypo&itat pom&rnd pPetvofeni {8} =[€x. iy;yxg]T. Dogtaneme Jje rovnéi
zévislé na vektoru posuvi

fey=181{g}) (12.5)

Hookelv zékon zapileme ve tvaru

16y = JEI{e} (12.6)



- T

kde [EJ Je matice elastickyeh moduld a i€} - LGMG.V"EWJ .
Zavedeme jedt& vektor objemovych sil (vztaZfenych na Jjednotku tlousfky
desky) {p} = [X,YIT & vektor zobecnénfch sil v uzlovych bodech

T = : - 4T
{]“5 = [."m«ch F’LxlFlyaF:%x.r?:y] 2
Potencidlni energie Je

V -+ S{g}T{G}dS - J{u}?{p}ds- {6}}'—{?} (12.7)

s ]

a kinetickéd energie (v desce Jednotkové tloudfky)
1 ° T.'
T == jQ{u} ) dS. (12.8)
S pouZitim (12.4) a% (12.6) odtud dostaneme

v-1ig }rsf [BITEBIASiq ) - {q ¥ |IAT p s~ {g 1 {5y (12.9)
$

T,%{@}rSS;[A]r[A]dS{(ﬂ. (12.10)

S

S ozna&enim

[k1- JI817TeIIBlas, (2.12)
(] ’QX?IA]TLA]O(S» (12.12)
{§§ = SiA]T{pjas (12.13)

L

vyjde z Lagrangeovy rovnice (10.9) soustava rovnic

[MI{G 1§+ [k1{g} - LTy {5}, (12,14)

Platf{ pro Jjeden trojtheinfik 123 na obr. 12. Sedéteme-1i v3ak podily
z Jednotlivich trojdhelnikd, s Jakymi vytvaFej{ potencidlni a
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kinetickou energii, dostsneme z Lagrangeovy rovnice soustavu rovnic,
kterd bude mit formélné tvar (12.14), bude v3ak zehrnovat vSechny
sfly i posuvy (ve vdech uzlovfch bodech). Objemové sily ‘{f} 1
zobecnéné sily [f} mi%eme sloudit do jediného vektoru zobecnsnfch
sil {f} - {H+{§} a pFidat dislpa¥nf &len. Bude pak

[M1{g} +[B1{4}+ CkI{g} ={f} . | (12.15)

Metodu koneénych prvkd lze rizné modifikovat a zobecnovat. Pod-
statnym jejim rysem Jje, Ze hledané pole aproximujeme po gdstech v afti
konednych prvkd. PouZivéme k tomu s vfhodou polynomi, protoZe se snad-
no na podfta¥i generujf{ a snadno s nimi splnime i poZadavek (12.2).
Ten zaruduje, Ze posuvy uzld patfi‘do hledaného pole posuvi, takZe
nap#., U; = U(X;, Y1) apod. Aproximace mus{ vyhovovat uriitym pofadav-
kim spojitosti a Jednoznadnosti, o kterfech se lze poudit v literatuie
(nap?. Zienkiewicz, wviz pPipojeny seznam).

Metoda pfenosovych matic Jje v podstatd metoda poééfeénich'para-
metrd v maticovém tvaru. Hodl se pro statické dlohy a pro konstrukce
s harmonickym kmiténim (volnym nebo vynucenym). ZeJjména pro takové
konstrukce, které se sklédajf z &lenl Pazenych za sebou a jen mélo
vétvenych. Deformadni a silové velldiny v libovolném ¥ezu takového
&lenu sestavime do vektoru stavovych velidin {Z | . Dostaneme pro né&j
diferencidlni rovnici

(3}
x

- TA{EY + 41 © (12.16)
kde (A1l ani {4} nezévisejf na X . Tato rovnice mé FeSent

~ v . - A
1z} - @[p‘x{z,}riz}, (12.17)

E P
kde 12} Je partikulérni Fedenf, které vymizi v ezu 1 ( X = 0).
Dale {2}} Jje vektor poédtednich hodnot. Pro exponencidlu v rovaici
(12.17) plati vaorec

[Adx .
¢ M= L1+ TATx+ o 5 [A 1 ggLAlax”--- (12.18)

Podle Cayleyho-Hamiltonovy véty nejsou vi8echny &leny v rovnici (12.18)
linedrn& nezévislé, Je-1i N #4d matice [Al , 1lze libovolnou moc-
ninu [AJ* vyjddrit polvnomem nejvyde (N -1)-ntho stupnd. Proto bude
mit #ada (12.18) obecnd jem N linedrnd nezévislych &lend, tak¥e

Ale L ., -1 ~
@E e Co LIT 4 ¢ TAIX+ ¢, TATN + -+ Coy [AT %" (12.19)
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'V téchto rovnicfch L[T] 2nedf jednotkovou matici. Ka%dé matice spl-
nuje svou vlastnf charskteristickou rovnici

INTTY-[AT] =0. (12.20)
Mé-11 tato rovnice koreny L = Ay Az, --., An i musi byt splnéna
gsoustava rovnic
Aix T nd . N
C = Cot CAX + ot Cpg g XM (12.21)

pro U =1, 2, ..., n . 0dtud zfskéme neznémé hodnoty Co 8% C,y
Jako funkce X . Vy¥sledek ozna&ime

1
[U&)] é'.e[A . | (12.22)

"a rovnici (12.17) zapiSeme ve tvaru
{200} = LU I{E {2} - (12.23)

Je-11 uvaZoveny &len dlouhy ¢ |, budé stavovy vektor na jeho konci |
AR IURIEAREEAY azen

Matice LUnl = [U(L)] ve vatahu (12.24) je prFenosovéd (kaskédni)

matice. UmoZnuje vypoditat vektor { %, ={ Z (¢)} na konci LElenu,

znéme-1i vektor {7} {a(o)} na jeho zafétku. P¥itom L%} =
= 1200} . '

Rovnicl (12.24) miZeme upravit na vyhodn&j8f tver uzitim submatic

U ! 2 72 ‘ '
- [ ?-1_1_ ' -?'-} : | ‘-(12.25)

Zkrécené tuto rovnici zapffeme takto
{2] = [UJ{Z.J  (12.26)
1 2 , 3 4 Navazuji-1li za sebou &leny nap¥. 12,

R SIS poyey S 23, 34 (obr. 13), bude pro n& platit
soustava rovnic

U U Uy

Obr. 13
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Lz} = Tulizny ,
12} = LU.] 42}

(r12.27)
{20} = [U1 42,7,
Tuto soustavu miZeme Fedit bud vcelku Jjako
U g T a0 0 ) .
0 1 UL 0 |8 (12.28)
T e I e
01 0}V )L e
nebo po pitedb&%né eliminaci vektord 1%} a {23}
{23 =TIV 10U {2} - bi2-29)

Vyhoda soustavy (11.29) Jje maly $4d matice, kterd vyjadifuje vztah mezi
poddte¥nim a kone¥nym vektorem celého Fet&zce. Nevfhoda je hordi nume-
rickd podminénost ve srovnéni se soustavou (12.28). Rovnici (12.29)
zapi8eme zkrécen& Jako

{2} = T/G] Lzl (12. 30)

Okra jové podminky zpravidla p#ipisujfi nulovou hodnotu ndkterym sloZ-
kém vektoru 1| 2.} a také nikterym sloZkém vektoru {2} . Nuly ve
vektoru {21} mi%eme vynechat, vypustime-1li z matice zéroven sloupcs,
které se Jimi nésobi. Zbyvajici rovnice dajf FeSeni dané dlohy.

Rovnice (12.28) resp. (12.29) platf, JjestliZe Jjednotlivé &leny
na sebe navazuji{ tak, Ze stavovy vektor na levé strané& daného d&lictho
bodu se rovnéd stavovému vektoru na pravé strané téhoZ bodu. JestliZe
tomu tak neni, musime do sou&inu p#¥enosovych matic vloZit Je3t& "bodo-
vou" (uzlovou) matici [ B]1 , kterd transformuje levy vektor v pravy.
To ukdZeme na p¥ikladech.

Metoda pienosovych matic nenf zdaleka tak obecnéd a mnohostrannd
Jako metoda konednych prvkd. JeJi podstatnou vyhodou vdak je, Ze pra-
cuje s maticemi malych $4dd a je proto vhodnéd pro malé podita¥e. Byly
publikovény atlasy p¥enosovych matic (Pestel-Leckie pop#. Pilkey-Chang,
viz seznam literatury). Prdce s nimi Je velmi efektivnit.
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Prfklad 31. Odvodime pienosovou matici pro kmitajfci 3tfhly prizma-
ticky nosnfk. Je-1i prithyb nosnfku W (x¢) = W) émwt a Jeho spo-
Jité zatiZenf p(x) , plati s pFihlédnutim k obr. 14 pro ohyd v wo-
ving X , Z tyto rovnice

Tw 0 M WM T
X :(_P' —,;%=—-E-J—, _—{‘)—i——_T’ .;a..x_g_P_/uw‘Lw. (1)
0 X . dx
WIT - w+-aélv-dx
M X
i " . & ' M
R ‘ M+ —dx

o \ dx
ds S~

Oy
ds & dx 4 Y+ 3"

wix,t)=wix)sinwt

aT
Y T4 —
[ T ade

Obr. 14

Prvn{ z t&chto rovnic je kinematickéd (geometrickd) podminka, druhéd
predstavuje Hookelv zékon a posledni dvé jsou statické podminky rovno-
véhy elementu na obr. 14. Nosnik kmitd s kruhovou frekvenci W ,
tak%e na element délky @AX o hmotnosti Mdx  pFipedd setrvaind sfla
o amplitudd M Ww'w () dx .X)

Rovnici (1) prepifeme do maticového tvaru

wl [ o 1 0 ol(w)] [o)
q
Y 0 0 -= 0 (2)
—'D-— < > = EJ 3 \f > 49 L
™ M 0 0 1|| M
| |~uwr o 0 ol| T -
LF ) e I ~P‘

X) Je-11 WKL) = wix)domwt , Je W (1) = -fwix)oumict .
Setrvaind sfla je pak uolx (-w) :luw"-w(x) clx g wt - Do rovaice

vetupuj{ pouze amplitudy velidin.
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To Je rovnice (12.16). Charakteristickéd rovnice (12.20) dd &ty¥i ko¥eny

MaTEB, Ane=tif, Mo po- et &
Soustava rovnic (12.21) mé FeSent
Co = 4 (Coahpix + coa ) - = (cooh
o = 7 (Coahpx +coabx), Gy * ,}_ﬁz(cco [Bx = ton fox),
4 ‘ . y (4)
Cq = @ ( dvh A + AnfBx) ¢ = s (AvmhBx - sm %)

Rovnice (12.19) pro N = 4 vede k v¥sledku (12.22) ve tvaru

Co c, ~¢,/E7 - ¢, €7 ]
(e, Co ¢4l EJ -¢2[Ed
L] - . “ (5)
- 5%Ede, -pYETC Co Cs :
_"' (“)L* EJ C1 - /Aijcl (SL*C:B CG ]

A
Partikulédrni integrél {7-} dostaneme integraci rovnic (1) pro w = 0,
p = konst ve tvaru

e 3

X bX*/24 E]
{2} - ] P3G ET
- px’-/?_ (6)
S L
Je-11 nosnik zatiZen pouze staticky, dosadime

v

U W +0 a dostaneme

1 -X -x*1EJ] -x3/6E]
0 1 x[EJ X* 2E7 (7
TU]d -
0 0 1 X
0 0 0 1
L A
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Pr{klad 32. Odvodime p#enosovou
matici pro rotujfci mezikruhovy
kotoud Yo €r € r; , ktery mé
konstantni tloustku h a rotu-
je s konstantni kruhovou frekven-
el W . Radidlni posuv je 4 .
Na vnit¥fnim i1 vnéj3im obvodu mi-
%e byt zatifen, av3ak pouze ro-
ta¥n& soumdrnym radidlnim napé-
tim.

Méme k dispozici rovnici rovno- Obr. 15

véhy (obr. 15)
AdGr 1 '
61:"7':(6":-(%)1(;)‘30:” =0 W

a Hookelv zdkon pro rovinnou napjatost (tenky kotoud)
W 4 du 1

Z té&chto rovnic vyloudime G} a dostaneme dvé rovnice

du U 1- ut
ar TMT Y —E‘&‘(’Tr ! (
3)
A6, a
drr E = (—/a) - wor.
Tyto rovnice zapiSeme maticové
d uL_ Mir (1) E U C _
dr.{gkjﬂ-[Elfz (A=) | | 6r * -~wer )

To je rovnice (12.16). Je zfejmé, %e matice [A] bude stejnd pro
rotujfci i nerotujfci kotoule. To znamend, Ze vliv rotace je zahrnut
pouze do partikuldrnfho ¥eSeni, kdeZto obecné Fesdeni odpovidd staticky
zat{ifenému kotou&i, Vyjde

Lu-te o g o

[U(")] = E _ Lt . (5)
Lrort () 1_17%h I;Té
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Partikulérni Fe3eni dostaneme integraci rovnic (3) 8 nulovymi poda--
teénimi podminkami., Vyjde

( - we (r-r)t |
A ' E r o
{15 = 7 > . (6)
.y W i rirt
k~(r’-ra‘)—$— [(1ep)e 2 —-

Poznémka. Stavovy vektor sestavujeme zpravidla tak, aby soum&rné

umisténé prvky tvofily komplementdrnf dvojice. U nosnfku to Jsou dvo-
jice (W,T , (LF,H) . U rotujfctho kotou%e méme pouze jednu takovou
dvojici (u,Br). Soudin prvkd komplementérnich dvoJjic mé stejny fyzi-
kdlni rozmér. U nosniku je to ['NmJ . U kotoude je tato préce vztaZena

na Jednotku tlouétky kotoue a na jednotku délky obvodu. MA tedy roz-
mér [Nm 1_]

Prfklad 33. Najdeme kruhové frekvence volného ohybového kmiténf osa-
zovaného prutu podle obr. 13. Do matice LU(X)] odvozené v piikladu
31, rovnice (5), dosadfme X - {¢ , J =3J; , tedy té% A= i, t =

= 1, 2, 3. Dostaneme tak t¥i pFenosové matice [ Uizl , [Uo3]l a [Us] .

Partikulérni Fedeni {%\L} odpadaj{, nebot P =0 (nosnfk nenf zatf-
%en). Dostaneme rovnice

{ia}=[u?_1]{ii}, {is’l’tuszltizk. {2} = [Uwsdi Tl (1)

z nichZ plyne

{23 = [Uss Il U JLUn 1 {5} . (2)
Tuto rovnici rozepiSeme. Po vyndsobeni p¥enosovych matic dostaneme
(Wy | [ Ut Uap Uay ws | [ Wy ‘
Y s Up  Upp  wpy Ups ) Yt }
) My ) U ya Uyp Uyy Uy$ My (3)
| Te] | uex Ugy W5y wss || T

ProtoZe Jsou oba konce volné, bude M=0, T, =0, M, =0, Ty =
Z rovnice (3) tak zbude
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’W‘f N I Mm Mog(}, T
Py Uy “an
£ > = - f “/1 (4)
‘ “oe Uat {‘4’1
§ 0 | B U 5o Usp |

Posledni dva $#4dky rovnice (4) daji homogennf soustavu rovnic, které
mé netrividln{i ¥eden{ Jjen tehdy, Je-1li determinant soustavy nulovy

UG 2 Usa
Vyhledéme proto koreny rovnice
D(U.)z) = ‘ugol u5ﬂ = /U-so( uyﬂ =0 (6)

a dostaneme hledané frekvence. Zpravidla postupujeme tak, #%e p¥enosové
matice v rovnici (2) nésobime numericky pro zvolenou hodnotu w?* a
sledujeme prib&h funkce D (w?) .

P¥iklad 34. Vypodteme deformace a namé- F
hén{ spojitého nosniku podle obr. 16. 1 l 2 3
Pod plisobiltém sfly F je umistdna pru- . 1

%2ina s konstantou tuhosti K . Ostatni A é K A A

podpory Jjsou nepoddajné.

Nosnfk rczd&lime na t#i &dsti a
zavedeme stavové vektory

Obr. 16
Lzl {2,y {23) (&) a {24
Indexy L resp. P zna¥f laevou resp. pravou stranu p#fsludného

Fezu rozdélujiciho nosnik. Pro kaZdou &ést nosniku vypo¥teme pi¥eno-
sovou matici, takZe budeme mit

{ Z;} = [ U1] 121} )
{2y =1u,1{z}, (1)

{2} = Tus1{zd}
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Chybfi nédm vztahy mezi levostrannymi a pravostrannymi vektory v ¥ezech
2 a 3. Tyto Fezy oddélujf prvni a druhou resp. druhou a tifetf ¥dst
nosniku. V Fezu 2 vzroste skokem posouvajici sila o hodnotu kmh-F'

Tomu odpovidd bodové4 matice

1 o o o0 o
o 1 o o0 ©
(Bl,= {0 o 1 o o
k © o 1 -F
o o o o 1]

Z¥ejm& pak bude platit, Ze

{2} - [ 8,14z} .

(2)

(3)

0 fezu 3 vime pouze, Ze Je tam nulovy prihyb, kde%to posouvajfci sila
se méni skokem o nezndémou hodnotu. Abychom tuto nesnéz obe3li, "vypdj-
&fme” si podminku nulového prihybu na konei 4. P¥enosovou matici [ U]

rozepideme
[ Uy ALyg WUy Uy AUy
U1, U Uqa u'z'-f s
(Us} = Uz Uzr  Ugs Uy Uy

<
S
(=Y
(=
~

ProtoZe t¥et{ ¥dst nosniku nenese vn&j81 zatiZenf, Jsou prvky
4, nulové. Z podminky nulového prihybu W, = O dostaneme

?
yw; « UaYs + U M3+ Wy T3 = 0

a odtud

Uy U U,

? - 2 _
Ts Wy Uy s Uty My -

Splné&nt této podminky zajistime uZitim bodové matice

(4)

WUy a%

(5)

(6)



1 0 o) 0 o
0 1l 0 0 0
8,1=1] o 0 1 0 o | - N
. L -uf,/a;,, - Uty  -Unlty 0 0 |
| 0 0 0 0 1 |
Potom zajisté bude ’ 7
{27y - IB1{z} - | (8)
Z rovnic (1), (13) a (18) dostaneme
{243 = TUITB1TU, 1181 (1 {=) . - (9)
Tuto rovnici zapiSeme zkrédcend jako
A
f2,3=[02{z}- | (10)

A .
Prvky matice LUT oznadtme indexy ot , &% | .., YA Proto%e

Wy =0, My =0, mifeme prvni a ti#et{ sloupec matice [ U] vynechat.
Bude

(0 ) -U-c(.ﬂ, Ugd  Uag }
Yy Upp  WUps  Upe »
¢ |
J0 b= U s U {111} ‘ (11)
Ty wsp  wes  se |
1] 0 0 1

Tato rovnice obsahuje &tyfi neznémé. Zdénlivé méme k dispozici &tyri
nezévislé rovnice. Ve skutelnosti jsme vdak uZ podminku w, = O po-
uzili, tak%e prvni Pédek ze soustavy (1ll) nemiZeme potiFebovat (Jje 1li-
neédrng zévisly na ostatnich PFd4dcich). Mf{sto toho v3sk méme k dispozi-
ci podminku W, = 0. Vypodteme proto jedté&

{Zs"} 2 [Uz..\[gz“-_UJ{%}‘ (12)

Prvky matice LU;]JI1B.]TU;] oznadfme indexy aa , ab , ..., de .
Uvedenou podminku dostaneme anulovénim prvniho #4dku (12)

Uap Uy + Uga Ty + Uge = 0. (13)

o B o



K tomu pFistoupi rozepsany tietf ¥édek (11)

ReSenfm (13) a (14) zfskdme Y, , Ty a tim 1 viechny ostatni ve-
1i¥iny, které néds mohou zajimat.

P¥{klad 35. Kmiténfi prutu z pffkladu 33 budeme Fedit znovu uzitim

fyzikélnf diskretizace. Budeme pFredpokléddat, %e v bodech 1 a¥ 4 budou,
N

soustfeddny osam&lé hmoty

m‘l‘; _lz_@vgq'c‘l )
m7_=-4§_-§)(51ﬁ1+ gz‘cz);

ms = j?@(sz(z"'ssls)l ot
my = 7@ %l
1 2 3 4 a %e tyto hmoty budou spojeny

nehmotnymi pruZfnymi pruty s ohy-

bovymi tuhostmi EJ1 az EJy

V rovnicich (1) znadf ¢ hus-

totu, S; provez, ¢¢ délku

piislusné ¥4sti prutu ( ¢ = 1,

Obr. 17 2, 3). Tento diskrétni néhradni
model zachycuje obr. 17.

Pouzijeme prenosové matice (7) z p¥fkladu (31), nebot bezhmotovy
nosnik se bude prohybat stejnd jsko staticky. Dosadime postupn® X =
= £, 7 =3 ,pek X = ¢ , J = I, akonetnd X = ¢ ,
J = J; a dostaneme [ Uyl, [Us] a [Uyz] . Tyto matice budou
&tvrtého #édu, nebol p¥i volném kmiténf odpadd partikulérni integrdl.
Pak budou platit rovnice

{25} = Uyl {271,
{%;} = [Usz]{hplj'
L) - [U%]{Zf}-

Setrva¥né sfly o amplitudéch w*We m; zavedeme uzitim bodovych matic.
0 tyto sfly se skokem zmén{ posouvajici sily. Takfe (pro { =1, 2,
sy 4)

9

(2)
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1 (0] 0 0]
0 1 0 0
[B;]1~= o o X o (3)
- miw®™ 0 Y 1 ]
Vyslednd rovnice, kterd odpovidéd vztehu (2) v prikladu (33) je
{20 = 18,10 UyalTB31[Ux I B3 Uy, 0BT £ 25} - (4)

Dal3{ postup Je stejny jako v p¥fkladu 33. Rozdfl Jje v tom, %e nyn{
méme soustavu pouze se Etyfmi stupni volnosti. DvE nejnizZs{ vlastni
frekvence jsou nulové (odpovidaji rovmnom&rnému pohybu prutu jako tu-
hého celku). Zbyvaji tedy Jjen dvE nenulové vlastni frekvence. V p¥i-
kladu 33 Jsme Jjich m&li spoletnd nekone¥né mnoZstvi. Podet vypo&tenych
frekvenci{ bychom mohli snadno zvy&it, kdybychom prut rozdélili na men-
81 d{ly. Vghodou ¥eSeni v tomto p¥fkladu je, %e charakteristickd rov-
nice mé tvar polynomu v prom&nné W% , tak%e se Jeji ko¥eny hledajf
snéze a rychleji. V p#ikladu 33 byla charakteristické rovnice trans-
cendentni. Predstavovala sice exaktni ¥eSen{ pro nekone&nd mnoho
vlastnich frekvenci, ale prakticky vypolet velmi vysoky¥ch vlastnich
frekvenc{ nemé smysl. Jednak proto, %e p#i nich uZ neplatf dostaten&
pFesné Bernoulliho teorie, Jjednak pro numerické selhdni vlivem za-
okrouhlovacich chyb. Bernoulliho teorii bychom mohli nahradit n&jakou
pFresng J8{ teorif. Druhdé potiZ Je proto mmohem zévaZn&jsi. O pi#i&indch
numerického selhéni metody pifenosovych matic pojednéme v pFist{ kapi-
tole.

P¥{klad 36. Kmitdénf prutu z p¥ikladu 33 budeme FeSit metodou koned-
nych prvkd. Prut rozd&lime na t#i prizmatické &dsti (elementy) a za-
vedeme osm zobecnénych soufadnic podle obr. 18.

1 3 2 7
| ) | |
2 b 6 8
- = = t = | E———
Nipamn ~ AN
= l 1 st (2 l; )
Tw




Prdhyb W v rozsahu (0 < x ¢ {4 vyjddiime ve tvaru analogickém
k rovniei (12.3)

L]

Wixe) = ) qelt) g (x), (1)
kde

B; () = Goc + QyiX + Gy X* 4 Ggy x> (2)

Koeficienty do: a% dz; vybereme tak, aby platily podminky obdobné
k rovniei (12.2)

$l0) =1, ¢, (0) <0, @3(0) = 0, G, l0) < 0,
¢, (o) = 0, @ (0) =1, &, (0) = 0, B0 -0,
Gle) =0 G ()-0 Fs (tr)= 1) Fult) -0,
ENORE &' () =0, & le)-=0, 8. (6)- 1.

Ozna&fme-11 § = X/{y , dostaneme
| B, (x)=1-38+2¢%,
Sy 1) - b€ -2€*+ €%,
@J(X) - 3§2_ 9 §3' (3)
g, 00 = 4 (-t €)
Rovnici (1) zapiSeme maticovs »
wixt) = [61{gY (4)
kde |

T—‘P] ’I@1 @2 @3 @uJ {0}3=[C}1 9. Gs "’Zulr-

Potencidlni energie prvniho elementu Je rovna deforma&ni energii

1 b Sl T



kde

4
[K:1 = EY J ['17[3"] adx . (6)

0

Cérkemi oznadujeme .derivace podle X . Vy&fslenim tohoto vztahu
dostaneme matici tuhosti

1 6l 12 6,
£ 60 Lot - 64 27
I R 7B R T (7
661 ?.sz - 661 L'e['L

e -

-

(g -

Kinetickd energie prvniho elementu o pri¥ezu ~$ vyJjde

3 S‘h'“ LT ,
To=7¢ ‘)“‘” dx =714} [M1{4}, (8)
kde
4
[MJ=§°51JL<P]T[@de. (9)
Vy Jde
[ 156 2¢ 54 - 134
051ty 24 yet 3¢ - 3¢}

[ = |
M) o wgp | M e 156 -998 | (10)

- —3¢r  -122¢ 14" |

A% dosud jsme poditali s Jedinym elementem. Obdobn& vypo&teme i matice
tuhostl a hmotnosti zbyvajicich dvou elementt. UvdZime-~1li, %e napi¥.
zobecnéné posuvy G3 , Gy Jsou spoleéné pro prvni a druhy element,
a %e v tomto ¥ezu Jsou pro oba elementy spoledéné i wvnit¥nfi statické
U&inky, dojdeme k zévéru, %e stalf matice Jednotlivych elementd nadi-
tat (superponovat) do spole&ného pole 8x8. Ozna&ime-li prvky matice

[¥,] symbolem ki93 a obdobn& i ostatni prvky, bude celkovéd (glo-
b4lni) matice tuhosti
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k4o } U) ! | kW |l<(1) <;i“:————l—~__r“— ]
—— - _-“_,m".__H-_;;p_-J___L_”_
l i
I BN
(1)—'_—:4) ' s o T
LA IR L BN
k,m I k(«) b | W@ NN
R ) | C ks’ | bou N (1
Y [ | :
N | (7 (2) ( l (3,
N “’M): k cl _: e ‘413;) | 'ws)
me N e e e — ———ee e j— — — ]
N ! W | G G
: RN w1 L e f kzs){ ko
TR R
_j AN by | ks | ks’ kg
A ——— e~ ] ———— ——— e it
! | ~ | v
| : : N lL (3) Ic kz): kq(s): kS (3)

kde

a = ks k«m ol = kagu + |411(3)

) )

b = ka4 ky?, e = ki b kP
u ( {
= 'L'-(If )+ kZJ_ t), j" = llq(:) ¢ Ing 3)‘

Nevypln#né mista v matici (11) jsou nuly. Matice je pésovd. ProtoZe
prut neni podep¥en, mi%e se pohybovat jednak posouvdnim, Jjednak rota-
ci jako absolutnd tuhy celek. To znamend, Ze

[k1{gp} = {0}, [klige} = {0} (12)
kde
{gp} = [1, 3, .21
{gv) lo, 1,2 ..., 777
Prvnt ze vatah (12) znamend, Ze soudet prvki v kafdém Fidku matice

musi byt nulovy. Podobn& druhé podminka ${kd, %e pro L =1 a% 8
plati vztah

!

(1]

Mgy b Lkt Bkt -+ F kg - vo,

Techto vztahd lze vyuZit ke kontrole sprévnosti sestaveni matice [k].



Stejnou matici tuhosti (11) bychom dostali, kdybychom nejprve
sefetll potencidlni{ energii v3ech tf{ elementd

V= Vie Vot v, : ‘ (13)
a pak vypoletli prvky matice (11) ze vztahu (10.4), totiZ
A
:ZJL___ (14)
®@£3qj
pI’O 1;1 3‘ = 1’ 2’ ®s 0y 80'

Obdobn& sestavime i matici hmotnosti LM1 ., Pripomenme, Ze tato
matice nezahrnuje rotadni setrvanost prifezl, piestoZe poditédme
s vdhlovymi deformacemi. Kinetickou energii (8) Jsme toti% politali jen
pomoc! rychlosti posuvd 2w /0t a nikoli pomoef dhlovych rychlostf
DYw(0oxDt . Vypodet bychom mohli enadno zobecnit.

Vysledkem je pak rovnice typu (12.14). Buzenf je nulové, takZe

IM1{4} + [k1{qg] - {0} (15)
Pro volné kmity
{gwr) - {u} ™, (16)
Dosazenfm (16) do (15) vyjde problém vlastnfch hodnot
(lk3-LIMI){u) = {0} (17)

kdy% oznalime A = . Vlastnf kruhové frekvence . = ﬁ dostaneme
YeSenim rovnice

| k1 -40M1| = 0. (18)

Je to algebraické rovnice osmého stupné.

ProtoZe vektory L@PH , {qy} Jsou linedrn¥ nezévislé, nemiZe
byt hodnost matice [K ] v&t3f ne% 6. Skute¥n¥, matice [K] Je sin-
gulérni. Porovnéme-1li rovnice (12) a (19) vidime, Ze dvé vlastnf hod-
noty vyJjdou nulové a %e Jim pFfsludné vlastni vektory Jsou prévé {q,,}
a {l{}r} . Dostaneme tedy jen #est nenulovych vlastnich hodnot. Proto-
%2e volbou tvaru prdhybovky (1) jJsme omezili deforma&ni volnost prutu,
dosteneme timto vypodtem vidy pondkud v&tSi hodnoty vlastnich frekvenct
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neZ podle exaktniho vypoétu analytickymi metodami. Chyba bude u nej-
niZd1ich frekvenci malé u vysokjch miZe byt velkd, Chceme-1i i tyto
vysoké frekvence dostat pFesné&ji, musime prut rozd&lit na v&t3{ podet
kone&nych elementd nebo zvysit pFesnost aproximace (1). Mohli bychom
tfeba zvolit jako dal3f zobecnéné souradnice k¥ivosti (tedy druhé
derivace) v uzlovych bodech a pouZit mfsto (2) polynom pédtého stupné.
Vjhodng j81 je vSak volba v&tifho po¥tu elementd, nebot cely vyposet
pak probfhéd podle stejného algoritmu. Oprava programu Jje piitom steJjné
snadnéd Jjako hra se stavebnici.

13. Pﬁéiﬁf‘smnﬁnf METODY PRENOSOVEICH MATIC

V p¥ikladu 31 Jsme odvodili pFenosovou maticli pro prizmaticky
nosnik (5)., do ni# vstupovaly funkce (4) s parametrem (3 ~podle (3). x)
Dostali jsme tak matici LU (X;8(w"))] . Ze zkuSenosti vime, %e metoda
pFfenosovych matic selhévd, chceme-1i podfitat vlastn{ frekvence p¥f11i3
vysokych $4d3. Abychom mohli posoudit pFf&inu takového selhéni, vy-
pod&teme hodnotu ‘

[0y - LULL; N, . (13.1)

Pouzi jeme pFitom vzorcd platnych pro velké argumenty X

Coahx = dimhx = €72 »1 - (13.2)
a dostaneme.
" 4 L N
A pE ArET
1 . T
~ g™ > EJ PE7 (13.3)
[U] = Ty ﬁl‘ ﬁ 1 Ty
. [
‘ ‘/_)53 _(3‘)..~ /5 1

X) Punkee (4) jsou znémé Krylovovy funkee.
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S pekvapenim zjiZfujeme, Ze tato matice je singuldrni a mé hodnost 1.
V3echny subdeterminanty #é4du druhého, tFetfho nebo &tvrtého Jsou rovny
nule. To Jje tedy pFfi{&ina, pro& metoda p¥enosovych matic selhdvéd pi#i
vypo¥tu vysokych vlastnich frekvenci. Obdobné p¥i&ina znemoinuje apli-
kacl pfenosovych matic na pfiliS dlouhé nosniky na pruZném podkladu
nebo na pP{lid dlouhé rotafné soumdrné skoiepiny.

Jind pfi&ina selhéni metody p¥enosovych matic tkvi v povaze rov-
nice (12.29). Bude-1i za sebou Fazeno N &lend, bude

{z g} = CUN]IUN-,] LUy (13.4')

Predpoklddejme, %e vdechny &leny budou stejné a rowvny LUJ] . Potom
{ 2wl = IUI”{ZJ; : (13.5)

Pro velkd N se vSak mocnina LUIY prenosové matice L[UJ] stévé

S8patn& podmininou. Abychom to ukézali, vyredime nejprve problém vlast-
nich hodnot

[UI{x} = Alx} - | (13.6)
Anulovénim determinantu této soustavy . |
| Ul -ATT1] =0 (13.7)
dostaneme vlastni hodnoty. Budeme piedpoklédat, Ze matice [l)] Je
N -tého F4du a %e mé Jednoduchou strukturu s navzdjem riznymi vlast-
nimi hodnotami A4 a% A, , které sestavime do poradf
Ilsl > [ al> -=-> 1dnl . (13.8)
Vlastni vektory LX1y az {Xn) tvof{ moddln{ matici
TV] = D! --~‘~.y><n1 - (13.9)
a viastnf hodnoty diagondlni matici
LAY =Ta Ay A (13.10)

Pak platf{ rozklad

[ul =Tlviralovl™, 0 (13.11)

- 89 -



Odtud dostaneme umocnénim
[ul" = [vitad“ vy, (13.12)
kde
LA = TAN AN oan (13.13)

Kondidni ¥islo Je definovéno pomérem nejvétdi a nejmensi absolutni
vlastni hodnotyx)

. M (N
COr\ot([U]N) = tonct (I ATV "ﬁ;‘ . (13.14)
Pro N = Je cond ([U]N)ﬁw , nebot platf (13.8).
Nap#. matice
2 1
= (13.15
[ul [1 2] )
mé vlastni ¥fsla A, =3, A, = 1 a moddln{ matici
O (13.16)
V1= 7y | |
Proto (U] mé4 kondi¥nf &fslo 3, ale napf.
1 29525 29524
LUl - [ } (13.17)
29524 29525

mé kondi¥ni &1slo 59049. Vidime, Ze prvky matice (13.17) se 1i¥{ a%
cifrou na pétém mistd a Ze p¥i vypodtu determinantu mohou vzniknout
podstatné zaokrouhlovaci chyby, nebudeme-1li podftat alespon na Zest
platnych cifer.

x) Cim Je kondiéni{ &fslo vétd31, tim v&tS51 je nebezpedi zvelideni
zaokrouhlovacich chyb.



14, RICCATIHO TRANSFORWACE

Podst atou metody pFenosovych matic Je transformace poddtedniho
stavového vektoru {z,] v konedny vektor { Zn}

L |
2,1 = {zaer Y- (14.1)

Okra jové podminky méme predepsény na obou

koneich, takie pri jejich uplatnén{ musi- 2 1.
me poufit transformace (l4.1l) v obou smé- e
rech. Je=1l1l dany Petdzec prilis sloZity a 3

dlouhy, mi%e to vést k selhdéni metody A 1
vlivem p#*{1i¥ *dlouhé” transformaéni ces~ f ———
ty. Tuto nesnéz miZeme piekonat tim, Ze N
budeme hledat vztah mezi dvéma subvektory

tého% stavového vektoru. To Je vyznadeno i i+1
na obr. 19. Transformace 1, 2 se zkréti obr. 19

na 3. Pivodn{ transformaci napideme pomo-

ci submatic
{ Ciu } [u:; [ ] ¢,
————— = | e .2
£i41 Ups | Uga | | §¢ (4.2

Subvektory &, , @;,4 oObsahujf velidiny, které jsou na levém okraji
nulové, Takového sefazeni prvkd lze vZdy docilit vhodnym p#eskupenim
¥4dkd a sloupch pFenosové matice. Novd transformace bude mit tvar

{e;) = [SiIkY. (14.3)

Soustavu (14.2) rozepiieme a dosadime (14.3). Vyjde
{ e} = (TUSILSY 4 [Uefp]){’}c’} ) (14.4)
fhon = (DU + TUS DLRY - (14.5)

Z rovnice (14.5) vypo&teme {&c} a dosadfme do (14.4). Pro v&tsi
pfehlednost vynechéme zévorky, které vyznaduji matice a vektory.
Dostaneme

v AN L -
QH,,‘—(U;,L it U;(S)( Une S¢ * U{sbﬂ:) -f«m : (14.6)
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Porovnénim tohoto vztahu s definicf (14.3) doJjdeme k rekurentnim
vzorci

Soun Ui S+ USg NUpn Se+ Ugg) ™ (14.7)

Znéme-1i matici S¢ , miZeme odtud vypoditat §¢f1. Proto¥e €4 =0,
f1+ 0, Je §, =0 (nulové matice). Mi%eme tedy vypodftat §, ,
§3 » eees Sy - Pro poslednf stavovy vektor bude platit vzteh

QNH’-& SNH '_FNH . . (14.8)

Nyni uplatnfme okrajové podminky z pravého konce a vypo¥teme tak ne-
znémé stavové veli¥iny. Jde~li o p¥ipady vlastnfho kmiténi resp.
vzpéru, dostaneme pro neznémé stavové velldiny homogenni soustavu
rovnic. M4-1i mit netrividlnf FeZeni, musi mit nulovy determinant.
To Jje charakteristickd rovnice, z niZ% vypodteme vlastni kruhovou
frekvencl resp. kritické zatiZeni.

Ostatni velidiny vypoditéme nyni{ ve zp&tném chodu pomoci vzorcid

fi= Todend (14.9)

kde podle (14.5)

1 i \-1
T - (U(Sot S¢ *Uaa) - (14.10)
Celéd procedura pripominé Gaussiv eliminadni proces FeSeni lineédrnich
soustav algebraickych rovnic (triangulaci a zpé&tny chod).

Riccatiho transformaci (14.3) lze zobecnit 1 na nehomogennif dlohy
typu (12.24), které zapifeme pomoci submatic takto

€+4] U;& U:& 2 G
RN S . ' . (14.11)
’S{MJ Upar Uhs f5 ht']

Misto (14.3) bude
e~ Side + Py (14.12)

Pewr = (Vo P 4 Gi) = Sin (U/iou?i + he), (14.13)
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fo s Tidem t Q4 (14.14)

Q, - -T; (Ufba P+ he). | (14.15)

Ostatni vzorce se nezméni. Vektor ?1 = 0,

Pi#{klad 37. Vypolteme vlastni kruhové frekvence ohybového kmiténi
volného prutu z obr. 13 (p#fklad 33). Na levém konci je ™M, = 0,

T, =0, takZe
e} -{Y) o G5y -{9) (1)

P¥enogovou matici (5) z pf'ikladu 31 tedy pieskupime tak, aby platilo
(14.2), tedy

- ] 1 8 3
M Co S Y o N S T
T Btc. Co '-MtEJey - BHED T
ﬁ—--> = _.....}_...__2_4-&__...1__._.@._E_£2’_ < -- l> .
L ~Ls | c W
, EJ €J | Co 1 (2)
b G '
P i L g T ®E | A “o LY

Pritom jsme dosadili X =¢¢ ( U =1, 2, 3). Se submaticemi z rovnice
(2) mizeme vypoditat matice [ S11 a% [ S,1, popt. [T4] az [T,J).
Na pravém konci bude platit rovnice (14.8) ve tvaru

Mq S11 S1a Wy
Te| | Su  Su Yy (3)
Levd strana Jje nulovy vektor (volny konec nosniku). Proto musi byt
S S22 - Su S = 0. ‘ (4)
To Je charekteristické rovnice pro W . Ke kajdému kotenu LO° = 0%
nalezneme vlastni vektor {‘Eq} = [Wﬁ”) qu“)]T a uzitim matic (14,10)

dostaneme v3echny deformadni veli¥iny. S nimi Jsou vézény i silové

velidiny podle (14.3). V3echny tyto velidiny miZeme ur&it aZ na
multiplika&n{ konstantu.
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Je~1i program pro Riccatiho transformaci vhodn& uspo#édén,pak
k vypo¥tu pot¥ebujeme Jen o mélo vie neZ polovinu paméti a vypodet
probihd témer dvakrét rychleji ne% pri bad%né metodd pPenosovyech matic.
Je zéroven mnohem spolehlive j8§i vzhledem k zaokrouhlovacim chybém.

Priklad 38. Jak se zmini vypol¥et z p¥ikladu 37, bude-li pravy konec
prutu kloubové podepifen? ' i

V tom pi¥ipads bude My =0, w, = 0, takie misto rovnice (3)

budeme mit _
0 NP3
= . (1
(o - [52]« ’
. Charskteristickd rovnice Je
Sn=0. (2)
1 2 3 Priklad 39. UZitim Riccatiho transfor-
6 mace vypoditéme vlastni frekvence ohy-
. J;/_ ’ bového kmiténf nosniku ulo¥eného podle
’ ~ obr. 20 (staticky neur&it&). ProtoZe na
L L levém konei je Wi =0, Y, =0, bude
<\ W _ [ My .
obr. 2 A {%} “ = {0l B¢

Uzitim pFenosové matice (5) z prikladu 31 vypodteme stavovy vektor
v Pezu tésné vlevo od podpory 2

[ ’E’_«,U {e}
1_LJ) | Uny : Um_] f1 ‘ ‘f(?)

Prenosové matice byla vvpo¥tena pro ¥ést 12 nosniku ( X = & ).
Protofe (&)} = {0} , vyJjde

(G- [ o

Rozepsénim a eliminacit vektoru —{’f«} dostaneme

tef} = (S 1{4) (4)
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kde
T6r) = [T, | (5)

Nyn{ pot¥ebujeme podobny vztah dostat 1 pro atavavy vektor v Fezu
t&sné vpravo od podpory 2. Oba stavové vektory se budou 1lisit akokovjm
ptiristkem posouvajic{ sily. Tuhou podporu nahradime pruZnou podporou
o tuhosti L , takie bude

-

W (1 -0 -0 o] [wH)]

P . ) L
‘uh$.° .1 ° <%>- - (6)

M; 0 0 1 ML

| 1L k o o 1 T

/ L 4 L J

Oznadime-1i submatici

o o0 | (
el =le o) | "
budeme moci rovnici (6) zapsat symbolicky Jjako
el I 071 et
e O Eors Tt [ it | (8)
{h} [*’T J{h}
Rozep;sénihi’r; a ?ﬁprravou s pouzitim (4) dostaneme (po eliminaci { 42} )
fely ~[siI{fY, (9)

-=[ Sfj a ([ S5 702%] 4 [I]‘)“"{ S, 1. (10)

Nyni se vrétime k pfedstavé dbsolutné tuhé podpory limitnim piechodem
k - . Bude-11i

. Su . Sn
[¢57 - [S'L‘I Su_] , (11)

:‘ﬁvymia z rovnice (10) a (7)

P

VE . ~ Suket 01T s S
ST [gz] = Lim, [ 19.k " " =
! L-»oo S22 1 S Se2 ‘
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_ [ o 0] l: Si 812 ]
= _ S 1
| sn Sy Saq

Kone&n& pro %&st 2P-3 nosnfku dostaneme

€y B, Uowd ; @r .
fo] 7 [ Vs Upp | 1 45 (13
V této rovnici byla pienosové matice vypo&tena pro pole 2-3 nosniku, ’

tj. pro X2=¢. . To je rovnice typu (14.2), takZe matici mi¥eme vy-
po&itat podle (14.7)

091 =( T 10T T+ LU DU Upe IS 14 TUR D)™ o

0 0
Sy S12~ S S 0 J ’ (12)
S

Bude

{@3.5 = [gsl{‘j‘s} (15)

ProtoZe na volném konci je {¥3}-’{0}, musi byt nulovy determinant
matice [ S517', mé-1i existovat netrividlni $edeni. Charakteristickd
rovnice tedy je

I (TUpa 1S 14+ TUpp D1 = 0 (16)

Na tomto p¥ikladu jsme ukézali, Ze tuhou podporu je moZné zshrnout

do vypo&tu uZitim Riccatiho transformace jako limitni piipad pruZné
podpory, tedy jinak neZ p#i obvyklém zpisobu vypoltu metodou pienoso-
vych matic (srovnej s p¥fikladem 34).

Oba tyto zpisoby, Jjakymi respektujeme piechodové podminky v dané
soustavé, komplikujf sestaveni algoritmu. Postup sestaveni matice (7)
z p¥ikladu 34 nebo limity (12) z tohoto p¥ikladu lze v3ak shrnout pro
nejbéi?éjéi pPipady do tabulek. Vy¥pocet se tim usnadni a zrychlf /10/,
/11/.%

Poznédmka. Také p¥i obvyklém zplisobu uZiti pi#enosovych matic (Jjaky
jsme ukézali v pfikladu 34) by bylo moZné zahrnout vliv tuhé podpory
uvnit# spojitého nosniku uZitim bodové matice pro pruZnou podporu a

X) o Riccatiho transformaci je zminka pouze v publikaci /11/.
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predpokladem {om k->00 . Na rozdfl  od rovnice (12) z pifkladu 39
bychom vdak nedostali podminku nezévislou na hodnot& K . Charakte-
ristické rovnice pro nosnik z p¥ikladu 39 by m&la tvar

kflw?) 4 f2(wY = 0. oan

Pro Umk>x must byt {; (W) =0, nebot {2(w? lze zanedbat.
Kdybychom poéitali s celou rovnici (17) (tedy bez \pravy vypodetniho
programu), musili bychom zvolit tak velkou hodnotu k , aby &len
fzu,u") byl zanedbatelny, ale ne zase tak velkou, aby dodlo k p¥ehl~
ceni polita¥e. Postup vyloZeny v p¥ikladu 39 t&mto obti%im pi’*edchézi
avdak za cenu sloZitajifho algoritmu.

15. PRECHODOVE KMITY NELINEARNL SOUSTAVY

Neperiodické linedrni kmity lze ¥Fe¥it bud spektrdlnim rozkladem
do Fady vlastnich kmitd a pak uZitim Duhamelova integrélu (kap.10)
nebo piimou integraci rovnice

IM1{4}1-1B1{g)+Tklig} - {5} (15.1)
Nékd& se k této rovnici priddvd identita
EMI{4)-TMI{4Y - 1o} Cas.2)

Ob& tyto rovnice lze pak zapsat Jjako Jednu uZitim submatic. VyJjde
sougtava rovnic prvniho F4du, avdak s dvo jnédsobnym podtem neznémych

funkcef {Vﬁ _ {lﬂ‘r& ‘ ~
g (15.3)
Budeme mit
[AT{}+ 1B (V) = {0}, (15.4)
kde
(AT =[%§%*1 e L%".T‘H | (15.5)



Dosazenim (15.3) & (15.5) do (15.4) dostaneme rovnici, kteréd Jjo totoz-
né s rovnicemi (15.1) a (15.2). Uprava (15.4) pohybovjch rovnic byvé
vyhodnd, nejsou-li matice v rovnici: (15.1) diagonalizovatelné a méme-
-11 k dispozici program Fedici soustavu linedrnich diferencidlnich
rovnic.

Jde~1i o nelinedrni dlohy, nelze pouﬁit principu superpozice,
tedy ani Duhamelova integrélu. Je vdak vidy moZné pouZit numer ické
integrace rovnic (15.1) nebo (15.4). Nelinearita se zde projevuje tim,
%e matice tuhosti resp. tlumeni nejsou konstantni. Nej&astsji zévisf .
matice tuhosti na zobeecn&nych posuvech {q,} . Disipaén:( &len ne-
byvé v praktickych dlohdch dominantni, takZe matici tlumeni lze Zasto
povaZovat za konstantn{ nebo dokonce za nulovou, ani¥ vzniknou pf-:tlié
velké chyby.

Nelinedrni soustavu diferencidlnfch rowvnic (15.1) budeme Pedit
inkrementdlni (pfirtistkovou) metodou. Budeme piedpokléddat, Ze béhem
,jednoho integraéntho kroku

L€ tsr € ttat, 0 <t = at

se étvercové matice v rovnici (15.1) nezméni, kdefto vektory ozna&ené
sloZenymi zévorkami vzrostou o prirlistky {AG},} {/Aq,} , {Aq,} a LAf}
TakZe

(m1{ag - [BJ{MLM[K]{MH {aty. (15.6)

Nechf nap#. jen matice tuhosti LK] z4visf na {6;} , kdeito LM]
a [B] Jsou konstantni. Pak za [k] miZfeme v daném intervalu do-
sadit bud poddtedni hodnotu [K({q(t)})] nebo presnsji primsrnou hodnotu

- Ted = L (LkigWyl+ Ik{g(t+ae)}1). (15.7)

V tomto druhém pFipads ziskéme hodnotu matice tuhosti v okamZfiku
t 4+ At iteracemi (opakovanym FeSenim a postupnym p¥ibli¥ovénim).

Abychom se vyhnulil zvelilovéni chyb derivacemi odhadnutych funkei,
budeme za zdkladn{ neznémou funkcl povaZovat prirtstek zrychlent {A4 }.
Zvolime né& jakou aproximaci iq, (T)} v daném integradnim kroku. Po¥dted-
ni hodnotu (pro T = 0) ozna¥ime

{w)} mo - | (15.8)



P¥i linedrni aproximaci budeme“mit“»

{4 = (o) + ¢ 848,

kde {ACM nezévisi na %ase T (obr. 21).

dostaneme

(@Y < (4T idqhs & T (agy,

(15.9)

Integraci rovnice (15.9)

(15.10)

bgo)) ~ {(/)oh’l:‘{c;o} +1fti{é£0} +—'€ % {M/H . (15.11)

o
q

k

Obr. 21

1

Pro ptirdstky za Zas T = At odtud dostaneme vztahy

(A= at{d)r Satiag ),

tagheatidd e gat 14,3+ ot (agh-

Z rovnice (15.13) vyjde

(86} = —rlag) - £ (G.-3 {50}

" To dosadime do (15.12). Vyjde

(863 - o7 184y =5 at {4} -3{Go} -

(15.12)

(15.13)

(15.14)

(15.15)



Nyni z rovnic (15.14) a (15.15) dosadime do (1‘5.6).

Dogtaneme po upravs
Tk 1{ag) ~ (af}, (15.16)

kde

[¥1 = LK]+ o [B]+ 25 (M, (15.17)

{nf} - {Af}+[M](£@'{c‘iq}*BM'QS)HB] (38 Y+ T at{g.}). (15.18)

Postupn® podftéme {AG) z rovnice (15.16), {24% 3z rovnice (15.15)
a {M'f,k z rovnice (15.14). Tyto p¥irdstky piiditéme k vektorim

{C” , UH a { .} - Tak dostaneme hodnoty t&chto neznémych funk-
ci pro Zas odetupnovany po krocfch At . Gasovy krok nemiZe byt pii-
115 velky, nemé-1li vzniknout vetsi nepi‘esnost nebo dokonce numerické
nestabilita. NemiZe byt ani p#11i8 maly, nemé-li byt vyipolet neimé&rné
nékladny. U nelinedrni soustavy Je volba integrad¥ntho kroku véci zku-
Senosti. U linedrni soustavy lze snadno ur&it mez numerické stability,
kterd miZe byt voditkem p¥i volbs vhodného integradntho kroku (viz
nap#. knihu /2/ Bathe, K.J. - Wilson, E.L., citovanou v seznamu lite-
ratury). Je pochopitelné, %e nepresnost numerického reSeni se zvétdu-
je s po¥tem integradnich krokd. To vsSak zpravidla nevadi, nebot u pie-
chodovych kmitd dochédzi k nejvéts3im vychylkém a naméhénim obyéedné
Jen krédtce po zaddtku ds je.

P¥iklad 40. Vypoditédme odezvu mechanické soustavy o jednom stupni
volnosti (obr. 22) na plsobeni sily s &asovym pribshem §(t) (obr. 23).
PruZina mé nelinedrn{ deformadni charakteristiku gw) podle obr. 24.
PFitom ¢ znamené vratnou silu pruZiny, W posuv hmoty M . Kon-~

stanta linedrntho wtlumu Je C . Déno: M = 100 kg, ¢ = 200 Nm Te,
ko = 5000 N m-1 (tuhost pruZiny pro Ig| < 6 N, obr. 24). Charak-

teristika pruz.tny odpovidéd idedlnimu pruZno-plastickému materidlu.
Zadén1 Je idealizovéno pro snazsfi vypodet a jeho kontrolu. Zvolime
At =0,1 s.
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Proto%e jde o soustavu s Jjednim stupn&m volnosti, Jsou matice
v rovnici (15.1) Jednoprvkové. Dosazenim danych hodnot do rovnic
(15.17) a (15.18) vyjde v Jjednotkdch SI

~r

k = k+ 66 ooo, (1)

Al = ot + 6GoOTL + 310 & (2)

Z rovnic (15.14) a% (15.16) vyjde

Ad=600A@-boa-3&, (3)
AU = 30AW- 3 4L - 0,05 4L, (4)
A = (af+ 600t +3104L) [ (k+ 6600C) - (5)

Za k dosazujeme v pruné oblasti k= ko =5 000 Nm™t, v plastické
oblasti k =o0.

Pfedpokldadédme, %e poléatedni vychylka a rychlost Jsou nulové.
Po integraci dostaneme prib&h vychylky v z4vislosti na dase vyzna&eny
plnou &arou na obr. 25. Plagtické deformace nastévaji pouze v interva-
luo0,3s< t < 0,6 8. Pro t < 0,38 Je g< 6N, pro t =0,6 8
vyjde AW < O (zalédtek odlahéovéni tedy névrat do elastické oblasti).
V¥sledkem plastickych deformaci Jje trvalé deformace pruZin. Abychom
posoudill jeji vliv, zopakujeme vypol&et JesSt& jednou pro &isté elas-
tické pruZiny ( ik = ko nezévisle na velikosti pisobfci sily).
VvJjde pribsh vyzna&eny na obr. 24 d&érkovang. €erchovand je vyznaden
staticky prihyb (pro elastické pruZiny a nehmotnou soustavu).
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Obr. 25
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ZAVER

Pfedpokladem Usp&3ného Fe3eni Uloh z dynamiky je volba vhodné
idealizovaného modelu skutedné mechanické soustavy a volba vypo&tové
metody, JjeZ ddvé pFijateln® pFesnd ¥eSeni ufitim vypoletnt techqiky,
kterou méme k dispozici. Zvolime~lli nevhodnou idealizaci, napi#. pova-
fujeme~1i nikterou poddajnou podporu za tuhou, zanedbdme-li nékteré
vazby s okolim, vile apod., pak ani pfesné matematické iFeSeni nemiZe
dét uspoko jivy vysledek.

Autor vychédzel ze gkuSenosti, %e nelze dobie aplikovat metodu,
které Spatn® rozumime. Proto vénoval tolik pozornosti zékladnim prin-
ciptim dynamiky, na nichZ spodivaji v3echny metody *eSenf. Podrobng
komentované resené pFiklady vyklad doplnily a asto i rozdf¥ily.

Snad se tak podafilo vytvorit zéklad, ktery dd4 pozornému &tendii sebe-
divéru k promydlent a FeSenf slofitych dloh z dynamiky, s nimi% se
v praxl setkd.

P¥ipojeny seznam literatury obsahuje n&které prameny, které po-
mohou &tendfi p¥i sestavovéni vypo&tovych programi (/1/, /2/, /9/ a%
/12/). Této otézce jsme v naSem seminé¥i nevidnovali pozornost, nebot
byla nedévno probfréna na jinfch seminé¥ich a kursech poirddangch
v rémeci CSVTS,
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