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RESUME Ce papier s'intéresse a la séquentialisation des sériemétles a coefficients dans le
semi-anneadR U {—oo}, max, +) qui représentent le comportement de réseaux de Petri tem-
porisés bornés. Des méthodes existent pour modéliserdeau de Petri temporisés saufs par
des automates (max,+). Les automates résultants sontygesgjours non déterministes et
les procédures de déterminisation existantes ne peuvertr&s rarement leur étre appliquées.
Ceci proscrit I'utilisation de certains résultats, notarant pour I'évaluation de performances
et la commande. Nous présentons un semi-algorithme poaniblites automates (max,+) dé-
terministes en se basant sur la sémantique des réseaux detdPeporisés. Les automates
obtenus peuvent étre infinis, mais nous proposons une @mditffisante pour assurer que le
semi-algorithme termine et conduise a un automate (maxgt@rdiniste fini. Lorsque le ré-
seau considéré ne peut étre séquentialisé (car la procéuitermine pas), nous proposons de
restreindre le comportement logique du réseau de sorte @rask séquentialisation.

ABSTRACTIN this paper we are interested in sequentialization of farpower series with co-
efficients in the semiringR U {—oco}, max, +) which represent the behavior of timed Petri
nets. Several approaches make it possible to derive namdigistic (max,+) automata mode-
ling safe timed Petri nets. Their nondeterminism is a sexidtawback since determinism is a
crucial property for numerous results on (max,+) automdtagarticular, for applications to
performance evaluation and control) and existing proceduor determinization succeed only
for restrictive classes of (max,+) automata. We present tanaa semi-algorithm for determi-
nization of behaviors based on the semantics of timed Pets. Mhe resulting deterministic
(max,+)-automata are often infinite, but a sufficient coioditis proposed to ensure that the
semi-algorithm terminates and leads to a finite state datastic (max,+)-automaton. Moreo-
ver, if the net cannot be sequentialized we propose a réistniof its logical behavior so that
the sufficient condition becomes satisfied for the resttiot.
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1. Introduction

Les réseaux de Petri temporisés introduits dans (Ramchai@a 3) sont devenus
un outil de référence dans la modélisation des systemesiments dans lesquels la
temporisation des événements est déterministe. Toutdfoispoint de vue mathéma-
tique, les modeles basés sur les automates (et leurs exiertemporisées) semblent
étre mieux adaptés pour le calcul des comportements (dérieelles) et pour des
applications a la commande supervisée. Les automates{)naest-a-dire les auto-
mates a multiplicités dans le semi-anneau idempd®nt {—oco}, max, +) ont été
étudiés dans (Gaubert, 1995; Gaubert, Mairesse, 1999)aadtamment été mon-
tré que le comportement d’'un réseau de Petri temporisé sautfgire décrit par un
automate (max,+) particulier, appelé automate de typellta&vere que les auto-
mates (max,+) ainsi dérivés sont typiquement non détesteimiexcepté dans les cas
simples sans concurrence tels que les graphes d’'état3.@efsmodéles ont été ex-
ploités notamment pour I'évaluation de performances (@euh995) et I'ordonnan-
cement (Houssin, 2011) de systémes. Leur utilisation ppagpommande supervisée
s’avéere délicate du fait que seuls les systemes décritsgsaautomates (max,+) déter-
ministes permettent I'obtention de contrdleurs ratioanabir (Komendat al., 2009 ;
Badouekt al, 2011), et les procédures de déterminisation échouentgsunodeéles.
Rappelons que seule une sous-classe des automates (nsxdédeeminisable (c’est-
a-dire, pouvant étre représenté par un automate (max,ejndiétiste équivalent), et
que les algorithmes établis jusqu’ici ne s’appliquent qiéa classes restrictives.

Nous considérons dans ce papier les réseaux de Petri ta@pdarnés (le mar-
quage de chaque place est borné par une constante). Nouspnspune procédure
qui associe a chacun de ces réseaux un automate (max,fhoésee. L'automate ré-
sultant est parfois infini du fait de la non-terminaison dpriacédure (ce constat était
prévisible notamment parce que tout automate (max,+) negieudéterminisé). La
procédure est basée sur un dépliage du graphe d’atteigé@alilréseau logique sous-
jacent en utilisant les vecteurs des horloges associéegansitions, ceci en accord
avec la sémantique des réseaux de Petri temporisés. Amiésx@pliqué la différence
entre la politique dite de la course et celle de la présaectious proposons une
condition suffisante qui assure la terminaison de la praeéde déterminisation ba-
sée sur une notion forte de vivacité des transitions. Fnefd, nous présentons une
technique basée sur la restriction du comportement logigngage du réseau de Pe-
tri) permettant de restreindre le langage du réseau (tgpigunt en limitant les choix
possibles graces aux places de conflit) de telle facon quéséau modifié puisse étre
séquentialisé.

Le papier est organisé comme suit. Dans la section suivdetedéfinitions et
résultats préliminaires sont brievement énoncés. Danedos 3, nous proposons
un semi-algorithme de déterminisation. Cette procéduvegat ne pas terminer, une
condition suffisante de terminaison est proposée dans tenset La section 5 est
dédiée a une technique qui permet d’'imposer la conditiofisamfte en restreignant
le comportement logique du réseaue( le support de la série formelle qui décrit le
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comportement du réseau). Une conclusion est proposée aaestion 6, ainsi que
des extensions et applications futures de notre approche.

2. Préliminaires

Les concepts et résultats sur les dioides, les automates {inet les réseaux de
Petri utilisés par la suite sont brievement rappelés daites section. Le lecteur est in-
vité a consulter les références (Baccetlal, 1992), (Gaubert, 1995) et (David, Alla,
2010) pour disposer de plus de détails.

DEFINITION 1 (dioide). —Un dioideest unsemi-annea(D, ¢, ®) dans lequel I'ad-
dition @ est idempotente. L'addition (resp., la multiplicatier) a un élément nut
(resp., identité).

Un exemple classique de dioide est I'ensenible{ —oo} doté du maximum pour
loi additive et de I'addition conventionnelle comme muitgation, notéR,,.,, avec
e = —oo ete =0.

L'ensemble des matricesxn a coefficients dank,,,.x doté de I'addition et de la mul-
tiplication matricielles définies de fagon usuelle est égant un dioide, notR]x .
L'élément nul (neutre pour I'addition) est la matrice, reig et exclusivement com-
posée de (= —oco). La matrice identité (neutre pour la multiplication) estiatrice,
notéel,, composée de (= 0) sur la diagonale et de (= —oco) partout ailleurs.
Pour nombre réet, on noteat = max{a,0} eta~ = —min{a, 0}. Etant donné un
vecteurg € R1X" et un scalairel € R,,.x, on notec + d la somme (usuelle) point a

max

pointdecetded = (d,d, ..., d).

Si A est un ensemblealphabej fini, le monoide libre sui est défini par I'en-
sembleA* des mots finis composés de lettres appartenahtldn motw € A* peut
étre écrit comme une séquenge= aias...ap OUay, as, ..., ap € A etpestun
entier naturel. Une relation d’ordre, notg&e peut étre définie : pour,w € A*, on a
v 2w s'il existeu, v’ € A* tel quew = uvu’. On appelle alors unsous motew.
Enfin, pour un mob € A*, la longueur de est notée v |.

Un automate dont les transitions sont pondérées (a maltgsd) dans le semi-
annealR,,,, est appelé automate (max,+).

DEFINITION 2 (automate (max,+)). —Un automate (max,+)G est un 4-uplet
(Q,A,a,p)0U:
— @ et A sont des ensembles finis respectivement d’'états et d'éed@item

-a€ Rﬁ'}?' est tel quex, # € Si¢ est un état initial ;

- AY > RIZX1 est un morphisme, spécifié par les matrigea) €

Rlﬁﬂf ‘Q‘, a € A et larelation suivante pour toute chalne=a; ... a, :

p(w) = plar . ..an) = plar) . .. plan).
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Un coefficienfu(a)]q,q # € signifie qu'a partir de I'étatg, une transition vers 'état
¢’ est possible si I'événemensurvient.

Cette définition est Iégérement différente de celle donaés Gaubert, 1995) car
on ne distingue pas les états finaux (tous les états sontdérésifinaux comme pour
les modeles de type tas (Gaubert, Mairesse, 1999)). Amkinigage sous-jacent des
automates (max,+)sera toujours préfixe clos.

EXeEMPLE 3. — La figure 1 est un exemple de représentation graphiqueigdssa
un automate (max,+) :

— les noeuds correspondent aux éfads(Q ;

— une fléche existe d’'un étatc @ vers un état’ s'il existe un événementc A
tel quefu(a)lqy # € : l'arc est labellisé pan/[u(a)]qq €t représente la transition
d'états quand I'événemeante produit. La valeur dg:(a)],, estinterprétée comme la
durée associée a I'’événemar(ta savoir, le temps d’activation avant que I'événement
a puisse se produire);

— une fleche sans état de départ distingue un état initiad, aitls associé est un
délaiinitial.

Dans cet exemple, on@ = {q1,¢2, 93,1}, A = {a,b},a= (0 - 0 0),

et
2 - 2 :
o 2 2
pla)={ 1 1 |0 =
3 0

//—1\

\_/

b/2 0 T

a/2 b/2 a/1

@ @ a/3,b/0
\/

0 T a/2 0

Figure 1. Un automate (max,+)

1. Supports des séries de puissance formelle reconnues.
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Afin de décrire I'évolution dynamique d’un automate (maxle yecteur: (w) €

RLIC! avecw € A*, est défini par :

r(w) = ap(w) . )

Un élémenfzq (w)], estinterprété comme la date a laquelle I'étast atteint & I'issue
de la séquence partant d’'un état initial (avec pour convention dug (w)], = € Si
I'état ¢ n'est pas atteignable a partir d'un état initial a traversdguencew). Les
éléments de:; sont deglateurs généralisésn a :

za(wa) = zg(w)u(a) aveczg(e) = . Finalement, le dateur généraliggé(w) =
®q(z)q(w) définit comme la somme (maximum) des composantesdest connu
comme la sortie ou comportement de& En effet,ys est souvent représenté sous
forme d’une série formelle sous jacenye: = @, ¢ 4- ya (w)w.

DEFINITION 4 (Réseau de Petri). —Un réseau de Petrig est un 4-uplet
(P, T,F, M), ouP estun ensemble fini de placés,est un ensemble fini de tran-
sitions,F C (P x T) U (T x P) est une relation entre les places et les transitions,
M, : P — N définit le marquage initial des places.

Le marquage évolue selon les régles suivantes :

1. La transitiona estsensibiliségpour un marquage@/ (propriété notée\/ =)
s'il existe au moins un jeton dans chacune de ses placesékenf 2 signifie que
la transitiona n’'est pas sensibilisée pof.

2. Une transitioru sensibilisée peut étre franchie/tirée. Le tirdgansformel/
en M’ en 6tant un jeton dans chacune de ses places d’entrée etutangjon jeton
dans chacune de ses places de sortie (transformatioredgarit notatiod/ — M).

Un motw = ajas...a, € T* correspond a ungéquence de franchissemeattant
d’'un marquagé\/, s'il existe une séquence de marquadésiis . .. M, telle que la
transitiona; est sensibilisée pouv/;_; et que son franchissement transforiig_;
en M;, soit la notatiomVfy 3 My %3 ... M;_; % M,. LelangageL(G) d’un réseau
de Petrig est égale a 'ensemble des séquences de franchissement* possibles
depuis le marquage initial/,.

Un réseau de Petri est diauf(resp.,m-borné si pour tous les marquages acces-
sibles, chaque place contient au plus un jeton (resp., @npietons).

Le graphe d’atteignabilité d’un réseau de Petri b@fmst 'automatdReach(G) =
(M, My, T, t.), ouM est'ensemble des marquages atteignables (fini de pardthyp
theése de bornitude)//y € M est le marquage initial, 'ensemble des événements est
I'ensemble des transitions (typiqguement labellisées paisgmboles alphabétiques en
bijection avecT) et la fonction partielle de transitian : M x T — M définie pour
M,M' € M, t € T part,(M,t) = M’ ssiM - M’. LautomateReach(G) est
déterministe puisque chaque transition a un label diftéren

Pour une transitiom € 7T, ®*a (resp.,a®) représente I'ensemble de ses places
d’entrée (resp., de sortie). Le réseau de Petri esiraphe d'étatsi ces ensembles
sont des singletons pour toutes les transitions. De fagaledpour une placg € P,
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*p (resp.,p®) représente I'ensemble des transitions en amont (respvghdep. Le
réseau de Petri est @raphe d’événements ces ensembles sont des singletons pour
toutes les places du réseau. On considére les réseaux tefetrisés pour lesquels
des durées finies de franchissement sont associées autdrens

DEFINITION 5 (Réseau de Petri temporisé). -Jn réseau de Petri temporisé est
un uplet(G, 7), ouT = (74)qc7 €St UN Vecteur représentant les temps associés aux
transitions,r, est interprété comme le temps minimal devant s’écouleedimistant

ou la transitiona est sensibilisée et I'instant ou elle peut étre franchie.

On appelegraphe d’événements tempori@ET) un réseau de Petri temporisé
dont le réseau logique est un graphe d’événements. Plagigpothéses sur le fonc-
tionnement des réseaux de Petri temporisés sont faitea paité :

— un jeton du marquage initial est supposé étre arrivé dansskau de Petri a
l'instant O;

— si une place a plusieurs transitions de sortie (ce qui estitmation potentielle
de conflif), il est nécessaire, pour chaque jeton dans cette placegaded quelle
transition doit étre tirée. lls existent deux politiquesiparbitrer les conflits. Nous
préférons dans ce papier politique de course qui est baséssstonsidérations tem-
porelles: la transition dont le franchissement peut seuyarede plus tot est tirée (une
définition plus précise de la sémantique est donnée danstlarssuivante).

— quand une transition est franchie, elle I'est dés que plessie qui correspond
a une vitesse maximale (au plus t6t) de fonctionnement.

Un réseau de Petri est représenté par un graphe orienté bgmame par exemple
sur la figure 2. Les deux types de nceuds sont les placesRiatdes transitions
dansT, lesquelles sont habituellement représentées par régraent des cercles
et des barres. Un élément deest représenté par un arc orienté d’'une place vers
une transition ou d’une transition vers une place. Le magquans une placg est
représenté pal/(q) jetons dans la place.

3. Procédure de séquentialisation pour les réseaux de Petemporisés

Nous proposons dans cette section un semi-algorithme pamhéa détermini-
sation des comportements des réseaux de Petri temporisésbRappelons que la
déterminisation est importante pour aborder les probléflaeemmande des systémes
temporisés qu’ils soient modélisés par des automates fhay,par des réseaux de
Petri temporisés dont le comportement est régi par desdérimelles. En effet, seuls
les systémes dont les séries sont non ambigués permeéxisténce de contrdleurs
rationnels (Komendat al, 2009 ; Badouekt al, 2011). Notre approche consiste a
chercher des conditions assurant I'existence d'un au®ifmax,+) ayant le méme
comportement (la méme série formelle (max,+)) que le rédedetri. La sémantique
considérée pour les réseaux temporisés bornés est celitapplitique de la course

La sémantique des réseaux de Petri temporisés peut étreedgfitermes de sys-
temes de transitions temporisés (STT) ou les transitiopsréties alternent avec le
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passage du temps, lesquels constituent un modéle sénmadégéférence pour une
large classe de systémes temporisés, notamment les rée®aetri temporels et les
automates temporisés. Cette sémantique est basée suiolia diétat étendu, lequel
comprend I'état discret (c'est-a-dire, le marquage duaés$egique sous-jacent) et un
vecteur avec les valeurs des horloges associées auxitvassit

L'horloge associée a la transitiere 7 est notée:; et elle mesure le temp écoulé
depuis sa derniére remise a zéro. L'état étendu est alasseté par la pairgV/, ©)
composée du marquagé € M et du vecteur des horlog€s= (c¢;):c7. L'état initial
est donné pafM, 0), ot est un vecteur composé de zéros.

Rappelons qu’une transitigne 7 est dite sensibilisée par un marquddgce qui
est notée pah %) sivp € *t : M (p) > 1. Lensemble des transitions sensibilisées
par un marquag@/ estnotéEn(M) ={te T : M —t>}.

L'ensemble des horloges remises a zéro a l'issue du fresaisnt d’'une tran-
sition sont celles correspondant aux transitions qui saotvellement sensibilisées
Etant donné un marquage courddt € M qui sensibilise la transitioh € 7 et

M % M’, une transition est nouvellement sensibilisée par le nagg/’ si elle
est sensibilisée pail’ alors qu’elle ne I'était pas par le marquage intermédiair@-
d., le marquagé/’ auquel ont été retirés les jetons des places situées en ayantt
contribué au franchissement de la transition, ceci sangegjtes jetons dans les places
situées en aval. Formellement, le marquage intermédisirééini par :

wy ) M(p) sit & p®,
M (p) = { M(p) —1 sinon,i.e.,t € p°®.
La transitiont’ € T est nouvellement sensibilisée par le marquade qui résulte

du franchissement de la transition précédeMe% M’, ce gue nous notons par
t' € NewEn(M,T, M), si M’ L et soitt’ = 7 ou bienM”’ 7.

Afin de simplifier la présentation, nous introduisons la tiotasuivante : pour un
sous-ensemble des transitighs- 7 et un vecteur de valeurs d’horlog@s- (c¢;)ier,
Reset(c, S) s'interpréte comme de nouvelles valeurs d’horloges, ogdesposantes
correspondant aux transitions Sesont remises & et les autres composantes restent
intactes, soit :

C¢ S|t€5

Il'y a deux types de transitions dans les STT, cf. (Lietal, 2012) : les transitions
discrétes et les transitions temporelles correspondamtisment a I'écoulement du
temps.

Dans le cas particulier des réseaux temporisés, ou aucune bopérieure pour
I'intervalle de durée de franchissement n’est spécifié,vetecfonctionnement est a
vitesse maximale (les transitions sont franchies dés lgg'alont sensibilisées), les
transitions continues et discrétes sont définies comme suit
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On considére que le temps ne peut plus s’écouler si uneticansensibilisée peut
étre franchie instantanémenti/, ¢) 5 (M',é+ d) pourd € Rt siVt € En(M)
etV0 < d’ < d:c¢ + d < 7. Ceci correspond bien a la politique de la course pour
la résolution des conflits quand il y a plusieurs transitiserssibilisées dans le réseau.
Au lieu de condition d’écoulement du temps avec des délaisdéberministes, nous
avons dans le cas des réseaux temporisés, un écoulementghitie=n déterminé qui
peut donc étre exactement calculé. Notamment, la transibatinue de STT est :

(M, &) % (M,¢+d)

avecd = minge pp(ar) Ta — Car C€ QUi S'interpréte comme le temps qui peut s’écouler
jusqu’au franchissement de la premiére transition sdis@bipar le marquage courant
M, puisque la valeur de son horlogg atteint la valeur de temporisation de la
transition. La transition dont I'horloge a atteint en premia valeur de temporisation
est donc retenue pour le franchissement tandis que lesdrdresitions sensibilisées
peuvent attendre. Dans le cas particulier de conflit entrsi@lirs transitions en aval
d'une place suffisamment marquée : il y a plusieurs tramstigui « gagnent » la
course {.e., et on considére alors tous les franchissements possibles.

Dans le cadre des STT, les transitions discrétes, choisienielles qui sont
sensibilisées comme décrit ci-dessus, sont définies par :
(M, &) % (M',d) si:

— il existe une transitiod/ % M’ dans le réseau logique ;

— Cq = Ta;

— ¢ = Reset(¢, NewEn(M',t, M)).

L'élément intéressant dans le cas des réseaux temporis§setes transitions
discrétes et continues peuvent étre combinées sous la flirme transition discréte
avec une multiplicité qui correspond a I'’écoulement du temptre deux transitions
discrétes consécutives, ce qui coincide exactement awgerantique des automates

(max,+) en termes de STT. Depuis un état, on peut combinawdlément du temps
avec la transition discréte suivante au sein d’'une uniqaresition a multiplicité.

Plus précisément, on définit directemént, @) % (M’,é+d) = (M’,¢) avec
d = minge gp(ar) (Ta — Ca) €1

¢ = Reset(Z+ d, NewEn(M',t, M)) 2
comme une transition d’automate (max,+)
a/d 1
(M,¢) = (M', ).

La durée d'un événemeatdans I'automate (max,+) déterministe obtenu est appe-
Iée, par la suite, la durée observée, ou séquentialisee Ltftat initial de 'automate
(max,+) est My, 6). On appelle la serie formelle (max,+) obtenu comme le compor
tement de cet automate la série formelle du régskau
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Illustrons cette approche a I'aide d’'un exemple.

EXEMPLE 6. — Prenons I'exemple simple du producteur-consommatetéiisé
par le GET de la figure 2. L'automate (max,+) déterministeespondant est repré-
senté sur la figure 3.

NN

T

Figure 2. Réseau de Petri temporigé

b/3
Figure 3. Automate (max,+) déterminigtecorrespondant &
O

La procédure de déterminisation de=st basée sur un dépliage du graphe de mar-
quages du réseau logique sous-jacent et en utilisant léswrsa’horloges associées
aux transitions, ceci en accord avec la sémantique deawédedetri temporisés.

Procédure de déterminisation du comportement d’'un réseau de Petpdagss
bornéG = (P, T, My, F, 7).

1. Construire le graphe de marquagegidaotéreach(G) = (M, A, My, t).

2. Construire 'automate (max,+) correspondant, @ié= (Qq, 4, go,q, da) :
Initialisation : A = T, qo = (Mo, (0,...,0)), Qa = {(Mo,(0,...,0)},
ProcédureRécursive  (Mp, (0,...,0)).

ProcédureRécursive (M, ¢)

Pour toutz € T tel queM = M’ :

Calculer d’apres I'Equation (2) les nouvelles valeurs dibgesc’ pour la transition
(M, &) % (M, J) .

S'il existe (M, ) € Qq tel queM = M’ eté = ¢

posons alors

5d((M’ 5')7 a, (M7 é)) = (Ta - Ca)Jr

Sinon
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"Créer un nouvel état),; := Qq U (M’ 8) et posons
5d((M’ 5)7 a, (M/’ C_;)) = (Ta - Ca)+
ProcédureRécursive (M, )

Fin Pour tout

Fin ProcédureRécursive

Soulignons que, d’apres la sémantique opérationnelle éssaux de Petri tem-
porisés, deux états étendus égaux (c.-a-d., avec les méargsages et les mémes
valeurs d’horloges) doivent étre bisimilaires. Autremeittleurs comportements fu-
turs coincident, car il est bien connu que, pour les autosr@@x,+) déterministes,
la bisimilarité coincide avec I'égalité des séries foreellDe tels états peuvent étre
fusionnés et un nouvel état n'est pas créé s'il existe déjatar(M,c) € Qg avec
M=Meté=¢.

Par contre, il se peut qu’il existe deux (ou plusieurs) égsadus ayant les mémes
comportements futurs (donnant lieu aux mémes séries fag)emais avec des va-
leurs d’horloges différentes. Autrement dit, 'automateagk,+) déterministe que I'on
obtient n’est pas minimal. Ceci ne constitue pas un probléragur dans le cas ou
I'automate est fini (ce qui est toujours le cas pour un résaas sonflit), car il existe
des algorithmes de minimisation des automate (max,+) miétéstes calculables en
temps polynomial (cf. (Mohri, 1997)). Pour les réseaux alexplaces de conflits (un
graphe d’état suffit pour voir ce probleme!), il arrive typament que la Procédure 3
ne se termine pas, car il y a un nombre infini d’états étendsgjdé le vecteur des
horloges, calculé a I'aide de I'équation (2) peut étre noméo

REMARQUE 7. — Nous avons montré comment obtenir un automate (maxgaitay
la méme série formelle (max,+) qu’un réseau de Petri terapam considérant la po-
litique de la course lors de résolution de conflits. Une aublgique de résolution des
conflits entre les transitions sensibilisées par un marmgeatcelle dite dprésélec-
tion. Dans ce cas, toutes les séquences de tirs possibles dhtrdpaiue logique sont
considérées (méme si certaines d’entre-elles contradisesire compatible avec les
temporisations du réseau). Autrement dit, la politiquemsg@lection consiste a consi-
dérer toutes les séquences de franchissement du graphegleages, ce quirevienta
chercher les temporisations des transitions dans le g@g@hearquages compatibles
avec le comportement concurrent du réseau temporisé.nsgieque les automates
(max,+) construits pour la politique de la présélectionlengnt les automates propo-
sés dans la section précédente pour la politique de la course

La politique de la présélection permet donc de considéreralasse plus large
de comportements. Elle peut donner du sens a des modéle®guauraient pas en
utilisant la politique de la course. Rappelons que la med#ébn des réseaux de Pe-
tri temporisés saufs par des automates (max,+) (Gaubeitesse, 1999 ; Lahayet
al., s. d.) considére systématiquement la politique de la feésdén. Pour cette poli-
tique, il faut ajuster les régles de transitions discrétesatinues des STT : si I'on
choisit de tirer une transition qui ne gagnerait pas la aguakors la valeur d’horloge



Séquentialisation des réseaux de Petri temporisés 149

de la transition suivante, celle qui devait étre tirée, dépasa temporisation. Dans
ce cas, la transition sera instantanée (car les duréesrdédisées ne peuvent pas
étre négatives), mais il y aurait une perte d’informatiotitgirloge des transitions
nouvellement sensibilisées était remise a zéro : a cesdexldevront étre associées
des valeurs positives correspondant a la différence esdredleurs d’horloges et les
temporisations. O

4. Condition suffisante pour la séquentialisation

Bien souvent il n’existe pas un automate (max,+) fini détarsté ayant le méme
comportement qu’un réseau de Petri temporisé borné downé sken convaincre, il
suffit de considérer un réseau de Petri temporisé sauf deit@fig Il est clair que seule
transitionc peut etre tiré, cab n’est gagne jamais la course avedntuitivement, le
fait que certains réseaux de Petri temporisés bornés negntiisas étre séquentialisés
vient de la nécessité de disposer d’'une mémoire infinie pécrirg leurs comporte-
ments sous la forme d’'un automate (max,+) déterministes piécisément, il existe
une transition sensibilisée qui ne peut ne pas étre tiréearsupériode de temps non
bornée du fait que d’autres transitions sensibiliséesqtyigment des séquence cor-
respondant a des circuits du graphe de marquages) sorst the de permettre la
séquentialisation de tels systémes, il faudrait un nomtifieiide compteurs (sous
forme de nouveaux états) pour calculer la durée de cetteg®non bornée pendant
laguelle la transition n’est pas tirée. En termes de ved#harloges, c’est ce type de
situation qui se traduit par une augmentation non borné#dddge de la transition
"oubliée", ce qui fait que la procédure de déterminisatiememmine pas faute d’avoir
un nombre infini de valeurs d’horloges différentes attelides

O
i e

a3 == b/2 = ¢/1

NPRWASS
(_/g _/, .......

Figure 4. Réseau de Petri pour lequel la procédure ne termaee

Ceci arrive quand on peut attribuer la ressource (jeton} dae place de conflit
indéfiniment (pendant une période de temps non bornée)sentegour un sous en-
semble de transitions situées en aval de cette place, alerkes autres transitions en
aval ne sont plus tirées. Dans ce cas, nous devons mémeriganps de séjour des
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jetons pour les autres branches afin de pouvoir détermingurée observée d'une
transition une fois choisie pour étre franchie.

Une facon de pallier ce probléme est de restreindre le campent logique du
réseau en arbitrant tous les conflits de fagcon a ce que chaétpiedtre deux franchis-
sements consécutifs de chaque transition soit fini. Foemalht, nous voudrions qu'il
existe une borne sur la longueur maximale des sous mots uomteenne pas une
transition donnée. Une telle condition formulée ci-desssera alors suffisante pour
que le comportement d’'un réseau de Petri temporisé borssgéire séquentialisé,
i.e.,qu’il existe un automate (max,+) fini déterministe avec lema&omportement.

Nous soulignons ici que pour les réseaux de Petri tempaaisgtsdes temporisa-
tions rationnelles (qui peuvent étre transformées en nesmbaturels de fagon stan-
dard), et donc si les horloges de toutes les transitionstsmmges, alors I'espace des
horloges est fini.

DEFINITION 8 (Vivacité forte). — SoitG un réseau de Petri temporisé borné, les
transitions deG sont dites fortement vivantes §it € 7, Yw € L(G), Vv =X w,
ANeN:(Jv|>N = tevw)).

La vivacité forte signifie qu'il existe pour chaque trargitiune borne sur la lon-
gueur de sous mots du langagtelle que siv est plus long que cette borne, alars
contient la transition.

PROPOSITION9. — SoitG un réseau de Petri temporisé qui satisfait la vivacité forte
Son comportement est alors séquentialisaiée, il existe un automate (max,+) dé-
terministe fini ayant la méme série formelle.

PREUVE 10. — Supposons que le langage du réseau de Petri soit rati@onstrui-
sons l'automate (max,+) déterministe décrit dans la prode déterminisation. Il
est facile de voir que la vivacité forte implique qu’un nomfini des états étendus suf-
fit pour décrire le comportement temporel du réseau. Commiehaporisations des
transitions sont rationnelles,d., des entiers en changeant I'échelle), le seul cas ou le
nombre d’états étendus est infini, est qu'il existe une lyaridont les valeurs ne sont
pas bornées. Une horloge peut seulement croitre au-detautieliorne si cette hor-
loge n'est pas périodiquement remise a zéro (depuis uniceetaps, elle n'est plus
remise a zéro). D'aprés la sémantique du réseau, ceci arfiadransition n’est pas
nouvellement sensibilisée. Mais la vivacité forte impéogue, quelque soit le com-
portement logique (qui seul décide des transitions noenetht sensibilisée), toute
transition est franchie (et donc nouvellement sensikdliaéant son franchissement)
de facon périodique. |

Ce résultat admet comme conséquence intéressante que p@rdement de tout
graphe d’événements temporisé est séquentiel.

COROLLAIRE 11. — Pour tout graphe d’événements tempoigséorné, il existe un
automate (max,+) déterministe fini ayant la méme série fdengeieg.
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PREUVE 12. — Ce résultat découle de la propriété, bien connue, dgshgs d’'évé-

nements temporisés (GET), notamment que ceux-ci admédtgours un régime pé-

riodique aprés un régime transitoire (Baccellal,, 1992), autrement dit, dans un GET

vivant, toute transition est tirée périodiquement, ce gtiegigée par la vivacité forte.
|

Notons que n’importe quel graphe d’état sauf admet un aut(neax,+) détermi-
niste fini ayant la méme série formelle : comme il n'y a pas deooence effective
(le comportement des graphes d'états temporisés est potes@dguentiel), il suffit
d’ajouter au graphe de marquage les temporisations destioas, car les durées ob-
servées des transitions coincident avec leurs tempansaif. (Lahayet al, s. d.).

La vivacité d'un réseau est une condition standard impogafét partir de tout
marquage du réseau, toutes les transitions peuvent &es tie., pour tout)M ett, il

existe une séquence de tirs 7* telle quet peut étre tirée aprés: M = M’ L
est alors évident que la vivacité forte implique la vivaeitgrs que I'inverse n’est pas
vrai en général.

Une question naturelle est de savoir si la condition de vigdorte peut étre vé-
rifiée, car la définition impose I'existence d’'une borne diff a établir. Néanmoins,
nous avons la proposition suivante.

PrROPOSITION13. —La vivacité forte d’'un réseau de Petri temporisé bo¢ghéqui-
vaut a ce que chaque circuit de son graphe de marquages ootdiges les transitions
du réseau.

PREUVE 14. — La preuve est simple, car si tous les circuits contiahtuis les évé-
nements, alors, pour tout mot du langage du réseau et poguelsaus mot suffisam-
ment long, on devra trouver toutes les transitions. Inveesd, s'il existe un circuit
qui ne contient pas une transition, il est clair qu’en tingmétitivement les transitions
correspondant a ce circuit de graphe de marquages, il téeaipas la borne fini&y
exigée par la vivacité forte. |

La condition de vivacité forte équivaut donc a une condisitsacturelle restrictive.
Si cette derniére n’est pas satisfaite, nous allons modénes la section suivante com-
ment imposer la vivacité forte en restreignant le langagesdeau. Nous rappelons
que les circuits du graphe de marquages correspondeneexaat aux T-semiflots :
les séquence de transitions qui raménent le réseau au mémeagea et qui sont des
solutionsS € N7 de I'équationi?.S = 0, ol W est la matrice d’incidence déter-
minée par la relation d’incidendé. Nous obtenons comme solutions des vecteurs de
naturelsS, dont les composantes correspondent au nombre d’occesegcchaque
transition dans le circuit. A partir de ce vecteur il est aidébtenir la séquence elle-
méme (en faisant le produit synchrone du langage qui cenaisbnsidérer tous les
ordres d’occurrences avec le langage du réseau entiel)n@st cependant pas né-
cessaire, car il suffit que les solutiofssoient toutes telles que chaque composante
est strictement positive.
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5. Séquentialisation des réseaux temporisés en restreigrtdeurs langages

Comme il n’est souvent pas possible de trouver un automaig, ffdéterministe
fini ayant le méme comportement qu’'un réseau de Petri tesgarne question natu-
relle est de savoir si I'on peut modifier le comportement dieadl afin que le réseau
modifié puisse étre séquentialisé.

Le probleme se pose quand une compétition se produit pouregseurce (place
de conflit) et que le jeton est monopolisé par une transiidnée en aval, durant un
temps infini (empéchant ainsi les autres transitions en étitign d’étre considérées).

Une idée naturelle consiste a restreindre le comporterogigue du systeme (le
langage du réseau) afin d’'empécher de considérer seulemesaiug ensemble des
transitions, situées en aval d'une place de conflit. Une sglproche permet de satis-
faire la condition suffisante de déterminisation.

Cette approche, qui évite de ne considérer qu’une partieatléha, semble raison-
nable d’'un point de vue pratique et permet le calcul du ptodiwiangage du réseau
par un automate décrivant la restriction choisie.

Il est possible pour chaque conflit de rattacher une bornaguehtransition, située
en aval, qui spécifie le nombre maximal d’attributions consiges de la ressource
pour la transition considérée. Ainsi, nous allons empétdwervaleurs d’horloges de
croitre indéfiniment, ce qui ne permettait pas de séquéesdidé réseau. Par exemple,
pour le conflit entre les transitionset b du réseau, nous pouvons imposer au maxi-
mum 3 tirs consécutifs de la transitianet 2 tirs consécutifs de la transitidn cf.
figure 5.

\

J

b o b
—(1) (s (

O
Figure 5. Automate restreignant le langage® b)*

Nous adaptons la procédure de déterminisation pour leaugsiont le compor-
tement n’est pas séquentialisable de la maniéere suivanidiea de considérer le
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graphe de marquage original, nous considérons la graphexdpuage modifié avec
tous les conflits partiellement arbitrés. Nous I'obtenanfagsant le produit synchrone
du graphe de marquage original avec les automates commesgela figure 5 (il est
a noter que dans le cas de conflit entre trois ou plus transitidaut utiliser plusieurs
automates pour ces conflits). Puis on continue de la méme fage dans la Procé-
dure : on déplie le graphe de marquage et fusionne des é&tsrarquage et valeurs
d’horloges égaux. Ceci conduit & des larges automategdtabilité, mais on obtient
un automate (max,+) déterministe fini, ce qui est importanirgles applications au
contrdle comme nous I'avons indiqué. Pour réduire la cori@®n peut appliquer la
commande décentralisée des automates (max,+) que nousréee@mment étudiée.

Finalement, mentionnons un point important concernantdagriure de détermi-
nisation. Il s'avére que I'automate (max,+) déterministiide la procédure n’est pas
assuré d’étre minimal au regard de la bisimilarité des aatema multiplicité (rap-
pelons que pour les automates (max,+) déterministes Imbiation coincide avec
I'égalité des séries formelles). Autrement dit, le faitwdia un nombre d’états infini
ne signifie pas que le comportement du réseau de Petri tes@gane puisse pas étre
séquentialisé. L'avantage de la condition suffisante slarigage est qu’elle permet
d’'étre toujours imposée en restreignant le comportemegidl@ du réseau.

Notre objectif futur vise a minimiser les automates (maxléferministes issus de
la procédure de déterminisation en utilisant des relatidéguivalence sur les valeurs
d’horloges préservant la bisimulation. Notons qu'il estjtmrs possible de minimiser
les automates (max,+) déterministes en utilisant I'athone de (Mohri, 1997).

6. Conclusion

Nous avons étudié la séquentialisation du comportementdeaux de Petri tem-
porisés bornés. Il est connu que les séries formelles (Makégarivant les compor-
tement des réseaux de Petri temporisés ne peuvent pasroéjoel séquentialisées,
aussi seulement un semi-algorithme basé sur la sémantigépégoaoposeé et il peut ne
pas terminer. Une condition suffisante de terminaison baséke langage du réseau
logigue correspondant a été présentée. Une techniquetdetiess du comportement
logique pour que le réseau satisfasse cette condition aktrégnt proposée.

Dans une publication a venir, nous allons proposer un nalgetithme de déter-
minisation pour les automates (max,+) tout en généralisantonditions suffisantes
connues. Une autre direction possible consiste a appliguaéterminisation proposée
dans ce papier au contrdle supervisé des réseaux de Pqidrieés bornés.
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