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Publikace obsahuje vyklad nejdile%itdjafch poznatkd z maticové
algebry, vybranych se z¥etelem k rdznym technickym aplikacim, zv145té
k vypo&tim mechanickych soustav tuhych a pruzZnjch t&lea. Predpoklédajf
se pouze zékladni znalosti z matemat iky, nap¥. znalost vlastnosti
algebraickych rovnic (znalost rozkladu na kofenové Zinitele), pojem
determinantu, zékladnf poznatky o derivaci a integraci, fesenf linedr-
nich diferencidlnich rovnic.

Kromé zékladnich operacf & maticemi (sluZovéni, nédsobeni, inverze)
se probirajf i teorie vlastnich hodnot a vlastnich vektord, teorie po-
dobnych matic, otézky Fedeni soustav linedrnich algebraickych rovniec,
numerické stabilita, maticové polynomy a obecné funkce, maticové metody
FeSeni soustav linedrnich diferencidlnich rovnic atd. Do textu jsou za-
hrnuty i nékteré specidlnf teorie a.metody, které dokresluji 3{¥i moi-
nych aplikaci maticové algebry, nap*. problém laddni mechanickych sou-
stav, lineérn{ regrese, teorie nezdpornych matic.

Maticovy polet se nynf{ aplikuje v nejrdzn¥j¥ich vddnich oborech,
kam pronikaj{ ¥fslicové po&itade (0od mechaniky pres ekonomii a systémo-
vé inZenyrstvi aZ po biologii). Znalost maticové algebry se stévé ne-

zbytnym pfedpokladem pro jakoukoli 'Uspdsnou technickou, v&deckou a rLat-
ci préci.

Publikace je ur&ena technickym a inZenyrskym pracovnikim predevdim
ve strojnim oboru, kte#f dosud nemdli p¥iflefitost seznémit se s matico-
vou algebrou. Vyklad je proto dopln&n mnoha ndzornymi p¥fklady, z nichZ
ndkteré se Fedf, u jinych je uveden névod k Fedenf, a kde Jje to moiné,
i kontrolnf vysledky.



OBSAH

PFedmluva

1.
2.
3.

4.

8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

Matice a jJejJf definice

Lineérni transformace

Vzdjemné nésobeni matic

0 ridznfch druzich matic

Hodnost matice

Rozd&lené matice

Viastnf{ hodnoty a vlastni vektory

Geometricky vyznam vlastnich hodnot a vlastnich vektord
Podobné matice

V&ta Cayleyho-Hamiltonova

Numerickéd stabilita

Ladén{ mechanickych eonstav

V§¥poZet extrémni vlastnf hodnoty

Furkce matice

HeSenf diferencidlnich rovnic

O Feditelnosti soustav algebraickych linedrnich rowvnic
O linedrni regresi

Nezédporné matice

Pifklady

Literatura

11
15
20
27
29
32

44
49
54
60
63
69
74
83

89

102

125



Predmluva

GVTS - Dim techniky Praha uspofédal v letech 1973 a 1974 trojd{lny
semindt* Maticové metody v pevnostnich vypodtech. Velky zéjem o tento
semind? a stejnojmenné bublikace, které 'tehdy GVPS - Dim techniky
Praha vydal, sv&d&f o trvajfci pot¥ebd daldftho vzd&lévénl technickych
a inZenyrskych pracovnikd v maticovych metodéch vypo&td. To zFejm& sou-
vis{ s rozvojem podftadd a s jejich zavéd¥nim do zévodl, Ustavd i do
skol.

Ja znémo, Ze maticovéd symbolika umozﬁuje velmi prehledné a usporné
zorganizovénf numerickych vypodtd k nejrizngjdim dlellim. Maticové ope-
race Jsou dnes pevnou sou&ést 1 programového vybaveni dokonce 1 malych
stolnich poditadi a v omezeném,rozsahu‘i nejnové j3ich typd programova-
telnych minikalkulédtord. Znalost maticové algebry se proto stévé ne-
zbytnym pPedpokladem k Uspd3nému zvlddnuti novych vypoletnich metod,
bez nich% si nelze dalsf technicky a hospodé¥sky pokrok vibec piedsta-
vit.

GVTS - Dim techniky Praha se proto rozhodl vyhovdt zéjmu tech-
nick é vefejnosti a uspotrédat novy semind® vénovany maticovym metodém.
Budeme v ndm podrobnji probfrat zékladni poznatky maticové algebry.
Vzhledem k omezenému rozsshu doprovodime vyklad jen nejnutnédj3imi pri-
klady. Budou v3ak pellivd vybrény, aby byly co nejndézorngj3i a ukazova-
ly rizné moZnosti pouZit{ maticové algebry. P¥fklady jsou pfipojeny na
konci textu. Z¥4sti jde o netedené pifiklady s ndvodem nebo s kontrolni-
mi vysledky, 2z&4sti jde o piffklady FeXené. Poskytuji p¥fleiitost k opa-
kovdni 14tky a k ziskénf zkulenosti pfi praktickych vypo&tech. Ulohy
Jsou zadény tak, aby se pri numerickém Fe¥enf vysta&ilo s rudnim podi-
ténim. Kdo v¥ak miZe k vypodtdm pouZit malou kalkuladkn, zna¥ns si tim
préci usnadni.

PondvadZ jde pouze o Gvod do teorie matic a jejtho u%itf, vyneché-
me ndkteré vdty a ddkazy, které nepovaZujeme pro zalddtednfka za dileZi-
té. Tyto mezery si &tené® snadno doplni studiem odborné literatury,
bude~1i mit zdjem. N&3 vyklad bude spi¥e induktivni, s cilem vzbudit
zéjem a pozornost ¥astnikd., Tato publikace nemife nahradit monografii
o teorii matic a ani se o to nesnaZi. Poskytne viak ka¥dému d&astniko-
vi semindfe, bude-1i mft opravdovou snahu, solidnf zéklady pro praktic-
kou ¥innost i pro dalsf vzdslévéni.

Cyril Hoschl



1. MATICE A JEJI DEFINICE

V literatute najdeme ridzné definice matice, ale mélokteréd poskytu-
je o matici n3jakou alespoh trochu jasnou predstavu. Cteme-1i napfifkled,
%e je to usporédanéd soustava kone¥ného poltu redlnych nebo komplexnich
¥{sel sestavenych do pravoithlého schématu - m¥¢fZe, nebudeme mit z tako-
vé definice prf1i3 velky uZitek. A prece je tekovd definice - navzdory
své ndpadné jednoduchosti - v podstatd sprévnéd a dplné. Pokud v3ek ne-
fekneme, co si méme s takovou matici po&it a k ¥emu slouif, potud nade
definice nenf k niemu. Jakmile v3sk vime nejen co matice je, ale také
k %emu slouff a jak se 8 ni pracuje, roz3I¥{ se néhle nés obzor. Mate-
matika nédm pojednou nabidne o pouhé "obdélnfkovd usporfédané soustavé
1sel” tolik zajfmavych a uZitednych vdt a poudek, %e k jejich osvojeni
budeme muset vynaloZit nemalé silf.

Za¥neme v3ak s nejjednoduss3imi p¥iklady. V tabulce 1 Je uveden
vykaz po¥tu pracovnikd (mu%d - M, %en - Z) ve t¥ech provozech Pl, P2,
P3 n3jakého zédvodu ke dni 31. prosince 1976 (tabulka A) a ke dni
31. prosince 1977 (tabulka B). Je z¥ejmé, Ze tyto tabulky lze povaZovat
za matice. ProtoZe obsahujf redlné &fsla, jsou to reélné matice. V&t3i-
nou se budeme zabjvat prévd takovymi maticemi a jen vyjime&nd uvedeme
i matice, JjejichZ prvky Jjsou komplexni &isla.

Tabulka 1

PoZet muzd (M) a %en (Z) pracujicich v provozech Pl aZ P3

Tabulka A Tabulka B

31. 12. 1976 M % 31. 12. 1977 M A
Pl 127 13 Pl 120 27
P2 51 25 P2 67 22
P3 14 21 P3 16 23

Tabulku A miZeme zapsat bez vysvétlujici legendy takto:

A=TAd=[agl=|ay om | = | 52 25| . (1.1)
a3l Qi 14 21
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Prvn{ index v oznaenf @if prvku tabulky zna¥{ Fédek (tedy &islo
provozu), druhy index sloupec (jde tedy o muZe, Jje-1i g = 1, nebo
ovZeny, Je-11 3 . Podobn¥ miZeme prepsat do tvaru matice i ta-
bulku B.

Z tabulky 1 A nebo z matice A v rovnici (1.1) miZeme ziskat
rizné zajimavé \ddaje. Zajimé—li néds, kolik Je v U -tém provozu pracov-
nikd, sta¥f sedfst prvky v 4 ~tém pédku ( U = 1, 2, 3). Chceme-11i
v&dst, kolik muzd pracuje v celém zévod&, stadf seffst prvni eloupec
( ¢ =

Budeme-1i plénovat rist zdvodu tak, Z%e by m8l po&et pracovnikd

do 31. prosince 1978 rovnomdrnd vzrist nap¥. o 20 % (se zaokrouhlenim
dold), dostaneme pro plénovany stav maticil

. 144 32
2B = 80 26 . (1.2)
19 27

Bude tedy u¥elné, zavedeme-1li toto pravidlo o nédsobeni matice
konstantou:

matice se ndsobi konstantou, znédsobi-1li se v3echny jej{ prvky. ®/
Tedy

clA)l = clagl =1L caQ]‘ (1.3)

Chceme-1i vsd&t, kolik p¥ibylo muZd a Zen za rok 1977 v Jjednotlivych
provozech, sta%f ob% matice odedfst podle piedpisu

-7 14
B-A = [bg-ayl = |18 -3|= [cg)-Icl, (14
2 2

Odtud dostaneme pravidlo pro sludovéni matic:

matice se sludujf (se&ftajf nebo ode&itajf), slou¥i-li se viechny
stejnolehlé prvky. Slulovat lze jen matice stejného tvaru (se shodnym
po¥tem ¥4dk8 i sloupcd). Podle (1.4) Cyy = (yq- - Q.

X/ U determinantt se v3ak konstantou nésobf jedingy Fédek (nebo sloupec)
Teorie determinantd a teorie matic se v mnohém smsru 11i3{. Budeme

pfedpoklédat, Ze St enéf vi, Jek Je determinant definovén, a nebude-
me se teorif determinantd zabyvat. '
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Gtendte bude jistd zajfmat, je-1i také n3jek definovéno vz4jemné
nésobeni nebo d3leni matic. K tomu né¥ p¥fklad nepostaduje. Vrétime se
tedy k této otézce pozddji ve tiretf a &tvrté kapitole. DFive viak uké-
Yeme, jak lze uZitim matic stru¥nd zapsat celou soustavu lineérnich
rovnic. UkdZe se, Ze forma z4pisu mé pro nade dal3f dvahy zédsadnf dile-
Zitost. . :

2. LINEARNf TRANSFORMACE

Omezime se nyni na dvd reélné proménné X \5, . K dalsfm dvahdm
tak budeme moci vyuZit geometrické zndzorndni v roving, Pozd&ji své
dvahy zobecnime i na vgt3f pofet prom#nnych. Dvojici &fsel ( X , Y )
1lze znézornit v pravothlych p¥fmo¥arych souradnicich 0 , x , bodem

A (x Y ),_gehoz polohovy vektor (rédiusvektor, prdvedil) AL Je
dén spojnicf OA . SloZky tohoto vektoru jsou préve &fsla X Y
takZe plat{ vektorové rovnice

»

- — 7 -»
AL = 0A = XL fyg, (2.1)

- >
v niZ 4 , } Jsou jednotkové vektory. Sloiky
X, Y Jsou tedy skaldrnf{ veli¥iny (pouhd
g1sla). Tento pojem nesmime zamdrovat s vekto-
rovymi sloZkami xT ’ ?3’ s coZ Jjsou
ovsem vektory. P¥itom |if|- v . Xy,

—

Na obr. 2.1 je znézorndn vektor OA pro
X = ¥, =2, Y =Y%n = 3. Ptéme se, jakou
operaci mus{ podstoupit slozky X , Ya po~-
lohového vektoru, aby vy¥sledkem operace bylo
napf. oto¥enf vektoru o thel (5 do polohy

-~

¥ = 0B naobr. 2.1. Zrejm$ musf platit . Obr. 2.1

Xp = T
YA = T AL, (2.2)
kg = oo (+p) =7 (Corleon b - Alma, Ao (b)),

Yo = T A (xtA) = v (4w Coafs + C0dsk A/

- 1] =



VylouZime-1i z t&chto rowvnic v , oL , dostaneme soustavu linedr-
nich rovnic '

Ly = (e )xn +(-AWB)Yp)

e =(M%/5)MA+(©03(5)44H,. (2.3)

L

Tyto rovnice jsou p¥fkladem lineérnf operace na vektoru AI o0 slozkéch
Xps Ya - Vysledkem je vektor o slozkdch ¥p , g . Arthur CAYLEY
(1821 a% 1895) navrhl stru¥n&js{ zplisob zédpisu takové soustavy. Souli-
nitele soustavy, které ozna¥fme A s navrhl vy&lenit zv1&4st do
&tvercové matice

o e AL
[al =Tagl = [a; C&’:]’ [Lfé,f(b &w,f’] (2.4)

1

~>
a vektory WL , Tr’ zapsat ve tvaru sloupcovych matic

fw) = {él;]l o {v} - {-’;BB)S, (2.5)

Je tedy 42 ={%} , v = {v} . SloZenymi zévorkami budeme oznaZovat
Jednosloupcové matice @ budeme Jjim krédtce ¥fkat vektory, a¥koli obecn¥
nemus{ mit vyznam skutednych (fyzikélnich) vektord. Pripustime také,
aby m&ly libovolny, av3ak kone&ny podet prvkdi.

S pouzitim (2.4) a (2.5) 1lze soustavu rovnic (2.3) zapsat jako
Jedinou rovnici

{v) = TAd{w) (2.6)

nebo - vynechédme-1i zévorky, abychom zdpis zJjednodusili - také jen
takto:

v =AW, (2.7

Je=11i napf. (5 = 30 ©, méme zaokrouhlend

0,866 -0, 500
A = [ . (2.8)
: 0,500 0, 866

Soufadnice bodu B na obr. 2.1 v tomto zvlstnfm pripads vyjdou
’ Ma} 0, 866 -0, 500 2 (0,232 ~
= = . (2.9)
Me 0, 500 0,866 3 13,598
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Rovnice (2.9) je obsahovd totoZnd s rovnicemi (2.3), 1i51 se jen formou
zépisu (a oviem tim, Ze jsme dosadili zvldstni &{sla). Matice [A]

tedy obsahuje uspofédané soulinitele dané lineérn{ soustavy algebraic-
kjch rovnic. Podle Cayleyho miZeme jakoukoli takovou soustavu, nap?.

Qg X4+ Qe g+ === + Oqp, %, = Y1)

a121 XA +aq_7_)(7_+ --=- % a,z,w_)(‘ry\, = %q_ )
S —— (2.10)

Tng ¥a + Amna Xo* == QWm%m = Yom.

zapsat struénd ve tvaru

LAT{x] =yl e

Nevzniks-1i nebezpedi omylu, miZeme zévorky vynechévat. V tisku
se matice vyznaduj{ bud zévorkami, nebo piltu¥nou sazbou. V rukopisu
1ze pouZivat také podtrhévéni symboll. V této publikaci budeme pouZfvat
zévorky, avdak kde to bude moZné, budeme je vynechévat. Pak budeme psét
prostd Ax = '\2' misto (2.11) a budeme tim myslet soustavu rovnic (2.10).

PoZet rovnic v soustavd nemus{ odpovidat poétu proménngch. Rovnice
(2.11) #1kd, Jak se z daného vektoru {X} ziskd plsobenim operétoru
1A 1 transformovany vektor S'\J} . Inverzni transformace p#itom mdiZe,
ale nemus{ existovat. Z vlastnost{ soustavy (2.10) je znémo, Ze jedno-
znand inverzni transformace existuje tehdy, je-1li matice &tvercové a
jeji determinant |A| je ridzny od muly.

Je-11i matice ¥tvercovéd, pak polet P4dkd (sloupcl) ud4vé ¥4d matice.
Teké u vektoru n&kdy chdpeme podet Jjeho rédkd jako rozmér vektoru , Je-1i
matice obecn¥ obdélnikov4, oznalujeme jejIl tvar a velikost podtem F&dkd
a sloupcd. Nap¥. matice [ Al v soustavd (2.10), resp. (2.11) mé veli-
kost ("™uxm ). Prvnl &fslo (M ) znadf vidy podet #édkld, druhé (m )
podet sloupcd. Je to analogické s oznafenim prvku matice 0\,1;3' (prvnt
index { 2zna¥f &fslo Fédku, druhy index } zna¥f &fslo sloupce). x)

Soustavu (2.10) bychom mohli zapsat také takto:

mn
a'Z“lOL(,J' !Z' b "j(; (C=1,Q,---;’YVU), (2.12)

Levd strana této rovnice poskytuje névod k vy¥fslenf soudinu matice [A7]
s vektorem {X) (rovnice (2.11))

X) V matematické literatuie se nejéastéji mluvi o matici typu ( mv, m/) .

- 13 -



™3

Qi %

S,
n
-~

[ATEx)Y = [acdrl{xa'} = <

™3

1%4‘*3’» ' (2.13)

>
0

5 Qo 4
3‘:1 Wr? 3
M&-11 mft tento zépis smysl, mus{ mft matice LA] tolik sloupct,

kolik mé vektor {x] ?4&dkd (tj. kolik mé& prvkd). Tento poZet je M .

\

K pochopenf dalifho textu je nutné, aby se &tenét s timto zplsobem
zépisu divérnd seznémil. Nesmi mu &init potiZe predstavit si pod jedno-
duchym zédpisem (2.7) nebo (2.11) celou soustavu linedrnich rovnic.

Poznémka

K soustav® linedrnich rovnic dospfvéme také p¥i rdznych zpisobech
numerick ého ¥eZenf{ diferencidlnich a integrélnich rovnic. Napt. dife-
rencidln{ rovnici

oY .

dx* (2.14)
miZeme pFribliZnd nahradit soustavou diferen&nich rovnic pro ekvidistant-
n{ hodnoty argumentu ( xiﬂ = Mg + v R fv = konst)

Nian ~MHxgan + Bxg = W + Xien = F(x:) . (2.15)

V této rovnici je { p¥irozené &fslo, které nabjvd postupnd hodnot
v=2,3, «.., M-=2, jestliZe hodnoty X, , resp. X, prisludejf
poddtku, resp. konci defini¥nftho intervalu. Soustavu rovnic (2.15)

miZeme pak pFepsat do tvaru (2.11).

Soustava rovnic (2.10) p¥ipomind Fredholmovu integrdlni rovnici
prvnfiho druhu
L

S K{stlx () dt =y (8). (2.16)

o

Sta&{ vztéhnout promsnnou A k indexu 4 , prom&mmou t k indexu
:j, a uvddomit si souvislost mezi integraci a sedfténfm. */

®/ V&t3{ vyznam mé Fredholmova rovnice druhého druhu, v ni% neznémé
funkce X vystupuje Jjedtd mimo integrand

X(A) + A g‘"kwxu)oc-e =Y (a).

- 14 -




Kless-11i krok uzity k resenfi (2.14) k nule, roste p¥i daném
definidnfm intervalu poZet rovnic (2.15) do nekone&na, a to i tehdy,
je-1i interval kone¥ny. Maticovy zédpis (2.11) v3ak miZeme pouZift jenom

pro vektory a matice kone&nych dimenzi.

3. VZAJEMNE NASOBENf MATIC

Mé-1i mit pravidlo pro ndésobenf matic
prakticky vyznam, mus{ vychdzet 2z praktic-
kych pot¥eb. Ve druhé kapitole jsme pozna-
11 vyznam matice Jjako operdtoru, ktery
transformuje dany vektor v jiny vektor.

K pravidlu o nésobenf matic dosp&jeme nej-
snédze rozborem vlastnosti této transforma-
ce.

Zplsobd, jakymi miZeme lineérn¥ (tj.
uZitim linedrnich rovnie) tranggprmovat
napf. polohovy vektor AL = OA = {%}
(obr. 3.1) Jje ov3em nekone&nd mnoho.
Nap#. matice

8l . [; ]

- el -
transformuje vektor AL = 0OA do polohy W

zrcadlovym obrazem vektoru {, k ose X

y
3- A
2 u
14
X
0 \\\ 2
N2,
\\ .
RN D
\.
N\
-
Obr. 3.1
(3.1)

0C |, xteré je

—p
Predstavme si, Ze bychom nyni vektor (QC pooto¥dili o ihel
—
ﬂ) = 30 © do polohy Z = OD) . Jek bychom zfskali soutadnice bodu

D (tj. slozky vektoru z )? Za operaci

R PR P
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by zfejmd nésledovala operace s matici (2.4), resp. (2.8)

"X "0,866 -0, 500 2 3,232
2y =y 2= | 1 1 =17 E (3.3)
%D 0,500 0,866 -3 -2,598
Zapisme tyto operace obecn¥. S p¥ihlédnutim k rovnici (2.13) dostanemse

; - ,6 6, . Z"
ii;i} ) [g;:« 6':_.& %é:} = §(.~‘;1§An *; (;:7_,\%;&3 ’ (3.4)

g%bgﬁ e Q%\Ti‘;)} = {0"115‘6 + auﬂjok . (3.5)
YD G az e Unxe + GuYe

Dosazenim z rovnice (3.4) do (3.5) a jednoduchou i\pravou ziskéme

ixo} . { Con En+ontu)y s+ lanetapln)ya )S , (3.6)
%o (C&u 2 ‘“Ou.l:u) x4 + (Gu b \'Qnéu) Yn
Posledni rovnici mﬁZeme zapsat ve tvaru
Aele o
%?}D o <y \31\} ) (3.7
oznalime-1i
2

Rovnice (3.7) je totoZnd s rovnicf (3.3).

Zopakujme nyni postup vypo&tu jest& jednou, tentokrat jen v symbo
lickém zépisu. Zkracen¥ miZfeme rovnice (3.4), resp. (3.5) zapsat jako

fwl =IrJw) )

i X . (3.9)
{2y =Tnl{w) = [AJIRI{w)
a rovnici (3.7) jako
tey = laf{wy. (3.10)
Srovnénim obou poslednich rovnic dostaneme
AR RIEIE (3.11)

- 16 -




Sou¥in dvou matic [A1[ B] Jje tedy definovén rovnicemi (3.11) a (3.8),
oviem jen pro ¥tvercové matice (2 x 2). Zobecnd¥ni je viak snadné.
Bfkéme, %e matice LC7] je soudinem matic [AJIB] , je-11

"
e = .12
Cij g O b ) (3.12)

kde M je poZet r4dkd matice LB] a zéroveh poet sloupct matice
[A]) . Neni-1li tento polet stejny, nelze matice nédsobit.

Matice tedy mohou byt obecnd
obdélnfkové, mé-1i levéd matice
tolik sloupcl, kolik mé pravéd ¥é&d-
k4. Z pfikladu na obr. 3.2 je nej-
lépe vidét, jak se p¥i nédsobent
postupuje. Je na nédm schéma pro
vypolet soufinu matic podle (3.11),
pridemZ prvky matice jsou nahraze-
ny obecnd hvdzdikami. C{sla vns
rémedkd znamenaj{ po¥adové &isla
$#édkd, resp. sloupcl. Chceme-1li 1 @ @ @ @
nap¥. ur&it prvek Ciz , ktery je A
v matici [C]) v prvnim #4dku a i
v druhém sloupci, vezmeme druhy 1 2 3 4 1 3 3
sloupec matice [B]) a pieklopi-
me jej na prvni ¥ddek matice [A) Obr. 3.2
(ov8em jen ve svych pFedstavéch).

Preklopeni vyzna&uj{ Sipky. Stejnolehlé zskrouZkované prvky psk mezi
sebou znésobime a vysledky sedteme. Je-li nap¥. déno

-

* ¥ % ¥
&~ oW N

* *

"0 1 3
2 4 8
2 -1 7 = B
1 -2 |
A = [1 0 9 7] KR e
3 5 4 -2 | Caq s Caa | B
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myslime si

1 o0 9 7| (Cap

a vypo&f{téme prvek Cio Jako souget
Cip =1.1 +0.4 -9.1 ~T7.2=1+0-9 - 14 = - 22,

Celkem dostaneme

le] . [25 -22 87] .
‘16 23 L
To je tedy v uvedeném prfpadd souin LA][B) . Kdybychom obrétili
poradf ¥initeld a cht&li ur&it sou¥in [R]LA) , nebyl by definovén,
nabot poZet #4dkd matice [A] nent stejny jako poZet sloupcl matice
[(B) (2 + 3). Obecnd platf toto pravidlo:

mé-11 matice _A] velikost ( uxq ) a matice [ BT velikost “(q‘x\(),
mé soudin [AI[ BRI velikost (vay ). Prvn{ ¥fslo v zévorce udévé polet
$4dkd, druhé podet sloupci.

Snadno se presved&ime, Ze pravidlo (2.12)
pro nésobenf matice [A] vektorem §{x)} sou-
hlas{ s pravidlem (3.12), mé-1i matice [RB] Je-
diny sloupec. Sta&{, pFiradime-1li ¥, ¥k prvku

{v¢y . Prvky vektoru {xY bychomsice mohli

- gby shoda byla Uplnéd - také povafovat za dvou-
indexové veli¥iny a znadit je X(; , ale Je zvy-
kem znal&it prvky vektord jen jednim indexem.

Kdybychom obrétili po#adf transformaci na
obr. 3.1, kdybychom tedy nejprve vektor 07%’ po-
otoZili o 30 © a pak na3li jeho zrcadlovy obraz
k ose ¥ , dostali bychom vektor 0E (obr. 3.3),
Ktery by se 11811 od vektoru Op . Vyjde

0E - {2+] = {éz =[BI[AT{u} (3.13)
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a po dosazeni
Y 1 o} 0,866 -0,500 ] 2 } i
. '25 0 -1 0,500 0,866 3

0,866 -0,50071 [ 2 [ 0,232
[ - » (3-14)
-0,500 -0, 866 3 -3,598

Je tedy v nadem p¥ipadsd

[A1LR)

"0,866 0,500
[ (3.15)

© 0,866 =0,500
0,500 -0,866 |

],mm [
-0,500 -0,866

Oba soudiny se z¥ejmd 1i3{. Nésobenf matic nenf obecnd komutativni
(poradf ¥initelld nelze zam&nit), a to ani u &tvercovych matic. ®/
Nédsobenf matic je v3ak asociativnf, tj.

(TAIIBI)Lc = [AY(I8ILCT). (3.16)

Lze tedy thrnem #fci, %e pro seditdnf a odéfténf a pro nésobeni
matic plat{ pravidla, na jeké jsme zvykl{ z "obyZejné" algebry s tou
v§jimkou, e pofadi ¥initeld nelze zam$nit. Nap¥. v rovnici

(A+B)(CeD) = AC + Ad + BC + BD (3.17)

nelze psét CA mfsto AC  apod.
Tranaformace, které jsme aZ% dosud v pFikladech ukézall, nezménily

délku vysledného vektoru. Obecnd by to tsk nemuselo byt. Nap#. trans-
formace

2 -1
{w) = Lw*l (3.18)
3 7
2 _ 1
zméni vektor (W) = i3} o délce \113 na vektor W¥* = {_15\1
o délce 226.
Pro determinant sou¥imu &tvercovych metic A , B platf vatah
(ARl = Al IB]. (3.19)

Doporu¥ujeme &tendFfi, aby se o tom presvdd®il na p¥fkladech, které si
sém zvol{l.

Ly Komutativnl jsou pouze matice, které majf spoledné vlastni vektory
(viz kap. 7).
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4. O RJZNTCH DRUZICH MATIC

Gtenére, ktery by dokdzal sousti¥edd¥n® sledovat vyklad aZ sem, bude
nyni velice zajfmat, je-1li n&jak definovéno dslen{ matic. Bude zklamén,
dov1-11 se, %e neni. ®/ UvaZujme nap¥. o maticové rovnici (2.11),
toti% AHL'=@& (ve zkrdceném zdpisu bez zdvorek). Jeji Fedenf nelze
napsat Jjako ¢ = %/A , nebot takovy zdpis by nem#l smysl. Soustava
(2.11) v3ak presto miZe mit (za urditych predpokladld) ¥eseni & . Jak
je budeme znad&it a jak je budeme poZitat? Ne% na tuto otézku odpovime,
zavedeme n&které nové pojmy, které budeme pot¥ebovat.

Diagonélni matice Je ¥tvercové matice, kterd mé vS8echny prvky
mimo hlavnf diagondlu nulové. Hlavni{ diagondla je dhlop#i&ka, které
se téhne zleva nahofe vpravo dold. Je tedy Gi;=0 pro 4 * 4 . O tom,
jaké jsou prvky @Qi{ , se ne¥iké nic. Na hlavni diagondle mohou byt
&fsla nenulovéd i mulové.

Jednotkovd matice Jje pak zvl&stnim pripadem diagonélni mat ice,
mé na hlavn{ diagondle pouze jedniZ%ky. Plat{-1i pro dv¥ &tvercové ma-
tice, %e Jejich sou¥in je prévid jednotkovd matice [ T1 , tj.

LAJ[BR] - [T)] | (4.1)
je [AY inverznf matictk [B] a néopak. Pak piSeme, Ze
(A7 =81} popt. [B] = [ A1 (4.2)
Je tedy
[AITAI™ = (A" (A - [ID. (4.3)

Z rovnice (3.19) a (4.1) vychézf, %e sou¥in determinantd |A\.iB|=1
tak%e 24dny z determinantd Al , |R| se nemiZe rovnat nule.

Uvedeme pfiklad soudinu dvou vzdjemnd inverznich matic

2 -2 -1 -1 -2 5 1 0 0
1 1 -2 -1 -1 3|l=|o0 1 ol. (4.4)
1 o -1 || -1 -2 4 0 0 1

¥/ V literatute byvd nskdy nésobeni inverzni matici nazyvédno "d%lenfi".
Zde v3ak budeme tyto pojmy rozliZovat.
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MlZeme se presvdd¥it, Ze ka?déd z uvedenych matic mé& determinant rovna-
jici se jedné, takZe rovnice (3.19) je splnfna. Znéme-1i k dané matici
LAl p¥fsludnou inverznf matici [A]l™? , miZeme snadno vypoditat re-
8enf soustavy rovnic

TAY{x] = {y] . " (4.5)
Nésobime tuto rovnici zleva matict [A1', takze budeme mit
[A3—4[A]{x} = LTl{x}= [A]%{"j\l' (4.6)

Proto%e nésobenim jednotkovou maticl se nic nezm&ni, [Iﬂ]{x}e-{x} ,
vyJjde

{2} = TaT'{y]. (4.7

Nésobeni inverzni matici tedy nahrazuje obvyklé "d&leni". Nap¥.
soustava rovnic

2 -2 -1 Xy '\31
1 | 1 -2 ' = yl (4.8)
1 0 -1 Aq ’\43

mé PeSenf, které mi¥eme napsat s prihlédnutim ke (4.4) takto:

My -1 -2 5 X
v, b =1 -1 3 Yo - (4.9)

Vidime, %e inverznf matici v rovnici (4.9) dostaneme ze &tvercové
matice v rovnici (4.8) jednodule FeSenim linedrni soustavy rovnic (4.8)
(jekymkoli zplsobem). Mé-1li byt soustava (4.8) Ffeditelnd, musf byt de-
terminant &tvercové matice rdzny od nuly. Takovéd matice je regulérni.
Je-1i determinant matice nulovy, je matice singuldrni. K singulédrni
matici neexistuje inverzni matice.

PF¥i nésobeni matic se miZe vyskytnout neobvykly vysledek. Uvedeme
pfikklad mulového soudinu dvou nenulovych matic

P (Y B P S

Na pravé strand je nulové matice, jejiZ v3echny prvky se rovnajf mle,
na levé strand jsou nemlové matice. To je jistd pirekvapujfci vysledek.
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Prekvapen{ bude men¥{, rekneme~li, Ze nenulové matice v rovnici (4.10)
jsou singulérni.

Je-1i ve &tvercové matici 04j=c&j¢, Jo matice soumdrné. Zam¥nime-
1li v matici P4dky a sloupce, dostaneme matici transponovanou. Je tedy

Al - '[ou;g'], (Al = [apl. (4.11)

Pro soumérnou matici plati, Ze C A:]Tﬂ [A]. Transpozicf vektoru dosta- ‘
neme Jednorédkovou matici. Snadno se presvéddime dosazenim, %e trans-
pozicf scudinu se m¥n{ poradf Zintteld, takie */

(CATTR DT - 18171477 (4.12)

Ja=~11 {JL} = [xq Mo &331: dévé soudin

, [ Xy
Vb Lo o {B] iy, e
3

Na pravé strangd této rovnice je Jednoprvkovéd matice (mé Jen jeden
Fédek a Jeden sloupec), je to tedy skaldr. Ten mé v tomto pFipadsd vy-
znam kvadrétu "délky” vektoru [x} o 0 délce mluvime v pPenesendm
slova smyslu, proto¥e nemusi Jit o skutednou délku (miZ%e jit napk.
o vektor sfly neboc o jinou fyzikdlni{ veli¥inu nebo o soustavu nepo jme-
novanych &fsel: vektor tské mite mit vice ne? t¥i prvky) Presnd ji
bychom mohli #i{ci, %e \xti-{x} {x) Je &tvercem normy Wl wvektoru
{x} . O norméch metic budems hovoFit v 11. kapitole,

Ptejme se, za jaky¥ch okelnosti se dany vektor {x} transformuje
operédtorem [A) do vektoru { ! o stejné norms (tj. jakou operact
8e "délka" vektoru neméni). Negprve rozepifeme soudin

{“93'\—{“33 = (TAMDTTA Ty = (e} TATT LAY fx ), (4.14)
Chceme-11, aby { Y ET{\jfw fxYT{xY, musf byt

AT IAY) = T (4.15)

¥/ 2 rovnice (3.12) totiz vyjde

C o o= v = . ' .
g o=yt LG by, %;1{% o,
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111
[a17- TA1™" (4.16)

Redlnd matice, u ni% se shodujf transponovand a inverzni matice,
8e nazyvé ortogonélni matice. Ndsobime-1li ji vektorem, zpisobi Jjeho
ortogonéln{ transformaci. Nazyvé se tak proto, Ze se p¥i ni zachovévéd
pravy thel mezi kolmymi vektory. Ortogondlni transformace je uZs{ po-
jem ne% linedérnf{ transformace. Nap¥. transformace (3.18) Jje sice 1i-

- nedrni, ale neni ortogondlni (méni pravé idhly). Ortogondlni byla nap#.
matice (2.8); pro ni plat{ - a% na zaokrouhlovaci chyby - vztah (4.15),
nebot

0,866  -0,500 0, 866 0,500 [ 1 0 o
0, 500 0, 866 -0, 500 0, 866 0 1] R
Ortogondlnf transformace tedy zachovévaj{ normu vektord. Sviraji-

1i dva vektory p¥ed ortogondlni transformaci n3 jaky orientovany ihel,
svirajf po n{ thel, ktery se mife od p¥edchoztho 1i¥it pouze znaménkem.

Pojem thlu mezl vektory musime je3t& objasnit. Pro vektory v t¥i-
rozmérném euklidovském prostoru méme pFimou geometrickou pFedstavu.
Ghel. Y mezi vektory 8 = {a,} , K ={¢) mi%eme vypodftat z definice
skalédrntho souéinu

a6 = 1aLIEl ey, (4.18)
gili
LaY {6y ={{ayiay | {6)T{tY- cong - (4.19)
0dtud (jiZ bez sloZenych zédvorek)
(J 4] QTG_ (4.20
= ' o2
Y T {@a (670 )

TutéZ definici 1 tentyZ% vzorec pouZijeme také pro vektory z pros-
toru o vét3im podtu dimenzf{ ne% t#i. Jde pak o tthel v pfeneseném smyslu
slova, pro ktery neméme p¥fmou geometrickou predstavu. Tekové zobecndni
Je zcela nenésilné a uZite¥né, jek jsme se ostatnd jiZ mohli pFesvadsit.

Sou&in matlc lze podle (4.12) transponovat vidy. Podobny vztah
plati i o inverzi soudinu, toti
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(Talte))" = 1317 ca1™, (4.21)

Tento vztah mé vBak vy¥znam jen tehdy, jsou-li matice LAY , [B]
gtvercové a regulérni.

U matic, jejichi prvky jsou komplexn{ &{sla, nahrazujeme pojem
transponované matice LAJT pojmem hermiteovsky 'sdrusené matice [A]I"
Je to transponovand matice, u které viak zéroven zaménime viechny prvky
za komplexnsd sdrufend &fsla. */ Nap¥.

H .
2 + 31 4 2 - 3i 71
= . (4.22)
- 71 - 3 +51 4 3 -51
Stejné pravidlo p¥ijmeme i pro hermiteovsky sdrufené vektory. Norma
komplexntho vektoru \¥\  pak vyjde reédlné

bl = | (3™ Ixy (4.23)
Plat{-1i pro komplexni matici vztah
(A" - [!\]'1, (4.24)

ktery je obdobou vztahu (4.16), nazyvéd se takové matice unitérnf.

Mé-11 matice nenulové prvky jen na hlavni{ diagondle a pod ni, je
to dolnf trojdhelnfkovéd matice. Obdobns je definovéna i hornf trojihel-

nfkovd matice. Jsou-1li nenulové prvky soust¥edsny jen ve viceménd tvzkém

pésu kolem hlavn{ diagondly, jde o pésovou matici. RozliZeni tdchto
druht matic mé vyznam p#i numerickych vypodtech. Pamst podftade se
uSet#{, neuklédaji-1li se prvky z nulovych polf trojihelnikovych a péso-
vich matic. U soumSrngfch matic se pamdf uSet#f tim, Ze se uklédd jen
jejich trojvhelnfkovd &ést. Rozklad matice do sou¥inu dolnf a hornft
trojihelnfkové matice se vyuZivd mj. v Choleského metodd vypodtu in-
verzni matice. '

¥/ Charles HERMITE (1822 a% 1901), francouzskj matematik.
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Existujfl samozifejmé i mocniny &tvercovych matic, nap¥.

- 2 0 . | s o],
OHN ] w “TVAY - || T,

. 8 ° 0
LAY LAl - [1 ] atd.

A

9 27

Z ddvodd, které vyloZime v 10. kapitole, plati pro tuto matici, Ze

A1 = 5TA1-6[I].

(4.26)
Skutqéné plati, Ze

& 0 10 0 6 O

HEN RN G
tak%e podle (4.26) |

[AY = § 1A= G LA (4.27)
a po dosazent za [A1" 2z rovnice (4.26)

[A)® =16 TAl-30LT]. (4.28)

Ponechévéme &tendiri, aby se o tom presvEd&il. Timto rekurentnim zpliso-
bem bychom nyn{ mohli poZftat i mocniny vysS3fch stupni.

Budeme jist& pirekvapenl zjisténim, %e existujf matice, které ne-
Jsou jednotkové, ale presto splnuji podminku

LA1Y- a7 (=1, 2 .... (4.29)
Takové matice se nazyvajil idempotentni. Je to nap#. matice
2 4 6
[A] = 4 g 12| . (4.30)
-3 -6 -9
Plat{-11i pro n%jakou nenulovou &tvercovou matici, Ze
IA1™ = To] (4.31)
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( W je pPirozené &fslo), Je to matice nilpotentni. Nap¥. pro matici

0 1 2
1Al = 0 0 3 (4.32)
0 0 0

plat1, Ze [A]3='[01 a samoziejm$ vSechny vy35{ mocniny ne% druhé jsou
nulové.

P¥ipojime je3té pozndémku k vypoitu inverzni matice. ReXZfme-1i
soustavu [Al{x]=={}§Cramerovym pravidlem, dojdeme k tomuto postupu
sestaveni inverzni matice:

1. prvky dané matice nahradime jim p#f{slusnymi minory, */

2. u minoru P1L} zménime zneménko, je-1li < +-} liché &1slo.
Tak vzniknou doplnky (-1)‘fjiﬂ¢§ = A{i)

3. vzniklou matici transponujeme a d8lime determinantem pﬁVodni matice.

Postup ukédZeme na p¥ikladu matice

1 2 3
LAl = |4 5 . (4.33)
2 8 9
Nap#. k prvku Q4 = 2 je pffsludny minor
4 6
My = =36 - 12 = 24 (4.34)
2 9
a doplngk Aw =-M,, = - 24 (nebof 1 +2 =3 = liché &falo).
Podobn¥ vypolitéme
1 3
A = MQ_ = = 3
= * 2 9 ’
, 1l 3
- - _ = 6
Aa = My, = 4 6 ’
1
= -4 atdo
Aq_q, =“M,KS= -1 2 8

¥/ Minor Je determinant matice, kterd vznikne z pivodni matice vyne-
chénim sloupce a #4dku s danym prvkem.
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Matice sestavend z doplnkd je

-3 -24 22
IAQ'} = 6 3 -4 . (4.35)
-3 6 -3

D¥lime ji determinantem |&] = 1% a transponujeme. Dostaneme

-4 % _A
g s .
~A (4.36)
= |-8 A 2
I.A.] - 5 5 5 .
2 4 A
1S 5 5

Tento postup vypoétu inverzni matice d4vé4 pro matici druhého ¥Fédu

vzorec
Xy Qg | A Q. -an ' 4.3 |
An Qan. Qg Gong = Cuyp Ly | "G oul " (4.37)

Pro matice vy33fho ne% asi t¥etfho nebo ¥tvrtého rédu se tato me-
toda vipodtu inverzni matice nehodf, protoZe existuji efektivn&js{ me-
tody Fedenf soustav linedrnich algebraickych rovnic, a tedy i efektiv-
néjéi metody vypodtu inverznf matice. Nebudeme Jje v&ak probirat.
Gtenér je nalezne v kterékoli udebnici numerické matematiky.

5. HODNOST MATICE

Pro klasifikaci soustav linedrnich algebraickych rovni¢ a k posou-
zeni n¥kterych vlastnosti matice zavedeme pojem hodnosti matice. Rikéme,
%e matice [A] tvaru ("wxm ) mé hodnost T |, fovnaji-li ae vechny
jeji determinanty vy33fho nef T -tého stupn¥ nule a alespoh jeden de-
terminant T-tého stupnd je ridzng od nuly. */:

%/ Je zvykem znalit hodnost 7 podle angl. "rarnk", resp. ruského "reng"
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ProtoZe absolutnf hodnota determinantu se nezm&nf{, zm¥nime-1li po-
fadf r4dkd (nebo sloupcld), ani p¥i&teme-1li k libovolnému $ddku (sloup-
ci) line4rnf kombinaci ostatnich ¥4dkd (sloupcd), jsou tyto Upravy do-
voleny i p¥i urdovéni hodnosti matice. Abychom nemusili po¥itat deter-
mimanty, co% je u velkych matic vZdy pracné, upravujeme matici tak
dlouho, a%Z méme v3echny prvky pod hlavni diagondlou nulové. Objevi-1li
se pritom v ndkterém F4dku (nebo sloupci) samé nuly, vynechéme jej.
Pokradujeme tak dlouho, a% jsou na hlavni diagondle jen nenulové prvky.
Podet $4dkd tekto upravené .matice se pak rovnéd hodnosti plvodni matice.

Napf. matici

1 -2 3 4
0 -1 -2 (5.1)
2 1 -2 -3.

upravime tak, Ze druhy ¥ddek nahradime rozdiflem druhého rédku a p&ti-
nésobku prvntho #4dku. Podobnd treti $4dek nahradime rozdilem t¥etfho
a dvojnésobku prvntho rédku. Tim dostaneme v prvnim sloupci na druhém
a tretim #4dku muly. Vyjde

0 10 -16 -2 . (5.2)

Nyni ode&teme od druhého #ddku dvojndsobek t¥etfho. V druhém #ddku
tak dostaneme samé nuly, tek%e druhy ¥éddek vynechéme. Zbyvé

1 -2 3 4
° o3
0 5 -8 -11 (5.3)

Hodnost plivodnf matice je stejnd jako této upravené matice. Rovné>se
dv&ma. Hlavn{ diagondlu zde tvorf &Islice 1, 5.

Uvedeme Je8té Jjiny p¥fklad, totiZ matici

2 3
0 1] . (5.4)
.5 2

Nejprve odelteme od dvojnésobku t¥ettho ¥ddku p&tindsobek prvnfho ¥&dku
a taekto vzniklou kombinac{ nahradime t¥etf rédek
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0 1. (5.5)

Pak slou¥fme jedendctindsobek druhého rédku s tiretim Fddkem; dostaneme
nulovy Fddek, ktery vynechédme. Zbude

[ 2 3] :
] | (5.6)

Matice (5.4) mé proto hodnost dvé&.

Je zPejmé, %e nulovou hodnost mé pouze mulovéd matice. Je-1l1 matice
obdélnfkovd ("VAW) povnd se hodnost maximélni men3fmu z obou &isel
‘/Wv ”V L 2
—_

Mé-11 ¥tvercovd matice ( MXM ) hodnost YT <M | mé mulitu M-7 .
Nulita matice udévé stupen jeji degenerace. Je-1li =7 , je matice
regulérnit.

6. ROZDELENE MATICE

Matice lze rozd&lit na men3i{ celky - submatice - a po&ftat s nimi,
jako by %lo o prvky matice. UkéZeme to na prifkladu. Je ddna soustava
rovnic v maticovém zdpisu ‘

.

- o 1 : 3 0 5 ¢ )(1 3 " 3)
0 12 al|a| |3 A
3 -2 -1, -1 0 —_—1- 1_;3- > = ._.6“5 . (6.1)
1 0 2 0 1| | %y 5

o o 13 2 1l x] |5

. P

Soustavu rozd&lime, jak je naznaleno &érkovanymi Zarami.
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Dostaneme ve zkrdceném zdpisu

ALBlTM) _ra
[E_i._s] {_«}_} = { &} . , (6.2)
2 1l 3 0 5 X4
A :[o 1}’ B=[_l ) 1:|' M"{xa} atd.

Zajiméme-1i se jen o prvni dvé neznémé, miZeme dal3f t#i vyloulit,
a to tak, %Ze vylou&ime cely vektor %v} . RozepiSeme-li (6.2), méme
(bez zévorek)

Auw + B’U‘:Cb;

(6.3)
Cw + Do = 1.

Je samoziejmé, %e rozdélen{ matic a vektord v rovnici (6.1) musi byt
takové, aby se rozpisem (6.3) neporusilo pravidlo o ndsobeni, tj. levy
&initel mus{ mit vidy tolik sloupcl, kolik mé pravy &initel Fédku.

Za predpokladu, %e¢ D Jje regulérni matice, dostaneme podle druhé

z rovnic (6.3)

vo= Y- Cuw). (6.4)
Dosazenim do prvni rovnice dostdvéme
Auw + BD % -BD'cw = a. (6.5)
0dtud
w o= (A-8d"eY" (o -3D716). (6.6)
Uspordddme-1i soudiny matic obdobn® jako na obr. 3.2, bude
D ] ¢
[ -2 2 0 3 -2
L1 - 1
6
4 2 _ 0 0
3.0 57,714 1 07, [58 -28
—6— - . (607)
-1 2 1 | 8 -8 6 ]6 [16 -16
8 By - BDb'c
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Dédle dostaneme

_4 1 -23 17
A = BD C = ‘3" ’
-8 11 |
- 11
a-BDY = 5 { } L6<8)
14

a koneZnd podle (6.6)

3 (11 -177 , (12 1 -127 1
u - - . —3— = - —i— = . (609)
17| g  -23 14 117 ( -234 2

Kdybychom cht&1i dodate¥n vypoZitat vektor V' , stadf dosadit do
rovnice (6.4); vyJjde

-2 2 0 (-6 3 -2

1 1

vo= 7 1 -4 N 5 -] 1 0 izk =

| 4 2 0] L 5 0
2 2 o] [-6+1 3

1

=6 | 1 -4 3 1 5-1 = -1 >. (6.10)

| 4 2 0 L 5-0 -2

Tak jsme dostall FeSeni celé soustavy rovnic (6.1l), aniZ jsme inverto-
vali matici (5 x 5). Rozd&lenim se tedy miZeme vyhnout nutnosti inver-
tovat velkou matici.

Transponujeme-1i rozdé&lenou matici, musime transponovat nejen ma-
tici, ale té% kaZdou submatici. Napk.

(6.11)

| ae—1
| 3

|
1
| ]
l.__|_l
4

|

|
|73
a4
o>
1
e
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7. VLASTNf HODNOTY A VLASTNf VEKTORY

Ukdzali jsme, %e &tvercovou matici [Aj} 1lze povaZovat za operé-
tor, ktery transformuje dany vektor {X.} v jiny vektor {3}} (ve
stejném prostoru). Tato transformace je popséma rovnici

(AT (el = {y}- (7.1)

PoloZme si otdzku, éxistuje-liknéjaky vektor {x} , ktery by se timto
pFedpisem transformoval ve vektor A (%)} tého% sm&ru ( A = komst).
Z¥ejm& by musilo pro takovy vektor platit, Ze

TAY{xY = AixY- ' (7.2)

To je v3ak homogenni soustava linedrnich rovnic

(TATJ-ATT1)IxYy = {0}, (7.3)

kterd mé redent (X} = {0}. Toto Pedeni neobsahuje Zédnou cennou infor-
maci a nezajimé néds. Nenmulovéd FeZeni vS8ak miZeme dostat jen tehdy, ne-
jsou-11i rovnice (7.3) vdechny nezédvislé, tj. Je-1li matice v kulaté z&-
vorce singuldrnf{. JeJi determinant se pak mus{ rovnat nule, takZe

| A1 -ATTI)=0. (7.4)

Anulovénim determinantu dostaneme algebraickou rovnici pro vlastni
hodnoty A , pro n3% mé soustava rovnic (7.3) netrividlni Feeni.

Ke ka%dé vlastni hodnot& existuje zpravidla (ale ne vZdy) Jjeden normo-
vany vlastnf vektor {x} , kterf spliiuje nejen (7.3), ale i normali-
za&ni podmirnku

(3T {xY = 1. (7;5)

Normaliza&ni podminka vylou#i mnohoznalnost, kteréd je déna tim, '
Ze kaZdy ndsobek vlastnftho vektoru je opst vlastni vektor [zndsobfme-1i
vliastni vektor libovolnou konstantou, bude (7.3) poréd platit] .

Uvedeme priklad. Najdeme vlastn{ hodnoty a vlastnf vektory matice

4 2
A = [ } : (7.6)
-1 1
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Rovnice (7.4) dé

| 4 -4 2
-1 1 -A

(4-A)QA-AL)=-(1) .2=

AL -5 4 +6 = 0. (1.7

Tato rovnice mé dva koreny, toti? A4 =2, A, = 3. Pro prvn{ z nich
aa (7.3)

Lxy + 2y =0
-¥% = X =0,

Tyto rovnice jsou linedrn3 zévislé, miiZeme proto jednu 2 nich vynechat.
Redenf je pak ¥, =¢ , X, = - & pro jakoukoli konstantu ¢/ . Normali-
za¥n{ podminka (7.5) poZaduje, aby Y, +X; -1 , tak¥e & -3{2 . Normo-
vany vlastn{ vektor tedy Jje

, A 0, 707
Wy = ful - { ‘jﬁ} = { | } . (7.8)
Podobn& najdeme i druhy vlastnf vektor pro Ay = 3. Vyjde
Y. = vl o { %‘5} = 10’894} : | (7.9
= _A ~0,447

Vektory (7.8) a (7.9) jsou normované. Kdybychom se spokojili s nenormo-
vanymi vektory, mohli jsme mfsto (7.8) napsat vlastnf vektor [ 1 -1]
a mfsto (7.9) theba [2 -11" nebo libovolny jiny nésobek.

Otvercovd matice (YVxM ) mé charakteristickou rovnici (7.4)
‘Metého atupns. ProtoZe je to algebraickd rovnice, mé vidy "v kofemd
(redlnych nebo komplexnich). N3které z nich mohou byt nédsobné. Takovd
matice mife, ale nemus{ mit M 1linedrnd nezdvislych vlastnich vektord.

T

Rap#. matice

LA] = [2 | 4] (7.10)

-1 6
mé vlastnf hodnoty A4 = A, = 4, k nim¥ pr{sludf jediny rormovany

vlastn{ vektor )
ey - Ly - (28

1
< (s (7.11)
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Je to tedy tzv. defektnf matice, nebot .poZet linedrnd nezdvislych
vlastnich vektord je mensf ne# *4d matice. Pozddji ukéZeme, %e soumirni
Zi hermiteovskd matice nemiZe byt defektni.

4 0
A = [ ] (7.12)
‘0 4

mé také dvojndsobnou vlastnf hodnotu ‘A, = A, = 4, ale presto mé
dva nezévislé normované vlastnf vektory

W W)

Naproti tomu matice

1

Polet linedrnZ nezévislych vlastnich vektord pfislusngch k ur&ité né-
sobné vlastni hodnots Ay, Je zFejm dén nulitou matice ([A1-Ay LLD).

- ProtoZe kaZdé lineérni kombinace vlastnich vektord p¥isludnych '
k téZe nésobné vlastnf hodnotd Jje opét vlastnim vektorem, méd matice
(7.12) nekone¥ns mnoho vlastnich vektord. MiZeme v3ak 2z nich vybrat
ur¥ity-pofet linedrnd nezédvislych vektord, tvoricich vektorovou bézi,
a vSechny ostatnf vlastn{ vektory vynechat, nebot jsou odvozeny lineér-
nf kombinac{ zvolené vektorové bdze a neprindSeji z matematického hle-
diska Z4dnou novou informaci. Zplisob vybdru bdzovych vektorf nenf{ oviem
Jediny. NapF. vektory (7.13) bychom mohli nahradit t&mito dvima bézovy-"
mi vektory ¥/

a-iE @R

Zévorky vyznadujici matice a vektory budeme nyn{ pro strucnost vy-
nechévat. Uvedeme dfleZitou v&tu o vlastnich vektorech. Jsou-li vZechny
kofeny charakteristické rovnice (7.4) navzdjem rdzné, Jsou‘véechny nor-
mované vlastnf vektory linedrnd nezdvislé. To dokédZeme sporem. Budeme
predpoklddat Jejich linedrnfi zdvislost, coZ znamend, Ze existuje vztah

%/ gregms AL =2\l (wrv), ¥ =37 (-wrv) . Protofe i, U _pFislu-
Sejf k téZe vlastnf hodnotd A,=A,, jsou &, ¥ rovni viastnt
vektory.
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v nfm% AL; Je normovany vlastn{ vektor pffsludny vlastni hodnotd Ay
( ¢ =1,2, eeey,m ), C 8% (, Jsou konstanty, které se zéroven
v3echny nerovnajf nule. Ob§ strany posledni rovnice nyni zndsobfme sou-
&inem

P = (A—XL‘I)CA-MI) o A-x,T). (7.16)

Protofe (A-A: I)Abi =Aue-Adg = O [4; =¥, kays L=A; v rovniet (7.2)],
odpadnou na levé strand rovnice (7.15) v3echny Zleny 8% na prvni.

Na pravé stran je nula. Dostaneme tedy C(Pu; = 0. PFitom P Je
&tvercovd regulérnf matice & soudin ’P,u1 Je vektor rdzny od muly

( A4 Je podle predpokladu jednoduchy kofen charakteristické rovnice).
Proto (4 = 0 Je v rosporu s pfedpokladem. Vektory A4, , M4, , ...,
Moy Joou tedy lineérns nezévislé, nebof (7.15) neplati.

Je-11 matice (A1 obecns nesoumsrnd, mife mf{t i komplexnf vlast-
ni hodnoty; o jejich vlastnich vektorech toho nem3Zeme mnoho ¥ici.
Jde-11 v3ak o soumsrnou nebo hermiteovskou matici, miZeme snadno doké-
zat, %e Jej! vlastni hodnoty jsou vZdy reédlné. Abychom to ukézali,
utvorime nejprve kvadratickou formu matice (Al s libovolnym vektorem
te)l

Q= X*Ax. (7.17)

Zde X Je obecn® komplexnf vektor, A soumdrnd nebo hermiteovskéd
matice. Q. Jje jednoprvkové matice (41x1) , tedy &fslo, nebof matice
v souinu na pravé strans maji rozméry (1xm)(Wwxm)(mx1). Efslo k nimu
komplexnd sdruZfené je Q¢ , takZe

QY = (xHAx )Y = xPA%% (7.18)

ProtoZe A Jje hermiteovskd matice, je A=A a Q"= Q . Tarze &felo
@ Jje nutns redlné. Pro normovang vlastnf{ vektor platf vztah

AW = AA. (7.19)

NdsobIime-1i tuto rovnici zleva hermiteovsky sdruZfenym vektorem M ,
vyJde

YTAN TR WILI T (7.20)

H
Protose L= A A a norms \)M“u, =1 , je A = @ = reélné &tslo.

Naddle budeme pi’*edpaklédat, Ze matice Je soumdrnd (a tedy redlnd).
Jsou-11 vlastn{ 2fsla vSechna navzdjem rdzné, jsou vlastnf vektory sou-
mirné matice ortogonélni. Abychom to dokédzali, vybereme dvd vlastnf
hodnoty A, , Ay @& k nim pFfislusné vlastn{ vektory A+ , A; . Pak
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(7.21)
» A Uy = )v{t Mg
Druhou rovnici budeme transponovat; dostaneme
T
U.L AT = MEA = Apdrg o (7.22)

Prvni{ z rovnic (7.21) nésobime zleva transponovanym vektorem Mz .
Vyjde

A,L};A e = kg wy e (7.23)
Levou stranu upravime s pouZitim (7.22)
My My g = Ag Ay ALy - | (7.24)
Je tedy
(hg - Ag) Wy g = 0. (7.25)
ProtoZe Ay, + A( , Je |
pro LER o (7.26)

T
/(/L/k‘ ‘(’(’C =O)

To je v3ak podminka ortogonality (skalédrni soufin vektord Wy AWy
Je nulov¥). ‘

Steind vita plat{ i o hermiteovskych maticich. StaZ{ v dikazu na-
hradit symbol T pro transpozici symbolem H pro hermiteovskou trans-
pozici (pfi nf se krom& vyminy Fa&dkd za eloupce a naopak m3n{ &lsla
v komplexnd sdruZend &fsla). Podmfnka ortogonality (7.26) se pak nahra-
df obecndj8im tvarem Mg U; =0 pro (%€ (vektory 4, , W, Jsou
unitérnf).

Je-11 tedy matice LA] soumsrnd typu (Wim ), mé M redlnfch
vlastnich hodnot. Jsou-1i vdechny navzédjem rdzné, pFfslusf k nim
normovanfch vlastnich vektorfl, které jsou navzédjem ar'tagonélni. Lze
ukédzat, Ze 1 tehdy, Jjsou-li vlastn{ hodnoty ndsobné, lze vliastnf vek-
tory ortogonalizovat (vybrat veédjemnd kolmé a linedrnd nezdvizlé vlast-
ni vektory), takZfe vidy existuje ortogonélni wvektorovd béze & plnfm
podtem W vlastnfch vektori. %/ SoumSrné matice majl tedy vyznamné
matematické vlastnosti.

%/ Vybsz ortogondlnich vektord jome ukdzali v metice (7.12). Vybsr
nebyl Jjednoznaldny, asi Jako neni Jednoznasénou dloha vybrat v kruj-
nici dva vzéjemn® kolmé primsry.
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Ulohy z dynamiky soustav tZles vedou Zasto k soustavd rovnic
v maticovém tvaru

IM1{4t +Tedig) - L{F(O) - (7.27)

Zde CM1 jo matice hmotnosti, LK) matice tuhosti, {4} zna¥{ vek-
tor zobecndnfch soutadnic a {F vektor budicfch sil. Matice hmot-
nosti a matice tuhosti jsou soumirné. Hledéme-1i vlastnf kmity, dosa-
afme | gy ={x} oWt , {F}=10} a 49§taneme

w* TMT{xy = Telf{x}- (7.28)

Je-11 matice tuhosti LK reguldrnf, stadf dosadit

Tk1'TM] = TAI, ==L (1.29)

a vyjde rovnice ve tvaru (7.2). Méme-1i regulérnf matici hmotnosti,
miZeme dosadit

IMI Lkl = TAT,  w=a 730

a vyjde tyi zékladn{ tvar. Oba tyto postupy jsou nevyhodné v tom, Ze
vedou obecnd k nesoumirné matici T.ﬁ] . Obecns totiz ¥/

("M =M™ = M+ KM, (7.31)

Proto je vyhodné rozlozit matici LM] na soufin trojthelnfkovych
matic (za predpokladu, ¥e LM] Jje regulérnf)

IM7 = THI'[H] (7.32)

[CHIT je doilnf, LH1 hornt trojshelnfkovd matice. Zpisob tohoto roz-
kladu je v literatule zném jako Choleského metoda. Mf{sto rovnice (7.28)
bude nynt

W'HTHx = kx. ' C(7.33)
Dosadime novou prom&nnou

%/ Pro soumirnou hat'ici platf, Ze AT- A , co% matice (k™M)
podle (7.31) nesplhnje. ‘-
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a dostaneme
wwﬁj - zH“yf . (7.35)

KoneXn3 znésobime obd strany rovnice zleva matici }%‘T a dostaneme

®

wz/\g = H'-Tk \—l‘,%/\gﬂ (7.36)
S oznalenim
HTk H! = A
wL __..L (7037)

ziskéme opdt znémy tvar

.38)
A '\4 = )\,’\4, ) @ (7 3
vnsmi A je soumdrnd matice.

Z rovnic (7.30), pop¥. (7.37) je vidst, Ze redlnou hodnotu vlastni
kruhové frekvence W mi%eme dostat jen tehdy, Jje-1li také vlastni hod-
nota A matice LA]l. reélnd a nezéporné. Tak tomu bude, kdy% kvadra-
tickd forma XTA X této matice bude pro jakgkoli (reélny) vektor £

nezépornd. Rikéme pak, %e je pozitivmd eemidefinitni Podrobnéji o tom
budeme hovorit v osmé kapitole.

8. GEOMETRICKY V{ZNAM VLASTNICH HODNOT A VLASTNICH VEKTORD

Rozepilme kvadratickou formu ngpf. pro naiici druhého Fédu.
Dostaneme

- ra‘ﬂ (/\n_){x,
Q = Uxa %3] Lan Qn VL}

= O Xt t (Qag b Qaa) Xy % + Qg X
(851)
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Je zrejmé, %e z koeficientd Gy , (lyy se zde uplatanf jen jejich
souet. Tuto mnohoznaZnost vyloudime pfedpokladem, 2e Q4= , tJ.
%o matice LAl Je soumdrnd. Pak bude k dané kvadratické formd pii-
slulet jen jedns matice, jeji% prvky lze Jjednoznalni sestavit z &ini-
teld této formy. '

V daldim vykladu se tedy omezime na kvadratickou formu tvofenou
se soumsrnou maticf{. Prvky vektoru | X] mohou bjt jakékoli reélnd
&{sla, nemohou se vdak zéroven vZechny rovnat mule (to by znamenalo
vymizen{ kvadratické formy). Na p¥ikladu kvadratické formy (8.1) (v niZ
Ap=Qay , se mi¥eme plesvidEit, %e kvadratickd forma miZe byt pro Jjaké-
koli {v] v#dy klednd, tj. pozitivns definitni (nap¥. X"+’ ), kladné
nebo mulovéd, tj. positivnd semidefinitni (nap. X -7y ¥, +x& ), vidy

zépornd, tj. negativnd definitni (nap#.-x4-X~ ), zdpornd nebo nulové,
’t;j. negativnd semidefinitni (nap®. ~><:,1‘+ Qx,xz_-xz") nebo nelze nic tako-
vého tvrdit a kvadratickd forma Je indefinitni (nap¥, X4X.),
Toto t¥{déni md velky vyznam v Glohdch o vlastnich hodnotéch,
Matice pozitivné definitni{ md vSechny vlastni hodnoty kladné,

Je-11 soum§rnd metice pozitivnd definitn{, mé vZechny hlavni sub-
determinanty kladné, tJ.

lCLM ! >0 | k au Qe [ Qg C1111. (CRES
QA G > O) aQu  Gun Q| > D, R
| Qs G Qs

Tyto subdeterminanty tvorime postupnd z levého hornfho rohu podél dia-
gonély. Poslednf z nich mé velikost "Mxw , Jde-11i o matici M -tého
Fédu.,

Vratme se nynt ke kvadratické forms (8.1). Zvolme vektor {sy
tak, aby =1 . Rovnice

Q Lxhxl) = CL11 X17'-\- Q.aqz X4 Xz t &ZL X.Z'L =1 (8.2)

pFedstavuje v soufadnicich X4 , Xz kufeloseXku se stFfedem v poldtku.
V maticovém tvaru

Q) = xTAx =1. (8.3)

Budemes mnii zkoumat vlastnosti této kuZelosefky ve vztahu k vlastnim
hodnotém a vliastnim vektordm matice A .

Olohu o vlastnich hodnotéch a vektorech vyjadfuje rovnice

Ax = Ax. (8.4)
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\/

Vektor {x} predstavuje bod na kulelosedce (8.2). Rovnice (8.4) riké§,
%Ze tento vektor - je-1i vlastnim vektorem - md smé&r normély ke kuZelo-
sedce v tomto bod¥. Derivaci rovnice (8.2) toti% dostaneme

’DQ, Cn A
alel ,m w Qg ¥q fﬁ,&n X2 % \i’a“ Gy ‘!%\)HE
Ta T Al s =2 . (8.5)
e A%z Loy + LGaaxa Lav il
2ili - vynechéme-1i zéavorky, oznééuj:(ci matice -
°Q
i LAX . (8.6)
Je-11 & =1, je dQ = 0. 0dtua
/DQ /(‘)& '
R digrRy Radpry - (8.7)
fexq Ct)(») + Txn Cf.)(), 0.
p C’LXL
Smérnice telny ke kuZelosefce Jje ’é-v " e, @ smérnice normély
; 1 oy P00k, (8.8)
~ - f:(..t B Axa DQ./DX1
Po je vZak smdrnice vektoru
X (8.5), resp. (8.6). Vektor Ay
2 §1 mé proto smér normdly ke ku-
§2 AX / %elosedce (8.2) v bodd x =
p i‘_’ xll ler Py Obr. 801. Je‘li
Av e Au X=4 5 PESP., X =1 , Je
AN /4 Y AU=Aq s TE8P. A - [,V
WV /,/ To jsou hlavnf vektory [ tento-
NV4 X4 kré4t nejsou normovény, protoZe
0 pro jejich sloZky musi platit
rovnice (8.2) a nikoli (7.5) 1.
Znésobime-1i tuto rovnici
zleva vektorem L' , resp. 1!,

budeme mit
Obr. 8.1

WA = g T,
(809)

"

,\),TA,\), /L,L/u.'rv'
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S pouzitim (8.3) odtud vyJjde

A A
Ay = W it (8.10)
| y y
A PR gt

Protoze ULl , resp. [lA“ll Je délkou poloosy kuZelosedky (8.3),
rovnaji se vlastni hodnoty soumdrné matice prevrécenym hodnotém kva-
dré4td délek poloos prisludné kvadriky X'Ax =1.

Pozitivns definitnf metice mé vdechny vlastn{ hodnoty kladné,
takZe poloosy jeji kvadriky jsou redlné. Negativnd definitnf matice
mé v3echny poloosy imagindrni. ‘

Jde-11 o dvi prom&nné, Jje kvadrikou XA x=4 kuZeloselka. Mdme-
1i t#1i prom&nné, dostaneme plochu druhého stupn&. Pro &ty#i a vice pro-
mEnnych uZ neméme pFimou geometrickou interpretaci; pfedstavu o vlast-
nostech kvadratické "nadplochy" ziskévdme Jjenom zobecnd¥nim zkulenosti{

z t¥{rozmsrného prostoru. '

V t¥{rozm&rném prostoru je kvadrikou p¥*fslusnou k soumdrné pozi-
tivns definitnf matici elipsoid. M&-1i matice dvojnésobnou vlastni
hodnotu, je to rota¥nif elipsoid. Mé-1li jen jednu trojndsobnou vlastnf
hodnotu, Je to koule. V kaZdém z tdchto pFipadi lze najit (nebo vybrat)
ortogondlnf vektorovou bédzi s plnym po&tem t#f bdzovych vektord.

Nyni se vrétime k matici druhého #édu. Kvadratickd forma (8.2)
predstavuje tedy kuZelose¥ku, jejiZ hlavni osy spadajf do smird vlast-
nich vektord dané matice. S pfihlédnutim k obr. 8.1 nés napadne, %e
by mohlo byt vyhodné, kdybychom transformovali rovnici (8.3) k osém

21 , §Q_. UkéZeme, jekou zvldstnf dlohu pfitom sehraji vlastni vek-
tory

b = {m’]) . bl - “;1} - (8.11)

Jsou ortogondlnf, takie ALTv = U4 =0 . Sestavime je do tzv. moddlni
matice (fundamentdlnf matice)

. Ay by
U=Tluwiv] - “L{Vzl (8.12)
Budou-11i tyto vektory normované, bude ww =viv = 1 a
T -1 0
r - s e=i2 0 T
UU—[leLM‘I’V]‘LO{El'L. (8.13)
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A

T_ iy '
Matice U je pak ortogondlni, nebof U = . Do rovnice (8.4) za-

vedeme transformaci

x = Ug (8.14)

a dostaneme |
AUE = AUg. "~ (8.15)

Tuto rovnici zndsobfme zleva matict U'=U™'. Vyjde

N g - *'% : (8.16)
prilemZ

N = UAV. (8.17)
Obrécend plati, Ze

A =UNAUT (8.18)
Rovnici (8.17) rozepi3eme takto: '

A= ¥ tATtw el - Dl teomen = 1 51

Matice [\ je tedy diagonélni. Transformace (8.14) vede k transforma-
ci matice A podle (8.17) na diagonéln{ tvar. Kvadratickd forma (8.3)
se zmini na tvar

gUTAUE =1, (8.19)
S p#ihlédnutim k (8.17) lze posledni vztah upravit na

§TAE = 4. (8.20)

To je standardnf tvar rovnice kuZelosedky, z‘nii vymizel &len obsahu-
Jic1 soudin Eﬂ €, ; kvadrika mé nyn{ rovnici

,l ‘2 L]
Ay E‘ + /k'Z-E'L =1 (8.21)
vztazenou k hlavnim osdm &, , §, (obr. 8.1).

Existuje je3t& jiny zplsob geometrické interpretace dlohy o vlast-
nich hodnotéch a o vlastnich vektorech matic. Zvolime-1li na obr. 8.1

libovolny vektor %} , miZeme JjeJ vyjédi¥it jako lineérn{ kombinaci
bézovych vektordt AL , V-
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.22
4?:%1,“4*1{’11)_. (8 )

Konstanty VY, , Y, miZ%eme povaZovat za skalérnf sloZky vektoru 1? .
Znésobime-1i rovnici (8.22) zleva maticit A, dostaneme

Al\jg%"/)\ut"tl‘L\U‘ 2%1/{.1& *%'L’LL'U’. (8.23)

Matice A tedy transformuje vektor fy tak, Jjako by se sloZky ’%1 s
Y, "roztdhly” ma A My , Aaya - *y
Diagonalizace matic mé velky vyznam v matematické analyze. I ne-
soumdrnou matici 1ze diagonalizovat, pokud mé plny polet vlastnich
vektord. V tom pi¥fpadd v3ak nen{ modédlnfi matice ortogondln{ (ani uni-
térnf), tak%e misto (8.17) a (8.18) nastoup{ vztahy

I\

u'au, | (8.24)

i

A = UAU" | (8.25)

Vlastn{ vektory nen{ nutno v tom p¥#ipadé® normovat.

Na3e Uvahy se aZ dosud tykaly soumirnych matic druhého ¥ddu. Lze
Je snadno zobecnit i na soumérné matice vy33ich Fédd. Je-11 tento ¥&d
vyS3381 neZ ti¥et{, miZeme zfskat geometrickou p¥edstavu u% jen nep#imo,
8 pouZitim analogie.

Je-1i matice hermiteovskd, je moddln{ matice unitdrnf a vztahy
(8.17), (8.18) se nahradf obdobnymi vyrazy

N = UMA U, (8.26)

1}

A=UAU" (8.27)

Doporudujeme Ztend#i, aby B tyto'rozklady matic nacvi&il na prikla-
dech, které si sém zvolif. :

¥/ Obdobns bychom mohli tvrdit, %e se sloxky 7, , Y. nezménily,
ale roztéhla se vektorovéd bdze na AyAL , A,V . Pro tuto inter-

pretaci nenf podstatné, je-1i matice A soumsrné. Sta¥f, mé-1i
plny polet vlastnich vektord.
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9. PODOBNE MATICE

Ctvercovéd matice A  transformuje vektor X ve vektor 44, po-
dle vztahu

A M - /\é, . ‘ (901)
Prejddme nynf k Jjinym souradnicim lineérni transformaci soutadnic

X =T§) yo=Ty. (9.2)
72de | je &tvercovéd regulérni matice stejného ¥4du jako A . Mast
byt regulérnf, aby existovala zp&tnd transformace § =T, y = T'4«é, )
a mus{ byt stejného ¥édu jako A , nebof jinak by nemohlo platit pra-
vidlo o nésobenf matic (vektory x , § maji stejny poZet prvkid).
Dosazenim (9.2) do (9.1) vyjde

P (9.3)
Nésobenim zleva inverznf matici 1 ' dostaneme

B g <1 (9.4)
kde ‘ N

B - T'AT. (9.5)

Matice A a B predstavujf - pokud Jjsou vézény vztahem (9.5) -
stejnou linedrnf transformaei (v riznych soustavach soufadnic).
Matice, které Jjsou vézdny vztahem (9.5), se nazyvaji podobné matice.

Uvedeme pifklad.
Matice

o -1 (9.6
A = L o 9.6)

transformuje Ebovolny
vektor ¥ (OA na obr.
9.1) do stejn® dlouhého,
ale o 90 © _gtoéeného vek-
- toru Yy (OB). Pro vektor
X4 X zvolme bAzi
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: N o
u=il}’ =13 )

Tak¥e budeme mit (obr. 9.1)

AN >

Tuto rovnici 1lze zapsat Jjako
(9.9)

oznalime-11

| T2 1
S TR PO PR S L

Pro vektor P} bude obdobns

el e 329
&ili

Y o ‘ ( 9- 11)
(f b ’LL '
Podobnéd matice

ey

= 113 -1 [o -] [2 1] -2 -2 (5.12)
B AT-5L1 2| L1 o] |1 3] |1 1] 7

-—>
pak popisuje transformaci sloZek E vektoru OA do sloZek ¥  oto-

&eného vektoru 63
\Cig -1 -2 El&}
= (9013
{‘L"« 1 1] |%. )

vztaZenych k vektorové bdzi 4. , A~ . Na obr. 9.1 bylo

4
i } , takiZe
4

‘8} {-16%

1 1

3 ’ =T * (9-14)
> {4 =3 12 -

Podobné matice tedy popisujf stejnou lineérnf{ transformaci. Viast-
n{ hodnoty souvisej{ s vlastnostmi této transformace, takZe podobné ma-
tice majf stejné vlastni hodnoty se stejnou nésobnosti. Opak nemusi
platit, nebot nap#. matice

=<
"

vm
]

- 45 -



SIS
0 1 0 1

nejsou podobné, aZkoli majf obd Ay = Ay =1,

(9.15)

]
| PR |

O tom, %e se matice D .(9.15) nepodobd jednotkové matici A ,
presvdd&ime se tim, %Ze nalezneme obecny vzorec pro podobné matice
k Jednotkové matici '

T—«AT § T-/\TT _ T-4—\—= 1. (9.16)

K jednotkové matici je podobné zase jen jednotkovéd matice, coZ matice
B  nenft. '

Gtvercové matice A (M %N) ja podobnd k diagondln{ matici
tehdy a jen tehdy, mé-1i M linedrns nezdvislych vlastnich vektord.
Zv143ts platf, 2e A je podobné k diagondlnf matici, mé-1i navzéjem
rizné vlastn{ hodnoty. Diagonédln{ matice podobnéd k &tvercové matici A
se nazyvé kanonicky tvar matice A .

Uvedem opst p¥fklad. Necht je déna posloupnost dvou prominnych
A 5 1 algoritmem

Mg, =~TM, +4 Vv '
‘&fs ‘é'a (L ' (ﬁ - o, 1, 2, .oc) (9'17)
/\}JLY'\ =-¢ ’(/LL + ’va:,'
Oznalime-11i
| -7 4
g = i’% | A - ) (9.18)
1 '\/"h ! -8 1
budeme moci rovnici (9.17) zapsat ve tvaru
- (9.19)
x“(bi"\ A X
Matice A m4 vlastnf hodnoty A, =-3+4( , A,=-3- 4¢
a vlastni vektory
1 : 1
w - & } v=§ e (9.20)
1l +4 1l -9

Pomoc! moddlnf matice U ={Wiv] mizeme matici A diagonalizovat.
Vektory /4 , V nejsou ortogondlnf a matice U nenf unitérnf,

nebof matice A nenf hermiteovskd. Proto pouiivéme vzorec (8.24)

a nikoli snad (8.26). Dostaneme
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4 4 [ -4 -1 -7 4 1 1 )
[=VAU=-37 -1-4 1] -8 1 ][ 144 1-¢

=344 ¢ 0
I I < Aa 0 , (9.21)
0 =3-4+) |0 A,

b

Pak tedy lze u%ft substituci

_ _ ng) (9.22)
J(lib B Ulj‘b' X'{‘,H B Ugfuﬂ ' %Q i {A&/} ’
abychom mfsto rovnice (9.19) dostali
. _ (9.23)
\4k+1 - [\Y}k ‘
Rozepi3eme-1li posledni rovnici, budeme mit :
v X ) o &1
fet = ATy ’(°3+H&)Q‘=(‘3fH£) Yo,

‘ (9.24)
Ahot = Apg = (-3-44) Az L‘%~“m’)€"” Ao

V t&chto rovnicich jsou prom&nné separovény. Zpstnou transformaci

‘-uk} K . E\M}
ﬁ,\l_L [11’& 1_,{' A,&_‘ (9.25)

vyJjde

1)

My = 3 ew) e o (3w,

)Q (9.26)

A3 140+ (-0 )73 -4 0) %0

Ve

Jsou-11 dény poléte¥nf hodmoty WU, , V, , dostaneme o , A, Fe-
Senim rovnic (9.26) pro o = 0, totiZ soustavy
Mo = Vo & A,

(9.27)
A‘\ro

1]

Ata) 7o + (1-¢) A

Diagonalizace matice A umoZnila v tomto pFipad¥ separaci prom$mnych,
takie jsme mohli zfskat uzaviené Ffelenf (9.26). Je z¥ejmé, %e pro mate-
matickou analyzu méd diagonalizace matic velky vyznam.

Maji-11 podobné matice stejné vlastni hodnoty, musf mit i stejny
charakteristicky mnoho&len

PA-AT] =GO™ (A=) A-A) oo (A Am). (9.28)
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Z vlastnostf &initeld tohoto mnohoZlenu lze odvodit, Ze soufet prvkd
na hlavnf diagondle (tzv. stopa matice) je u podobnych matic stvejny,
tzn.

Qg © Ry + o % Qan = Agt Azt v A (9.29)

Zavedeme-1i pro stopu matice oznadeni +4Y° (trace), z{ské posledni
rovnice tvar

Dédle plat{ rovnost determinantd
IAL = LALL = Aqds - Ay, (9.31)

Uvedli jsme ji%, Ze lze diagonalizovat kaZdou matici, kterd mé
plny podet vlastnich vektord. Nelze tedy prevést kaZdou matici na dia-
gonélni tvar. Nap¥. matice

7 1
A s (9.32)
0 7
mé& vlastni{ hodnoty M‘ = A, =7 a pouze jJeden vlastni vektor

L1 4O 17 . Kdyby existovala nsjakéd moddlnf matice U takové,
aby U AU - [\ , musilo by také platit, %e AU =/\ a kone&ns

A= UAUT! (9.33)

Dosadfme-1i v3ak za /\ do rovnice (9.33), vyjde rozpornd "rovnice"

{7 1]_“ {7 01 " 4o [T 'o}
5 U, 7JU :7UTU=?L‘[O .| (939

kterd nemiZe platit.

Pro takové matice plati Jordanova vita: mé-1i matice A (Mxm)
rizné vlastnf hodnoty A, , 4, , ..., A, 8 nésobnostmi M, , My
eeey My, pak charakteristicky determinant mé tvar

A .
|+I-Al =10 (/L—L)')'MJ, (9.35)
. ?:/\
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Matice A je v tom pripad® podobné s rozdslenou matici

—

Ny O e O ]
O [\L """ Q
J = i Lo ; ' (9.36)
.0 C Ny
kde A/L mé velikost (™M{x/M,) a mé tvar
(X, © 0 ... O]
x 4; O ... 0
‘/\‘L: 0 3 'LL ) 0 .
oooooo e e 000000000000 (9.37)
| mammen i o« X /\,L_

Hv&zdiZky pod hlavni diagonélou zna¥f bud O nebo 1. Matice (9,36)
mé Jordaniv kanonicky tvar.

Symbolem M v rovnici (9.35) jsme oznalili nésobeni. Rozepide-
me-1i pravou stranu této rovnice, dostanems

A
M A ap) = (A 204 4a) o (0= aa) -
-

(9.38)

10. VETA CAYLEYHO - HAMILTONOVA

Charakteristicky polynom matice A mé tvar determinantu IA-ATI,
Lze jeJ upravit na soulin kotenovych &initeld, tak%e rovnice (7.4) mé
pak tvar

w
N(L-45) =
=A

) (LA - oo (L= Am).

(10.1)
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Vlastnf hodnoty A, , A, , .., A, mohou, ale nemusi byt &isla
navzéjem riznd. Rovnici (10.1) miZeme zapsat zkrécend jako

znadf-11 P algebraicky operétor, ktery z prominné A vytvoir{
charakteristicky polynom

P(A) - ﬁ{(»— Li) - (10.3)
{=

0d polynomu |A-AT| se 1i5{ jen u matic lichych ¥4dd, a to znaménkem.
Analogicky k tomu definujeme meticovy polynom

PA) =M (A-4 ) = (A-AD) (A= D) (AL, T). (0.4
4 =1

Pro vlastnf vektory 4L platfi rovnice

Adle = Ao g o ‘ (10.5)

Nésobime-1i tedy (10.4) zprava vlastnim vektorem . , bude nejprve
(A ../LM —\;\) u“l' = KA_,\ -’\“’Vl,\ ‘/W{ ’ pak (A‘ 'l‘-"V\,-/\ I_) u,t‘ =L*,1-/L'“_1),{,L,i atdo, takze
postupnym ndsobenim zprava dostaneme cely polynom (10.3) s hodnotou
L= A4y o Je tedy,

PlAYAL = PULs)ang (10.6)

ProtoZe v3ak A; Jje koFenem rovnice (10.2), méme na pravé strani
nulu., Proto
P(A) = 0. (10.7)

To je znédmé Cayleyho-Hamiltonova vdta: kaZd4 maticebsplﬁuje svou
charakteristickou rovnici. */

Nap#. matice

s (10.8
A= -8 1 8

¥/ Wiliam Rowan HAMILTON (1805 a% 1865), irsky matematik a fyzik.
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mé charakteristickou rovnici

TioA ! PhE A IS = 0 (10. 9)
. = AN teA 28 = 0. .
-3 A-A o
Skute&n plati, Ze
A"+ 6A + 25T =0, (10-10)
nebot
2
-7 41 17 -24
-8 1] |48 -n
a déle

17 -24 -7 47 1 0 0 0
+ 6 + 25 =
48 -31 -8 1l 0 1 | O 0
Plat{-11 pro tuto matici rovnice (10.10), lze kaZdou jeji mocninu

vy38{ neZ prvni vyjédrit pomoci nifsfch mocnin (v tomto pFfpadé nulté
a prvn{). Nap¥.

At = -6A -5 T,
AB

1)

’L -
-6A - 2SA=MA+150T atd.

To jsme JiZ pouZili ve &tvrté kapitole.

Plat{-1i pro kaZdou &tvercovou matici rovnice (10.7), Jsou line-
4rn® nezévislé jenom niZ3{ mocniny matice (aZ do ur&itého stupng).
To je zésadni rozdfl proti algebie s jednoduchou prom&nnou, jejiZ
v3echny mocniny Jjsou linedrnd nezévislé.

Je-11 nsktery kofen charakteristické rovnice nédsobny, zménf se
rovnice (10.7) podle toho, jde-1i o matici defektnf{ nebo ne. Mé-1i
matice A (mxm ) plny podet vlastnich vektord, aviak jen £<m na-
vzdjem rdznych vlastnfich hodnot, plati{ rovnice

(A -AA D) A-ALT) -2 (A-4,T) =0, (10.11)

U defektnf matice musi byt ndktery z &initeld (nebo ndkolik Ziniteld)
ve vy331 neZ prvni mocnin&. -
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Nap#. matice

40
A - L ] ( Aq = A, = 4) (10.12)
o 4

mé dva nezévislé vlastni vektory (7.13) a plat{ pro ni identita

A -4 =0. (10.13)
Zato defektni matics
2 4
A = [ } ( A, = Ay = 4) (10.14)
-1 6

mé jediny vlastn{ vektor’(7.11), a proto rovmici (10.13) nespliuje,
afkoli mé e maticf (10.12) stejny charakteristicky polynom. Splnuje
v3ak rovnici

(A-4wT) =0, (10.15)

nebot

(10.16)

1
T
=N
N
3
n
—
o O

o
| V— |

0

Poslednf rovnice je zdroven zajimavym dikazem, Ze &tverec matice se
miZe rovnat nule, ale matice sama je nenulové (je v8ak singulérni).

V&tu Cayleyho-Hamiltonovu miZeme vyuZit i k vypoltu zdpornych
mocnic matice. Zndsobime~1li napf. rovnici (10.10) inverzni matic{ A“ﬁ
vypodteme odtud pro matici (10.8)

-4 __l ; 1 l "4
A =-25(f-\+6.\:>=—2—5- [8 7 )
=31 24
S N S —

Chceme~1li ur&it vysokou mocninu matice A , kterou lze diagonali-

zovat, miZeme pouZit vhodnou transformaci. UkéZeme to na p¥fkladu mati-
ce

1 4
A = |~3 , } ( Ay =5, 4, =-2). (10.17)

- 52 -



U%itfm moddlni matice

1 -4
U - [ ] (10.18)

1 3
dostaneme
y 5 0
N - UAU = [0 o (10.19)

Chceme-11 nyni vypodftat M -tou mocninu matice A , pouZijeme vzorec

(UAU™™= UAUTUAU™" .. UAU™ - UATA .U U U™ (10.20)
Vypo&teme napf. desdtou mocnimu. Dostaneme

N° - [ 5(;40 &)10} (10.21)

a zpstnou transformaci

A < (VAU - Ry -
3 (510 + 212 ¢ (519 - 212
3 519 - 39 4 (519 + 3(2°

Pro velké exponenty je tento postup vyhodn3js3{ neZ opakované pouZiti
Cayleyho-Hamiltonova vzorca.

= 1 (10.22)

Stejny postup lze pou%it i pro vypolet sou¥td nekonednych ¥ad typu

S =T +A +A + -+ A"+ - (10.23)

Takové dlohy se vyskytuji v ekonomii. M{sto soud&tu S hledéme soudet
mocnin podobnych diagondlnich matic

T = T ¢ A v N -t A™e - (10.24)

Tento soudet obsahuje na diagondle Fady, které lze selfst, Jjsou-1li
vlastnf hodnoty uvnit# jednotkového kruhu |Al< 4 (jinak by souZet
nem31 limitu). Na diagondle v +{ -tém rddku je totil
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2 ' 1 :
1+urq+---+/\,¢+---=4y (lagi<). (10.25)
A

Matici | tedy mi%eme snadno ur&it. Zp&tnou transformaci prejdeme
k prom&nné S . Dostaneme

S=UTU™, . (10.26)
" ~
Podminksa konvergence A'->0 pro m= miZe byt zFejm$ splndna jen
tehdy, le%i-1i vlastnf hodnoty matice uvnit# jednotkového kruhu. To Je

dilezité i pro ndkteré iteradn{ metody vypoltd v mumerické matematice,
pokud vyuZivajf vlastnosti mocnin podobnych matic.

11. NUMERICKA STABILITA

Vlivem zaokrouhlovacich chyb, pop#. vlivem nepfesnosti m&feni
poditéme nejlastdji s netplnymi &1sly nebo s ¥1sly ne zcela pFresnymi.
Zplsobi-1i maléd zm&na velikosti vstupnich dat malou zm&nu vystupnich
hodnot, pak nepfesnosti vstupnich dat neznehodnocujf vypoZet. Zmen3i-
me-1i chyby na vstupu a zjistime-1li pritom, %e¢ se Um¥rnX k tomu zmen-
3ujf i chyby na vystupu, mi¥eme vypolet povaZovat za stabilnf. Tak
tomu v3ak vZdy nebyv4. Chyby mohou nardst tak, %e vysledek vypodtu je
k nifemu, afkoli jsme pouZili teoreticky bezvadné vypoltové metody.

V dal3im textu uvedeme p¥iklady, kdy vlivem malych zm3n vstupnich hod-
not nastdvéd kvalitativni zm3na vy¥sledku nebo Jeho podstatné znehodnoce-
- nf. Uvedeme v3ak také metody, kterymi lze pFibli¥nd urlit zminy na vy-
stupu ze znémych zm&n na vstupu, Jsou-1i tyto zm&ny malé, a to bez opa-
kovéni celého vypodtu. Konkrétns se budeme zabyvat zm&nou vlastnich
hodnot a vlastnich vektorld, vyvolanou pozm&n¥nim pivodn{ matice. To mé
v§znam pro "doladovéni" kmitajfcich mechanickych soustav rdznymi kon-
struké&nimi zm$nami (viz 12. kapitolu).

UkéZeme nejprve nestabilitu Jordanova kanonického tvaru. PFedpo-
klédejme, 2e € Je malé kladné ¥fslo (0<¢x1 ) a U nidjakéd reguldr-
n{ matice velikosti (2 x 2). Mé-1li matice A tvar

- 54 -



A = ! ° - (11.1)
A=Lul | L ftuT,

prfslusdf ji Jordanmiv kanonicky tvar

1 0
] = [ ] . (11.2)
1 1

Je-1i v8ak £ = 0, vyjde

' ° | ’ (11.3)
J’[o 1| |

Vidime, %e spojité zmins matice A pfi € —> O odpovidd nespojité
zm&na kanonického tvaru matice.

S numerickou nestabilitou se setkédvédme 1 p#il FeSenf{ soustav
linedrnich rovnic

Ax = 4. (11.4)

Re¥fme-1i takovou soustavu, nedostaneme zpravidla presné FeSeni, nebot
koeficienty soustazy aqg nabo prvky @¢ vektoru & byvaj{ ne-
Uplnéd &1isla, vznikld m&¥enim, nebo nepiesnd, vznikl4 zaokrouhlovénim.
Potom v3ak nefe¥ime soustavu (11l.4), ale n3jakou jipou

(A+8AYY = (& +8¢), | (11.5)

kde 0A , popr. 0 &  predstavujf odchylku od presnfch hodnot A
pop*. ¢ . Re3enf rovnice (11.4) je

av3ak rovnice (11.5) d4

Y = (A+TA) (G 86, (.7

Jak bychom mohli posoudit chybu tohoto vysledku? Relativni velikost
této chyby vyjédrime pomSrem norem I[JL—% W/ it x .

Nejprve vypolteme rozdfl obou vektord (p¥esného X a "chybného"

Y)
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Xty o= L —(AfSAY4(e45G)=.x-LA+§AY4(Ax+55)=

=(A*EA)4{(A+5A3x*(Ax+EG)B’

(11.8)
= (AEM) T EAx - T8

Vznikd otézka, Jek vypo&teme normu vektoru

“ X_\g n = ‘-& (x‘-r_%‘.)('x_%) , (11-9)
méme-1i tento vektor vyjdd¥en obecn® rovnicf (11.8). K tomu bude t¥eba
posoudit nejen vektory, ale i ¥tvercové matice A , £A , jez vstu-
pujf do pravé strany rovnice (11.8). Musime tedy najit n&jaké "msFitko
velikosti"” pro tyto matice, coZ neni snadné, nebot matice (Mxm) mé
obecnd Mm* prvkd (tzn. M* obecnd rtznych ¥fsel). Jinak FeZeno,
musime celé matici p¥isoudit n&jaké redlné nezéporné &islo, které by
podle ur&itych kritérif{ &i pravidel vyjadfovalo globdlnX¥ velikost v3ech
prvkd zastoupenych v matici, tedy "velikost" matice. Tomuto &€islu bude-
me *fkat norma matice. DokéZeme~1li urZit tuto normu, budeme mit nad3ji,
%e z rovnice (11.8) dostaneme ufitelny vysledek.

Co tedy budeme povaZovat za normu matice A 7 Bude to &fslo,
které podle nizjakého pravidla k matici priredfme, a to tak, aby vyho-
vélo t&mto poZadavkim:

(:> AL =,

Norma tedy musi byt nezépornéd (podobn¥ jako hmotnost t&lesa).

(::) WCAl = el ALl ( ¢ Jje libovolné &1islo).

ZvitSime-11 matici (¢ -kré4t, chceme, aby se i norma zvdt3ila ¢ -krét.
Zvolime-1i C = O, dostaneme nulovou normu pro nulovou matici. To je
v souladu s piirozenym poZadavkem, aby nulové norma prisludela pouze
nulové matici. '

<:> LA+BYL = VAL + Ld.

To Je trojthelnfikové nerovnost. V trojthelnfku je kaZd4 strana vidy
mendi neZ soudet proté&jsich stran, nanejvys se mu mi%e rovnat, zdege-
neruje-11 trojihelntk v usedku. Tento poznatek nyni zobecnujeme i na
normu obecné matice, tedy na normu, kteréd neméd vyznam délky udselky.

WARIL < WAL.LBY.

To je Schwarzova nerovnost. Jejf vyznam je3td vysvidtlime.

- 56 =



Zavedeme-1i pro reélny vektor normu

WL = 3 T (11.10)
bude platit nerovnost
Custi s ity 1Y = LT s 20yl + 4Ty 20, (11.11)
Z poZadavku nezépornosti normy dostaneme
| e T s (11.12)
W2yl X' L2yl v yTy =0,
Podle tietfho poZadavku musi byt
O N W syl (11.13)

a proto levé strana (11.11) bude v&t3{ neZ levé strana nebo se bude
rovnat levé stran® (11.12). Odtud

lyTocl = iyl (11.14)

Schwarzova nerovnost je zobecndnim tohoto poznatku.

Zpisob, jakym miZeme vyhov&t poZadavkdim 1. a% 4., nenf{ jediny.
Jednim pfikladem normy miZe byt euklidovskéd norma reédlné matice

1AL = 1T Ty, ()

kterd vznikla zobecndnim normy redlného vektoru

Nl = | X7 =‘\l£><f. (11.16)

Jinym pfikladem je spektrélni norma

A H = NEX "'\i i LATA) 6 (11.17)

kde 4; (ATA) zna%f 4 -tou vlastnf hodnotu matice ( AIA).

Tro jdhelnfikovou a Schwarzovu nerovnost nynf pouZijeme pro vztah
(11.8). Bude

Wy IS A AT CHEAN Xl + U ELY) . (11.18)
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Ze vztahu (11.4) vyjde obdobns |A{l.\lx (| 2NE| &114

; -1
bl = WAN A= (11.19)
D&lenim vztahu (11.18) normou || X | dostaneme pom&r
eyl N Al (11 20)
< | N ‘ + — ). .
Wl MMOM L{nean %
Vzhledem k platnosti (11.19) mi%eme Jmenovatel [l |l na pravé strans

nahradit men3i{m nebo nanejvys rovnajicim se, rovn2Z kladnym &{slem

WA NG, takze

1

el WA+ TA)T ( oA ““““) (11.21)
j WAy Al Ny /-

X

RN
V matemaetice se dokazuje Banachova vdta, podle které — pro ISAIKIA( -

v WA~
W (Ax§AYVY < ‘q I . (11.22)
T-Aa o eal
Proto
ix-wi o AT LAY (\]Eml . 1\8@;\\) . (11.23)
s - 0A™MLLSAaL N LA I\

Kdy%z {SAIK | A, budeme moci pFibli%nd zanedbat ve jmenovateli na pravé
stran sou&in ||A™') ||TAll proti jedné. Bude pak

(R A “'HA“\\\H“ " “GU)

V kulaté zévorce na pravé strand je relativnf{ velikost chyb wvetupnich
didaji, na levé strand Jje relativn{ chyba na vystupu. Soudin

KAAY = DAL LA (11.25)

se nazyvé kondi&nf ¥islo matice A & udédvéd maximdln{ moZnou miru
zvét8eni vstupnich chyb pri fesen{ soustavy (11.4). Je-1li toto &fslo
velké, mohou - ale nemus{ - byt vyslédky vypo&tu velmi znehodnoceny
zv3tdenim vstupnich nepFesnost{.

PouZije-1i se spektrdlnf norma matice (11.17), je kondi¥nf &1islo
matice ddno pomSrem odmocnin nejvdts{ a nejmendf{ vlastnf{ hodnoty mati-
ce AR , tedy
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| o ALA ™) e
K(A) 6k(A“Mmin (11.26)

Je-1i matice soumsrnd, je ATA =A” . Posledn{ rovnici lze v tom prfpads
zjednodusit na tvar

. U\—(A)\mm ‘
i) = —— e (11.27)
U ) \)\,(A)\m(n

Abychom se presvdd&ili, jak véZné chyby mohou vzniknout, nedbéme-
11 3patné podmininosti matice soustavy linedrnich algebraickych rovnic,
uvedeme pi#fklad. Ctend® se snadno presvdd¥f, Ze soustavd rovnic

0,780 x; . + 0,563 Xq = 0,217
(11.28)
0,913 N] + 0,659 u’L = 01254
vyhovuje témsF presnd Fe3eni
X4 = 0,341, X, = -0,087. (11.29)
Presné reseni{ je v3ak zcela rozdflné, totii
Matice
ATA 0,780 0,913 0,780 0,563
| 0,563 0,659 || 0,913 0,659 |
" 1,441969  1,040807 1
- (11.31)
| 1,040807  0,75125

' mé vlastnf hodnoty Aq 2,193, A, & 0,456.10712. Kondi¥nf &fslo
jo tedy K(A) =z 2,19.10°.

Aplikujeme-11 Schwarzovu nerovnost na identitu F¥1A='I , snadno
doké¥eme, Ze kondi¥nf &fslo K (A) je v mezfch

A= K(A)< 2. (11.32)

Je-li.‘<(A) = , Je matice singulérnf a soustavu nelze Fesit.
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12. LADENI MECHANICKYCH SOUSTAV

Nyn{ se budeme zabyvat nesnadnou otézkou, jak se zmin{ vlastn{
frekvence a vlastnf{ tvary kmitd u mechanické soustavy, uskuteinime-1li
na n{ n&jakou malou konstruk&ni zm&nu (zm&nime ndkterou hmotu nebo
tuhost n&kterého &lenu). Formdlu,jemei%li dlohu pomoci matic, zni nade
otdzka takto: jak se zm¥n{ vlastni hodnoty A{ a vlastnf vektory 4l

matice A (msm), zmni-1i se tato matice o 6A ¢

Z¥tejm& bude platit, Ze

h

CA xS AY (et 8ang) = (A; v @A) mg rdws), (12.1)

u

Ay Ap by (12.2)

Jsou-1i "poruchy" { A , fis ,SA.L' malé, dostaneme vztah

ASM&‘Y‘ K{'\\M& ’:)L*:SM{,TS/L{(,L{. (12.3)
V této rovnici zndme A , O, w.

T ] ’\-C ) hledédme 6/\,{ ’5Mt
(1 =1, 2, eeey, M )

Je samoztejmé, Ze pro SH = 0 musf byt _S«L( = 0. Rovnici

f‘\(ui‘?‘guﬂ;) = /L":LU.; T&M) (12.4)
bude vyhovovat kadé g%{ , které bude nésobkem 44, . Proto musime
vybér gu,;, n& jak omezit, abychom vylou&ili tuto mnohozna&nost. Nové
zméndné vlastni vektory zvolime tak, aby Zédny p¥irtstek 5u¢ y VY~

jédreny ve sloZkéch pivodnich vlastnich vektord 4,(,3; podle vztahu

_1_'\/
B-M = \ w . .
- L 9 U"J (12.5)
F
neobsahoval sloZku, ktefd by byla ndsobkem

pYvoadnthe vlastntho vektoru 'U.c . Stadf
zvolime-1i

LO%:O’ pro 1}=}', . (12.6)

Pffklad takto pozm&n&nych vektord je na
obr. 12.1.

Misto hodnot Sul- budeme tedy uré&o-
vat hodnofy sloZek u)t-(f , které vymiz{,
kdy: 8A =o0.

Obr. 12.1
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Budeme piredpoklédat, Ze matice A s v8echny vlastnf{ hodnoty
navzéjem rdzné, a to *1 , Ar , ..., “w . K nim prffsludeji vlastni
vektory 41 , A2 , ee., ‘Am,. K hermiteovsky idruéené matici A"
Jsou vlastn{ hodnoty komplexnZ sdruZené L y ALy eeey Am . Vlastnf
vektory matice A" nechf jsou * , Vo , ..., Vs . Je=1i tomu tak,
plati defini¥n{ vztahy

YA A (12.7)
At -,
AT = A, (12.8)
Ndsobime-1li prvn{ rovnici zleva vektorem " , dostaneme
R T AT - (2.9

Nyni{ tuto rovnici hermiteovsky transponujeme. Vyjde

- 12.10
WA = T ( )

To je v3ak stejnd rovnice, jakou dostaneme nésobenim rovnice (12.8)
zleva vektorem 4t . To potvrzuje sprévnost p¥edpokladu, Ze vlastn{
hodnoty A , & dloh (12.7) a (12.8) jsou komplexn sdruené, co%
vyznatujeme pruhem.

Dosadfme-1i do rovnice (12.7) konkrétns Ailf = A¢ Mg , vyjde
(12.10) ve tvaru

H o 2%
A A”‘vJ' = Ai U vy (12.11)

Zatneme-1li v3ak s rovnici (12.8) AH'\)}, = ’CJ' ‘\)'3; a nésobime ji zleva
vektorem 4u;" , budeme mft

AaM T i (12.12)
Ay A7 vy = Ay Ay Ay
4 J; 3’ t A ] '
Odeltenim obou poslednich rovnic dostaneme
\/C_,‘; - IJ,) 4,(,{”/\}/3: =0 . (12.13)

ProtoZe rq‘ k3 )v}L (podle pFredpokladu), musi byt

MA'“«)} =0 (£44), (12.14)

tJ. vektor AL, splnuje podmfnku (12.14) se vdemi vektory V, s vy-
Jimkou 7 ®/

®/ Vektory . , o

¥ ( 4)#}) jsou tedy unitérni.
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Podle (12.5) a (12.6) se zm§na vlastniho vektoru 544/4' skl4dé z vek-
torovych sloZek Umirnych vektorﬁm U/q s vijimkou A, , takie podle
(12.14) mus{ byt

54,1,4” vy o= vt g = 0. (12.15)

Zndsobime-11i tedy rovnici (12.3) zleva vektorem ‘* , vymizi v3echny
gleny obsshujfct Oum, ; zbfvé

VR B A g = Ou e g (12.16)
Odtud p¥imo vypolteme
H
0B Ay
Spg = ———— LED (12.17)
'\)‘,\;“ Ay

V &itatell je bilineérnfi forma utvorend se &tvercovou matic{ §A ,
ve jmenovateli skalérni sou¥in vektord w4, , W, .

Nyni znésobfme rovnici (12.3) zleva vektorem ’\/'3"" . Podle (12.14)

’VgHMa‘ <t =0 0 takZe odpadne poslednf Zlen. Zbjvé

d
MHp S A M (12.18
%V'JASM{"”% 5AM¢=,{,«;U§"5@W- )
Hermit eovskou transpozici{ (12.8) dostaneme, Ze
thA = ’LJ‘ ’\)'Q'H, (12.19)
takfe rovnice (12.18) ziské tvar
Aj M b ag vt SR Mg = L ViR S (12.20)
Podminka (12.5) a (12.6) dé4vé vzhledem k (12.14)
l\)ﬁH .“/\r.H w--uv - v oA .H .
3 Dus 3 (32:4 Y4y d> Wiy vy, - (12.21)
Z rovnice (12.20) tedy vyjde pro 4 *3‘
w 'V' X SAM«,
Y (Aw A vytad g (12.22)

Je-1i ¢ =2’ , platf (12.6).
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Rovnice (12.17) a (12.22) tedy ptindsSeji odpovid na danou otészku.
Zmini-1i se matice A o A , zminf se vlastnf hodmoty A4, o 54,4
podle (12.17) a vlastnf vektory AL, o Skhg podle (12.5), p¥iZem¥
koeficienty Wiy uriime podle (12.22). Predpoklédé se v3ak, 3¢ tyto
zmgny Jjsou malé, nebof Jinak by neplatila linearizovand rovnice (12.3).

Pouzitim tichto rovnic miZeme uriit zmdny vlastnich hodnot a
vlastnich vektorld, vyvolané konstrukZnim zédsahem, a to mnohem snédze a
rychleji, neZ kdybychom znovu Fe#ill celou tlohu o vlastnich hodnotéch
a vlastnich vektorech a vi3e znovu pfepolditédvali. V§znam této uspory Je
samozfejms tim vat3{, &Im vatd{ je F4d matice, tj. &I{m vits{ je polet
stupnd volnosti FeXené mechanické soustavy.

L3

13. VIPOGET EXTREMNI VLASTNf HODNOTY

Gasto nds zajimé jen nejvét3{ nebo nejmens{ vlastn{ hodnota, takZe
Je zbyteZné Fesit celou dlohu., Zde miZe byt velmi uiitelny Rayleigho
princip, ktery stru¥ns vyloifme. %/

Predpokldédejme, %e matice A  Jje hermiteovskd (Je-li redlnd, Je
pek soumdrnd) a Ze viechny vlastn{ hodnoty, o nichi jsme dokédzali, Ze
mus{ byt redlné, Jjsou uspofdddny podle velikosti

Ay 2 Ay 2 Ay o>y (13.1)
Uloha o vlastnich hodnotéch je definovéna rovnict '
A Wy = Ag, Mg (13.2)

( L = 1, 2, ..., w ). Pro vlastni vektory plat{ vztahy

o - .
'U/a Ul& —4M1‘HM3 =

1 pro 4 ’jt
i (13.3)

0 Pro {4

%/ John William Strutt baron RAYLEIGH, od roku 1873 lord Rayleigh,
(1842 aZ 1919), profesor experimentédln{ fyziky na universits
v Cambridge, Maxwelllv nédstupce.
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Tyto podmfnky vyjadfuj{ znémy poznatek, Ze vlastni vektory soum3rné
matice tvorf ortogondlni soustavu., Vynésobime-1i rovnici (13.2) zleva
vektorem (i ;4% , dostaneme

Mt B A =g Mt = A (13.4)

Vlastn{ hodnota je tedy d4na hodnotou kvadratické formy M,.;HA W, pro
normovany vlastnf vektor AL, . Pro vi3echny vlastni vektory plati
normaliza®nf podminka

Il = wtu -1. (13.5)

Proto%e A4 je nejv&tdf vlastn{ hodnota, je to také nejvitsf hodnota
kvadratické formy AMMA iU pro vektory vyplnujfef kouli l(wl =1 ,
takZe '

A= max (wMA ). (13.6)
=1 '

Podobnd bychom mohli ukézat, fe A'n Je minimem této kvadratické
formy. Pronenormované realné vektory bude platit, Ze

L xTA X%
4 ™ max .
L40 XTx

(13.7)

Zlomek na pravé strand této rovnice se nazyvéd Rayleigho kvocient (po-
d11). Rovnice (13.7) vyjadfuje Rayleigho princip. Podle nzho se nej-
v8t31 vliastnf{ hodnota rovnd maximélnf hodnot& Rayleigho kvocientu,
utvofeného s libovolnfm nenulovym vektorem. Vektor, jemuZ pF*islus{
tato maximélnf hodnota, je vliastnim vektorem dané matice.

Odhadneme-1i vlastni vektor ¥ , dostaneme hodnotu Rayleigho kvo-
cientu men3{ neZ je vlastni hodnota A, (rovnost by platila, kdyby-
chom nédhodou uhédli prévs vlastnf vektor pFislusdny k této vlastnf hod-
notd, coZ se zpravidla nestane). Rozdf{l v3ak nebyvéd velky, dovedeme-1li
vlastnf vektor alespon trochu pfibliZns odhadnout. Pak miZeme hodnotu
Rayleigho kvocientu brédt jako odhad nejvdtdf vlastnf{ hodnoty. Ze dvou
odhadd Je lep3f ten, ktery ddvéd vitE{ vlastnf hodnotu. Ten se vyuZivé
k ohranilenf velikosti A4 . -

Uvedeme pF¥{klad. Matice

5 1
A = (13.8)
1
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mé vliastnf hodnoty A, =4+ \2 5,414, A, =4 - |2 = 2.586.
Zvolfme-1i vektor X = [2 1]7 , dostaneme podle (13.7) odhad

S

by B = 2L =5,4. (13.9)
2
2 1l
o]
Pro vektor X ; l1 117 aostaneme Jiny odhad
5 1 1
w7 0] )
A2 - = l.g_ = 5,0 . (13.10)
1 1] {} A
1

Odhad (13.9) je tedy lepdf. Presné hodnota N, Jje jen asi o 0,26 %
vit3{ neZ hranice (13.9). PPesnost obou odhadl je pFekvapujfci, nebof
oba pou%ité vektory se navzdjem zna¥nd 1i3f{; sprévnéd hodnota vlastntho
vektoru jJe £ & [2,414 17]7.

UkéZeme, Ze stéjny postup lze uZft i pro hermiteovskou matici,

nap¥.
4 34
H = [ "‘l . (13.11)

.30 2 |

Tato matice mé vlastnf hodnmoty A, = 3 + 10, AL =3 - qlo.
Proto pro vdechna komplexn{ &fsla ., , £, (8 v§jimkou O, 0)
plat{ nerovnost

4 ¥, 1%+ 3¢ (3G - X% ) & 2102

by 1% & U x \* d—

Pro matici, kterd nenf hermitepvskd, nelze Rayleigho princip pouiit.

Napi¥. matice
1 94
0 2

mé vlastn{ hodnoty A1 =2, A, =1, avdak
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T A YT n Lt
X : + L X

/) X - X1+ :7'1“4\1 Xz 2 ( . )
LT x X1t X2

d4 napt. pro X = X, = 1 hodnotu > A4 Vv rozporu s Réy-

leigho principem.

,\o
rof

Ukd%eme jo3t& iteralni{ metodu pro vyhledéni nejvidt3{ absolutni
vliastn{ hodnoty a p*islud3ného vlastntho vektoru. Budeme pFedpoklédat,
2o matice A je soum¥rnd (hermiteovskd) a %e jejf vlastnf hodnoty
splnuj{ nerovnost '

LA = 1A > - 2. (13.15)

Pro dlohu o vlastnich hodnotéch a o vlastnich vektorech

A = A (13.16)

zvolfme nultou aproximaci il =V, pak prvni V7= A, druhou Wy = Ay,
atd., aZ% pro k-tou aproximaci bude

v, = A’e% | (13.17)

Budeme zkoumat posloupnost t&chto aproximacf. Nultou aproximaci vy-
jédrime jako linedrni{ kombinaci vlastnich vektord

LY
- <_ .
Vo T L By (13.18)
v
Potom v&ak
Ny . »
o= Ay = LG A = L G Ay A (13.19)
4 =1 {:
Podobn&
m
~ %
Ve s Ay = ATy - L SN, (13.20)
421
a obecns
Yw
ap ) &
Y T Z Ci Al g . (13.21)
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V této radd¥ vytkneme prvni &len

- X Cinvg Ak
. s

Je=1i | 4;(<|A4], bude druh¥ vyraz (vyznaZenf soudet) v hranaté zévorce
limitovat k nule. Hodnota A, v3ek mi%e byt nédsobnd. Rozepsénim
rovnice (13.22) lze dokézat, %e i tehdy metoda konverguje. Pro dosta-
te¥ns velké R tedy bude

vy = C,utf‘u,q,

(13.23)
N ~ 1 ‘
Ae1t T C1 AT Ay

Je zPejmé, Ze p¥l dostatedns velkém % bude Vi it = 4V, , takie

vlastnf hodnotu A, dostaneme jako pom&r stejnolehlych prvkd vektord

V), . a A, nebo - v absolutnf{ hodnoté& - Jjako pomér norem “
t
~ | vy ol
LA, = —2 (13.24)
v

Vektory V3, pritom limitujf k vlastnfmu vektoru AL, .

Nap#. pro matici (13.8) a pro po&dtedni vektor "V, = [l 1]T
bude

) Y N “VJLMN
2, IAdf{v Y= ¢ Vo 1 odhad A, ml' odhad {,}
=0 |5 17 (1)  (6)| 6,000 0,832
\ X a - % 5,099 }
1 3. 1 4 4,000 0,555
=1 |5 1 6 34 5,667 0,884
DO e
1 3 4 18 4,500 0, 468
w=2 |5 11 (34 188) | 5,529 ( 0,906
el % | ol
1 3] (18 88 4,889 0,424
fQ_ = 3 s 1"{ .188\1 10281 5,468 0,915
IENEPES 00 1| e
L1 3 88 452)| 5,136 0, 402
2 =4 |75 17(1028) (5592 | 5,440 0, 920
[ | E = 5,413 }
1 31| 452 2384, | 5,274 0,392
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Presné hodnoty jsou - po zaokrouhleni

L §0,924}
5,414 4 .
’ ) Ay 0,383

Je ztejmé, Ze odhad (13.24) dal lepdf vysledky ne% pomér stejno-
lehlych prvkd obou vektord. VypoZet normy vektoru je vidak pracny (vy-
3aduje umocnovénf a odmochovéni). Proto se v praxi spokojujeme s vy-

poitem vlastn{ hodnoty pomoci pomEru prvkd obou po sobd jdoucich vek-
tord, uffvéme viak k tomu prvek s nejv&tsf absolutnf hodnotou.

Stejnym postupem miZeme dostat vlastnf hodnotu Am (s nejmensf
absolutnf hodnotou), pokud Am % 0. Nenf-1i matice A singulérnf
(a to nenf, nemé-1li Zddnou nulovou vlastni hodnotu), miZeme formulovat
novou tlohu 8 pouZitim inverzni matice

Ay

A < i (13.25)

8 vlastnimi hodnotami

A

{

(13.27)

N

Il =Ll = - € )
Itera&n{ proces d4 nyn{ hodnotu /LLM, a podle (13.26) 1 A,, -

Kdybychom cht&li obdobn# dostat i jiné vlastn{ hodnoty, musili
bychom FeSenf vidy znovu korigovat podminkami ortogonality hledaného
vlastnftho vektoru ke v3em vliastnim vektordm, k nim¥ ndleif vlastni
hodnota absolutnd v&t3f neZ hledand. Tim by se postup ponszkud zkompli-
koval. Bez této ortogonalizace by se vypoZet "pokazil" vlivem zackrouh-
lovacich chyb a za&al by znovu konvergovat k vlastnf{ hodnot® jiZ p¥ed-
tim nalezené. Rizné metody numerického vipodtu vlastnich hodnot a
vliastnich vektord nalezne Etend* v odborné literatube.
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14. FUNKCE MATICE

Analogicky funkcim reélné prom$nné miZeme uvaZovat i o funkcich
reélnfch matic. Mé-1i funkce 4{(x) pot¥ebné derivace, lze Ji v okolf
n3jakého bodu Xo rozvést v Taylorovu Fadu

{ () = lxa) + %—&‘(wo)(x-xo) + —g;{;"(xo)(x-yoﬁ -, (a1

NapF. exponencidlni funkce @* d4 v okolf bodu X =0 Fadu

4 A
e* =4 + T x+

A
TR T i (14.2)

Exponenciflnf funkci matice A budeme definovat obdobnou Fadou

A 4 4

Mezi Fadami (14.2) a (14.3) je viak podstatny rozdfl. Rada (14.2) mé
nekonedns mnoho linedrns nezédvislych &leni a teprve soulet vdech t&ch-
to &lemd konverguje k exponencidlnf{ funkci. Rada (14.3) mé viak jen
omezeny pofet lineérnd nezévislych &lemd, nebof pro mocniny matice
plat{ Cayleyho-Hamiltonova vita (kapitola 10). Je-1i matice M -tého
F4du, miZe mit Fada (14.3) nejvyd M nezdvislych Eleni, ostatnf &le-
ny 8 vya8{mi mocninami lze vyjédfit jeko lineérni kombinaci niZ3ich
mocnin. Zredukujeme-1i takto polet &lend v #add (14.3), zbude

AT (14.4)

eh e T+t At LAY -t ¢,

Koeficienty Coc a% Cm-1 Jsou nynf jiné ne% u stejnych mocnin v Fa-
a3 (14.3), nebof vznikly sloufenim nekonen¥ mnoha &lenl, coZ odpovidé
opakovanému ufitf{ Cayleyho-Hamiltomovy véty pro v3echny mocniny s ex-
ponentem vy33im ne¥ M-1 . Tyto koeficienty zatim neznéme. Rada (14.3)
se 1131 od Fady (14.4) o &leny, které bychom mohli sefadit do soudtu
o0
ZLMOQED(AH{L. Pritom P(A) = 0 podle (10.6).

Uvsdomfme-11 si, Ze linedrni vazba mezi mocninami matice P(A)=0
Je v podatat® charakteristickym polynomem, ktery ddv4 mulu pro jakou-
koli vlastnf hodnotu A , takie P(4¢)=0 , jao zfejmé, %e jak Cayley-
ho-Hamiltonova vé&ta - tedy rovnice (10.8) -, tak rovnice (14.3) budou
splndny, dosadfime-1li za /\ﬁ' umocn&nou ndkterou vlastnf{ hodnotu Lf’
a za Jednotkovou matici T oprostd jednotku 4 . Potom viak musi byt
splnina i rovnice (14.4). Jsou-1li vdechny vlastni hodnoty navzdjem
rizné, stali{ Jednu po druhé dosadit do rovnice (14.4). Venikne tak
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soustava A~ rovnic pro stejny po¥et neznémych soudiniteld Co , ¢
e ® oy CM“" .

Tyto rovnice jsou

o -4
@*"\. = Co + C1 /Lu‘ +' C'-p, ’\’t + --- 4 Cm-1 /\/:‘ ’ (14'5)

( ‘C:l’ 2, ...,M/ )o‘

Zopakujme uvahu je3t¥ jednou. Rovnici (14.4) zapiZeme zkrécens

E’U\\ = Q U\) A (14. 4a)

Cayleyho-Hamiltonova v&ta dévd identitu P(/-\) =C . Rovnici (14.3)
uspordddme do tvaru soudtu :

L (A) = Q(A) 431 PLA) + ot PI(A) 4 --- (14.3a)

Proto%e P(.) - je charakteristickym polynomem, je P()lz) -0 . Potom
z rovnice (14.3a)

(L) = @A) (14.5a)

coZ je rovnice (14.5).

Napf. pro matici

1

4
(14.6)

-3 0

méme charakteristicky polynom P(U = (4-A ) (= A)+3= A - 41 + 3

a jeho anulovénim dostaneme rovnici, z které vypodteme A4 = 3, Az = 1.
Tyto hodnoty postupn® dosadime do rovnice '

@A = CO I + C.' /_\ (14-7)

za matici A , pri%em? jednotkovou matici | nehradfme 1. Pak

e’ = ¢ r3c,

14.8
e - CC, + C1 . (14 )
Z této soustavy vypodteme
S 4 3 'Z. M
Co=-T e+ 3¢ = -59, (14.9)
- A 4
Cyq = 2 23 - ze = 2|G/
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takZe

-5, 0 4 1 " 28,5 8,6 |
et = 29 +8,6| - = . (14.10)
0 -5,9 -3 0 -25,8 '519,

-

Je ztejmé, Ze takto o@vozané mocninné fada mé smysl, konverguji-
11 vdechny Taylorovy fady §(4() (U =1, 2, ..., W ). Uvedeme jedt&
jiny pfiklad. Vypolitdme funkei

Mn A =T+ A (14.11)

pro matici druhého #édu

5 4 ,
] (14.12)

s vlastnfmi hodnotami A1 =6, A, = 1. Ze soustavy rovnic

A €& = Co + 661

. (14.13)
An 1 = Cy + Cit
vyJjde
¢, = 6 sin ; - 8in6 1,0657
. (14.14)
¢, = sin 6 ; sin 1 20,2242 .
Proto
1 Y 5 4
sin A £ 11,0657 - 0,2242 =
lo 1 11 2
' -0,0553  -0,8968
= . (14.15)
-0,2242 0,6173

Postup, ktery jsme ukézali, selZe, bude-1i n3kterd vlastnf{ hodno-
ta nskolikandsobnéd. Soustava rovnic (14.5) v tom p¥ipad& nedé v3echny
neznémé konstanty, nebot n¥které rovnice se budou opakovat a nepiinesou
novou informaci. Predstavme si t¥eba, Ze prédvé& prvni vlastni hodnota
bude trojnésobnd, takZe A4 = A, = L, . Charakteristicky polynom
mé v takovém p¥ipads tvar
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PLA) = (=47 (s A A Ag) oo (- dm) (14.16)

Dosadfme-11 sem A = A, , vymiz{ zfejms nejen P(L;), ale i jeho
prvn{ a druhd derivace, takZe

P(A4) =0, PHA) = 0, P =0 (14.17)

Soustavu rovnic (14.5a) pro A=Ay , Ut =1, 4, 5, ...,y tedy do-
plnime rovnicemi

)
&' ('L'l) = Q’(’L'l))
1 oy (14.18)
Flad = (41) .
Jako p¥fklad vypo&teme exponencidlni funkci matice
0 1l 0
A = 1|o 0 2|, . (14.19)
lo o o]
kterd md vlastnf hodnoty vesmss nulové, A; = A, = A; = 0. ZPejms
bude ' «
e = T v & A + G AT, (14.20)
Déle budeme mit
_g-’k ) - 44 . z 7 A
\ 1 -Q =CUT C,,A1'Lclr\,1 = LL{‘/\.q))
" - ~, 'L-‘\ ]
Fla) = g™t . Ch + 204 = A (A
| 2 (A1) (14.21)
] . 1
§' {4 = QM = Ler o= Q" (A)
Rovnice (14.5) a (14.18) tedy dajf pro Ay = O
/l = Co )
1 = ¢y
/\ = ':LC’_'_ \t
Celkem
-1 1 1
A oAt
et =L +A + T A = |0 1 2|, (14.22)
0 0 1
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@
Snadno se presvidiime, %e & = L , je-1i © mlovéd matice
stejného r4du jako Jednotkovd matice I .

Pro matici (14.19) nynf ur®fme funkci sin A . Op&t budeme mit
v polynomu (13.4a) jen t#i nezévislé &leny, takiZe

M A = T+ GA e, AR (14.23)

Tentokrét v3ak budou urlujifci rovnice

An G = Qo) ili 0 = ¢,
ey O = Q(0) 1= ¢y
- Aw O = Q' (0) ¢ = 2¢,.

V tomto pPfipadd tedy bude

Aw A = A (14.24)

Zobecndnim zkulenost{ z oboru funkcf{ redlné prom&nné se nédm poda-
?ilo definovat obdobné funkce i pro matice. Uvidime, Ze tyto funkce
1ze vyuzit p#i Fedeni soustav diferencidlnich rovnic, takZe nejde jen
o forméln{ dpravy nebo o n&jakou abstraktn{ matematickou hiiZku.
ProtoZe v3ak matice je mnohem sloZitxjsd{ udtvar neZ jednoduché &fslo,
bude mit definovand funkce matice mnohéd omezenfi. Na ngkterd z nich jsme
JiZ upozornili (uvedli jsme poZadavek konvergence Taylorovych #ad pro
v3echny vlastnf hodnoty matice, ddle poznatek o kone&ném pol&tu lineédrnd
nezdvislych &lemi v'maticOVYch polynomech). Upozornime je3t& na jednu
dileZitou okolnost. Pomoci maticového polynomu lze vyjddrit jenom tako-
vé funkce, které toto vyjéddreni dovolujf. UkédZeme to na pi#ikladu.
Ur&fime odmocninu matice (14.12). ZFejm& bude

‘\"_
\‘['L\ = C’OI + C1 A'
T oot o, (14.25)
‘:r_—-
A = G o+ oF
t-ve i€ -1
a tedy o = 5 | ¢, = g !

6 o 5 47 2,16 1,16
R - Je-1 ([r + [ al . (14.26)
5 0 3 1 2 0,29 1,29

Skutens, umocnime-1i tuto matici, dostaneme pivodni matici.
Budeme-11 postupovat stejn¥ i tehdy, kdy matice m4 nédsobnou nskterou
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vlastnf hodnotu, vypoiteme - neni-1i tato hodnota prévy mulovd - od-
.mocninu 1 v tomto pF{pads (s pouZitim derivace) zcela jednoznai&ns.
Av3ak v tom Je prévd skryto omezeni, na které chceme upozornit.
Vypo&teme~-1i nap¥. takto odmocninu z jednotkové matice, vyjde ném

T -T. | (14.27)

To Je jist3 sprévny vysledek. JenZe odmocnina z jednotkové matice mé
nekoneins mnoho Fedenf. MiZeme se presvedliit, 2e kazidd matice tvaru

1- o
o
A = [.a- Z; ] (14.28)

spliuje podmfnku A"= T . Helenf \T =A podle (14.28) vask nelsze vy-
jédrit polynomem s jednotkovou maticf (matice A by musila byt né-
sobkem jednotkové matice, coZ neni).

15. HRE3EN? DIFERENCIALNICH ROVNIC

ObyZejnou diferencidlni rovnici vy33ftho Fddu miZeme vidy vhodnymi
substitucemi prevést na soustavu lineérnich diferencidlnfch rovniec,
kterou pak lze Fe3it maticovou metodou. Postup ukéZeme na p*fkladech.

Pro neznémou funkci A{ =L (%) nechf nap¥. platf rovnice

o ¢ A

T T e Ty T tW T toswt . (15.1)
Dosadime-~11
du
M\ = U;; x"L = —d.? )
. Aty Au (15.2
g = Atr ) \\C\' - ——0“75 ) v 5.2)

dostaneme misto (15.1) ekvivalentni soustavu rovnic

O()(1_.
R—F = Xz,
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e

at ~ Y3 )

s _

Tl Xy ) (15.3)
cAxXy

T = txg- e % + carwt

Tuto soustavu lze zapsat v maticovém tvaru

dx
e =AW W (15.4)
oznalime-11
= 3
(g ) 0 1 0 0 0
v 0 0 1 0 ; o |
"‘4%}' AB=lo o o 1 5=y o '
| Xy | [t ¢ o 0 | cos wt |

Podobns miZeme upravit 1 soustavu diferencidlnich rovnic vy33ich Féad.
Nap#. pro dvd funkce (&) , f\r(,f:) necht platf, Ze

7 RITH )
‘::‘” . " ! (15.5)
av ., a4 L otk
ab T oat Yot e

'ty Av
Z této soustavy vypolteme ALt @ ot » takZe dostaneme

A
_ du %t
TE = - W+ (Lawt) (coowt) g +t ~(awt)€’, (15.6)
dv oy ot ‘
d/b A - at + e/
Nyni dosadime
du
Nll"u:' X’L = b 1 5(3 = 4r. (1507)

Po 'pravd vyjde opdt rovnice (15.4), v ni% v3ak

¥y 0 1 0 - 0
=< Xy [y AU’)‘ -1 coswt cos Wt|, »f(t) = 1 t-(eorwt) et
% 0 -1 -1 ot
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Né3 kol nyn{ je najit Ulelny zplsob FeSeni soustavy rovnic
(15.4). Pripomerme si nejprve, jak se Fes{ obyZejné lineérni diferen-
¢i1dlnf rovnice tvaru

% = flb)x + gl+). | (15.8)

NejJjednodussf je, zvolfme-1i substituci x(t) = 4 (%), v (¢) .
Pak X = {iv+4uV , takZe

ProtoZe Jjsme zavedli misto jedné funkce dvs, miZeme jednu podminku
volit; budeme poZadovat, aby platilo

o= f(t). w, (15.10)
a tedy
W = exp S-EU:)GH:. (15.11)
Z rovnice (15.9) zbyvé
u'\;' . %(6), (15.12)
tekZe
v = j i q (&) dt + owat - : (15.13)

Nyni se pokusime obdobnZ Fe3it i maticovou rovnici (15.4).
Zkusime dosadit

() = YW) 2 (&), (15.14)

kde Yxt) Je Etvercovéd matice, 2(t) vektor. PFipomeneme-1li 8i, %Ze
Xy = Z:\( nahlédneme, Ze pro derivaci plati

X =Yz + Y3 . (15.15)
Derivaci podle t Jsme oznaZili telkou. Po dosazenf do (15.4) vyjde
Y2 + Y3 = AYz + f. (15.16)

Budeme poZadovat, aby

Y = AY . | (15.17)
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Z rovnice (15.16) pak zbude pouze

Yi - ‘f . (15.18)
Pro &tvercovou matici Y (t) zvolime podéteZni podminku Y(0)=T.
Tuto matici lze tedy invertovat pFinejmendim pro t = 0. Bude-1li Y™'(¢)

existovat i pro %t > 0O a bude-1i obsahovat spojité funkce, mi%eme
z rovnice (15.18) vypo&itat

Z-YT"{, (15.19)

Je-1i také funkce {(t) spojitd, 1lze tuto rowvnici integrovat
t
2(6) = 2(0) + | YUDE(®) AT (15.20)
0

Jde o integraci vektoru; rozumf{ se, Ze integrujeme kazdy prvek (F&adex)
tohoto vektoru. Vi§sledek (15.20) nyni dosadime do (15.14)

t _
w(£) = Y(8) 2(0) + m)oﬂ Y (0) § () do . (15.21)

Vektor % (t) zFejms spliuje poZéte&nf podmfnku
x(0) =2(0), (15.22)
nebof Y(0) = T .

Resme nap¥. soustavu rovnic

e[ Ry
cin-[ R0 e

V tomto pFipad¥ snadno najdeme, %e rovnice (15.17) s matict

0 1
A = [_ ] (15.24)

mé Ffedent

Y (¢)

cost sint
] e (15025)

[ ~sint cos t
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Jeji inverze Je

(15.26)

[cosf -sint]

gint cost

Yo

Znésobime~-1i matice

- - w (-
Y)Y () = [_C’Zév%twﬁg.) Aa:awt({-,-z))] ) (15.27)

ziskéme velml zvldstn{, neobvykly vztah

YO Y'e) = Y(t-T). | (15.28)

Ten plati vZdy, kdy% matice A  nezévis{ na T . Pokusime se toto
tvrzeni dokdzat. Zavedeme oznadent

X(‘t\ = Y(f*t) (T =Ty = konst). (15.29)

Jestli%e pro pvednf funkei Y (t) platily podminky

oY ‘ | .

—(;_LE - AY, \((,O) - I\ A = konst, (15.30)
pak pro novou funkei X(t) podle (15.29) budou platit vztahy

ax

— - AX, X(t) =T, A = komst. (15.31)

Oznadme levou stfanu identity (15.28) L a pravou P
L= \(({7) \(-4(?))
P o= Y(&-T) = X(¥).

Dosazenim se lze presvddiit, %e oba tyto vyrazy splnujf (15.31), Ze
totil P

(15.32)

dl

a AL, Lo -1,

o P (15.33)
T AP, (v - T,

Zadénf (15.31) viak mus{ vést k jednoznanému reSeni, takZe musi byt
L=?P , cof je rovnice (15.28).

Je-11 tedy matice A konstantn{, mé FeSenf soustavy diferencidl-
nich rovnie
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dx ‘
i Ay ‘\'{’U?) (15.34)

tvar

£06) < Y (&) 2(0) + (Y (£-2)f (v) v - (15.35)
° v AN

Gtvercové matice Y (t) pPitom vyhovuje diferencisdlnf rovnici d+ = AY
s polétednf podminkou Y(0) = T . Znéme-1i toto fundamentdlnf{ FeZent
homogenn{ soustavy, dostaneme z rovnice (15.35) resenf nehomogenni
soustavy (15.34) pro jakoukoli spojitou funkei {({:) . Neni-1li matice
A konstantn{, mé PeSeni rovnice (15.4) tvar (15.21). Vektor 2Z(0)
se pritom rovnd po¥ste¥nim hodnotém X (0) .

Presvddéill jsme se, %e pro Freden{ linedrnich diferencidlnich
rovnic mé velky viznam nalezeni fundamentdlni{ soustavy funkci, které
vyhovuj{ homogemn{ dloze typu (15.30). Zam3¥{me se nyn{ na FeZeni této

Méme soustavu diferencidlnich rovnic s poléteinimi podminkami

d
Matice majf velikost MX W, Je-1i m=1 , tj. jde-1li o jedmu pro-
m3nnou, mé soustava (15.36) tvar 49, = QA a feSent Y = e | Toto

Fedeni vyhovuje poléte¥n{ podmince Y (0)=1 . V maticovém tvaru
RO
Y= e = ) %-,- ALt (15.37)
% =0
Toto FeSeni lze nyni pouZft obecns i pro matice #d4du M>1 . Rada

(15.37) bude rovnomdrns a absolutnd konvergovat k Fedenf Y(t) dlohy
(15.36) pro kterykoli konednj interval t €<, b> .

Znéme~1i (15.37), mifeme napsat FeSenf soustavy diferencidlnich
rovnic

ax
& - Axl), X(0) déno (15.38)
ve tvaru ,
2 () = Y& x(o) = ey (o) - (15. 39)

Jde o rovnici (15.21), v ni% f(T)=O.
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Uvedeme op&t prfklad. Je déna soustava diferenciélnich rovnic

r

\.

L
Ya
%
<,

BN

J

]

e

o O O O

© O O ¢

o O N O

0
0
1
0

-y

< >

(15.40)

s podéte&nimi hodnotami % (0)=0 |, %2(0) =1 , £:(0)=-1" , x4(0) =1 .

Pro matici

At

W

.

o O O o

O O O cr

2t

o ¢ O O

=

(15.41)

kteréd mé v3echny vlastni hodnoty nulové, vypolteme podle pravidel
vyloZenych ve 14. kapitole exponencidlnf funkei

Podle (15.39) vyJde reSeni dané Ulohy ve tvaru

X%

&

\

¥ )

oy

‘"o O O =

At

Ll

O O B+

‘e

o O o

I
2t
1
0

O O +r o

187

e
t
1

~

[0

1
-1

1

L

.
-t g

4 - 2k +i*
-1+t

(15. 42)

>‘(15~43)

ReSent (15.39) Ztenédre jist® udivuje jednoduchostf a eleganci, ale
nedévéd mu témd+ %Z4dnou informaci o svych vlastnostech (Jje-1li teSent
periodické nebo ne, mé-1i ndjakou limitu pro t — o apod.). Kdybychom
mEli jen jednu rovnici pro jednu prom&nnou (=1 ), m¥la by rovnice

(15.38) tvar

oLy

at

= X
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s partikulérnim ¥eSenim
At
X=e . ¢, C+0 . (15.45)

Lze se piresvddXit, Ze dosazenim (15.45) do (15.44) dostaneme (po kré-
ceni &initelem Q&t*o ) chaprakteristickou rovnici

AL = e . (15.46)
Méme-11i nyn{f soustavu

adx '

= A x (15.47)

s partikulérnim FeSenim

x -2, © (15.48)
budéme mit "charakteristickou rovnici"

Ae = Ae, | (15.49)

v ni? ¢ znad{ vektor poldéteinich podmfinek pro dané partikulérni
FeSenf (15.48). ZF¥ejms to musf byt vlastni vektor matice A a para-
metr A  musi byt jej{ vlastn{ hodnota.

Nap¥. pro soustavu

321 ' -7 4 X,
Ly [ ] (15.50)
Xq -8 1 A 5(’2_

najdeme vlastnf hodnoty &tvercové matice Ay, = - 3 + 44 , A, =
== 3-4+¢ a jim prfsludné vlastnf vektory

SERY

P¥{slu3dné partikulérnil ¥e3eni Jsou

¥, - i 4:,; & @(-.5 £ 4t g - { 14.‘{ } Q‘(—.s-:wc)t (15.52)

)

{ 1 \} (15.51)

1-4

(&l
(g

, 2
Jsou-1i nynf dény ndjaké po¥4te&nf podmfrky, nap¥. X(0) = { } ,
zvolfme feSenf X (t) ve tvaru linedrni kombinace -2
partikulédrnich Fe3en{
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X () = oy xy (£) 4 oo () (15.53)

a konstanty O , o, ur¥fme tak, aby platilo X (0) =0t ¥ (0)+ote X, (0)

8114
{2) o “H} oty {14«\1 ’ (15.54)

0dtud o= 1+ 2, %2 = 1-924 . Dosazenim do (15.53) a dpravou na reélny
tvar (pomoc{ Eulerovych vzorct) dostaneme

“3g { Ut D uim b ) (15.55)
L) = Le i-wo%-3/$(/w‘-lt

Vlastnosti partikuldrnfho *edeni (15.48) pozndme ihned z vypodte-
nych vlastnich hodnot A (reédlné &i komplexnf{, s kladnou, nulovou
nebo zépornou redlnou Zdstf).

Budeme nyn{ zkoumat, jaky vyznam md matice U(t) sestavens
z partikulérnich FeZeni (15.48)

G'\"t'
Uie) = T e¥e b eMe, 1 Dot [-0"4:-0;%;
N PARARALAI
i [’“C -4 ][0 ‘ZHMR] ' (15.56)
Zi';e.jma
Uo) = Tesica], (15.57)
takie
Y(£) = Ut).U™(0) (15.58)

mé po&dtednt hodnotu Y(0)=1 a vyhovuje pFitom rowvnici

dy _
e = AY. (15.59)

Y(t) podle (15.58) je tedy matic{ fundamentdlnfch FeSenf daného
problému.

V nadem pr{pads vyjde




Yo =uw T [ve Y]

-4 Y

- Q:% { (Coaltt -aim 4§ At

-2Aam 4t ( cos qe{.mqe)‘l ' (15.60)
Obecnd budeme mit
. zjﬂt 0 t. -------- 0 1
0 @M- .- . 0 -4
Y (&) = Ulo) | e U (0). (15.61)
| ~.~.. '*LM-{'J
0 0 ........ @

Matice U(0) obsahixde pouze vlastnf vektory ¢4 , Cy , ¢oey, Cm «

V této kapitole jsme poznali, jek t3snd souvisejf vlastn{ hodnoty
a vliastni vektory matice s Wlohou Fe3it soustavu lineérnich diferen-
cidlnich rovnic.

16. O RESITELNOSTI SOUSTAV ALGEBRAICKYCH LINEARNICH ROVNIC

Je déna soustava linedrnich algebraickjych rovnic
Ax = ‘6' . (16. 1)
Matice A miZe, ale nemusf byt Etvercové. Napk. soustava rovnic
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-

2 3 ‘14

1l 1 6
oy

3 5 S = <22 & (16.2)
Ay

4 1 18

1 -2 L O |

mé Pelent

. .
{"ﬁ} - { } (16.3)
¥ 2

a nenf{ tedy "preurlend". Kdybychom v3ak na pravé strand zm&nili n&jaky
prvek (kdybychom nap#. napsali 19 misto 18), rovnice by si odporovaly
a soustava (16.2) by nemila ¥edenf, prestala by byt konzistentni (jejf
rovnice by nebyly ve vzadjemném souladu).

Konzistence je zifejmd vlastnost celé soustavy, nikoli snad jen
matice A . ReZenf (16.3) dostaneme, vybereme-li z (16.2) kterédkoli'
dvé rovnice a fe3fme Jjo. Zbyvajici t#i rovnice pak nesmf ziskanému
feSen{ odporovat, md-1li mft celé soustava smysl.

Snadno se presvid&fme, %e jen dva P&dky z matice A  jsou line-
érnd nezdvislé. Vyberme nap?. prvni dva

% [ 2 3
:’3\ = } . (1604)
1l 1l
Zbyvajici %ést matice
3 5
A X &
A = 4 1 (16.5)
1 -2

obsshuje radky, JjeZ jsou linedrnfmi kombinacemi #4dkd matice (16.4).
Tato zédvislost je vyjddrena vztahem

%
A% = CA ‘ (16.6)
neboli
3 5 S 2 -1 ]
2 3
1l 1
1 -2 -3 7 -



Soustavu (16.2) lze tedy napsat ve tvaru

[_f‘:_} (x) = g_z}:-;}, (16.8)

CA¥
kde
22
{4,&}.,%"125., [Gx<y = 180 . (16.9)
0
Z rovnice (16.8) vyJjde
A*y = ¢ (16.10)
Axxy = §*%
a odtud
S E* = C0* (16.11)

Tato rovnice mé stejny tvar jako (16.6). To znamend, Ze stejnéd lineér-
ni{ zévislost, jaké existuje mezi ¥4dky matice A , musi existovat
také mezi p¥isluinymi prvky vektoru - pravé strany, mé-1li byt sou-
stava rovnic konzistentni.

MiZze se stét, Ze matice A né sice &tvercovy tvar, ale presto
nedévé jednozﬁaéné fe8eni (jej{ determinant je nulovy, hodnost matice
Jje men3{ ne% Jjejf #4d4). Takové soustava je nelplnd ("nedour&end") a
mé nekonelnd mnoho ¥eXeni. Nap¥. soustava rovnic

-

2 301 1w 14
|
LI ) LN Gl B ©(16.12)

mé mulovy determinant. Snadno se presvdd®ime, %e soustava je konzis-
tentnf, nebof tretf{ r&dek v matici A dostaneme jako rozdfl dvojné-
sobku prvntho #4dku a druhého *4dku a zéroven také platf, %e 22 =
=2 ., 14 - 6. Soustavu rozdélime, Jjak naznalemno. Zkrdcend mi%eme roz-
d&lenou soustavu oznalit

BraltsREa

- 85 -



Po rozepséni

A/\? + ?D& = )

Cy * D - 4. (16.14)
Protoze |A| ¥+ C , mi%eme z prvnf rovnice (16.14) vypo&itat

o= AT (a- B2) (16.15)
a z druhé

= D& -Cy). (16.16)

Konkrétns dostaneme pro soustavu (16.12) z rovnice (16.15)

"2 31" (14 1 4-22
2R e
1 1 6 1l 2 + z
a z rovnice (16.16)

1. (22- 13 .51{4—21):

2 + &

N
"

22‘12-10"'61.1.'-51 =Z . (l6¢18)

Tato identita je disledkem konzistence soustavy. V§sledné Fedeni tedy
Je

fi} = {%‘} - 2+ |. (16.19)

Zde 2z vystupuje jako parametr, ktery miZe nabyvat jakékoli hodnoty,
tak%e soustava (16,12) mé nekoneépé mnoho #e3eni.

Shrneme-1i tyto poznatky, shledéme, Ze pouze konzistentnf{ sousta-
va linedrnich rovnic je Fe3itelnd. ReSenf v3ak nemusi byt jediné (at
Je podet rovnic Jjakykoli). Nap¥. soustava (16.2) m&la vice rovnic neZ
neznémych, ale byla konzistentn{ a m&la jediné re3eni. Soustava (16.12)
méla stejny poZet rovnic jako neznédmych, ale nebyla udplné, takZe m&la
nekone&n% mnoho Fe3eni.

Konzistenci a Uplnost soustavy miZeme nejsnédze posoudit u sousta-
vy se soum&rnou (pop¥. hermiteovskou) matici. Tehdy toti% existuje
tolik linedrné& nezévislych vlastnich vektord w, , Jjaky je ¥4d matice
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( L =1, 2, «evy, M ). Tyto vliastnf vektory lze normovat a utvorit
z nich modélnf matici U = (4 4y --- 4y ], 0 které vime, Ze Jje
ortogonélnf. Soustavu

Ax = 4~ (16.20)

miZeme pak transformovat substituci
« =VUg, L=up (16.21)
na tvar
Alg = Up (16.22)

a vyndsobenim transponovanou matici l)r na diagonédlni tvar

j\g - ‘ﬁ‘) : (16.23)

Je-1i matice hermiteovskd, nahradfme transpozici ( T ) hermiteovskou
transpozie! (H ). ’

V rovnici (16.23) je [\ = U'AU diagon&lnf matice, kterd mé na dia-
gondle vlastn{ hodnoty matice A . Soustava (16.20) se touto trans-
formac{ rozpadne na soustavu rovnic se separovanymi proménnymi

3 -~ 16.24
Vlastnf hodnoty jsou reélné, nebof matice A Je podle predpokladu
soumdrnd, resp. hermiteovskd. Z rovnice (16.24) vypoéteme

4 16.2
§£ - ]}'Gd ’ (. 5)
Thned vidime, %e soustava (16.20) je jednoznalni *e3itelnd jen tehdy,
mé-11 A; #+ O pro vBechna < , Je-1li v¥ak ndkterd vlastnf hodnota
nulové, nap¥. Aj =0, musf bft mulové i hodnota (5, . Kdyby tomu
tak nebylo, nemohli bychom soustavu (16.24) ¥e3it, z % -té rovnice
bychom nemohli vypo&itat Eé, . Je-1i {Ehj = 0, bude A -t4 rovnice
v soustavd' (16.24) splnina pro jakoukoli hodnotu Ea . ReZent tedy
bude moZné, ale nebude jednoznainé.

Podle (16.21) platf, Ze

-4 )
P=U"0=yuTp = |ur|{e), (16.26)




profo
By =[’WUTU’3 - Lt =0 (16.27)

To znamené, Ze vektor ¢ pravé strany soustavy (16.20) musi byt
ortogondlnf k vlastnimu vektoru i, matice soustavy, ktery p¥islus{
k nulové vlastnf hodnot& A, = 0. Protofe Aw,.:=A{4¢ » Je pro
A=4p zéroven AU"{& = 0.

Soustava (16.20) bude tedy *e3itelnd, bude-li vektor pravé strany
ortogondln{ ke ka%dému netrividlnimu ¥e3enf homogenni soustavy Ax = 0.
P¥itom vime, Ze existuje tolik lineérnd nezdvislych FeSeni takové homo-
genn{ soustavy, kolik je nulovych vlastnich hodnot matice A .

K fesen! nehomogenni soustavy (16.20) miZeme piidat libovolnou
lineérn{ kombinaci nezévislych re%enf{ homogenni soustavy. Jsou-li n&-
které vlastnf hodnoty matice A nulové, mé soustava (16.20) nekoned-
n% mnoho Fe3enf; obecné Fedeni obsahuje tolik volnych parametrd, kolik
Je nulovych vlastnich hodnot.

Je-1i matice A nesoumdrnd, miZeme soustavu rovnic Ax =0~
prevést na soustavu se soumdrnou matici tim, Ze ji doplnime Fe3enim
‘adjungované soustavy ATV = ¢ . Dostaneme

{}@X :if“_} | (16.28)
v c

Matice této soustavy je soumdrnd, tekZe pro ni plat{ d¥ive odvozené
poznatky. Podrobnosti klasifikace soustavy lineédrnich rovnic s pouZi-
tim (16.28) jsme uvedli v publikaci Maticové metody v pevnostnich
vypodtech, III. &4st, kterou vydal CVTS - Dim techniky Praha roku 1974.

Nakonec je3t% poznémku k rovnici (16.25). PomiZ%e ném pochopit
vyznam kondi&ntho &fsla (11.22). Vektor nezndmych X miZeme podle
(16.21) vyjédrit ve vektorové bdzi Uy , UL , ..., A, . Dostaneme

X = %4 Wy F %'L’ML -5 CS%U.W. (16.29)
Slozky €. vektoru X  jsou dény rovnici (16.25). Vektor X je
podle posledntho vztahu jakymsi véZenym primErem normovanych vlastnich
vektord W¢ , pFifemt "véha" §; Je nepfimo Umirné vlastni hodnots
A{ . Zaokrouhlovaci chyby vzrostou, bude-li pomsr nejvit3{ a nejmens{
véhy v ebsolutn{ hodnot3 mnohem v&t3{ ne% jednilka, nebot pak budeme

k velkym &1sldm p¥iZftat ¥fsla velmi mald. To v3ak vede k zév&ru, %e
Je neZédouci, aby kondi¥n{ ¥fslo (11.22) bylo podstatnd vit3{ ne% jedna.
K tomuto zéviru jsme do3li jinym zpisobem v kapitole 1l.
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17. O LINEARNf REGRESI

Chceme ur&it neznémou funkei "?U?) , popisujicf n¥jaky fyzikéln{
d8j. Z fyzikélnich dvah nebo z rozboru experimentélnich dat usoudime,
e tuto funkci by bylo moZno vyjddrit ve funkdnf bézi f j ) (j =
=1, 2, ..., 2 ) pomoci skalérnich sloZek L2

";} ({C) = Mo t+ i4§1 (_f:) + X-L{L({:) 4+ o---t Mh}.h(%) X (17.1)

Funkce }1 aZ {hj_znéme, sou¥initele ¢ a% ¥4 chceme zp&tns
ur#it z experimentd. Taekovéd Uloha se nazyvé regrese; protoZe na pravé
strang (17.1) méme nezndmé soulinitele xj v lineérn{ kombinaci,
jde o lineérnf regresi. */

Kdybychom m&1li tolik m&Ffenf, kolik je v rovnici (17.1) neznémych
soudiniteld, vedla by nade uUloha k prostému ¥e3en{ lineé&rnf algebraické
soustavy. Na%e mdfeni jsou v3ak zat{Zena chybami, proto jich uskutelni-
me mnoho, abychom je mohli objektivn&ji posoudit. Pro kazdé '%c (4 =
=1, 2, ..., ) tak dostanems %i :y Ct{) , priem m>%+1 . Dosaze-
nfm do (17.1) dostaneme soustavu m linedrnich rovnic o Z+{ nezné-

my¥ch
“\41 = Xo + Xk lE) + X'L'f'lul) rooe-t xﬁ.’)[ﬁ-({")

Yo = Kot '54151 (t) + Xzacz (b2)+ -~ + xé{a(tz) (17.2)

Y = Ao+ U () + Xafa (Em) &4 X fy (£0)

V mat icovém tvaru zapf3eme tuto soustavu takto:

/\é__ AJ(, ) 1703)

X/ Regressus (lat.) = zp&tny b&h; ten, kdo se vraci po vlastnf stopi,
kdo se dal na dstup.
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Pritom x = {3(0 1 X4 .-.xm'JT= [4'2) . Z vektoru X Jsme naznafenou
svislou &arou odds1ili prvni prvek Yo , nebof matice A  obsahuje
v prvnim sloupci pouze jedniZky. To nés totiz privédd! k my3lence,
abychom matici A  rozd¥lili

[ A : &kﬁﬂ Loty - 4kkk{yﬂ
A : ko) filts) - e (e
s | ; =LA 1B] (17.9)
K ) f(6) e fo (k)|

Vektor " obsahuje tedy pouze jedniZky a mé velikost (mx 1 ).
Submatice B obsahuje prvky @2§=§§(tt) amatvar ( m«&). Matice
A je obdélnikov4 a matvar (™ x (2+1 )). Toto rozd3lenf matice
A bude velmi u¥iteZné pozd&ji, aZ budeme zkoumat matematické vlast-
nosti ¥edenf, které nalezneme. Prozatim miZeme na nd zapomenout a brit
rovnici (17.3), tak, jak je pséna.

Rovnice (17.1) je teoretickd regresnf funkce (jeji graf je teore-
tickd regresni k¥ivka). Jsme presvédfeni, Ze by m&la pfesnd platit.
Ve sv&t& experimentd vZak nic neni pFesné. Proto jsme uskuteinili mno-
ho m&¥enf, abychom vylou¥ili nahodilé chyby, pokud by to bylo vibec
mo%né, nebo abychom je alespon minimalizovali a n&jak odhadli. TIm jsme
v3ak zfskall pro neznémé soulinitele Xo aZ ¥4, pleurdenou soustavu
(17.2), kterou nelze Fe3it (nen{ to konzistentni soustava). NaZe pre-
svdd¥en{ o sprévnosti rovnice (17.1) néds v3ak vede k zévéru, Ze soustava
(17.2) mus{ n3jaké Fe3eni mit. Skutelnost, %e tato soustava neni kon-
zistentnf{, budeme povaZovat za disledek nepfesnosti nadich m&feni, .
nikoli za dtkaz neplatnosti rovnice (17.1). Klademe si pak otézku,
miZeme-1i hledané FeSenf pFece jen najft nebo alespon je nzjak odhad-
nout a zéroven stanovit smirodatnou chybu takového odhadu.

Konzistentnf{ soustavu rovnic bychom zfskali nejjednoduleji tak,
%Ze bychom ze soustavy (17.2) vybrali pouzae % +41 1lineérns nezdvislych
rovnic. Citime v3ek, Ze pro takovy vyb&r neméme %24dné objektivni krité-
rium, jsou-li v3echna naSe m&Ffenf uskute&ndna stejnd svddomitd a za
Jinak nezm&ndnych okolnosti{. Budeme proto hledat jiny zpisob.

Kdyby vztah (17.1) opravdu platil a nase m&¥enf byla p¥esnéd, muse-
la by soustava (17.2) presné& platit. Pak by ovIem byla konzistentni.
Jejim anulovédnim bychom dostali A X- 4y = 0 . Ve skute¥nosti jsou nase
m¥ten! zat{%ena néhodnymi chybami, takZe na pravé strand nebude nulovy
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vektor, ale nsjaky rezidudlnf{ (zbytkovy) vektor chyb ™ =[ 1y 7 -7, T
Bude tedy platit, Ze

Ax ==, .5

Odhad sou¥initeld X nyn{ zvolime tak aby norma |\Y|| =Q rTr
tohoto vektoru byla minimélnf{. Tuto genidlni metodu navrhl. K. F. GAUSS
(1777 a% 1855) a nezévisle na ndm také A. M. LEGENDRE (1752 a% 1834).
Tak se ném podar{ zfskat konzistentn{ soustavu rovnic pro neznémé prvky
vektoru X , anii zavrhneme kteroukoli nam&¥enou hodnotu. VZechna m&-
feni; JimZ priklA4déme stejnou véhu, budou zastoupena stejni, takZe na-
vriend metoda je zcela objektivni.

Ne% pristoupime k¥ vypodtu minima normy I Y| , uvedeme jedtd ma-
ticovou formu zédpisu, kterou p¥itom pouZijeme. Pfedpoklddejme, Ze Je
déna n&jaké skaldrni funkce §(X) vektoru X , napf. norma tohoto
vektoru nebo jeho kvadratickéd forma utvofend s ndjakou konstantnf{ me-
ticf, jeho skalédrn{f sou¥in 8 jinym vektorem atd. Chceme nynf{ tuto funk-
ci derivovat postupn& podle prvkd ¥q , Xz , ..., ¥m vektoru X a
vysledky sestavit opdt do vektoru. Zapf3eme to takto:

, ’2&_ .
Txq

A
3 xy

x
o e
™ : (17.6)

o

\ Dxn /

Rozepsénim se miZeme snadno pfesvdd&it, %Ze pro derivaci kvadratické
formy f(x)=:iTA;¢ utvoFené se soumdrmou maticf A plat{ vzorec *y

V(TA x)
R g ay (a7.7

a pro derivaci skalédrntho souZinu f(x\=x7bu ( & Je konstantnf vektor)

Q’(XTO\)
2l g (17.8)
Pro &tverec normy I\ T ||*=7'r méme
(g “lz (XTAT-\QT)(A\( "\j) = ;)LTATAM‘ - Q_X‘TAT% + »\31',\4 . (17.9)

*/ SrovnejJ 8 rovnicemi (8.2) a (8.5).
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Pritom Jsme pouZili poznatek, Ze skalérni velidina se transpozici ne-
zmén{, takZe Wfo "(\‘g'rAxﬁ‘ —-x"P\Tyv . Vyraz (17.9) zderivujeme s po-
uzitim pravidel (17.7) a (17.8). Vyjde

eyt
Ix

LATA L + QAT% -0 . (17.10)

Derivaci jsme poloZili rovnu nule, coZ Jje nutné podminka pro existenci
minima. 0dtud vypod&teme

v = (ATA) AT“j , (17.11)

Porovndme-1li takto ziskany odhad vektoru X s tvarem rovnice (17.3),:
shledéme, Ze vyraz

G = (ATA)Y ' AT (17.12)

8e prévem nazyv4 zobecn¥néd inverzn{ matice (generalizovand, pfirozend).

Pripomenme, %e matice A  je obecn¥ obdélnfkové. K Feseni (17.11)
miZeme dosp&t form4ln¥ jests jinou tvahou. Soustava M rovnic o £ 41
neznémych (17.3) predstavuje vztah mezi m-rozmérnymi véktory v (£+{)-roz-
m&rném prostoru. ProtoZe M 7> b+ y Je tento vztah p¥eur&eny. Promit-
neme-1i v3ak ob& strany rovnice (17.3) do (241 )-rozm&rného prostoru
ndsobenim zleva transponovanou matici AT , dostaneme vztah mezi
(241 )-rozmirnymi primsty vektord, ktery uj preur&eny nenf. K tako-
.vému promftnut{ bychom mohli pouZft jakoukoli matici o velikosti
((£¢1 )X M) . 2a4 se byt prirozené, %e k tomu pouijeme prévs matici

AT . TIim alespon nevneseme do dané ulohy %4dny "cizif prvek". Vyjde

ATAx = ATy . (17.13)
Matice ATA  mé velikost ((£+1 ) x (f +1 ))a lze ji invertovat, takie
%= Gy, (17.14)

kde G Jje déno rovnicf (17.12) a mé rozmér (R+1 )xm). ObecnsJi
1lze zobecndnou inverznf matici G k matici A definovat vztahem

AGA =84 . , (17.15)

Definice (17.12) tuto podmfnku z#ejmd splnuje. Je-1i matice A &tver-
covéd a regulérnf, ztotoin{ se zobecnsné inverznf matice G s obyZ&ej-
nou inverznf matic{ A’ , nebof v tom prfpads (ATA)Y'-A"'A-T a asdle

G =A"ATAT - A'T - A1, , (17.16)
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‘ A
Odhad vektoru ¥ , ktery jsme podle (17.11) prévé ziskali, oznalime X,
S jeho pomoc{ miZeme nyn{ ur&it empirickou regresnf funkei (empirickou
regresni kifivku)

[ ;I\ ) A / A
g8 = ot i dale) ¢ o v L fe(6) (17.17)
A A A
Dosadfme-1i hodnoty X{ do soustavy (17.2), vyjde vektor 4 = Ax

Z rovnice (17.5) pak dostaneme pro ty% odhad X zbytkovy vektor T ;
vyJjde

{} -y =T (17.18)

) Pokusme se nynf{ podrobn3ji vyZet#it vlastnosti nalezeného redenit.
V¥raz ATA , ktery se vyskytuje v rovnici (17.13), mé vzhledem k rov-
nici (17.4) tvar

PR R PSR Fomat
A'A ar v ! T | (17.19)

. A
Rovnice (17.13) platf pro odhad & , takZe

r I A B
17— N )
.’f‘i_i_..“‘_‘g)_ Xo L 1 1.1 KR
olows || v %2 (17.20)
! | A ! ) .
pA ! B : B :
Xy i Yo
Abychom mohli rozepsat prvnf Fédek, vypo&teme nejprve
) 6’11 (H‘L -- e"ulb ]
{’\'TB - (:,1 4 4 ] %'21 ?'?,L s e‘lfu -
z’MA Ly -- GML
< L, Lty oo Lol (17.21)
{=1 M (= {=1 ’

Je to rédkov4 matice, jejf% prvky se rovnajf soultdm sloupcd matice B .
Prvn{ ¥4dek z rovnice (17.20) pak d&

A A — A .
R A AR TR (17.22)
L] A=
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Rozepf3eme-1li rovnici (17.17), dostaneme

’ - , A A
qu 1 Ly A ke Yo
Ny / I\
’\g”« 's éi.\ (l"lr'b - &'Q_ﬁ' X4
¢ o= S B GRS (17.23)
;\ [ T N
L%M' { &t émz-“'ﬁmﬁj | X4

Kdy% zde selteme prvky vektord na obou stranéch, dostaneme

N

424 “

[

o I A
2 " = I'Y\J')(Q " L 6’{1X1 + D + 6‘&&Xk‘ . (17'24)
s 1::4 i

“
-

1

Tento vyraz dosadime za levou stranu (17.22); vyjde

L Y
LYoo= LM (17.25)

4 =1 41

To znamend, %e aritmetické priméry

Y =%(wg,+gt+:--+«gm)

A

(17.26)

A

REACR R,

jsou stejné. Z rovnice (17.8) pdtom plyne, Ze aritmeticky primsr prvkd
rezidudlnftho vektoru je mulovy

- A
v o= R L’Y‘1 e T‘b y ---4 'rm> = O' (17.27)

P¥ipomenme, %e rovnice (17.27) by obecnd neplatila, kdybychom
v regresni funkei (17.1) vynechali absolutnf &len o .

Naddle budeme predpokléddat, Ze rovnice (17.27) plat{, takiZe T =0
a ‘a = g . Budeme se nyni zabyvat otédzkou vhodnosti pFedpokladu (17.1)
a zhodnocenim chyb odvozeného Ffe3eni. Je moino postupovat dvojim zpi-
sobem.

Prvni zpisob spo&ivé v tom, Ze soubor hodnot Y¢ povaiujeme za
soubor né@gdnych velid&in a hledéme Jjejich zévislost na jiném takovém
souboru y{ . Mirou této statistické zédvislosti je korela¥ni soudini-
tel R , pro jeho: kvadrét platf vzorec
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LT gye- 1"
(Y- P E(yePr

Pfipom?ﬁme, %o podle predpokladu 7 = O, takze 9 = 9 . S&fté se
pfes U =1, 2, ...,m . Plat{-1i pro ka%dé { , Ze §4=yn vyJde
R=1. V tom pripadé je soustava (17.3) konzistentnf a odhad X Je
zéroven jeji presné FeSeni. Kdyby velidiny ';91; , 'g{ ‘byly nezévislé,
vyslo by R* = 0. Vidy platf nerovnost O < Q= 1. Podle korela&ntho
sou¥initele mi%eme posoudit vhodnost volby bézovych funkef 4 (+) ,
£2(6), ..., {.(4) v rovnici (17.1). &fm bliZ31 je tento soudinitel
jedné, tim lépe vystihuje empirickd regresni k¥ivka hledanou funk&ni
zévislost.

(17.28)

Q’L

A
Podle druhého zpisobu povaZujeme velifiny "4« 2za dané kenstanty,
které vyjdou z rovnice (17.23). Néhodny charakter pfisoudime “"chybém"
Ty , takZe v rovniei
A

jsou néhodnymi veli¥inami Y{ a Y; . Majf-1li pak prvky 7inulovou
stfednf hodnotu podle (17.27) je jejich rozptyl: 62 = rTr =1lrl*, rozptyl
hodnot "4¢ se rovnd A% a jeho odmocnina

[

se nazyva smérodatnou chybou hodnot *44¢ . Vzorec (17.30) platf za uvedenych
pfedpokladd pro pripad, %e matice A mé rozmér(m”( ({,+4)> .
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18. NEZAPORNE MATICE

Probereme nejprve jednoduchy priklad. Ve &tyrech provozech, které
oznadfme 4 , P2 , P3 a P4 , Je k dne3nfmu dni rozd&leno ur&ité
mnozstvi nsjakého vyrobku, které se v %ase nemEni. M&ni se v8ak rozds-
lenf tohoto mno%stvi podle daného "harmonogramu". Nap#. z prvniho pro-
vozu P4 se zasle ka¥dy den sedm desetin do provozu P2 , po jedné
desetind do provozd P3 a P4 a zbytek, tj. jedna desetina, zista-
ne na mfstd. Tuto skutenost popisuje prvn{ sloupec matice

— e

0,1 0,3 O 0
0,7 0,6 O 0

¢ = ’ ’ . (18.1)
0,1 0 1 0
0,1 0,1 © 1 |

Prvky této matice G,;a' tedy predstavuji pomd¥rné mnoZfstvi, které Je
dopravovéano kaZdy den z provozu Pg‘ do provozu P{ . ProtoZe polet
vyrobkd je nezéporné &islo, Jsou prvky matice C«;&' nezéporné. Proto
Jje nezdpornd i matice ¢ .

Zz matice C vyZteme, %e t¥et{ a &tvrty provoz jsou pouhé shro-
mazdists vyrobkd, nebot tyto provozy vyrobky pouze prijimajf, ale
nikam Jje neodesfilaji. Jsou to tedy sklady.

Predpoklédejme, %e rozd¥lenf vyrobkd dne3nfho dne zndme. Je to
- v Jjednotlivych provozech - mnoZstvi " , Vo , Ay, , 4, . Ptéme
se, jaké bude rozdsdleni vy¥robkd zitra? Je zfejmé, Ze soudin c&-a- Ay
predstavuje mnoZstvi vyrobkd, které se dnes dopravi z provozu 'Pa- do

provozu ©; . Celkem bude zftra v provozu P

u
vﬁ(’l) - Z Cia' Ay (18.2)
31 )
Tuto soustavu rovnic ( ¢ =1, 2, ceey 4) lze zapsat maticovd jako
A () _ Car. (18.3)

Pravé strana (18.2) toti} definuje nésobent (1~ podle (2.13). Za m
dndt tedy budeme mit

\

W (w) - CW'V‘ (18.4)
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Metodami, které jsme popsali v 10. kapitole, vypoZteme limitu

[ o 0 0 o ]
. 0 0 0 0
L C = ’ (18.5)
s o 415 1/5 1 0

115 45 o0 1 |

tak%e po dlouhé dobs (teoreticky nekonefné) bude rozdileni vyrobkd
déno vektorem

0
Lo v™ = L & 0 18.6)
v = i, S - - (18.
M~ m - &K qv11'3v2.1‘4§’\)’3
19
4 A+ 120 ¢ 15.’\}‘11
" 15

Viechny vjrobky budou tedy ve skladech P3 a P4 | jak bylo mozno
o%ekévat. Pomsr jejich mnozstvi v téchto skladech bude (4vt3vy ¢157):
:(4{'\7’1‘\'19.’\711'15"\7q) a celkové mnoZstv{ bude UitV + Vit vy , tedy
stejné jako na zaZédtku.

Uvedeme jedts jiny pFiklad. Je dédna soustava, kterd se miZe vy-
skytovat jen v jednom ze sedmi stavd SA1 a%f $F . Prechdzf néhodns
z Jednoho stavu do druhého s pravdépodobnost{ vyznadenou na obr. 18.1.

Obr. 18.1

Napf. stav SC se mi%e zminit jedind na stav S1 s pravddpodobnostf
fvgt = 0,4 nebo na stav S) s pravdspodobnosti fvez = 0,6. Hodnota
fvi; znamené pravdipodobnost, e se { -ty stav zmdnf na J-ty stav.
Tyto pravddpodobnosti tvor{ nezépornou matici
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-0 0103 07 © | o T
o ol o 0 1 | o
——-————'———--.—-——.—._.———j ——————
o o0 1 O 0 o ;o

| |
P =)o olo 0 0 ‘{o,z 0,8 . (18.7)
0o o | 0 0 o |1 o
______ 1.__.__..__.____-_1..-_-....

0,4 0,6 | O 0 0 : 0 0

|

|1 e 1 o 0 o Il o o]

‘Rozd&lime~1i tuto matici nasnalenym spdsobem, shledéme, Ze Sest sub-
matic je mulovfch. Nemlové submatice osna¥fme A , ® , C , takie
(18.7) bude mit tvar

0o !aio |
P = -[ﬁ—"T)']—ﬁ ) | (18.8)
| |

V¥chos{ stav 4 tedy pfejde do stavu J' ] pravdapodobngati
fviy . ProtoZe uritd ‘do n¥kterého stavu pfejde, musf byt Z1v¢3
To znemend, Ze soulet prvkd v 1-tém Fé&ku se mus{ rovmat '
Jedné. Stav § pPejde do stavu 4, s pravaspodobnost{ fvie , takie
pravdapodobnoat %o stav 4 se sminf na & ve dvou krocfch (po
dvou zm¥ndch), Je

(2
; by vih. = 4,@) , (18.9)

. 1) ‘
Pravdgpodobnosti ‘[\q;g,) tvol! matici P()= Pt . Obecnd po N krécich
( N szmSnéch stavu) se stav < zmlnf ve stav iy s pravddpodpbnost {

W), cok Je prvek matice PY . *

Budeme tedy hledat mocniny matice P . Pomoef (18.8) vypoZteme

| |
242 -%-"‘3’— pmel ol o
P BC_} o1 01, P10 _ILBCA 1 0 |. (18.10)
OP‘: 0 0 : 0 :CAB

Tret{ mocnina Jé tedy pésové matice. Postupnym nésobenim vypoXteme

0,916 0,084 | 0,656 O,
ABCs[ },cHgg{ 5 343},

0,4 0,6. 0,14 0,86



0,3 0,7 0

®CA = | 0,264 0,616 0,12' . ' (18.11)
0,122 0,28 0,6
Podle (18.10) bude
. "V ’
am  [CRBCTT o 1o (18.12)
=10 (Bea™ 1 0 .
0 O |Caey|

Hledejme, jaky stav se ustélf pro velkd 7 . Pro matici RBC najdeme
vlastnf hodnoty A4 =1, A2 =0,516 a jim pFisludnél vlastnf vektory
=11 11T, w, = (-2 120017 Bude teay

-1
1 =21 1 0 1 =21
Yo (18.13)
(A8c) [1 100 ] [o 0,516""][1 100]
a v limitd pro m »%
11 (ABO™ . 1 =21 ][ 1 0] 4, [wo 2 ‘3 ;
Moo 1 100 0 ol 1 | .1 2

I (18.14)
= A3 . - ‘e «14
121 |jo00 22

Obdobn3 vypolteme i ostatn{ mocniny. Celkem bude

[100 20 | 0 0 0 ; 0 0
100 21 | o o ol o 0
am 0 ¢ | 30 70 21 T ) 0
'P "—1'2—1' | ' (18.15%)
=30 0 0 :30 70 21 : 0 o |,
0 0 13 70 211 0 o0
o o | o o—ias 35
I
| o o ; O 0 o | 86 35 |




[ o o ! 30 70 aa | ©° 0
o o ! 30 0 21! 0 o
_—_.._._.‘..—_.r-—-_.-.__._..._-l ——————
0 0 : 0 0 e] : 86 35
SR - had i l | | (e.16
b = 31| © o ! o 0 ol: 86 35 |,( )
M->0 0 o | o o} 0 86 35|
100 21 —E o 0 0 ! 0 0
(100 21 | © 0 ol o 0.
0o o0 | © o 0O | 86 35
o o | o 0 o | 86 35
— . ——— i — '—-.—--—\ ————————— r- —————
100 21 | O 0 o, O 0
. Im+l \
L ™ A 00 22 | o 0 o o o].(8am
L 100 21 -It 0 0 °__i-fl_.__°_
0 o I 30 70 21 : 0 0
o o | 30 70 21 | © 0

Byl-1i vjchoz{m stavem nap¥. stav SG@ , pak po 1000 sménéch bude se
matice P'0°° yelmi pFibliZnd rovnat matici (18.16) ( m = 333) a
soustava bude bud ve stavu S4 (s pravddpodobnostf{ 100/121), nebo S2
(s pravddpodobndstf 21/121). Po daldf zmdni (tisfc{ prvnf) pFejde do
stava S3 (s pravdspodobnostf 30/121) nebo SY% (s pravdspodobnosti
70/121) nebe S5 (s pravdspodobmostf 21/121). Po dalsf zm¥ng (tisfcf
druhé) bude soustava bud ve stavu S G (s pravdspodobnosti 86/121),
nebo S (s pravdipodobnosti 35/121). Pak se tyto stavy a jJejich
pravddpodobnosti budou periodicky opakovat po kafdé tFetf sadnd.

Posledni pFfklad volime z biologie, abychom naznaliili, jak rozmas-
nité jsou aplikace maticové algebry. PPedpoklédejme, Ze existuje nija-
ky Zivo¥ich, ktery ZijJe'v primdru t¥i roky. Z poltu Yo samic ve
stéf{ do jednoho roku jich vstoup{ do druhého roku jen polovina (ostat-
nf nepFeZijf). Z po¥tu *jo samic ve stéFf od jednoho do dvou let
vatoupf do t¥etiho roku Zivota jen tretina. Samice, kterd se doiila
stér{ del¥tho nei dva roky, porodf v primiru Sest samilfch mlsdat.

V leto3nim roce je takovich samic Zo . Jaké bude vikové rozdileni sa-
mic po uplynmut{ jednoho roku? Oznalime-li hledané polty samic v uvede-
nfch tfech vikovjch skupinéech ¥y , Aq , 2, , bude

M= |3 0| %[ . (18.18)
T 0

0
0

+ o %
/’m“



Tuto rovnici zapfZeme zkrécend _
§4 =M o - (18.19)

Po dvou letech zFejmd bude EL; M §1 = Mtgo atd., obecnd po
mw letech

§.’W - M'Wgo ‘ (18.20)

Ptéme se, za jakych okolnost{ miie existovat ustéleny polet tichto
Zivolichl. Kayby se Jejich po¥et nemil ménit, muselo by byt

Mg - &,
tzn., /%e vlastnf hodnota matice M by musela bft A = 1. To skutel-
né v naSem pFfpads je (vyjde totiZ Ay =1, A, =-1,5- 0,86603 4 ,
Ay =~ 1,5 + 0,866034 ). K jednotkové vlastnf hodnot§ pF{slus{ vlastnt
vektor 4. =16 3 1]’,_ takZe poZet samic ve sté&r{ do jednoho roku,
0d jednoho do dvou let a od dvou do tF{ let by musel byt v pomiru
6 :3: 1.

Vétsinou tomu tak nebude, takie musime poiftat mocniny matice M
a dosagovat do rovnice (18.20). Podle CayXesyho-Hamiltonovy vity je
M3 =T (o tom se miZeme presvddit také opakovanym nésobenim matic
Mi), takie

(18.21)

MtaM, M¥= M ME =T MMM ata. (18.22)

Vivoj tedy bude probthat periodicky v t#{letych cyklech. Umocninim
matice M a dosaszenim do rovnice (18.20) dostaneme pro jednotlivé
roky tyto vektory:

\J = <2 >3 2 > N3 ™ 1367 ata. (18.23)
z e’ & (V9 ¢

Z2de O , &, ¢ Jsou pFirozend ifsla tekovd, Ze % = b, Yo = 3¢ ,
2o=C » Ustélenému stavu odpovidé pFfpad A= ¥ =¢ . Kdyby se prfrodn{
podminky zm¥nily natolik, Ze by se vlastnf hodnota A, matice M
svitdila nebo zmensila, nastalo by bud pFemnoZovédnf, nebo vymirént
druhu. Matici ™M 1lse zmdnit rdznfm zplsobem. Vinikd otdzka, jaky zé-
sah je nejefektivnijdf z hlediska Eédaného "linku. Metodou, kterd zde
byla vyloZena, Fesili J. H. Darwin a R. M. Williams problém pHemno-
Eenf divokych krdlfkd na New Zealandm (1964).
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PRIXLADY

1. Je déna Ztvercovd matice A tRetfho Fédu. Jak musf vypadat opers-
tor N , aby se matice B= Np 1i3ila od matice A pouse poradim
prvnich dvou #4dkd?

Odpovid:

2. Plepilte do maticového tvaru vyraz

4 |
a = LZCLJ‘)L‘;XQ’.

j;ﬁ {21
Odpovad:
a =x"Cy
kde
[0 o o o | e ]
CM C@L Ca c'mA l?.'
= x‘ - < .
C Cy\ CS’L : C33 c‘l‘( ¥ r
- 3
| Gt e s Cuy | i Yy

3. Jsou dény matice

A - .[100 21] Ca . [0,915‘ o,om] .

100 21 0,4 0,6
Vypoltste soufin AP a dokaite, Ze¢ AR = A . Pak ovlem také ARZ =

= AB = A , takie obecns AB™- A . Phesvidite se, Ze tyto vstahy
platf, a¥koli B nenf idempotentn{ matice.
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4. Najdste inversnf matici Al , je-11

1 2
AR = | 4 5 .
2 8 9
Odpovdd :
[ -3 6 -3
A= 13 | -2 6

5. Je déna matice

sin cos (3

A . [0““‘5 -sin-{s]: A )

Dokate, ¥e A = AL, A(-F) = AT(f) .

6. Dokaite, Ze pro soumirné matice A , B platf vstah

[ (AB) 1™ = Atpt,

7. Je-11 matice C odvozsens s matice M vztahem

¢ =M(M™TM)! MT,
plati, %e¢
¢t= - el

. Dokagte toto tvrzentf.

8. Pro dvs ortogondlnf matice A , B (stejného Fddu) platf vstah

(AB)(.AB)T = I 1
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tzn., Ze soulin ortogondlnich matic je také ortogondlni. Presv§dlite se
o tom. Jaky geometrickj vyznam mé tento poznatek?

9. Jsou dény reguldrnf matice A , B , pfi¥emt A -, B, A Je
konstanta. DokaZte, Ze pro determinanty platf

& = 18)

a pro inverzni matice

10. Jsou ddny dva vektory X , Y (kazdy o n prveich) . PFesvidite se,
%e plati vztah

v
%y =T -xafl-1,
=4

11. Determinant |A| = 0. Pak pro malé ¢ , O<lel«4, Jeo
lA+eT| +0.

Dokaite.

12, Plati-1li pro sou¥in nenulovych matic AR = 0, musi byt alespon
Jedna z t&chto matic singulérnf{. DokaZte.

13. Metoda konenfch prvkd ddvéd pro statické FeSeni pruinyech t&les a
jejich soustav tuto z&vislost vektoru zobecnidnfch posuvd X} mna
vektoru zobecningch sil {F} :

TkItxY =§{FY.

zde [ K] je matice tuhosti, Je &tvercovd a soumdrnd. Jak se tato
matice zmdni, pFejdeme-1i k pootolené soustavd soufadnic?
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Redent:

Nové soutadnice f_&} dostaneme ortogonéln{ transformaci

{x} =[02{gY, fg}-1QY{x})-

Platf, 3¢ LQITLQ1 -[11].

Obdobns se budou transformovat sfly {F} s takie

{FY =Te1{%Y,  {7}-T@1%ir}.

PPfkladem takové transformace miZe byt rovnice (2.6) s transformaini
matic{ (2.4) (pro p¥fpad dvou promdnnych). Z plvodn{ rovnice dostaneme
(zévorky uZ vynechéme)

KQE -Q7F
a odtud

QK Q ¢ = 7.
Tuto rovnici upravime na standardni tvar

jdg = q:,
kde

e = Q'K Q

Je hledand matice tuhosti v novych soutadnicich.

14. Doka%te, Ze ortogoniln{ matice transformuje vektory tak, Ze se
Jejich vzdjemné Ghly v absolutnf hodnotd neménf.

ReZSen{:

Pro ortogonélnf matici platf vstah Q' = Q! . Podle definice skalérni-

s

ho sou¥imm dvou vektord o, , (’;’ plati, Ze

-»

X. &= ZLIE conyp,
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kde Y Je orientovany thel mesi obime vektory. Je tedy

g

&00 = .__...:__...._-. '
LTI o
Obdobns defimujeme thel mezi dvima vektory X , E ( v -tého #4du)

)L‘-

= § - ¢

Ortogondlni transformaci dostaneme vektory

Coa

'\4'=Q¢,-\ L= Qfy
Y88 gty

Donazonin»
T Qt T
comyg = 400" My

[yoory fyraary Tyt vy

‘Pravé strana se viak rovné 00y , je-11 tdhel mezi vektory 4 |,
M . Je tedy eooqa >Coay « Oba thly jsou proto v absolutnf hodnotd stej-
né. K mnohoznadnosti dané rozdflem o plny thel 360 © nepFihliXime.

15. Jakou transformaci vyjadfuje rovnice
Il 0,866
) . [ ) 13 e
b o 0,5 v o
Transformace nen{ ortogondlnf, nebof sou¥in transponované a pévodnf

matice .
1 0 [ 1 0,866 1 0,866 |
0,866 0,5 o 0,5 0,866 1

ReSeni:

nedd jednotkovou matici. Jde sfejmd o transformaci mezi kartészskou a
kosothlou soustavou soutadnie, sviraji-1i osy » 4  dhel 30 °
(obr. A.1). Tato transformace min{ &Itverec v roving £ 1
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o Jednotkové atrané na koso¥tverec v rovind X 4 podle obr. A.2.
Norma vektoru OA se nesachovédvé.

y
|
Obr. A.1
30° xzf
0
" y
0’,/
05 &+ < A
[ -
£ £ 920 x
0 1
Obr. A.2
16. DokaZte, Zc matice
0
N = 1
0
Jo nilpotentnt.
17. Ur&octoe hodnost matice
3 2 1 -1
1 0 2
A = .
5 2 s
4 2 3 0
Odpovsd: 2. - -
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18. Mé-1%i rozdslend matice tvar

e [32].
0, -L

1
jo vidy A= T . Dokaite toto tvrzent.

19. V rovnici popisujfci zévislost zobecnénych'posuvﬁ X = [u, le-.-xﬂ{)T
na zobecndnych sildch F = [ F, F __ F,\T

Ky =F

chceme pfejit k men3fi soustavd obsahujici posuvy pouze té&ch bodi,
v nichZ plsobf nenulové sfly F: (nskteré z tichto sil jsou totii
nulové). Jak budeme postupovat?

Ulohu Felte konkrétns pro soustavu

[ 2 -1 0 ol [
-1 1 -1 Xy 0
1 R S
0 -1 1 -1 Ao 1
. o 0 -1 2] [ M) L0 ]
ReZent :
NeJjprve uspoifdddme soustavu do tvaru
kaai ¥ae ] &&o‘%_ {Fa.. }
Lyo | Kot at's °J
Proto pofadi prvkd 1, 2, 3, 4 zminime na 1, 3, 2, 4.
¥isto matite budeme mit matici
A 3 3 Y 4 3 9 Y
A 2 -1 0 07 1 T2 o -1 0l
2 11 1 -1 0 31 o0 1 -1 -1
5| o -1 1 -1 SE T S T 1 o’
t Lo o -1 2 | b 0o -1 0 i
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takie

~ 0 ! -1 o‘ ’Mi 4 , F1 1
0 -1 =1 X F,
—————— _.l_.r__..__._ <—2_> = {._-3_ > o
a1 -1 i 1 0 X1 0
o -1 | o JUw) | o]

Nyn{ méme matice rozdsleny tak, Ze nulové prvky ve vektoru sil méme
zv148t. Rozepsénim rozdslené soustavy dostaneme

Koow Yo + Kooty = Fao

k(‘,axo‘, + k‘{r‘ﬁ-x‘ﬁ‘ = 0.

Z posledn{ rovnice vypolteme X, a dosadime do pfedchosf rovnice.
Vyjde '

(Koa - Kae Keg! kem) Xa = Fo -

Vy&islenim dostaneme
SRR
- 0,5 Xg ) Fa

20. Ze soustavy s rozdlenou matict

| .
Al {“.} - (]
¢i b Jlv 0
vyluéte vektor 1 , avidak tak, abyste submatici D neinvertovali
(miZe bt singulérnfi). Cilem je ziskat zdvislost mezi wvektory W , Q .

ReSenf:

Rozepsénim dané rovnice dostaneme

Aw + Bv = a,
Cu + Da = 0.

Z prvni rovnice vypolteme

o= A (a-3w)



a dosadfme do druhé.

Vyjde

CA*(o-B4) +Dv =0

a odtud

v =TcA‘s-D1"CA%.

Proto

“w
a po dpravs

W

21, Je déna soustava

Obr. A.3

poznévéme, %e matice

|

=N'a-a'8TcA'R-d A"

=A'(T-BICA'R-DI'CA ).

dvou hmot zavddenych na prufindch podle obr. A.3.
Hmotnost ™ a tuhost prufiny & splhujf 3f{-
selns podminku 4, = v . Sestavte pohybové rov-
nice a s nich matici hmotnosti a matici tuhosti.
Najdéte vlastnfi thlové frekvence a vlastni tvary
kmitu. Posuvy hmot ¥4 , ¥q g rovnovézné polo-
hy tranmsformujte pomoc{ modédln{ matice do tzv. '
normédlnich soufadnic.

KeSenf:

Soustavu rovnic lze napsat maticovd takto:

N R A SN

Srovnénim s tvarem
MY + Kx =0

hmotnosti M a matice tuhosti K Jsou

1 o]’ v . [2 -1’J'+
o 1] -1 1



Predpoklédéme harmonické kmiténi, takie dosadime

. b
v, qutw&) ¥, = X orwt

Pro vektor amplitud {X}={X, X.}T pak vyjde
AX = AX,

Pritom jsme oznadili W'=A , Matice A Jje v tomto piipads totoiné

s maticf tuhosti, nebof matice hmotnosti je jednotkovd. Z charakteris-
‘tické rovnice A-30 41 =0 vyjde

e

Ay =0,5(3- \5) 20,382, W =0,62,
A, =0,5(3+ (5 2,618, W= 1,62.

Modélnf matice vyjde (po zaokrouhlenf)

0,526 -0,851

0,851 0,526

Normélnf prom&nné jsou

a vyhovujt’ -ohstnié se separovanymi promimnymi

g N Ay 0 11% 0

§.'.; 0 M| & “ o
Vlastni vektory nynf jsou [ 1 01", resp. [O0. 1]7.
22. Zdvojnésobime-1i hmotnost druhé (tj. spodnf) hmoty na obr. A.3,

dostaneme pro vipolet vlastnich frekvencf soustavu rovnic

w"’MX. = k.-)(.’ {
kde
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Prevedte tuto rovnici na dlohu o vlastnich hodnotéch

A«g=)~«j

se soumirnou matict A .

ReSenf:

Kdybychom invertovali matici hmotnosti, vysla by matice nesoumdrns,

nebot
1 0 2 -1 | 2 -1
o o5|l -1 1] [-05 o0,5]°

Vliastnf hodnoty této matice jsou A, = 0,22, A, =2,28.

Soum¥rnosti doséhneme rozkladem matice ™M na sou¥in dolnf a
horn{ trojthelnikové matice. Ozna&ime-1i

H=[O(; g]a HT:[% ?:.]'

vyjde z rovnice HTH =M , totiZ z rovnice

5ol ] -l o]

a =1, =0, (= (2. Proto

SRR -%—Ore'H-i M —er——rJ

Tato matice je soumsrnd a jeji vlastnf hodnoty vekutku jsou 4, = 0,22,
A, = 2,28 (jako dafive).

Kdybychom nyn{ nalezli vlastn{ vektory 4 , dostali bychom vlast-
n{ vektory X zpstnou transformaci podle (7.34)

-4
x =H Y
Presv8dite se o tom.
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23. Mé-1i matice A vlastnf hodnotu A , pFfslud{f mocnind A™
vliastnf hodnota A" . Dokaite.

24. Ukaite, Ze Ulohu o vlastnich hodnotéch a vektorech s rosdélenou
redlnou matici

lze rozd¥lit na avé dlohy, a to
A AT,
ATA v

zvolime-1i
b = 3)

Matice A nemusf byt soumsrnd. Ukaite, Ze matice AAT , resp. ATA
Je v3ak soumdrnd a pozitivné semidefinitnit.

25. Najdste vlastnf hodnoty matice B 2z prvnfho pffkladu a ur&ete
prisludné vliastni vektory.

Odpovéd : Ay 31, Ay = 0,516, 4,y = .,Ll 1]T y Mg = [ 21 “VIOQ}T.‘

26. RozloZte matici R z prvntho pFfkladu na soudin

’B = UAU-Ap
kde /\ je diagonélnf matice.

U =[1 21]’ A=[l 0 ]
1 . -100 0 0,516

0dpov§a=
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27. DokaZte, e pro matice s pfikladd 25 a 26 platt

BUA = BU.
28, Matici
4 -2 -6
A = -2 10 3
-6 3 10

rozlo%te na soufin dolnf ) a hornf H trojdhelnfkové matice.

Resenf:

Hledéme matice D , H takové, aby A = DH . ProtoZe matice A
Je soumirnd, musi byt
()T =HDT = DH.

Tento vztah bude vZdy platit, bude-1i D = HT.. Zvolime proto tento
tvar rozkladu:

H'H = A.
Rozepsénim dostaneme
a 0 olfa ¢ ¢ 4 -2 -6
6’ d O 0 d ) = -2 10 3 .
Mus{ tedy byt
C(?’ = 4, a{r = =2, e = =-6. .
6'1'+ ot = 10, Gc*de = 3,
et § =10,
VyJjde
-1 -3
H = o| .
0
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29. Je-11 A vlastnf hodnotou ulohy AX=~ AX , je téZ vlastnt
hodnotou adjungované ulohy AT'\j =AY . DokaZte.

Névod:

Rovniei AX = AX vynésobte skalérns vektorem ’\44 a porovnejte s vy-
sledkem zi{skanym z obdobn¥ vynédsobené rovnice F\T’g = ,\,s# .

30. Pro sou¥in soumsrnfch matic A , B definujeme tyto ulohy
o vlastnich hodnotéch

ABw = Ly, BAY = Lpa Y-

DokaZite, %e vliastni hodnoty jsou v obou pripadech stejné, a to i u ne-
komutativnich matic.

Névod:

Za matici A dosadte jejf apei:trnnr (modélnf) rozklaa A =Ux /\, U,

Pak vyuZijte poznatek gz \lohy 29.

31. Pro matici

SR

nakrpslete kufeloseku L'Ax =41 a phesvad- |
te se, Ze Jjo jf osy splyvajl s vliastnimi y
vektory a Ze vlastn{ hodnoty jsou recipro-
kymi hodnotami kvadrédtd poloos kufeloseZky.

Kontrolnf vysledek:

Vlastnf hodnoty jsou ., =3 + ﬁ.
e =3 - (5.
KuXeloselka je zndzornina na obr. A.4.

-h ol

Obr. A.4
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32. K soumsrné matici

11 -6 2
A = |-6 10 -4

najddte podobnou diagondlnf{ matici.

Kontroln{ vysledek:

18

33. Necht A , B Jesou navzéjem podobné Ztvercové matice, takZe

A=Tet™t B=T"'AT.

Dokaite, %e pro maticovy polynom
PM) = 0o+ QM + QM+ -oh WM™ (M =A, regp. B)-
tichto matic plati vztahy

TP T = P(R),
TPMBIT'= ?(n).

34. DokaZte, %e podobné matice maji stejnf determinant i stopu.

Névod:

VyuZijte poznatek;, Ze podobné matice maj{ stejnf charakteristicky
polynom.

35. Ukaite, Ze v (AB)=4r (BR) , i kdy% jde o nekomutativnf matice,
tekie AR % A .
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36. Jak se zmsn{ prvni vlastn{ frekvence soustavy z pr*ifkladu 21,
zvat3f-1i se hmotnost spodni savé3ené hmoty o 20 %7

Redent:

Pouzijeme nejprve vzorec (12.17). ProtoZe matice A Jev dgnémipfi—
pads soumdrné, je Vi =AUy VAL, = { . A protoZe A+§A =(M+sM) k
vyjde po dosazeni

1 0’1[2-1][2 -1]
ArBRA =1, 1,2 -1 1] L-o,833 9o0,833]°

Viimn&me si, Ze tato matice ui nen{ soumdrné. OdeXtenim matice A do-

staneme
0 0
Y ]
0,167 -0,167
T .
Pro W, =[0,526 0,851] vyjde z rovnice (12.17)
. 0 0 0,526
da & [o,526 -0,851][ } { ' } * 0,046,
0,167 -0,167] Lo,851

Ay+DA, 20,382 - 0,046 = 0,336

PF{mym v§poltem z pozmdniné matice A+ 5 A vyjde A+ DA, & 0,333,
takZe chyba pfibliZného FeZenfi podle vzorce (12.17) Je necelé jJedno
procento.

37. Urdete, Jjak se smin{ vlastn{ tvary kmitu u soustavy z p¥fkladu 21,
zm3n{-1i se nepatrnd matice A soustavy.

Kontrolnf vysledek:

Lze ukézat, Ze u této soustavy vyjde W, & 0,0128, W, = -0,0873.
Pomoc{ rovnice (12.5) vypoiteme zm¥ny vlastnich vektord pro p¥*ipad,
e se spodn{ hmota soustavy svdt3f{ o 20 %. Tak dostaneme pFribli¥né
hodnoty, které srovnéme s pfesnfm vipoitem. Dostaneme tyto hodnoty:
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Posmsnsnd soustava poXftand

Pivodni soustava
podle (12.5) presnd
" &0,5257} { 0,5149} | { 0,5145}
= N ' |
! 0, 8507 0,8573 0,8575
' & -0, 8507 } -0,8966 {-0,8944}
U 0,5257 0,4513 } 0,4472

38, Jak sznédmo, pofadf Ziniteld pi#i nésobeni matic nelze obecnd samis
nit. Majf-1i vidak matice spolefné vlastni vektory, tvor{ vjjinku
z tohoto pravidla. Dokaite toto tvrsent.

Névod:

Vyufijte skutelnost, Ze takové matice maj{ stejnou moddlnf matici,
a pouZijte rozklad (9.33).

39. Je déna matice A a JeJ! nepfesnd inverze B A . Navrhnste
postup ke zpfesnini inverzn{ matice B , anif¥ se celd loha prepoli-
tdvd. ‘

HeZent:

M{ato pFesné inverzn{ matice A" méme k dispozici jen nepesnoun
matiei B . Rozdfl mezi nimi

6B = A'-g

Je podle pfedpokladu maly, takzo WOBUK WAL . Protoze A'A = T,
mus{ platit Ze

(B+SB)A -T.

Odtud
S'Bh = I’ BA )
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takie o

0B =(T- BA) A'1.

Za matici A ' nynf dosadfme pFibliinou hodnotu B . Bude tedy
o8 =(IT-BA)B -

Dostaneme tak korigovanou inversni matiei

A': 3488,

kters bude presnsjsf nef plvodnf matice. ‘dybychon 8 jeJi pFesnostt
nebyli spokojeni, mifeme ji opravit stejnfm zpisobem Jedtd Jednou
(popf. 1 nbkolikrét). Prfklad:

A = [3 2] , K‘q[.l -ZJ .
1 1 13

Predpoklédejme, ¥e budeme mfsto pFesné hodmoty A~ mft

B . 0,9 -1'9 .
-1,0 3,2
Po prvnim zpfesnini vyJjde

A_4 . 0,98 -1,9
-0,98 2,94

Posnémka: uvedend metoda zpfesnovdn{ inverzni matice mé vyznam u vel-
k¥ch matic, jejichZ inverze Je zatilena zaokrouhlovacimi chybami a
Jje %asové néro¥nou operaci.

40. V. bludisti na obr. A.5 Je v hnfzd8 41 pokusnd mys. Nakreslenymi
kandly mife volns prechdzet 3 hnizda do hnizda. U¥in{ tak vi#dy, kdy-
koli ji vyplad¥ime. Spojovaci kanél pFitom voll néhodny, a to. vdechny
pristupné kandly se stejnou pravdipodobnost{. Pri pokusu vyplasime my%
pravidelns kaZdou minutu. Jakd je pravdspodobnost, Ze po tiech minu-
téch bude v druhém hnizds?
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Obr. A.5

ReSeni:

Matice pravddpodobnostfi je

- i 3
o o 1 1]
2 1
0 ° 3 3
P =112 2 .
3 3 0 0
| T 7 i

Tato matice mé prvky 1\.,,3 , Fédek { znamend hnfzdo, v kterém my3
prévé je, druhy index j zna¥i hnfzdo, ke kterému my3 smiFuje.
Napf. pravdipodobnost, %e myd pronikne z hnfzda 3 do hnfszda 2 ,

-
Jo fvqy =3
Rovné-1i se tedy pravd&podobnost, Ze myd bude v £, -tém hnfsds
X4, bude po daldim kroku v j-t‘ém hnfzd¥ s pravdépodebmst:[ e .y‘.
Celkové pravdipodobnost, %fe v tomto kroku pFibshne my3 do 4 -tého ‘
hnfzda, je ¥ fv,.x, - Vektor pravdspodobnost: (¥}, pFejde tak do

vektoru "k.g"« ézpomoneine-li si na pravidlo o nésoben{ matice vekto-
rem (2.12), poznéme, Ze

ey = TPTT{wyy,

Po ti#ech krocich

{xa¥y = (IPTTP {1,
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Vy&islenim

0
{bli}S = Yo, ("
| 0,604

V hnfzdech 1 a 2 se tedy my3 nemife po tfet{ minutZ (po tF¥etim
pfebdhnut{) vibec vyskytnout. S pravddpodobnosti asi 0,6 bude ve &tvr-
tém hnf{zd%, 0,4 ve tretim.

Poznénmka: naSe matice méd strukturu

? - .‘li“..]
81 0
takZie t#et{ mocnina mé tvar

P2 . [_‘l_l“_g.'i.]
- Leag; 0

Z této matice pot¥ebujeme jen prvnf sloupec, protoZe vektor {)(k}o mé
nernulovy jen prvnf prvek. V3imneme-1li si toho, ulet¥ime si préci s vy-
poZtem prvikd matice ([P]T)"™ , které nepotFebujeme.

41. Body o soutadnicich X, , 43,; proloZte regresni pF¥imku

Y=a+dx
a stanovte sou¥initel korelace. Soutadnice danfch bodl jsou uvedeny
v tabulce

4 = 1l 2 3
i = 2 3 7
Yi= T 3

Kontroln{ vysledek:

«3=%—(¥..+5), R = o0,947.
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42, UrZete dynamickou nestaciondrni odezvu i () na silové pisobent
Flt) u mechanické soustavy, jeJjiZ matice hmotnosti je M , matice
tlumenf C a matice tuhosti K . Posuvy jsou sestaveny do vektoru

W) -

ReSent :

K vyfpo¥tu pouZijeme moddlnf metodu. Soustavu pohybovych rowvnic

MO+ + Kiw =F

budeme nejprve Fesit pro volné kmitént (F=0) a bez tlument (c=0) .
Do rovnice

ML+ ku =0
dosadfime predpoklddany tvar Fedeni

twt
)
kde ¥ Je vektor amplitud harmonického kmitdnf. Vyjde

(K-wiM)y = 0.

To je dloha (7.28) o vlastnich hodnotédch a o vlastnich vektorech,
kterou umime *e3it metodami popsanymi v sedmé kapitole. Budeme pFedpo-
kl4dat, Ze hodnoty (W* vyjdou navzdjem rdzné. Z vlastnich vektort
$4» Yi » ocr Pm, Vybereme uréity polet 4fv nezbytny k dostatelnz
presnému popisu kmitdn{ soustavy, které chceme urdit, a sestavime
"z nich modélnf matici (E o velikosti (Mxh ). Mé-11 soustava maly
polet stupnd volnosti, volime N=m (tj. zahrneme do v¥po¥tu v3echny
vliastn{ vektory). Je-1li soustava velkd a sloZitd, volime ‘(\,4% , aby
se udet*il vypoltovy &as. Pak pouZijeme substituci

“=§Q;

kde § Jsou zobecn¥né soufadnice. Dosazenim do pohybové rovnice
vyJde

u =ye

Mg + cPg+ kg = F,
Ke#eni q- q_(fi) bude jen pfibliZné, pokud f<m . Poslednf rovnice Jje
soustavou M diferenciélnich rovnic pro {v  neznémych. ProtoZe
obecn¥ Nim , Je tato soustava pFeurZend. Promftneme ji proto do
v -rozm¥rného prostoru nésobenim matict ér zleva, takie budeme mit

ﬁq_ +Cqg + kg = F(o),-
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kde —_ —

=M K=3Tkd,
= ‘@TC $ F - @
Tim jsme ziskali soustavu s men3im ;;oét em neznémych, kterou miZeme

Fesit. K usnadnsni vypoétd se zpravidla pFedpokléddd, Ze tlumeni Je
proporciondlnf, takZe

E-‘-&-F‘#(}E'

kde o. , § Jeou konstanty. Je-1i uloha linedrnf a matice ™M , K
soumirné a pozitivnd definitnf, vyjdou matice ™M , ¥ diagondlnt,
takie 1 matice C Je potom diagondlni. Zpravidla se bere

_ w0 a0
¢ = 0 (XN — 0 |
SR X

kde §£; Je sou¥initel kritického tlumenf.

UkéZeme, jak by se dloha F*e3ila ddle Newmarkovou metodou. Délku
tasového kroku ozna¥fme At . O zrychleni budeme pfedpoklddat, Ze se
uvnitF kaZdého kroku min{ lineérn¥, takie t¥etf{ derivace posuvd podle
Zasu .Q, Je konstantn{. V intervalu

to<ti+ T <y, 0<Tcat, tig =t +at
bude tedy platit
é: = é:c + ha?.:
I3 . ’" A
9 < g +9:T + ThT"
4 4 L
Qe + QT + T T+ 4T3

OznaZili jsme g ;=9 (t- t.). TeZkou oznaZujeme derivaci podle Zasu T.
Dosadime-1i T= At , dajf levé strany t&chto rovnic g_ it
Q',M VylouZime konatantu % a dostaneme po upravs

“. = —6_ 6 . g
Livt = 7 (Qiny -q¢) - a 2¢ ~ 90 |

’ 21,.(.4 ’

Livt = 57 (e ~ ;) - 14, - 0,5g; At .
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Maticovou rovnici pak upravime do tvaru

L+ MM]QCM = P+ F +kmge,

kde
- 6 -~ 3
Km = 7& M+ 37 O

P = M(—E—E-q_f +2g;)+T (g, - O.séz}aﬁ-

Tuto rovnici ji% miZeme fe3it a pro dané §, najit g;,4 . Stejns
1ze postupovat i u nelineérnich dloh, kdy nap¥. matice I zévis{ na
vektoru ¢, . Pak postupujeme iterainf metodou. Pro iteraci je vyhod-
nd j81, zavedeme-1li p¥irdstky

_ (&) (%-1)
Ag = Q i1 = q i

zde % Je prirozené ¥islo ozna¥ujicf pofadl itera&niho kroku. Rovnice
se upravi na tvar

—

- - = = (&) = (£-1)
l:K*"Cm:lAcz"P«:*“:'V-Clw‘“l<'\y{€£f¢1 ‘Q«;}‘

Vypoét“’e‘ne AQ , pak QJ}‘) = Aq {-Qg‘ji") . V posledni rovnici zvétdime
f o jedniZku, vypolteme nové P, , mové AQ a pak i Q&-&:‘) .

Pokra¥ujeme tak dlouho, a¥ AqQ prakticky vymizi. Pro dal3{ Zasovy
krok (4i+2 ) vypo¥teme znovu i matiei ¥ , popf. Km a iteraci
opakujeme. Casovy krok At volime tak maly, aby nebylp nutno pi¥epo-
E{tévat matice ¥ ,' Km také v pribghu itera&niho praéesu, coZ by
vYpolet prodraZilo. Rozsah semindfe nedovoluje, abychom tento postup
probirali podrobnsji. PFfklad v3ak naznaZuje, jak lze s pouZitim mati-
cové symboliky pFehledn¥ zorganizovat 1 rozséhlé vypolty nelineérnich
dloh.

Nakonec piripojime JjeStd poznémku k rovnici (7.28). Upravime ji
na tvar

LV" Wq'M)&.n Ol

Je zPejmé, Ze Ji ani nepotrebujeme pfevddét na zdkladn{ tvar (7.2).
Charakteristickd rovnice Jje

lk-AM]| =0,

xde A= W" Je vlastni hodnota dané dlohy. Je to vlastn{ hodnota mati-
ce (M1i). Také vlastni vektory miZeme vypoiftat p¥Imo z rovnic

(K= AMy g = 0
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( L= 1, 2, «eey, M ). Jsou-1l1 matice K ;, M soumsrnd (pop¥. hermi-
teoveké) a je-1li mimo to matice ™M definitnf{ (nebo nesingulérni &
K, M komutativnf), jsou vlastnf hodnoty 4. redlné. Vlastn{ vek-
tory 4 , 4y prisludné vlastnim hodnotém Ai g A (A A,j) splnuj{
podminky zobecniné ortogonality

u..:T'\Lu)- =0, UTM uiy - 90,

za pPedpokladu, Ze matice ™M je pozitivni definitnf. U fyzikélnich
dloh byvajf matice K , M pozitivnd definitnf (u nepodepfenych sou-
stav je K pozitivn¥ semidefinitni) a soumdrné. To zaruduje existen-
ci redlnfch vliastnich hodnot, a tedy i existenci redlnych vlastnich
kruhovych frekvenci volného kmitén{.
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