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Autor podrobné vysvétluje zdkladni poznatky teorie plasticity.
Uvddi rizné typy modeli pro zndzorndni reologickych vlastnosti materid-
14 a odvozuje matematické modely pro materidly s idealizovanymi defor-
maénimi vlastnostmi. Ukazuje jejich aplikaci v inZenyrskych tilohdch.

Postupnym zobecnovdnim vlastnosti reologickfch modeli se dospivéd
k axiomim teorie plasticity. Odvozuji se véty z teorie meznich plastic-
kyeh stavi, které umofnuji urdit dolni a horni hrenici pro statické
mezni zatiZeni kovovych téles & konstrukei, Zv1dstni pozornost se vénu-
je pribliZnym metoddm a vypodetnim postuplim, nap¥. aplikaci nespojitych
poli pro vypodet mezniho zatiZeni, a numerickym metoddm (metodé& kcned-
nych prvki).

Sbornik je urden konstruktérim e technologim, zvldsté statikim, na-

vrhovatelim staticky zatiZenych konstrukei a tlekovych nddob a tém, kteri

pracuji v oboru tvd¥eni kovi. Vybdr 1ldtky tvoPi uceleny zdklad k splika-
cim i k dal8imu studiu. Predpoklddaji se znalosti matematiky, meclaniky
a teorie pruZnosti v rozsahu zdkladniho vysokoSkolského studia.
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"U mnoha inZenyrG v praxi se nanesStésti
projevuje sklon k tomu, ¥e pova¥uji ma-
tematické teorie riznych odvétvi mecha-

» niky pevnych téles za p#ilis vyludéné a
komplikované,‘nei aby jim mohly prinést
uZitek. A neopak mnoho teoretiki se do-
mnivd, %e relativné hruby, dasto intuitiv-
ni pristup konstruktéri vede k uspéchu
pouhou ndhodou a Ze by mél byt iplné na-
hrazen formdlnim matematickym postupem.”

D. C. Drucker a W. F. Chen
(Cambridge, 1968)

Predmluve

Teorie linedrni pruZnosti, kterd je matematicky dokonale zpracovdna,
vedla k pozoruhodnym a plodnym aplikacim ve stavitelstvi i ve stavbé stro-
ji a je dodnes nejdileZitéjsSim ndstrojem p¥i Udelném dimenzovdai konstruk-
ci. Vychdzi z idealizované linedrni zdvislosti tenzoru napjatcsti na ten-
zoru pretvoFeni (a naopak). AvSak rostouci po¥adavky na vyu¥iti materidld
a na vihové Usporné konstrukce si vynucuji dalsi zpiesnéni teorie, od kte-
ré budeme poZadovat, aby pokud moZno vérné vystihla stavy konstrukce za
mezi pruZnosti. Zde prichdzi ke slovu nelinedrni pruZnost, a zsjména teo-
rie plasticity, kterd postihuje nejen nelinearitu deformadni charakteristi-
ky p¥i monotonnim zaté¥ovdni, ale i hysterezi p¥i opétném odlendovéni a
pri obecné proménném zati¥eni. Vime-1li, jakym zplisobem je konstrukce zaté-
Yovdna, miZeme uzitim teorie plasticity postihnout skuteénou odezvu preti-
Zené konstrukce, sledovat jeji pPrizplisobeni zatéZovacimu refimi, a konedné
popsat podminky, za nichZ se konstrukce zhrouti, tj. popset jeji meznil
stav a tomu odpovidajici mezni zatiZeni. Je samozFejmé, Ze tyto vypodty
jsou vérohodné jenom v mezich platnosti pFijatého deformaéniho modelu,
kterym nahrazujeme deformadni charakteristiku skutedného materidlu. Pres
nékterd zjednodusSeni, kterd si vynucuje poZadavek praktické FeSitelnosti
Ulohy, znamend teorie plasticity a od ni odvozend teorie meznich plastic-
kych stavl vyznamné zpYesnéni p¥edpovédi o chovdni konstrukce za mimoidd-
nych zatéZovacich rezZimui,

Jinou oblasti, kde se uplatnuje teorie plasticity, je tvdfeni kovi.
Pretvdrné odpory se velmi &asto vyjadruji empirickymi vzorci odvozenymi
ze zkouSek na modelech nebo na skutedénych strojich. V nékterych p¥ipadech,
obzv145t jde-li o rovinné pretvoreni, poskytuje teorie plasticity pro ty-
to vzorce raciondlni zdklad.




@

Teorii plasticity budeme vyklddat od poddtku. Budeme se p¥itom vel-
mi 8asto opirat o inZenyrsky ndzor a o Jednoduéhé modely spiSe neZ o tec-
retické premisy a dedukce, To vSak neznamend, Ze se vyhneme exaktnuim for-
mulacim & matematickym metoddm. Pokusime se je v8ak p¥ibliZit konstrukté-
rim a technologim z praxe tak, aby neméli dojem, Ze jde o komplikovanou
a vyluénou teorii zndmou jen zasvécencim, kterd jim nemi¥e prinési uZitek.

Kvéten 1983 Cyril Hoschl




1. PRUZNOST, PLASTICITA, VISKOZITA

Predstavme si téleso, které je vzhledem k néjaké inercidlni sousta-
vé soufadnic v klidu. Neptsobi na né %4dné sily a teplota v ném je rovno-
mérné rozdélena. Nyni téleso rozdé€lime libovolnym poétem idedlaich Pezil,
Za idedlni povaZujeme takové Tezy, které nezméni vlastnosti materidlu a
které jsou nekonedné tenké, JestliZe se Z4dnd 2z uvolnénych 8dsti nepre-
tvori, je moZné z nich sestavit pivodni téleso bez mezer a bez pFesahl,

0 takovém t8lese budeme Fikat, %e Je v pPirozeném stavu. Jestlife &dsti
zméni svij tvar, popr. velikost, svéddi to o existenci vlastniho pnuti

v télese, tj. o napéti, které plsobi v télese nezatiZfeném Zddn;jmi vnéjsi-
mi silemi. Vlastni pnuti poruduje piirozeny stav t&lesa. Tento stav je
pouhou idealizaci, nebot v kaZdém pevném t&lese existuje uréitd vlastni
napjatost. VétSinou vSak neni podstatnd a lze ji zanedbat. Tak$ idedl1ni
Yez je neuskutednitelny. V&t8i vyznam méd vlastni pnuti v soustavé téles,
tj. v konstrukei jako celku, To jest® pozd&ji podrobn& vysv&tlime.

v -

ZatiZime-1i téleso p¥i konstantni teploté silami, jeZ mohou plsobit
bud jako objemové, nebo jako povrchové, téleso se deformuje. Nezméni-1i
ge tim funkéni vlastnosti télesa, je deformace nepodstatnd a lze ji za-
nedbat. Mechanike tuhych téles vychdzi z této idealizace, povaiuje téle-
so za neporuditelné a nedeformovatelné.

Je-1i zatifeni malé, jsou deformace vratné. Ménime-1i zatiZeni tak
pomalu, abychom mohli zanedbat setrvadéné sily, jsou deformace zhruba
im&rné plsobicimu zatiZeni & spolu s nim po odlehdeni vymizi. Takové té-
leso je pruZné (elastické).. Plati-1i Umdrnost mezi deformaci a zatiZenim
dostatedné presné, jde o linedrni pruZnost. V opadném pripadé jde o ne-
linedrni pruZnost. S deformaci jsou spojeny i zmény termodynamického sta-
vu télesa., Maji-li byt deformace dokonale vratné, nesmi dojit k disipaci
energie, kterd by se nap?. projevovala postupnym zmenSovdnim amplitud
vlastniho volného kmitdni. Jsou~1li deformece malé, lze zpravidla zanedbat
zmény teploty jimi vyvolané.

‘ Prekrodi-1li zati¥eni urditou hranici, vznikeji nevratné, trvalé zmé-
ny tvaru &éi velikosti. Nea rozdil od pruZnych deformaci nezdvisi trvalé
zmény jen na velikosti zatéZujicich sil, ale obecné i na pribénu piedcho-
ziho zatéZovdni, tj. na historii. Vyvoldme-1li v t8lese mechanickym piso-
benim konstantni deformaci, vznikne v ném urditd napjatost., Nezdvisi-1li
tato napjatost na Gase, pak se trvald deformace - pokud vznikna - nazyvd
plastickd deformace. Zmen3uje-1li se napjatost p¥i nezménéné deformaci

g dasem bez omezeni k nule (takZe se po dlouhé dobé obnovuje prirozeny
stav), jde o vazkou (viskozni) deformaci. P?i obecném priébdhu zatéfovini
z0stdvd zdvislost plastické deformace na historii zatéZovdni stejnd,
zménime-1i libovolné méfitko Zasu (8as je zde pouze "némy" parametr).

- T -
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Vazkd deformace viak zdvisi na ase explicitné.

Trvalé deformace nemusi zasahovat celé téleso, ale jen jeho d&dst,
a vyslednd deformace miZe byt sloZena z rtznych deformaci diléich, Tako=-
vé téleso pak oznadujeme sloZenymi ndzvy, napi. téleso tuhoplastické,
pruZnoplastické, vazkopruZné (viskoelastické), viskoplastické atp.

Reologickym modelem pruzné deformace je deformace idedlni pruZiny
(obr. 1). Plastické deformaci odpovidd posuv kinemetické dvojice sge smy-
kovym t¥enim (obr. 2). Vazkou deformaci si lze zndzornit posuvem pistu
v kapalinovém tlumi&i (obr. 3).
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Na rozdil od linedrné pruZného materidlu, u kterého podle obr. 1
plati p#i jednoosé napjatosti Hookellv zdkon @= EE jako vzdjema& jedno-
znalnd zdvislost mezi napdtim a pomdrnym prodlouZenim, vykazuje plasticky
materidl podle obr. 2 nejednoznadnost a hysterezi. Tému¥ napdti ©'= Gy ,
resp. © = -Gy mife pFisludet libovolné pomérné prodloufeni € . Zadneme-1i
model zatéZovat, méni se napéti a pretvoreni tak, jak odpovidd ddre OAB.
P#i odlehdeni v bod& B zlstane pretvoreni tak dlouho konstantni, aZ napé-~
t1 znovu dosdhne meze kluzu, tentokrdt v tlaku. Odlehdeni se tedy déje
po 8d4¥e BCD. PFi zméné smyslu napéti se miZeme v kterémkoli bod& vrdtit
na horni vétev charakteristiky. P¥1i periodickém prodluZovdni a zkracovd-
ni se v diagramu vytvo?i hysterezni smydka, jejiZ obsah je mirou disipo-
vané energie, Charakteristika zakreslend na obr. 2 odpovidd idedlné plastic-
kému materidlu, u néhof nastdvaji pouze plastické deformace, a to za kon-
stantni meze kluzu (tj. p¥i splndni podminky €l = G@v ), Jak jsme ukdzali,
zdvislost & na © neni ani linedrni, ani jednoznadnd. Reologicky model
na obr. 2 umoZnuje, aby pomérné prodloufeni nabjyvalo v Zase t 1libovolné
hodnoty € (t) , kteri viak mi¥e byt vysledkem riznych zatdZovacich proce-
st €(T), 0 <T<t, Také napéti miZe nabyvat libovolné hodnoty, avdak
jen v intervalu -Gy €6 € Gy, Vidy je

G =Gy pro é > 0
-G, G s G, pro £ = 0 (1.1)
C=-Ge PO ¢£<0O
pPreti¥eni |G| >Gy neni mo¥né (vedlo by k dynamické odezvé, kterou se nyni

nechceme zabyvat).

Linedrni charakteristika vazkého materidlu na obr. 3 se 1i8i od cha-
rakteristiky elastického materidlu tim, Ze na osu lsedek vyndSime defor-
madéni rychlost € . Zavislost G - &€ je tedy popsdna diferencidlni, nikoli
algebraickou rovnici., P¥i konstantnim napéti G dostaneme lineirni Sasovy
pribéh pomérného prodlouZeni

Konstante b je p¥imo Umdrnd napé&ti @ ., Neni-1li nap&ti konstantni, je
odezva

t
e) =k jG’(T.‘)d'[; + € (0) (1.3)
, |

v okem¥iku t funkciondlem zdvislym na historii G'(t), 0=T=t s k né-
mug je pridtena poddtedni hodnota E(O) . Podle obr. 3 je totiz

¢ = kG ‘ (1.4)

kde K = konst (pro linedrné& vazky materidl). Integraci (1l.4) Adostaneme
(1.3). '

-9 -



Reologicky model pruZnoplastického (elastickoplastického) materidlu
dostaneme, kdyZ spojime kinematickou dvojici z obr, 2 s pruZinou podle
obr. 1. Vysledek je zndzormnén na obr. 4.

&

1 A B
G , /
AN F 0 P/ £
Ep €
7777 77777 Ty ==
— S
D C
OBR. 4

Zde ji%¥ existuje krom& plastické deformace Ep jesté elastickd deforma-
ce Ee¢ . Jejich soudet ddvd vyslednou deformaci € . Je tedy

E =, EG 4+ SP (105)

Na obr. 4 jsou tyto hodnoty zakresleny pro bod B. Po odlehdeni vymizi
elastickd deformace, kdeZto plastickd deformace zlstene (bod P).

Zésadni rozdil mezi viskoznim a plastickym materidlem vysvitre
ze srovndni vztehd (1.1) a (1.4). U idedlnd plastického materidlu rozho-~
duje o velikosti napéti toliko znaménko deformadni rychlosti € ; na je-
j? velikosti p¥itom nezdle¥i. U viskozniho materidlu je napdti @ funked
£ .

2. KINEMATICKY LODEL ELASTICKCPLASTICKEHO MATERIALU

Reologické modely zndzornéné na obr. 1 aZ 4 lze povaZovat za dyna-
mické modely v tom smyslu, %e umo¥nuji popsat zdvislost sily na posuvu

(napéti na pomérné deformaci). Ddvaji ndzor na odezvu materidlu pii jedno-

osé napjatosti a je nesnadné je zobecnit na p¥ipad sloZené napjatosti a

- 10 -



- deformace. K tomu jsou vyhodndjSi kinematické modely, které nyai uvedeme.

Obr. 5 zndzornuje kulisu B, v které se miZe volné pohybovat &ep C.
Celd kulisa i1 s depem se mi¥e posouvat v pravitku A. Vzddlenost Sepu C
od ukazatele uprostied kulisy B je mirou napéti. Krajni poloze &epu od-
povidd mezni hodnota napdti @ = +G, Vzddlenost ukazatele na kulise B
od ukazatele na pravitku A je mirou plastické deformace., Jde-1li o tuho-
plasticky materidl, je tato vzddlenost jednoduSe kotovdna v hodnotdch
pomérného prodloufeni. Jde-li o materidl pruZnoplasticky, je tato vzddle-
nost kotovdna v hodnotdech E Ep . ProtoZe zéroven ©=E€.a plati (1.5),
je B -ndsobek celkové deformace din vzddlenosti ukazateld AC.

6y

. ——

LA N A0
. o "s'(%fTC ‘;§\ R

LSS S
MATERIAL
TUHOPLASTICKY

ELASTICKOPLASTICKY

OBR. 5

Na rozdil od dynamického modelu na obr. 4 neddvd kinematicky model

\ p¥imou predstavu o zdvislosti mezi napdtim a pFetvorenim. Vystihuje vsak
velmi ndzorné souvislost mezi historii (5(ﬁ)£11€(£) . Ukazuje, Ze do okamZi-
tého stavu daného momentdlni polohou kulisy a &epu by bylo moZné se dostat
riznymi zplisoby a Ze dokud neni funkce

F (%) ""G’l-‘ @ (2.1)

rovna nule, nemiZe plastickd deformace nastat, kulisa se neposune. Vzhle-
dem k (1.1) musi byt

F <0 o (2.2)

- 11 -



Model nyni zobecnime pro p¥ipad kombinoveného tahu a ohybu ideali-
zovaného I-profilu (obr. 6). Budeme piedpoklddat, ¥e lze zanedbat vniti-

OBR. 6

ni sily p¥endSené stojnou, takZe do hry vstoupi jen napéti v pFirubdch.
Priruby jsou natolik tenké, Ze lze v nich zanedbat nerovnomérnost napéti.
Ka¥d4 z pPirub mé plochu S ., V horni p¥{irubd bude napdti Gn , v dolni
pPirubd Gy ., St¥edni vzddlenost p¥irub je h . Pro pFendSenou silu N a
ohybovy moment M bude tedy platit, Ze

N = S(Gy +Ghn) (2.3)

M =5 Sh (G- Gh) S

Pomérnd prodlouZeni budou v prifezu rozdélena v linedrni zdvislosti

na vzddlenosti od neutrdlni osy h-N (obr. 6). X/ Jsou tedy urdena dvéma
konstantami, a to pom&rnym prodlouZenim €n v neutrdlni roviné a k¥ivosti
nosniku 9% , Bude

(€4 + E4) (2.5)

(€q - €4) (2.6)

C tom, Z%e velidina 3 md vyznam k¥ivosti nosniku, se presvéddime jednodu-
chou Uvahou. Dva Yezy kolmé ke stFednici nosniku, které byly pred defor-
maci vzddleny dS , budou na st¥ednici vytinat po pretvoieni vzddlenost
(14 €n)ds . Budou se protinat ve stiedu k¥ivosti, nebof ten je prisedikem
dvou soumeznych (hlavnich) normil, a budou spolu svirat Ghel dy . Proto
(1+ En\d5=§3dq:, kde Q =1/% je polomdr kiivosti. V dolni p¥irubd bude

(1+ €4)ds =(@+—P,l—)dcy 2(% + i,)_)ge(ﬂ £,)ds

%/ Jde o neutrdlni osu prirezu pri &istém ohybu.



Srovnidnim levé a pravé strany dostaneme
h .
€4, = €n t T %€ + malé velidiny druhého Fddu.

Ponechdme-1i v rovnici jen malé velidiny prvého Fddu, pak’skpouéitim
(2.5) vyjde (2.6).

Rovnice (2.3) a% (2.6) umoZnuji, abychom napjatost v nosniku urdo-
vali bud pomoci napdti G& , @n , nebo pomoci zobecndnjch napéti N, ™M .,
K nim p#i{sludi bud pomdrné deformace €4 En » nebo zobecnéné pomdrné
deformace €n, % , Oprdvnénost ndzvi "zobecndnd nap&ti" a "zobecnéné
pomérné deformace" je z¥ejmd ze srovndni vyrazl pro virtudlni prdeci 5A ,
kterou p¥i virtudlnim p¥etvofeni vykonaji vnit¥ni sily v nosniku

(8,62, +Ga8gy) Schs = SR = | (MBa 4 Neo) dis 2.7
Levd i pravd strana se daji upravit na tvar 7
sa - \{8eYiGYaV 0.8
v

V prvnim p#ipadé {G'}= [ G G'oL]T, {6} = [Sﬁh gﬁd,]r, AV = Sds.

V druhém p¥ipadé {e}=IM N]T, iSE} = [ 8% O, ]T', AV = ds.

Chceme-1li pro nosnik podle obr. 6 vytvorit kinematicky model obdobny
k tomu, ktery je na obr. 5, musime model rozdifit o jednu dimenzi, nebot
plastickd deformace mi¥e nyni nastat nezdvisle v ka¥dé z obou p¥irub. Do-
staneme tak model zndzornény na obr. T. Gep C se miZe uvnit?¥ rdmu pohybo-~
vat ve smérech soufadnicovych os & vili tGy. KdyZ narazi na rdm, miZe se
ve stejném smyslu d41 pohybovat u¥ jen spole&nd s rdmem. Pohyb rdému zna-
mend plastickou deformaci. Pohybuje-li se rdm vpravo, vznikd plastickd
deformace jen v dolni pFirubé., Pohybuje-li se vzhiru, vznikd d&eformace
jen v horni p¥irubé. Pohybuje~li se Sikmo, coZ nastane jen tehdiy, je-~1li
gep C v nékterém rohu, vznikaji plastické deformace v obou piirubdch zé-
roven. Vektor 56 je ukazatelem napdti v obou p¥irubdch. Vektor A8
ukazuje B -ndsobek vjsledné pomérné deformace. Tyto vektory buieme nazj-
Vat krédtce vektor napéti, resp. vektor deformace. Konstrukci modelu bu-
deme zakreslovat uf jen jednoduchymi Sdremi, takZe misto obr. 7 dostane-
me obr. 8. '

Do obr. 8 zakreslime také osy pro zobecnéné velidiny podle rovnic
(2.3) a% (2.6). Je z¥ejmé, e pro n& bude rdm v poloze otoZené o 45°,
S pouZitim elastickych pomérnych deformaci na mezi kluzu €k y R, &

-13 -
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8 pouZitim meznich hodnot N"‘,P4"‘podle rovnic
€, = GK/E X, = 2.8[4/“ (2.9)
NW\ = 9SGy Mm = ShG‘K (2.10)

lze model zakreslit v bezrozmérovych proménnych (obr. 9). Rdm md nyni
rozmér &tverce (2 x\2 . Dotkne-l1li se ep C nékteré strany rdmu, miZe jej
odtladovat pouze kolmo k této strané, Jen je-1li 8ep v rohu rdmu, miZe
rdm odtladovat v nékterém sméru uvnit? Ghlu sev¥eného vnéjSimi normdlami,
které vedeme ke kaZdé z obou stran, jeZ se v rohu protinaji.

Vektor napéti 53 je v bezrozmdrovich proménnych zdroven vektorem
elastické deformace, Vektor iB Jje vektorem plastické deformace. Celkovd
deformace je ddna vektorovym soudétem KE = 1B + BC . Sledujme, co se bu-
de dit s modelem na obr. 9, kdy¥ p¥i konstantni sile N budeme zv&tovat
ohybovy moment M . Bod C se bude posouvat vpravo, aZ narazi na stranu
dtverce KL, kterd md rovnici

oMoy (2.11)

=

Nm Mm

- 14 -



, Podle obr. 8 pozndvdme, Ze
| % se do plastického stavu dosta-
la pouze dolni p¥iruba. Sku-

gIL tedné, dosazenim z rovnic
K ! €. (2,10), (2.3) & (2.4) do (2.11)
f K vyjde Gy =@} . Tomm odpovidd
j C bod 1 na obr. 10. Chybovy mo-

ment uZ ddl nemiZe vzristat,

| \L M/Mm leda¥e by zdroven klesala sila
1 . ) ///// N tak, aby rovnice (2.11)

zlistala v platnosti., Budeme-1li
ohybovy moment ddle zvé&tdovat,
bude &dep C odstrkovat rdm vpra-
vo nahoru, takZe piiruastek,
vektoru AB plastickych de-
- 1 ae/%e% formeci bude kolmy ke strané
> ®== KL (obr. 9). Relativné k rimu
| ge bude dep pohybovat podél
strany KL k rohu IJ,"V;;"I;fall:Ee__>
p¥irGstek vektoru napéti BC
- (a vektoru elastické deforma-
ce) bude spadat do této strany. Piedpoklé-
dejme, Ze bod C bude pokradovat ve svém
p¥imodarém pohybu &, = konst. Sila N bude
klesat a moment M vzristat (8dra 1-2
na obr. 10). Vyslednd deformace &, se sgi-
ce nebude mdnit, ale. jeji plastickd slo¥ka
se bude zvétdovat v poméru k E¢ stejné ja-
ko plastickd sloZka k¥ivosti v poméru
ke %€k ., Napéti ve zplastizované dolni pHi-
rubd bude konstetni, toti% G, =6y, kdeZto
elastické napéti v horni p¥irubé bude kle-
sat. AZ se Cep C dostane do roau L, budou
ob& p¥iruby v plastickém stevu (horni -
v tlaku a dolni v tehu) a dals{ vzrist plastické sloZky pom&rnsho prodlou-
feni €, ustane (bod 2 na obr. 10). Naddle poroste u¥ jenom k¥ivost % a
sila N bude nulovd. Uplnd se eliminovala plastickymi deformacemi. Vysled-
nd zobecn&nd napjatost bude mit u¥ jen jednu nenulovou slo¥ku, toti¥ ohy-
bovy moment M = M™Mpy . Jde o mezn{ stav p¥i &istém ohybu. Historie se uZ
neuplatnuje, nebol byla zatéfovacim procesem 0-1-2-3 na obr. 10 ve fdzi
2-3 eliminovéna, o

OBR. 10

' Na obr, 11 je ukédzdno, Ze do téhoZ stavu 2 deformace i napjatosti
1ze dospdt z vychoziho bodu O rhznymi cestami (01°2, resp. 012). Konedny
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stav je v tomto p¥ipadd® vidy tyZ, nezdvisly

na historii., Porovndme-1li obr. 11 a obr. 12,
vidime, Ze na obou obrdzcich odpovidaji body O,
resp. 2 stejné vychozi, resp. konedné celkové
deformaci. Poloha rdmu je vSak vzhledem k vy-
chozi poloze pokaZ?dé jind, tj. rizni se plastic-
ké slofky deformace. Také poloha bodu 2 vzhle-
dem ke kone¥né poloze rdmu je jind, tj. rizni
se i napjatosti, a tim 1 elastické deformace.
PrestoZe Jjde o stejnou vyslednou deformeci

v obou pFipadech, 1i8i se jeji rozdéleni na
elastickou a plastickou sloZku podle historie
zatéZovdni.,

OBR. 1

Nyni vytvoPime kinematicky model znézoriu-
jiei kxombinované namihdni v tahu a ve smyku
pro p¥ipad elastickoplastického materidlu., Ta-
kové namihdni lze vyvodit v tenkosténné trubce
namihané tahem a krutem. Podle Misesovy hypoté-
zy vznikaji plastické deformace jen tehdy, na-
byvd-1i funkce

F=6"+3T%-Gy (2.12)

nulové hodnoty. VZdy je F<0. Body uvnit# oblas-
ti, pro n¥% F<0,ndle¥i elastickému stavu.

Ne mezni &dfe F=0 mohou nastat plastické de-
formace, P¥ipad F >0 je nep¥ipustnf. P¥i jedno-
. 08é napjatosti je T=0 a na mezi kluzu & = G ,
OBR. 12 P¥i prostém smyku je © =0 a na mezi kluzu
T=6./\3 = Te , S oznadenim

€, = G/E ? = TelG (2.13)

miZeme navrhnout kinematicky model v bezrozmdrovych soubadnicich, jak je
zakreslen na obr. 13. Rovnici mezni k#ivky (rdmu na obr. 13) dosteneme
anulovénim funkce F 2z rovnice (2.12). Po dpravé bude

F (~G )Z T
oo [2Y & ) -1 = (2.13)
G.K'l G-!. ( 'C‘L 1 O

\ souradniclch (G /6GL) ,(T(TL) Je to kruZnice o Jednotkovém polom&ru.
Vektor BC jednotkové délky znézornuje napjatost a zdroven elastickou
vektorovou sloZku pretvoreni, Vektor AC , ktery neni na obr. 13 zakreslen,
znazornuje vysledné pretvoreni. Vektor AB jeho plastickou vektorovou
slozku.

- 16 -



1 T/T Plastické deforma-
k _ ce nevznikaji, je-1li bod

XL | C uvnit? rdmu, tj. v ela-
/ stické oblasti F<0O , Ne-
vznikaji vS8ak ani tehdy,
C je-11i bod C na hranici
F=0, pokud se bude po-
B 67@7 hybovat ve sméru tedny
A

P

ke kruZnici nebo smérem
dovnit¥, Bude-li se po-
hybovaet jinak, bude "od- .
strkovat" kruhovy rdm vidy
k ve sméru normily v doty-
kovém bodu C, 5j. v Homto
pripadé ve sméru polomdru
BC, MiZeme si predstavit,
Ze ridm je za pohybu vle-
den po drsné podloZece, tj.
OBR. 13 bez impulsu pFenddeného
z bodu C se nenohybujie,

) a Ze ge 8ep C dotykd rdmu
bez t¥eni. Pomér bezrozmérovych sloZek vektoru plastickych deformadnich
rychlosti je tedy v daném okamZiku stejny jako pomér bezrozmérovich slo~-
ek vektoru napéti EE, takZe

|

. . o
&, 2 _ &£ T (2.14)
€ P G T ,

Zde &P ’ éP znadi rychlosti pomérnych plastickych deformeci. Dosadime-1li
za pomdr Y./€, = T E/G, G a za pomér E|[G =2(1+/u.)= 2.,(1+0,5) = 3 {p¥i
plastickych deformacich je/u,z 0,5), dostaneme z rovnice (2,14)

& . 9 (2.15)
e 3T

Znime-1i tedy napéti & , T na mezi plastickych deformaci, nedostaneme
z kinematického modelu velikosti plastickych deformaci, ale jen pomér

jejich pFirtstkl

T iy T WMot T (2.16)

pro 1im At>0, To nds nepiekvapuje. Vidyt eni p#i jednoosé napjatosti
nevyplyvd z hodnoty © =G v diagramu na obr. 4 %4dnd jednozna¥nd defino-
vand hodnota € . */

X™. 7

X/ 7 rovnice (2.16) je z¥ejmé, fe na mé¥itku Sasu nezdleii,
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Rovnice (2.15), resp. (2.16) nevyjad¥uje nic jiného, neZ %e vektor
rychlosti plastickych deformaci, resp. vektor p¥iristki plastickych de-
formaci mi smér normdly k mezni k¥rivce v dotykévém bodu C., Je-1li totiZ
rovnice mezni k¥ivky F(GiT)=0, mé normila smdrové kosiny v poméru.
(OF[92)/(0F/?T) = & /3T . fméru (2.16) miZeme tedy zapsat také jako

£p VG (2.17)
s | = M larie
kde A =0 je neurdity parametr. X/ Tato "neurditost" je typick4 pro ide-

"d41ni plasticitu (bez zpevnéni, o ném¥ pojedndme pozd&ji). Strudnd miZeme
rovnici (2.17) zapsat maticové ve tvaru

9F

{43 = A PRy (2.18)

Vyznam symboll je ziejmy ze srovndni obou rovnic. Stadi definovat zobecné-

né velidiny :
g} = {;‘:E Q) - ig& (2.19)

V8echny aZ dosud probrané pripady kinematickych modeld mély urdité
spole&né vlastnosti. VSechny bxix konvexni, tj. Usedka spojujici dva li~-
bovolné body mezni k¥ivky ("rdmu") nikdy neprochdzela mimo uzavierou
oblast, kterou mezni k¥ivka ohraniduje. Pokud &ep C rdm posouval, pak po-
suv rdmu znamenajici p¥irlstek plastickych deformaci nastal vZdy ve smdru
normdly k rdmu v dotykovém bodu. JestliZfe v tomto bodu existovaly dvé riz-
né vnéjsi normdly (v limité& zprave a zleva), nastal pohyb v nékterém smé-
- ru uvnit?¥ nebo na hranici Ghlu tvoreného témito normilami, Jestlife vzni-
kale plastickd deformace (rdm se pohyboval) a ziroven se ménila nepjatost
(Sep se pohyboval po hranici rédmu), pek vektor prirtistku napjetosti byl
vZdy kolmy k vektoru pFiristku plastické deformaoe.x%/ Prvni vektor mél
vZdy smdr tedny k mezni 8d4¥e (k hranici rdmu), druhy smér normdly v doty-
kovém bodu. PodtrZené véty v tomto odstaveci lze povaZovat za axiomy teo-
rie idedlni plasticity. '

X / Neni to %4dnd materidlovd konstanta!

XX/ Kolmost piirtstku napjatosti k p¥irfistku plastické deformace znamend,
%Ze zménea napjatosti {di}niéim nep¥ispivd k disipaci energie p¥i vzristu
plastickych deformaci o {dﬁp} . P¥iristky uvaZujeme nekonedné malé.



3. PLASTICKY POTENCIAL

Kinematicky model idedlné& plastického'materiélu, navrZeny puvodné
pro jednoosou napjatost (obr. 5), jeme indukiivné zobeenili pro dvouroz-
mérnou oblast (obr. 7 aZ 13). Nyni se pokusime shrnout dosavadni poznat-

v rv

ky a rozs8i¥it je do N -rozmérného prostoru.

Necht je ddna zobecndnd napjatost velidinami Qiy Ry 0eey Qo
K té pPisludi zobecndné pomérné deformace G1s Go s ooes 9n takové, Ze
skaldrni soudin ‘

SN = Qu8gy+ Qubg,+ -+ Qnbgn (3.1)

znali mérnou préci (hustotu energie), kterou vykonaji zobecndnd napdti
p¥i nekonedné malém virtudlnim pPetvoreni télesa.

U I - profilu na obr. 6 jsme m$li jednak Qy=Gn, Q=G4 ,q,=¢, ,
9, =Eq » takZe [\ je hustota deformadni energie vztafend k jednotce obje-
mu; jednek Q1= M, Q,=N, q,=_9€ v 4.7 €n > tak¥e [\ je deformadni energie
obsaZend v jednotkové délce nosniku. Pro model na obr. 13 jsme mdli Q=G ,
Q,=T, G4= € » 6(,'=y , takZe A m8lo vyznam hustoty deformadni energie.

Plastické deformace mohou vznikat, splnuji-1i zobecnénd napé“ti pod-~
minku plasticity ‘

F(Qy @y Qn) = 0 | (3.2)

V N -rozmérném prostoru, v némZ na souradné osy vyndSime jednotlivd
zobecndnd nap&ti, piredstavuje rovanice (3.2) mezni plochu (plochu plastic~
kého tedeni). Tato plocha je zobecnénim pohyblivého rdmu z kinematickych
modeld na obr. 5 a 7 a¥ 13.

Zméni-1i se nepatrné zobecndnd napéti o diferencidlni prirtstky
dRy , dQy , ee.,dQn aniZ dojde k odlehdeni, tj. pohne~1li se bod znd-
zornujici zobecndnou napjatost nepatrnd tak, Fe zlstane na mezni plose
F=0, musi byt také dF=0 ili

9F
INY

Protose vektor (4@ dQ, -~ dQn}" spadd do tedné roviny k mezni plofe,

musi mit vektor {FQ, VF/OR,---AFIR,) smdr normdly. Rovnice (3.3) je to-
t1Z podminkou ortogonality obou vektori (jejich skaldrni soudin je nulo-

Vy’)o ‘ »

(I W |
et R [ = O (31.3)
A+ g, Aot - + g dQ = O

Z d¥ivéjdiho vykladu vime, Ze také vektor prirtestku plastickych de-



formaci {C*$?a dqﬁﬂu. dqﬁgsT md smér normdly, takZe prirfistky zobecnd-
nych napé&ti nekonaji na p¥iristeich plastickych deformaci Zddnou prédci.
Bude-1i mezni ploche hladkd, je v kaZdém jejim bodé€ jedind tednd rovina
a jedind normdla. Pak sloZky ciqém musi byt Umérné hodnotdm derivaci
Wi, (6 =172 --.,n) . Tedy

O

. OF . ®_ 45
dgP= d% 5z daP-di g ) dq- dl g G

Pritom dX je konstanta Umérnosti. Rovnice (3.4) predstavuje zdkor plas-
tického tedeni materidlu. Zobecnénd napdti vykonaji p¥i vzristu plastic-
kych deformaci prédci

Q1 dq(F) 1= Qq_dq,(t) £ .- + Qq 0(6;(:\ =

~ g 9F WF F
:dk(&1%‘1 + sz + --'+Qnm) > O (305)

Tato prdce musi byt kladnd, nebot p¥i plastickfch deformecich se recha-
nickd energie neziskdvd, ale naopak vZdy rozptyluje. ProtoZe poZadujeme,
aby mezni plocha byla konvexni, musi byt vyraz v zdvorce ve vztahu (3.5)
pozitivni. Poddtek souPadnic v prostoru zobecn&né napjatosti je totiZ
vZdy uvnit? oblasti ohranidené mezni plochou a konvexnost této plochy vy-
Zaduje, aby Uhel mezi polohovym vektorem {O Qy -- Qnl" & vektorem normdly
i@ﬁha,’bﬂ%&zwﬁFﬂmibyl ostry. Vyraz v oblé zdvorce (3.5) je kladny ndsobek
kosinu tohoto dhlu (to vyplyvéd z vlastnosti skaldrniho soudinu). Pozitiv-
nost vyrezu v zévorce (3.5) znamend, ze dX >O0.

Rovnici (3.4) miZeme pod&lit diferencidlem dasu At & dosadit

A=dlldt, GP= dgPldt . Buse
@ | OF o, O i, OF (3.6
% ’/\,Ta_") 'LP—/\'raQ'L) “‘;qn o ran 3.6)
ProtoZe disipovany vykon ij,(p) it Q,,_o'}y‘) + --- + @ Gi,n(P) je pozi-

tivni & mezni ploche (3.2) konvexni, je A >0 , Pouze tehdy, nevznikaji-1i
%4dné plastické deformace, je A =0 , Tento parametr.je tedy vidy nezdpor-
ny; u idedln& plastického materidlu ztstdvd jeho velikost neurditd. Rovni-
ce (3.4), resp. (3.6) urduji pouze "mecheanismus" plastického tedeni a ni-
koli velikost plastického pFetvoieni., Pokud je mezni plocha hladka, je

mezi mechanismem plastického tedeni a zobecn&nou napjatosti vzdjenm& jedno-
znadnd korespodence. Punkce F , kterd tento mechanismus tedeni generuje,

je Wisesiv plasticky potencidl.
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Vidéli jsme vSak, %e hladkost mezni plochy nebude mo¥né vZdy pred-
poklddat. P¥ipusime tedy, Ee'pﬁjde pouze o hladkost po &dstech, tj. Ze
mezni plocha, a& uzaviend a souvisld, miZe mit konedny podet hran a vr—
chold (rohi)., Jeji hladké 34sti nechi maji rovnice

[
o

F1 (Q, Q) - Qn)

(3.7

— i . > A —— —— " —— —

Fb. (Qh QZ)“' ) Qh) = 0

Elastickou napjatost predstevuji body, které jsou uvnit¥ mezni plochy.
Pro né& jsou vSechny funkce (3.7) zdporné. Na mezi plastickjch deformaci
je jedna nebo n&kolik z téchto funkei nulovych a ostatni jsou zédporns,
Je-11i napjatost ddna nap¥. bodem na prisednici ploch F, =0, F =0, jsou
funkce Fs a¥ F zdporné a pro rychlosti zobecnénych plastickych deformaci
bude platit

4, = )wm oAy 20
= '\" fb&'L L'I" er'L : (3.8)
. Fa 1F
B 5 1
n]D A an Yo

Obdobné i pro jiné p¥ipady. Rovnice typu (3.8) nastoupi misto (3.6). Pa-
rametry A4 a% Ay jsou nezdporné, Funkce F},Fi,-uiﬁhlpfedstavuji Koiteriv
zobecnény plasticky potencidl.

UkdZeme aplikaci plastického potencidlu na p¥ikladu rovinné napja-
tosti (obr. 14). Jsou ddna hlavni nap&ti 1, G, (63=0) o Jim pPiglusdi
hlavni pom&rnd prodlouZeni €,, €, .Misesova podminka plasticity je

F = G;L"’ 6‘1} - G.-'G‘L - G‘k?.- = O B i (3.9)

zde v predstavuje mez kluzu p¥i jednoosé napjatosti. Z rovnice (3.6)
dostaneme

: (p)
81

e - L (2G,- 61)

= 4 (26, - G»)
(3.10)
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>6% o Mechanismus plastického tedeni. je
| ~ dédn pomdrem

q ‘ ' E ) éa(P) - diqcp) - 9.@'1 -0y

. '_—"1 éq}m dﬁ,_('m LG -G

(3.11)

Q) @2 . Vypodteme-li z rovnic
(3.10) obé hlavni napéti a dosadime

a je jednoznaéné urden nepjatosti
l 65
je do podminky (3.9), vyjde vztah

OBR. 14
(EPY (EP) L () &) = 3aual C(3.12)°

0dtud vypod&teme A a dosadime do vztahd (3.10). Pak vypoéteme napéti.
Vyjde

. GK l é}m t f.,_('P)
1 — ; —
3 \I ( 51@)?—*' (&Pt 51(9) E,EP) (3.13)

'L = - -« Y - .
U3 [ (P (@)t ¢ P

Vztahy (3.13) jsou inverzni k rovnicim (3.11). Urduji napjatost, kterd
pFislusi denému mechanismu plastického tedeni, Ukdzali jsme tim vzdjemnd
jednozna&nou p¥irazenost,

Pro objemovou hustotu disipovaného vykonu dostaneme

D =G, é1(1°) +y & .1_(P) (3.14)
S pouZitim (3,13) vyjde
26, . . ©fay e
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Je z¥ejmé, Ze disipovany vykon je tplnd urden, zndme-1i deformadni
rychlosti.

Na pravych strandch rovnic (3.13) jsou homogenni funkce deformadnich
rychlosti (nulového #ddu)es Proto se hodnoty t&chto funkei nezméni, zmdéni-
me-11 mé¥itko &asu.

Misesova mezni &dra (3.9) Je hladkd, je to elipsa (obr. 15). Vyjde-
me-1li z T‘resc‘ovy‘ hy‘potézy‘, podle které vznikaji plastické deformace,
kdy%Z Tmax = Tk = G¢/2 , bude mezni 34ra u¥ jen po gistech hladka. Zo-
becnény plasticky potencial tvo¥i soubor Sesti funkei '

Fi= 6 -Gw | FL= 63- Gy, E"G‘,_-G‘(—-G'K
(3.16)
Fy = =Gy~ 6w Fe = -Gy~ 6y, Fo = -6, +6)- 6k :
‘Gé P¥edstavme si nap¥iklad,
'MISES Ye G, =0y, 0<G,< Gy.

Pak se nule rovad jediné
funkce F,, kde¥to ostatni
funkce jsou zdporné, Ixis-
tuje proto jednsznadny
mechanismus plastického

tedeni
o, R
& A 26, T M
' (3.17)
(p) (s}
e 7 0

P¥itom Ay > O, Jakmile
se vSak bod zndzornujiei
OBR. 15 B " '~ napjatost ocitne v ndkte-
‘ rém rohu, nebude priraze-
, _ ‘ ni plastického mechanismu
jednoznadné. Vezm¥me nap¥. Gy =0, G = Qv . P¥itom se anvult‘xji‘ funkce
T, a B . Podle (3.8) vyjde o

- (p) 1k %
Y= hge Y e T s

. 2% A (3.18)
®» _ = —_ =
&> = Ay Ao, t A e |
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Nyni méme dv& nezéporné konstanty A,, A, ; pomdr

"(P) La 1

TP T dat A L+ (AAy)

(3.19)

obsahuje nyni jeden neurdity parametr (A2l A3) , takZfe mdme nekone&né
Jjednoparametrické mnoZstvi mechanismi plastického tedeni, které miZe vy-
volat t4% napjatost ©,=0, ©, =Gk , Pro m¥rn§ disipoveny vykon méme
v prvém p¥ipadé (za piedpokladu platnosti Trescovy hypotézy)

D -G PG e - 6P (3.20)
v druhém pFipadéd

D = G, &, (3.21)

Lze ukdzat, Ze ve vSech p¥ipadech, které mohou nastat, bude platit
vztah

D-3G QP ¢P 1P P (3.22)

Rovnice (3.20) a (3.21) jsou ve vztahu (3.22) obsaZfeny jako zvldstni
pripady.

4., ODEZVA A PRIZPBSOBEN ELASTICKOPLASTICKE KONSTRUKCE

Na p¥ikladu prutové konstrukce jednou staticky neurdité uloZené
ukdZeme zvld&tnosti odezvy elastickoplastické konstrukce na statické
namghdnf. V soustevd zndzornéné na obr. 16 maji pruty délku ¢;, prife=z

S;, modul prufnosti E;({=1, 2, ...., 17). Prodloufeni prutu "dinkem
sily Pl-' bude

Al = a;®; (4.1)
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kde

.
E¢ S¢
znadi linedrni poddajnost.
l F, F | Fy
)
Pi
OBR. 16
"
R
R *2F2, . 1 R
OBR.

(4.2)

Nejprve urdéime sily
v prutech P, za pPed-
pokledu, Ze konstrukce je
pruZnd (obr. 16). Potom
urdime vlastni pnuti, kte-
ré miZe existovat v neza-
tiZené soustavé vliivem
statické neurditosti. Re-
akce jsou pritom v rovno-
vdze (obr. 17) a sily
v prutech jsou Tﬁ'.

Predpoklddejme, Ze
ne konstrukci plsobi
/A-nésobek vnéjsich sil
zakreslenych ns obr. 16 a
také vlastni pnuti zméni-
me na V -nédsobek stavu
zachyceného ne obr. - 17.
Pak sily v prutech budou
ddny soudtem

"Pf: =/uf'Po) + Vv ?Jl v (4.3)

Rovnice (4.3) vystihuje vSechny napdtové stavy, které mohou v pruZné

konstrukei nastat,

Deformadni energie bude

U

]

[}

(4.4)



Sily P! tvo¥{ s reakcemi na obr. 17 rovnovdZnou soustavu. Soudin
/Ltlg‘Rf miZeme povaZovat za prodloufeni prutld p¥i virtudlnim pFeivore-
ni konstrukce., Vyraz 2:;La¢1%'FQ“ pek piredstavuje celkovou virtudlni
prdci, kterd mus{ byt podle principu virtudlnich prac{ nulovd., Jinek Fe-
¢eno, interakéni energie p¥i pisobeni vnéjsich sil a vlastnich pnuti je
nulovd (Colonettiho princip). Posledni &len v rovnici (4.4) tedy vymizi,
takZe

1
U = %:/LALZC(CP'; e 2V ac Rt (4.5)

Zavedeme~1li souPadnice

= - 12 v %

bude

U= g+ y[z (4.7)

V roviné £, bude pak Stverec vzddlenosti od poddtku uddvat celkovou
deformadni energii v soustavd., Sou¥adnice § je pFitom mirou velikosti
vn&jEiho zati%eni (je-1i §=0 , jsou vndjdi sfly nulové), soufadnice
m e mirou vlastniho pnuti.

Je-1i vlastn{ pnuti neménné, je qz'vkmub . To je rovnice p¥imky
rovnobéZné s osou Usedek. KdyZ se méni velikost vnéjiiho zatiZeni \imérné
k parametru Moy postupuje bod zndzornujic{ napjatost po této rovnob&i-
ce. X/ Je-1i naopak zatiZfeni konstantni, je g-kmut. Tato p¥imka, rovno-
béZnd s osou poradnic, pfedstavuje rizné rovnovdiZné stavy sil v prutech,
které odpovidaji danému konstantnimu zatiZeni. Z Ménabréovae principu mi-
nima komplementdxrni potencidlni energie vyplyvd, Ze se p¥i postupném za-
téZovdni konstrukce, kterd byla plivodné v p¥irozeném stavu, budeme pohy-
bovat po ose E . Ze vSech rovnovdinych stavi (§|7D p¥i daném § ma
toti% nejmens{ vzddlenost od poddtku prdvd bod (€,0) . To plati tak
dlouho, dokud v ndkterém prutu nevznikne plasticky stav.

Plasticky stav znamend, Ze deformace prutu roste, ani¥ se méni sila
v prutu. Je-1li prut namihin tahem, odpovidd vznik plastického stavu do-
sateni meze kluzu v materidlu. Pokud jde o tlak, chovd se obdobn& i prut
namdhany vzpérem, je~li 8tihly a geometricky dokonaly. Je-1li tlakovd si-
la v ném menSi ne¥ Eulerove vzpérnid sila, plati Hookelv zdkon (4.1).

%X/ Nezamdnuj parametr/fL 8 Poissonovym &islem.
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Jakmile dosdhneme této kritické s{ly, zlstane sila konstantni, i kdyZ
se prut dd4l zkracuje., To oviem plati jen za idedlnich podminek a pro
deformace jen mflo prevydujici kritické zkrdceni prutu., Nicméné& pro po-
souzeni odezvy prutové konstrukce lze v prvnim pFiblifeni ztotoZnit
Eulerovu silu s dolni mezi plastickjch deformaci, pokud sila odpovida-
jici mezi kluzu v tlaku nevyjde v absolutni hodnoté mensi neZ Eulerova.
Je tedy mo¥né, ¥e mez plastickjch deformaci v tlaku F. nebude v abso-
lutni hodnoté stejnd jako mez plastickych deformaci v tahu ?3'. Budeme
je proto rozliSovat. Sila v prutu pak miZe byt pouze v intervalu

—~

B

‘Q‘FQ = PF ‘ (4.8)

Do vztahu (4.8) dosadime za 0Ty z rovaice (4.3) a za /Al Y 2z rovnic
(406)0 Vyjde

'P‘ ' ‘,Pu

Peg—r & v

Body ( E(“l ), které vyhovuji nerovnostem (4.9), vyplnuji nekonedny pds.
Uvnit# tohoto pdsu je také poddtek souradnic, nebol ?E<:o, ?§*> 0.
Péchto pdst je tolik, kolik je prutl. Jejich primik je mnohodhelnik za-
kresleny na obr. 18, Napjatost v prutové soustavé miZe odpovidat jen bo-
dtm uvnit¥ nebo nejvy¥ na hranici tohoto mnohotihelnfku, nebot body vné
mnohodhelniku predstavuji napjatost, p#i nif je nejméné v jednom prutu
pfekrodena mez plastickych deformaci, coZ nepFipoufitime. Polet rovno-
b&¥nfeh stran mnohodhelniku se nemusi shodovat s podtem prutd, nebot né-
které pdsy mohou byt tak Siroké, Ze cely mmohotGhelnik je v nich obsaien.
Mnohoﬁhelnik_by byl k poddtku sou¥adnic st¥edové soumérny, kdyby —Fkizeﬁ
To v3ak nemusi obecn& platit.

N

Poddtek O odpovidd prirozenému stavu konstrukce., ZvétSujeme-1li za-
ti%Zeni imérnéd parametru § , pohybujeme se po Jddfe 0-1-2, Celd konstruk-
ce je v pruZném stavu, neZ dosdhneme bodu 2, Tento bod je na hranici
{ -tého pdsu, cof znamend, ¥e v { -tém prutu vznikne plastickd deforma-
ce, Sila v tomto prutu nemiZe ddle rist, takZie sily v prutech se musi
p¥i deldim rGstu zatifeni pPeskupit. Bod zndzornujici v¥sledné sily v pru-
tech se bude nyni pohybovat po ddPe 2-3, co¥ znamend vznik vlastniho pnu-
ti (fQ >0) , Jakmile dospdjeme do vrcholu 3, vznikne p#i dal¥im zatdZo-
vdni plastickd deformace v R-tém prutu, kterému p¥islusi pds 3-5, 10-12,
KdyZ postoupime po ddfe 3-4, dostaneme se do nitra pFedchoziho pdsu, kte-
ry pfisiuéel {-tému prutu, tak¥e se tento prut vrdti do elastického sta-
vu. A8koli tedy zatiZeni monotonnd rosté, { -ty prut je bShem zatd¥ovini
nejprve namshdn aZ do plastického stavu & pak v disledku preskupeni sil
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OBR. 18

opét odlehden. Kdybychom pokradovali v zatéfovédni aZ do vrecholu 5, ne-
mohla by souradnice § ddl rist. Dostali bychom se do mezniho stavu,
p¥i kterém se konstrukce zhrouti. Jestli¥e ji pFedtim v bodé 4 odlehdi-
me, bude se soufadnice g zmen$ovat za konstantniho /VL , nebot odlehdo-
vdni probihd elasticky.

Dostaneme se do bodu 6, p#i ndm¥ je zatifeni stejné jako bylo v bo-
d8 1, aviak napjatost konstrukce je nyni jind, 1i8{ se o soustavu sil
pPisludnych vlastnimu pnuti. Je z¥ejmé, Ze se vysledné sily v prutech
mohou i p¥i stejném zatifeni 1i8it a Ze zdleZi na historii zatéZovdni,
P¥i Gplném odlehdeni se dostaneme do bodu 7. Jeho pofadnice ukazuje ve-
likost vlastniho pnuti, které bude v konstrukeci existovat, adkoli ta neni
vndj&imi silami vibec zatiZena. Kdybychom zménili smysl plisobicich sil,
pokradovali bychom v roviné E.QL po drize 7-8-9-10-11-12, Bod 12 odpovi-
d4 opét meznimu stavu. P¥i pohybu po strané 9-10 bude v plastickém stavu
opét C -ty prut, nebot tato strana je rovnobdind se stranou 2-3. Fodobnd
bude p¥i pohybu po dsedce 10-11-12 v plastickém stavu R -ty prut, kdeZto

{ -ty prut se vrdti do elastického stavu. Kdybychom v bodd 11 zménili



smysl zatéZovdni, dostali bychom se postupné do bodu 13, ktery piedsia-
vuje Uplné odlehdenou konstrukei, pak do bodu 14, p¥i ném¥ je vn¥j3i za-
ti%eni stejné jako bylo v bodu 1 nebo 6, pak do bodd 15-2-3-4-5.

Podle rovnice (4.7) se &tverec vzddlenoati bodu od poddtka rovnd
elastické deformadni energii. To znamend, ¥e napi. tselka 07 je odmoeni-
nou deformadni energie vlastniho pnuti zbylého v konstrukei po Gplném
odlehdeni z bodu 4. KdyZ budeme odlehdovat konstrukei z bodu 5, bude mit
tuto vlastnost pofadnice bodu 17, kterd je mendi neZ poradnice bodu 5,
nebot podinaje bodem 16 nastala p¥i odleh&ovdni zména vlastniho pnuti.
Pro nékteré ilely je vyhodné této zmény nedbat a definovat fiktivni de-
formadni energii vlastnich pnuti existujicich na poddtku odleh3ovini,
tjo v bod& 5, V tomto pripadé je to dtverec lsedky 0-18,

Nyni mifeme nékteré poznatky zobecnit. Pokud nenastane odlehéeni;
vznikne ze vSech moZnych rovnovdiZnych stavi ten, p¥i némZ je elastickd
deformadni energie minimdlni; pYitom napéti v konstrukei nikde nepiFekro-
&1 mez plastickych deformaci (princip Haariv-Kdrmdniv). Pojem odleheni
ge vztahuje pouzé na vnéjsi sily. U vanit¥fnich sil v prutech mise odlehde-
ni nastat, i kdy¥ zatiZeni stoupd. To byl p¥ipad U -tého prutu p¥i pohybu
po drdze 3-4. Mez plastickych deformaci predstavuje v daném p¥ipadé mno-
holihelnik na obr. 18;

Uvedeny princip obménili Prager a Symonds v tom smyslu, Ze poZadavek
minima celkové elastické deformadni energie nehradili poZadavkem, aby by=-
la minimdlni fiktivni deformadni energie vlastnich pnuti.

Napt. v bodé 4 vyplnuji vSechny pPipustné stavy rovnovéhy tdsedku,
kterou mnohotdhelnik vytind na pFimce § = §, . Skutedny stav ndpovidd
tomu bodu na této dsedce, ktery je nejblife k poddtku (podle Haara-Kirmé-
na), resp. ktery je nejbliZe k ose isedek (podle Pragera-Symondse).

V obou piripadech jde o bod 4,

- Jakmile p¥ipustime odlehdovdni, nebude moZné stanovit jednoznalné
hodnotu M , je-1i ddno g o Nap¥. pro §==§1 mohou nastat stavy 1, 6, 14
zdvisle na historii zaté¥ovdni., Pro tento obecny p¥ipad proménlivého za-
té%ovdni plati princip Greenbergiv: kdyZ se nepatrné posune p¥imka rovno-
vdZnfch stavi ( § =konst) vlivem melé zmény vn&jdiho zatiZeni (§->E+dg),
pek se bod zndzornujici v¥slednou napjatost posune po nejkratdi drdze
tak, aby neopustil ani p¥imku rovnovdZnych stavli, ani uzav¥enou oblast
mnohothelnika (oblast mo¥njch elastickych a plastickych stavi), Jinak
Yedeno: p¥i nekonetné malé zmén& wvnéjsiho zatifeni nastane ze vSech sta-
ticky pPipustnych zmén napjatosti takovd zména, kterd by sama o sobé
(bez d&asti vlastniho pnuti) vykonala nejmenSi elastickou deformadni
prdci, ani? se pritom kdekoli prestoupi hranice plastickych deformaci.
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Pokud jde o mezni stav 5, resp. 12, p¥i némZ se Uplné vyderpd nos-
nost konstrukce, je zajimavé, Ze mezni stav nezdvisi na zat&iovaci histo-
rii, Usedka pFipustnich rovnovdZnfch stavi se v ném zredukuje na pouhy
bod. Z tohoto poznatku lze dedukovat Fajnbergovu v&tu: mezni stav nenasta-
ne, lze-1li pro dané zatiZeni konstrukce nalézt ndjaky rovnovainy stav
elastické napjatosti.

Sledujeme nyni, co nastane, bude-1li se zatiZeni periodicky ménit
v mezich £,¢ € 4 €, . Necht je napf. §,= €4, §,- €, . Pak na drdze
15-3-4 se budou plasticky piretvd¥et pruty ¢, & a na drize 8-9-10-11 pru-
ty j,-&, & , z toho pruty {, & Vv opadném smyslu ne¥ d¥ive., ILze se domni~-
vat, e opakovand plastickd deformace, at u¥ se jeji smysl méni, 3i niko-
1i, p¥ivodi nakonee poruchu a zhrouceni konstrukce. Kdybychom zvolili
Ed:=§9) Eh = €, pretvdrely by se pruty k,j "dokonce vidy jen .
ve stejném smyslu, takZe by brzo nastaly velké deformace a posléze poru-
che.,

Zcela jiny p¥ipaed nastene, bude-1li §d= éﬂl Eh’ €4 . PFL prvanim
zpétném plleyklu po drdze 1-0-22-11 nastane v posledni fdzi plastickd
deformace % -tého prutu, ale dal¥i zatd%ovdni probihd u¥ vyhradné po drd-
ze 11-13-14-13-11, tedy v elastické oblesti. Konstrukce se danému zatéZo-
vacimu refimu p¥izplsobila tak, Ze dalsi zatéZovdni probihd beze zmén tr-
valfch deformaci a nebezpedi poruchy (v mezich platnosti daného modelu)
nehrozi */. P¥izpisobeni konstrukce se dosihlo vznikem vlastniho pnutd
- deného poradnici bodu 13. Stejny efekt by mé€lo i vlastni pnuti dané kte-
rymkoli bodem ne usedce 13-20, 4

Schopnost konstrukce p¥izplsobit se danému reZimu preriodickéno zatd-
Yovini je z¥ejm& ddna tim, Ze je moZné najit na néjaké p¥imce " = konst.
otevienou mno¥inu bodld v intervalu £4 < €< En , kterd je celd v elas-
tické oblasti. Jde tedy o uUsedku mezi svislicemi §=:§i' E? € s kterd
je celd v elastické oblasti, aZ snad na koncové body; ty mohou byt na hra-
nici plastickych deformaci.

Zndzorndni stavi zati¥eni a napjatosti v rovind £, 7 na obr. 18
bylo moZné, protoZe §lo o jednou staticky neurditou konstrukeci, u které
existoval jen jeden systém sil v prutech nezati’ené konstrukce, ktery
tvo¥ril vlastni pnuti, '

Kdyby byla konstrukce dvakrdt staticky neurditd, byly by takové
systémy dva. Kromé sil ¥¥’odpovidajicich elastické konstrukci bez vlast-

X/ Prizpisobeni; rusky "prisposobljajemost",
angl. "shake-down".
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nich pnuti bychom méli jedt& dvé vlastni pnuti tvoiend soustavami sil
?’, PV . Z principu virtudlnich praci a z toho, ¥e vlestni pnuti tvo-
#{ rovnovdZny systém v nezatifeném té&lese, bychom odvodili podminky orto-
gonality

Y ag R P TaPp -0 2aR"R"=0 (4.10)

TakZe by platilo
2 9 '
ghe + g (4.11)

kde

£ - Y racR*

1= pliacn®
=y \H’__Z CL,;(P;,‘"Z

(4.12)

V8echny rovnovdiné stavy odpovidajici danému vnéjsimu zatiZeni E kon;t
vyplnuj{ v prostoru g (M, § rovinu.

Misto mnohotthelniku daji podminky (4.8) pro

o) W, w :
e = AR F R e v R o (4.13)
mnohost&n, VSechny uvedené véty by platily i pro tento prostorovy pFipad.

Kdyby byla konstrukce h -krdt staticky neurdéitd, potiebovali bychom
k analogickému geometrickému zndzornéni (N + 1) - rozmérny prostor.

Prutovd soustava md konedny podet stupnii volnosti, nebol jeji pre-
tvoYeni je iplnd urdeno posuvy stydniki, jichZ je konedny podet. AvSak
metodu, kterou jsme pouZili, miZeme snadno zobecnit 1 pro kontinuum, kte-
ré mi nekonedny podet stupni volnosti. Ukd¥eme to na p¥ikladu nosniku
zndzornéného na obr. 19. Budeme predpoklddat, Ze mé idealizovany priiez
podle obr. 6, takZe jeho deformadni charskteristika odpovidd reologické-
mu modelu elastickoplastického materidlu (obr. 20). Nosnik mf jednotko-
vou délku (€ = 1 m) & je spojitd rovnomérné zatifen. Ohybovy moment pro
elasticky nosnik zat&Fovany z pfirozeného stavu je Umérny vyrazu
(ux*+ 5x -41) a pro vlastni pnuti mdme ohybovy moment Umdrny vyrazu
(-x+1) . Vjsledny ohybovy moment bude

M= *MLW“M“ (4.14)
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a
Ml
| x ,
J)/ . N M
£
" Er
M
l X 2?
0BR.19 OBR. 20
kde jsme poloZili
M'=-Lx24+ 5x -1 M" = -x+1

Elastickd deformadni energie v nosniku bez vlastnfho pnuti je

4

VL '
J Midx = 5

/\"L
% _
£ - nE3

,\'2.

T4% energle pro vlastni pnuti vyjde

, 7 4 1
"= Ter J M dx = G A

Pro ohybov§ moment plati nerovnost

Dosadime-1i sem z rovnic (4.14), (4.16) a (4.17), dostaneme

~ My = gl0ET CUXCE5x-1) +{CET (<x+1) = M,

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.13)

(4.19)

Tento vztah pFfedstavuje pro X 2z intervalu <0,1> nekoneéné mnoho nekoned-
nych pdsd v roviné g;'{ , JejichZ prinik je zakreslen na obr., 21l. Strany
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AB, CD jsou obdlky p¥imek
pro O = X £ 0625, ideZto

[ 11 strany BC, DA ‘odpovidaji hodno-
t&€ X=0. Pisobi-1li zatifeni
‘ Mm/ \’EJ-- doll, odpovidd mu mezni stav A

8 plastickymi klouby v Ffezech

X=0, Xx= 0625 o Plsobi=1i
B nahoru, vznikne mezni stav C

s klouby v tych¥ mistech.

OBR. 21

5., TEORIE PLASTICKYcH MEZNfcH sTavl

Na prikladech uvedenych v minulé kapitole jsme ukdzali, Ze mezni
stav elastickoplastické konstrukce zdvisi jen ne typu zatifeni, ale ni-
koli na jeho 8asové historii. Mezni stav nastdvd, mohou-li plastické
deformace naristat p¥1i nezménéném zatiZeni. Toto mezni zatiZeni nemiZe
za podminek statického zat¥¥ovdni ddle vzrist, nebot p¥iristek sil neni
konstrukce schopna prenést; vedl by ke zrychleni a zhrouceni konstrukce.

D¥ive bé&Zny vypolet statickych konstrukci vychdzel z koncepce drvo-
lenych napéti, Nejvdt¥i napdti v elastické konstrukeci nemdlo v absolutni
hodnot® p¥ekrodit urditou mez, zpravidla denou zlomkem G /R meze klu-
zu Qp , pFidemZ £ je mire bezpednosti vzhledem ke vzniku plastickych
deformaci, Takovy vypodet nerespektuje ani prizplisobeni konstrikce, ani
jeji mezni stav. Miru bezpednosti lze urdovat také vzhledem k meznimu
stavu jako pomdr mezniho zatifeni ke skutednému zatifeni (za pZedpokla-
du, ¥e se zatdfujici sily méni proporciondlnd). Ozna&me tuto druhou miru
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bezpednosti VY . Vidy bude V 2 k. Rozdily mohou byt znaéné. Budeme-li
nap?¥, zatéZfovat svislou silou t¥i pruty ze stejného pruZnoplastického ma-
teridlu a se stejnym priFezem (obr. 22), bude pomdr obou hodnot

v 1t 2o (5.1)
&, 1 + LepP ok

Pro o = 30° je tento pomdr jen asi
1,19, ale pro o = 45° je to ui 1,41,
To znamend, %e by ke zhrouceni konstruk-
ce doSlo p¥i zatiZeni pFevySujicim

o 41 % hodndtu, p¥i niZ vznikly prvni
plastické deformace, Snaha po vyuvuZiti
této pevnostni rezervy, kterou poskytu- .
ji plastické deformace, vedla k rozvije-
ni teorie meznich stavi, jiZ se budeme
nyni podrobndji zabyvat.

OBR. 22 Budeme predpoklddat, Ze napjatost
v daném misté je ddna vektorem zobecné-
nych napdti

ey =1 Q .. @,17 O (5.2)

a prisludnd pretvoreni vektorem zobecnénych deformaci

(5.3)

(g1 =l g0 - ga "

takovym, Ze skaldrni soudin
SN~ {8q1 {Q] (5.4)

predstavuje prdci zobecnénych napét{ p#i virtudlnim pFetvoieni t&lesa,
vzta¥enou k jednotce objemu V . :

Uvedli jsme jiZ nékteré piiklady, zde pFipojime dalsi., U rotadné
soumdrné tenké skofepiny md vektor zobecndnych napéti Sty¥i prvky, totiZ
obvodovy moment, merididln{ moment, obvodovou silu, merididlni silu;
vektor zobecnénych deformaci obsahuje zménu obvodové k¥ivosti, zménu kii-
vosti merididnu, obvodové pomdrné prodlouZeni a merididlni pomérné pro-
dlou¥eni (ve st¥edni plose skofépiny). Za element objemu dV se bere ploi-
ny element sko¥epiny. U krouceného h¥idele se zobecn¥né nap&t{ rovnd krou-
ticimu momentu a za zobecndnou deformaci bereme zkos. Element "objem" je
pak totoZny s elementem délky h¥idele. U rovinné napjatosti podle obr, 14
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1T
mime {Q?] =[6 6] ! {Q,\I’ i €1 & 17 a element objemu je teanto-
krdt skutedny objem elementu.

Vychdzime p#itom z predpokladu, Ze plastické deformace nenastanou,
dokud neni splnéna jistd podminka plasticity

F(Q, Qy, «-+)» Qn) = 0 (5.5)

Tento predpoklad je znadnou idealizaci., Piedpokldddme, %e p¥i F < O
Z4dné trvalé deformace nenastanou, %Zddné dislokace se neposunoa, aZ na-
jednou p¥i hodnot& F =0 vznikne ndhle jejich hromadny pohyb. Tato
nespojitost je trochu neprirozend., Byla proto navrZena také endochronni
teorie plasticity s pouZitim "skrytych" proménnych, kterd se obejde hez
podminky plesticity, ale tou se nebudeme zabyvat X/

Podminka plasticity (5.5) se dd zndzornit v n -rozmérném prostoru
jako mezni plocha (v soufadnicich Q“Qu“-nay\). Byvd té% nazyvdna ploche
plastického tedeni. V 2. kapitole jsme ukdzali, Ze mezni plocha je kon-
vexni. To znamend, Ze tednd rovina (nadrovina) vedend v bodu P, coZ je
koncovy bod vektoru napéti 65 = {Q} , neobsahuje #4dny vnit¥ni bod
oblasti F <O uzaviené mezni plochou. Mi¥e viak obsahovat body splau-
jici podminku E =0, Mohou .nastat t#i p¥ipady zndzorndné na obr. 23 a¥

25, Na obr. 23 existuje v bodé P jedind tednd rovina, mezni plocha je

0OBR. 23 OBR. 24

X/ Viz K.C. Valanis ve sborniku Foundations of plasticity, red. A. Saw-
czuk, Noordhoff, Leyden 1973
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hladkd. Zndzornime-li na téchto
osdch v jiné stupnici vektor pomér-
njch plastickjch deformaci {4} =
= [q:n a‘n q:n 17, musi byt kolmy

~ k tedné roviné, Skaldrni soudin

D = {4’}"-{&} (5.6)

p¥edstavuje vykon disipovany plas-
tickymi deformacemi, Tednd rovina
k mezni ploSe je p¥itom jednoznad-
né urdena vektorem {Q}(jednoznaé-
0BR. 25 . nost vyplyvd f konvexnosti mezni
. plochy a z poZadavku, aby vektor )
rychlosti deformaci mél smér i smy-
8l vnéjsi normdly v dotykovém bodu P). MiZeme proto psdt, Ze

D = D (631) Ciq,‘)‘ AR Cin) | | - (5.7)

Ne tom se nic nezméni ani v pripadé, Ze mezni plochs md hrany a vr-
choly, tj. %e je hladkd po &istech (obr. 24). V bodu P nyni existuje cely
svazek tedénych rovin, ale jen jedna z nich splnuje poZadavek kolmcsti
k vektoru {@} . To znamensd, ¥e k danému vektoru napdti pat¥i v tomto pHi-
padé nekoneéné mmoho moZnych plastickych mechenismi, ale ke kaZdému z nich
pat?i vidy t¥Z vektor napjatosti. Vekior i&}:je tedy vektorem {q,} urden
jednoznadéné, opadné tvrzeni vSak neplati. 7 :

Ne obr. 25 neni sice priYazeni vektoru{ﬁl}k vektoruié} jednoznacné,
ale skaldrni soudin (5.6) je presto urden jednoznaéné. Zdvislost (5.7)
proto plati v ka%dém pripadé&.

¥
Kdyby v télese vznikla jakdkoli napjatost{@-}pod mezi plastickych
deformeci (zndzornénd na obr. 23), platila by nerovnost zFejmi z geometric-
kého ndzoru ‘ :

{4Y {a*y < {417{a} (5.8)

Tato nerovnost vyjadruje Misesiv princip maxime hustoty disipovaného vy--
konu, Je-1i ddna néjekd soustava rychlosti plastickych pomérnych defor-

maci, pak p¥i skutedné napjatosti vznikd viZdy vét3i hustota disipovaného
vikonu neZ p¥i jakékoli jiné, fiktivni napjatosti pod mezi plastickych
deformaci.

Necht vn&jsi sily pisobici na t&leso tvo¥i vektor zobecndnych sil

{,P} = [?1 P'L PN IT
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Se zobecndnymi rychlostmi {P} = f.p, p,_ ﬁu ]T 1ze utvo¥it skaldrni
soulin '

{p {®} =L_=Z1 R pe ~ (5.9)

ktery predstavuje celkovy p¥ikon doddvany télesu. Ten se musi rovnat vy-
konu spotiebovanému vnit¥nimi silami, takZe

{py ey = Vg{@}T{Q}O‘V ' (5.10)

Rovnici (5.10) lze povaZovat za dlisledek zdkona zachovdni energie pro tu-
hoplastické téleso (vykon elastickych deformaci neuvafujeme). ILze ji viak
chdpat i obecnéji. Soustava vnéjiich a vnit¥nich sil tvo¥i rovnovdiny
systém (zrychleni se neprojevuji a byla zanedbdna). Pro takovy systém.
plati princip virtudlnich praci. Zvolime libovolné pFetvoieni télesa,

p¥i némZ vzniknou posuvy {5P}pﬁsob1§’é 8i1{Pl a pretvoreni {5‘}} , na nichz
vykonaji prdci vnit¥ni sily {Q}. Musi platit rovnost

{p 1T {PY = [{SgqiT{ayav (5.11)

Deformace {&ﬂa posuvy {5‘9} volime zcela nezdvisle na napétich {Q} &

na siléch{?}. Jde o mySlenkovy pokus, ktery probihd p¥i zasteveném dase.
Nic ndm vSak nebrdni v tom, abychom tyto pFirlistky povaZovali za vy¥sledek
skuteéného pohybu rychlostmi {@}, {ﬁ} za dobu Ot . Bude

EARRCARLE {op} = {ph 5t (5.12)

KdyZ (5.12) dosadime do (5.11), dostaneme (5.10). Tentokrdt vSak nepijde

o zdkon zachovdni energie, nebot rychlosti posuvi a deformaci nijak nesou-
viseji se skutednymi silami & napétimi, MiZeme si je vymyslet jakkoli,
~jde jen o to, aby spolu kinematicky souvisely. Pak rovnice (5.10) vyjadiu-

Je princip virtudlnich vykoni.

Kinematickou souvislosti zde rozumime to, Ze pomérnd pretvoreni
K1)y Gy oy Ga 1 POBUVY Dy by py JSOU odvozeny z téhoZ vektorového
pole posuvi, které mid vSechny derivace, jeZ se vyskytuji v kinematickych
vztazich pro pomérné deformace, spojité. Takové pole posuvli nazyvdme ki-

nematicky pF¥ipusiné.

Podobn& pole napéti, které splnuje diferencidlni rovnice rovnovshy
a mi spojité vSechny derivace, jeZ do téchto rovnic vstupuji, a ktexré je

zdroven v rovnovdze s vndjdimi silami P, P, ..., Py , je statiecky p¥i-
EuStnéo

Derivaeci pole posuvi podle &asu dostaneme pole rychlosti posuvi.
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Takové kinematicky p¥ipustné pole rychlosti posuvi budeme nazyvat nesta-
bilnim, bude-li mu pFislufet v&tdi prikon, neZ je disipovany vykorn.

Staticky pF¥ipustné pole napéti budeme povafovat za stabilni, bu-
dou-1li vSechna napéti v celém t8lese pod mezi plastickych deformaci.

Nyni jiZ mGZeme formulovat prvni vétu limitujici velikost mezniho
zatiZeni, P¥i deném zeti¥eni tuhoplastického té€lesa nemohou v ném vznik-
nout plastické deformace, lze-1li pro né nalézt stabilni, staticky pF¥ipuet-
né pole napéti, To znamend, Ze mezni zatiZeni bude vidy vysS5i neZ dané,
na néZ se vztahuje uvedend véta. Dané zatiZeni uddvd proto pro mezni za-
tiZeni dolni hranici. '

Dikaz véty vedeme sporem. Budeme piedpoklddat, Ze opak je pranou;
tj. je-1li dané zati¥eni {P}, je mezni zatifeni V {2} 0« v<1 , Necht
tomuto meznimu zatiZeni odpovidd napjatost {Q}. Stabilni, staticky pri-
pustné pole, které jsme nalezli pro zatifeni {P}, je {Q*}. To znemeni,
Ze za mezniho stavu bude. toto pole-v,{Qf} « Pak musi platit princip vir-
tudlnich vykond jednak pro rovnovdZny systém V{?},i@k , jednak pro rovno-
vdZny systém V{P} vVIiQ*l. Bude proto

v {p1{Py

[}

[{a1{ayav (5.13)

1]

v YRy - v (141 ey av G

Odedtenim dosteneme rovnost

[{aYieyav - v j{q',}rm*k av (5.15)

Odpovidd-1li vektor rychlosti deformace meznimu stavu, je integrand na le-
vé strend rovnice (5.15) podle (5.8) vZdy vét&{f ne? integrand na pravé
strané, Proto také je integrdl na levé strand vétSi neZ na pravé, adkoli
rovnice (5.15) ¥ikd opak (nen{ ¥V > 1 ). Vznikd proto spor. Tim se potvr-
zuje platnost véty.

Druhd limitujici véta je obdobnd, Lze-1i pro dené zatiZeni tuhoplas-
tického t8lesa nalézt néjaké nestabilni, kinematicky p¥ipustné pole
rychlosti posuvi, pak plastické deformace vZdy vznilknou. To znamend, Ze
mezni zati%eni nemGZe byt v&t3i neZ dané. To tedy uddvd pro mezni zati-
Zeni horni hranici,

Dikaz vedeme opé&t sporem. Dané zatiZeni je {P}, nestabilnimu, kine-
maticky p¥ipustnému poli rychlosti posuvi prisludeji vektory &%}a {P3 .
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Kdyby v&ta nebyla pravdivd, mohlo by se zatiZené t&leso pohybovat také
s napjatosti{ {Q?}, kterd by byla s danym vnéjdim zati¥enim v rovnovize.
Muselo by proto platit, Ze

(1 iry = [(41T{Q*yav (5.16)

AvSak podle (5.10) a (5.8) nemi¥e rovnost (5.16) platit. Proto je véta
pravdiva,

V dalsi kapitole ukdZeme, jak lze t&chto vét, zddnlivé neuZitednych,
pouZit k p¥ibliZnému (a nékdy i pYesnému) vypodtu mezniho zati%eni pro
ided1né tuhoplastickd t&lesa a jejich soustavy.

Véty uvedené v této kapitole se zaklddaji na nerovnosti (5.8),
kterd se tykd riznych napjatosti p¥i stejném poli Easové derivace plas~
tické deformace, a na rovanici (5.10), coZ je princip virtudlnich vykoni
pro tuhoplastické té&leso. A&koli rovnice (5.8) plati i pro pruinoplastic-
ké t&leso, odvozené véty se vztahuji jen k tuhoplastickému t8lasu vzhle-
dem k omezeni, jeZ plati pro rovnici (5.10). Vnucuje se proto otdzka,
1lze-1li pojem meznfho stavu a mezniho zati%eni odvozeny ve 4. kapitole
pro pruZnoplastické konstrukce rozsi¥it i na tuhoplastickd télesa a
nae jejich soustavy.

P¥i odvozeni obr. 18, popF. 21 jsme vychdzeli z pFedpokladu, Ze
pru’nd napjatost v konstrukei splnuje podminky rovnovihy platné pro ne-
deformovany tvar t&lesa. To je moZné jen tehdy, jsou-li deformace malé,
Tento po¥adavek musi konstrukce splnovat pro viechna zatifeni men3i ne3
mezni, O jeho splnéni je nutné se piesvéddit p¥ipad od pripadu. Predpo-
klad tuhoplastického t&lesa nepPipousti vibec éédné‘deformace, dokud se
nedosdihne mezniho stavu. V tom je kvalitativai rozdil.

Pozd&ji ukdZeme, jak se mohou v nékterych p¥ipadech projevit velké
pruzné deformace a ovlivnit odezvu soucédsti na rostouci zati’eni., VétIi-
nou v3ak nebyvaji malé deformace pruZnoplastickych konstrukei p¥i urdo-
vdni mezniho stavu vyznamné, takZe lze vychdzet z rovnic rovnovdhy odvo-
zenych 2z tvaru nedeformovaného télesa. Zistdvd jen jedna duleZitd otdzka,
zda totiZ mezni stav pruZnoplastickych konstrukci je totoZny s meznim
stavem tuhoplastickych konstrukci.

Tuto otdzku lze zodpov&d&t tak, Ze zndsobime moduly pru¥nosti Ee
pru¥noplastické konstrukce ndjakym parametrem A >1 a pFejdeme v limi-.
t& k nekoneédnu., Pritom se bude m&nit obrazec zakresleny na obr. 18, resp.
21 tak, Ze se budou ménit mé¥itka na stupnicich E, n ., nebol podle de-
finic (4.6) jsou &tverce téchto velidin rovny deformadnim energiim a ty
jsou neprimo Umérné modulim pruZnosti. Zménou mé¥itek se vSak na cha-
rakteru odezvy konstrukce nic nezméni, takZe mezni stav pruZnoplastizkého
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télesa je totoZny s meznim stavem tuhoplastického télesa. Dikaz tohoto
tvrzeni podal presné&ji R. Hill roku 1951.

PY¥i odvozeni vét v této kapitole jsme pPedpoklddali spojitost deri-
vaci vstupujicich do kinematickych rovnic, pop¥. do diferencidlnich rov-
nic rovnovihy. Tyto poZadavky jsou velmi p¥isné., VEty odvozené v této

kapitole plati i pro nespojitd pole, u nichZ na hranicich nespojitost{
existujf pro derivece limity zleva a zprava., To lze dokdzat tak, Ze se

nespojitost nahradi spojitym pribéhem v Uzkém pdsu, jehoi 5ifka prejde
v 1imit& k nule. Ukd%e se, Ze odvozené vztahy zlstanou p¥i tomto prechodu

v platnosti.

6. RAMOVE KONSTRUKCE

VySet¥ime mezni zati¥eni rdmové konstrukce zndzornéné na obr. 26.
' Budeme predpoklddat, Ze je vyrobena

2a 27a z tuhoplastického materidlu a Ze mez~
ni ohybovy moment je ve viech prire-
F zech ty¥, K¥ivost prutu v libovolném
- Pezu je nulovd, dokud je ohybovy mo-
2F _| fi[ ment Mo v absolutni. hodnoté mensi

ne¥ mezni moment M,,. MiZe byt libo-
volnd, je-1i [Mol= M,, . Nep¥ihli-
Zime tedy - prozatim - k tahové &i

k tlakové sile N v prutu,

3a

Dostane~1li se soustava do mezni-
ho stavu, vytvo¥i se plasticky mecha-
OBR. 26 nismus 8 jednim stupném volnosti, kte-
ry je jednoznadné prifazen typu daného
zatiZeni. Tento typ je ddn pomérem zatéZujicich sil, ktery se neméni.
Viechny sily se tedy zvdtduji proporciondlné k témuZ- parametru V . Ptdme
ge, p¥i jakém VYV se dosdihne mezniho stavu.

P71 elastické napjatosti jsou nejvét&i absolutni hodnoty v rozich
rdmu, v pusobiftich osamélych sil a v mistech vetknuti, Mezi témito lo-
kdlnimi extrémy probihd ohybovy moment linedrn¥., Lze proto pFedpoklddat,
Ze plastické klouby mohou vzniknout prdvé jen v téchto Sesti misiech.
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ProtoZe konstrukce je tPikrdt staticky neurditd, miZeme ufitim Sesti
‘kloubl vytvoPit plasticky mechanismus s jednim stupném volnosti tremi
linedrné nezdvislymi zpisoby. Tyto t¥i mechanismy Jsou zakresleny na obr,
27. V kaZdém kloubu vznikd nekonednd velkd zména k¥ivosti (zlom) za sou-

3 5 ‘ 5
3 \4/ 3 ’
2
1 1 6
7 7 7, ﬁ77 7 7
(@) (b) (¢)
OBR. 27

desného plsobeni mezniho momentu Mm . Za pozitivni dhlovou rychlost,

8 jakou se méni dhel ramen plastického kloubu, budeme brit takovou, kte-
rd zvétduje vnit¥ni dhel., Jednotky, v nichZ mé¥ime dhlové rychlosti, mo-
hou byt 1libovolné, nebof na méFitku Zasu nemife zdlefet. Proto jednodule
zvolime v kloubu 1 na obr. 27 (a) dhlovou rychlost @y =-1. Posuv
kloubu 2 vpravo bude V3 =-3Qw,=+ 3a & Bhlovd rychlost W, = U/ =-3,
Pak uZ snadno urdime Wy=-(Witwi)= . PFikon P vn&jsich sil je pritom
P=2F ¥ = 6VFQ a disipovanf vykon D = My, (1wl + [w,_H lws])="8Mm -
Tyto velidiny vypodteme obdobné i pro mechanismy zndzornéné ns obr. 27
(b) a (¢). Vysledek je uveden v prvnich t¥ech rddcich tab. 6.1.

K vypodtu mezniho stavu rdmu podle obr. 26

Tabe 6.1
Mecha-~ W Vv kloubu
nismus - —_— _2___ __D__ _D__ v_Ec}.
1} 2| 31 41 51| 6 vFa Mm ? Mm

a 1| 4|-3] 0] o] © 6 8 1,333

b ol o|l-1] 2(-1] o 2 4 2,000

c -1 of 1| of-2] 12 6 4 0,667
a+3c | -4] 4| o of-3| 3 24 14 c,583
c+b -1 0 0 2] =2 1 8 6 0,750
c=b 1| o| 2f-2] o] 1 4 6 1,500
a-c 0 4| ~-4)] © 1) -1 0 10 x
a-3b j -1 4 ol -6 3 0 (0] 14 00
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Kromé& p¥ipadtd (a) a¥ (c¢) je t¥eba zkoumat i jejich linedrni kombinace.

Z po¥adavku, aby vnikly mechanismus m&l vidy jen jeden stupen volnosti,
vyplyne, ¥e n¥kterd dhlovd rychlost musi vymizet. Nap#. pFi superpozi-
ci (a) + 3(e) Je to dhlovd rychlost ve tFetim kloubu. Tim se omezi polet
moZnych linedrnich kombinaci; nékteré jsou uvedeny v *ddcich 4 aZ 8 ta-
bulky 6.1, Deformace pFislufnd plastickému mechanismu ze &tvrtého Fddku
je zakreslena na obr., 28, Klouby 3 a 4 zlstanou p¥itom tuhé.

Kinematicky p¥ipustné mechenismy jsou
nestabilni, je-1i P>D . Pro mechanismus (a)
: to znamend, Ze plastické deformace nastanou,

z kdykoli bude :

Mim
Yy > 1,333 Py (6.1{
1 6 Hodnoty vypodtené v poslednim sloupci tedy
7 ’ pfedstgvuji horni mez pro velidinu
vFa i
OBR. 28 = . 2= (6.2)
Mm Mm

R

Zde ﬁg=\JF je mezni zatiZeni. Pravdé® nejbliZsi bude proto nejmen#i z hod-
not uvedenych v poslednim sloupci tabulky. Je to hodnota 7/12 % 0,583
ve &tvrtém Yadku tabulky, takZe

. F M ~

£ L M 3
Nyni se pokusime najit dolni mez pro stejnou velidinu. K tomu stadi nalézt
stabilni staticky pripustné pole ohybovych momentid, Rovnicim rovnovdhy bu~
dou vyhovovat linedrni pribéhy ohybovych momenti mezi jednotlivymi body 1
aZ 6, Podle principu virtudlnich vykonG musi platit pxn‘}—tj ¥ddek tab.
6.1.

6 ,
) ()

_‘L—.} M; wé“’) = P v (6.4)

{=

pro jakékoli t#i linedrnd nezdvislé deformadni mechanismy (nap¥®. proj = 1,
2, 3). Budeme-1i vydetiovat ohybové momenty pro plasticky mechenismus po-
dle obr. 23, ktery se podle dosavadniho rozboru jevi jako nejvice pravds-

pOdObny’, bude M1 =~Mml Mrl_ = Mm ) Ms‘ = = Mm ) Mb = Mm P Hledd’
se My, My a vF, Pro j =1, 2, 3 dosteneme z rovnice (6.4) a tab. 6.1.

T




(M) 1) + (M )(4) + (M3)(-3) = 6V Fa
(M3)(=1) + (Me)(2) + (-Mm)(-1) = 2VFa o
(‘Mm)(:ﬂ + (MQ,)U) + (- Mm)("") + (Mm)('l) =6VvFa
Odtud vypodteme My=Mm/2, My = Mm/3, vFa = IM,[1n ¥/. Pri-

béh ohybovych momenti je tedy takovy, jak je zakresleno na obr. 29, Ohy-
bové momenty nikde nepFevysSuji hodnotu mezniho momentu a dosahuji ji pou-
ze v koneéném podtu Fezl. ZmenSime~1li
proto V nepatrné pod hodnotu V =
= 7Mpy /12 Fou, budeme mit stabilni sta-

ticky pPipustnou napjatost. Podle véty
E? uvedené v piedchozi kapitole tedy vime,
\ Ze plastické deformace nemohou nasiat.
X 11
Aby nastaly, musi bft V= I M, /12 Fa,
tie
F  Mmn
é Fn = T —a (6.6)
Ze srovndni s nerovnosti (6.3) plyne,
Ze jsme nalezli p¥esnou hodnotu
OBR.29 .
£ ool Mm (6.7)
m 1L o

Nemélo by proto smyslu, kdybychom zkoumali jesté jiné plestické mechanis-
my. Kdybychom tuto zbytednou prdci prece podstoupili, dosteli bychom nap?.
pro mechanismus (c¢) ohranideni

M

2 Mm .
4 = (6.8)
= N

i
Iy m 3 A
Ponechdvdme na &tend¥i, aby se o tom pFesvédéil,

P¥i odvozeni mezniho zati¥eni (6.7) jsme zanedbali plsobeni osové
8ily v prutu., Nyni se pokusime tento nedostatek napravit. S pusobenim

X/ Ke stejnému vysledku dospdjeme uvolndnim jednotlivych &lent mechanismu
a nahrazenim vzdjemného plsobeni vnit¥nimi reekcemi.
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osové sily jsme poditali u¥ jednou, totiZ u nosniku s idealizovanym
I-profilem podle obr, 6. Dostali jsme pro néj model zndzornény na obr.
9., Mezni &dra zde méla tvar &tverce.

Kdyby byl prifez obdélnikovy (obr. 30), pek by za predpokledu za-
chovdni rovinnosti prifezu pro tuhoplasticky materidl platilo, Ze

N 2614(’4”(12‘1) (6.9)

M = G b hE (1-¢) (6.10)

T N - —

; _//,//,/ N g) h —-E_ﬁ —
W7 R — J
< YT S(2-1)h | — = &L

o s Y b=
| /7 E=CiLp ==

[
b _LEL _QK;_EC K
0BR. 30

Tyto vzorce plati pro 0 = Eé 1, Je-11 g >4, je N G b, M=0 |
Pro §<O je N= ~Gyth , M=0 , PFi Sistém tahu, resp. pri &istém ohybu
je N=N,,s resp. M=M, , kde

Ny = G & hv (6.11)

M = 1 G 0 (6.12)

KdyZ z rovnic (6.9) a (6.10) vyloudfme § , dosteneme s pou¥itim (6.11) a
(6.12)

N \¢ M

k- (—)+(Mm)‘1 =0 (6.13)

KdyZ zménime smysl k¥ivosti, zméni se i amyslyN a M , tak¥e bude

= (- _":‘l_m)l + |- ﬁm}% - 0 (6.14)
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Ob& tyto rovnice lze shrnout do jednoho z4pisu

SR EA

Mezni &dra je v tomto pFipad& slofena z obloukl dvou parabol, jak je
zndzornéno na obr. 31. Paraboly jsou soum¥rné k ose M=0 , Stupnice
pro rychlosti pfetvofeni jsou zvoleny tak, aby skaldrni soudin vektors
OA . BB predstavoval mérny disipovany vykon

M » N : . .
b =g My 2 +mNm.e=M%+Ne (6.16)

Pro zatiZeni zndzornéné bodem A je plasticky mechanismus ddn smérnici{
vektoru AB ; ten je kolmy k tednd& v bodu A, Tedy

€ _OR/ON _ AN/Nm o N My
% ARIM T 4™y Ne Nm (6.17)
A
= (g-2)h
Rovnice mezni &dry pro profil podle obr. 6 je
N M )
\ﬁ;n\+lmml-1 =0 . (6.18)

Je to &tverec vyznadeny na obr. 31 ddrkované. Je zrejmé, Ze tvar mezni
8dry zdvisi na tvaru pri-
rezu,

| % (N é) VySet¥ime mezni silu

m m roztahujici kruhovou obrud

B vyrobenou z prutu obdélni-
kového pridezu ¥ x v |

priem¥ ¥ je tloustka m&-

M rend kolmo ke st¥edni rovi-
Mm né obrude (obr. 32). Mezni
) silu jsme ozna¥ili @ .

(M, 3¢)

Vzniknou &ty¥i plas-
tické klouby oznadené
na obr. 32 A,B. Zam&Yime
pozornost na levy horni
kvadrant podle obr. 23.
V kloubech B neplsob{ Zdd-
OBR. 31 nd normdlovd sila, takZe
Je tam podle obr., 31
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N-Q

2
OBR. 32 . -0OBR. 33
N=0, M=Mn, €=0 . V kloubech A vznikne plasticky mechanis-
mus podle rovnice (6.17), totiZ
£ _ R My Q (6.19)

) )
Sila N=7 Q. , tak¥e ohybovy moment v kloubu A je podle (6.13)
Q?.

b (6.20)
'

7
M= M, (- m) =5 G bR -

Nyni vySet¥ime pohyb kvadrantu na obr. 33 jako tuhého celku. Klout ‘B

v pleobidti vn&jsi sily se bude pohybovat svisle, takZe pol pohybi. O bu-
de na kolmici vedené bodem B. Predpoklddejme, Ze jeho vzddlenost cd bodu
B bude R+C , V kloubu A zvolime dva nekonednd blizké Fezy vzddlené AX
(obr. 34)., Rez A bude pet¥it k hornimu kvadrantu, ¥ez A" k dolnfmu. Pro-
dloufeni tsedky AA~ = X bude Lwedt , takie E= 20k, Rezy se vzd-
jemnd pootodi o dhel Lwdt =dx dx , takie % = Lw/dk ,%/ Tedy - & p¥i-
hlédnutim k (6.19) ' ‘ :

ok (6.21)
LG & s ‘

X/ Sprdvndji bychom méli Usedku AR’ oznalit AX a teprve potom prej{it
v limit&€ k nule.
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Nyni jiZ miZeme napsat energetickou bi-
lanci pro predpoklddany plasticky meche-
B , nismus. V plastickych kloubech B se di-
sipuje vykon M, 2w , v kloubezh A vykon
M.2w+ N.2we = 2w (2My,, - M) . Tento
vyraz jsme upravili s pouZitim (6.20),
Celkem

Lwc.dt

™
)
| — D= UMy + 4w (IMg-M) (6.22)
wqt -§ = hw (3Mp-M)
N\ g P¥ikon je
—— Sl '
o ) P =12Q.8B8" = 2Qw (Rte) =
w
Q¥w (6.23)
LQwR + 16,6
OBR-‘34 , Do rovnice (6.22) dosadime za M hodnotu

(6.20) a porovnime P=D , Dostaneme tak
kvadratickou rovnici pro ® . Po lpravé

302+ 3G, 0 R.Q - 8GLOMAL = 0 (6.24)

V§znam md jenom kladny ko¥en, Vyjde

Q=L ORI +|1+> & ] (6.25)

~ 'L P
Vyraz pod odmocninou rozvineme v radu a za @y & A" dosadfme z rovnice
(6.12), Dostaneme tek

Q- - () 5 BV B ()1 e

Pro meld N/R Fada rychle konverguje. U velmi tenkfch prutd je Q= HMa/R .,
Prévé tolik bychom dosteli, kdybychom zanedbali vliv normflové sily N
na vznik plastického kloubu a pPedpoklddali v kloubech A rovndi M=M,.

Rovnice (6.26) byla odvozena z kinematicky p¥ipustnych deformaci
na mezi stability. Hodnota QL proto piedstavuje dolni hranici pro mezni
zati%eni., ProtoZfe vSak napjatost v prutu nikde nepfesshuje mezni &dru
(6.15), je to zdroven horni hranice, tedy presné YeSeni. Plati pro deny
fyzikdlni model (idedlni tuhoplasticky materifl). Plati i pro idedlnd
pruZnoplasticky materidl, avSak s tim omezenim, Ze mezniho stavu nelze

- 47 -



iplné dosihnout s malymi deformacemi.

Kdybychom predpoklddali priFez podle obr. 6 a mezni ¥4ru (6.18)
vyzna&enou na obr. 31 &drkovand, dostali bychom pro mezni zatifeni vzo-
rec

4M h h? ’
Qt-;;“R_m[l‘—')_‘_b: + “}R"‘—.N] | - (6627)

Pozndmka

KdyZ vychdzime z plné vytaZené mezni &iry na obr. 31, platné pro ob=-
délnikovy prifez, pak ze skutednosti, Ze N=0 v kloubu B ihned vyplyvd,
Ye je tam také €-0 ., Pro 3drkovand vyta¥enou mezni &4ru neni takovd im-
plikace mo¥nd. V bod® N=0 M= M, md mezni &4ra hrot a vektor rychlosti
plastickych deformaci nemusi spadat do osy lUsedek. MiZe leZet kdekoli
v dhlu ¥ 45° (obr. 35). To, %e £ =0 , musime v tom pFipadd p¥ijmout jako
gsamostatny prfedpoklad nijak nevyplyvajici z teorie plasticity.

Jak se miZe &tend¥ presvédéit, vypodet pro mezni &iru podle obr. 35
a rovnice (6,18) je pon&kud jedno-
dussi, Proto se dasto p¥i Fedeni
praktickych dloh mezni &4ra, resp.
plocha nahrazuje jinou, Jjednodus-

v’

81, kterd je do "sprdvné" mezni
84ry, resp. plochy vepsand.
y N/Ng
(N €)
M/Mm
~ My 2%)
)
. Ep
OBR. 35
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7. MEZNT zaTf7ENf DESEK

Nejprve se budeme zabjvat rota&nd soumdrnjmi tenkjmi deskami,
u nichZ prevlddaji radidlni a obvodové napéti G}.an nad osovym napdtim
G’z a smykovym napdtim Tra . Ostatni napdti jsou rovna nule, Napdti
vztahujeme k vdlcovym sou¥adnicim 7T,,z , pF¥idemf osa Z je osou rotad-
ni symetrie. Za téchto predpokladl existuje v desce rovinnd napjatost a
napétl Gr 6y jsou hlavni, K nim p¥fslusi rychlosti pomdrnych deformaci
Er, Eq'vazané 8 Casovymi derivacemi hlavnich k¥ivosti st¥edni plochy
Ry | g% rovnicemi

gp = 2 Q.C(- é‘f = Z ge’(_? ‘ (701)

které vyplyvaji z Navierovy deformaéni hypotézy.

Budeme predpoklddat, Ze pro vznik plastickych deformaci plati Tres-
cova hypotéza. Mérny disipovanj vykon je pak ddn vztahem - podle (3.,22) -

—

D:%G‘K(lér‘+[é‘f\+\ér+ énpl) (7.2)

Je to vykon vzieZeny k jednotce objemu., Dosadime-1i (7.1) do (7.2) a
zintegrujeme po tloudice desky, dostaneme mérny disipovany vykon vztafe-
ny k jednotce st¥edni plochy

D o= M (Lo Lt 191k % + 2 1) (7.3)

kde

| M 7 G b (7.4)

Vykon D podle (7.3) je Basovou derivaci prdce, kterou konaji ohybové
momenty Mr, My, Musi proto byt

D = Me o, + My %y . (7.5)
Srovndnim (7.3) a (7.5) dostaneme

M (LBl + Loyl + 1%, # Feg 1) = My dee + Mg 2, (7.6)

ProtoZe krlvostl ge mohou rﬁzné a nezdvisle ménit, musi se sobé rovnat
koeficienty u'xv a rovnd% i u.QQf. Pritom je t¥eba rozliSovat rizné pri-
pady podle toho, zda je ta &i ona k¥ivost kladnd, zdpornd nebo nulové.
Srovnidnim koeficientl dostaneme, Cemu se rovnaji ohybové momenty. Vysled-
ky jsou shrnuty do tabulky 7.l. Posledni sloupec tabulky obsahuje tUdaj
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Mtf o tom, kde je koncovy bod vekto-

(,a-e") ' ru zobecndnych napdti (obr. 36).
A Mezni &ira na obr. 36 odpovidd

pF¥ijaté Trescové hypotéze o ma-

s | ximdlnich ted&nych nap&tich (p#i

C Mr plastickych deformacich je Tpy =

F i = T, = konst). Koncovy bod vekto-

E ("nr) ru zobecndnfch napdtfi je tud

D na néjaké strané, nebo v n&kte-

E , rém vrcholu,

OBR. 36

Mezni zobecné&né napjatosti tuhoplastické desky

Tab., 7.1
st | Fepistont.
i Mr - My e .
% >0, %y 70 M My A
2N I I O
0 <-%¢< a'e.q 0 Mo B
i My - My = - M
0<%r = %y | M <Mp<O ‘ 0 < Mg< My, Se
-’Sc,. > g'oq,>o ] *M_Yr _____ 0 __C,. _________ J

Pro element desky ve tvaru mezikruhové vysede zndzornéné na obr. 37
musi platit tyto diferencidlni rovnice rovnovdhy

ad? (eT) + rp =0 (7.7)

%U‘Mr)‘ l"lq—PT = 0 (7.8)
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V t&chto rovnicich znadi T posouva-
jiedi s{lu. Pisobeni osamdlé sily
ze svych dvah vyloudime, nebot poru-
Suje predpoklad o zanedbatelnosti
napéti 921 Try. Integraci rovnice
(7.7) pak dostaneme
r
T:-JF g@P(@)d@ (7.9)
0
; kde § je pomocnd prom&nnd., Dosazenim
} tohoto vyrazu do rovnice (7.8) dosta-
neme

(-~ d r ,
_OT;(TM")-M({,z—-OSQP(Q) a? (7.10)

Kromé& toho musi platit kinematické
OBR. 37 vztahy mezi rychlosti posuvi V- a
derivacemi k¥ivosti

. Ay . 1 dv (7.11)
e = "0 e =" F Ar '

Plati za pPedpokladu, Ze se prihybovd plocha jen mdlo 1isi od roviny a Ze
kladny prihyb smé¥uje doli.

P¥i meznim zati¥eni desky se miZe stdt, Ze rizné ddsti desky budou
ve stavu rGzné zobecn&né napjatosti (odpovidajici riznym boddm na mezni
§4%e). Hranice | mezi t¥mito &dstmi budou vzhledem k rotadni symetrii
kruhové, Budou oddélovat 84sti odpovidajici riznym Fddkim v tab. 7.1.

Ne hranicich D, musi byt bezpodminedné spojitd posouvajici sila T .
radidlni ohybovy moment My i rychlost posuvu v , nebot jinek by byle po-
ruSena rovnovihas nebo souvislost desky. Ostatni velidiny mohou byt na jed-
notlivych hranicich nespojité.

Sledujeme-1li &dru na obr. 36, vidime, Ze spojitd zmdna velidin
Mq, 3:?,,.) X'q na hranici [’ mife nastat jen tehdy, je-li zobecnéni nepja-
tost po jedné strand hranice ddna nékterym vrcholem., Kdyby nap?., po jedné
strand byla ddna néjakym bodem uvnit? strany AB, kdeZto zobecnénd
napjatost po druhé strand hranice by odpovidala vnit¥nimu bodu na BC,
nutnd by to znamenaloc nespojitost na hranici I’ , a to i pro radidlni
‘moment M, , coZ je fyzikdln& nep¥ipustné. Dokonce i tehdy, pPipustime-~1i
negpojitost 'D'C,« , ale po¥adujeme spojitost ’J.E.q, {tedy hladkost prihybové
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plochy), musi byt napjatost po jedné stran® hranice ve stavu zndzornéném
vrcholem, P¥itom stali, aby byla v tomto stavu jen ve velmi blizkém oko-
1i, prakticky pouze na rxranici. Je mozné si totiZ pFredstavit, Ze dand
hranice vznikla limitnim p¥echodem n&jakého tizkého mezikruhového pdsu,
jehoZ hranice nakonec splynuly.

Pripustime-1li na hranici r nespojitost 9.6(‘, (tedy zlom v prihybové
plose), bude tato hranice p¥edstavovat kruZnicovy plasticky kloub, Lze
si jej predstavit jako tzky mezikruhovy pds, v némZ se derivace Av/dr
velmi rychle, ale spojit® méni (obr. 38). Je-1li rozdil A (Av/dr) kenstant-
nia mar-=0 , je Um(dwldrt)>0 | a tedy také Uim (Q.Cr/ﬁ.cw) HEE
Vrcholy mezni &dry, ve kterych je takovito plasticky mechanismus moZny,
jsou pouze vrcholy A, C, F, D, Stadi uvafovat vrcholy A, C, nebof F, D
odpovidaji stejnému zati’eni desky, ale v opadném smyslu‘ (nahoru misto
dold). Proto musi byt | Mrl=Mm(tav. 7.1).

Je ddna nap¥. kruhovd deska o polom&ru R , na okraji kloubov& po-
deprend, zatiZend tak, Ze

b= +p, pro 0= r<a

(7.12)
p= b pro a < € R
dv.
dr
|
P>
R "
| r )

OBR. 38 OBR. 39

Deske je zndzorndna na obr. 39. Podle zkuSenosti lze soudit, Ze v desce
takto podep¥ené a zati¥ené budou oba ohybové momenty kladné. To znemend,
Ze plastické deformace mohou odpovidat jen vnitinim bodﬁm. na lise‘ékzich FA
nebo AB anebo vrcholu A (obr. 36). Na tsedce FA by bylo %y =0, Xr"_o .
To vdak neni moZné, nebot podle (7.11l) p¥edpoklad 9'6q=0 implikuje %,=0 ,
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Tedy dsedka FA nep¥ichdzi v Uvehu., Ve vroholu A je zase My =My=M,, ,
cof nesplnuje rovnici rovnovdhy (7.10) na Z4dném konedném intervelu T
(posouvajici sila by tam musela byt nulovd). Uvedend podminka je splnéna
pouze v bodé YT =Q , tj., na ose symetrie. Zbjvd tedy jedind moZnost, Ze
totiZ zobecndnd napjatost (mimo st¥ed ne ose symetrie) odpovidd vnit¥nim
bodim na Usedce AB.*X/ Pak nutn¥ plati, Ze

Me=Mm © pro 0=y R (7.13)

Budeme nyn{i urdovat, jakd je mira bezpednosti )V desky vzhledem
k meznimu zatiZeni., Tohoto zatiZeni dosdhneme, zv&tSime-1i dené zati%eni
(7.12) V-krdt. Dosadime-1i tento vyraz, jakoZ i (7.13) do rovaice (7.10),
dostaneme ‘ -

A
M =Mm‘EV(‘ra1+‘pq_)Y"“ pro 0=r<a
My = M"‘_avl"”l‘ ¢ Vb (3d-27%) Pro q£r &R

ProtoZe deska je na polomdru ¥ =R prost® podeprend, je tam My =0 , 0d-
tud dostaneme

G

P1.R7'+ ppat (3~ L%)

Refeni (7.15) jsme nalezli tak, Ze jsme naSli staticky pripustné pole
zobecnénych nap&ti, které vyhovuje rovnici rovnovdhy (7.10) a které nikde
nedosdhne meze plastickych deformaci, zvolime~li V ‘o mdlo meniif neZ
(7.15). %/ To tedy znamend, Ze mira bezpednosti V miZe bt také vEts{
ne¥ odpovidd rovnici (7.15). Vztah (7.15) bychom tedy m&li psdt jako ne-
rovnost, Abychom se presvéd&ili, Ze vskutku plati rovnost, musime najit
néjeké stabilni, kinematicky p¥ipustné pole deformednich rychlosti, které
d4d pro V horni mez. Z tab. 7.l odedteme pro Usedku AB, Ze 9.Cr=0, 92’,\,>O .
Podle prvni z rovnic (7.11) musi bt proto V' linedrni funkci poloméru,
tedy

.
o=, (17 (7.16)

X/ Vnit¥nimi body rozumime otevienou mmo¥inu bodd, do ni¥ nepat¥i konco-
vé body tselky.

XX/ Dosadime-1i toti¥ (7.15) do (T7.14), absolutni hodnota IM¢| nikde ne-
presihne mezni hodnotu Mg, .



Tento vztah vyhovuje podmince podepieni desky v (r=R)= =0, KdyZ (7‘16) do-
sadime do (7.11), bude

’Aer =0 . %‘e = QY‘ ) - ‘ (7.17)
KdyZ tyto hodnoty dosadime do (7.3), vyjde
R
D [ Mmvo (7.18)
D v 2orede= 20 Ay
P¥ikon vyjde 0
R ,
: T
P= AWV Ep(\’)vu)rdr' =TV LBy Q¢+p2a1(3—2. 1 C(7.19)
0

Ze srovndni P=D vyjde opét (7.15). Je to tedy presnd hodnota odpovidaji-
ci fyzikdlnimu modelu.

Pozndmka

Kdybychom ignorovali napéti G‘tl Ty i v pPipadd osamélé sily Q po-
sobici v ose desky, dostali bychom pro jeji mezni hodnotu R=12% Mm. Sta-
%ilo by dosadit Q= Vp,_Ia , e Q a pak prejit ve vzorei (7.15) k 1imitd
A >0.

UvaZme nyni p¥ipad vetknuté desky, kterd bude rovnomdrné zatsZensa
tlakem P (obr. 40). V mist® vetknuti bude ziejmd Mr <0 , tak¥e deska
p nemiZe byt celd ve stavu zobecnéné napja-
‘tosti AB., Predpoklddejme, Ze v desce bu-
dou dv& oblasti odd&lené hranici L' o po-
‘ ; lom¥ru @ . Vnit¥ni oblast bude z¥ejmd
;_;3 R ve stavu AB, vndjsi BC. Hranice sema bude
odpovidat bodu B. Je-1li tento predpoklad
sprdvny, pak v intervalu @<V € R musi
bFt %r = ‘Qé'q (tab. 7.1, napjatost BC).

N

OBR. 40 ' Podle (7.11l) je v tomto intervalu
atv 1 dv (7.20)
an F v ae =0
Odtud-
N _
v =Clw ¥ (7.21)

Funkce (7.21) splnuje okrajovou podminim V (r=R)- o , ale neddvd ne tom-
to okraji nulovy sklon, neb& pro ( *0

v (e=R) =~ —C@- +0 ‘ (7.22)
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To znamend, %e na poloméru =R ' bude zlom, tédy kruZnicovy plasticky
kloub a M (r=R)=-M, . Ve vnitin{ oblasti 0<r £Q bude podle d¥i-
véjd{tho vikladu

Me = My~ ¢ v pr” (7.23)

Na kru¥nici Y=¢ (bod B) musi byt M= 0 , takde

_OMm_ , (7.24)
-\ vp

Ve vndj5{ oblasti (BC, tab. 7.1) je Mq, = MmtMp. KdyZ tuto hodnotu dosa-
dime do rovnice rovnovéhy (7 10), dosteneme pro oblast @ Sy <R

M, = Mm@m,“@“ - ‘!T Vp (- ¢?) (7.25)

Tato rovnice jiZ vyhovuje okrajové podmince Me (r=€)=0 Musi véak vyho-
vovat teké delsi okrajové podmince Me(r= Q)——Pﬂﬁ Kdy? sem z rovnice (7.25)
dosadime, dostaneme spolu s rovnici (7.24) dv& rovnice pro nezndmé Vg .
Vyloudenim V 2z t8chto rovnic vyjde transcendentni rovnice pro pomér

X= QIQ , a to

3
T4 nx =7 (x*1) (7.26)

Numerickym FeSenim ziskdme ko¥en X = 1,369 840 & miru bezpednosti

’

kde Q =%Rp je celkovd sfla pisobici na desku, Abychom dokdzali, %e tato
hodnota je pYesnym YeSenim, musime najit kinematicky p¥ipustné stabilni
pole deformadnich rychlosti a ukdzat, Ze hodnota (7.27) je na mezi jeho
stability. To u¥Z prenechdvdme Ctend¥i.

Mnohem obtiZnéjsi je dloha o meznim stevu desky, kterd neni rotadnd
soumdrnd. K ohybovym momentim p¥ibude jedté kroutici moment a vyznamnd
napéti nap¥., ve &tvercové desce podle obr. 41 jsou t¥i, totiZ G , Q% a
Tyy o Smér hlavnich nap&ti pPedem nezndme, &im¥ Trescova hypotéza ztrdci
jednoduchost., Vzddme-1i se snahy nalézt pFesné FeSeni, miZeme snadno
ziskat pro toto HeSeni alespon dolni a horni mez,

Predpoklddejme, Ze deska je zatiZena rovnomérnd tlakem p a Ze je
na okrajich kloubové podep¥ena., Navrhneme néjaké kinematicky p¥ipustné
pole deformadnich rychlosti., Vnucuje se predstava, Ze se deska pretvori
do tvaru &ty¥stdnu, do jakési pyramidy, jejiZ vrchol bude mit rychlost 1 .
Ghlop¥idky ¥tverce se stanou hranami plé&té této pyramidy. Budou to plas-
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y : tické klouby s meznim ohybovym
momentem M,, =G, h*[4 . Budcu ¥ty-
e #1i, keZdy o délce aV2/2, & troj-
| dhelnikové bodni stdny, které se
N i 2 N v nich stykaji, se budou vzdjemné
o N s ot48et dhlovou rychlostl 2w [alZ,
:;4</ _ ¥ To plati samoz¥ejmé jen zpoddtku,
~ dokud jsou deformace malé., ProtoZe
p¥edpokldddme tuhoplasticky mate-
ridl, dosdhneme mezniho staevu pii
nekoneéné malych deformacich. Pro-
to miZfeme vychdzet z predpokladu,
Ze Uhly stén pyramidy se zdkladnou
budou velmi malé. Disipovany vykon

tedy bude
VY
D= H‘(M"gQWi)( (kfi) =
= B Mm '\)’0 (7028)

OBR. 41

PPikon bude ddn soudinem tlaku P
e rychlosti, 8 jakou se méni objem pyramidy

1 -
P=vp3 hatv (7.29)

Na hranici stability bude P=D ., Odtud

6 Mm ’
- : (7.30
p & nat \ﬁ )

To je horni mez pro presnou miru bezpednosti, proto jsme vztah (7.30)
zapsall Jako nerovnost,.

Abychom zjistili dolni mez, musime najit né&jaké staticky piFipustné
pole zobecndné napjatosti, které nikde nep¥ekrodi mez plastickfch defor-
maci a splni podminky rovnovéhy. Pro desku v pravoihlfch sou¥adnicich je
diferencidln{ rovnice rovnovdhy

rbq'l"]x »* Mxy "M :
—_— —d. = -V (7031)
axe 1 D0y * Dy P

Proto%e pole zobecnénych napdti nemusi nijak souviset s polem deformadnich
rychlosti, které jsme pouZili d¥ive, mdme znadnou volnost p#i jeho volbé,
Zvolime nap?. Phy =0 @& ostatni dva momenty ve tvaru kvadratickych funk-
ci splnujfcich okrajové podminky M, =0 pro X=ta, My=0 proy =%ta,
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Bude

1\4y = & ('a'?/_y‘b) (7032)

Konstantu C zvolime tak, aby byla spln&na rovnice (7.31). Vyjde C=b/l ,
ProtoZfe jsme zvolili Mxy =0, jsou ohybovd napdti Gx( Gy hlavni, Pro ohy-
bové momenty (7.32) miZeme tedy pouZit Trescovu hypotézu a mezni &dru za-
kreslenou na obr, 36, kde‘ﬂr,P1q zemdnime za My, My . Na mezi plastickfch
deformaci bude CA'= My, . Tehdy toti¥ uprostied desky nastane mezni zobecnd-

né napjetost zndzornénd na obr. 36 vrcholem A. Ze srovndni s hodnotou ¢
dostaneme

4 Mem

Je to dolni mez, takZe celkem mdme

% Mm
pat

gy € oo (7.34)

8. ROTACNE souMBRNA VALCOVA SKOREPINA

Na obr. 31 jsou zakresleny dvé mezni &4ry. Plné vytaZend se tykd
obdélnikového prirezu, Sdrkovand se tykd idealizovaného I profilu podle
obr. 6. Dostaneme jej z obdélnikového prifezu, kdyZ zanedbdme podil
vnit#nich vldken nosniku na pFenosu namdhdni. -Je to stejné, jsko kdyby-
chom prohldsili za mezni{ plastickou napjatost v celém priFezu tu, p¥i
které nastenou plastické deformace prév® jen ve vndjdich vlikmech (bud
jen na jedné strend obdélnike, nebo na dvou protdjSich strandch). Jestli-
Ze pFipustime takovou nep¥esnost, miZeme pouZit &tvercovou mezni &dru i
pro obdélnikovy priYez. Vipo¥et se zjednodud{, nebo¥ vektor rychlosti
plastické deformace bude mit v reguldrnich bodech jen dva moZné plastic-
ké mechanismy odpovidajici smdrim tohoto vektoru + 45°,

U rotadnd soumérné skofepiny je situace obdobnd jako u nosniku s ob-
délnikovym priFezem. V rovnob&Zkovych a merididnovych hlavnich Fezech jsou
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ohybové momenty M, ,My a normdlové sily N, , Nq, . V rovnobdZkovych rezech
pisobi jedt& posouvajici sila T , aviak smykovd napdti, kterd jejim pi-
sobenim vznikaji, zanedbdvdme. Souradnicovd osa Z je osou rotadéni symetrie.
Jde-1i o vdlcovou skorepinu, bude mit mald deformace merididnu (povrchové
pFimky vdlce) zanedbatelny vliv na zménu k¥ivosti skorepiny v obvodovém
sméru. Rychlost zmény obvodové k¥ivosti ?'C(f miZeme proto povaZovat za nulo-
vou.X/ To pak znameni, Ze ohybovy moment Mq nemife nidim prispét k disipa-~
ci energie, takZe jej lze zanedbat. Zbyvaji tedy tyto relevantni velidiny
(v bezrozmérovém tvaru)

N N L
h} = N;; n({ Nm z Mm (801)

Pritom Nm = Q)'Kh) Mm = i'q G‘th.

P¥ijmeme-li Trescovu hypotézu a tvar mezni plochy zjednodufeny
ne mnohostdn ufitim predpokladu, Ze mezni napjatost ve vnéjsim vldknu
znamenéd mezni napjatost v celé stén&, bude mit mezni plocha tvar dva-
ndctisténu zndzornéného na obr. 42. Oznalené stény maji rovnice

a) Y\q = 1
b) n\{‘nz =1
) ny-my=-1 (8.2)

d) Q.V\gf-n%'i‘ my = 2
e) ').Y\L{-n}‘-m% = ’)—

Rovnice a) vyjad¥uje mezni napjatost, kdyZ
ht? = n,tm, =0 . Rovnice b), kdyZ Ng >N, ,
m, =0 . Podobn& i ostatni p¥ipady odpovide-
ji vZdy néjaké posloupnosti hlavnich nap8ti
(ve vné&j8im vldknu) serazenych podle veli-
kosti. Na mezi plastickych deformaci je pak
vEAY T = Te = G /2

Kdybychom vychdzeli ze skuteénych mez-~
nich stavi napjatosti v celém pri¥ezu (obdob-
né jako na obr. 30), dostali bychom mezni
plochu omezenou zddsti rovinami, z8dsti pa-

OBR, 42

X/ Kdyby se element merididnu pouze otodil o maly dhel Y , zménila by se
k¥ivost W= 1R o A%Lf {IR-cooplR*= Y*[2R ~ 0 , Kdyby se radifln3
posunul o malou hodnotu 4 , bylo by A Ay =(1RY~ 1R+u) = w/RPxo0.
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rabolickymi plochami (obr. 43). Oznadené sté-
ny by mély rovnice

a) n\_l;:'t
b) Ng-hny, =1

¢) My=A-ng (3.3)

8) My =1 [ 2 (Lng=1)%-(Zng-1n, - 1)1

e) m%="ii]-_q—" (’Ln({“'l)zw (?-h(_f‘?-hg"{)?‘}

Stény a) b) jsou rovinné, sténa c) je parabo-
licky védlec, stény d) e) jsou tvoFeny parabo-

OBR. 43 toldye

. Jako priklad uvedeme rozpindni nekonedné
vdlcové skofepiny radidlni silou q rovnomérné
rozd&lenou po rovnobd%Zkové kru¥nici v Pezu Z =0 (obr. 44). Osovd sila je
nulovd, tak¥e Ny =0, Z mnohosténu zndzorndného na obr. 42 se proto uplat-
ni jen Yez zakresleny na obr. 45.

Nejprve navrhneme kinema-
ticky pripustné pole deformad-

7 Q nich rychlosti. Podle obr, 46
\>/ \ 7 nap¥, zvolime rychlost radidl-
Vo 2 nich posuvt
A ,’ v=(1-l=) pro [2I<C
’/>\ 1, (8.4)
7 : v =0 prolz[ac
. L= Lo

V Yezech 2 =0 , 2=%t¢ vznik-
nou plastické klouby, o nichZ
0BR. 44 si miZeme myslet, ¥e vznikly

limitnim p¥echodem 2z Uzkych
pdst, v nich¥ se derivace mdnila sice znadnd, avdak spojitd. Uhlovd rych-
lost, 8 jakou se méni thel p¥iléhajicich pF¥imych &4sti merididnu, md v Fe-
zech Zz = tC absolutni velikost Vo/C a v Pezu 2 =0 je 2V, /C . Mdrny
disipovany vykon (pripadajici na jednotku délky obvodu) je proto

D1 = U Mm ’\)'Q/C. (8.5)

v Yezech O <€|z|<C vznikd mimoto obvodové prodlouZeni, jehoZ rychlost je

Volzl [ cR . ProtoZe jde o primé &dsti, je zde D‘C?_=’)'(.(P= 0 , a tedy té%

- 59 =



Mz
I 1
OBR. 45
\ )
{
. i
0
]
c _(La_
OBR. 46

m, =0 . To odpovidd vrcholu A mezni & iry na obr. 45, takZe NLP =Nm
Vykon disipoveny obvodovym prodluZovdnim bude celkem
_ Vo gc Nm VoC
Dq_ - ,)'NYY\ CR ; Ed% = R (806)

Mérny p¥{ikon bude P=v 4V = D, + Dy . 2 tohoto vztahu dostaneme pro
horni mez parametru V
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™ Ny C.
Vh = q,c + q,R (807)

Je z¥ejmé, Ze délku musime volit tak, aby tato horni mez vysla co nejmen-

i, tedy
4 R
o | R KT (8.9)

Kdy? vyraz (8.8) dosedime do (8.7), dosteneme po upravé® horni mez pro mi-
ru bezped&nosti

Nm h
= - | Y&~ S.
v, 7| & (3.9)
Nyn{ jde o to, najit dolnf mez. Pro element skoFepiny zakresleay
na obr. 47 plati rovnice rovnovdhy
Myt ar __N (8.10)
dz dz R

‘ Posouvajici sila T m4 t3sné vpravo
N T ' od Yezu 2=0 velikest Vq /2
Proto moment M, nemiZe bjt konstant-
ni. Vyloudime-1li posouvajici silu
M z rovaic (8,10), dostaneme rovnici
z Mz+ dM rovnovahy
/ . 4 :
% M - Ny (3.11)
T+dT Ny dzt R

J P¥edpoklédejme, %e sila Ny = N; =

dz =koncte Rovnici (8,11) pak miZeme
integrovat s okrajovymi podminkami
M,(0) =-M; (tento moment bude
zdporny, coZ vyplyvd z ndzoru

OBR. 47 Mi(o)y; vg 2 yp yv Vyjde &

Mf'“’l.“iva,a* 47.N:§‘/(2 (8.12)

3

|
Maximdlni hodnotu dosteneme v Fezu 2= 2,(z podminky Mz (29)=0 ), pricdemZ

. YgR |
2, N, (8.13)

Maximilni moment v Fezu %= 2, by nemdl pFestoupit hodnotu M, v #ezu 2:0.
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Odtud vy jde

l 1o MNy
Vo= —_61,—"-_1{}- = Vu (8.14)

Kdy% za Vq, |2 dosadime z rovnice (8.14) do (8.13), dosteneme

) HMR
2, = \’ N N‘1 (8.15)

Rovnici (8.12) pak miZeme upravit na tvar

N . -
My = M, ~ (?: - %) (8.16)
M * 0dtud je ihned zrejmé, Ze
z I : : . vrchol paraboly md soufadni-~
l |

ci z2=2, . Platnost para-
boly (8.16) se mife vztahovat
jen k intervalu 0 = x < 2z, ,
kde % < %,< 00 , Z Tezu

- z = 2y se musime dostat néja-
kym hledkym pFechodem k nulo-
vym veli&indm M, =0,T=0 pro
z > 2, (obr. 48).

Parabolu Pl podle (8.16) pro-
: to spojime s parabolou P2,
T ‘ : kterd md rovnici

M, =—— (2~ 2,)° (8.17)

Ni,uyi ta bude platit v intervalu

%S 2% 2, o 2 podininky
hladké ndvaznosti obou para-
bol dosteneme, Ze 2, =152,

N? . 3= 22,0 Velldiny T, N({,
v odvozené ufitim rovnic (8,10),

1 ] I 2 jsou rovné? zakresleny v obr.

- - 48, Pro -Z > 23 jsou vsechny

< silové velidiny nulové.

Nalezli jsme tak napja-
tost, kterd miZe dostihnout
mezni ddru jen v Yezech
z2=0 a 2 =2, Odpovida;jlci

OBR. 48 slo¥ky zobecndné napjatosti
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my = M (Mm, 0y = N¢INm ms{ splnovat podminku plasticity bud

2lng| +1m| =2 (8.18)

nebo

21,1 ¢ 1 lmql =1 (8.19)

To odpovidd hranicim mezni &iry na obr. 45. Maximum hodnoty perametru Va
podle (8.14) dostaneme, kdyZ bude maximdlni soudin Mih, , Podle (8.18)
a (8.19) to bude tehdy, zvolime-1li My=1,n, =05, Pak

N
v, =2 —%—\}% o (8.20)

Mira bezpednosti VY bude tedy v mezich

Nw M N
[z 7:1.’_%_ <y £y _&'r_". i‘R—_ | (8.21)

Presné refeni, které ddvd model plasticity podle obr. 42, je

) = 1'?3_‘\_'_m_ o (8.22)

9 R

Pro model podle obr., 43 je presné

N .
Odvozeni pFesnych visledkﬁ; p¥i ném¥ se mus{ dislednd respektovat nivaz-

nost kinematického a statického pole, je mnohem pracndj¥i, a nebudeme je
proto uvddét,

9, VILAGOVANE KOVADLA

Predpokldde jme, Ze do t&lesa ve tvaru kvddru bude vtladovdn absolut-
né tuhy hrenol za podminek rovinného pietvo¥eni (obr. 49). To znamend, Ze
bude E'E "’YO' 9 tedy '

G;=#(Q+Gﬂ=#(ﬁ+€ﬂ
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'Zde‘}L je Poissonovo &islo, Pro mez-
Q ni sflu Q ', kterd plsobi p¥i plas-
tickych deformacich, najdeme p¥ibli¥-

e né Yedeni,

ProtoZe t¥eti hlavni napdti
@ =G, je podle (9.1) vZdy uprostred
mezi hodnotemi G\ G, (za plastickjch
deformaci je Ju,zqg), bude podle
Trescovy hypotézy

Tnge™ 116=Cal= G =k (9.2)

Najdeme staticky p¥ipustné pole napé-
ti ve stladovaném bloku, kterd nepie=-
kro¢i nikde mezni &iru popsanou rovni-

OBR. 49 el (9.2).

Mus{ tedy platit, Ze

16,-6,| < 2k (9.3)

VyuZijeme poznatku, %e nap&fové pole nemsi byt spojité. Jedno z mo¥nych
nap&fovych poli je zakresleno na obr. 50. Cdrkovand naznadens Sdst je
absolutné tuhd. Nad ni je z bloku vynata prutovd konstrukce sklddajici se
z prutd AC, AD, AB, BD, BE a z prutd soumdrnych, Mezi pruty je nezatifeny

G
A B
I ¢ D E :
| |
I |
e e e ——— i
OBR. 50



materidl, Plné vytaZené &4ry jsou tedy Sdrami nespojitosti., Uzly A, resp.
B jsou zekresleny zvl45t na obr. 51, resp. 52. MiZeme se presvéddit, Ze

(8)}
~

;OJ
£
x X
N
X

’2"( —-D‘—

=

x

;;'{:}" N

OBR. 51

na ddrdch nespojitosti jsou splnény podminky akce a reakce (te®né napé-
ti je z obou stran stejné, normilové rovnéZ). ProtoZe podle obr. 51
vyvozuje raznik tlak 5k , je dolni hranice pro mezni silu ® rovna

Qq = Bkb = 25Geb (9.4)

Je vztaZena k jednotkové tloudfce bloku (desky) na obr. 49,

Abychom nalezli horni hranici, vymyslime si néjaké kinema*icky
pripustné pole deformadnich rychlosti. Jedna z moZnosti je zakreslena
na obr., 53. Obdélnikovd &d4st pod kovadlem se ve svislém sméru stladuje
a ve vodorovném roztahuje tak, aby se objem nezménil. Trojihelnikové
bodni &4sti jsou tim vytladovdny do strany a vzhiru, Model musi byt
geometricky kompatibilni, ale pole napjatosti, které odpovidd poli de-
formadnich rychlosti, nemusi vibec splnovat podminky rovnovihy. Tak,
jeko jsme se pFi hleddni staticky pFipustného pole napjatosti nemusili
starat o pole rychlosti posuvi &1 pretvoreni, nemusime se nyni starat
ani o pole nap&ti. Jediné, na &em zdleZi, je sprdvny vypodet disipova-
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OBR. 52

(e2]
N, x)
| N2
| |
_ 7
| -y
r-J_|l..- L
M o | 1
| !
4 _ <
Q > _ |
-2z “
k |
! o
wAl T 4|
( | \
“Ill._ll.l..
i
“
| |
L ]
1

OBR. 53
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ného vykonu a pFikonu pro pFijat§ kinematicky piipustny model.

V poli deformadnich rychlosti budou existovat 34ry nespojitosti
(kluzové &dry), o kterych mifeme piedpoklddat, Ze vznikly degeneraci
tizkfch pdsl, v nich¥ napjatost splnuje Trescovu podminku plasticity
(Tmay = k), ale nepodléhd podminkdm rovnovdhy. P#i relativni skluzové
rychlosti{ OV ge na délce ds t&chto ar disipuje vykon kbds av .

To plati bez zietele na velikost hlavnich napdti, o kterd se nepotie-
bujeme starat.

Na obr. 53 mdme obdélnikovou &dst, kterd se v jednom sméru zkracuje
a v druhém prodluZuje. Jeji pravou polovinu jsme oznalili 0124, MiZeme
o ni pFedpoklddat, Ze je ve sméru osy X roztahovdna napétim Gy = Q.k—p,
pPicemZ Gy=‘P, Tay =0 . P#i plastickych deformacich je zména objemu nu-
lovd, takZe hydrostatickd sloZka napjatosti -P nekond Z4dnou préci.
MiZeme ji proto v bilanci vykonl vynechat a piedstavit si, Ze jde
o prosty tah ©x =2k, Gy=0 , Tyy=0 ., Disipovanj vykon p¥#i pPetvdrendi
této oblasti bude (na sténé 12)

B, = (2)(F). (v) - kbv
‘ —— (9.5)
stlay rychlost
&4ry, podél nich? dochdzi k relativnimu kluzu, miZeme si myslit jako
zdegenerované tzké pdsy namihané Sistym smykem o velikosti T'= k .
Vikon disipovany na strané 01, kde je relativni rychlost kluzu AUy =
=2 v x/b, bude ' »

b/7_Q
238 ) - _1__ »
b= | Hkak = kb e
Ne strend 12 je AV, = U £ 2Vy/b , takie
bh 5
D, = | (w+2vylbledy = 5 kbw (9.7)
(o]
Kone&né na strané 13 je
b
D, =k T v = kbv (9.8)
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Je-11 sténe 24 hladkd, nedochd4zi na ni k disipaci energie. Je-1i drsnd,
vznikd zde rovnéZ kluz spojeny s disipaci vikonu stejnou jako na st&nd
01, tj.
‘ .
Ds = Dy = G kb (9.9)
P¥ikon je
P= Qv (9.10)
Bilance vykonu a p¥ikonu ddvd pro hladky povreh
P= (D + Dy + D5+ Dy) (9.11)
a pro drsny povrch
P = Q.(b1+Dz+.D3+Dq+D§) (9.12)

0dtud vyjde horni hranice Qh pro silu Q

Q, = 6kb = 3G.b (povrch hladky)
’ (9.13)
Qh = 65 kb = %15 sz (povrch drsny)
Celkem tedy pro hladky povrch bude
25 Geb € Q = 3Gy b o (9.14)
Piesné YedSeni, které odpovidd tomuto p¥ipadu, je
Q = ( 1+ §)Geb = 257 Gib (9.15)

Pozndmka

Bylo oviem mo¥né vytvoiit i jednodussi modely ne¥ podle obr. 50 a
53, Omezujici interval by viak vySel Hirsi neZ (9.14). Nap¥. kinematicky
p¥ipustné pole deformadnich rychlosti zakreslené na obr. 54 dd P=Quwb/2 ,
D=wmbk-wb= Twkb® , takfe vyjde R, =2mwkb = 314 G, .0 . Pole
kluzovych &ar pro piesné Fedeni je zakresleno na obr. 55. ReSeni lze najit
v kaZdé ulebnici plasticity. Nafim cilem nebylo podat toto p¥esné YeSen:,
které je ostatnd moZné jen v ndkolika mdlo jednoduchych pFipadech rovin-
ného plastického pretvdfeni, ale ukdzat moZnosti p¥ibliZného, vZdy dostup-
ného Peseni.



OBR. 54

OBR. 55

10. SROVNANf S EXPERIMENTY

Vypodet meznich plastickych stavl plati pro idedlni tuhoplasticky
materidl bez zpevnéni., Odekdvdme, ¥e bude platit i pro skutedny materidl,
jestliZe md vyraznou mez kluzu a Zddné nebo jen velmi malé zpevnéni, N&-
kdy v8ak dochdzi k odchylkdm vlivem toho, Ze pruZné deformace p¥ivodi na-
tolik vyznamnou zménu geometrické konfigurace, %e se mezni stav vyviji
za podminek odpovidajicich tomuto deformovanému tvaru, & nikoli plvodni-
mu tvaru, jak se piedpoklddalo.

Proto nap¥. u p¥iéné zatiZené tenké desky mohou vzniknout velké
plastické deformace jedté d¥ive, neZ se dosdhne mezniho tvaru vypo&itané-
ho pro tuhoplastickou desku. Do hry totiZ vstoupi membrdnovd napéti, kte-
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rd v tuhoplastické desce pFed zapodetim plastickych deformaci neptsobile,
a velké plastické deformace se zadénou vyvijet p¥i menSich ohybovjych mo-
mentech, ne¥ je My = Geh'li , Nap#., bylo zji&tdno, Ze u prosté podepiené
kruhové ocelové desky zatifené silou & uprost¥ed zadnou vzniket v&tsi
plastické deformace uZ pri sile asi 80 a¥ 85 % teoretické mezni sily,
je-11 RIh =5 | avlak jen asi 65 %, je-1i R|h =20, To vBak je¥t8 nezna-
mend, Ze nosnost desky je vyderpdne. Neni vylerpdna dokonce ani u desky
z ided1né tuhoplastického materidlu, dosdhne-li se mezniho stavu. Vlivem
zmény tvaru se zméni i plasticky mechanismus a deske je schopna pFenést

i vét81 zatiZfeni, neZ je teoretickd mezni hodnota. Skutednd nosnost desky
Jje vSak omezend i tehdy, a to vyderpédnim moZnosti rozvijet bez porufeni
plastické deformace. Prakticky vyznam vypodtu Unosnosti podle meznich
plastickych stavi je tedy zdvisly nejen na vlastnostech materidlu, ale i
na typu konstrukce, predeviim ne tom, jek rozvijejici se deformace p#ispi-
vaji ke zméné plastického mechanismu.

Zpisob p¥ibliZného ocenéni vlivu deformaci ukdZeme na p¥ikladu kru-
hové desky zatifené pi¥idnou silou uprostied. Deska je prosté& podepiend
8 moZnosti radidlniho posuvu v podpordch a mezni sila vychdzi

T
Qp = 27w My, = = G h” (10.1)

Deske se piitom deformuje do tvaru ku-
(3 \ | Q Zelové sko¥epiny (obr. 56). Bod na stied-

ni plose desky, ktery byl na poloméru 7,
W v bude nyni ne poloméru "CRJ , pokud se
e R st¥edni plocha nebude radidlné roztaho-

vat. Tomu odpovidd obvodové pomérné pro-

OBR. 56 , dloufeni

reool - .
gy = (T 2-3 A (10.2)

K¥ivost v obvodovém sméru bude

1 |
% = wigh = A | - oy

Pohybuje-1i se plsobidtd sily dold rychlosti V' , je dhel p= wb=vt/R ’
takZe v ' .

i

By =~ o (10.4)

. ) Vs
L Y
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Plo&nd hustota disipovaného vykonu je

hlz. L]
D= @ ) lE, + %, zlds -
~hlz

E.L . h'L (10.6)
= Gu( N t \XV\T)

Vzorec (10.6) dostaneme, kdy¥ podle obr. 57 vezmeme

3 hiz
D=6, |6, %2 o+ G [(Egry2) o
-hlz €
kde § =- E"{ / ’J‘c(( vyznaduje polohu neutrdlni osy.>/ Celkovd disipovand
energie je [s poufitim (10.4) a¥ (10.6) ]
R 'U‘h?
P, =L _( rD(F)de = 160, — + S ro, vi4?
Q

kdeZto pFikon je

' J / -x e L4 C]
o~ / Srovndnim obou vyrazl dostaneme
X — _
< J f(z) / 'lf (Z” ] Wt
/ ! = —_— L G, 2{:’L
y R=2%G, T+3 TGV
/g '
% Za posuv pUsobiftd sily dosadime §=vt
a za meznf{ ohybovy moment My, = G h*(4 .,
-£ | Vyjde
ey -
L
Q=2mM, 1+ 3 57)
Vz
0BR. 57 Tento vztah je zndzornén parabolou AC

na obr., 58. Cdra AB odpovidd meznimu
gstavu ( §=0 Yo Cdrkovand je vyznaden ex-
perimentdlnd zjistdny pribdh pro desku o poméru Rih=§ , Vyrobenou

z mé8kké oceli. Pro idedlni tuhoplasticky materidl by platila lomend &Sdra
OAB, Prib&h OAC odpovidd korekci podle vztahu (10.11).

x/ Pripomenme, e obvodové pom&rné prodlouZeni vlékna ve vzddlenosti z
od strednf plochy je € + %,z ,
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11. DRUCKERBV PosTuLiT

V zdvéru druhé kapitoly jsme uvedli, Ze vektor {dEP}pfirﬁstkﬁ
plastickych pFetvorfeni je u ided1lné plastického materidlu (bez zpevnéni)
vidy kolmy k vektoru {dGY pFiristku vektoru napdti., Vznikaji-1i toti¥
plastické deformace, je rdm kinematického modelu idedlné plastického ma-
teridlu "odstrkovdn" &epem ve sméru normily v dotykovém bodu, kdeZto do~
tykovy bod (a tedy &ep) se miZe pohybovat jen ve sméru tedny. Mohl by se
oviem pohybovat i dovnit#, ale to by se obnovil elasticky stav a plastic-
ké deformace by se nemohly tvoPFit. Dréha Sepu je zdroven drdhou koncového
bodu vektoru napéti, MiZe ovSem nastaet p¥ipad, Ze je &ep v nékterém rohu
rédmu (tedy ve vrcholu mezni &8ry &i plochy). Tehdy neni smér vektoru pii-
ristki plastickych pretvoPeni jednoznadnd ddn. Pokud se Jep vzhledem
k rdmu nepohybuje, je pFiriistek vektoru napdti nulovy. Zaéne-li se pohy~-
bovat, pomine tato mnohoznadnost a op&t bude platit pravidlo ortogonali-
ty (Misestv zdkon normality)

T
{dept {ag} =0 (11.1)

-T2 =



Rovnice (11.1) plati tedy pro idedlnd plasticky materidl za viach okol=-
nosti. ,

MiZeme si pPedstavit, Ze v daném misté t&lesa existuje napjatost
{6} na mezi plastickych deformaci., Zménime ji nepatrné o pFiristek {da}
tak, aby i naddle byla na této mezi, To znamend, Ze {46} bude mit smdr
tedny k mezni &d¥e., Pak tento. pfiristek vykond prdeci (kterou muisime do-
dat)

-

dA = {deyT{dG ] (11.2)

Podle (1.5) bude

dih = ({de, 1T+ {dep}T) (a6} (11.3)

V tomto vyrazu neni obsa¥ena prdce, kterou pritom vykonaji napdti {C}.
Je to prdce pouze pFirtgtkl napdti vykonand ne p¥irGstcich deformaci jimi
vyvolanych. KdyZ p¥irlstky napdti opdt odejmeme (zmenSime k nule), ziskd-
me prici

r . o
Ay A = {0(60,} {ad6}] (11.4)
nebot odlehdovdni probihd elasticky. Disipovand préée tedy bude
dA = d‘A- d?,{'\ = {dﬁp}r{dG} . (1105) V

Podle (1l.1l) je tato prdce nulovd, cof je ve shodé s druhym axiomem uve-
denym v zdvéru druhé kapitoly.

-3 R
Zménime-~1i mezni napjatost {6} zndzorndnou vektorem © na obr. 59
na néjakou jinou napjatost

{Gy-{6)y+{nc} (11.6)

pak z poZadavku konvexnosti mezni
plochy vyplyvd, Ze dhel vektorld
&%} é; nembZe byt ostry (jak
vime, E; mi smdr normily). Pak

tedy

{€p}{a6) <0

(12.7)

OBR. 59

Rovnost miZe platit, jen je-1li
novd napjatost rovndZ na mezi
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plastickych deformaci., V takovém pFipadd® v 1limit& dostaneme

{dz ) = f«;n:uo {e}at = (Grat (11.8)
{de,} - { ot at (11.9)

takZe podle (11l.,1) bude
. T
{ey {as) =0 (11.10)
Vznikaji-~1i plastické deformace, je {ép} %+ {o} & {d6)={Glat m4 smdr

tedny k mezni ¥d¥e (plo¥e), tj. napjatost {G}+{dAc) zlstdvd na mezni 4¥e
(ploBe). Musi proto platit, Ze

Fl{e}) =0 (11.11)
F({zY) + {dG}) =0 (11.12)
Avsak
. NF
Flioy+{ae}) = Flleh)+ 7o Laa) (11.13)

Zde jsme pouZili oznadeni

W aF F

T){G’}T £%*4 26, 06 (11.14)

které plati pro Sest sloZfek vektoru napdti. Gy =Gx, @, = Gy 6y= &, ,
Oy = Twy 1 Sr=Tys, 9 =Tex « Dosazenim (11.13) a (11.11) do (11.12)
vyjde

T {de} = | (11.15%)

Porovnime-1i (11.15) s rovniei (11.1), vidime, %e vektory DF/0{G}a {c(g,}
musi byt rovnob&Zné (oba jsou kolmé ke stejnému vekioru, ktery miZe mit
libovolny smér v te¥né rovind t na obr. 59). Bude tedy

o
fdep) = aX e (11.16)

V této rovaici pozndvdme vztah (3.4). PFejdeme-1i od pFiristki k rychlos-
tem (piirtistky poddlime At ), dostaneme misto rovnice (11.1)

{EP}{G} =0 (11.17)

- T4 =



a misto (11.16)
. F ‘
L&) =4 375 (11.18)

4

Pf¥itom jsme oznadili - stejné jako d¥ive - T= A . Je to nezéporny ne-
urdity parametr.

Vztah (11.1) nebo (11.17) plati pro materidl bez zpevnéni, Defor-
maéni charakteristika takového materidlu pFi jednoosé napjatosti je znd-
zorndna na obr. 4. Materidl se zpevnénim md pracovni diagram zndzorndny
na obr. 60. Roste-1i zatifeni v mezich 0<G £ Gy, , plati p¥imd dmSr-

nost mezi napdtim a prodlouZe-
nim (Hookedv zdkon). Kdy% hodno-
tu Gio prekrodime, vzniknOu kromé
elastickych také plastické de-
formace, Odlehdime-1i zkuSebni
ty& nap¥., v bodd B (obr. 60),
zlegtane ty& trvale prodlouZend
a jeji trvalé pom¥rné prodlou¥e-
ni €p = oC. Kdy% ty¢ znovu zati-
¥{me, bude se deformovat pru3nd
po dd¥e CB, Teprve kdyZ napéti
£ dosdhne hodnoty G odpovidajici
bodu B, mohou se vytvifet pFi
dalsim zatéZovdni prirastky
plastickych deformaci. Materidl
se tedy nyni jevi tak, jako kdy-
by jeho mez kluzu byla zvydena,
Gy > Gyye Toto zvyiSeni se mi¥e projevit i tenkrdt, zmdnime-1li smysl .
té%ovdni., Obvykle viak bude novd mez kluzu v tlaku mensi neZ mez kluzu
v tahu, ndkdy i mensi, neZ byla pivodné. Zpevnéni se tedy vEtSinou proje-
vi jen p¥i stejném smyslu zat&Zovdni, PFi zménd smyslu zatéfovini se zpev-
néni nemisi projevit, materidl se miFe jevit dokonce Jako zmék&eny gBau-

schingeriv efekt).

U materidlu se zpevnénim se tedy mez plastickych deformaci méni
v zdvislosti na plastickém pom&rném pFetvoieni, kdeZto u idedlné plastic-
kého materidlu se nemdnila. DalSi rozdil je v tom, Ze u materidlu se
zpevnénim je pri monotonnim zatézovanl pomérné prodlouzeni € jednoznag-
nou funkei G .,

6

éﬁ(O

OBR. 60

Drucker zobecnil vztah (11l.1) i na prufnoplastické materidly se
zpevndnim, PoZadoval, aby disipovand prdce pPiristki napdti {delbyla bE-
hem Uplného cyklu pritiZeni - odlehdeni nezdpornd, tedy aby platilo, Ze

-7 -



T
lde} {ac) 20 (11.19)
Tomu je ekvivaleninf poZadavek, sby

{61716} =0 (11.20)

Tento Drugkeriv postuldt nezdpornosti disipované price p¥ipomind druhou
texmodynamjokou vétu. Vime u¥, Ze pro idedlnd plastickf materidl platf

ve yaterfoh (11.19) a (11,20) rovnest, Druckeriv postuldt tedy plati pro
materidly ae zpevninim i pro materidly bes zpevn¥ni (idedlnd plastickd).

Zobeenime-1i poznatky ze zkonfky tahem na prostorovou napjatost, mu-
aime pf&puqtit moZnost, #e se mezni ¥dra, resp, mezni ploghs mife v z4-
vialoati na plegtickém p¥etvoieni ménit, Nebude~1li zdyiget na smyslu ani
améru zatéﬁovani, bude zpevnéni zaviset Jen na n&jaké skaldrni funkei

% = % (LgY) (11.21)
tak%e rovnice mezni 6&:& (plochy) dude

F({GL%') = Q | (11.22)

Je to Jednoperametrickd mnoZina stejnolehlfch kiivek (plogh) predstavuji-
ol jzotropni zpevnéni. Plastickym tvdfenim se viek materidl miZe stdt
anigotropnim, tekfe mezn{ ploche zm¥nf tvar (protdhne se v nékterém smdru

a zkrdt{ v Jiném smdru), Pak ¥ bude zdviset na ke#dd slo¥ce plastického
pretvareni Jednotlivé, takie

F(ie}, W”“O | (11.23)

Konedn# mohou nastai oba p¥ipady zdroven. Obeond konzistentni podminka
pleaticity Jje pak

F(6Y {g} x) =0 (11.24)

Z Druokerova postuldtu (11.19) vyplyvd, %e mezni plochs je konvexni.
Vektor {de}nm toti¥ sm¥r normdly s vektor pFit{¥endt {dG) spadd bud do ted-
né raviny, nebo svird 8 vektorem {d€p}ostry Whel, Ka#dy jiny sm¥r vekioxu
{ae) znamend ndvrat do elastické oblesti. To znamend, Fe v okoli kaZdého
bodu mezni plochy leZi bedy pFedstavujici elastiskow napjatost jer po jed-
né styend tedné roviny, Obdlkou yiech t3chto tednjfoh royin je proto ken-
vexni t8leso.
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’ Tvo¥i-1li se plastické deformace, nemife bod zndzornujici napjatost
{6} (obecnd v Sestirozmdrném prostoru) opustit mezni plochu (11,24). Bude
stdle F=0 , tedy také

= —— {d6} + ——— f——dn <=0
ar V4GYT ) Digpt' ldep}+ 7% (11.25)
D&1ime~1i tuto rovnici diferencidlem &asu, dostaeneme ekvivalentni vztah
- OF . W .. F .
ST e 1 Gt — = .
F = 5w {eh+ ’h{ep‘ﬂ'{ Wt g X =0 (11.26)

Nyni mohou nastat tyto t¥i pripady:
(1) Odleh8eni (materidl se vraci do elastického stavu). B&hem odlehdovd-
ni se ani plastické deformace, ani zpevnéni nem&ni. Bude tedy

{el = Lo} x =0 (11,27)
Ndvrat do elastického stavu ze stavu plastického znamend, Ze bude

F-=0 F<o (11.28)

Se zietelem k rovmnicim (11.26) a (11.27) miZeme (11.28) nehredit

vztahem
oF 1 < 0 '
=0 rew ¢ (11.29)
(2) Pritf¥eni (tvo¥i se nové plastické deformace za soulasnéhc zZpevnovs-
ni) ’
2F .
F =0 et > o (11.30)

(3) Neutrdln{ zmdna napjatosti (bod zndzornujici napjatost se pohybuje

po mezni ploSe, plastické deformace ani zpevnéni se nemdni)
F=0 "-{—G‘? {e} = (11.31)

Znaménko funkce F je t¥reba volit tak, aby vidy pletila nerovnost Fso 3
pak OF/D{G} m4 sm¥r vn&3i31 normily k mezni ploZe F=0,

Tvo¥i-11 se nové plastické deformace, splnuje napjatost stdle pod-
minku =0 (pPitiZfenf z plastického stavu vede k jinému plastickému
stavu). Proto také plati (11.26). Do tohoto vztahu dosedime z rovnice
(11.21)

. 2%

ol " D{gY Lol

(11.32)
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S pouZitim (11.18) pak dostaneme
. qF F 16 0F_OF 9 A% 9F
Y 7} ’b( Vi ofey D% (¥ D{G})

(11.33)

e

0dtud vypo&teme A a dosadime do (11.18). Vyjde zdkon plastického tedeni
ve tvaru

. F
{EPB ¢ 6153 2oy 16} (11.34)
kde
1
¢ =" ([ AF v yr (11.35)
VY % Bi{epl™/ D (e}

Na rozdil od idedlni plasticity neni uf A neurdity parametr, Z rovnice
(11.34) je z¥ejmé, Ze rychlosti pomérnych plastickych pFetvo¥eni jsou 1li-
nedrnimi kombinacemi rychlosti napéti nebo - coZ je totéf - priristky
plastickych pretvofeni jsou linedrnimi funkcemi pFiristkli sloZek napja-
tosti., Teorie plasticity odvozend z Druckerova postuldtu se proto nazyvd
p¥iristkovd (inkrementdlni) teorie.

1. pozndmke ’ ‘
DruckertGv postuldt neplati pro nestabilni stavy materidlu, kdy se

trvalé deformace spontdnnd vyvijeji ze soudasného poklesu napéti (na hor-
ni mezi kluzu u materidld s prodlevou v pracovnim diagramu).

2, poznamka .
Z Druckerova postuldtu (11.19) lze odvodit zdroven oba axiomy teorie

plasticity, tj. konvexnost mezni plochy a kolmost vektoru prlrustkﬁ plas-
tickych pretvoreni k mezni ploSe, Pro skaldrni soudin vektori de a ciQP
totiZ pleti, Ze

B dty - | oy

Tento soudin bude nezdporny, jen kdyZ dhel Y~ mezé;obéma vektory bhude

v mezich -X/2 €y € Xf1 . Poldtedni bod vektoru AdG je ndkde uvnit# nebo
na povrchu mezni plochy; koncovy bod je reguldrnim bodem meznl plochy,

k ndmuZ ndleZi dany priristek d€p « Véechny mozné vektory 616 tedy vypl-
nuji "trs" ohranideny kolmicemi k vektoru dfp. Ty vyplnuji rovinu, kterd
je zdroven tednou rovinou k mezni plofe. Vdechny body oblasti ohranidené
mezni plochou jsou zFejmé jen po jedné stren® tedné roviny (¥dst mezni
plochy véak miZe spedat do tedné roviny). Neni-1li dotykovy bod reguldrni
(tjo jde=1li o bod na hrané nebo ve vrcholu mezni plochy), nahradime okoldi
bodu reguldrni k¥ivou plochou, nap¥. vdlcovou nebo kulovou, jejiZ polomér
k¥ivosti pak klesd v 1limit& k nule.
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ozndmke

Jde~1i o ided1ln& plasticky materidl, je rovnice (11.33) identicky
splnéna. Prvni &len na levé strand rovnice je totiZ podle (11.17) a
(11.18) nulovy. Také vyraz v oblé zdvorce (11.33) bude nulovy, nebof
zpevndni neexistuje. Paremetr A proto nelze vypoditat, jeho velikost
je neurditd., Vzorce (11.34) a (11.35) pak nelze pouZit.

12, PLASTICITA V METODE KONEGN¢CH PRVKS

V metodé kone&nych prvki se skutedné pole posuvli aproximuje po &ds-
tech (po prvecich koneénych rozméri) polynomy tak, aby vSechny posuvy by-
1y definovény, jsou-1li ddny zobecn&né posuvy 14y =191.92,- Gn 17
na vybrané mnoZiné uzlovych bodli. Bude tedy

w (y oz )
v (i )L s 0 (i) b= A (qy,2) 1 (g (8)]
wr (_X\VI%f‘:)

(12,1)

Vektor pomérnych pFetvofeni {£) odtud dosteneme derivacemi -podle znamych
Cauchyho vztahli, M4 sloZky

M v e - Dw
Ex = A% & = 7y LY

2w v W 2w W Qu (12.2)
My = By T ax 42 = ptay Ymt O tar

S pouZitim (12.1) odtud vyjde vztah

{eluyiz;8)} = TB(xy:i2)1{g(0)] (12.3)
Vektory a matice v tomto vzorci jsou postupné typu 6 x 1, 6xn ,nx 1.
Ne t&€leso pGsobi povrchové sily {’P} , objemové sily {H a zobecnéné osa-

m&1é sily v uzlech {Q}. Téleso md objem V a povrech S . Prinecip virtudl-
nich praci ddvd tuto podminku rovnovdhy ‘
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(54175Y + [{521Ttp3ds + [(Batfav < [(feiTicYav —_
\

S v

S poufitim (12.1) a (12.3) odtud dosteneme

(5317C0Y+ [T phds + (TaT4}av) - (5 JIBT IOV (22,5
4 v
ProtoZe tento vztah musi platit pro jakékoli virtudlni posunuti {8@},
Je
Q)+ JtaT {pyas + [TAT(§}av = §[B3T{GMV (12.6)

S v

K objemovym silénxi&} p¥idteme i setrvadné sily (podle d'Alembertova
principu)

~@[<'I'} =.—.§>[A]{é}} (12.7)
takZe dostaneme
IM1{4}+ J(aT{eav - {4} (12.8)
kde
(@Y - {a)+ [taTpyas+ [TATEF}av ),
: v

znadi vektor zobecndnych sil v uzlech, do kterého byly zahrnuty i sily
ploiné a objemové (je to tedy vyslednd diskrétni soustava vnéjsich sil).
Pritom

[M] = EQ[A]r[AldV (12.10)

v

je matice hmotnosti. Rovnice (12.8) je klidem k YeSeni jakékoli statické
i dynamické dlohy pro linedrn& i nelinedrné pruZny nebo pruZnoplasticky
materidl. Jde-1li o statické dlohy, je {1%}'{0} a prvni &len v rovnici
(12.8) vymizi., Zbjvd urdit ﬁ3}v zdvislosti na {6} , &8 tedy 1 na {q} , CCZ
je hledany vektor posuvi. Jde-1li o linedrné pruZny materidl, je podle
Hookeova zdkona

{6} =Te1ie} (12.11)

kde [E]je matice elastickych moduli, S poufitim (12.3) vyjde
{c}-1e1l8l{g]} (12.12)
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takZe rowvnici (12.8) lze ddle zjednodusit. Bude
[M1LgG} + TKk1{g} = {4} ta205

kde

(k1= {teiterceiav (12.14)

v

znadi matici tuhosti., Rovnici (12.13) n¥kdy doplnujeme &lenem pFedstavu-
jicim tlumeni, takZe zdkladni rovnice mechaniky vychdzi ve tvaru

TM1{4) + Le1{4) « Tkiig) = {QY (12.15)

Pro nelinedrni kontinuum vSak musime vychdzet z pivodniho tvaru rovnice
(12.8), nebot zdvislost (12.11) neplati, konstitu¥ni rovnice materidlu
jsou nelinedrni,

Méme~1i ndjakou nelinedrni funkeci f(x(y) dvou proménnych X.Y , pak
pro diferencidlni p¥iristky df dx dy plati linedrni rovnice

) (fy
df = —,Ef;— ‘dx tay Ay (12.16)

To plati pro jakykoli podet proménnjch. ReSeni nelinedrni rovnice (12.8)
proto prejde v posloupnost linedrnich itloh, pFejdeme-1li ke vztahu mezi
piirtstky {d¢la {dG) . Obecn& budeme moci napsat, Ze

(a6} = [E,,]{del (12.17)

kde [Et]je teénd matice elastickoplastickych moduld. PF¥ejdeme-l1li v rovnici
(12.8) k pPirGstkim a zenedbdme-1i zmdnu matice LBl (co¥ lze, jsou-1i po-
suvy malé), bude pro statické ilohy

ftaf{aq}av - {a®} (12.18)
v

Vlinovku nad symbolem Q budeme nep?{8té pro strudnost vynechdvat., PF¥irist-
ky {aG} {aQ) nejsou oviem nekonednd malé, taekZe rovnice

{ag}) = TE1{ae} (12.19)
bude platit jen p¥ibli¥nd. ProtoZe podle (12.3)

{ag} = [Bliag} (12.20)



vyjde z rovnic (12,18) a% (12.20)

[K11{4g7) = {aR) (12.21)

kde

CKed = §[B]T[E£]['B'J av (12.22)

znadi tednou matici tuhosti. Nesplnuje-1i napjatost podminku (11.30)

pro vznik plastickyfch deformaci, je LE,T=[E]1 a vztah (12.22) se nahra-
di vztehem (12.14). Je-1li materidl v daném mist& v plastickém stavu, pied-
stavu:]é tednd elastickoplastickd matice tuhosti (kelvazbu (12.19) mezi
celkovymi priristky pFetvoifeni a pFiristky napdti.

Podle (1.5) Je
fael = [de,} + {dgp} (12.23)

Pro elastické pr{irliistky plati Hookellv zdkon a pro plastické pFiristky
plati Misesiv zdkon normality (11.16). Tedy
~4 ~ ’I)F

{aet = [E] {ac} + dX 7o (12.24)

Sloupcovy vektor sloZeny z parcidlnich derivaci funkce F podle jednotli-
vych sloZek vektoru napdti oznadme pro strudnost {al . Bude

nE
{a} = (12,2

' e 5)

Rovnici (11.25) napifeme ve tvaru
dF = ia}riafa} -AdX =0 (12.26)

kde
Lk W
= - + (4%

( 2 {gp}r 0% Tﬂ.ﬁpﬁr) {a} (12,27)

Choeme-11i, aby odvozené vztahy - na rozdil od rovnic (11.34) a (11.35)

- platily i pro materiil bez zpevn¥ni, nesmime veli¥inou A nic aslit,
ani Zddnou rovnici ndsobit, nebot pro tento materidl bude A=0 , NemiZe-
me proto postupovat stejn® jako v predchozi kapitole.

Rovnici (12.24) zndsobime zleva ¥4dkovou matici (&' [E] . Vyjde

(aY [ET{de) = {al{ac) + al {a V' (El{a} (52.28)
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ze (@) {dG) sem dosadime z rovnice (12.26), takZe
oY TET{de} = (At {al TEl{a})dX (12.29)

Pro materidl bez zpevn&ni bude A=0 a vztah (12.29) nebude vyjadfovat
nic jiného ne% identitu konzistentn{ s Misesovym zékonem.,

Z rovnice (12.29) miZeme ax vypoditat a dosadit do (12.24). Pied-
tim vdak tuto rovnici zndsobime matici [E]1 , Vyjde po snadné dpravd

{da} = TE1{ded (12.30)

kde
(81 = TET~ < (bH{bY (12.31)
po=1al"iby (12.32)
{b} =T[el{a} (12.33)

Rovnice (12.30) je toto¥nd s rovnici (12.17), tak¥e (12.31) d4vd hledanou
tednou matici pro elastickoplastické deformace.

Nyni jsme tedy' schopni vypo&itat z rovnice (12.22) tednou matici
tuhosti. 2 rovnice (12.21) vyjde pro dany prirtstek zatiZeni {AQ)} pFibli¥-
nd hodnota pFiristkd posuvi v uzlech {Aq} s z rovnice (12,20) odpovidaji-
ci pole pririistkd pietvoreni {Atla ze vztahu (12.,19) p#ibli¥n& i pole
priristkd napdti {AG)}, To by mélo splnovat rovniei (12.18). Ta viak pres-
nd splndna nebude, nebot pracujeme s pFiristky konedngch velikosti., Vy-
podteme rezidudlni vektor

{r}={a@Q} - éEB]T{AG}dV (12.34)

ktery by m&l byt sprdvné nulovy, a zavedeme korekci {ac} takovou, Ze rovni-
ce (12.18) bude splndna pro soudet {6GY+{a8Y | megy

[T {seravs (T8 (a8 av - {aR) (12.35)

v v
KdyZ obé posledni rovnice navzdjem odedteme, dostaneme

[T a8y av = ir} (12.36)
v
Tato rovnice je analogickd k rovnici (12.,18). To znamend, Ze pro opravy,

kteréd musime p¥ipoditat k d¥ive vypodtenjm hodnotdm {Aq,} | taeh) {AG})
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pou¥ijeme stejnych rovnic jako d¥ive [ tj. rovnie (12.19) a¥ (12.21)1. Jen
misto vektoru {AQ)}dosadime rezidudlni vektor'hf}. Nejsou-1i tyto cpravy
malé, miZeme korektivni proces opakovat, a to tak dlouho, aZ bude normas
rezidudlniho vektoru“ir}l\pod zvolenou mezi,

Nesmime v8ak zapomenout, Ze pritiZeni z plastického stavu materidlu
vede op&t k plastickému stavu, taekZe po kaZdé iteraci kontrolujeme splné-
ni podminky plasticity

F({s} I{EP}IQC) =0 (12.37)

Prekrodime-1i tuto podminku, musime vypodtend nap&ti redukovat ndsobenim
koeficientem men¥im ne# 1 tak, aby podminka (12.37) byla spln¥na.

Pfedpokldddme, Ze Ctend? je natolik obezndmen s metodou koneénych
prvki, Ze nepotFebujeme vysvétlovat, jak objemové integrily nahrazujeme
soudtem integrdll nad jednotlivymi prvky a jak je cely algoritmus vypod&-
tu uspoidddn. Nezminujeme se ani o metoddch numerické integrace, které
se v metodd konednych prvki, obzvldit v nelinedrnich dlohdch poufivd. Z4-
jemce o dalSi podrobnosti odkazujeme na specidlni literaturu podle p¥ipo-
Jjeného seznamu,

P¥1 praktickém FeSeni je tFebe jeSté uvdiit, jek se projevi polyno-
midlni aproximace. Poufivdme~li jako "ndsadové funkce" linedrni polynomy,
je pole pretvoreni, pop¥. pole napéti po prvcich konstantni., To znamend,
Ze kaZdy z konednych prvki je cely v elastickém stavu nebo prejde cely
do plastického stavu. PouZivdme-1li polynomi vyssSich stupﬁ&, miZe se stdt,
Ye &4st prvku je elastickd, &dst plastickd, KdyZ vydislujeme objemovy in-
tegrdl v rovnici (12.22) nap¥. Gaussovou numerickou metodou, pak bychom
méli pro integradni body v elastické oblasti pouZivat matice elastickych
modulﬁ[E], v plastické oblasti pak telnou elastickoplastickou matici
[E,1 . P¥itom se miZe vyskytnout p?ipad, ¥e pro zvoleny prirtstek { AR}
vyjde celkové napdti v daném mict& v plastické oblasti, kdeZto poddtedni
stav byl jedté v elastické oblasti. Pro &dst p¥irtstku {4G )by se tedy m&-
1o poufit matice [E] a teprve pro zbytek matice [E;l .

Je-1i efektivri pom&rné prodlouZeni v daném misté na poddtku integrad-
niho kroku E; a na konci - za predpokladu, %e materiil je elasticky - €gq,
kdeZto na mezi plastickych deformaci vypodteme é} , bude elastickd &ist
pPirtistkd ddna zlomkem

=
-5

(12.39)

oy £

Pak misto (12.31) pouZijeme interpolované hodnoty
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Led=Tel- 22" (b (ny

" O (12,39)

Této hodnoty pouZijeme k vypodtu tedné matice tuhosti a teprve pak zalne-
me s vypodtem skutedné hodnoty {AG) pro dany krok {ARY. Interpolaci (12.39)

miZeme v dalfich krocich iteradniho procesu zpresnit. Elastickd &4st p¥i-
ristku vektoru nap8ti je p¥itom m [E1{AE} ,

13. PRANDTIOVY - REUSSOVY ROVNICE

Jak zndmo, tenzor napjatosti mdi obecné Zest sloZek; zapifSeme jej
ve tvaru matice

G‘ —C*\I r{:x} G.ﬂ GQ’L G:B
Gl= | T ¢, T - |e G, Gos o
(61 yX y ya 1 2 (13.1)
Tax Ty O Gy S O

Z teorie prufnosti je zndmo, Ze vZdy lze nalézt takovou polohu souPad-
nych os v daném bod¥, Ze se matice (13.1) stane diagondlni. Na diagond-

le budou hlavni nap&ti G4, G2 Gi, kterd dostaneme FeSenim kubické seku-
1l4rni rovnice ‘

Gy - @ Txy Txz
Tyx Gy-¢  Tyz | =90 (13.2)
Tax Tay G-6
KdyZ tento determinant rozepiSeme, dostaneme rovnici
G3-7,G "+ 1,6 - I, = 0 (13.3)
kde
I =G + Gy + O (13.4)
j'l = Gigy +(<Ty6'% + 6}6‘,4 - Z-)Ly "ny - Tya 'C"%y - ti‘)‘ T)(%' (1305)
I; = |G| = det [G1 (13.6)
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ProtoZe hodnoty hlavnich nap&ti nemohou zdviset na volb& souradné sousta-
vy, nemohou na ni zdviset ani koeficienty -Jujp Js rovnice (13.3). Jsou to
tedy invaerianty. KaZdd funkce téchto invariantd je rovnd% invariant, Ne-
existuji invarianty napéti, které by nemohly byt vyjdd¥eny ;jako funkce
uvedenych t¥{ invarianti.

Z pokusi je zndmo, Ze odezva t8lesa na hydrostaticky tlak je vidy
elastickd, Proto se od dené napjatosti odeditd jeji hydrostatickd sloZka

1
G'h\ = 13— (G‘,( + Gy + G.l) = 3 j1 (13.7)

Vznikld nepjetost se nazyvd devidtor napétd Is1. Je tedy

Au Ay Aas B Txy Tz om 0 0
A A Ang = tyx G'y Ty | — 0 Gm 0 (13.8)
Aan A bap Tax Ty G, 0 0 Om

Zdejmd By = Ox - 43 (Gy +Qy+Ga) = % (26x - Gy - G*), An = Txy  atd.
Invarianty devidtoru napdti jsou™/ '

L =0 (13.9)

T, = G&+ G+ GF - GxQy - §y 8y = G2 G + 3T +37,43T5 (13.10)

= ('G,\—- GM)LG’L— @'m)(ﬁ's- G.m) . A (13.11)

Lze ukdzat, Ze invarianty devidtoru Jsou zdroven invarianty i pivodni
napjatosti, nebot

L, = - 27 T,= 3,-1 3,7, + (13.12)

2
i I
Obrdcené tvrzeni neplati,

R. von Mises formuloval podminku -plasticity uZitim druhého inverian-
tu devidtoru napéti

F(loyin) =1, - (%) (13.13)

%X/ Kdaybychom druhy inveriant devidtoru odvozovali obdobn& jako (13.5),
tj. jako koeficient u A v sekuldrni rovnici, dostali bychom -I,_/3
Vyraz (13.10) je jeho ndsobkem.
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P#i plastickfch deformacich jeF=0'; parciflni derivace jsou

COF L Ay nF - ?Lba.z ’OF _ A
WGy 28 26y 728 N6, 2.&
WF 3a, W 3k OF _ 3pu
Vy @ DTy - & W @

Tyto vyrazy snadno odvodime uZitim pravidla o derivaci sloZenych funkci.

Jde-11i o jednoosou napjatost, je \Ez= Gy, tak¥e p¥i plasticl:c'jch»dé-
formacich bude platit, Ze ' o ‘

G, =& () | (13.15),
To tedy znamend, Ze napéti'g("’ﬁ) mé Viznam ﬁroménlivéA"ﬁleZé' Kluzu" Gy

na obr. 60, Je-li zndma (z pokusu) zdvislost této hodnoty na pom&rném
plastickém prodloufeni @ =& (&) , bude

—

S aFE "()f’b@ o0 - ’06: Ve C(13.18) l
(4 G V9% - g e T .

Za parametr zpevnéni ge zpravidla bere mérnd prdce.vykonand p¥i plastic-
kém pretvdreni, takZe pri jednoosé napjatosti bude:

dx ~&dg, (13.17)
KdyZ tento vyraz dosadime do rovnice (13.,16), bude
G

OF
D fogp

)

(13.18)

o =

Pruhem oznaldujeme veliliny vztaZené na zkoufku tahem (jednoosou napjatost).
Podle vztahu (1.5) bude celkovd deformace soudtem deformace plastické a
elastické, takZe '

A€ = dE, + A, (13.19)

Kdy? tuto rovniei pod8lime diferencidlem napdti A& , dosteneme

Et‘. . Ep Ee

kde £, = AG/dE je tednF modul
Ep = 0(5/0(5,0 je modul plasticity
Ee = dGldE, =E je Ypungfiv}modul ‘prufnosti
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Rovnici (13.18) nyn{ miZeme upravit na tvar

wo__ B | (13.21)
(A G

Vratme se k vyrazu (12.27). Protofe funkce F mf nyni tvar (13.13),
bude

PR L R S ¢

dax \ v & aX (13.22)

Pisobi-11i jednoosé napéti ve smdru osy X , je E‘L= G, , takZe F-G-G a
pomérné plastické prodlouZeni vyjde ‘
_ ~ OF ~
dg,, = dE, = dX 77 = dA (13.23)

S pouZitim (13.17) a (13.23) d4 rovnice (13.22)
A = Ep (13.24)

Zdroven plati, ¥e d¢,=ds [Ey, . U materidlu bez zpevn¥ni je cl-0 ,E,=0 ,
takie<j€; se stdvd neurditym parametrem.

Zasnedbdme~-1i pom&rmou zménu objemu, tj. poloZime AV/V = G tEyt€: = O,
zjednodudi se podstatn& tvar Hookeova zdkona., Tenzor pietvoreni se pak
shoduje s devidtorem pretvofeni a ten je ndsobkem devidtoru napéti. Ten-
zor pretvoreni je definovdn vztahem )

Eu €1 €1y Cx 19: ¥ry % Pl
Bt €2 &3 | - | Lo Ey %_yy% (13.25)
En €2 €y % ya t%w €2

Za uvedeného predpokladu lze Hookeliv zdkon napsat 8 pouZitim devidtoru
napéti (13.8) takto:

Indexem u zdvorky jsme vyzna&ili, %e jde o elastické pretvoreni, Pro p¥ri-
ristek plastického pietvoreni mdme podle (11.16), (13.23) a (13.24)

3 dG
(Aegdy =

T “—EP-é Ay . (13.27)
Celkem tedy bude
o1 3 dé
deg = g drg t 7 £ 9 (13.28)
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nebo

i .4 . 3 ©
4 716 Ay T T BT Ay (13.29)

Vztahy (13.28) a (13.,29) jsou navzdjem rovnocenné, Plijde-li o materidl
bez zpevndni, dosadime za pomdr d&[E, piirtstek df‘_P a za pomdr G/ Ep hod-
notu é; .

Rovnice (13.28), pop¥. (13.29) jsou zndmé Prandtlovy-Reussovy rovni=-
ce teorie plasticity. Jak jsme ukdzali, jde o zvldstni pripad obecné&jsi
inkrementdini teorie.

14, DEFORMAGNT TEORIE PIASTICITY

Sestavime-11i sloZky devidtoru nepjatosti a tenzoru pretvoreni do vek-
tord tak, Ze bude

S R N T (14.1)
(e} =Léy €u By Erqg Egz Em 1 (14.2)
budeme moci rovnieci (13.27) zapsat ve vektorové formd
{de,} =—3——{A}0L§' (14.3)
1€ P

Na rozdil od d¥ivéjSiho textu obsahuje nyni vektor deformace ve &tvrtém
a% Sestém Yddku polovidni zkosy. Bude-li nyni platit, Ze napéti zlstdve-
ji ve stejném poméru po celou dobu zatd¥ovdni (proporciondlni nebo prosté
zatéZovdni), bude

(A=t tal = ¢ G (14.4)

takZe poméripllélbude stdly. Rovnici (14.3) lze pak integrovat, takZe
> 2 (14.5)
et~ 77 (41 & 4

To znamend, %e celkové plastické pomé&rné deformace jsou imérné devidtoru
napéti, Dostdvdme tak vztah mezi plastickym pretvorenim a napjatosti,
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ktery inkrementdlni teorie neposkytuje. Tuto vyhodu jsme ziskali za ce-
nu, Ze jsme se vzdali moZnosti zahrnout do na¥i nové teorie libovclnou

historii zatéfovini; deformadni teorie plati jen pro proporciondlni za-
téZovdni,

Pro jednoosou napjatost bude pomér napdti a plastického pom&rného
prodlouZeni ‘

Gx
E,g_- Gy _ E Gx) _ EES (14 6)
E‘P ei;G‘xlE E—-(% E“ES °

kde E=Gu/e( je sednovy (sekantovy) modul, Je to smérnice tsedky OB ddrko~-
vané vyznadené na obr. 60. Z rovnice (14.6) miZeme vypoditat pomérné
plastické prodloufeni €xp zpisobené napdtim Ok . Proto¥e se p#i plastic-
kych deformacich objem neméni, je

Bap * Eyp t Egp = O (14.7)

P?¥i jednoosé napjatosti je ztejmé

=

Egp = €4 =7 T E4p (14.8)

tj. Poissonovo &islo j_e/u,P = 0,5, Proto p¥i obecné t#iosé napjatosti
bude '

E-E; |
Exp=~—€€5-&gx“iigy"4i€%)
s
E-E 1 1
= Gy - -4
v = gg (720 %6 (14.9)
E-E 1
Cap = EE: (Ge-72 6x - ;_G‘y)
Podobné odvodime, Ze
Y - G"Gs - 3(E“E:)
Yy GGe Ty E B¢ r".‘/
3(E-E) '
Yy = E E. Tyi (14.10)
3(E-E)
Yax = '_E“gs‘i" Tax

Je toti¥ E:1(1y;.p’)6= 36 a podobnd Ec=36., Rovanice (14.9) a (14,10) mi-
Yeme shrnout do jednoho maticového zdpisu uZitim vektorl napdti a defor-
mace, Bude

(14.11)

{el =111}
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Pro elastické ﬁOmérné’défdfmace9plati'vztah'
fe, Y = TET {@} (14.12)

tak¥e pro celkové pomdrné deformace dostaneme

{ey=(Ld1+TEIHIGY (14.13)
Inverzni vztah je

{e) = [E1{e} (14.14)
kde

[ec1=(1d1+¢LETH? (14.15)

znadi sekantovou tuhostni matici pro izotropni materidl.
V pru¥ném stavu [¢]1 =001, [EJ=LE] ., Je-1i v plastickém stavu
Es« E (velmi malé zpevndni), je pribdliZ¥né

: ~ ES
lE1 2 & [E] (14.16)

Abychom mohli pouZi{t vztehu (14.14), pot¥ebujeme védét, jak
zdvisi sekantovy modul E¢ na celkovém efektivnim prodlou¥eni £ . Tuto
zdvislost ziskdme p¥i zkoudSce tahem., Musime vSak védét, jakou hodnotu &
prifadime obecnému prostorovému pretvoreni, Zdkladem srovndni zde miZe ‘
byt druhy invariant devidtoru tenzoru pFetvoreni, ktery utvoFime stejné,
jako jsme utvofili hodnotu LL podle (13,10). Invariant zndsobime takovou
konstantou, aby p¥i jednoosé napjatosti Gy = G d4dvala plastickd pietvore-
ni (14.8) hodnotu £-= €, Vyjde

Vo
T o(1¢)

< [(Ex‘ﬁy)z+ (63‘62)11-(?.;—5)014-

3 1y (14.17)
v 7 (2’3@ + 'J’;Le + 3’;})]

Protofe € je celkové efektivni pomdrné prodlouZeni, bude v ném zahrnute
8dst elastickd i.plastické.x/ Pro Poissonovo &islo [ bude proio platit
¥

nerovnost

M E L < pp = 05 (14.18)

X/ Dosadime-1i do (14.17) /(I = 0,5, dostaneme tzv., intenzitu pretvoFfeni.
Podobné vyraz ‘rf-,_'sce: nazyvd intenzita napdti.
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K jeho vypo&tu pouZijeme hypotézy, podle které se nemdni modul objemové

pruZnosti K =p/(av/v)=E [3 L1—a/u). Bude tedy
E, . E
3(4-22)  3(1-2u)

Odtud
4 _ B oy
M =T E (Q.:/L)

Hodnota/u plati pro elasticky stav.

(14.19)

(14.20)

ProtoZe pracujeme s efektivnim napétim a s efektivnim pom&rnym
prodlouZenim, coZ jsou definitoricky kladné velidiny, nemiZe deformadni

nio

teorie postihnout Bauschingeriv efekt. Zahrnuje pouze izotropni zpevné-

Vypodet metodou konednjch prvki se obzvlddt zjednodu¥i, lze-1i
pouZit p¥ibliZného vztahu (14.16). Pak totiZ% bude sekantovd matice tu-

hosti

-8 Ykl

Eg
[ul= =Tkl =(1- =%
KdyZz tento vyraz rozepiSeme, dostaneme

1

kde

i

E-E
Hl- — =S
L = Lkl

Zdkladni rovnice

LK) iq;} = {GZ}

se tim rozdéli tak, Ze nelinedrn{ &len bude vpravo

[kj{@}w1=&Q}—iH;{qh

(14.21)

(14.22)

(14.23)

(14.24)

(14.25)

Matice (H]z4visf na € , tedy na {q} . Indexy u zdvorek naznaduji, jak

1lze uskutednit iteraédni proces.

Rozdil mezi rovnicemi (14.12) a (14.13) je pouze v tom, Ze &tverco-
v4 matice v oblé zdvorce (14.13) zdvisi na efektivnim pomérném prodloufe-
ni, kdeZto &tvercovd matice v rovnici (14.12) je konstantni. Rovnice
(14.12) predstavuje zdkon linedrni pru¥nosti (Hookelv), rovnici (14.13)
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miZeme povaZovat za zdkon nelinedrni pruZnosti. Skutednd mezi deformad-
ni teorii plasticity a nelinedrni elasticitou neni rozdilu, pokud ne-
nastane odlehdeni. Pro odlehdeni plati toti? linedrni Hookelv z&kon.

U nelinedrné pruZného t8lesa se odlehdeni d&je podle stejnych zdkond
jako zati¥eni (trvelé deformace nevznikaji).

Z dvér

Uvedli jsme velmi podrobnj vyklad zdkladnich poznatkl a principt
teorie plasticity se zaméfenim k vypodtu meznich stavi p¥i statickém za-
tiZeni, Omezeny rozsah ndm nedovolil probirat vSechny aplikace, které
jsou pro strojniho inZenyra dtleZité (vynechali jsme nap¥. teorii kové-
ni, vdlcovdni, protahovdni, protladovdni). Dali jsme prednost itomu, vy-
tvorit pevny zdklad znalosti zdkoni a principi na drovni soudasnych
znalosti mechaniky kohtinua, 8 jehoZ pomoci &tend¥ snadno porozumi spe-
cidlnim statim uvePejnovanyn v odborné literatuie a v monografiich, je-
jichZ seznam pripojujeme. Vychdzime ze zkuSenosti, Ze se teorie plasti-
city na strojnich fakultdech bud neprobird vibec, nebo se probird jen ne-
dostatedné, Teorie plasticity je pFitom natolik o0dliSnd od teorie pruZ-
nosti, Ze ji vét3ina inZenyrl povaZuje za obtiZnou a neuZitednou. Smyslem
téchto skript bylo tento nesprdvny dojem opravit a mezeru ve vzdéldni
pireklenout,

Ve svém vykladu jsme proto pouZili co nejjednodusSich prostredkii.
Vyhnuli jsme se tenzorové formulaci, kterd by umoZnila zestruénit zdpis,
ale kterd je v&t§in& technikl a inZenyri cizi. PouZili jsme maticové
symboliky, kterd je dnes - vzhledem k roz&ifeni digitdlnich poditadd -
nezbytnou souddsti inZenyrskych znalosti ve vSech odvétvich technickych
véd. Vyhnuli jsme se zavedeni pojmi, které nebylo tieba nezbytné zavd-
ddt. Vynechali jsme teorii kluzovych dar p¥i rovinném pFetvdreni, nebof
tato teorie je snadno srozumitelnd a lze ji najit v kaZdé udebnici plas-
ticity. Misto toho jsme uvedli aplikaci nespojitych poli k urdeni horni
a dolni hranice mezniho zatiZeni, nebof tato teorie md 5ir3{i pouZiti.

V zdvéreénych kapitoldch jsme naznadili, jak lze dUlohy z plasticity ie-
§it numericky metodou koned&nych prvki.

Cilem, ktery jsme si vytkli, bylo vytvorit srozumitelné a pevné
zdklady, na nichZ spodivd teorie plasticity, ukdzat jeji uZitednost a
podnitit Ulastniky semind¥e k daldimu samostatnému studiu.

- A -




Tato prdce by nebyla vznikla bez iniciativy a vytrvalého prdtelské-

ho ndtlaku, kterym na autora pisobil Ing, Vladimir Vdclavik, Jemu i vSem
pracovnikiim Domu techniky GSVTS Praha, kte¥{i se na piiprav® skript a se-
mind¥e podileli, patfi up¥imny autoriv dik. ’

LITERATURA
/1/ BEZUCHOV, N.I.: Osnovy t&oriji uprugosti, plastinosti i polzudesti.
VysSaja #kola, Moskva 1961
/2/ Constitutive Equations in Plasticity.
Red.: A.3. Argon., The Massachusetts Inst. of Techno-
logy Press, Cambridge, Mass., 1975.
/3/ COOK, R.D.: Concept and Applications of Finite Element Analysis,
2, vyd. John Wiley, New York 1981.
/4/ Engineering Plasticity. Red.:‘J. Heyman a. F. A. Leckie. Cambridge
Univ. Press 1968.
/5/ Poundations of Plasticity. Red.: A. Sawczuk. Noordhoff, Leyden 1973.
*/6/ FUNG, Y.C.: Foundations of Solid Mechanics. Prentice-Hall, Englewood
C1iffs, N.J. 1965. '
/7/ HAUPT, P,: Viskoelastizitat und Plastizitat. Springer-Verleg,
Berlin-Heidelberg 1977.
/8/ HILL, R.: The Mathematical Theory of Plaesticity. Clarendon Press,
Oxford 1950.
/9/ JOHNSON, W. - MELLOR, P.B.: Plasticity for Mechanical Engineers.
Van Nostrand, London 1962,
/10/ ILJUSIN, A.A.: Plastilnost. Gost3chizdat, Moskva 1948.
/11/ KAGANOV, L.M.: Osnovy t8oriji plastinosti. Gost&chtdoretizdat,
Moskva 1956,
/12, LUBANN, J.D., - FELGAR, R.D.: Plasticity and Creep of Metals. John

Wiley, New York 1961.

- 94 -



/13/

/14/

/15/

/16/

/17/

/18/

/19/

/20/

/21/

/22/

MAREK, P.: Mezni stavy kovovych stavebnich konstrukei., Rudné doly
Jesenik/SNTL, Praha 1981,

MOSO10V, P,P, - MJASNIKOV, V.P,: Mechanika Zestkoplastideskich sred.
Nauka, Moskva 1981.

MRAZIK, A. - SKALOUD, M, - TOCHAGEK, M.: Navrhovéni ocelovych
konstrukci podle teorie plasticity. SNTL, Prahs 1980,

PESINA, E.: Zdklady uZité teorie plasticity. SNTL/SVIL, Praha 1966.

PISARENKO, G.S. - MOZAROVSKIJ, N.S.: Uravnénija i krajevyje zadadi
téoriji plastinosti i polzudesti. Naukova Dumka,
Kijev 1981.

PRAGER, W.: Probleme der Plastizitatstheorie. Birkhauser-Verlag,
Basel-Stuttgart 1955.

PROCENKO, A. M,: T&orija uprugo-plastideskich sistém. Nauka,
Moskva 1982,

RUSINKO, K., N.: T&orija plastidnosti, Visé&a Zkola, Lvov 1981,

THOMAS, T.,: Plastic Flow and Fracture in Solids. Academic Press,
New York 1961,

ZIENKIEWICZ, O. C.: The Finite Element Method in Engineering Science,
MceGraw-Hill, New York 1971.

- 95 -



Ndzev:
Autor:

Podet stran:

Ndklad:
Formdt:

Gislo publikace:
Vydal a rozmmoZil:

Rok vyddni:
Cena publikace:

Stavba stroji 90

MEZNf PLASTICKE STAVY

Prof. Ing. Cyril Hoschl, Ustav teruo-
mechaniky GSAV

96

150 vytiskd

A4

60-644-83/2561/

Dim techniky GSVTS Praha
Praha 1, Gorkého ndmésti 23
1983



	Titulní strana

	Obsah

	Předmluva

	1. Pružnost, plasticita, viskozita
 
	2. Kinematická model elastickoplastického materiálu

	3. Plastický potenciál

	4. Odezva a přizpůsobení elastickoplastické konstrukce

	5. Teorie plastických mezních stavů

	6. Rámové konstrukce

	7. Mezní zatížení desek

	8. Rotačně souměrná válcová skořepina

	9. Vtlačování kovadla

	10. Srovnání s experimenty

	11. Druckerův postulát

	12. Plasticita v metodě konečných prvků

	13. Prandtlovy-Reussovy rovnice

	14. Deformační teorie plasticity

	Závěr

	Literatura




