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Autor podrobně vysvětluje základní poznatky teorie plasticit~·.

Uvádí různé typy modelu pro z;názorněni reologických vlastností materiá
lu a odvozuje matematioké modely pro materiály s idealizovanými defor
mačními vlastnostmi. Ukazuje jejich aplikaci v inženýrských úlohách.

Postupným zobecňováním vlastností reologických modelů se dos~ívá

k axiomům teorie plasticity. Odvozuji se věty z teorie mezních plastic
kých stavu, které umožňují určit dolní a horní hranici pro statické
mezní zatížení kovový'ch těles a konstrukcí. Zvláštní pozornost se věnu

je přibližným metodám a výpočetním postupUm, např. aplikaci nespojitých
polí pro výpočet mezního zatížení, a numerickým metodám (metodě kcneč

ných prvků).

Sborník je určen konstruktérům a technologům, zvláště statikŮM, na
vrhovatelům staticky zatížených konstrukcí a tlakových nádob a t ěp~, kteří

pracuji v oboru tváření kovu. Výběr látky tvoří ucelený základ k ~plika

círn i k dalšímu studiu. Předpokládají se znalosti matematiky, mect~aniky

a teorie pružnosti v rozsahu základního vysokoškolského studia.
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"U ,mnoha inženýru v praxi se naneštěstí

projevuje sklon k tomu, že považují lna
tematické teorie ruzných odvětvi mec~a

niky pevných těles za příliš výlučné a

komplikované, než aby jim mohly přinést

užitek. A naopak mnoho teoretiků se do
mnívá, že relativně hrubý, často intllitiv
ní přístup konstruktérů vede k úspěc~u

pouhou náhodou a že by měl být úplně na
hrazen formálním matematickým postupem. tI

D. C. Drucker 8 W. F. Chen
(Cambridge, 1968)

Předmluva

Teorie lineární pružnosti, která je matema"t.icky dokonale zpraco'vána,
vedla k pozoruhodným a plodným aplikacím ve stavitelství i ve stavbě stro
ju a je dodnes nejdůležitějším nástrojem při účelném dimenzová'n.í konstruk
cí. Vychází z idealizované lineární závislosti tenzoru napjatcsti na ten
zoru přetvoření (8 naopak). ~Avšak rostoucí požadavky na využití materiálů

a na váhově úspo.rné konstrukce si vynucují další zpřesnění teo~ie, od kte
ré budeme požadovat, aby pokud možno věrně vystihla stavy konstrukce za
mezí pružnosti. Zde přichází ke slovu nelineární pružnost, a zejména teo
rie plasticity, která post"ihuje nejen nelinearitu deformační oharakteristi
ky při monotónním zatěžování, ale i hysterezi při" opětném odle~čování a
při obecně proměnném zatížení. Víme-li, jakým způsobem je konstrukce zatě

žována, mužeme užitím teorie plastioity po'stihnout skutečnou o1ezvu .přetí

žené konstrukce, sledovat její přizpŮSObení zatěžovacímu režim-l, a ktJnečně

popsat podmínky, za nichž se konstrukce zhroutí, tj. popsat jej í mez::lí
stav a tomu odpovídajícítmezní zatížení. Je samozřejmé, že tyto výpočty

jsou věrohodné jenom v mezích platnosti přijatého deformačního modelu,
kterým nahrazujeme deformační charakteristiku -skutečného mater'iálu. Přes

některá zjednodušení, která si vynucuje požadavek praktické řešitelnosti

úlohy, znamená teorie plastioity a od ní odvozená teorie mezníoh plastic
kých stavů významné zpřesnění předpovědí o ohování konstrukce za mimořád

ných zatěžovaoích režimu.

Jinou oblastí, kde se uplatňuje teorie plasticity, je tváření k·::>vů.

Přetvárné odpory se velmi často vyjadřují empirickými vzorci odvozenými
ze zkoušek na modelech nebo na skutečných strojích. V některých případechl
obzvlášt jde-li o rovinné přetvoření, poskytuje teorie plasticity pro ty
to vzorce racionální základ.
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Teorii plasticity budeme vykládat od počátku. Budeme se přitom vel
mi často opírat o inženýrský názor a o jednoduohé modely spíše než o teo
retické p~emisy a dedukce. To však neznamená, že se '\1.yhnemeexaktrlim for'
mulaoím a matematiokým metodám. Pokusíme se je však přiblížit konetrukté
rUm a technologům z praxe tak, aby neměli dojem, že jde o komplikovanou
a výlučnou teorii známou jen zasvěcencdm, která jim nemdže přinést užitek.

Květen 1983
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1. PRUŽNOST, PLASTICITA, VISKOZITA

·Představme si těleso, které je vzhledem k nějakéineroiální sousta
vě souřadnic v klidu. NepůsobílJ;8 ně žádné síly a.teplota v něm ·je rovno
měrně rozdělena. Nyní těleso rozdělíme libovolným počtem ideálních řezu.

Za ideální považujeme·takové řezy, které nezmění vlastnosti má'ceriálll a
které jsou nekonečně tenké. Jestliže se žádná z uvoln~ných částí nepře

tvoří, je možné z nich sestavit puvodní těleso bez mezer' a bezpřesa~l1..

O takovém tělese budeme říkat t že je v přirozeném stavu. Jestliže 'části

zrněni svůj tvar, popř. velikost, svědčí to o existenci vlastního pnutí
v tělese, tj. o napětí, které pusobí v tělese nezatíženém žádn;'rmi vnější

mi silami. Vlastni pnutí porušuje přirozený stav tělesa. Tento. stav ;je
pouhou idealizací, nebot v každém pevném tělese existuje určitá vlastni
napjatost. V~t~1nou v~ak není podstatná a lze ji zanedbat. Taká ideál~í

řez je neuskutečnitelný. Větší význam má vlastní pnutí v soustavě těles,

tj. v konstrukci jako celku. ~~ ještě později podrobně vysvětlíme.

Zatížíme-li ,těleso při konstantní teplotě silami, jež moh<)u působit

bud jako objemové, nebo jako povrohové, těleso se deformuje. N~změní··li

se tím funkční vlas'tnosti tělesa, je deformace nepodstatná a lze ji za
nedbat. Mechanika tuhých tě~es vychází z této idealizace, pova~uje těle

so za neporušitelné a nedeformovatelné.

Je-li zatížení malé, jsou deformace vratné. 1~1ěníme-li zatížení tak
pomalu, abychom mohli zanedpat setrvačné síly, jsou de"formace 'zhruba
úměrné působícímu zatížení' a spolu s nim po odlehčení vymizí. -rakové tě

leso je pružné (elastické) 8. Platí-li úměrnost mez'i qeforma.cí a .zatížením
dostatečně přesně, jde o lineární pružnost. V opačném případě jde '0 11e

lineární pružnost. S deformaci jsou spojeny i změny termodynamického sta
vu tělesa. Mají-li být deformace dokonale vratné, nesmí dojít k disipaci
energie, která by se např. projevovala postupným zmenšovánim amplitud
vlastního volného kmitání. Jsou-li deformace malé. lze zpravidla zanedbat
změny teploty jimi vyvolané.

Překročí-li zatížení určitou hranioi, vznikají nevratné, trvalé změ

ny tvaru či velikosti. Na rozdíl od pružných deformací nezávisí trvalé
změny jen na velikosti zatěžujícíoh sil, ale obeoně i na pruběhu předcho

zího zatěžování, tj. na historii. Vyvolám~-li v tělese mechani,ckým plJ.SO

bením konstantní deformaci, vznikne v něm určitá napjatost. Nezávisí-li
tato napjatost na čase, pak se tr'Valá deformace - pokud vznikna - nazývá
plastická deforma.oe.Zmenšuje-li se napjatost při nezměněné deformaci
s časem bez omezení k nule (takže se po dlouhé dob~ obnovuje p~irozený

stav), jde o vazkou (viskózní) de forma,ci. Při obecném pruběhu zatěžování

zustává závislost plastické deformace na historii zatěžování stejná,
změníme-li libovolně měřítko času (čas je zde pouze "němý" parametr).
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Vazká deformace však závisí na čase explicitně.

Trvalé deformace nemusí zasahovat celé těleso, ale jen jeho oást,
a výsledná deformace muže být složena z různých deformací dílčíCh. Tako
vé těleso pak označujeme složenými názvy, např. těleso tuhoplastické,
pružnoplastické, vazkopružné (viskoelastické), viskoplast1cké atp.

Reologickým modelem pružné deformace je deformace ideální pružiny
(obr. 1). Plastické deformaci odpovídá posuv kinematické dvojice ee smy~

kovým třením (obr. 2). Vazkou deformaci si lze znázornit posuvem pístu
v kapalinovém t~~iči (obr. 3).

OBR. 1

b.
A B.

j I
:::sL- I

J/Tffl;; F to.. O J E.
t I

~ I
\.01 I

. .._.._-....J
O C

OBR. 2

/

F

OBR. 3
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Na rozdíl od lineárně pružného materiálu, u kterého podle obr. 1
platí při jednoosé napjatosti HookelÍv záko~ CO= E E,jakovzáj·em':lě jedno
značná závislost mezi napětím a poměrným prodloužením, vykazuje plastický
materiál podle obr. 2 nejednoznačnost a hysterezi. Témuž napětí ~= (OK,
resp. ~ =-(OJ' může příslušet libovolné poměrné prodloužení E. • Začnelne-li

model zatěžovat, mění se napětí a přetvořeni tak, jak odpovídá čáře OAB.
Při odlehčení v bodě B zustane přetvoření tak dlouho konstantní, až .napě-

tí znovu dosáhne meze kluzu, tentokrát v tlaku. Odlehčení se tedy děje

po čáře BOD. Při změně smyslu napětí semužeme v kterémkoli bodě vrátit
na horní větev'oharakteristiky. Při periodickém prodlužování a zkracová-
ní se v diagramu vytvoří hysterezní smyčka, jejíž obsah je mírou disipo
vané energie. Charakteristika zakreslená na obr. 2 odpovídá ideálně plastic
kému materiálu, u něhož nastávají pouze plastické deformace, a to za kon
stantní meze kluzu (tj. při splnění podmínky {(;l -= <o~ .). Jak jsme ukázali,
závislost t. na G" není ani lineární, ani jednoznačná. ReologilJký mOtlel
na obr. 2 umožňuje, aby poměrné prodloužení nabývalo v čase t libovo~né

hodnoty E. Ci) , která však muže být výsledkem různých zatěžovaoíoh proce-
su E. (l:), O ~ tt; ~ t tl Také. napětí může nabývat libovolné hodnoty , avšak
jen v intervalu -G"k:,. ~ G ~ G'~. Vždy je

c;-(;l(.. pro ~ > O
- G'\(. ~ C;. ~ <O~ pro E -= O (1.1)

~ -= .... G"I(, pro E. < O

Přetížení lG\ >(Qk: není možné (vedlo by k dynamické odez.vě, kterl)u se :J.yní
neohceme zabývat).

Lineární charakteristika vazkého materiálll na obr• .3 seli.ší od cha
rakteristiky elastického materiálu tím, že na osu úseček vynášíme defor
mační rychlost Ě • Závislost ~- C je tedy popsána diferenciální, nikoli
algebraickou rovnicí. Při konstantním napětí ~ dostaneme line.=lrní č,ssový

pruběh poměrného prod.loužení

E ~ a t bt

Konstanta b je přímo úměrná napětí G' .. Není-li napětí konstantní, je
odezva

t
E lt) '= k JG'(r) dr: t € (o) (1.3)

o

v okamžiku t funkcionálem závislým na historii G'( t:) O -== t'~, t , k ně
muž je přičtena počáteční hodnota E CO) • Podle obr. 3 je totiž

kde k = konat (pro lineárně vazký materiál). Integraoí (1.4) dostaneme
(1.3).

- 9 -



Reologický model pružnoplastiokého (elastickoplastického) materiálu
dostaneme, když spojíme kinematickou dvojici z obr. 2 s pružinou podle
obr. 1. Výsledek je znázorněn na obr. 4.

nL7777
F ..

B

Ee

OBR. 4

Zde již existuje kromě plastioké deformace €~ ještě elastická deforma
ce te. Jejich součet dává výslednou deformaci ~ • Je tedy

(1.5)

Na obr. 4 jsou tyto hodnoty zakresleny pro bod B. Po odlehčeni vyn~izí

elastická deformaoe, kdežto plastioká deformace zůstane (bod pl.

Zásadní rozdíl mez'! viskózním a plasti,ckým materiálem vysvitr.e
ze srovnání vztahů (1.1) a (1~4). U ideáln~ plastického materi~lu rozho
duje o velikosti napětí toliko znaménko deformační rychlosti € ; na je
j i velikosti přitom nezáleží. U viskózního materiálu je napětí «) funkci...

E. •

2. KI:N:EMATICKÝ IJODEL ELASTICKCPLASTICKÉHO l1ATERIÁLU

Reologické modely znázorněné na obr. 1 až 4 lze považovatz8<dyna
mické nlodely v tom smyslu, že umožňují popsat závislost s.ilyna PQSUVU

(napětí na poměrné deformaci). Dávají názor na odezvu materiálu při jedno
osá napjatosti a je nesnadné je zobecnit na pfipad složené napjatosti a
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"de·formace. K tomu j'souvýhódnějši kii1emat'ické modely,' které ny:'J.í uvedeme.

Obr. 5 znázorňuje'kulisu B, v 'které se'může volně pohybovat čep C.

Celá kulisa i s čepem se muže posouvat v pravítku A., Vzdáleno,st čepu C
od ukazatele uprostřed kulisy B je mírou napětí. K.rajní poloze čepu I:>d

povídá mezní hodnota napětí <o =1: ~1,;.Vzdálenost ukazatele na kulise B
od ukazatele ~a.pravítku A je mirouplastické deformace. Jde-li o tuh.o
plast1ckýmateriál, je tato vzdálenost jednoduše kótován$ v hoJnotácl1.
poměrného prodlouženi. Jde-li o mate:riéil p;rnžnoplastický, je t9.to vzdále
nost kótována v hodnotáoh E Ep • Protože zároveň G' = 'EEe a- platí (1. 5),
je E -násobek celkové deformace dán vzdálenosti ukazatelu AC.

/~ // //

MATERIÁL

TUHOPLA'STICKÝ

("Jo---.....-.---.lp_6_·... ELAS TrC KOP'LAS T-ICKÝ

OBR. 5

Na rozdíl od dynamického modelu na obr. 4 nedává kinematický model
přímou představu o závislost i mezi napět ím a přetvořením. Vyst ihuj e 'však
velmi názorně souvislost mezi hist.orií (0(-&) a -~(t,) • Ukazuje,. že do okamži
tého stavu daného momentálnipolohou kulisy a čepu by bylo možné se dostat
různými.zpťisobya že dokud nellí funkoe

rovna nule, nemuže plastická deformace nastat, kulisa se neposune. Vzhle
dem k (1.1) musi být

'F ... ~ O
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110del nyní zobecníme pro případ kombinovaného tahu a ohybu ideali
zovaného I-prof11u (obr. 6). Budeme předpokládat, že lze zanedbat vnitř-

OBR. 6

ní síly přenášené stojnou, takže do hry vstoupí jen napětí v pří~bách.

Příruby jsou natolik tenké, že lze v nich zanedbat nerovnoměrnost napětí.

Každá z přírub má plochu S • V horní přirubě bude napětí q~ ,v dolní
přírubě ~d • Střední vzdálenost přírub je h • Pro přenášenou síl\l N a
ohybový moment M bude tedy platit, že

N = S ( <Ocl + ~h ) (2.)

Poměrná prodloužení budou v pruřezu rozdělena v lineární závislosti
na vzdálenosti od neutrální osy 11- tl (obr. 6). xI Jsou tedy určena dvěma

konstantami, a to poměrným prodloužením €n v neutrální rovině a křivostí

nosníku de • Bude

i
€n -= T ( C.d + t.h)

1
~ -= h (td, - Eh)

o tom, že veličina ať, má význam křivosti nosníku, se přesvědčíme jednodu
chou úvahou. Dva řezy kolmé ke střednic1 nosníku, které byly před defor
maci vzdáleny as , budou na střednici vytínat po přetvoření vzdálenost
(1-+ E,,) ds • Budou se protínat ve středu křivosti, nebot ten je prusečíkem

dvou soumezných (hlavních) normál, a budou spolu svírat úhel d~ • Proto
l1+e.n)ds"~d<ft kde ~ =1/ae je poloměr křivosti. V dolní přírubě bude

(1t EoI,)ds ::(~+ ~)dlf ~(~ + ~)~(1 +éh)cts

XI Jde .0 neutrální osu průřezu při čistém ohybu.
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Srovnáním levé a pravé strany dostaneme

h
tet :: €t\ + T ať, + malé veličiny druhého řádu.

,Ponecháme-li v rovnic1 jen malé veličiny prvého řádu, pak s' použitím
(2.5) vyjd:e (2.6).

Rovnice (2.3) až (2.6) umožňují, abychom napjatost v nosníku určo

vali bud pomocí napětí ~d , ~h t nebo pomocí zobecněných napětí N t M •
K nim přísluší bud poměrné detormaoe €ct, €h , nebo zobecněné poměrné

de.formace tn, ae. • Oprávněnost názvti. "zobecněná napětí" a "zobecněné

poměrné deformace" je zřejmá ze srovnání výrazu pro virtuální práoi 51\ ,
kterou při virtuálním přetvoření vykonají vnitřní síly v nosním

Levá i pravá strana se dají up~avit na tvar

Chceme-li pro nosník podle obr. 6 vytvořit kinematický model obdobný
k tomu, který je na" obr. 5", musíme mod~l rozšířit" o jednu dimenzi, nebot
plastická deformace muže nyní nastat nezávisle v kaž'dé z obou .p"řírub. Do
staneme tak model znázorněný na obr. 7. Cep C se muže uvnitř r,fmu po~ybo

vat 've směrech souřadnicových os, s vlili 1: bt;.. Když narazí na rám, mtiže se
ve stejném smyslu dál pohybovat už jen společně a rámem. Pohyb-rámu zna....
mená plastickou déformaoi. Pohybuje-li se rám. vpravo, vzniká plastic~}!á

deformace jen v dolní přírubě. PohY,buj,e-li se vzhtiru,vzni:ká deformace
jen v horní přírubě. Pohybuje-li se šilano,což nastane jen tehdy, je-li
čep C v některém rohu, vznikají plastické deformace v obou přírubách zá
rQ~eň. Vektor BC je ukazatelem napětí v obou přírubách. Vekti)r il
ukazuje E -násobek výsledné' poměrné deformace. Tyto vektory- b'UJe~me nazý
vat krátce vektor napětí, resp. vektor deformace •. Konstrúkci"mod.e:lu bu
de'~e zakreslovat už jen jednodu'chÝmi čárami, takže místo obr~ '~7- d.ostane
me obr. 8.

Do obr. 8 zakreslíme také osy pro zobecněné veličiny podl~ rovnic
(2.3) až (2.6). Je zřejmé, že pro ně bude rám v poloze otočené o 45°.
S použitím elastických poměrných deformací na mezi kluzu E~, ~~ a

- 13 -



A

OBR. 7

EEd

OBR. 8

s použitím mezních hodnotNm' Mm podle rovnic

(2.10)

lze ~ode1 zakreslit v bezrozměrových proměnných (obr. 9). Rám má nyní
rozměr' čtverce f2 x f2 • 'Dotkne-li se čep C některé strany rámu, může jej

odtlačovat pouze kolmo ,k této straně. Jen je-li čep v rohu rámu, muže
rám odtlačovat v některém směru uvnitř úhlu sevřeného vnějšími normálam1.,
které vedeme ke každé z obou stran, jež se v rohu protínají.

~

Vektor napětí BC je v bezrozměrových proměnných zároveň vektorem
.......

elastické deformace. Vektor AB je vektorem plastické deformace. Celková
, , ov ...............---deformace je dana vektorovym souctem AC. AB + BC • Sledujme, co se bu-

de dít s modelem na obr. 9, když při konstantní síle N budeme zvětšovat

ohybový moment H • Bod C se bude posouvat vpravo, až narazí na stranu
čtverce KL, která má rovnici

N
Nhl

+ :: 1

- 14 -
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OBR. 9

1

OBR. 10

Podle obr. 8 poznáváme, 2e
se do plastického stavu dosta
la pouze dolní příruba. Sku
tečně, dosazením z rovnic
(2.10), (2 • .3) a '(2.4) do (2.11)

vyjde <Ocl -=<01(. • TOI.1U odpovídá
bod 1 na obr. 10. Ohybový mo-
ment už dál nemůže vzrůstat,

ledaže by zároveň klesala síla
N tak, aby rovnice (2.11)

zůstala v platnosti. Budeme-li
ohybový moment dále zvětšovat,

bude čep C odstrkovat rál'1 vpra
vo nahoru, takže přírůstek.

-.,.. ,
vektoru AB plastickych de-

ae j'M. ~ formaci bude kolmý ke stl'aně
-A-.-o----------I.., KL (obr. 9). Relativně k rámu

se bude čep pohybo~at podél
strany KL k rohu L,~<~akže

-iII-
přírůstek vektoru ~~apět.~ BC

(a vektoru elasticlcéde'forma-

ce) bude s'padat do této strany. Předl>oklá

dejme, žeb(!)d C bude pokra~ova~; ve svém
přímočarém pohybu e,l'\ = konat. Síla N bude
klesat a moment Mvzrůstat (čá~a 1-2
na obr. 10). Výsledná deformace t n se si

ce nebude měnit, ale, její plastická aložka
se bude zvětšovat' v pomě:ru k E1<. stejllě ja
ko plastická složka křivosti v poměrtt

ke ae". Napětí ve zplastizované doln{ pří

rubě bude konstatní, totiž <?et:b'", kdežto
elastické napětí v horní př:íru'bě bude kle
sat. Až se čep C dostane do rOllU L, budou
obě při:x.-uby v 'plasticltém stavu (Ihorni

, v tlaku a dolní v tahu) a další vzrťiet plastické složky poměrn~h6 prodlou
ženi €n ustan~ (bod 2 na obr. 10). Na.dále poroste už jenomkřivo'st St' a
síla N bude nulová. Úplně se eliminovala plastickými deformacemi. Výsled

ná zobecněná napjatost bude mít už jen jednu nenu·lovousložku, totiž ohy

bový moment M -= 'Mm. Jde o mezní stav při čistém ohybu. Hi,sto:t'ie se už
neuplatňuje, nebot byla zatěžovacím procesem 0-1-2-3 ná obr. i') ,fe ':fázi
2-3tliminována.

Na obr. II je ukázáno, že do téhož stavu 2 deformace i napjatosti
lze dospět z výchozího bodu O rťiznými cestami (01'2, resp. 012). Kon.ečný

.. 15 ...
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OBR. 11

OBR.12

stav je v tomto případě vždy týž, nezávislý
na historii. Porovná~e-11 obr. II a obr. 12,
vidíme, že na obou obrázcích odpovídají body 0,
resp. 2 stejné výchozí, resp. konečné c&lková
deformaci. Poloha rámu je však vzhledem k vý
chozí poloze pokaždé jiná, tj. riizní se plast1c- .
ké složky deformace. Také poloha bodu 2 vzhle
dem ke konečné poloze rámu je jiná, tj. ruzní
se i napjatosti, a tím 1 elastické deformace.
Přestože jde o stejnou výslednou deformaci
v obou případech, liší se její rozděleni: na
elastickou a plastickou složku podle historie
zatěžování.

Nyní vytvoříme kinematický model znázorňu-"

jící kombinované namáhání v tahu a ve smyku

pro příp~d elastickoplastického materiálu. Ta
kové namáhání lze vyYodit v tenkostěnné trubce
namáhané tahem a krutem. Podle Misesovy hypoté
zy vznikej í plast ieká deformace jen tehd.y, na
bývá-li funkoe

(2.12)

nulové hodnoty. Vždy jer~O. Body uvnitř oblas
ti, ·pro něž F<O~náleží elastickému stavu.
Na mezní čáře F= O mohou rias~at plastické de
formace. Případ F > O je nepřípustný. Při jedno
os.é napjatosti je tt -= O a na mezi kluzu (;::: G*k:, •
Při prostém smyku je (;- '= O a na mezi kluzu.
1:=s"/\]3 -= ~~ • S označením

(2.13)

mužeme navrhnout kinematický model v bezrozměrových souřadnicíoh, jak je
zakreslen na obr. 13. Rovnici mezní křivky (rámu na obr. 13) dostE:.neme
anulováním funkce F z rovnice (2.12). Po úpravě bude

l= f CO )2. (~)t _1 = O ( 2 • 13 )
C3't.'I. "" \~\!. +- t'~

V souřadnioích l~ trak.) , t~ I 'Ck.) je to kružnice o jednotkovém poloměru.
~ v , v

Vektor BC jednotkové délky znázornuje napjatost a zaroven elastiokou.....
vektorovou složku přetvoření. Vektor AC , který není na obr. 13 zakreslen,
znázorňuje výsledné přetoV·oření. Vektor AB jeho plastickou vekto1"oVOU

složku.

- 16 ..
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OBR. 13

bez tření. Poměr bezrozměrových složek vektoru
ryohlosti je tedy v daném okamžiku stejný jako

..,,--+- v

žek vektoru napet1 BC, takze

Plastické deforma
ce nevznikají, je-li bod
C uvnitř rámu, tj. v ela
stické oblasti F<O • Ne
vznikají však ani telldy,
je-li bod C na hranici
F =: O , pokud '3e bude po

hybovat ve směru tečny

ke kružnici nebo směrem

dovnitř. Bude-li se po
hybovat jinak, bude "od- h

strkovat" kruhový rám vždy
ve směru normály v doty
kovém bodu C, ťj. v ~omto

případě ve směrtl poloměru

BC. Mližeme si představit,

že rám je za pt'hybu vle
čen po drsné podložce, tj.
bez impulsu př(!nášeného

z bodu C se ne?ohybuje,
a že se čep C ňotýká rámu
plas~ických deformačn:ích

pom~r bezrozměrových slo-

Zde 'řr, Ep značí rychlosti poměrných plastických deformací. Dosadíme-li

za poměr 1'(./E.~: 'L""E /r;;t:, G a za poměr E/G =2(1+1')='2.(1+0,5) = 3 (při

plastických deformacích je~. 0,5), dostaneme z rovnice (2.14)

.
~ ::: <o (2.15)

i'p 31:

Známe-li tedy napětí <; ,"C na mezi plastických deformací, nedostaneme
z kinematiokého modelu velikosti plastických deformací, ale jen poměr

jejich přírustkd

pro lim A:t~O. To nás nepřekvapuje. Vždyt ani při jednoosé napjatosti
.nevyplývá z hodnoty <o :-~lt- V diagramu na obr. 4 žádná jednoznačně defi:no
vaná hodnota t • XI
XI Z rovnice (2.16) je zřejmé, že na měřítku času nezáleží•

.. 17 ..



Rovnioe (2.15), resp. (2.16) nevyjadřuje nic jiného, nez ze vektor
rychlostí plastiokých deformací, resp. vektor přírUstkd plastických de
formací má směr normá1y k mezní křivce v dotykovém bodu C. Je-li totiž
rovnice mezní křivky F (~I rc-) = O, má normála směroV'é kosiny v poměru.

l'DF/'iJ(3)/(ruF/1YC;) -= (C) J 3~ • Úměru (2.16) mližeme tedy zapsat také jako

kde ~ ~O je neurčitý parametr. XI Tato "neurčitost" je typická pro ide
. ální plasticitu (bez zpevnění, o němž pojednáme později). stručně můžeme

rovnici (2.17) zapsat maticově ve tvaru

(2.18) .

Význam symbolu je zřejmý ze srovnání obou rovnic. Stači definovat zobecn.ě

né veličiny

Všechny až dosud probrané případy kinematiokých modelu měly určité

společné vlastnosti. Všechny bylY konvexní •. tj. úsečka spojující d.va li
bovolné body mezní křivky ("rámu") nikdy neprooházela mimo uzavřer.Lou

oblast, kterou mezní křivka ohraničuje. Pokud čep C rám posouval, pak po
suv rámu znamenající přírůstek.plastickýohdeformací nastal vždy ve směru

normály k rámu v dotykovém bodu. Jestliže v tomto
4

bodu existovaly dvě růz

né vnější normály (v limitě zprava a zleva), nastal pohyb v někter~m smě

ru uvnitř nebo na hranici úhlu tvořeného těmito normálam1. Jest112:e' vznj.
kala plastioká deformace (rám se pohyboval) a zároveň se měnila napjatost
(čep se pohyboval po hranici rámu), pak vektor přírUstku napjatosti byl
vždy kolmý k vektoru ·přírůstku plastioké deformaoe.xxl První vektor měl
vždy směr tečny k mezní čáře (k hranici rámu), druhý směr normály v doty
kovém bodu. Podtrže'né věty v tomto odstavci lze považovat za axiomy teo
rie ideální plastioity.

x / Není to žádná materiálová konstanta!

~ Kolmost přírůstku napjatosti k přírustku plastická deformace znamená,
že změna napjatosti t~}n1čím nepřispívá k disipaci energie při 'vzrustu
plastických deformací o (d€pl • Přírůstky uvažujeme nekonečně malé.
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3. PLASTICKf POTENCIÁL

Kinematický model ideálně plastického materiálu, navržený původně

pro jednoosou napjatost (obr. 5), jsme induktivně zobeonili pro dvouroz
měrnou oblast (obr. 7 až 13). Nyní se pokusíme shrnout dosavadní poznat
ky a rozšířit je do n -rozměrného prostoru.

Necht je dána zobecněná napjatost veličinami Q1 , Q2, , ••• , Qn •
K té přísluší zobecněné poměrné deformace <t1 f q,2.,' ••• , Cfn takové, že
skalární 'součin

značí měrnou práci (hustotu energie), kterou vykonají zobecněná ·napětí

při nekonečně malém virtuálním přetvoření tělesa.

U I - protilu na obr. 6j~me měli jednak Q,1::G'h, Q2.=~d" 1,= Eh '

CJ.'l. -: CeL' takže A je hustota deformační energie vztažená k jednotce Qbje':'
mu; jednak ~:: M ,Q,z. ~ N ,q" -= Ge ,ch::: €I'l' takže A je detormačni ent9rgie
obsažená v jednotkové délce nosníku. Pro model na obr. 13 jsme měli (~1::~ ,

Q'l. =7: , Ch" € , qt::::Y, takže A mělo význam hustoty detormacni energie.

Plast'icltédeformace mohou vznikat t .splňuj í-li ~obecněná napět~i J~od

mfnkuplast1city

v n-rozměrném prostoru, v němž na souřadné osy vynášíme jednot'livá
zobecněná napětí, představuje rovnice (3.2) mezní plochu (Rlochu pla~
kého tečení). Tato plocha je zobecněním pohyblivého rámu z kinematických
modeld na obr. 5 a 7 až 13.

Zrněni-li se nepatrně zobecněná napětí o diferenciální přírUstky

áQ1 ,dQ1 , ••• , C(Qnaniž dojde k odlehčení, tj. pohne--l! Sta bod zná
zorňující zobecněnou napjatost nepatrně tak, že zustane na mezní ploše
F: O , musí být takédF= O čili

'aF1lF ~ F ( )
fbQ.. olG-i +1>&2. cW.? + --. i- 'OGn dQn = O ),,)

Protože vektor td~dQz.. ...·,edQ.n lT -spadá do tečné roviny k mezní ploše,
musí mít vektor t'l>F/'{)Qt roF/'OQz. .._JoFI'OQn~Tsměr norrnály.Rovnice (3.3) je to
tiž podmínkou ortogonality obou vektorU (jej ieh skalární SOUČi11 je nlllo

vý) •

z dřívějšího výkladu víme, že také vektor přírustku plastických de-



f ' r rl/} (p) .J n (tJ) d n.(p)1 T , v , 1 Y v, o vormacJ. 1v~1 CA-,IJ. ••• -rn J ma amer norma y, takze pr:Lrustky 2Iobecne-
ných napětí nekonaji na přírustcích plastickýoh deformací žádnou rráci.
Bude-li mezní plocha hladká, je v každém jejím bodě jediná tečná rovina
a jediná normála. Pak složky áq~") musí být úměrné hodnotám derivací.
'U F I 'OQi t~ ~ 1, '1., .•• ,n) • Tedy

Přitom dt je konstanta úměrnosti. Rovnice (3.4) představuje zákon plas
tického tečení materiálu. Zobecněná napětí vykonají při vzrůstu plastic
kých deformací práci

Tato práce musí být kladná, nebot při plastic~ch deformacích se rrecha
nická energie nezískává, ale naopak vždy rozptyluje. Protože požadujeme,
aby mezní plocha byla konve:xni, musí být výraz v závorce ve vztahu (.3.5)

pozitivni. Počátek souřadnic v prostoru zobecněné napjatosti je totiž
vždy uvnitř obla.sti ohraničené mezní plochou a konvexnost tét,o plochy V:f

žaduje, aby úhel mezi polohovým vektorem ~Q1 Q.'L .. ~ .. Qn\í a vektorem normály

t'c>F/'1>(i2t 11FfoQ? '''1>F!?JQJbyl ostrý. Výraz v oblé závorce (J.5) je kladný násobek
kosinu tohoto úhlu (to vyplývá z vlastností skalárniho součinu). Pozitiv
nost výrazu v závorce (3.5) znamená, že d.l >e).

Rovnici (3.4) můžeme podělit diferenoiálem času d~ a dosadit

..\, '=' cA'rl dt, 4iP)'" dq,~t»/dt • Bude

• (1))'i)F • (13) _ ~F • Lp) _ . 'Dr (:3.6)
Cf1 '"')., '()Q" 1 q'l. - ~ 1)Q 'Z. I - -. I tl., -..\, ra &2",

Protože disipovaný výkon Q"qf(P) + Q.7.. 4~P) 1" • •• fo &n 41\(1'1) je pozi-

tivní a mezní plocha (3.2) konvexní, je .Á, >O • Pouze tehdy, nevznikají-li

žádné plastické defoxmace, je ~ -=0 • Tento parametr. je tedyvždynezápc'r
ný; u ideálně plastického materiálu zůstává jeho velikost neurčitá. Rovni
ce (3.4), resp. (3.6) určují pouze "mechanismus" plastického tečení a ni
koli velikost plastického přetvoření. Pokud je mezní plocha hladká, je
mezi Dlechan1smem plastického tečení a zobecněnou napjatostí vzájenmě jedno
značná korespodence. Funkce F , která tento mechanismus tečení generuje,
je Misesdv plastickÝ potenciál.
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Viděli. j~mevšflk" že hladkost mezní ploohy nebude možné vždy před

pokládat. Připustme tedy, že' pujde '. pouze o hladkost po částech, tj. že
mezní plocha, ač uzavřená a souvislá, může mít konečný pO,oet. hran a vr
chold (rohů). Její hladké ěás,ti necht mají rovnice

F1 (Qi I Q7.) - •• I Qh) ... O

F'l. t&1\ Q'l,) .... ) Qn) .. O

Elastickou napjatost představují body, které jsou uvnit,ř mezní plochy.
Pro ně jsou všechny funkoe (3.7) záporné. Na mezi plastických deformací
je jedna nebo několik z těchto funkcí nulových a ostatní jsou záporné.
Je-li napjatost dána např. bodem na. prllsečn1ci ploch f;': O';, F'l. =0' t jEiou
funkce F5 až ~ záporné a pro r,rchlosti zobecněných plastických deformací
bude platit

• lp) 'a F; ~ F,.
G} 1 -=).,1 'b Q, +- -\,.z. 'll Qf

• (p) 1F; .' 'O Ft.
q'L -= ~1 'b&1- +- Á-1. f().Q'l.

(3.8)

(.3.9)

Obdobně i pro jiné případy.. Rovn1~e typu (3. 8) nastoupí místo (3. 6). Pa

rametry Á.t až Á4l. jsou nezáporné. Funkce Fil Ftl " .;1="". představuj.í Koiterliv
zobecněnÝ plast1ckýpotenciál.

Ukážeme aplikac1plastického potenc1álu na příkladu rovinné napja
tosti (obr. 14). Jsou dána hlavní napětí ()1. ~1- (e'3 =0) • J1mpřísluší

hlavní poměrná prodloužení €1 f e~ • IIisesova podmínka ple.stioit.y je

F .. f()1'l. + '0'.,.1.. - 10'1 G"1.. - G':: ::.~

Zde (O" představuje mez kluzu př·1 jednoosé napjatosti. Z rovnice (3.6)
dostaneme

(3.10)
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Meohanismus plastické~o tečení: je
dán poměrem

Ě~P) cl ffp) " e-1 -6"1-
É'l.lP) = cA. €'L~)'" ".G' '" - @'1

a je jednoznačně určen napjatosti
Qi1» «)1- • Vypočteme-li z rovnic

(3.10) obě hlavní napětí a dosadíme
je do podmínky (3.9), vyjde vztah

OBR. 1.4

Odtud vypočteme ~ a dosadíme do vztahd (3.10). Pak vypočteme napětí.

Vyjde

Vztahy (3.13) jsou inverzní k rovnicím (3.11). Určují napjatost, která
přísluší danému mechanismu plastického tečení. Ukázali jsme tím vzájemně

jednoznačnou přiřazenost.

Pro objemovou hustotu disipovaného výkonu do~taneme

s použitím (3.13) vyjde
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Je zřejmé, že d1sipova.n:Y'výkon ,je úplně určen, 'znáíne~li děfoi~n:ačn:f(

'rychlosti.

Na pravých stranác:p.· rovnic (3.-,13) jsou homogenní
ď

funkce deformačních

rychlostí (nulového řádu). Proto se hodnoty těchto funkcí nezmění, z:nění

me-li měřítko času.

Misesova. mezní cara (3.9) je hladká, je to elil?sa (ob!~ 15). Vyjde
me-li z _TrescovY.l1.ypotézy" podle _které vznikají plastické' deformace,
když rc-ma,x. -= t-~_':·ro~l'l. ,budemezni čára už j~n po částech' hladká. Zo
becněný plastic'ký potenciál -'tvoří soubor šesti funkoi

/'
/

/
/

/
/

/
'/

'MISES

TRESCA

(3.16)

Představme si napříkldd,

že ~1 ~ ~"I O<: e't <. ~K. •

Pak se nuJ..e _rov:'lá jedině

funkce I; ~ kde~·to os:tntní
funkce jSOťl záp;)rné. Exis
tuje p~oto jednoznačn~'

mech~nismus plaRtiokéllO

tečení

OBR. -15

jedn9~načné. Vezměme např. <O" =- O, <;--'l..' (()"
~. sF) • Podle (.3_.8) vyjde

Přitom A,,, > O • Jakmile
se však bod znázorňujicí

napjatost ocitne v'někte

rém rohu, nebude p~iřaze

ní plas~ick~ho mechan:.Slnu
• Přitom se anuluj,í funkce

• (13) 'OFi ~~
ti -= -l1,. "061 + ~ 'aSi -= -Á3

• (1)) ~Fi ~~
Á2. ~ "l3

(3.18)
t']. -== .Á,'l. tO 6'"1- ..... A,~ 'b~'2-

-=

... ' 2.3 -



Nyní máme dvě nezáporn' konstant 7 '\'1 I Á2. ; poměr

~-

1

obsahuje nyní jeden neurčitý parametr (~/~~) t takže máme nekonečné

jednoparametr1cké množství mechan1smd plastického tečení, která mUže vy-
volat táž napjatost <0,'0 I ~2- -= ~,,- • Pro měrný disipovaný výkon máme
v prvém případě (za předpokladu platnosti Tre~covy hypotézy)

(3.20)

v druhém případě

(3.21)

Lze ukázat, že ve věech případech, které mohou nastat, bude platit
vztah

(3.22)

Rovnice (3.20) a (3.21) jsou ve vztahu (3.22) obsaženy jako zvláštní
případy.

4. ODEZVA A PŘIZP8S0BE.NÍ ELASTICKOPLASTICÚ KONSTRUKCE

Ba příkladu prutové konstrukce jednou staticky neurčitě uložené
ukážeme zvláštnosti odezvy elastickoplastick4 konstrukce na statické
namáhání. V soustavě znázorněné na obr. 16 mají pruty délku tc; ,prO-řez

S~, modul pružnosti E~ ( i. 1, 2, •••• , 17). Prodloužení prutu účinkem

sily 1',:, bude

(4.1)
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kde

značí lineární poddajnost.

OBR. 16

Nejprve určíme síly
v prutech p{;) za př·ed

pokladu, že konstrukce je
pružná (obr. 16). Pot1om
určíme vlastní pnutí, kte
ré muže. ·ex1st,ovat v neza
tížené soustavě vlivem
statické neurčitosti. Re
akce jsou přitom v rovno
váze (obr. 17)~a síly
v prutech j sou 'Pi" •

Předpokládejme, že
na konstrukci působí

"u-násobek vnějších sil
zakreslených na obr. 16 a
také, vlastní .pn.~~íz'mění
me na V -ná8()b~k,;stE1vu

zachyceného na Qbr. ·:17•
Pak síly v prutech budou
dá;ny součtem

OBR. 17 ( 4.)

Rovnice (4.3) vystihuje všechny napětové stavy, které mohou v pružné
konstrukoi nastat.

Deformační energie bude

U :: L ~ 'P~ At~ "'" [, t a.ť 'P1i'l. .-

~ i. (' 1'l1 tf) )\ )'l..-= ~2.. a.~ f ri +". r (;. ~

'" tll- [ a~ 'P~ 9.. -\- t))'1.L a.~ 'P~ 2. +

+)JvV L at: 'P: p/
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Síly ?ť," tvoři S reakcemi na obr. 17 rovnovážnou soustavu. Součin
)J' at: p~ l mdžeme považovat zaprbdloužení· prutO-. při virtuálním pře.r.;voře

ní konstrukce. Výraz Lp. a., 'P~1 Pi \I pak představuje celkovou virtuální
práci~ která musí být podle principu virtuálníoh prací. nulová. J1l1ak ře··

čeno, interakční energie při pdsobení vnějších s11 a vlastních pDlltí je
nulová (Colonett1ho princip). Poslední člen v rovnici (4.4) tedy vymizí,
takže

( 4.5)

Zavedeme-li souřadnice

bude

u = ~2. + 'Y['l.

V rovině ~I' bude pak čtverec ~zdálenosti od počátku udávat celkovou
deformační energii v soustavě. Souřadnice ~ je přitom mírou vel~.koBti

vnějšího zatížení (je-li ~ z O , jsou vnější sily nulové), souřadI.lice

~ je mírou vlastního pnutí.

Je-li vlastní pnutí neměnnt§, je tVL ~-kon!c • To. je rovnice přímky

rovnoběžné s osou úseček. Když se mění velikost vnějšího zatížení ~měrně

k parametru ,tl, , postupuje bod znázorňující napjatost po této rovnoběž··
I

ce. XI Je-li naopak zatížení konstantní, je ~. ~.rt. Tato přímka, rovno-
běžná s osou pořadnic, představuje rdzné rovnovážná stavy sil v prutech,
které odpovídají danému konstantnímu zatížení. Z M4nabréova principu mi
nima komplementární potenciální energie vyplývá, že se při postupném za~

těžování konstrukce, která byla puvodně v přirozeném stavu, budeme pohy
bovat po ose §.. Ze všech rovnovážných stavil (~I 'l7.) při daném ! má
tot iž nejmenší vzdálenost od počátku právě bod (~l O) • To platí tak
dlouho, dokud v některém prutu nevznikne plastický stav.

Plastický stav znamená, že deformace prutu roste, aniž se mění síle
v prutu. Je-li prut namáhán tahem, odpovídá vznik plastického stavu do
sažení meze kluzu v materiálu. Pokud jde o tlak, chová S8 obdobně 1 prut
namáhaný vzpěrem, je-li štíhlý a geometricky dokonaly. Je-li tlaková sí
la v něm menší než Eulerova vzpěrná síla, platí Hookedv zákon (4.J.).

XI Nezaměňuj parametr f s Poissonovým číslem.



Jakmile dosáhneme této kritické sily, zo.stane síla konstantní, i když
se prut dál zkraouje. To ovšem platí jen za ideálních podmínek a pro
deformace jen málo převyšující kritioké zkrácení prutu. Nicméně pro po
souzení odezvy prutové konstrukce lze v prvním přiblížení ztotožnit
Eulerovu sílu s dolní mezí plastiokých deformací, pokud síla o1povída
j íci mezi kluzu v tlaku nevyjde v absolutní hodnotě menší než 'Eulero'va.
Je tedy možné,že mez plastickýoh ·deformaoí v tlaku ~- nebude v abso
lutní hodnotě stejná jako mez plastiokých deformaoí v tahu ?ť't. Budeme

je proto rozlišovat. Síla v prutu pak muže být pouze v intervalu

Do vztahu (4.8) dosadÍJne za. 'P~ z rovnice (4.3) a. za. fl ))
(4.6). Vyjde

(4.8)

z rovni'o

Body ( %(~ ), které vyhovuji nerov~ostem (4.9), vyplňuji nekonečný pás.
Uvnitř tohoto pásu je ta.ké počátek souřadnic, nebot "Pi < OI 1>./ '> O •
Těchto pásů je tolik, kolik je prutů. Jejich prUn1k je mnohoúhelník za
kreslený na obr. 18. Napjatost v prutové soustavě mdže odpovídat jen bo
d~ uvnitř nebo nejvýš na hranici tohoto mnohoúhelník~, nebot bo~y vně

nmohoúhelníku představují napjatost, při níž je nejméně v jednom pru'tu

překročena mez plastických deformací, což nepřipouštíme. Počet r9vno-·
běžných st-ran mnohoúhelníku se nemusí shodovat s poětem prutd,nebot ně
které pásy mohou být tak široké, že celý mnohoúhelník ~e v nich obs8!3en.
Mnohoúhelník by byl k počátku souřadnic středově souměrný, kdyby - 'Pi.-= P/'
To však nemusí obecně platit-.

Počátek O odpovídá přirozenému stavu konstrukce. Zvětšujeme-li za
tížení úměrně parametru ~ t pohybujeme se po čáře O-I-2.Celá konstruk
ce je v pružném stavu, než dosáhneme bodu 2. Tento bod je na hranici
i, -tého pásu, což znamená,že v t -tém prutu vznikne plastická deforma
ce. Síla v tomto prutu. nemuže dále rtiat, takže síly v prutech se musí
při dalším rustu 'z'atížéní přeskupit. Bod znázomujíoi výsledné síly v pru
tech se bude nyní po"hybovat po 'čáře 2-3, což znamená vznik vlastního pnu
tí ('rL >- O) • Jakmile dospěj-eme do vrcholu J,vznikne při dalším zatěžo

vání plastioká deformace v '~-tém prutu, kterému přísluší pás .3-5,10-12.
Když postoupíme po čáře 3-4, dostaneme se do nitra předchozíhopá'Sll,kte

rý příslušel fJ-tému prutu, t'akže se tento prut vrátí do elastlckého sta
vu. Ačkoli tedy zatížení monotónně roste, i, -tý prut je během zatěžování

nejprve namáhán až do plastiokého stavu a pak v dusledku přeBk~pení sil
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OBR. 18

opět odlehčen. Kdybychom pokračovali v zatěžování až do'vrcholu 5, 'ne
mohla by souřadnice ~ dál růst. Dostali bychom se do mezníh.9__stav!=!, _
při kterém se konstrukoe zhroutí. Jestliže jí předtím v bodě 4 odlehčí

me t bud.e se souřadnice § zmenšovat za konstantního t t nebot odlehčo

vání probíhá elastioky.

Dostaneme se do bodu 6, při němž je zatížení.stejné jako bylo v bo~

dě 1, ·avšak napjatost konstrukce je nyní j 1ná, l1šíse o soustavu sil
příslušných vlastnímu pnutí. Je zřejmé, že se výsledné síly v pruteoh
mohou 1 při stejném zatížení lišit a že záleží na hist'ori1 zatěžování.

Při úplném odlehčení se dostaneme do bodu 7. Jeho po~adnice ukazuje ve..
1ikost vlastního pnutí, které bude v konstrukci existovat, ačkoli ta není
vnějšími silami vůbec zatížena. Kdybychom změnili smysl pusobících sil,
pokračovali bychom v rovině ~ I ftL po dráze 7-8-9-10-11-12. Bod 12 odpoví
dá opět meznímu stavu. Při pohybu po straně 9-10 bude v plastickém stavu
opět L -tý prut, nebot tato strana je rovnoběžná se stranou 2-3. Podobně

bude při pohybu po úsečce 10~11-12 v plastickém stavu ~-tý prut, kdežto
~-tý prut se vrátí do elastického stavu. Kdybychom v bodě II změnili
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smysl zatěžování, dostali 'bychom se postupně dohodu 13, který předsta-

. vuje úplně odlehčen'ou konstrukci, pak do b~du 14" při němž je 'vnější za
tížení stejné jako bylo v bO'dul nebo 6,pakdo bodů 15-2-3-4-5'•.

Podle rovnice (4.7).88 čtverec· vzdálenosti bodu, odpočátkl.1 ·rovná
elastické deformační energii~ To znamená, že např. úsečka 07 ji! odmocni
nou deformační energie vlastního pnutí zbylého v konstrukci po úplnéJn
odlehčeni z bodu 4. Když budeme odlehčovat konstrukoi z bodu5~ bude mít
tuto vlastnost pořadnioe bodu 17, která je menší než pořadnice'bodu 5,
nebot počínaje bodem 16 nast'ala při odlehčováni změna vlastního pnutí.
Pro některé účely je výhodné této změny ~edbat a definovat fiktivní de
formační energii vlastních pnutí existujících na pocátku odlehčování,

tj. v bodě 5. V tomto případe je to čtverec úsečky 0-18.

Nyní mužeme některé poznatky zobecnit. Pokud nenastane odlehčen:í,'

vznikne ze všech možných rovnovážných stavti ten, při němž je elastioká
deformační energie minimální; přitom napětí v konstrukci nikde nepřekro

čí mez plastický.ch deformací (p'rincip Haaruv-Kármánův)• Pojem odlehčeni

se vztahuje pouze na vnější síly. U vnitřních sil v prutech muze odlehče

ni nastat, i když zatiženístoupá. To byl případ C-tého prutu přlpohybu

p~ dráze 3-4. Mez plastických deformací představuje v daném případě mno
hoúhelník na obr. 18.

Uvedený princip obměnili Prager a Symonds v tom smyslu, že požadavek
minima celkové elastické deformační energie nahradili požadavk'cm, aby b~y~

18 minimální fiktivní deformační energie vlastních pnuti.

'Např. v bodě 4 vyplňují všechny přípustné stavy rovnováhy úsečku,

kterou mnohoúhelnik 'Vytínána přimce ~:::: ~4 • Skuťečný stav odpovidá
tomu bodu na této úsečce, který je nejblíže k počátku (podle Haara--K,írmá

na), resp. který je nejblíže k ose úseček (podle Pragera-Symondse).
V obou případech jde o bod 4•

. Jakmile připustíme odlehčování, nebude možné stanovit jednoznaoně

hodnotu ryt ~ je-li dáno € • Např. pro ~ ::: ~1 mohou nastat stav;! 1, 6, 14
závisle na historii zatěžováni. Pro tento obecný případ proměnlivého za
těžování platí prillcip Greenberguv: když se nepatrně posune přímka rovno
vážných stavů ( § =konst) vlivem malé změny vnějšího zatížení (~~ ~to{g ),

pak se bod znázorňujíoí výslednou napjatost posune po nejkratši dráze
tak, aby neopusti~ ani přímku rovnovážnýoh stavti, ani uzavřeno'l oblast
mnohoúhelníka (oblast možných elastických a plastiokých stavu)··... Jinale
řečeno: při nekonečně malé změně vnějěiho zatíženi nastane ze všech sta
ticky přípustných změn napjatosti taková změna, která by sama () sobě

(bez účasti vlastního pnuti) vykonala nejmenší e~astickou defo:cmační

práci, aniž se přitom kdekoli přestoupí hranice plastických detormac:l.
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Pokud jde o mezní stav 5, resp. 12, při němž se úplně vyčerpét nos
nost konstrukce, je zajímavé, že mezní stav nezávisí na zatěžovací histo
rii. Úsečka přípustných rovnovážných stavd se v něm zredukuje na pouhý
bod. Z tohoto poznatku lze dedukovat Fajnbergovu větu: mezní stav nenasta
ne, lze-li pro dané zatižení konstrukce nalézt nějaký rovnovážný otav
elastické napjatosti.

Sledujeme nyní, co nastane, bude-li se zatížení periodicky měnit

v mezích ~d. ~ ~ ~ €h • Neoht je např. ~ct;: §,'1 I ~h - g~ • Pak na dráze
15-3-4 se budou plasticky přetvářet pruty ~, k a na dráze 8-9-l0-:!.1 pru-
ty i, i'l ~ , z toho pruty i, ~ v opačném smyslu než dříve. Lze se domní
vat, že opakovaná plastická deformace, st už se její smysl mění, oi niko
li, přivodi nakonec poruchu a zhroucení konstrukce. Kdybychom zvolili
~et =~q I ~h -::: ~ 4 ' přetvářely by se pruty kl J .dokonce vždy jen

ve stejném s~slu, takže by brzo nastaly velké deformace a poslézo poru-
cha.

Zcela jiný případ nastane, bůtle-li ~ct:: ~111 ~h '== ~1 • Při prvním
zpětném půloyklu po dráze 1-0-22-11 nastane v poslední fázi plastická
deformace k -tého prutu, ale další zatěžování probíhá už výhradně po drá
ze 11-1.3-14-13-11, tedy v elastické oblasti. Konstrukce se danému zatěžo

vacímu režimu přizpusobi1a tak" že další zatěžování probíhá beze změn tr
valých deformací a nebezpečí poruchy (v ~ezích platnosti daného mJdelu)
nehrozí XI. Přizpůsobení konstrukce se dosáhlo vznikem vlastního pnutí

.. daného pořadn1ci bodu 13. Stejný efekt by mělo i vlastní pnutí d·a~é kte··
rýmkoli bodem na úsečce 13-20.

Schopnost konstrukce přizpůsobit se danému režimu periodickén~ zatě

žování je zřejmě dána tím, že je možné najít na nějaké přímce ~ ~ konet.
otevřenou množinu bodli v intervalu ~Gt < ~ < ~h , která je celá v elas-
tické oblasti. Jde tedy o úsečku mezi sv1s11cemi g= get J €::: gh ,která
je oelá v elastické oblasti, až snad na koncové body; ty'mohou být na hra
nici plastických deformací.

Znázornění stavu zatížení a napjatosti v rovině §,'Y/., na obr. 18
bylo možné, protože šlo o jednou staticky neurčitou konstrukci, u které
existoval jen jeden systém sil v prutech neza.tížené konstrukce, který
tvořil vlastní pnutí.

Kdyby byla konstrukce dvakrát s'taticky neurčitá, byly by takové
systémy dva. Kromě sil ~~) odpovídajících elastické konstrukci bez vlast-

XI Přizpťieobeni; rusky "prisposobljajemost",
angl. "shake-down".
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nícll pnutí bychom m~11 ještě dvě vlastní pnuti tvořená soustavami sil
1>.ll 'P~ lU • Z prinoipu virtuálníoh praoí a. z toho, že vlastní pnutí tvo-
ří rovnovážný systém v nezatíženém tělese, bychom odvod:f.li podmínky orto
gonality

( 4.10)

Takže by platilo

kde
~ ~ A, .~ i L Cl~· p~\ 1

"1. ::: f ~ ~ L. ~~ 'P~ l)7.

~ ': " ~ t [. a~ 'P~ lil 20

(4.11)

(4.12)

Všeo)my rovnovážné stavy odpovídajíoí danému vnějšímu zatížení f~ ~11!t.

vyplňují v prostoru ~ I 'l1. I S rovinu.

Místo mnohoúhelníku dej i podmínky (·4. 8) pro

(4.13)

mnohostěn. Všec)my uvedené věty py platily 1 pro tento prostorový př:ípad.

Kdyby byla konstrukce n -krát staticky neurčitá, potřebovali bychom
k analogickému geometriokému znázornění (n + 1) - rozměrný prostor.

Prutová soustaya má konečný počet stupňu volnosti, nebot její pfe
tvoření je úplně určeno posuvy styčníků, jichž. je konečný poče't. Avšak
metodu, kterou jsme použili, mťižeme snadno zobecnit i pro kontinuum, kte
ré má nekonečný počet stupňli volnosti. Ukážeme to na příkladu nosníkll
znázorn.ěného na obr. 19. Budeme předpokládat t že má idea11zoV&11Ý pro.:~ez

podle obr. 6, takže jeho deformační charakteri8t~ka odpovídá r'i'olog1(~ké

mu modelu elastickoplastického mat"er1á1u (obr. 20). Nosník má ,jednotko
vou délku (e = 1 m) a je spojitě rovnoměrně zatížen. Ohybový moment pro
elastický nosníkzatěžovanyzpřirozeného stav.u je úměrný výrazu
l- II xt +b x. - 1) a pro vlastní pnut í máme ohybový moment úměrný výraz'l
l - x +1) • Výsled~ý ohybový moment bude

M :... hiH'+-f.t-:tU
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M'

OBR .19

kde jsme položili

Je,

OBR.20

MU -= -)(+1'

Elastická deformační energie v nosníku bez vlastn:ího pnutí je

'1... ·i
~'1.. A; r M'''-. \ 1 ~
S -:-- J dx -= 10 EJ A:'lEJ o

Táž energie pro vlastní pnutí vyjde

1- 4
r'fL'L = ;{EJ JMII 1.~Ú. -=

Pro ohybový moment platí nerovnost

Dosadíme-li sem z rovnic (4.14), (4.16) a (4.17), dostaneme

( 4.18)

Tento vztah představuje pro X z intervalu <0, l'> nekonečně mnoho Itekoneo
ných pásli v rovině ~ I ll, t jejichž prUnlk je zakreslen na obr. 21. Strany-
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c

!B, CD --jsou .obálky·· přímek
p.l'O O --~ X -~ OIG?b', ~cdežto

strany BC·, DA '·odpovi(la.j"f hc)dno
tě X:& O. Pdsobí-li zat ížellí
dolli,odpovídá mu me~ní stav A
s plastickými klouby v řezech

X" O I X;, 0,6'2..5 • Působ:(-li

nahoru, vznikne mezni stav C

s "klouby v týchž místech.

o

OBR.21

5. TEORIE PLAST IcKfcH MEZNfcH STAvB .

Na příkladech.uvedených v minulé kapitole jsme ukázali, že mezní
stav elastickoplsstioké konstrukce závis"í jen na typu zatížení, ale 111

koli na, jeho časové historii. Mezni stav nastává, mohou-li plastioké
deformace nardstatpř1 nezměněném zatížení. Toto mezní zatižen:í nemůže

za podmínek statického zatěžování dále vzrdst,' nebot přírůstek sil není
konstrukce sohopna přenést; vedl by ke zrychlení a zhrouoení konstrukce.

Dříve běžný výpočet statických konstrukcí vyoházel z koncepce d?vo
lených napětí. Největší napětí v elastioké konstrukci nemělo v absollltní
hodnotě překročit určitou mez, zpravidla danou zlomkem G"K./ k meze klu
zu ťQt , přičemž ~- je míra bezpečnosti vzhledem ke vzniku plaatioký()h
deformací. Takový výpočet nerespektuje ani přizpti.sobení konstr'lkc'e, fini
její mezní stav. Míru bezpečnosti lze určovat také vzhledem k meznímu
stavu jako poměr mezního zatížení ke skutečnému ,zatížení (zs"p1'edpokla
du, že se zatěžujíoí síly měni proporcionálně). Označme tut'o druhou míru
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bezpečnosti V.,. Vždy, b:ude' V ~ .. ~ • Rozdíly mohou být značné. Budeme-li. .,

např. zat~.žovat svislou 8'i1outři pruty ze stejného pružnop1astického ma-
teriálu a se stejnýmpruřeze:gJ. (obr. 22), bude poměr ,obou hodnot

OBR.22

ných napětí

Pro ~ • 30° je tento poměr jen asi
1,19, ale pro ~ = 450 je to už 1,41.
To znamená, že by ke zhrouceni konstruk
ce došlo při zatížení převyšujícím

o 41 % hodnotu, při níž vznikly první
plastická deformace. Snaha povyuž1tí
této pevnostní rezervy, kterou poskytu- .
jí ,plastické deformace, vedla 'k rozvíj~

ní teorie mezních stavu, jíž se budeme
nyní podrobněji zabývat.

Budeme předpokládat, že napjatost
v daném miste je dána vektorem zobecně-

a příslušná přetvoření vektorem zobecněných deformací

takovým, že skalární součin

představuje práci zobecněných napětí při virtuálním přetvoření tělesa,

vztaženou k jednotoe objemu V •

Uvedli jsme již některé příklady, zde připojíme další. U rotačně

souměrné tenké skořepiny má vektor zobecněných napětí čtyři prvky, totiž
obvodový moment, meridiální moment, obvodovou silu, ~eridiální sílu;
vektor zobecněných deformací obsahuje změnu obvodové křivosti,změnu kři

vosti meridiánu, obvodové poměrné prodloužení a meridiální poměrné pro
dloužení' (vestředni ploš~ sko.řepirl.y). Za element objemu dV se ber'e ploš
ný element sl:t0řepill.Y. U krouceného hřídele se zobecněné napětí rovná krou
ticímu momentu a za zobecn'ěnou deformaci bereme zkos. Element "objemu" je
pak totožný '8 elementem dél~y hřídele. U rovinné napjatosti podlé obr. 14
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máme [Q. J .... [6"1 <O1.1 ~ {Cf.}"" [E1 Et. 11'
krát skutečny objem elementu.

a element objemu je tento-

Vycházíme přitom z předpokladu, že plastio,ké deformace nenastanou,
dokud 'není splněna jistá podmínka plasticity

v ,.., F~oTento predpoklad je značnou 1dea11zac1. Předpokládáme, ze při -
žádné· trvalé deformace nenastanou, žádné dislokaoese,n.eposunoll, až na
jednou při hodnotě F::·O vznikne náhle jejich hromadný pohyb. Tato
nespojitost je, .. trochu nepřirozená. Byla proto navržena také endochro.nní
teorie' plasticity g, -použitím "skrytých" proměnných,kterč.~ se obejde bez

podmínky plasticity, ale tou se nebudeme zabývat XI.

Podmínka plasticity (5. 5)8e dá znázornit v n -roz,měrném prostoru
jako mezníplooha {v souřadnicíoh Q1'Q1.1 ..... &r\>. Bývá též nazývána plooha
plastického tečení. V 2. kapitole jsme ukázali, že mezní plocha je kon
vexní.To znamená, že tečná rovina (nadrovina) vedená v bodu P, což ,je
koncový bod vektoru napětí OP. t Q} , neobsahuj e žádný vn!třní bod

oblasti F <O uzavřené mezní plochou. Muže však- obsahovat body sp~áu

jíoí podmínku F= O ~ r~ohou .nastat tři případy znázornenéna obr., 23 až
25. Na obr. 23 existuje v bodě P jediná tečnárovin~,mezní'plooQ.ajle

t n

OBR.23 OBR.24

XI Viz K.C. Valanis ve sborníku Foundations of plastioity, red. A. S,9.W

czuk, Noordhoff, Leyden 1973
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OBR. 2 S

sl vnější normály v dotykovém bodu

hladká. Znázorníme-li na těchto

osách v jiné stupnici vektor 'poměr

ných plastických deformaci rq.1 :::
•• • i-= l G'f,1 , 'C1t. '... <tn 1 " musí být ", kolmý

k t'ečné rovině. Skalární součin.

představuje výkon disipovaný plas
tickými deformacemi. Tečná rovina
k mezní ploše je přitom jednoznač

ně určena vektorem {41 (jedr:oznaě

nost vyplývá z konvexnosti mezní
plochy a z požadavku, ab.y vektor
rychlosti deformací měl směr i smy-

P). Mdžeme proto psát, že

Na. tonl se nic nezmění ani v případě, že mezní plocha má hranJ avr..
chóly, tj. že je hladká po částeoh (obr. 24). V bodu. P nyní existL.je c~lý

svazek tečných rovin, ale jen jedllB. z nioh splňuje poža~avek kolmc'sti
k vektoru f4} • To znamená, že k danému vektoru napěti patři v tomto pií
padě nekonečna mnoho možných plastických mechanismu, ale ~e každé~u z nich
patři vždy týž vektor napjatosti. Vektor I&l je tedy vektorem {41 určen

jednoznačně, opačné tvrzení však neplati.

Na obr. 25 neni sice přiřazeni vektoru [Q.} k vektoru {41 jednoznačné,
ale skalární součin (5.6) je přesto určen jednoznačně. Závislost (5.7)
proto plsti v každém případě.

Kdyby v tělese vznikla jakákoli napjatost (Q*lpod meziplastiokých
deformací (znázorněná na obr. 23), platila by nerovnost zřejmá z geometric
kého názoru

(5.8)

Tato nerovnost vyjadřuje M1sesdv prinoip maxima hustoty disipovaného vý-:
~. Je-li dána nějaká soustava rychlosti plastických poměrných čtefor

mací, pak při skutečné napjatosti vzniká vždy větší hustota disipovaného
výkonu než při jakékoli jiné, fiktivní napjatosti pod mezi plastických
deformací•.

Neoht vnější síly působí~í na těleso tvoří vektor zobecněných sil
CP} ::: t. P1 p1.. ••• 'P t.t ] T. .
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Se zobecněnými rychlostmi {pl ... (PfP,- ... PN)1 lze utv&řit:skalll!im31
součin

který představuje celkový příkon dodávaný tělesu. Ten se musí rovnat vý
konu spotřebovanému vnitřními silami, takže

(5.10 )

Rovnici (5.10) lze považovat za důsledek zákona zachování energie pro tu
hoplastické těleso (výkon elastickýoh deformací neuvažujeme). Lze ji však
chápat i obecněji. Soustava vnějších a vnitřních sil tvoří rovnovážný
systém (zrychlení se neprojevuj i a byla zanedbána). Pro takový sy'stém·
platí princip virtuálních prací. Zvolíme libovolné přetvoření tělesa.,

při němž vzniknou posuvy [ bplpuSObišt sil t P1 a přetvoření fb<f r, na nichž
vykonají práoi vnitřní síly fQl. Ptiusi platit rovnost

(5.11)

Deformace {~1 a posuvy {&~1_volíme zcela nezávisle na napětích t lX) 6.

na silách [P} • Jde o myšlenkový pokus, který probíhá při zast6~veném čase.

Nic nám však nebrání v tom, abychom tyto přírustky považovali za výsledek
skutečného pohybu rychlostmi [41, [~} za dobu St • Bude

Když (5.12) dosadíme do (5.11), dostaneme (5.10). Tentokrát však nepujde
o zákon zachování energie, nebot rychlosti posuvů a deformací nijak nesou
visejí se skutečnými silami a napětími. Mližeme si je vymyslet jakkoli,
jde jen o to, aby spolu kinematicky souvisely. Pak rovnice (5.10) vyjadřu

je princip 'virtuálních výkonu.

Kinematickou souvislosti zde rozumíme to, že poměrná přetvoření

ey1J q,l,j ", ) q.n i posuvy ~tl P'Ll''''PN jsou odvozeny z téhož vektorového
pole posuvů, které má všechny derivace, jež se vyskytují ,v kinematických
vztazích pro poměrné deformace,- spojité.. Takové pole posuvu nazýváme lY::
nematicky přípustné.

Podobně pole napětí, které splňuje diferenciální rovnice rovnováhy
a má spojité všechny derivace, jež do těchto rovnic vstupují, 8 kteI,é je
zároveň v rovnováze s vnějším! silami 'Pi J 1>2) ." I ~N , je staticky pří-

'pustné.

Derivací pole posuvů podle času dostaneme pole rychlostí posuvu.
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Takové kinematicky př~pus~né pole ,rYchlostí posuvl1,bude~e nazývat nesta
bilním, bude-li mu příslušet větší příkon, než. je disipovaný výkon.

Staticky přípustné pole napětí budeme považovat za stabilní, bu
dou-li všechna napětí v celém tělese pod mezí plastických deformac.í.

Nyní již mužeme formulovat první větu limitujíoí velikost mez,ního
zatížení. Při daném zatížení tuhoplast1ckého tělesa nemohou v n,ěm vznik
nout plastické deformace, lze-li pro ně nalézt stabilní, staticky přípuej:

né pole napětí. To znamená, že mezní zatížení bude vždy vyšší než dan'é,
na něž se vztahuje uvedená věta. Dané zatížení udává proto pro mezní ze
tížení', dolní hranici.

Důkaz věty vedeme sporem. Budeme předpokládat, že opak je pravdou,
tj. je-li dané zatížení tl'},je mezní zatižení V tf} I O~ v= 1 • Necht
tomuto meznímu· zatížení Odpovídá napjatost \,Q). Stabilni,static1t.~r pří

pustné pole, které jsme nalezli pro zatížení t Pl ,je {Q*J,. To znEJl1ená,
že za mezního· stavu bude toto pole· V ,{ Q}'} • Pak musí platit princip vir
tuálních výkonů jednak pro rovnovážný systém V (?} I iGH , jednak p~o rovno
vážný systém vf?} I V 1Q*1. Bude proto

(5.13)

(5~l4)

Odečtením dostaneme rovnost

Odpovídá-li vektor rY9hlosti deformace meznímu stavu, je integrand na le
vé straně rovnice (5.15) podle (5.8) vždy větší než integrand na pravé
straně. Proto také je integrál na levé straně vštší než na pravé, ačkoli

rovnice (5.15) říká opak (není V > 1 ). Vzniká proto spor. Tím se potvr
zuje platnost věty.

Druhá limitující věta je obdobná. Lze-11 pro dané zatížení tuhoplas·
tického tělesa nalézt nějaké nestabilní, kinematicky·přípustnépole
rychlosti pOSUV~t pak plastické deformace vždy vzniknou. To znamená, že
mezní zatížení nemťiže být větší než dané. To tedy udává pro mezní zatí
žení horní hranioi.

Dukaz vedeme opět sporem. Dané zatížení. je {P}, nestabilnímu, kine
maticky přípustnému poli rychlostí posuvil příslušejí vektory f4} I {~! •
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Kdyby věta nebyla pravdivá, mohlo by se zatížené těleso pohybovat také
s napjatostí íQ~} , která by byla s daným- vnějším zatížením v rovnováze.
~iuselo by proto platit, že

Avšak podle (5.1,0) a (5.8) nemůže rovnost (5.1,6) platit. Proto je vě"ta

pravdivá.

V další kapitole ukážeme, -jak lz.e těchto vět, zdánlivě. neužiteč.nýcht
použít k přibližnému (a někdy i přesnému) výpočtu mezního zat.ížení pro
ideálně tuhoplastická tělesa a jejich soustavy.

věty uvedené v této kapitole ,se zakládají na nerovnosti (S.8)t

která se týká různých napjatostí při stejném poli časové derivace pIa&
t1cké deformaoe, a na rovnici (5.10), oož je princip virtuálníoh výkond
pro tuhop1astické těleso. Ačkoli rovnioe (5.8) platí 1 pro prulnopla~tic

ké těleso, odvozené věty se vzt.ahují jen k tuhoplastickému těl~su vzhle
dem k omezení, jež platí pro rovnici (5.10). Vnucuje se proto otázka,
lze-li pojem mezního stavu a mezního zatížení odvozený ve 4. k.g,p1to,1,a
pro pružnoplastioké konstrukoe rozšířit 1 na tuhoplaatioká tělesa a
na jejich soustavy.

Při odvození obr. 18, popř. 21 jsme vycházeli z předpokladu, že
pružná napjatost v konstrukci splňuje podmínky rovnováhy· platné pro ~e

deformovaný tvar tělesa. To je možné jen tehdy, jsou-l~ deformace malé.
Tento požadavek musí konstrukce splňovat pro všechna zatíže·ní :nenší než
mezní. O jeho splnění je nutné se přesvědčit případ od případu. Předpo

klad tuhoplastiokého tělesa nepřipouští vubec žádné 'deformaoe, dokud se
nedosáhne mezního stavu. V tom je kvalitativní rozdíl.

Později ukážeme, jak se ~ohou v některých případech projevit velké
pružné deformace a ovlivnit odezvu sOtlčást1 na rostoucí zatížení. Větši

nou však nebývají malé deformace pružnoplastiokých konstrukcí při určo

vání mezního stavu významné, takže lze vyoház~t z rovnic rovnováhy o1vo
zených z tvaru nedeformovaného tělesa. Zůstává jen jed~a důležitá otázka,
zda totiž mezní stav pružnoplastických konstrukcí je totožný s mezním
stavemtuhoplastickýoh konstrukcí.

Tuto otázku lze zodpov~dět tak, že znásobíme moduly pružnosti . Ei
pružnoplastické konstrukce nějakým parametrem ~ > 1 a přejdeme v l:imi-.

tě k nekonečnu. Přitom se bude měnit obrazec ~akreslený na obr. 18, :resp.
21 .tak, že se budou měnit měřítka na stupnicích ~ J 'rL , nebot podle de
fin<io (4. 6) jsou čtverce těohto vellqin rovny deformačním energiím a ty

j sou nepřímo úměrné modulUm pružnosti. Změnou měřítek se však na cha··
rakteru odezvy konstrukce nic nezmění, takže mezní stav pružnoplastického
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tělesa je totožný s mezním stavem tuhoplastického tělesa. Důkaz tohoto
tvrzení podal přesněj i R., Hill roku 1951.

Při odvození vět v této kapitole jsme předpokládali spojitos1: der!..
vací vstupujícíoh do kinematiokých rovnio, popř. do diferenciálníc.h rov
nic rovnováhy. Tyto požadavky jsou velmi přísné. Věty odvozené v této
kapitole platí i pro nespojitá pole, u niohž na hranicích nespojitostí
existují pro derivace limity zleva a zprava. To lze dokázat tak. že se
nespojitost nahradí spojitým pruběhem v úzkém pásu, jehož šířka pi~ejde

v limitě k nule. Ukáže se, že odvozené vztahy z~stanou při tomto přechodu

v platnosti.

6. RÁMOVÉ KON8TRUKCE

Vyšetříme mezní zatížení rámové konstrukoe znázorněné na obr. 26.
Budeme předpokládat, že je vyrubena
z tuhoplastického materiálu a že mez·

ni ohybový moment je ve všech průře

zech týž. Křivost prutů v libovolném
řezu je nulová. dokud je ohybový mo
ment Mo v absolutní, hodnotě me~ší

než mezní moment MM. Může být libo-
volná, je-li I Mo l == Mrn • Nepřihlí-

žíme tedy - prozatím - k tahové či

k tlakové síle N v prutu.

Dostane-li se soustava do mezní
ho stavu, vytvoří se plastický mecha-

OBR. 2 6 nismus s jedním stupněm volnosti, kt~!-

rý je jednoznačně přiřazen typu danél10
zatížení. Tento typ je dán poměrem zatěžujících sil, který se nemění.

Všechny síly se tedy zvětšují proporcionálně k témuž-parametru V • Ptáme
set při jakém V se dosáhne mezního stavu.

Při elastioké napjatosti jsou největší absolutní hodnoty v rozích
rr':\lnu, v působiětích osamě'lých sil a v místech vetknutí. Mezi těmi'to lo
kálními extrémy probíhá ohybovy moment lineárně. Lze proto předpo:k:ládat,

že plastické klouby mohou vzniknout právě jen v těchto šesti míei;ech.
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Protože konstrukce je třikrát staticky neurčitá, mtižeme užitím. šesti
·kloubo. vytvořit plastický mechanismus s jedním stupněm volnost. i třemi

lineárně nezávislými zpusoby. Tyto tři mechanismy jsou zakresleny na obr.
27. V každém kloubu vzniká nekonečně velká změna křivosti (zlom) za sou-

3

1

(o)

/

3 5

(b)

OBR. 2 7

/

3

(C)

5

časného působení mez~ího momentu Mm • Za pozitivní úhlovou rychlost,
S jakou se mění úhel ramen plastického kloubu, budeme brát takovou, kte
rá zvětšuje vnitřní úhel. Jednotky, v nichž měříme úhlové rychlosti,mo
hou být libovolné, nebot na měřítku času nemdže záležet. Proto jednoduše
zvolíme v kloubu 1 na obr. 27 (a) úhlovou rychlost W1 =-1. Posuv
kloubu '1. vpravo bude 11'2- -= - 3aw1 =-+ ~a., a úhlová rychlost W1, -::: - 'tJ'Lla : -3.
Pak už snadno určíme W~=-(W1.+w.. ):::- 4 • Příkon P vnějšíCh sil je přitom

'P -= 1.v F '\J'~ = GV Fa. a disipovaný výkon ])= Mm (lwll + iW2.1 -to 11.0311 ~. BMm •
Tyto velioiny vypočteme obdobně i pro mechanismy znázorněné na obr•. 27
(b) s (e). Výsledek je uveden v prvních třech řádcích tab. 6.1.

K výpočtu mezního stavu rámu podle obr. 26
Tab. 6.1-_ ..__..... ----------------------- ----------

r~eoha- (AJ v kloubu 1>nismus
2 5 6 vFa

-----------a O 6
b O 2

o 1 6
------ -----------a+3c -4 4 O O -) :3 24
c+b -1 O O 2 -2 1 8

o-b -1 O 2 -2 O 1 4
a-o O 4 -4 O 1 -1 O

a-3b -1 4 O -6 J O O------ --- --- --- --- ---- -----------
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Kromě případů (a) až (o) je třeba zkoumatijej1ch lineární komb1l1Boe.

Z' požadavku, aby vniklý mechanismus měl vždy jen jeden ~tupeň volrJ.oetl,
vyplyne,že některá úhlová rychlost musí vymizet. Např. při euperpoz~

ci (a) + 3(0) je to úhlová rychlost ve třetím kloubu. ·Tím se omez,: počet

možných lineárních kombinací; některé jsou uvedeny v řádcích 4 až 8 ta
bulky 6.1. Deformace příslušná plastickému mechanismu ze čtvrtého řádku

je zakreslena na obr. 28. Klouby 3 a 4 zustanou přitom tuhé.

1

2

..----------5

6

Kinematicky přípustné meohanismy jsou
nestabilní, je-li P> D • Pro meohanismus (8.)

to znamená, že plastické deformace nastanou,
kdykoli bude

Mm
)) > 1,333 Fa

Hodnoty vypočtené v poslednimsloupci tedy
předs~avují horní mez pro veličinu

OBR. 28 <6.2)

Zde Fm-==v F je mezní zatíženi. Pravdě nejbližší bude proto nejmenší z hod
not uvedenýoh v posledním sloupci tabulky. Je to hodnot.a 7/12 I: 0 1 583
ve čtvrtém řádku tabulky, takže

1- Mm
1'1 a.

Nyní se pokusíme najít dolní mez pro stejnou veličinu. K tomu stačí nalézt
stabilní stat·icky přípustné pole ohybových momentů. Rovnicím rovnováhy "bu
dou vyhovovat lineární pruběhy ohybových momentů mezi jednotlivými body 1
až 6. Podle principu virtuálních výkono. musí platit pro j -tý řáde}! tab.
6.1.

pro jakékoli tři lineárně nezávislé deformační mechanismy (např. pro} = 1,
2, 3). Budeme-li vyšetřovat ohybové momenty pro plastický mechanismus po
dle obr. 28, který se podle dosavadního rozboru jeví jako nejvíce pravdě-

podobný, bude M1 -= - Mm I M" -= Mm) Ms -= - Mm I MG -= Mm' • Hledá
se M3t M4 a vF. Pro j::l 1,2,3 dostaneme z rovnice (6.4) 8 tab. 6.1.
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l-Mm )(-1) + (Mn.J(4)t (H3 )(-3) ~ GvFa

lM~)(-1)+ (M",,)('2.) + (-M h1 )(-1) e 1vFa

(-MmK-1) + (M~)(1) t-(-Mný)(-1) +(Mm)(1) ~ Gv Fa

(6.5)

Ze srovnání s nerovností (6.3) plyne,
že jsme nalezli přesnou hodnotu

Aby nastaly, musí být V ~ 1 Mm /1'7- Fa,
tj.

(6.6)
"1

F .:::.... -
rYl - 1'2.

Odtud vypočtenle H3 -:: Mrt\ /'2) Mlf -:: Mm l3 I V Fa :: 1 Mm /1'1. xI. Pru..
běh ohybových momentů je tedy takový, jak je zakresleno na obr. 29. Ohy
bové momenty nikde nepřevyšují hodnotu mezního momentu a dosahují jí pou-

ze v konečném počtu řezu. Zmenšíme-li
proto V nepatrně pod hodnotu V ~

=1 Mm /12. FCA,) budeme mít stabilní sta
ticky přípustnou napjatost. Podle věty

uvedené v předchozí ~apitole tedy víme,
že plastické deformace nemohou nastat.

OBR.29
M~

a

Nemělo by proto smyslu, kdybychom zkoumali ještě jiné plastické mechanis
my. Kdybychom tuto zbytečnou práci přece podstoupili, dostali bychom např.

pro mechanismus (c) ohraničení

(6.8)

Ponecháváme na čtenáři, aby se o tom přesvědčil.

Při odvození mezního zatížení (6.7) jsme zanedbali pusobení osové
síly v prutu. Nyní se pokusíme tento nedostatek napravit. S půaobenim

XI Ke stejnému výsledku dospějeme uvolněním jednotlivýoh čl~nu mechsl11smu
a nahrazením vzájemného pusobení vnitřními reakcemi.
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osové síly jsme počítali už jednou, totiž u nosníku s idealizovan~~

I-profilem podle obr. 6. Dostali jsme pro něj model znázorněný na obr.
9. Mezní čára zde měla tvar čtverce.

Kdyby byl průřez obdélníkový (obr. 30), pak by za předpokladu za
chování rovinnosti průřezu pro tuhoplastický materiál platilo, že

(6.10)

/ // / (1- ~) h,/ // /

--~/////'

.c.
~i2~-1)h

.c. I

.c.
..~

l u.A.r\

1-~) h -i

b

OBR.30

Tyto vzorce platí pro O ťS ~ ~ 1 • Je-li ~ >- 1 ,je N -::: <Ol( ťr~ I M::o •
Pro ~ <O je N -:: -1O"fr.ev I M.,..O • Při čistém tahu, resp.' při čisténľohybu

je N=N m, resp. M -= Mm , kde

Ntv\ .; G'"" {,.ev

Mm = ~ (Ok. ~ ~2.

(6.11)

(6.l2)

Když z rovnic (6.9) a (6.10) vyloučime ~ , dostaneme s použitím (6.11) a
( 6.12)

(6.13)

Když změníme smysl křivosti, změní se i smyslN a ~ , takže bude

t'l. ~ l- ~)'l.. + l-~ )- i ,. O
Nrn Y\m

( 6.14)
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Obě tytO rovnice lze shrnout do jednoho zápisu

(6.15)

Mezní čára je v tomto případě složena z oblouku dvou parabol. jak je
znázorněno na obr. 31. 'Páraboly jsou souměrntS k ose M= O • Stupnice
pro rychlosti přetvoření jsou zvoleny tak, aby skalární součin vektort1
cA • AB představoval měrný disipovaný výkon

H . N • • •
b -::: Hm MI1l ~ -\- N

rn
NI1\.e = M~ t N €o (6.16)

Pro zatížení .znázorněné bodem A je plastický mechanismus dán směrnicí

vektoru. AB ; ten je kolmý k tečna v bodu A. Tedy'

=
i 'O~/'ON.- ..
~ 1>F1 I~M

'lN/N~

1/'Mm

: (~- i) ~
(6.17)

Rovnice mezní čáry pro profil podle· obr. 6 je

Je to' čtverec vyznačený na obr. 31 čárkovaně. Je zřejmé, že tvar mezní
čáry závisí na tvaru pru
ře·zu.

OBR. 31

Vyšetříme mezní sílu
roztahuj;íc~ kruhovou· obruč
vyrobenou z prutu obdélní
kovéh~pruřezu ~~ ~ ,
přiče'mž fr je tlouětka mě

řená kolmo ke střední rovi
ně obruče (obr. 32). U1ezní

sílu jsme označili Q. •

Vzniknou čtyři plas
tické klouby označené

na obr. 32 A,B. Zaměříme

pozornost na levý- .hO,rIlí

kvadrant podle obr. 33.
V kloubech B n~pusob:í žád
ná normálová síla, takže
je tam podle obr. 31
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B

B

OBR. 32

M

a
2

M
I" m
I

-~-

. OBR. 33

N ~ o ( M -= Mm) € -:: O' • V kloubech A vznikne pl~stioký mechanis-
mus podle rovnioe (6.17), totiž

.
S ~ MM Q.

Nrn Nm -= '+G"~ ťr
(6.19)

~
Síla' N ~ tL Q ,takže ohybový moment v kloubu A je podle (6.13)

~ Q2 .

M -=: Mm l ~ - ~~} -:: ~ G"~ <to * -160"~& . (6.20)

Nyní vyšetříme pohyb kvadrantu na obr. 33 jako tuhého célku. Kloub·B
v působištivnějši sily se bude pohybovat svisle,ta,kže pól pohybl:.. o bu
de na kolmici vedené bodem B. Předpokládejme, že jeho vzdálenost c,d bodu
B bude R+ c.. • V kloubu A zvolíme dva nekonečně blízké řezy :vzdálené d..x
(obr. 34). Řez A bud-a patřit ~ hornímu' kvadrantu, řez A' k dolnímu. Pro
dloužení usečky AA' ~= ot~ bude 2. wc olt , takže Ě,-- 'J..wc./dx.. Ř~zy se "zá
jemne pootočí o úhel iwdb :! d~ ctx ,takže ať, = '2.~1 dex •xI Tedy - E při

hlédnutím k (6.19)

-= C
(6.21)

XI Správněji 'bychom měli'úsečku Kl' označit A.X a 'teprve potom pře~~ít

v limitě k nule.
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Nyníj li mdžeme napsat energetickou bi
l~nci pro předpo~ládaný plastloký meoha
nismus. V plast~ckých kloubech B se di
sipuje výkon ·Mmt 2.w t v kloube/Jh A výkon

M.'lw + N- 2wc -:: 2.w (!l.Mm - M) • Tento
výraz jsme upravili s použitím (6.2.0).

Celkem

(6.22)

2(1 w (R-t-c) ~

Q~w

~~K&

1> -= 4Mn,W -I- 4w ('lMm-- M) -=

:. 4w l3Mm -M)

P~_íkon je

'P -:: 1Q. B811 :
s'

B

Sl

OBR.34 Do rovnice (6.22) dosadíme za M hodllOtu

(6.20) a porovnáme p: 1) • Dostll.neme tak

kvadratiokou rovl'lioi pro Q. • Po úpravě

Význam má jenom kladný kořen. Vyjde

Výraz pod odmocninou rozvineme v řadu a za (Ok:. (y ň,'- dosadíme z :rovnice
(6.12). Dostaneme tak

4M . ~ { h)1. q (-h, \ 4 1lS' h ) b 1
Q. '" R. h1 L1- B" R -\- 31. \R J - .51'2. \R' t···

(6.26)

Pro ma].á h/R řada rychle konverguje. U velmi tenkých prutů je Q-= 4Mrn /R •
Právě tolik bychom dostali, kdybychom zanedbali vliv normálové sílyN
na vznik plastického kloubu a předpokládali v kloubech A rovně~ 11, ~1m.

Rovnice (6.26) byla odvozena z kinematicky přípustných deformaoi
na mezi stability. Hodnota Gt proto představuje dolní hranici pro mezní
zatížení. Protože však napjatost v prutu nikde nepřesahuje mez~í čáru

(6.15), je to zároveň horní hranice, tedy přesné řešení. Platí pro daný
fyzikální model (ideální tuhoplastický materiál). Platí i pro :1deálni
pružnoplastioký materiál, avšak s tím omezením, že mezního stavu nelze



úplně dosáhnout s malými deformaoemi.
.~

Kdybyohom předpokládali pruřez podle obr." 6 a mezní čáru (6.18)
vyznačenou na obr. 31 čárkovaně, do'stali bychom pro mezní zatížen:( vzo
rec

\,'2.
+ 4R'l. - 0.0 1

Poznámka
Když vyoházíme z plně vytažené mezní čáry na obr. 31, platné pro ob

délníkový pruřez, pak ze skutečnosti, že N': O v kloubu B1hnedvyplývá,
že j~ tam také ~ -:> O • Pro čárkovaně vytaženou mezní čáru není taková im
plikace možná. V bodě N -= O, M-= Mm má mezní čára hrot a vektor rychlosti
plast ických deformací nemusí spadat do osy úseček. Muže ležet kdel.:oli

v úhlu ± 450 (obr. 35). To, že Š ~O , musíme v tom případě přijmout jako
samostatný předpoklad nijak nevyplývající z teorie plasticity.

Jak se muže čtenář přesvědčit,

OBR. 35

výpočet pro mezní čáru podle obr. 35
a rovnice (6.18) je poněklld jedno
dušší. Proto se často při řešení

praktickýoh úloh mezní čára, resp.
plocha nahrazuje jinou, jednoduš
ší, která je d~ "správné" mezní
čáry, resp. plochy vepsaná.
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7. Iv1EZNf ZATíŽENí DESEK

Nejprve se budeme zabývat rotačně souměrnými tenkými desvBm1,
u nichž převládají radiální a obvodové napětí ~rl G)~ nad osovjm napětím

~i: a smykovým napětím 'rr~ • Ostatní napětí jsou rovna nule. Napětí

vztahujeme k válcovým souřadnioím 'f",~,"l t přičeD1Žosa ~ je-osou ro·tač

ní symetrie. Za těchto předpokladli existuje v desce rovinná napjatos't a
napětí x>r a~4' jsou hlavní. K nim přísluší rychlosti poměrných deformací
i r J ětťvázané s časovými derivacemi hlavních křivostí střední plochy
~ ~ rovnicemi

't I -~lf

které vyplývají z Navierovy deformační hypotézy.

Budeme předpokládat, že pro vznik p1astiokých deformací plati Tres
cova hypotéza. Měrný disipovaný výkon je pak dán vztahem - podle (3.22) -

Je to výkon vztažený k jednotce- objemu. Dosadíme-li (7.1) do (7.2) a
..,..,'

zintegrujeme po t10ustce desky, dostaneme ~ěrný disipovaný výkon vztaže-
ný k jednotce střední plochy

kde

(7 •.4)

Výkon D podle (7.3) je časovou derivací práce, kterou konaj í ()hybové
momenty Mr, Mtf. Musí proto být

Srovnáním (7.3) a (7.5) dostaneme

~ Mm II ~r I + l ilf \ + I~ + ~lf l)
. .

-= Mr dG y + ·M~ x~

Protože křivosti se mohou rdzně a nezávisle měnit, musí sesobé rovnat
koeficienty u ie.r a rovn~ž i u iť.'f. Přitom je třeba rozlišovat různé pří
pady podle toho, zda je ta či ona křivost kladná, záporná nebo nulová.
Srovnáním koeficientů dostaneme, čemu se rovnají ohybové momen1;y. Výsled
ky jsou shrnuty do tab'ulky7.1. Poslední sloupec tabulky obsahtlje úde.j
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M.,

B
(tře,,) -A

E
2:

C

F
E
~

O

Mm Mm

o tom, kde je koncový bod vekto
ru zobecněných napětí (Obl. 36).
~iezní čára na obr. )6 odpovídri
přijaté Trescově hypotéze o ma
x:Lmá1ních tečných napětích (při

plastických deformacích je trn(Jx.::

= 1:" = konat.). Koncový bod vekto

ru zobecněných napětí je bud
na nějaké straně, nebo v někte

rém vrcholu.

OBR. ·36

Mezní zobecněné napja.tosti tuhoplastické desky

--------------- --------------

c

Tab. 7.1

-----f~~~~tiij-----l
,

--------A----------1
------------~-----1

AB I
-------------~-----~B I

--------------_._----~
~C I

Ohybový. moment

___~~_~~t _

Mm

o< Mr <: Mm

Mr - Mtf -;:: - Mm

- Mm < M" < O O < Mtf < Mm
---------------]--------------
-----_:~~------ -------~------

Rychlost
deformace

. .
- 'dt~ » 'd6lf > O

-i( >0 I -ae.lf"7 O

--~_:~-~~_:_~~--
O<-rif" =: -;"1./

Pro element desky ve tvaru mezikrtlhové výseče znázorněné na obr. 37
musí platit tyto diferenciální rovnice rovnováhy

d
dr l r T ) + rp '2 O

(7.8)
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T p

Ul M .. dM
r r

I

OBR. 37

V těohto rOVllioíc}lznačí T·pOSOlt'VS
j:Lcísílu. Působeníosaměl'3 síly
ze svých úvah vylouč'ime, n~botporu

šuje předpoklad o zanedbat t'!lnost1
napětí ~r' (;rc. Integrací rovnice
(7.7) pelc dostaneme

Y"

T"'-+l~p(~)d~ (7.9)
o

kde ~ je pomocná proměnnáu Dosazením
tohoto výrazu do rovnice (7.8) dosta
neme

r

~y (Y- M~ ) - ~11f =: - ~ ~ p(~) o.~
o

Kromě toho IDtlSí platit ki:nematické
vztahy mezi rychlostí posuvu V- a
derivacemi křivostí

• 1
'dttO' -= -

I r
(7.11)

Platí za předpokladu, že se prdhybová plocha jen málo liší od ~oviny a že
kladný pruhyb směřuje dolu.

Při mezním zatížení desky se muže stát, že ruzné části desky budou
ve stavu ruzné zobecněnénap,.jatosti(odpovídajícírdzným bodWn na me'zní
čáře). Hranice ~.. mezi těmito částmi budou vzhledem k rotační symetri.i
kruhové. Budou oddělovat části'odpovídající různým řádkům v tab. 1.1.

Na hranicích ['t:musí být bezpodmínečně spojitá posouvej'fo:! síl.a r ,
radiální ohybový moment Mr i rychlost posuvu 1)' ,<nebot jinak l)y byla po
rušena rovnováha nebo souvislost desky. Ostatní veličiny mohou být na jed
notlivých hranicích nespojité.

Sledujeme-li čáru na obr. 36, vidíme, že sp.ojitá změna veličin

M\f I ~(' litr na hranioi [1 muže nastat jen t~p.dy, je-li zobeollěn.3: ne.pja
tost po jedné straně hranice dána některým vre401.E!im. Kdyby nap:č. po ~jedné

straně r byla dána nějakým bodem uvnitř stral1.Y AB. kdežto zob~cněná

napjatost po druhé straně hranice by odpov:ídaa-avn.itřnímubodu na BC,
nutně by to znamenaló nespojitost ·nahranioi12"a to i pro radi<1lní

,moment Mr, což je fyzikálně nepřípustné. DokoJ:).ce:-<i tehdy, připustíme..li
nespoj i tost ci" ale požadujeme spojitost 'dť..Cf (tedy hladkost pruhybové
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plochy), musí 1:?~t napjatost p,O ,jedné: s,trane hranice ve stavu znázorněnénl

vrcholem. Přitom staěí,.,ab,Y ~Yla :."J t,omto stavu jen ve velmi blízkém oko
lí, prakticky pouze na hrEmi:qi~ Je, ,mQ~'né si totiž předa~avlt, že daná
hranice vznikla limitním přec,hodemnějakého:~~,kého.mezikruhového I,ásu,
jehož, hranice nakonec splynuly.

Připustíme-li na hranici r nespojitost 'aé.4' (tedy zlom -vprlÍhybové
ploše), bude tato hranice představovat kružnicový plast,ický kloub. Lze
si jej představit jako úzkýmez1kruhový pás, v n'~mž se de:ť'ivace ~trl(ir

velmi rychle, ale spojitě mění (obr. 38). Je-li rozdíl II (rA1J'/dr) kc)nstant

ní a tUm A'f~'O , je túwL fa"". (of.Y''l.)~oo, a tedy také Wm (2L,./?G,p) ~ (X) •

Vrcholy mezní čáry, ve kterých je takovýto plast ický mechallismus Ilf.Ožný,

jsou pouze vrcholy A, C, F, D. Stačí uvažovat vroholy ~, C, nebot F, D
odpovídají stejnému zatí~ení desky, ale v opačném smyslu (nahoru D~ísto

dolu). Proto musí být \ M~'\ -= Mm (tab. 7.1).

Je dána např. kruhová deska o poloměru R , na okraji kloubo'V'e po
depřená, zatížená tak, že

dv
dr

r

OBR. 38

pro

pro

r

~ R
~-~---~--_.

OBR. ·39

Deska je znázorněna na obr. 39. Podle zkušeností lze soudit,žev desc.e
takto podepřené' a zatížené budou oba ohybové momenty kladné. To: znamená,

že plastické deformace mohou· odpovídat jen vnitřním bodfun na úsečk.ách FA
nebo AB anebo vrcholu A (obr. 36). Na úsečce FA by bylo ~'f =0) ílGl"'> O •

To však není možné, nebot podle (7.11) předpoklad :l'e,,"o implikuje i y =O •
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Tedy úsečka FA nepřichází v úvahu. Ve vroholu A je zase- My-·2 t1 tr ~ Mtn ,

což nesplňuje rovnici rovnováhy (7.10) na ~ádn.sm konečném intervalu r
(posouvajíci síla by tam musela být nulová). Uvedená podmínka je splněna

pouze v bodě r=O , tj. na ose symetrie. Zbývá tedy .jediná možnost, že
totiž zobecněná napjatost (mimo střed na ose symetrie) odpovídá vnitřním

bodWn na úsečce n."/ Pak nutně platí, že

M~ -::: MI'YJ . pro

Budeme nyní určovat, jaká je míra bezpečnosti V desky vzhledem
k meznímu zatížení. Tohoto zatížení dosáhneme, zvětšíme-li dané zatížení
(7.12) V-krát. Dosadíme-li tento výraz, jakož i (7.1J)do rOVllice (7.10),
dostaneme

pro O~ r~ ~

('7.14)

pro a f. Y' =R

Protože deska je na poloměru 'f =R prostě podepřená, je tam Mr::: O • Od
tud dostaneme

Řešení (7 .15) jsm~ nalezli. tak, ž.e jsme. našli staticky přípustllé pola
zobecněných napěti, které vyhovuje rovnici rovnováhy (7.10) a ".které llikde

nedosáhne meze plastických deformací, zvolíme-li V '0 málo menší než
(7.15).X'X/ To tedy znamená, že míra bezpečnosti V muže být také vět~í

než odpovídá rovnici (7.15). Vztah (7.15) bychom tedy měli psát jako ne
rovnost. Abychom se přesvědčili, že vskutku platí rovnost, musíme najít
nějaké stabilní, kinematicky přípustné pole deformačních rychlosti, které
dá pro V horní mez. Z tab. 7.1 odečteme pro usečku Al3, že ~r ""O, iG'ť>O •
Podle první z rovnic (7.11) musí být proto V' .lineární funkcí poloměru,

tedy

(7.16)

x/ Vnitřními body rozumíme otevřenou množinu bodťi, do níž nepa'tří konco
vé body úse čky.

'XXI Dosadíme-li totiž (7.15) do (7.14), absolutní hodnota \Mrl nikde ne
přesáhne mezní hodnotu M~ •
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Tento vztah vyhovuje podmínce podepření desky 11 (r::p.)=(). Kdy~ (1.)..6) do
sadíme d:o (7 .11), .bude

.
~r -=0

Když tyto hodnoty dosadíme do (7.3), vyjde
R

D,. ~:o. ,21Trdr= 21TM .'\}"
~ o

Příkon vyjde o
~. ~

'P -= 2.n: V ~ ~t('hTlr) retr ~ ~ V Vo (~1 R\ pzu'1.. (b-~ ~)]
o

Ze srovnání P=:.D vyjde opět (7.15). Je to tedy přesná hodnota odpovidají~

oi fyzikálnímu modelu.

Poznámka
Kdybychom ignorovali napětí bel ~e~ i v případě osamělé síly Q pů

sol?ící vose desky t dostali bychom pro jej í mezní hodnotu Q -= 2.3(; Mm. sta
čilo by dosadit Q-=VP1..J:a,1.., p,== O a pak přejít ve vzorci (7.15)' k limite

lil "70 •

p

OBR. 4'0

, i
t-! P I R--J- ---..........l1li'----

Uvažme nyní případ- vetknuté desky, která bude rovnoměrně zat):žena
tlakem -p (obr!',40). V místě vetknutí bude zřejmě M("<:O, takže CI.eska

nemuže být celá ve stavu zobecněné napja
tosti AB. fředpokládejme, že v desce ,bu

doudvě oblasti oddělené hranicí ["' o po
loměru ~ • Vnitřní oblast bude zřejmě

ve stavu AB, vnější BC. Hranice sama bude
odpovídat bodu B. Je-li tento předpoklad

správný, pak v intervalu (i{ <'(" ~ R. musí
být 'JČ.r : --:ie., (tab. 7.1. napjatost BC).

Podle (7.11) je v tomto intervalu

Odtud'

Funkce (7.21) splňuje okrajovou podmínku 'v (r-=R.) ~ O , ale" nedává na tom
to okraj i nulový sklon, nebot pro t =t: O
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To znamená, že' na poloměru r= ~. bude zlom. tedy kružnicový plastický
kloub a Mr (V'":: R)'" - Mm • Ve vnitřní oblasti O~ r ~ ~ bude podle dří

věj šího' výkladu.

Na kružnici f':: ~ (bod B) musí být Mr -=- O , takže

~ ,. J G:;
Ve vnější oblasti (BC, tab. 7.1) je Mlf'-MmtM r • Když tuto hodnotu dosa
díme do rovnioe rovnováhy (7.10), dostaneme pro oblast ~ ~ 'í ~ R

Tato rovnice již vyhovuje okrajové podmínce Mr (r "'~) '" O • Musí však vyho
vovat také další okraj ové po~~oe MY'" l r = R) -e - M~ Když sem z rovnice (7.25)
dosadíme, dostaneme spolu s rovnicí (7.24) dvě rovnice pro neznámé Vl~ •

Vyloučením V z těchto rovnic vyjde transoendentní rovnice pro poměr

X'" R/~ t a to

(7.26)

Numerickým řešením získáme kořen X • 1,369 840 a míru bezpečnosti

1-
kde Q': :tRp je oelková síla působící na desku. Abychom dokázali, že tato
hodnota je přesným řešením, musíme najít kinematicky přípustné stabilni
pole deformačních rychlostí a ukázat, že hodnota (7.27) je na mezi jeho
stability. To už přenecháváme čtenáři.

Mnohem obtížnější je úloha o mezním stavu desky, která není rotačně

souměrná. K ohybovýmmomentŮ1D přibude ještě kJ;outicí moment a významná
napětí např. ve ctvercov' desoe podle obr. 41 jsou tři, totiž S~ , Gy 8

L~ • Směr hlavních napětí předem néznáme t čímž Trescova hypotéza ztrácí
jednoduchost. Vzdáme-li se snahy nalézt přesné řešeni, mdžeme snadno
získat pro toto řešení alespoň dolní a horní mez~

Předpokládejme, že deska je zatížena. rovnoměrně tlakem p a že je
na okrajíoh kloubově podepřena. Navrhneme nějaké kinematioky přípustné

pole deformačníoh rychlostí. Vnuouje se představa, že se deska přetvoří

do tva~ čtyřstěnu, do jakési pyramidy, jejíž vrchol bude mít rychlost 1To •

Úhlopříčky čtverce se stanou hranami pláště této pyramidy. Budou to plaa-
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t1cké klouby s mezním ohybovým
momentem MM :: ~"h~1 ~ • BU~CIU čty

ři, každý o délce a'fi/'l. a. troj
úhelníková boční stěny, která se
v nich stýkají, se budou vzájemni
otáčet úhlovou rychlostí 2.11'0 10.. fi.
To platí samozřejmě jen zpočátku,

dokud jsou deformaoe malé. Protože
předpokládáme tuhoplasti~ký mate
riál, dosáhneme mezního stavu při

nekonečna malýoh deformacích. Pro
to můžeme vycházet z předpokladu.

že úhly stěn pyramidy se základnou
budou velmi malé. Disipovaný výkon,
tedy bude

1) :; 4 (Mill 0.111) ( ~~):
-::. B Mm '\1"0 (7.28)

OBR t 41
Příkon bude dán součinem tlaku p

a ryohlosti, s jakou se maní objem pyramidy

1") ~ 'l.
r :. V p ~ 4 a 1ro

Na hranici stability bude ? =-n .. Odtud

GMm (7.30)
V ~ PCli. -= ~

To je horní mez pro přesnou míru bezpečnosti, proto jsme vztah (7.30)
zapsali jako nerovnost.

Abychom zjistili dolní mez, musíme najít nějaké statiokypřípustné

pole zobecněné napjatosti, které nikde nepřekročí-mez plastiokých defor
maci a splní podmínky rovnováhy. Pro desku v pravoúhlých souřad~icích je
diferenoiální rovnice rovnováhy

'b'Z.M" + 1.. r-o'l. Mxy .+ ~'l.M~ -= - Vb' (7.31)
'U x.7, 'rJ x. 7Jy . f() 'J 1, 1-

Protože pole zobecněných napětí nemusí nijak souviset s polem deformačn:í~ch

rychlostí, které jsme použili dříve, máme značnou volnost při je;ho volbě.

Zvolíme např. M)(.y -::. O a ostatní dva momenty ve tvaru kvadratických funk
cí splňujíoích okrajové podmínky Mll -:10 pro x-=-t:a, My =: O pro y -=i:a •
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Bude
Mx -= ~ Ca.'t-x'l..)

M~ -= c. ( a}'- y")

Konstantu C zvolíme tak, aby byla splněna rovnioe (7.31). Vyjde C -= P/4.
Protože jsme zvolili M)(.y = O, jsou ohybová napětí ~.)C.( CO'j hlavní. Pro ohy

bové momenty (7.32) mužeme tedy použít Trescovu hypotézu a mezní čáru za
kreslenou na obr. 36, kde M"t Mtf zaměníme za M)(t My • Na mezi plastických
deformací bude ca't -:.7 Mm. Tehdy totiž uprostřed desky nastane Dlezní zobecně

ná napjatost znázorněná na obr. )6 vrcholem A. Ze srovnání s hodnotou C
dostaneme

Je to dolní mez, takže celkem máme

(7.34)

8. ROTAČNĚ SOUMĚRNÁ VÁWOVÁ SI{OŘEPINA

Na obr. 31 jsou zakresleny dvě mezní čáry. Plně vytažená se týká
obdélníkového pruřezu, čárkovaná se týká idealizovaného I profilu podle
obr. 6. Dostaneme jej z obdélníkového prdřezu, když zanedbáme podíl
vnitřních vláken nosníku na přenosu namáhání.-Je to stejné, jako kdyby
chom prohlásili za mezní plastic~ou napjatost v celám prdřezu tu, při

které nastanou plastické deformace právě jen ve vn~jších vláknech (bud

jen na jedné straně obdélníka, nebo na dvou protějších stranách). Jestli
že připustíme takovou nepřesnost, mdžeme použít ětvercovou mezní čáru 1
pro obd~lníkový prdřez. Výpočet se zjednoduší, nebot vektor rychlosti
plastioké deformace bude mít v regulárních bodeoh jen dva možné plastic
k~ mechanismy odpovídající eměr~ tohoto vektoru ± 45°.

U rotačně souměrné skořepiny je situace obdobná jako u nosníku s ob
délníkovým prťiřezem. V novnobě!kových a meridiánových hlavních fezech jsou
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ohybové momenty Me ,M~ a normálové síly Ne , N~ • V rovnoběžkových řezech

púsobí ještě posouvající síla T , avěaksmyková napětí, která jej:fm pu
sobením vznikají, zanedbáváme. Souřadnioová osa z. je osou rotační symetl1ie.
Jde-li o válcovou skořepinu, bude mít malá deformace meridiánu (povrchové
přímky válce) zanedbatelný vliv na změnu křivosti skořepiny v obvodovém
směru. Rychlost změny obvodové ~křivosti XC( mužeme proto považovat za nul.o
vou. x/ To pak znamená, že ohybový moment M~ nemůže ničím přispět k dis1pa~

ci energie, takže jej lze zanedbat. Zbývají tedy tyto relevantni v'elič1ny

(v bezrozměrovém tvaru)

( 8.1)

Přijmeme-li Trescovu hypotézu a tvar mezní plochy zjednodušený
na mnohostěn užitím předpokladu, že mezní napjatost ve vnějším vláknu
znamená mezní napjatost v celé stěně, bude mít mezní plocha tvar dva
náctistěnu znázorněného na obr. 42. Označené stěny maji rovnice

a) n~ .~ 1
n .' b) n\f-n~ -= 1

Z c)- n-c - m} == - 1 ( 8.2)

d) 2.hlf -ne 1- h1~ -= 2-
e) 'l.n«f -ne - m~ :: '2..

Rovnice a) vyjadřuje mezní napjatost, když

nlf ~ n~"! I'Y\~ =- O • Rovnice b), když nlf >- ne ,
rYle =- O • Podobně 1 .ostatní' případy odpovída
jí vždy nějaké POSlO\lpnosti hlavních napetí:
(ve vnějším vláknu) seřazených podle veli
kosti. Na mezi plastických deformací je pak

f vždy rma~~ 'r~ ~ ~~ /2. •

OBR. 42
Kdybychom vycházeli ze skutečných mez

ních stavu napjatost! v celémprliřezu (obdob
ně jako na obr. JO),. dostalibychomrnezní
'ploohu omezenou zčásti rovinami,zčaati pa-

XI Kdyby se elemerlt meridiánu pouze otočilo malý úhel LV ,změnila 'by se
křivost %'f=1/R o A?(,'1",1/R-~lf/R.: <.f'/../2.R ~ O. Ita~hý~~rS;di~lně

posunulo malou hodnotu.u.. , bylo by ó.~ ': l1(R.) - 1l('Q.-tu,) ";";c:b.JfR2?/,o.
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( 8.3)

d) me : i [ '1.- (2.nlf - 1)2. - ( '1.. rl Cf - 2.l1l - 1)2.1

e) rY}e ~- tI 'L- ('Lnlf -1)'Z.- (2.h tr -2.h č -1Y-]

a) nlf -: 1

b) nlf - n~ ": i

c) YY1 z ",. 1- ni

raboliokými ploohami (obr. 43). OZnačert& atě~

ny by měly rovnioe

OBR. 43

stěny a) b) jsou rovinné, stěna c) je parabo
lioký válec, stěny d) e) jsou tvořeny parabo
loidy.

. Jako příklad uvedeme rozpínání nekonečné

válcové skořepiny radiální silou ~rovnoměrně

rozdělenou po rovnoběžkové kružnici v řezu Co = O (obr. 44). Oso'l1á síla je
nulová, takže ní!- ~ O. Z mnohostěnu znázorněného na obr. 42 se proto uplat
ní jen řez zakreslený,na obr. 45.

Nejprve navrhn'9me kinema
ticky přípustné pole deformač

ních ryohlo~tí. Podle obr,. 46

např. zvolíme rychlost radiál-
Z ních posuvu

1.1' -= 110 ( 1- \ ~ I) pro l"i-l <.c
(8.4)

~ = O pro lil ~ c

V řezech ~ -: O ,1::::. t L vznik
nou plastické klouby, o nichž

OB R. 44 si "mližeme myslet, že vznikly
limitním přechodem z úzkých

pásů, v nichž se derivaoe měnila sioe značně, avšak spojitě. Úhlová rych
lost, s jakou se mění úhel přiléhajícíoh přímých částí.meridiánu, má v ře

zech e = -t c.. absolutní velikost 1.ťo IC a v řezu e· = O je 2-""0 1(, • I\iěrný

disipovaný výkon (připadající na jednotku délky obvodu) je proto

(8.5)

V řezech O~\el<c vzniká mimoto obvodové prodloužení, jehož ryohlost je
V o 11; \ I cR.. Protože jde o přímé části, je zde Xt :, Xcp'" O ,a tedy též
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08R.45

r

---+--. .__._1._.__- . .
ol

OBR. 46

z
--_._----~

(8.6)

ml: ~ o • To odpovídá vroholu A mezní čáry na obr. 45 f takže N~ -= NM •

Výkon disipovaný obvodovým prodlužováním bude celkem

- 1J'o ( C NM voe
Dll. -:: '1.. NI'\'\ cR i l ch.... R

o

Měrný příkon bude ~ = V q V o -::. 1)1 + D~ _. Z tohoto vztahtl dostaneme pro
horní mez parametru V
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Je zřejmé, že d':lku musíme vo;11t tak, aby tat·o horní mez vyšla cone;Jmen--,
i:í t t'edy

( 8.8)

Když v·tras (8. 8) dosadíme do (8. 7), d.ost aneme po úpravě horní mez pro mí
ru bezp,8iČl108ti

Nyní j:de o to, najít dolní mez. Pro element skořepiny zakreslený
na ·ob,r. 47 pla.t í rovnice rovnováhy

( 8.10)

T

M + dM.z Z

z

OBR. 47

Posouvající síla T má 'tesněvpravo

od řezu 1.:=. O velikost Vq,' 2-
Proto moment .M~ nemůže být konstant
ní. Vyloučíme-li posouvající sílu
zrovn1c (8.10). dostaneme rovnioi
rovnováhy

( 3.11)

Předpokládejme, že ~:íla Nlf =Ni -=

':a b,nd. Rovnici (8.11) pak mo.žeme
integrovat s okrajovým1podmíl.lkami

Me (o) ~ - Mi (tento moment bude
záporný, oož vyplývá z názoru),
M~ (o) ': V'} /2. • Vyjde

( 8.12)

( 8.13)

Maximální hodnotu dostaneme v řezu c -= "t1Cz podmínky M~ (~1):OO ), přičemž

, Vet R
21 'J. N

1

Maximální mome·nt v řezu ]; ~ C1 by nemelpřestoup1t hodnotuM1 v řezu ~:O.

- 61 -



Odtud vyjde

V : J 1Coq,~~N1 .. V~·

KdYŽ.za VQ)2.do.sad:(m.e .~ .... :rovn:l.o. (8.14) do (8.13) .,dostaneme

~i ~ ~·~~1~ ...

Rovnici (8.12) pak mližeme upravit na tvar

Nt 1
Me ". Mi - 'l.R (1: - ~1)

( 8.14)

( 8.15)

( 8.16)

-I

~'

:2:1
J-.

T

z
.....z

I P2,
I

/
/

"

OBR. 48

z

z

z

Odtud je ihned zřejmé, že
vrchol paraboly má souřa.dni

~1 .. c -= z..., .,platnost .para
boly (8.16) se může vztahOVl3.t

jen k intervalu O~ ~ ~ 'l2 ,

kde l1 < 'l1- < 00 • Z řezu

~ ~ ~ se musíme dostat něja

kým hladkým přeohodem k nulo
vým veličinám Ml -:=O,T=-O pro
e ~ ~~ (obr. 48).

Parabolu Pl podle (8.16) pro
to spojíme s parabolou P2,
která má· rovnici

( 8.1'7)

ta bude platit v intervalu
~ c::. r. ~ t:3 • Z podlnínky

hladké návaznosti obou para
bol dostaneme, že e'1..~: 1,5 %1 ,

e3 ::: '2. C1. Veličiny Tl N~

odvozené užitím rovnic (8.10),
jsou rovněž zakresleny vobr.
48. Pro· r. )- l3 j sou všechny
silové veličiny nulové.

Nalezli jsme tak napja
tost, která muže dostihnout
mezní
~=O

složky



mi ":' Mt~,,1 MM I n'1 -= N'11Nrn musi splňovat podmínku plasticity bu~i

(8.18)
nebOť

( 8.19)

( 8.20)

To odpovídá hranicím mezní čáry na obr. 45. Max1mum hodnotyps-rametrtl Vd

podl.' (8!-"141 dostaneme, kd'Yž bude maximální součin tY\1 ni • Podle (8.1,9)
a, (8•.19) t'o bud'e tehdy" zv'olíme-li mi":: 1 , "1 :0,5". Pak

)),.. G: NOl
, ~ n,

Gt 'q. R.

.~. Nm Hrh" ď
V 'L, -/'-,', -,-', ," ~" v· ~Cf ft . '.

(8.21)

Př.esné řešení,. kt'eré dává, model plasticity podle obr-. 42, je

( 8.22)

( 3.23)

Q,fb',ozenf p-ře'sných: výsledkd, při němž se musí d\Ís:le'dne respekto,.,at ná'78Z

n.ost kinematiokého a statického pole, je mno'hem pracněji!, a nebudeme je
proto. uvádět.

Předpok,ládejme,. že do tělesa ve tvaru 'kvádru bude vtlačov4n absolut
ně: tuhý' hranol za podmínek rovinného přetvoření (obr. 49). To znamená, že
Du,de ' t.~, -;:,;0', t'edy'
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. Zde p je Poissonovo číslo. Pro mez
ní silu Q.', která ptisobí při plas
tiokých deformacíoh, najdeme přibliž

né řešení.

b
. Protože třetí hlavní napětí

\13 ~ <o~ je podle (9.1) vždy uprostřed

mezi hodnotami ()1 ( b~ (za plast,1ckých:
deformací je jA. ::: O{S) , bude p.odle
Trescovyhypotézy

/ r/
/ / // / /

OBR. 49

Najdeme staticky připustnépo~e l1apě

tí ve stlačovaném bloku, které nepře

kročí nikde mezní čáru popsanou rovni-
.ci (9.2).

Musí tedy platit, že

Využijeme poznatku, že napětová pole nemusí být spojité. Jedno zm6!ných
napětových polí je zakresleno na obr. 50. Čárkovaně naznačená část je
absolutně tuhá. Nad ní je z bloku vyňata prutová konstrukce skládající se
z prutu AC, AD,. AB, BD, BE a z prutu souměrnýoh. Mezi pruty je nezatížený

c O E I.
I

I, I
,I I
L . ...-..-..........~.,_._-~-J

OBR. 50
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materiál. Plně vytažené čáry jsou tedy čárami nespojitostí. Uzly A, resp•
. B jsou zakresleny zv1ášt na obr. 51, resp•. 52. Mužeme se přesvědčit, že

OBR. 51

na čárách nespojitosti jsou splněny podmínky akce a reakce (tečné napě

tí je z obou stran stejné, normálové rovněž). Protože podle ob~. 51
vyvozuje razník tlak S k " je dolní hranice pro mezní 'sílu Q. rovna

Je vztažena k jednotkové tlouětce bloku (desky) na obr. 49.

Abychom nalezl! horní hranioi, vymyslíme si nějaké kinema~ioky

přípustné pole deformačních rychlostí. Jedna z mazností je zakreslena
na obr. 53. Obdélníková část pod kovadlem se ve svislém směru stlačuje

a ve vodorovném roztahuje tak, aby se objem nezměnil. Trojúhelníkové
boční části jsou tím vytlačovány do strany a vzhtiru. I\iodel musí být
geometricky kompatibilní, ale pole napjatosti, které odpovídá 1>011 de
formačních rychlostí, nemusí vubec splňovat podmínky rovnováhy. Tak,
jako jsme se při hledání staticky přípustného pole napjatosti llemusili

starat o pole rychlosti posuvti či přetvoření, nemusíme se nyní sto.rat
ani o pole napětí. Jediné, na čem záleží, je správný výpočet dislpova-
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náho vYtanu' a pf:ťkonu····pro ···přijatý kinematioky ···přípustný-model.

V poli deformačních ryohlostí budou existovat čáry nespoj:ltost~

(kluzové čáry), o kterých mdžeme předpokládat, že vznikly degenerací
úzkých pásů, v nichž napjatost splňuje Trescovu podmínku plast:Lcity
(Ltntl-l ':. k.) t ale nepodláhá podmínkám rovnováhy. Při relativní skluzové
rychlostí AV' se na délce vts těohto čar disipuje výkon k: b c(~ /l1r •

To platí bez zřetele na velikost hlavních napětí, o která se nepotře·.

bujeme starat.

Na obr. 53 máme obdélníkovou, část, která se v jednom směru zkra,o.t1je
a v druhém prodlužuj·e. Její pravou polovinu jsme označili 0124.l\1užeme
o ní předpokládat, že je ve směru osy X roztahována napětím <o~ '::::. 2.k- pt
přičemž COy -:: -p, t"'~~ :: O • Při plastiokých deformacích je změna .objemu nu
lová, takže hydrostatická složka napjatosti - p nekoná žádnou p.ráci.
Mdžeme ji proto v bilanci výkonů vynechat a představit si, že jde
o prostý tah C;;~ -=:o 2k:, CO"j :: O ,~Jl~ ~ O • Disipovaný výkon při přetváření

této oblasti bude (na stěně 12)

, b
])1 ~ (2.ldlT).(V) : k.bv
~ '---y-

StLeu 'ft:Ichlo..t't

ČárYt podél nichž dochází k relativnímu kluzu, mužeme si myslit jako
zdegenerované úzké pásy namáhané čistým smykem o ve1i~osti T: = k •
Výkon disipovaný na straně Ol, kde je relativní rychlost kluzu ...~ V--)(' ::

:: 2. 1Y X J b , bude

'ti'J.

1)2 -= oi 2:x. k d.x ~ .~ k b 1;)'

Na straně 12 je Av';f ,. \ť + 2. vIJlb, takže

bh .

1)3 ". ) l '\t + 2. '\J' Y/b ) k otv -= ~ k b1)'

o

Konečně na straně 13 je

- 6'1 -

( 9.6)

( 9.8)



Je-li ~stěna24hladká, nedochází na ni k dia,ipaci energie. Je-li élrsná.,
vzniká zde 'rovněž kluz spojený s disipací výkonu stejnou jako na ,ctěně

01, tj.

Příkon je

( 9.10)

Bilance výkonu 'a příkonu dává pro hladký povrch

a pro drsný povroh

( 9.12)

Odtud vyjde horní hranice Qh pro sílu Q.

(povrch hladký) }

(povrch drsný)' I

Celkem tedy pro hladký povrch buae

Přesné řešení, které odpovídá tomuto případu, je

Poznámka
Bylo ovšem možné vytvořit 1 jednodušší modely než podle obr. 50 a

53. Omezující interval by však vyšel širší než (9.14). Např. kinematicky
přípustné pole deformačních rychlosti zakreslené na obr. 54 dá P= QLob/ 2. ,

'D :: jli bk. wb -:. ~w" b'l. ,takže vyjde Q.h =!lJC kb =- 3t 14' «Jt. ,b • Pole
kluzových čar pro přesné řešení je zakresleno na obr". 55. Řešení lze najít
v každé učebnici plasticity. Naším cílem nebylo podat toto přesné řešen:l,

které je ostatně možné jen v několika málo~edhoduchých případech rovin
ného plastického přetváření, ale ukázat možnost<i přibližného, vždy dostup
ného řešení.



OBR. 54

Q

OBR. 55

10. SROVNÁNí S EXPERIMENTY

Výpočet mezníoh plastických stavd plati pro ideální tuhoplastický
materiál bez zpevnění. Očekáváme, že bude platit i pro skutečný materiál,
jestliže~ má vcýraznou mez kluzu a žádné nebo jen velmi mal~ zpevnění. Ně..
kdy však dochází k odchylkám vlivem toho, že pružné deformaoe přivodí na
tolik významnou změnu geometrické· konfigurace, že se mezní stav vyvíjí
z~a podmínek odpovídajících tomuto deformovanému tvaru, a nikoli půvo<lní

mu tvaru, jak se předpokládalo.

Proto např. u příčně zatížen' tenké desky mohou vzniknout velké
plastické deformace ještě dříve, než se dosáhne mezního tvaru vypočítané

ho pro tuhoplastickou desku. Do hry totiž vstoupí membránová napětí, kte-
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rá v tuhoplast~cké _desce před započetím plastických deformací nept.sob11s.

a velké plastické deto~ce se začnou vyvijet při meniích ohybových mo
mentech, než je M~ -= <;~ h\. J4 • Např. bylo zjištěno, že u prostě podepřellé

kruhové ocelové desky zatížena silou & uprostřed začnou vznikat větší

plastick' deformace už při síle asi 00 až 85 % teoretioké mezní sily,
je-li Rlh -:: 5* • avšak jen asi 65 %. je-li RJh ':a 'l.o. To však ještě nezna··
mená, že nosnost desky je vyčerpána. Není vyčerpána dokonce ani u desky
z ideálně tuhoplastlckého materiálu, dosáhne-li se mezního stavu. Vlivem
změny tva:r:'U se změní 1pl~stický mechanismus a deska je schopna p~enést

i větší zatížení, než je teoretická mezní hodnota. Skutečná nosnost desky
je však omezená i tehdy t a to vyčerpánímmožností -rozvíjet bez porušení
plastické deformace. Praktický význam výpočtu únosnosti podle mezních
plastických stavd je tedy závislý nejen na-vlastnostech materiálu, ale 1
na typu konstrukce, především na tom, j·akrozvíjející se deformace přispí..
vají ke změně plastického mechanismu.

Zp~sob přibližného ocenění ~~~vu deformací ukážeme na příkladu kru~

hové desky zatížená příčnou silou uprostřed. Deska je prostě podepřená

s možností radiálního posuvu v podporách a mezní síla vychází

:Jr 1..
Qm =.. 2.~ Mm -:::. T \)"- h

OBR. 56

Deska se přitom deformuje do tvoru ku
želové skořepiny (obr. 56). Bod na střed

ní ploše desky. který byl na poloměru l' ,

bude nyní na poloměru rcm (j , pokud se
střední plocha nebude radiálně roztaho
vat. Tomu odpovídá. obvodové poměrné pro
dloužení

Křivost v obvodovém směru bude

Pohybuje...li- se pl1sob1ště síly dolů rychlo~tí '\i , jeúhel(b -= w t .... vt IR,
takže

s -
.. .
e~ -= - (3 p,

.
X ~ -fL ~

lf 'r

"..1.

R.1..

v- 1



Plošná hustota disipovaného výkonu je
( hl'l.

1) = COlL j l Ělf t ?Gif C \ d.. ~ =
-hll

E2. • ht (10.6)

a G'" ( I~ I t \ X'f \ ""4)

Vzorec (10.6) dostaneme, když podle obr. 57 vezmeme
~ rn~

D -= G't. ~ (- Ě" - iC( e) 0(1 + <Ot. j l ~ t ilf 1: ) c( C
-hl'2. f

kde %~ - €Lf I i<-lf vyznačuje polohu neutrální osy. xI Celková disipovaná
energie je [a použitím (10.4) až (10.6)]

R v.- h2

1'1) ": tJC JrD(r)d.Y':: ~Jt'0'" -4- + ~ 1C6",,'\)'.3j}
Q

kdežto příkon je

Srovnáním obou výrazu dostaneme

h'l..
Q ~ llt COlL If + ~ Jr <OlL '\.)'2.fl'

Za posuv pdsobiště síly dosadi,me b ':: 1f t
a za mezní ohybový moment Mm ~ ~"- htL {1+
Vyjde

, 4 S2.
Cl -= 2. 1C MhI ( 1+~ "hi)

•

OBR. 57 Tento vztah je znázorněn parabolou AC
na obr. 58. Čára .AB odpovídá meznímu
stavu ( 0=0). Čárkovaně je vyznaoen ex

perimentálně zjištěný průběh pro desku o poměru R/h':=. 5 , vyrobenou
z měkké oce11. Pro ideální tuhoplastický materiál by platila lomená čára

O.AB. Prl\běh OAe odpovídá korekci podle vztahu (10.11).

xl Připomeňmet že obvodov~ pomi§rná prodloulení vlákna ve vzdálenosti a
od střední plochy je elf 4- ~,,~ •
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OBR. 58

ll. DRUCKER6v POSTULÁT

V závěru druhé kapitoly jsme u.vedli, že vektor {olEf'\ přírtlstko.
plastických přetvoření je u ideálně plastiokého materiálu (bez zpevnění)

vždy kolmý k vektoru idCO} příriistku vektoru napětí. Vznikají-li totiž
plastické deformace, je rám kinematiokého modelu ideálně plastiokého ma
teriálu "odstrkován" čepem ve směru normály v dotykovém bodu, kdežto do..
tykový bod (a tedy cep) se mUže pohybovat jen ve směru tečny. Mohl by se
ovšem pohybovat i dovnitř, ale to by se obnovil elastioký stav a plastic
ké deformaoe by se nemohly tvořit. Dráha čepu je zárovéň dráhou koncového
bodu vektorll napětí. Mdže ovšem nastat případ, že je čep v některém rohu
rámu (tedy ve vrcholu mezní čáry či ploohy). Tehdy není směr vektoru při

růstků plastických přetvoření jednoznačně dán. Pokud- se čep vzhledem
k rámu nepohybuje, je přírustek vektoru napětí nulový. Začne-li se pohy~

bovat, pomine tato mnohoznačnost a opět bude platit pravidlo ortogonal1··
ty (M1seaův zákon normality)

(11.1)
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RQvnice: (11.1)' platí tedy pro ideálně plastický mate,r1ál za věachokol..
ností.

Mdžeme si představit, že v daném místě tělesa existuje napjatost
t(5} na ~ezi plastických deformaoí. Změníme ji nepatrně o přirdstek [0(<3')
tak, aby 1 nadále byla na této mezi. To znamená, že {O(~} bude mít směr

tečny k mezní čáře. Pak tento,příruatek vykoná práci (kterou m~sime do
dat)

Podle (1.5) bude

V tomto výrazu není obsažena práoe, kterou přitom vykonají napětí {<=} •
Je to práce pouze přírustku na~ětí vykonaná na přírfistoioh deformaoi jimi
vyvolanýoh. Když přírtistky napětí opět odejmeme (zmenšíme k nule), získá
me práci

nebot odlehčování probíhá elasticky. Disipovaná práce tedy bude

( 11.5)

Podle (11.1) je tato práce nulová. což je ve shodě s druhým axiomem uve
deným v závěru druhé kapitoly.

Změníme-li mezni napjatost ter} znázorněnou vektorem "6 na obr. 59
na nějakou jinou napjatost

t

(11.6)

pak z požadavku konvexnosti mezní
plochy vyplývá, že úhel vektor~

~ I E; neml1žebýt ostrý (jak
vÍlhé. ~ má směr normály). Pak
tedy

OBR. 59 Rovnost muže platit, jen jE!-li

nová napjatost rovněž na mezi



plastických deformaoí. V takovám případě v limitě dostaneme

{ olG') ~ ťJ:mv l ci-} td; -= {&}. di-
A. t- ~O

{ cíť€p J .. { {~} at

takže podle (11.1) bude

(11.8)

(11.9)

(11.10)

Vznikají-li plastické deformace, je {ilo \ -4: fo} a {dG'}" ~G'}li{t má směr

tečny k mezní čáře (ploše), tj. napjatost (~J+{~e} zůstává na mezní čáře

(ploše). Musí proto platit, že

(11.11)

(11.12)

Avšak

Zde jsme použili označení

'Ot= ruF 'OF
'b tG' jT = [1)6"1 1l<?2. ( 11.14·)

které platí pro šest složek vektoru napětí. <01 = 'J1-" (() 1,. ::: ((j'''j I b~« 6""t;. ,

x>y =: T:~~ ) G"r:a"c~~, \)6:::171;~. Dosazením (11.13) a (11.11) do (11.J.2)

vyjde

(11.16)

Porovnáme-li (11.15) s rovnicí (11.1), Vidíme, že vektory1)I=/Vt()Ja IG~{tp)

musí být rovnoběžné (oba jsou kolmé ke stejnému vektoru, který mdže mít
libovolný směr v tečné rovině t na obr. 59). Bude tedy

. fJF"
i c( E.p1 '= G{ r 'H<o }

V této rovnici poznáváme vztah (3.4). Přejdeme-li od přírustku k ]·ychlos
tem (přírUstky podělíme ~tr ), dostaneme místo rovnice (11.1)

• T •t EjO 1 {<o} '" O (11.17)
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a místo (11.16)

( 11.18)

.
, ~

Přitom jsme označili - stejně jako dříve - ~'=r j,' • Je to nezáporný ne-
určitý parametr.

c

OBR. 60

6

o

Vztah (11.1) nebo (11.17) platí pro materiál bez zpevnění. Defor
mační charakter,istika ,takov'ého materi·álu při jednoosé napjatosti je zná
zorněna na obr. 4. Materiál.se zpevněním má pracovní diagram znázorněný

na obr. 60. Roste-li zat'íž'enív mezích· O -= c;- ~ ()I<.O ,platí přímá úměr-

nostmezi'napetim. s'prodlouže
ním (Hookedv zákon). Když hodno
tu <;)to překročíme, v:z'ni'knou .k:~omě

elastických také plast'ick;é de
formace. 'Odlehčíme-li zkušepní
tyč např. vbodě'B (obr. 60),
zustane tyč trvale prodloužená
a její trvalé poměrné prodlouže
níEp = oe. Když tyč znovu zatí
žíme, bude se deformo'vat prú.žně

po čáře CB. Teprve když napětí

dosáhne hodnoty <Ok:,. odpovídac1íc!
bodu B, mohou se vytvářet při

dalšim. zatěžování přírtlstky

plastických deformací., Mate:riál
se tedy nynj jeví tak, jako kdy-
by jeho mez kluzu byla zvýšena,

()~ > CO~. Toto zvýšení se mUže projevit 1 tenkrát, změn.íme-li smysl za
těžováni. Obvykle však bude nová mez kluzu v tlaku menší než mez kluzu
vtahu, někdy i menši, než byla pdvodně. Zpevnění se tedy většinou proje
vi jen při stejném smyslu zatěžování. Při změně smyslu zatěžování se zpev
nění nemusí projevit, materiál se mlÍže jevit dokonce jako změkčený (Bsu
schingerdv efekt).

U materiálu se zpevněním se tedyméz plastických deformací měni

v závislosti na plastiokém poměrném přetvořeni, kdežto u ideálně plastic
kého materiálu se neměnil~. Da~ší rozdíl je v tom, že u materiálu se
zpevněním je při ,monotónním zatěžování poměrné prodloužéní E jednozllač

nou funkci G' •

Drucker zobecnil vztah (ll~l) i ~na pružnoplaatioké ·,ma,teriúly se
zpevněním. Požadoval, :aby ,disipovaná 'práee přirustkti napěti fde-}byla bě

hem úplného. cyklu'pf1tížení- o·d.lehčění nezáporná, tédy abyplát11o, že
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~elr~o D~AUtQ\',iRosiu;\~~ ne.ápo~o,t1 d~.tpo"A6 p:r~Q8 př1pOPlín.á d:ruhQ"
te~Q4~~~q~Q" ,ětq. vt~. už, ž, p~o ideáln_ pl.,tlq~f ~t_r~ál p1att
II "_~I~~Q~ (1~,:L9) " (++,~O) rovnoet, ~o~.~l1v po_r~u.~~t t.d1 ~+atí p:ro
mat~'~~.~ ~. Ip'VA'nt- ~. ~rQ ~~~~~ál~ pe. zp'Jnin~ (~~_4+nt pl~.t1ok~).

'ob~p~~~~l~pQ~na~~~ ze ~kO"'~Y tahtm n~ ~~QstO~9~q~ ~apjato8t, ~~

,tm~ ,f~p",,~t ~Qžn08t. I~ se ~e'n~ č~ra, r••p. ~'z~~ ~~op~ maM. v z4
v~,+o,tt ~~ pl~~'~o.~~ pf~tvořent ~In~t. Ne~ud,.~~ ~.Yl~'t ~a .~.lu ~i

s~I~~ ~~tě_ování, b~de ,v~vněn~ ~ávis.t j_n n~ ~5jak4 s~a~árnť funkci

tak~e rovnlce mezní čáry (plooby) bude

(11.22)

Je to ~edno~arame~r~akámpožina Qtejn~lehlých ~ř1vek (plo~h) předs~~v~jí

q! ~IQ~:rOPlli ;pevněJ3i. fl,.s~ic1tÝl1 tv4teniRl se vP.~ .~~~~~1 !na-ie .~át

an~'Q~~Qpntm. ~,~~e mez~~ ploch~ zmln~ ~V,~ (p~p~ábn, ~I v ně~~e~é~ ••ěxu
, ~JJ,4t~ -Y~~é~' 81111ru) , :Pak F: bude z~v1.«rt U... ~d44 '1Q~Qe pl.lti.olté~o

1Jř"'Q~,nt 3e~~~~1vi, ~..k_,

Ko~.~ě mQ~O" ~'8tat ob, pf~pady z~royeň. ObeonÁ ko~z1~tentní po~~

~1,~t~o~~1 3e p~~

Z D+U.olteX-QV~ postu*átu (11-+9) V1Plná, ž_ lIle~:qi p~C)cnf4 3e ko:nvexn~ .•
Ve~'Q~ í0~p'má ~ot1' sml~ nq~ly ~ v~k~o~ pf1tílent {~e18padá bU! dQ t~Q.
Pr4 tcl,,;1ny,· pebo svírá .! vektorem f<íftt» ostrý 11)181, K_~dt ~ ~'Í ~m~l" vek1ip~

facq~ .p.f,IJIle:n~ ~Vl'at do e1ast1ckcf obJ.a~t1. ':0 z~~n4, ~e v ~ko~! lJ:~~d~J:1q

bq4\~ me~ni plQOM l,ží l>o4y p~.4.t-'V\1.3!o~ .la..t1t)~Q~ ~ct~~~tost 3ef!. po J,d~

~~ 1~'f4n1 t'Qn4 :rPv~y, .Obálkou vl.~h tlohto t'.~tQb ;-cr'~~ 38 p;,o1~Q kpn-,
v.Xl\~tI1~IQ.
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Tvoři-li se plastické deformaoe, nemdže bod znázorňující n • .I:)il.ď~Q~I~

{<r1 (obecně v šestirozměrném prostoru) opustit mezní plochu (ll.
stále F-= O , tedy také

'OF 'VF . ~F

ctF : 'i) 119) i fd~} -to '1HEp lT {</t€p} -to '7> ')(. cl. 'lG -: O (11..25~

Dělíme-li tuto rovnici diferenciálem času, dostaneme ekvivalentní vztah

Nyní mohou nastat tyto tři případy:

(1) Odlehčení (materiál se vraoí do elastiokého stavu). Během odlehčová

ní se ani plastické deformace, ani zpevnění nemění. Bude tedy

(11.26)

(11.27);(, :: O

Návrat do elastického stavu ze stavu plastického znamená, že bude

.
F:<O (11•.28)

Se zřetelem k rovnicím (11.26) a (11.27) mužeme (11.28) nahradit
vztahem

F -:: O
'OF { ..
'Q{G"lT G"} < O

(2) Přitížení (tvoří se nové plastické "deformace za současného zpevňová

ní)

r ==0

(3) Neutrální změna naDjatosti (bod znázorňujíci napjatost se pohybuje
po mezní ploše, plastické deformace ani zpevnění se nemění)

F =0 (11.31)

Znaménko funkce F je třeba volit tak, aby vždy platila nerovnost F;i O ;
pak ro F /7J {q} má směr vněj ši normály k mezní pIoše F:= O •

Tvoří-li se nové plastické deformace, splňuje napjatost stále pod
mínku F= O (přitíženi z plastického stavu vede k jinému plastickému
stavu). Proto také platí (11.26). Do tohoto vztahu dosadíme z rovnice
(11.21)
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s použitím (11.18) pak dostaneme

roP • ('VF 'VF
'HG'~T (G'} + J., ~ f €p ~T I() [~1

'OF
+ --o

I()?C.

~ ~ 'UF
'b{ €.f>~r 'O {~}) -:= O (11.33)

Odtud vypočteme ~ a dosadíme do (11.18). Vyjde zákon plastického tečení

ve tvaru

kde
1c

Na rozdíl od ideální plastioity není už ~ neurčitý p~rametr. Z rovnice
(11.34) je zřejmé, že rychlosti poměrných plastiokých př~tvoření jsou 1:1.
neárnimi kombinacemi rychlostí napětí nebo - což je totéž - příru~tky

plastických přetvoření jsou lineárními funkoemi přírustkd složek napja
tosti. Teorie plasticity odvozená z Druckerova postulátu se proto nazývá
přirdstková (inkrementální) teorie.

1. poznámka
Druckeruv postulát neplati pro nestabilní stavy materiálu, kdy se

trvalé deformace spontánně vyvíjejí za současného poklesu napětí (na hOl~

ní mezi kluzu u materiálů s prodlevou v praoovním diagramu).

2. poznámka
Z Druckerova postulátu (ll.l9) lze odvodit zároveň oba axiomy teorie

plasticity, tj. konvexnost mezní plochy a kolmost vektoru přírustk~ plas
tických přetvoření k mezní ploše. Pro skalární součin vektorU rÁ.<?ta d~
totiž platí, že

(11.36)

Tento součin bude nezáporný, jen když úhel ~ mezi oběma vektory bude
~

v mezích -1C!'2 ~ 0/ ~ JLI'1- • Počáteční bod vektoru dC1 je někde uvnitř nebo
na povrchu mezní plochy; .koncový bod je regulárním bodem mezní plochy,
k němuž náleží daný přirUstek o(~ • Všechny ~ožné vektory o(~ tedy vypl
ňují "trs" Ohr811ičený kolmicemi k vektoru d€p. Ty vyplňují rovinu, která
je zároveň tečnou rovinou k mezní ploše. Všechny body oblasti ohrnničené

mezní plochou jsou 'zřejmě jen po jedné straně tečné roviny (část mezní
plochy však může spadat do tečné roviny). Není-li dotykový bod regulární
(tj. jde-li o bod na hraně nebo ve vrcholu mezní plochy), nahradíme okolí
bodu regulární křivou plochou, např. válcovou nebo kulovou, jejíž poloměr

křivosti pak klesá v limit~ k nule.
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3. poznámka
Jde-li o ideálně plastioký materiál, je rovnioe (11.33) identicky

splněna. První člen na levé straně rovnice je tot,iž podle (11.17) a
(11.18) <:,n"lový. Také výraz v oblé závorce (11.33) bude nulový, nebat
zpevnění neexistuje. Parametr .A, proto nelze vypočítat. jeho velikost
je neurčitá. Vzorce (11.34) a (11.35) pak nelze použít.

12. PLASTICITA V MErODĚ KONEČNYCH PRVKB

V metodě konečných prvkd se skutečné pole posuvu aprQx!muje po čás

tech (po prvcích konečných rozměrd) polynomy tak, aby všechny posuvy by
ly definovány, jsou-I! dány. zobecněné posuvy tq.l ~ rCj.11 '1'Z. I '" , q.h ] r
na vybrané množině uzlových bodu. Bude tedy

{L (X1Y' e j b)

'\}' Lx, y f 1: i -b)

Vektor poměrných přetvoření te,,} odtud dostaneme derivacemi ,podle známých
Cauohyho vztahd. ~~ složky

~u.

t~ ~ t'bx

s použitím (12.1) odtud vyjde·. vztah

Vektory a matice v tomto vzorci jsou postupně typu 6 x. 1, 6 x n , n x 1.
Na těleso ptisobí ·povrch~vés~ly. {l>~, objemové síly{f ~a zobeoněné osa
mělé síly v uzlech {Q}. Těleso má objem· V a povroh ~. S • Prinoip virtuál-

ních prací dává tuto podmínku rovnováhy
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tSq!T{Q.] + J{&1L}iIpl~S i- i fbU.~Tn!dV ~ S{Sf.IT"~G'rd.v
_ . s v V'

S použitím (12.1) a (12.-) odtud dostaneme

t Dq}T(U1l+JCA1T{p}dS + ~tA}T{f}otV)'" P>tt{} [Bi[G}dV (12.5)
f . v

Protože tento vztah musí platit pro jakékoli virtuální posunutí {D~},
je

[Q}+ Jtl-\lT{~}dS + 1(A]1"U}dV ... ~[B]r~G'}~V
s v v

K objemovým silám tH přičteme i setrvačné síly (podle d"Alembertova
principu)

takže· ·-dostaneme

kde

tQ} .,. tQ1~ )(f.\ ] T f p1ct ~ i- ! tAl1"t t } do V ( 12 • 9)
~ v -

značí vektor zobecněných sil v uzlech, do kterého byiy zahrnuty i síly
plošné a-objemové (je to tedy výsledná diskrétní soustava vnějších sil).
Přitom

[MJ '" !~ [A]i[l\]dV
v

( 12.10)

je matioe hmotnosti. Rovnice (12.8) je klíčem k řešení jakékoli statické
i dynamické úlohy pro lineárně 1 nelineárně pružný nebo pružnoplastický
materiál. Jde-li o statické úlohy, je f4}"{O, a první člen v rovnici
(12.8) vymizí. Zbývá určit tGlv závislosti na rel, a tedy i na {~l , což
je hledaný vektor posuvu. Jde-li o lineárně pružný materiál, je podle
Hookeova zákona

( 12.11)

kde LEJ je matice- elastiokých "modulu. S použitím (12.J) vyjde

(12.12)
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takže rovnici (12.8) lze dále zjednodušit. Bude

kde

(1(1-=: JtB]T1t:.1L'BJd.V
v

značí matici tuhosti. Rovnic! (12.13) někdy doplňujeme členem představu

jíoím tlumení. takže základní rovnioe meohaniky vyohází ve t.,.aru

Pro nelineární kontinuum však musíme vycházet z po.vodního tvaru rovn.loe
(12.8), nebot závislost (12.11) neplatí, konstituční rovnice materiálu
jsou nelineární.

Máme-li nějakou nelineární funkci f(x t )') dvou proměnných X\ Y , pak
prod1:terenoláln.ípřírdstkydf, d)(r tJ.'':J platí l1neá:l'ní rovnioe

rof ~f
(i(f -= ~o<x. + 'fY tAy (12.16)

To platí pro jakýkoli počet proměnných. 'Řešení nelineární rovnice (12.8)
proto přej'de v posloupnost l1neárních úloh, přejdeme-li 'ke, vztahu mezi
příro.stky {~~lafá<O}. Obeoně budeme' mooi napsat, Ž·8'

kde[E'h1je tečná matice elastickoplastických moduld. Přejdeme-li ~rovn1ci

(12.8) k přírdstkWm, a anedbáme-li změnu matioe lBl(což lze, jsou~li po
suvy malé). bude pro statiok4 úlohy

r[p,]Tf llG"} C<V ~ {llG. J (12.18)
v

Vlnovku nad symbolem Q.budeme napříště pro stručnost vynechávat. Přírťist

k;r {~GJI tll Q.~ nejsou ovšem nekonečna malé, takže rovnioe

(12.19)

bude platit jen přib1iin~. Protože podle (12.'3)
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vyjde z rovnic (12.18) "až (12.20)

kde

[1<tJ -:: ~ tB1
T

[ Etlt'B1 d.V
v

značí tečnou mattcituhost1. Nesplňuje-li napjatost podmínku {ll. JO)
pro vznik plastických deformaoí, je [té] =[E1 a vztah (12.22) se nahra
dí vztahem (12.14). Je-li materiál v daném místě v p1astick'm stavu, před

stavuje tečná elastickoplastioká matice tuhosti ["t]vazbu (12.19) mezi
celkovými přírdstky přetvoření a přírdstky napětí.

Podle (1.5) je

Pro elastiok' přírdstky platí Hookedv zákon a pro plastlck' přírůstky

platí Misesdv zákon normality (11.16). Tedy

-1 #\tl ~p

ta~~ ::t lE] {o.e} + d-\. 'O(lOl

Sloupcový vektor složený z parciálníoh derivací funkce F podle"jednotli
vých složek vektoru. napětí oznaČJDepro stručnost fal. Bude

Rovnioi (11.25) napíšeme ve tvaru

kde

Choeme-li, aby odvozené vztahy - na rosdíl od rovnic (11.34) a (11.35)
- platily i pro materiál bez zpevněn~, nesmíme veličinou 1\ nic dělit,

ani žádnou rovnici násobit, nebot pro tento materiál bude A =O • Nemuže

me proto postupovat stejně jako v předchozí kapitole.

Rovnioi (12.24) znásobíme zleva řádkovou maticí (a ~r (E] • Vyjde

~ a1í [E ] tat} .. {a. lítV(~ 1 -\- o( t {a. ~TCE] {CI. }
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Za ta. Ji f dG"} sem dosadíme z rovnioe( 12.26), takže

Pro materiál bez zpevnění bude A=0 a vztah (12.29) nebude vyjadřovat

nicjineho néž1dentttu konzistentní s Mie8eovým.zákonea.
.' .

Z rovnioe (12.29) můžeme dt vypočítat a dosadit do (12.24). Před
tím však tuto rovnici znásobíme maticí rEl • Vyjde po snadné úpravě

(12.30)

kde

A+~

rb -;:, ia.}\íb}

{bl -= [E]{a.1

Rovnice (12.30) je toto~ná s rovnioí (12.17), takže (12.31) dává hledanou
tečnou matioi pro elastickoplastické deformace.

Nyní jsme tedy' sohopni vypočítat z :rovnice (12.22) tečnou matici
tuhosti. Z rovnice (1'2.21) vyjde pro daný přírlistek za:tížení {AQ.J při'bliž
ná hodnota přírustku posu~ů v uzlech t~q~, z rovnice (12.20) odpovídají
cí pole přírtiatkli přetvoření {A~} a ze vztahu (12 •.19) přibližně 1 POlé

přírůstku· napětí fA,'~}. To by mělo splňovat rovnici '(12.18). Ta však přes

ně splněna nebude,nebo't praoujeme s přírůstky konečných velikostí. "i/y

p'octeme reziduální vektor

{rl·'" {o.Q.}- JtB]T{A6'} otV
'1

který by měl být správně nulový, a zavedeme korekci (AG~takovou, že rovni
ce (12.18) bude splněna pro souoet {6.COJ +í AG J • Tedy'

I(~i{ÁG}olVt Jt1Q]T{AG-}</ťV ~ {AQI
~ v -

Když obě poslední rovnioe navzájem odečteme, dostaneme

J[B]T { A~} cAV :: trl (12 .36)
v

Tato rovnice je analogická k rovnioi (12.18). To znamená, že pro opravy,
které musíme připočítat k dříve vypočteným hodnotám {AC} \ ,fA tJ, t4~} )
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použijeme stejných rovnic jako dříve [tj. rovnic (12.19) až (12.2l)]. Jen
místo vektoru fAQ.Jdosadíme reziduální vektor {~}. Nejsou-li tyto opravy
malé, mUžeme korektivní proces opakovat, a to tak dlouho, až bude norma
reziduálního vektoru II tr JII pod zvolenou mezí.

Nesmíme však zapomenout, že přitížení z plastického stavu materiálu
vede opět k plastickému stavu, takže po každé iteraci kontrolujeme splně

ní podmínky plasticity

Překročíme-li tuto podmínku, musíme vypočtená napětí redukovat násobením
koeficientem menším než 1 tak, aby podmínka (12.37) byla splněna.

Předpokládáme, že čtenář je natolik obeznámen s metodou konečných

prvků, že nepotřebujeme vysvětlovat, jak objemové integrály nahrazujeme
součtem integrálu nad jednotlivými prvky a jak je celý algoritmus výpoč

tu uspořádán. Nezmiňujeme se ani 'o· 'metodách numerickt§ integrace, které
se v metodě konečných prvku, obzvlášt v nelineárních úlohách používá. Zá
jemce o další podrobnosti odkazujeme na speciální literaturu podle připo·

jeného seznamu.

Při praktiokém řešení je třeba ještě uvážit, jak se projeví polyno
miální aproximaoe. Používáme-li jako "násadové funkce" lineární polynomy,
je pole přetvoření, popř. pole napětí po prvcích konstantní. To znamená,
že každý z konečných prvků je celý v elastickém stavu nebo přejde celý
do plastického stavu. Používáme-li polynomli vyšších s~upňů, muže se stát,
že část prvku je elastická, část plastická. Když vyčíslujeme objemový in··
tegrál v rovnici (12.22) např. Gaussovou numeriokou metodou, pak bychom
měli pro integrační body v elastické oblasti používat matice elastickďch

moduld[EJ, v plastické oblasti pak tečnou elastickoplastickou matici
[EI;1 • Přitom se mO-že vyskytnout případ, že pro zvolený přírtistek {1lQ.}
vyjde celkové napětí v daném místě v plastické oblasti, kdežto počáteční

stav byl ještě v elastické oblasti. Pro část přírustku {/lG' Jby se teQu<m:ě~

10 použít matice [EJ a teprve pro zbytek matice [Et;"] •

Je-li efektivl1í poměrné prodloužení v daném miste na počátkuintegrač

ního kroku tA a na konci - za předpokladu, že materiál je el.st~~:í~~·<·fa ,
kdežto 118 mezi plastických deformací yypočteme €:"fG ' bude elastlcJ.(a )clást

přírustku dána zlomkem

rn ::

Pak místo (12.31) použijeme interpolované hodnoty
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~-vn'

A+ ~
(12.39)

Této hodnoty použijeme k výpočtu tečné matice tuhosti a te;prve pa1c' ,z.~čne~
me B výpočtem skutečné hodnoty tA6'} pro daný krok {AQ). Interpolaci (12.39)
mužeme vdalšich krocích iteračního procesu zpřesnit.·EIa-etická část pří

rťistku vektoru ~apěti je přitom h1 [E] t A:é} •

13. PRANDTLOVY - REUSSOVY ROVNICE

Jak známo. tenzor .napjatosti má obecně šest složek; zapišeme·ój.ej
ve tvaru matice

<Ol( 't '('J 7;~~ ~11 (;1?, G:a3

[~] ~ 7;y~ <Oy u'l~ . :;: 6'11 (9111- (;2.3
(13.1)

't1)(. ~~ G~ G-31 ~3~ 6".33

Z teorie pružno.sti je známo, že vždy lze nalézt t~·kovou polohu s;ouřa..d

ných os v daném bodě, že se matioe (13.1) st~e diagonální. Nadiagollá- ..
1e budou hlavni napěti '011 Xl'!" ~3, která dostaneme řešením kubioké seku
lární rovnice

QlK - ~ '1: x.y {;x.~

(;y( G"~ - <; ~~~ :'0 (13.2)

'rt't T~y ~e-o

Když tento determinant rozepíšeme, dostaneme rovn1Q1

kde

J2 :: (0)(.~~ +~y~~ + CO'~ e-)(. - 7:x.y ~yx. - "íy-a 7:'l;Y - ~ax. (;)(.!

J3 ~ tcr 1 o::: dat [b]
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Protože hodnoty hlavních napětí nemohou ·záviset na volbě souřadné sousta
vy, neDlohou na ní záviset an1koeficienty 11 ,31 J 3 rovnice (13.3). Jsou to
tedy invarianty. Každá funkce těchto invariantd je rovněž invariant. Ne-'
existují invarianty napětí, které by nemohly být vyjád~eny jako funkce
uvedených tří ih:'1ariantd.

Z. pokusů j~ známo.•.že odezva tělesa na hydrostatický tlak je vŽ.dy
elastická. Proto se od dané napjatosti odečítá' její hydrostatická složka

G'O'I :::. ~ Ce-I( + 6';1 +- 6"1) ... 3Ji

Vzniklá napjatost se ~azývá deviátor napětí Ip]. Je tedy

A11 ~1'2, ~ 1;3 Q)~ 7:'l...oy t:x.~ ~rta O O

A'l't .Á'I.~ A'l.:\ == J:y'i.. cr') 1;~~ Ů (Qm Q (13. 8)

A31 ~b'J, ~33 1:i;~ tt~'J <?i O O ~fn

Zřejmě b11 ": <Qx. - ~ (e-~ +- <o~ + \0~ ) - 3 l 1 ()lC- - (O'j - ~a-), Á1t -:: ~'1-y atd.
Invarianty dev1átoru napětí' jsouXI

(13.11)

Lze ukázat, že invarianty deviátoru jsou zároveň invarianty i pdvodní
napjatosti, nebot .

(13~12)

Obrácené tvrzení neplatí.

R. von Mises formuloval podmínku-plasticity užitím druhého invarian
tu deviátoru napětí

XI Kdybychom druhý invariant dev1átoru odvozovali obdobně jako (13.5),
tj. jako koeficient u):J v sekulární rovnici. dostali bychom - I'l./3 •
Výraz (13.10) je jeho násobkem.
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roF ~ lb F a~12. '~F 3;:\33
~(())(.

':

1}~'::J
-=

'1)e-~
':::=.'

1- 6 "'f.~ 'l~

..../0 '"

7)F '3é31'UF ~
~F' 3~~-- -= -- :::::::-

-=
()~e~1) t')(.~ CO" ,rt>.1;'Je ~ Q}

Tyto výrazy snadno odvodfme užitím pravidla o derivaci složenýoh funkcí.

Jde-li o jednoosou napjatost, je f:[~:~~, tak~e při plastickych dé
formaoích bude platit, že

( 13.15).

;; "'-~"' . .,.. ,

(13.16) .

To tedy znamená, že napěti <o ("X:) ma vyznam proměnlivé" "Jneze kluzu" tO-k:
na obr. 60. Je-li známa (z pok~su) závislost této hodnoty na poměrném

plást lók~m prodlouženi ((J :: ~ ( Eio) , bude

roP" -::: 'OF:,"~5 "2 _'O@: -= _ "06 ra~
'Q1C 'O&~?C. 'U ,x .{} fp 'IQ~

Za para~etr ~pevněni:.,I3·~\~p;,~v;d;La b~~e mě~l?-á::práce vyk()n81?-á při.' plastic
kém p~etváře~i.t. takže.:,pf..~,:je~:p.Ro.~é" n~pjatos.ti ~ude.;

( 13.113)

Když tento výraz dosadfme do rovnice (13.16), bude

'7J-F 'O~ 1
'D ')(. - 'i) €:p • (5=

Pruhem označujeme veličiny vztažené na zkoušku tahem (jednoosou napjatost).
Podlé'vztahu (1.5)" blid~e célková~ de,formace součtem de-formace plasticke a
elastické, takže

Když tu.to rovn'1ci p'odelíme--dl'ferenc1álemnapetí clE) , dost'aneme

+ (13.20)

kde ~ = d~ /d(' je tečný modul

Ep = 0.6/ ol€/O je modul plasticity

Ee =..'d~ {d €e =E je Ypungi.iv mo~ul 'pru~nost'i;



Rovnici (13.18) nyní mdžeme upravit na tvar

Vratme se k výrazu (12.27). Protože funkce F má nyní tvar (13.13),
bude

Pl1sobi-1i jednoosé napěti ve směru osy ~ t je fft.'=' ~ t takže F;:, G'~-Š a
poměrné plastické prodloužení vyjde

_ ",C)F ~N

oléll.p '5. dEp -= tJ. ~ ~6"~ :ll CA-\- (13.23)

s použitím (13.17) a (13.23) dá rovnice (13.22)

Zároveň platí, že d€,p -= 0.6 lEp. U materiálu bez zpevniní je V't6' =0 t Ep ::- O ,
takže c{~ se stává neurčitým parametrem.

Zanedbáme-li poměrnou změn-t.t objemu, tj. položíme AV Iv • tll+t:y+ ~e = 0,
zjednoduší se podstatně tvar Hookeova zákona. Tenzor přetvoření se pak
shoduje s deviátorem přetvoření a ten je násobkem deviátoru napětí. Ten
zor přetvoření je definován vztahem

e11 e11. E'\2» t:~
1. i .
t. 'r~y 2. d"x.c I

Úl1 €12. ~'L~ 1.
€y 1 (13.25)= 2. ~y~ ?-1y~

€:?1 €~2.. t.3~
i .L

Et;1. 6'!>C lJ..~ey

Za uvedeného předpokladu lze Hookedv zákon napsat s použitím deviátoru
napětí (13.8) takto:

resp. (13.26)

Indexem u závorky jsme vyznačili, že jde o elastické přetvoření. Pro při

rustek plastického přetvoření.máme p~d1e (11.16), (1,.23) a (13.24)

)
3 d~

(vtE~i ~ "" T EpG' ~~. (13.27)

Celkem tedy bude

de -.
~~J

1 3 vt~

-; 2. G o. Ati i '1.. t p 6" A(a'
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nebo

(1.3.29)

Vztahy (1.3028) a (13.29) jsou navzájem rovnocenné. Pujde-.li o materiál
bez zp~vněfii, dosadime za poměr dB I fp přirlistek d€:'p a za poměrťf/Ep hod
notu Ep e

Rovnice (13.28)t popř. (13.29) jsou známé Prandtlovy-Reussovy rovni
ce teorie plasticitYe Jak jsme ukázali, jde o zvláštní případ obecnější

inkrementální teorie.

140 DEFORMAČNÍ TEORIE PLASTICITY

Sestavíme-li slo'žky dev,iátoru napjatosti a tenzoru pře~vořepído vek
tord tak, ~e bude

,€ 'b1 1T

budeme moci rovnici (1)027) zapsat ve vektorové formě

Na rozdíl od dřívěj šího textu o:b~ťahuje nyní vektor deformace ve čtvrtém

až šestém řádku poloviční zkosy. Bude-li nyní platit, že napětí zůstávs

J1 ve stejném poměru po ,celou dobu zatěžování'(proporc1onální nebo prosté
zatěžování), bude

(14.5)

takže porněr{j)~J~bude stálý. Rovnici (14.) lze pak integrovat, takže

3
f Ep J'" II & {/.l} fp

To znamená, že celkové plastické poměrné deformace jsou úměrné deviá·toru
napětí. Dostáváme tak vztah mezi plastickým přetvořením a napjatostí,
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který inkrementální teorie neposkytuje. Tuto výhodu jsme získali za ce...
nu, že jsme se vzdali možnosti zahrnout do naš~ nové teorie libovolnou
historii zatěžovl.{ní; deformační teorie platí jen pro proporcionální za
těžování.

Pro jednoosou napjatost bude poměr napětí a plastického poměl~ého

prodloužení

())(. Gi E l ~~) E Es
-. -:: :: -:=. (14.6)
t.~p f,~ Jo G")(. f E E - l ~~ ) E - Es

kde E~=(j'l.J€'L je sečnový (sekantový) modul. Je to směrnice úsečky OB čárko

vaně vyznačené na obr. 60. Z rovnice (14.6) mdžeme vypočítat poměrné

plast lcké prodloužení €xp způsobené napětím ~x. • Protože se při plast10-

kých deformacích objem nemění, je

Při jednooaé napjatosti je zřejmě

-s:. - (14. a)

(14.9)

tj. Poissonovo čislo jejkp =0,5. Proto při obecné třiosé napjatosti
bude

'E - Es. 1 ~)
€.lI.t::' -= EEs l ()~. '! ~'j - 1. G"~

t.~p -= E- ~ l G'"j - t G"~ - t \?l<J
EEs

E- E" ~ 1)«, ~p -:a (G'~ - 1. (i)( - i \;y
EE"

Podobně odvodíme, že
G- Gs

(;(;, 7;~~ ~

3 ( E- f,)
E tí t"y~

~ ( E. - E!)
---- '(;""E. Es -r;Xo

(14.10 )

Je totiž E -= 2.(1 jUP) G -: 3 (3 a podobně Es'" ~Ss. Rovnice (14. 9) a (14.10) mu
žeme'shrnout do jednoho matioového zápisu užitím vektordnapětí a defor
maoe. Bude

(14.11)
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(14.12)

takže pro. celkové poměrné deformace' dosta.neme

(14.13)

Inverzní vztah je

(14.14)

kde

znač'í' s elcant.oV'ou: tllho·s·tní. mat·io:.! ·pro "izotropní', materiál. '

Vpruž'ném stavu [tf>] -= [oJ, [ E5 ] ~ LE'] .' Je-.l,t v plastickém stavu
Es <<. E(:velmi malé zpevněni), je přibližně

(14.16)

Abychom mohli použít vztahu. (14.14), potře·bujeme vědět, jak

závisí sekantový modul Es na celkovém efektivním prodio.užení S • Tuto
závislost získáme při z'kou.šce tahem. Musíme však vědět, jakou hodnotu [
přiřadme o,becnému pr'ostorovému přetvoření. 'Základem srovnání zde muže
být druhi invariant d~viátoru tenzoru přetvoření, který utvořme stecJněl

jako j smeutvořtli hodnotu I'l podle (13.10). Invariant znásobíme tak,ovou
konstantou, aby při jednoosé napjatosti (J~ =~ dávala plastická přetvoře- ,
ní (14.8) hodnotu E~ t){p. Vyjde

f1
€ - tl1tF) L(E,,,-€.y)2.+ (é,~-€~)'l.t( €e_€")'l.+

+ i lď';y + d'~~ +d'~)( ) 1{/'}.

Protož'e €, je celkov'é efektivní poměrné prodloužení, bude v něm zahrnuta
část elastická 1 .plse.tická. xI p~o Pols.sonov'o číslo ~ bude, proto platit

../

nerovnost

(14.18)

XI Dosadíme;..li dá (14.17) ji .. 0,,5; dO,8;tanelUe tzv. intenzitu přetvořeni.

Podobně" výraz' ~'s:e; n·aizýv.áintenzi1ta napět!.
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K jeho výpočtu poUŽijeme hypotézy, podle které se neměJ;lí,D1odu~ obj~mové

pružnosti K -= PI (AV Iv)::. E 13 (1-1f). Bude tedy

E~ E
:: ---

?>( 1-~) :?>(1 -2pJ
Odtud

Hodnota~ platí pro elastický stav.

Prot.o~e pracujeme s efektivním napětím a s efektivním poměrným

prodloužením, oož jsou def1nitoricky kladné veličiny, nemO-že deformační

teorie postihnout Bausch1ngerův efekt. Zahrnuje pouze izotropní zpevně

ní.

Výpočet metodou konečných prvkd se obzvlášt zjednoduší, lze-li
použít přibližného vztahu (14.16). Pak totiž bude sekantová matice tu
hosti

Když tento výraz rozepíšeme, dostaneme

I \~s 1 ~ l ~] - lH]

kde

I H] -: . E- Es [ ~ ]
E

Základní rovnice

se tím rozdělí tak, že nelineární člen bude vpravo

(14.21)

(14.22)

Matice Ul] závisí na €: t tedy na tqJ • Indé~uŽ'V'~llňě.tnaa(t í;je.k
lze uskutečnit iterační proces.

Rozdíl mezi rovnicemi (14.12) a {14.11& )'~~iil_llllM'lilllli!;!I't. že čtverco
vá matice v oblé závorce (14.13) záv~sí,I~,f?'~~I?~'_!'III.I~ém,,:prodlouže
ní, kdežto čtvercov'á ,·ma·tice v rovntc"l (l';.la)iD·el.R:II.l1'\ti.'~t.>Rovnice
(14.12) představuje zákon lineární·.prt1žn.C)?štlllll:illél.:).j_šl~lci:.( 14.13)



°mu;ž~eme považovat za 'zákon 'nelineární pružnosti. Skutečně mez1deformac

ní teorií' plasticity a neline'ám!' elastic1~ou není rozdí.lu, pokudne~

nastane odlehčení. Pro odlehčení platí totiž lineární Hookeuv 8ákon.
U nelineárně pružného tělesa se odlehěení děje podle stejných zákonii
jako zatížení (trvalé deformace nevznikají).

Z á vě r

Uvedli jsme velm'i podrobný výklad základních poznatko. a principu

teorie .·plasticityse zaměřením k vÝPoč~,u'mezních stavu při static'kém za

~tíž:ettí. Omez.ený ~ozsah nám ~nedoyolilprobíratvšechny aplikace, 'které
jsou pro strojního inž'enýradůle,ž~té (vynechali jsme např. teorii ková
ni, válcovcíní, protahování, protlačování). De,li jsme přednost tomu, vy

tvořit pevný z,áklad znalostí zákonů ',a principů na úrovni součas~Ých

znalosti mechaniky ,kontinua,9 jehož pomocí čtenář snadno porozumí spe
clálnimstatím uveřejňovaným v odborné literatuře a v monografiích, je
jiohž seznam přip'ojujeme. Vycházíme ze zku'ěenosti,že se teorie plasti
oity na strojních fakultách bud neprobírá vlÍbec, nebo se probírá jen ne
dostatečně. Teorieplastic1tyje přitom natolik odlišná od teorie prtlŽ

nosti, že ji většina inženýrů považuje za obtížnou" a neužitečnou. Smyslem
těchto skript bylo tenton'e-správný dojem opravit tl ~ezeru ve vzdělání

'pře'kl,enout.

Ve svém výkladu jsme proto použ11ioonejjednodu.šších prostředkťi.

Vyhnuli jsme se tenzorové formulaci, která by umožnila zestručnit zápis,
alekt'erá j~ ,vět,šině techniků a inženýru cizí. Použili jsme maticové
symboliky, která je dnes - vzhledem k rozšíření digitálních po.čítačů 
nezbyt.nou součástí inženýrských znalo.stí ve vš.ech odvětvích technických
věd. Vyhnul'! j ..sme se ,zavedení· pojmu, ·které nebylo třeba nezbytně zavá
dět. Vynechali jsme teorii kluzových čar přlr'ovinném přetváření, nebot
tato teorie je snadno srozumitelná a lze j1 najít v každé učebnioi plas
ticit'y. Místo' toho jsme uvedliap11kaci nespojitých polí k určení horní
a dolní hranice mezního z~tížení, nebot tato teorie má širší použití.
V závěrečných kapitolách jsme naznačili, jak lze úlohy z plasticity ]~e

šit numericky metodou konečných prvku.

Cílem, který jsme si vytkli, bylo vytvořit ,srozumitelné a pevné
zákl;ady, na niohž s,p'očivá teorie plasticity, ukázat její užitečnost a
podnítit účastníky semináře k dalěimusamostatnému studiu.
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Tato práce by, nebyla vznikla bez in1c,iativya vyt.. rvalép.o přátelské-
'-" " ", ".

ho' nátlaku, kte~na autora·p\isob11 In~. Vladimír Václavík. Jemu i všem
praoovníklim Domu -techniky ČSVTS Praha, kteří se na přípravě skript a se
mináře p~dile11, patří upřímný autorťiv dík.
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