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Motto:

Clovék buduie védu z faktd tak,
jako stavi ddam z kamenl; avSak
pouhé hromadéni faktd neni védou,

tak jako halda kamen® neni dim

Henri Poincaré
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Seznam pouzitych symboll

Oznaceni

vyznam, rozmér v SI

bezrozmérova délka [1] (CJ: £2L )
krit

matice linedrniho zobrazeni

(yi= OLeXl) ’

obecny tenzor druhého rédu
v prostorovém popisu

amplituda akceleracni vlny

metricky tenzor plochy

Ix' Ind
(0“13"5,.4- 3};*@-}—3 , O B= 1,2)
matice problému, diferencidlni
operdator
parametr

relaxacni cas teceni materidlu Eﬂ‘

obecna fyzikdlni velicina
vektor praveé strany rovnice

tenzor druhé zdkladni formy plochy

2
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matice problému

rychlost zvuku [%] (C‘i =’(‘§E ),

parametr, vlastni cislo

kriticka rychlost zvuku [{g]

2 Na4
(R
isotermickd rychlost zvuku EE%

(=(55).)

specifické teplo pti konstantnim

objemu, pri konstantnim tlaku [i%ﬂ?]

konstanta teceni materidlu [5]

Fingeriv tenzor deformace B]

-1 i Ixi (L
(C,'aﬁ 2% Jg}
ax Ix
vektor deformace ve sméru normaly n
konstanta
tlakovy koeficient

matice

Hausdorffova (fraktdlni) dimenze

atraktoru

element plochy v prostorovém

popisu [ma] , d_g =(c>/x2 XBI O/x:5 xfcl)("a/)(z)z
= noa

element plochy v materidlovém

popisu [m], cll =(dXX® X LK X E2)=Nold

tenzor rychlosti deformace [%i



element objemu v prostorovém popisu[ﬁﬁ]’
(clv = dx'dxédx’)

element kfivky v prostoroveém popisu[nﬂ

skok prvni a druhé derivace veliéiny¢

na singuldrni plose

skok prvni a druhé derivace veliciny
(P na singuldrni plose v prostorovém

popisu
disipativni ¢len

soutet hustot vnitrni a kinetické

energie [n"{s] (Eﬂu*"l'f\é’f)

Eulerdv tenzor malych deformaci {ﬂ

o ~ - N
Younglv modul pruznosti P;ﬁ .
energie neéjakého malého podsystému Lﬂ,
pocet kone¢nych prvkd
rozlozeni energie fluktuaci

rychlostniho pole

redlnd osa

Lagrangelv tenzor deformace [1]

Ix' I
(2E, =S = )

pomérné prodlouzeni ve sméru osy X B]



funkce urgdend vztahem (2.4.119)1

frekvence ml

3

f, Fk, ki vnEj&i objemovd sila [";’N'g] ,
vektor pravé strany rovnice

F(u), ?(U,‘a‘%) obecné funkce

Ff] (ﬁf‘?), F pkim4 Fourierova transformace funkce
Flxy)

F(s) Laplacedv obraz funkce f(t)
(F=&Llf®))

Fﬂ[F](X\y) inverzni Fourierova transformace
(F[F] =)

F(‘?) vektor pravé strany diferencidlni
rovnice

tok do konecného objemu V‘, jeho

povrchem 8%« v tase i‘m}
(nyh

F;.h tok do konecného objemu Vc s charak-
teristickym rozmérem h\/rhté tasoveé

Y roviné

() rozdélovaci funkce ve fdzovém
prostoru

;?(u) funkciondl

ié;{%) pribéh bezrozmérového napeti na

poloméru r;(i%ﬂQ)[4]



<59

{n)
(u;)

Glpw)

vektor pravé strany obycejné
diferencidlni rovnice pro konecny
objem %j

gravitaéni zrychleni Lg%] )

determinant metrického tenzoru

('{5’ =det 8x3[

vektor pravé strany diferencidlni

rovnice

matice prechodu

bdzové vektory pfimé a dudlni bdze

slozky metrického tenzoru

obecné funkce

operédtor (6 : M— N, pro.j=1,2,3)
e , J

specifickd entalpie z- '

9
charakteristickd velikost oka
vypoctove sité

. TJ
celkovd specifickd entalpie Ta

(h,=u +—5-+J—>2fﬁ)

koeficient prestupu tepla(i = 1,2)

]

hamiltonidn systému [J]




¢leny vyssich radd pravé strany
soustavy rovnic pfi linearizaci

diferencidlni operdtor okrajovych

podminek
vektor okrajovych podminek

bdzové vektory kartézského prostoru

v prostorovem popisu

. -k . .

dp2in, ly= (1,0,0), iy= (0,1,0),
iy = (0,0,1)

bdzové vektory kartézského prostoru
v materidlovém popisu

1K
k=", L-a,0m, IL-=0,1,0

I, = (0,0,
operdtor restrikce reseni
operdtor interpolace fedeni
operdtor restrikce rezidua

. ) . h

matice operdtoru interpolace .é%
jakobidn pohybu materidlového BSodu

. . ) axi
x=xi(Xit)  (§=det|ZH|)

hustoty toka velicin lP (i =1,2,3)

Xt

vlnovy vektor JL S =1,
g vektor [T] (k=
modul objemové stlacitelnosti

N1

u pevnych materidll [———

/ )
(K" (%%-)) )



& vlinovd délka [m], Ljapunovova

Cisla
Ko Kolmogorovova disipa¢ni délka [m]
(go"’ L?—)
Re
L lagrangidn systému {J],

charakteristicky rozmér teélesa [m]

LQ(V) prostor funkci definovanych na V a

integrovatelnych s kvadratem

Lmn koeficienty pravé strany soustavy

linearizovanych rovnic

é?{F(tH Laplaceova transformace funkce f(f)
@] =F) | smwrig)

é?(h%fV) prostor linedrnich operdtor( zobra-
zujicich prostor M do prostoru N
) . 1 1
J 3 N !
J?(V” V' éi!r JQ!L oy hustota lagrangidnu
(] l /
"1 9k Ixi
m hmotnost systému [kd]
qufﬂ(V) prostor funkci definovanych na
objemu V
i A4
M, M,M,f Machovo ¢islo [4] (M"“’“&‘)
e
Iqu matice problému pro e-ty konecny prvek
n vzddlenost ve sméru normdly [m] ,

normdlovd souradnice [m] ,
konstanta vyjadfujici teceni

materidlu [4]



J®

tislo nodu v globdlni notaci pro
k-ty nod e-tého kone&ného prvku

v lokalni matici

vektor normédly k plose v prostoroveém
popisu [4}

vektor normdaly k plosSe v materidlovém
popisu [4]

pocet ¢d4stic v systému, prostor funkci,

pogdet uzlt (nodd) sité

podet uzlt sit® velikosti h a 2h

poCet makroskopickych parametrd

poget nodl v kone&ném prvku

hybnost

napeti,

tlak [Pa)

vektor pravé strany rovnice

Prandtlovo cislo [1]

pravdépodobnost stavu systemu {1}

hustota toku tepla v prostorovém
popisu m¢ém

. m-s
hustota toku tepla v materidlovém
popisu {

| m®s




vnittni a vné&jsi polomér trubky [m]
tenzor rotace s posunutim [4]

unitdrni prostor, polomér kfivosti [m]
Rayleighovo &islo [4]

Reynoldsovo €islo B]

reziduum na e-tém konecném prvku

reziduum na i-tém nodu v n-té

iteraci na siti s okem velikosti h

specifickd entropie Egijzj '

délkovy parametr kfivkg v prostoroveém
popisu [m]

celkovd entropie systému {'—}%] )
dginkové funkce LJs),

prﬁfez’dyzy [mz],

délkovy parametr krfivky v materid-

lovém popisu [m]

vektor pravé strany diferencidlni

rovnice

Strouhalovo &islo [4]
tas [8]

tegny vektor [{]

zadany prGbéh napéti na poloméru

no(i=42) [



X, xt

tenzor napéti v prostorovém popisu
[Pa]
absolutni teplota &q

dvoubodovy tenzor napéti, tzv.

PiollGv-Kirchhoffdv tenzor pseudonapeti
[Re] (7= 32 4%)

dxt
tenzor napéti v materidlovém popisu &é]
linedrni operdtor (TM'—’N)

pribéh bezrozmérové teploty na polo-

méru r, (i =1,2) [1]

rychlost postupu singuldrni plochy
. . m =1
v prostorovém popisu ES—] (u(m-u n,.)

specifickd vnitfni energie LAL},
: 9
funkce proménnych X', resp.xi+

vektor posunuti [m] ,

undsivd rychlost [%q
celkova vnitini energie [J] R ——
- -rychlost §ifeni singuldrni

\ m
.plochy E??W;

iOkOll bodu (stavu Systemuw

i

lokdalni rychlost Sifeni singuldrni

plochy i l
kartézské Guﬁadnice[wq ,poloha materi-
4dlového bodu v prostorovém popisu,tj.

v case t ,12V. gktudlni konfigurace



z 7z z > -
}(,}{ kartézské soutfadnice ﬂﬂ ,
poloha materidlového bodu v materidlo-
vém popisu, tj. v ¢ase t = 0, tzv.

referentni konfigurace

oL koeficient tepelné roztaznosti Ei}

3(%)
p-9[55) )

OCk,fB& parametry, koeficienty (&’4,2,)
@ koeficient tepelné roztaznosti [ri ]
m*K

(P=3Kex) ,
Ghel sklonu rdzové vlny vi&i proudu,
taze poruchy (B =k-4x)

e konstanta tedeni materidlu Maxwellova
typu [ﬂ,
bezrozmsrné vinove &islo [1] (y=kL)

r'«w§ga§ Grineisenovo &islo [4]

3V hranice Vy; plocha, je-1i V objemy
ktivka, je-11 V plaocha a hranicéni

body, je-1i V neuzavrend kiivka

74 libovolng malé kladné &islo
aé&v’EG,ﬁé deformace [4]
c&k) smiuvni tloustka rychlostni mezni

vestvy [m]



cgij smluvni tlouStka teplotni mezni

vrstvy [m]
53' J;
dé'(§ ) é Kroneckerlv symbol, jednotkovy tenzor
A'AxlexlA,}“m kone¢nd diference, prvniho Fddu ve
sméru x, druhého fddu ve sméru x,
stejné tak ve sméru vy
? Lamédv koeficient [ﬁgj
. m
H
? charakteristiky diferencidlnich
rovnic (i = 1,2,....)
6} koeficient urcujici typ numerického
schématu, odklon rychlosti proudu
v rdzove vlneé
(74
3\?’?/'8 izentropicky exponent [4]
' W
A, .17. koeficient tepelné vodivosti mK]
"zd" vlastni &fslo matice (y~ = 1,2,...)
i
J.,u%;, uz,; bezrozmérovd rychlost [4] {Q m-g*—)
-1 2
A=1-—1a]
éJ vlastni ¢islo matice, smykovy modul
N . . Ns
[mg , smykovd viskozita [ mz]
élﬁ numerické tlumeni (numerickd visko-
zita)

N

. P . 5
éJv objemovd viskozita Liﬁi
m2

Y kinematickd viskozita [m»]
S



§ | § matice, popf. koeficient zesileni

v numerickém procesu

i
§ ,g kfivotard souradnice, poloha mate-
ridlového bodu v kfivoCarych soutfad-
nicich v prostorovém popisu, tj.

v Case t

~Q

hustota v prostorovém popisu EE%J
m

hustota nedeformovaného télesa

gO

v materidlovém popisu, klidovd hustota

]

m°
6 Poissonovo ¢islo [’f] , bezrozmérna
2
frekvence [1] (G --%—}-w}
é(LP) vektor hustoty produkci veliéin LP
Z{S) hustota produkce entropie [S}ims]
T vazké nap&ti H{_a] ,

relaxadni &as [s]

(P potencidl bezrozmérové rychlosti Eﬁ;],
obecnd fyzikdlni veli€ina v prosto-

rovém popisu

)

vektor proménnych

| Nm
QB potencidl vneéjsi objemové sily [ kg )

obecnd fyzikdlni velic¢ina v materia-

lovém popisu
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(,%,D7,D%)

= "6

w(x,t)

S(+)

funkciondl, lokdlni potencidl

¢islo CFL (Courantovo-Friedrichsovo-

-Lévyho)

aproxima&éni funkce {&gwggf..)

disipac¢ni funkce g é j
m-s
relaxacni faktor metody SLOR,

1
frekvence {s]

plocha nespojitosti v prostoroveém

popisu
fézdvy prostor

plocha nespojitosti v materidlovém

popisu



Indexy a dalsi oznaceni

i,j,k,l,m,n,r,s,t,p,Qq indexy slozek vektorl a tenzord

v prostorovém popisu

e ¢islo konecného prvku
i,j,k,1,m,n ¢isla uzld vypocetni site
I,J,K,L,M,N indexy sloZzek vektorl a tenzord

v prostorovém popisu

- prvni index je vzdy rddkovy a druhy index sloupcovy
.. . - . , . o 1
- horni index oznacuje kontravariantni slozky vektord a~,

. 1]
tenzord a J

< . i i 1t s
., soutadnice x, g , vektory dudlni baze

i', g' (stejné pro materidlovy popis)

- dolni index oznacuje kovariantni slozky vektorl ajs

tenzorl a.. a vektory ptfimé bdaze i

i3 d:, 94 (stejné pro materidlovy

popis)

. . “ N . L1 e 1
- v kartézskych soufadnicich Jsou vektory dudlni bédze i
identicke s vektory primé bdze ii a kontravariantni slozky

vektorll a tenzord jsou identické se sloZzkami kovariantnimi

- kovariantni a kontravariantni sloZky rozlisSujeme protec, abychom
mohli dlsledné uzivat Einsteinovo sumacni pravidlo a jednodusSe
ptevést kazdy vztah z kartézskych soutfadnic do soutadnic kfivoca-
rych, viz kap. 1.D02.8. Neni-li uvedeno jinak, tak plati Einstei-

novo sumac¢ni pravidlo, tj. sCitéd se pres stejné indexy vyskytujici
K
{

se v soucinu krizem. Pres podtrZzeny index se nescéité (napf.iCr]Q

GE ﬁ;—é a}

=y
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celkovy
disipativni ¢ést
elastickd ¢dst
rovnovazny stav
ekvivalentni
imagindrni cast
konvektivni
kritickd hodnota

numerické schéma nizkého 1adu

ptresnosti

numerické schéma vysokého radu

presnosti

redlnd cést

soufadnice plochy

vlastni ¢isla a vlastni vektory
kartézskd slozka

hodnoty v nekonecnu
transformované popr. bezrozmérové
veliciny

velic¢ina komplexné sdruzend k Q

oznacuje hodnoty hledané funkce U

na okraji ¢i na pocdtku



{n)

oznacuje hodnotu veliciny Q

[(2))
v tase ¢=at

v n-té iteraci

hodnota

normaly

hodnota

normdly

veliciny ? na straneé

plochy

veliciny LP na strane

ploch

(n-té ¢tasové roving),

kladné

zadporné



Matematické symboly a operace

LYz kartézské soufadnice

)’E‘,y,%’ prirozené soutradnice

912,? védlcové soufadnice

{%‘P,r sférické soufadnice

{k{ aaxe p B mnoziny (grupy)

{14} afiafj axi Christoffeldv symbol druhého druhu
v operdtor nabla (V=‘e-a~%e—>

= deforma¢ni gradient (i-td4dkovy index,
axt  axt I
I - sloupcovy index)
K cof A gu £ ~m
X ‘f_-'fK . & Cum dx Ix F&FZ’K:J& e K
axk Tk T OF) G AR A S

i
j&& matice transformace (i- fddkovy
8§"
S¢S

Jt dt

index, j - sloupcovy index)

Thomasova delta derivace v prostoro-

vém popisu

LI AT kog" v -
(\ Jf = af + 4N %(% , poclobné prro «p)




D

cof (@'1) =det|d!] 3,

tra, tr(a?)

Ay Gy 1 Ssy

(o) {o)
a a

Thomasova delta derivace v materid-

lovém popisu

&P ATt NK9P S
( _g;_p_ ) ¢++ U(N)N 9;? % , podabné pro cﬁ)

oznaceni derivace ( =—d——)
dy
znagi doplniék k prvku a' v detla'al

(1 cp(ai)a® - |} o
=-det' a“i c% )

inverzni prvek k prvku a OJ

-4 -1 T "f; _ ""El i
(Ga=aa=l, a TR TAS Jk)

stopa tenzoru Q

invarianty tenzoru aQ

- ~tra®-qid
(om tra q( tra’ =ala cgkéw,

g, ~trc:e = i jkéEm m)

devidtor tenzoru g

(o) = - é;'i O“?)
(Ou 9T
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0(g00)

S(x-x")

ﬂfx-xo

[e] | [¢]

Pe{o}

variace funkciondlu, odchylka
(fluktﬁace) fyzikdlni velidiny

od referencniho stavu

konecny ptirastek

norma vektoru, tenzoru

absoluin%_hodnota,iyelikost vektoru
(la] =(c'a))?, lal =(aa™)?)

Landautv symbol (Necht £, g jsou
funkce definované na mnozine M a
necht g > 0. Potom f(x) = 0(g(x))
znaci, Ze existuje konstanta K > O
tak, Zze pro vsechna x & M plati

[£(x)] = K g(x).)

Diracova funkce (definovanad integ-

ralem f(x)=[f(x)(x-x")dx')
1 f(x \‘i}“

Heavisidova funkce

<. ¥
0 pro x=-
x)=lim 4, x £ 174
600 -0 | 2%y PO -FEXSS
&
1 pro xz%

rozdil hodnot veliéinytp,43 na plosSe

nespojitosti ahsz

(Iel=¢™¢ , [¢]=9"-¢)

redlna c¢ést veliciny Q

(Re{o} = —;—(04-0*) =‘—§+‘(em+e’i°‘) =lo[cosoc)



Matematické operace
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Zdkladni fyzikdlni konstanty

h = 6,626176 . 107°%  [3g] Planckova konstanta
_ 23 [ 3
k = 1,380662 . 10 Boltzmannova konstanta
K
N, = 6,0220943 . 10°° CaSth] Avogadrovo &islo
kmol
R = 8314,41 J

univerzdlni plynova

kmol K konstanta

- V seznamu nejsou uvedeny symboly, které nemaji obecnéjsi
charakter a vyskytuji se pouze na jednom misté (kapitola,

odstavec).



1. Uvod

Zakladnim rysem v8ech novéjSich fyzikdlnich teorii popisu-
jicich fyzikdlni jevy a procesy v pevnych télesech ¢i tekutindch
je jednak jejich vétsi komplexnost a tim i vétsi presnost a jednak
znatné vyuzivani vypocetni techniky. Pro pevnd télesa a tekutiny
budeme veétSinou uzivat obecny pojem redlny systém nebo jen systém,
Uvédzime-1i ddle, Ze pti tvorbeé fyzikdlniho modelu hraje nezastupi-
telnou roli i precisni fyzikdlni experiment, lze schéma soucasného

pozndvaciho procesu vSech redlnych systémd vyjadrit takto:

matematicky formulovany

fyzikalni model systému

fyzikdlni experiment ‘numerickd simulace

chovdni systému

Uvedené schéma plati samozfejmé& i pro vsechny technické
discipliny, protoZe jednoticim prvkem v3ech technickych obort
jsou prave zakony fyziky a chemie. Jednim z takovych obecnych

1'1). Jeho

zdkond fyziky a chemie Jje II. zdkon termodynamiky
disledné respektovdni pfi tvorbeé fyzikdlniho modelu Je zdrukou
jak vétsi presnosti modelu, tak i z toho plynouci lepSi simulace

chovdni (evoluce) popisovaného systému. Hlavnim ddvodem je uvaZo-

vdni disipativnosti vSech redlnych procestG probihajicich v systému.

Formulaci a obecny dlisledklm II.zdkona termodynamiky je
vénovdna prvni ¢ést této knihy (F.Marsik, Termodynamika kontinua

I, Teorie, 1989



Disipativnosti procesu rozumime nevratny rozptyl Césti
energie pri transformaci z jedné Jjeji formy na druhou. PFi tech-
nickych aplikacich se ¢asto na misto disipativnosti uzivéd pojmu
ztrdtovost a je explicitné vyjddfena Jediné ve II. zdkonu termody-
namiky. Systémy, ve kterych probihaji{ disipativni procesy se
nazyva]ji disipativni systémy a jejich popisu je vénovana tato

kniha.

VSechny redlné - disipativni - procesy Jsou nevratné v tom
smyslu, 7e se systém sam bez interakce s vn&j5im prostiedim (bez
pomoci vnéjsiho prostfedi) nemlZe vrdtit do vychoziho stavu. Napt.
kazdé kyvadlo se jednou zastavi, neni-1li mu dodavédna energie z oko-
1{. Pouze v idedlnich - redlné neexistujicich - podminkdch se ky-
vadlo mdZe pohybovat nekone¢né& dlouho a pouze v takovych>podminkéch
jsou fyzikdlni procesy vratné. Redlny fyzikdlni model vySetfova-
ného systému bude tedy formulovdn pomoci rovnic, které nebudou
invariantni v0&i Gasové inverzi (t—= -t). Jen takovy model bude
respektovat evoluc¢ni charakter procesl probihajicich v systémech
spolu s Jejich pricinnosti. Jinymi slovy, ndsledek nesmi predbé-
hnout svoji pfic¢inu a jen v idealizovanych (neexistujicich) situ-

acich se mize pric¢ina zaménit za ndsledek.

Casovd nevratnost &i disipativnost, popf. produkce entropie

1)

. . . . (v oo AV
jsou vychozi pojmy nerovnovazné termodynamiky a vyjadtuji
stejnou vlastnost systému z rdznych hledisek. Jednotici charsk-
ter nerovnovdzné termodynamiky pfi popisu redlnych systémd jJe

‘v této knize dokumentovdn. Je ukdzédna dvojakd role disipativnich



procesl pro vyvo] systému, kterou lze nejzretelnéji pozorovat

ve spojitosti se stabilitou fluktuaci systému kolem jeho stavu.

V jednom stavu systému jsou fluktuace disipativnimi procesy zesi-
lovény a systém se dostdvd do nestability, ve stavu jiném Jsou
fluktuace tlumeny tak, Ze systém setrvavd ve stabilnim stavu.

Za nestabilitou se ustavi bud novd stabilni struktura (nap¥. Benar-
dova virovd struktura, viz kap. 4.5, Kédrmdnova virovd fada, viz
kap. 4.6 apod.) a nebo systém setrvdvd v nedeterministickém (chao-
tickém) stavu (nestabilita vln v pevnych té&lesech ¢i tekutindch,
kap. 3.7 a 3.8, Lorentziv model pfenosu tepla v tekutindch, kap.

4.5).

Studiem konkrétnich disipativnich systémt (diferencidlnich
rovnic) ukdZeme, Ze disipativnost procesd v systému a stabilita
jeho stavu spolu souvisi tak, jako souvisi €asovd nevratnost vyvoje
systému s jeho e_xistenci (trvdnim). Pro konzervativni idealizované
(nedisipativni) systémy se pocet stavi, ve kterych se mohou nachd-
zet,s vyvojem (s ndrdstem ¢asu) neméni a lze tedy jejich vyvoj
v Case Jednoznac¢neé obrdtit. Naproti tomu u redlnych systémd se
pocet moznych stavl s vyvojem zmenSuje a jde-1i navic o systéem
nelinedrni, dochdzi pfi vyvoji i k nestabilitdm. ZmensSeni

poc¢tu stavld systému nedovoluje Jjednoznacné urcit jeho stav
pocatecni, coz Je zdsadnim projevem Casové nevratnosti vyvoje

systému - viz kap. 4.1.

Uvedenou dvahu lze vhodné kvantifikovat pomoci nédsledujicich
velic¢in; celkovd entropie systému S, tok entropie do systému ;}(S)
a produkce entropie systémem P(S). Zména stavu systému je charak-

.

terizovdna c¢asovou derivaci entropie S, interakce systému



s prostredim tokem entropie J(S) a vnitfni procesy v systému
produkci entropie P(S). Konkrétni tvar téchto velidin 1lze nalézt
jediné pomoci dobfe definovanych a dobfe méritelnych veligin
vystupujicich v zdkonech bilance hmotnosti, hybnosti, energie
apod., v zavislosti na uvazovane struktufe systému.

Vychozi evoluéni zdkon systéml mlzeme psdt ve tvaru bilance

entropiel'l>

§~3(5)=P(5)20, (1.1)

pfig¢em? pro nedisipativni (idealizované) procesy plati P(S)= O

a pro procesy disipativni (redlné) P(S) > O.

VysSettfujme stabilitu néjakého stavu systému v Case t = to
charakterizovaného konstantni entropii é‘O =0, t]. 5(t0)=50=£0n5¢.

Jeji hodnota bude s ohledem na (1.1) ur&ena rovnici

-J(5)=P(S5,)=0. (1.2)

Vidime, Z7e systém interaguje s prostfedim - je nekonzervativni

- takze }(S) $# 0, a jeho entropie je presto konstantni. Rikéme,
Ze disipativni systém je v dynamické rovnovdze. Aby byla uvedend
rovnovdha stabilni, je tfeba, aby jakdkoliv fluktuace v systému,
vznikld bud spontdnn& uvnitf¥ systému &i zanesend zvenku, vracela

1.1)

jeho entropii zpét k hodnoté SO. Provedeme-1i rozvo] entropie

v Case t = tO , pak je Jeji hodnota v néjakém blizkém Case t

(1.3)

n(t_tf
5(?}“3(]:5’ 20‘*”'"‘ /

0



kde

! 35}5 P(Si <0 (>0).

(1.4)
Znaménko > plati v pfipadé, kdy system zaujimal stav
s entropii v danych podminkdch maximdlni, tj. S, = S . V takovém

0 ma X

ptipadé mohou fluktuace entropii systému jenom snizit a pfi jejich

Utlumu entropie opét roste.

Podle Boltzmannova vztahu je entropie systému mirou pravdépo-
dobnosti jeho stavu, pficemz stavy s vys$3{i entropii Jsou 1 stavy
pravdepodobneéjsi. Stav s maximdlni e_ntropii je potom i stavem
nejpravdépodobnéjsim a vSechny redlné systémy se nachdzeji prave

1.1).

v tomto stavu, viz axiom pravdépodobnosti / uvedenych davodl

znaménko nerovnice o nebudeme uvazovat.

Nerovnosti (1.1), (1.2) vyjadfuji tasovou nevratnost (disipa-
tivnost) procesd v systému a nerovnost (1.4) se znaménkem <<
stabilitu jeho stavu vac¢i vnitfnim i vnéjsim fluktuacim. Tyto
nerovnosti jsou tudiz vychozi pro formulaci fyzikdlniho modelu a
stdvaji se nedilnou soucdsti poznavaciho procesu, viz pocédtek této

kapitoly.



1.1 Cile knihy a pouzité metody

Kniha je druhym dilem knihy Termodynamika kontinua a je
jejim primym pokracovdnim. Jejim hlavnim cilem je, ukdzat jednotici
charakter II. zdkona termodynamiky, zvldsté pak z ného plynouci

Casové nevratnosti procesl a podminek stability stavd.

Vyklad je ve vsech trech kapitoldch prevdzné deduktivni,
takze z obecnych zékonitosti jsou vyvozovdny konkrétni vysledky.
Nicméné analyza konkrétniho prfikladu slouzi k upfesnéni obsahu
a interpretace vychozich obecnych zdkonitosti a pojmd. Specidlni
matematické a fyzikdlni pojmy Jsou uvddény v ¢islovanych, petitem
psanych pozndmkdch. Pokud neni uvedeno Jinak, lze kazdy vztah
pfevést z kartézskych soutfadnic do soufadnic krivocarych pomoci
tab. ] .D2.1 v dodatku 2 prvniho dilu knihy. Odkazy oznacené I

se vztahuji ke kapitoldm a vztahtdm prvniho dilu.

V souCasné dobé je nedilnou souc¢dsti pozndvaciho procesu,
resp. tvorby fyzikdlniho modelu, numerické reSeni odpovidajicich
diferencidlnich ¢i integrdlnich, poptf. algebraickych rovnic. Aby
byla spojitost fyzikdlniho modelu s ndslednou numerickou simulaci
vyvoje systému ukdzdna konkrétné, je kap. 2 této knihy vénovéna
vlastnostem vypoctovych schémat a numerickému fesSeni vybranych

fyzikdlnich a technickych probléma.

Numerické resSeni rovnic, které popisuji idealizované procesy
a jsou tudiz invariantni vac¢i Casové inverzi, nec¢ini principidlné
problém. Otdzkou zlstdvéd jeho presnost a rychlost konvergence v pri-
padé probléml nelinedrnich. Rovnice takovychto procest lze v zdsadé

rozdélit na eliptické a hyperbolické.



Reseni eliptickych problém& je v soutasné dob& velmi dobte
rozpracovano a uzitim takovych metod Jako je metoda multigrid,
metoda sdruzenych gradienta, popf. jiné vhodné volby predpodminénosti
matice problému,je dosazeno jak velmi presného feSeni, tak i jeho
rychlé konvergence. Jde vétsinou o dlohy 2z oblasti staciondarni
deformace pevnych téles, stacionarniho proudéni idedlni tekutiny,

staciondrniho vedeni tepla, apod.

Reseni hyperbolickych problémt neni v sougasné dob& tak dobfe
teoreticky zpracovéano jako u problémd eliptickych, ale také jiz
zde existuji spolehlivé algoritmy. Protoze jde vétsinou o netlumené
Siteni poruch, ¢ini numerické tedeni principidlni potiZe. Konver-
gentni numericky vypoc€et predstavuje Jakysi proces Sifeni poruch
(odchylek od presného fedeni), které musi byt v prdbé&hu vypodtu
tlumeny. V opacném pripadé vypocet diverguje. Z dlvodd konvergence
je mozno reSit hyperbolické problémy’jen s pouzitim urcitého typu
umélého tlumeni (disipace), které md fyzikdlni vyznam viskozity
¢i difuzivity nebo tepelné vodivosti. Tlumeni lze zavést Cisté nu-
merickym algoritmem pomoci zpé&tné d_iference (tzv. "upwind") ve
sméru osy hyperbolicity (v&t3inou Casové soufadnice) a nebo doddnim
¢lenl s druhou ¢i ¢tvrtou derivaci hledané funkce. Takovéto ¢leny
odpovidaji fyzikdlnimu (vazkému) tlumeni. Skuteéné redené rovnice
Jiz nepopisuji idealizované procesy, ale néjaké modelové procesy
redalné, takZze jde v podstaté o rovnice evoluéniho typu. Mezi typice
ké hyperbolické problémy pattfi Sifeni elastickych vlin v kontinuu,

staciondrni nadzvukové proudeéni tekutin, apod.



Redlné procesy popisuJi rovnice evolutniho typu, které pro
pfipad spojitych systémd jsou vesmés rovnicemi parabolickymi.
Popisuji transportni (disipativni) procesy a v disledku toho
nejsou ji? invariantni va&i Sasové inverzi. Redeni se od poddtednich

a okrajovych podminek (v ptipadé parcidlnich diferencidlnich rovnic)

vyviji v zdsadé tremi zplsoby:

i) gsméfuje k neéjakému stabilnimu feSeni. Systém md jeden Ci

konec¢ny =pocet staciondrnich stav(;

ii) sméfuje k néjakému periodickému feSeni. Stavy systému leZ{
na nejaké uzavrené krivce ptfislusSného fdzového prostoru, tzv.

dynamicka rovnovéahaj

iii) sméfuje k nestabilnimu staciondrnimu stavu. Stavy systému
tvofi nekonec¢nou mnozinu - podivny atraktor. Témito stavy
systém v rdznych Casovych okamzicich prochdzi, takze se

jeho pohyb jevi chaoticky (turbulentni).

Z hlediska numerické matematiky jsou problémy ii) a iii)
mimorddné ndrocné a jejich spolehlivé numericke feSeni vyZzaduje
Jak fyzikdalni a_nalyzu, tak i precizni fyzikdlni experiment. Mezi
nejkomplikovanéjsi patri takové nelinedrni disipativni systémy,
jako napr. proudéni vazké tekutiny, viz kap. 2.4.4 a kap. 4.6,
difuzné-chemické procesy, fdzové prechody v proudicich tekuti-
ndch, soustavy téles s rdzy, apod. Jejich zédkladnim rysem chovdni
je velikd citlivost na pocdtec¢ni ¢€i okrajové podminky a princi-
pidlni nemozZnost reprodukovat z néjakého konec¢ného stavu stav

potdtetni (ddsledek neinvariance vac¢i Casové inverzi).



Kapitola 3 je vénovdna Sifeni vln. Vlnu 8ifici se kontinuem
povazujeme za singuldrni plochu, kterd je charakterizovdna nespo-
Jitosti fyzikdlnich velic¢in, popf. jJejich derivaci. Na této plose
musi byt splnény zédkony bilance a vSechny pottfebné konstitutivni
vztahy. Vyhodou tohoto pfistupu je, Ze ke stanoveni zdkladnich
vlastnosti vlny neni treba zndt konkrétni prlbéh pfisludnych veli-
¢in uvnitf této vlny, ale stac¢i zndt jejich hodnoty pfed vlnou
a za ni. Zdkladnimi vlastnostmi téchto vln je Jejich rychlost Sife-
ni a velikost skoku odpovidajicich fyzikdlnich velicin, popf. Jejich
derivaci. Tak napf. singuldrni plocha na niz dochdzi ke skoku rych-
losti je rdzovéd vlna a singuldrni vlina se skokem zrychleni je slabsi
vlna akcelerac¢ni. Nakonec vlny, které maji v3echny derivace spojité

jsou vlny slabé (neékdy nazyvané infinitesimdlni).

Systematicky jsou studovdny rdzové a akcelerac¢ni vlny v doko-
nalém plynu a v pevném termoviskoplastickém materidlu. Hlavni po-
zornost je vénovdna rychlosti Sifeni a stabilité Jjejich amplitudy.
/v1dsté jsou hledany podminky, pri kterych intenzita vln roste
nadevsechny meze. Za takovychto podminek dochdzi v tekutindach

k rdzovym vlindm a v pevnych télesech k poruSeni.

Jevy v nelinedrnich disipativnich systémech jsou z hlediska
nerovnovdzné termodynamiky vySetfovdny podrobné v ‘kap. 4. Je uké-
zdno, 7e disipativni procesy (napf. viskozita, tepelnd vodivost
apod.) vedou v otevienych systémech, diky okrajovym a pocdtecnim
podminkdm, na jedné strané k nestabilité systému a na strané druhé
k jeho novému uspofdddani (koherenci). Ve fdzovém prostoru, kde je

chovdni systému zndzornéno trajektorii, odpovidd uzaviend trajektorie



periodickému pohybu (koherentni struktufe) a trajektorie neuza-
viend pohybu kvaziperiodickému, aperiodickému ¢i chaosu. Jsou

analyzovadny nejcastéjsi typy chaosu, resp. turbulence.

Podrobné Je studovdno proqvpéni vazké stlacitelné, tepelné
vodivé tekutiny, a to jak v pfipadech, kdy se uplatnuje tepelnd
vodivost a viskozita (mezni vrstva a dplav, prestup tepla do teku-
tiny), tak i v p¥ipadech, kdy se uplatnuje vyznamné i stladitel-
nost (proudéni plynu transsonickymi rychlostmi). Zv143t& diskuto-
vdna je situace, kdy dochdzi ke vzdjemnému ovlivnovani obou nesta-
bilnich oblasti a to Uplavu a vnéjsiho proudového pole , tzv.

transsonickd nestabilita. VSechny uvedené jevy Jsou zkoumdny i

experimentdlneé.



2, Numerické metody mechaniky komtinua

Formulace v8ech problémi mechaniky kontinua vychdzi ze zé=-
kladnich zdkond bilance, viz kap.I.5,které mohdu bjt zapsdny bud
lokdlné, coZ odpovidd bilanci , hmoty, impulsu, energie
apod, malého infinitesimdlniho objemu kontinua a nebo globdlné
(integrdlné), kdy bilance uvaZovanych velilin je bréna pro celéd
téleso, resp. pro cely systém., Z téchto dvou zpisobl formulace

vyplyvaji dva zdkladni typy numerickych metod:

I. metody vychdzejici z lokdlni formulace zdkont, %j. vétSinou
z parcidlnich diferencidlnich rovnic se zadanymi poldteénimi a
okrajovymi podminkami, Jde predevSim o metodu siti, resp. meto=-

du koneénych diferenci.

I1. metody vychdzejici z integrdlni formulace zdkonl, tj. néja-
kych globdlnich velidin jako je rovnovdha celkové hmoty, im-
pulsu, energie, atd., Taek je tomu nap¥. v metodé konelnych objemi
a metodé konelnych prvki., Z téchto metod Jsou prakticky nejvyhod-
néjsi ty, které vychdzeji z néjakého varialniho principu, tzv.

Ritzova=Galerkinova metoda.

V metoddch I je derivace hledané fumkce v bodd nehrazovéna
jeji diferenci, Jejich vyhodou Jje relativni jednoduchost pFi se-
stavovéni vychozi soustavy algebraickych rovanic pro hodnoty hle=-
dané funkce v nddech., PotiZe vSak nastdvaji p¥i FeSeni oblasti
komplikované geometrie a v pPripadech, kdy hledané funkce vyka~
zuji velké gradienty. Potom presnost aproximace jak tvaru oblasti

tak YeSeni klesd.

Metody II odpovidaji vice fyzikdlni pFedstavé mé&Ffeni (teorie

integrdlu - integrovdni =, vychdzi z teorie miry - méYeni)., V nich



je Fe8eni aproximovéno né&jakym polynomem s piFisludSnym mnoZ-
stvim neznamych parametrf. Tyto neznédmé parametry jsou ur&ovany
tak, aby chyba "védZena" pomoci néjaké vahové funkce pies edenou
oblast byla minimdlni. Kviili leps$i aproximaci jak Ffedeni, tak i
FfeSené oblasti a piisludnych okrajovych a poéatetnich podminek,
se edend oblast rozdé&luje na men3i podoblasti, tzv. konelné
prvky. Hovoiime potom o metodé&, resp. technice koneénych prvk
anebo koneénych objemd (pi#*i vahové funkci rovné jedné). Vyhodou
téchto metod je i to, Z2e jak aproximace fedené oblasti, tak i
hledaného feseni je zndma. Za nevyhodu bychom mohli povaZovat
relativni komplikovanost pii sestavovani vychozi soustavy rovnic.

AvSak p#i uZiti samolinnych poitall i tato potiZ odpada.

Ne jdilezit& j$im znakem kaZdé numerické metody je jeji kon-
vergence k co nejpresné&jsimu, resp, fyzikdlné nejvé&rohodné&jsimu,
*eSeni. Z hlediska jeji pouZitelnosti je tieba vyredit oblast
konvergence vypoétového postupu. Casto byva t&Zké rozhodnout,
je=1li ziskané nestabilni eseni zplsobeno fyzikdlni povahou
problému (systém je v dané oblasti parametrd nestabilni) a nebo
nestabilitou numerického postupu. Pfikladem zde méZe byt poru-
geni Courantova kriteria stability numerického rFedeni (tzv, CFL
kriteria). Toto kriterium dévé do relace fyzikdélni vlastnosti
kontinua a velikost prostorového déleni a éasového kroku, viz
12.4.106). Neni-li toto kriterium splnéno, je numericky postup
nestabilni, i kdyZz pfi vhodn& jSi volbé sit& a Casového kroku
jeho stabilni Fedeni existuje. Tato situace ¢asto nastivéd napf.
pi FeSeni nelinearnich hyperbolickych probléml. K nestabilité&
zde dochazi proto, Ze jsme diskretizaci systému (nékdy mluvime
o koneéné&dimensionalni aproximaci) znacén& zménili jeho vlast=

nosti., Poruchy zavedené do vypo&tu nésledkem diskretitace se



pfi nevhodné volbd sité a casového kroku v prab&hu vypoltu
netlumi, ale naopak zesiluji. Aby se tomuto neZddoucimu jevu
zabrénilo, musi se do prisludného modelu zavést zvlastni matema=

tické tlumeni, které méd fyzikdlni analogii ve viskozitdé &i
difuzivité.



UZ tento piriklad naznacuje, Ze vySetfovédni konvergence vypol=-
tového postupu je tzce spojeno se stabilitou daného schématu vacéi
malym fluktuacim., Tim, Ze diskretizaci jak u metod I , tak i u
metod II ponékud pozménime vlastnosti plivodnich rovnic, které sa-
my jsou JjiZ jen négekym matematickym modelem pivodniho fyzikélmi-
ho systému, neni Casto moZno ztotoZnit oblast stability vypodtu
g oblasti stability puvodniho systému. Tento fakt je tPeba brat

vzdy v dvahu,

V této souvislosti je nutno pripomenout, Ze kaZdy redlny
stabilni systém blizko termodynamické rovnovéhy musgi tlumit vSech-
ny malé fluktuace jak uvnity¥, tak i fluktuace okrajovych podminek,
Tato skutelnost je nap?, disledkem principu minimdlni produkce
entropie a konkrétné je zplsobena disipaci, viz kap.T.8.2.Diky
II. zdkonu termodynamiky je disipace nenu%gvé, jestliZe jsou ne-
nulové koeficienty tepelné vodivosti, viskozity, difuze, apod.
TudiZ i p¥i numerickém procesu, kdy vznikd velké mnoZstvi fluk—
tuaci, je treba vychdzet z toho, Ze tyto flukituace musi byt tlu=-
meny podobné, resp. takovymi Eleny, kiteré néjakym zplisobem mode-
luji disipaci a tedy koresponduji II. zdkonu termodynamiky. Zde
opét gtoji za zminku YeSeni hyperbolickych problémi, popisujicich
netlumené oscilace (vlinéni). Takovéto procesy se v p¥irodd nevys-
kytuji; kaZdy proces je néjak tlumen, a tak i stabilni numericky
vypolet musi obsahovat néjaky tlumici élen. Z takovychto Gvah je
treba vychdzet pPi vySet¥ovani konvergence numerickych postupil.
Dostdvdme se tak zpét k pojmim stability, kep.l'7, pomoci nichZ

je formulovédna evoluce makroskopickych systémi - kap.I8.



V zdsad& rozlisujeme ti*i typy numerickych metod:

- metodu kone&nych prvkd (MKP), resp. hrani&nich prvké (MHP),
= metodu koneZnych objemd (MKO),
- Metodu kone&nych diferenci (MKD),

KaZdéd z téchto metod je vézédna na odpovidajici typ formulae
ce ulohy., MKP, resp. MHP souvisi s integrélni - globdlni -
formulaci a integrace je pres malou &dst resSené oblasti (koneiny
resp. hraniéniprvek) nahrazena integraci p#ibliZnou (numeric=-
kou), €1li soultem, Integrdlni formulace &asto odpovidd ndjakému
variaénimu principu, viz kpp.2.2,

MKO vychézi rovndZ z integrédlniho zédpisu Feseného problému.
Integrace, obecn® pies tasoprostorovy konelny objem, je pfeve-
dena pomoci Stokesovy (Gaussovy) véty, viz (dodatek I.Dl ), ma
integraci po jeho povrchu. Jde tedy o numerickou realizaci bie
lance prisludnych velilin, nejlastéji hmotnosti, hybnosti, ener=
gie, apod.

MKD je vézéna na diferencidlni - lokdlni - formulaci, pfFi-
gemz je derivace nahrazene derivaci p¥ibliZnmou, &ili diferenci;
- kone&nym rozdilem, Tuto metodu lze interpretovat jako bilanci

prisludnych velilin v bodé,

Rovnice mechaniky kontinua lze kvalitativnd rozddlit do
t¥ech zékladnich typl: Kvalitu eSeni urduje to, zda v Fedené
oblasti existuji redlné kFivky (tzv. charakteristiky), podél



nichZz je rfeSeni a jeho derivace vzédjemn& zavislé &i nikoliv.

Podle toho rozlisujeme rovnice:

- eliptické = neexistuji redlné charakteristiky, napt. stacipbnér-

ni vedené tepla, nestladitelné proudéni, apod.

- parabolické - existuje jedna redlnd charakteristika, napf.
nestacionarni vedeni tepla, proud&ni nestlacitelné
vazké tekutiny, apod.

= hyperbolické = existuji dvé realné charakteristiky (v dvouroz-

mérném piipadé) &i charakteristické plochy
(v trojrozmérném piipadé), napi. Sirfeni elastic=-
kych vln, nestacionarni proudéni nevazké tekuti-

ny, apod.

Problémy existence a jednoznaCnosti reSeni pFisludnych rovnic
se zde zabyvat nebudeme. Omezime se pouze na stabilitu feseni,
\viz kap, I.7, ktera je z hlediska numerického rfeSeni podstatna.
Predpokladéame totiZz, Ze kazZzdy numericky proces simuluje fluktuace
kolem hledaného eseni (termodynamického stavu, viz kap. I.3.1l1)
Podle axiomu maximélni pravdé&podobnosti, viz kap.I.5.6 a kap;I.S.
13, plati, Ze se realizuje takovy stav systému, ktery je nejvice
pravdépodobny, resp., jehoZ entropie (I.6.20) a (I.6.5.7) dosahuje
svého maxima (I.3.3.13). Pravdépodobnost velikosti fluktuace
(1.3.13.9), (1.3.3.13) kolem termodynamického stavu systému (eSe=~
ni prfislusné rovnice) souvisi se zménou velikosti entropie systému.
Vzhledem k tomu, Ze entrppie systému dosahuje v rovnovazném (lo=-
kdln& rovnovézZném) stavu svého maxima,tj. splnuje jisté termody-
namické podminky stability, viz kap., I.7, maji i fluktuace kolem

tohoto stavu né&jaké normalni rozdéleni (I.3.13.14). Potom i



odchylky (fluktuace) numerického Fedeni od Feseni piFesného musi
mit stejné viastnosti, TudiZ, numerické metody, které simuluji
fyzikdléi fluktuace systému, budou stabilni, jestliZe vydetifova=-
ny fyzikdlni systém je stabilni; jinymi slovy, jestliZe vyhovuje
axiomu maximédlni pravdépodobnosti, viz kap.I.7.PFfedev3im z toho-
to hlediska budou vySetrovdny a komstruovédny numerické metody

mechaniky kontinua,

Cilem této kapitoly je“poskytnout matematicky aparst nutny
k porozumdni a k sktivnimu rozvijeni vypodtovych metodi pitede=

v8im mechaniky tekutin a mechaniky pevnych tdles,



2,1 zékladni pojmy. Diferencidlni a integrélni formulace
problémd

Zavedeme nejprve néjaky prostor funkci M(V) , které jsou
definovény na objemu V . Funkce u(x)€M(V) popisuji n&jaky
fyzikédlni proces probihajici v uvaZovaném systému (tdlese).

, - Objem V je ndja=-
ké pevnéd podmnoZina Euklidovského prostoru s kartézskou sousta-

vou soufadnic x'eV .

Zavedeme déle T(u)e@(M,N) » coZ je linearni operator
T(u) z néjakého lineérniho prostoru linedrnich operétord @MN).
Operétor T(u) je tedy zobrazenim prostoru M do prostoru
funkei N, formdlnd: T:M-=N (Rektorys, 1973; Fuik, Kufmer,
1978).

Ne jEastdj8i tvar linedrniho operdtoru je pro xeV
i d ¢ i, 0y du ey, /.t
T(u)= 5‘2-5[0‘<xe)‘5;7“(" )] LI~ S KPR

Na tento vyraz mZeme nahliZet jako na vztah veliZin (funked,
parametrd) a;j,b',c/,u (pro i,§=1423 ) vbods xeV ., KvOli
této jednobodové zévislosti rikéme, Ze vyraz (2,1.1l) je v lokdle
nim tvaru,

M&jme ndjakou daldi funkei v(x)& M(V). Definujeme po=
tom skaldrni soudin operitoru T(U) a funkce V  jako integ-
rél pfes objem V , tj.

(Tlu),v) ’fT(U) vdw (2.1.2)
) v



Tomuto tvaru zépisu Fikéme integrélni (ndkdy téZ globélni), ne-
bof je uvaZovén operator T(u) spolu s celou *edenou oblasti V.

K daldim Gpravém takto formulovaného problému pouZivéme Gausso-

vu vétu, (11:01'.‘-»]17). Jeji nejobvyklej8i formulace je

[ & Adw = [Anda,
X ,
v v (2.1.3)

kde A s-'(Ai,Az’ A3) je n&jaky vektor a jeho divergence je
. 3 .
0A' |y 9A _ ..
Er Z; X’ div,
n; je vnd3jsi norméla k povrchu IV objemul. dva da jsou

velikosti objemu a elementu plochy, viz kap. I.3.5.

PouZzitim Gaussovy véty (jde v podstat® o integraci per pare
tes) mbZeme vztah (2.1.2) prepsat do tvaru

(T(u),v) = (u, T*(v)) + j[ F(v) Gi(u) ~Fluw) G*‘(v)] n,da.
ay

(2.1.4)

Opérator T*(V) se nazyvé adjungovany operdtor, Operatory Gi, G*"
a funkce [ vystupujici v povrchovém integralu reprezentujdi
okrajové podminky. Predpis, kterému vyhovuje funkce Flu) nazy=
véme Dirichletova (ndkdy téZ zdkladni nebo pevnéd) okrajovéd pode
minka, Pifedpis, kterym je definovén operétor G;(u) nazyvame
Neumannovou (popi#. pFirozenou nebo volnou) ekrajovou podminkou,
Jak uvidime déle; je tento druh podminek typicky pro varieini
formulaci dloh, F(u) je U"E'Ee{lo }hordnotémi hledané‘ funkce U na

hranici dV a G(4) obvykle reprezentuje toky pies tuto hranici.



Provedeme naznatené operace (tJ\. dvakrét metodu per partes

pro operator (2.1.1)). TudiZ

jT(M)VCIV = j[z E '3 g;)" -Z'Za: g)—%v + auv] o =

,J:f fed

3 3
S Qu dv B(bv) JZ i94 4 By)vn.da=
S [PIES O - TR I
Y, ,3"1 HEY oY

J[Zaxi'( ; g:z) ax bv)*o'v]udar+
+JZ:: [( 'a%%*bu)v - 1_:313“] nda.
#q

ay "

(2,1.5)

Oodtud porovnénim s (2,1.4) plyne pro adjquovam; operéator vztah

d (449vY_ 3
T*(v) =5 (a5 ) - - (bv) rov v
pro X&Y¥
Ox X!/ Ox (2.1.6)
Dirichletova okrajovéd podminka zadand na &&sti hranice

Je

F(u)”u , F(v)=v pro xe&dl
- (241.7)

a Neumannova okrajovéd podminka mé tvar

ij du
(‘, u) h; ot n;
( B pro  xedl,

(v)n %\f_n ‘ (2.1.8)



Nékdy se pouZivéd i kombinace podminek (2,1.7) a (2,1.8). Tuto

podminku nazyvéme smifenou (Newtonovou) a jeji obecny tvar je

G;(u) n; =( §.Qu S+ bu) n;

pro xedl,
3 o X 2 (2.1.9)
ReSeni diferencidlni rovnice
T(u(gg)) "P(’S) =0 pro X€eV
) (2.1.10)

¢ili nalezeni funkce u(ff)é M(V) majici spojité vsechny po=-
tfebné parcidlni derivace za okrajovych podminek

u=F(u) pro xe€dV,

Gy(Wn, =ai 2 n, pro  xedl, €2,1.11)

X
nazyvéme klasickym Fedenim rovmnice (2,1.10). zde p(x) Je n&jaké
spojitd funkce. Na Zasti hranice 3\/, je zadéna Dirichletova
podminka (2,1.11),a na zbylé &asti hranice al'fg Neumannova
podminka (2.'.!..].1)2 a nebo podminka smifensd (2.1.9).

Hledejme nyni ‘eSeni integralni rovnice

”T(“)‘P]Vd"f * f(F(U)‘*U)VdQ-P

v ’ a’g (2,1.12)
d[@'() i gu - ~bu] vn,da =0.
1A

Takovou funkeci u(x) » kteréd tuto rovnost splhuje pro spojité
funkce ve M(V) (tasto pfedpokléddéme, Ze V=U ) nazyvdéme sla=-
bym FeSenim rovnice (2.1.10)12’1). Déle pak ukidZeme), jak toto

slabé Fedeni souvisi s varia&ni formulaci napi#. problému
(2,1,10).



c)

<\

.
? X
u dx d x2
1
L
[
% T o
Obr. 2,1

Schématické znézorndni funkci patiicich do prostoru:

a) L,
b) wle2

c) w22

Z téchto obrézkd je zfejmé, Ze w2'2<: wl'zg; Ly (viz
Fuéik, Kufner, 1978)

napf.



2,1)

du
Oxi
nemusi byt Casto ani spojitd. Pro integrélni formulaci ( 2.1.12)

Derivace funkce definované na prostoru V

neni nespojitost derivaci piekdZkou, Hleddme-li edeni numeric=-
kymi metodami, pak neni vyjimkou, Ze derivace eseni je po Céas=-
tech spojitéd funkce. Metoda kone&nych prvkd, pFi pouZiti linear-
ni aproximace, dovoluje hledat fedSeni, jehoZ prvni a vy3si deri-
vace jsou nespojité, SRikéme, 2e tyto funkce patii do Sobolevova
prostoru PVtz . Index "2* oznaduje, Ze norma funkce Hu" je
uriena jejim kvadrétem a index " { * urluje nejvys8i rFad jeji
kone&né derivace. Vystalime vé&t3inou s funkcemi, které patii do
prostoru LQ(V),VVtz(V) a vvaz(V9 o Jojich normy jsou defino=

o vény vztahy

T gt -t uel,
Y

(T e
Y
J

o -l L7l e

l,"
Grafy typickych funkci patiicich do jednotlivych prostord jsou

=
o

uvedeny na obr. 2,1.




2.1.1 Rovnice evolué&niho typu

Popis vé8ech fyzikdlnich procesl je zaloZen na zdkonech bi=-
lance doplnénych materiélbv?mi, resp. konstitutivnimi vztahy,
které definuji popisované td8leso. Zakon bilance né&jaké veliéiny,
viz kap. I.4, jejiZ hustotu znadime ¢P(§Jﬂ je v globalnim popisu

(tj. platném pro celé t&leso) roven
';;»Q;‘f‘f’d"f * fJ '(?)0/0.- "fd(‘f’)d'”'/ (2.1.13)
v ay 14

kde V’V(X) je Casov@ neprom&nny objem télesa, oV je jeho
povrch s vn&j3i normdlou n , JA(S”) je vektor hustoty toku a &(¢)
je hustota produkce (vznik éi.‘zénik) veliciny 50 v jednotce
objemu (viz obr. 2.2). UZitim Gaussovy v&ty (2.1.3) pievedeme
povrchovy integrédl na objemovy a dostidvéame zakon bilance veli&iny
Y v lokalnim tvaru (tj. platny pro nekone&né maly element obje-
mu o ). TudiZ

-~ _ 4
2277 90, 3D L pro =12,3.
./ gt = o ¢ (2.1.14)

Jak pylne z Reynoldsova teorému (I.3.10.13), 1iSi se hustota toku
JA((P) od hustoty J(()D) v kap.[.4 o konvektivni &len pv .

Za velidinu ¥> postupné& dosadime hustotu 9 » hybnost

?V' a vnit¥ni energii QLI a dostdvame zdkon bilance hmotnosti
(I.4.1.5)

o vt
ag + aif aO (2'1.15)




0

Obr. 2.2

Schématické zndzorn&ni bilance extenzivni velidiny Lp(jj:t)

V pevném objemu V




hybnosti (I.4.2.16)

a{ftm (‘?V v -tH)- f’F pro §=123
(2,1.16)
energie gi.4,2.15)
aleu) , 9 (our ) = t dv;
; uw' +q ) =t =%
ot "l o (2.1.17)

zde v  je vektor una3ivé rychlosti o [ je vn&j8i objemovéd
sila (nap#. gravitadini, odstiedivd, apod;)a V mechanice tuhych
téles nas &asto zajimé i deformace, resp., trajektorie pohybu
(1.3.1.1) materidlového bodu. Potom vedle uvedenych zékonG bilance
Jdvaiujemé;aefinici>rychlosti (I.3.1.2), pop#. (I.3.1.24), zajimd-
-1li nés vektor posunuti U . V prostorovém popisu pak pridé-
véme rovnici

i ad gl

= e
dat v dxt (2.1.18)

resp.

i 3 a(euv)

V' = T3¢ I (2.1.19)
Abychom mohli soustavu pé&ti rovnic (2.1.15) a8z (2.1.18) resit,
nap®, pro gy,u,u{va(j-LZS) musime znat jeStd® daldi rovnice

14
pro neznamé tj,qe . Tyto doplnujici rovnice nazyvéme kons«

titutivnimi rovnicemi a je jim v&novéna kapitola 'I.6.



Rovnice bilance (2,1.15) % (2,1.17), vEetnd (2.1,19), mi-

Zeme zapsat pomoci jedné vektorové rovnice (2,1.17), tj.

9 , 9 2y
at toxtd (.(P) 8 () (2,1.20)

do tzv, divergentniho (konservativniho) tvaru, pFiZemZ jednotlivé

vektory jsou definovany nésledujicim zpéisobem:

vektor neznémych:
— i 2 3 i 2 ,
p=(p,0v,Qv\ 0V, pu,pu, pu, o) (2.1.21)

vektory tokd:

1

3‘1(‘?)3(?\,1’9(\/,)2_1:4: ?vzvtt'a‘ gvsv'-t‘fguvuq‘,?uw,fuzv: ?usvf
792 (g, @it 00 -t V- £ puv g’ pulV: put pud)

2 33
13(9) % (gv% vV~ £, V-t (V- puvs g, pulv] puv, puy)

(2.1.22)

a vektor produkci:

o o 9% 00,0)
G(SO)E 0 F t —-5' A .
(0.0 '?F'ef' dx (2.1,23)
ZpGsob zépisu (2,1.20) je vyhodny nejen z hlediska numerice
ké matematiky, ale i kvili matematické analyse problému, hlavnd
pak p*i zjisdtovani typu rovnic a konvergence numerické metody.
Nejtastdji se tento zdpis uZivéd v mechanice tekutin, kde vektor

posunuti U nema smysl a soustava rovnic ((2,1.20) se redukuje



na pét rovnic. Napi, pro tekutinu, pro kterou vektor vedeni
tepla 9 je urien vztahem (2.4.138) a tenzor nap&ti je

iy g4 if
t "'P +tdis p kde p je staticky tlak a tdis je disipa=-
tivni &4st tenzoru napé&ti (2.4.137). Rovnice bilance (2.1.20)
vedou na tzv. Navierovy-Stokesovy rovnice vazké, stlacitelné

tepelné vodivé tekutiny (2.4.141).



2.1.2 Eulerovy rovnie mechaniky tekutin
P*i dalsim fyzikélnim zjednoduSeni obecnych rovnic bilance
(2.1.20) zanedbane vedeni tepla (q==0 ) a disipativni ast tenzoru

napéti GbdrZime tzv, Eulerovy rovnice mecbaniky tekutin,
Predpoklade jme dale, Ze mé vn&jsi objemovd sila F: potenciél
i3
¢ % ti. f ) "37(% a definujme velid&inu
(v)° i S
e=U +-—-—2—- ; pro (v)=vv€=;(\/} .
(2,1,24)

Potom lze Eulerovy rovanice zapsat pomoci vektoru neznémych

g =(g,0v',0V, ¢V, pe) s
a vektoru tokd
Jiepr=(ev! o(v) rprd, oVt oV ovi(e + £+ ¢))
12(9)=(pv',ov'v', o' e prp v ovi(e + B+ )
Plo-ergtoViemrdiodergeg).

V divergentnim tvaru (2.1.20) je vektor produkci identicky roven

nule; tj. 6(‘]2) =(00,0,0,0).



Eulerovy rovnice miZeme zjednoduSit p*edpokladem (I.7.3.22)
tie

—%—v2+u+~%-+gb ==~-zi-v2 s & -%-:—gb = h,, = konst

%-1
(2,1.27)

pFidemz uvaZujeme dokonaly plyn(1-7-4'2)-pelkové entalpie P%,
Je pro izentropické procesy konstantni v celém objemu tekutiny

( #® je izentropicky exponent).

%Qﬁmw,foiky tomuto piredpokladu je pro konzervativni ploiné a obje=
% 3 p -

mové sily (tj. 75%-*75§--(7) rovnice bilance energie (2.1.17)
splnéna identicky. Vektor (2,1,25) mé jen &ty¥i slozky

¢P.=_:-(§>,§>v‘,§v2, 9V3) (2.1,28)

a vektory tokd jsou
@)= (o', oI + S p(2h, = F) oviv', vV
~ &
é 2((?) - (?vz’ ?V1V21 ?(Va)a e 0 (Zhv-‘ §g§2),?v‘3\/2) (2.1.20)
7= (0,99, g™V’ 9"+ 9{2hy = 1)),
pritemZ se za tlak P .dosadilo hv ze vztahu (2,1.27), pfi

oznateni b= 3"9;4

L4

Zépis Eulerovych rovnic pomoci vektoru (2,1.28) je vhodny
pro popis stacionérnich procesé., Pfedpoklad (2,1,27) pro né pla-
ti a je moZno (i pro trojrozmdrné prouddni) Fesit jen &Sty¥i rov-
nice. Av3ak pro nestacionarni procesy a nebo pro e3eni Naviero=

vych=Stokesovych rovnic je vyhodndjsi vychézet od promé&nnych



(251,25), Z hlediska dal8iho analytického i numerického zpraco=-

véni evoluénich rovnic je vyhodnad jejich linearizace v okoli

hodnoty ¢ . Z tohoto divodu obecnou rovnici bilance (2,1.20)

9'> 3i%(¢) i’y .
Go P S L S0 g ()

(2:1.30)

zjednodusime na rovnici linearnf,napi, pro Eulerovy rovnice s hode
notami tokd (2.1.29) platdi

4
Z it Z é}% CZ: 8x3 =0 ng 123[[

=1
(2,1,31)
kde matice ”" "
A A ~
Au" 9 1k | Bu’%{? | C“=%{7 , .

jiZ povazZzujeme v rovaici (2,1.31) za konstanty. Provedenim nazna-
genych derivaci dostavame jejich konkrétni tvar

-

0 , L0, 0]
ke é%*'k(vf~(vvz ,(2-RIV' kv <RV
A = -V2V4 ’ vl ’ V‘l ' 0

% , v 0y |




' O 0 i 4 [ 0
"'V‘Vz v?. ' V" ‘ 0
kL
B = §T+k(v)z—(vz)z kvt (2-kR)VE, <RV
L-vsv1 o v v ..
[ O ) O i 0 i 4
1,3 3 .
hcu v v 1 v ’ 0 P4
C=-v“v3 , 0V
2
&r * &(V)z‘ (), -k -Bv®, (2-&)»134

(2.1.33)

kde ¢4 jsme ozna&ili izotermickou rychlost zvuku. Je definovana

wecnen ap](

%

Ip

je igentropicka rychlost zvuku)

) err G

Soustavu linedrnich rovnic (2.1.32) platici pro proménné

2
#RS(EH?V19%€Q? mGZeme pletransformovat do nezavisle prom&nnych

‘q5aa(9pvtva?_ V téchto proménnych budou mit vlastni &isla odpo=-

vidajicich matic fyzikalni vyznam rychlosti proudu a rychlosti

Sirfeni poruch, coZz je vyhodné z hlediska matematické analyzy a

formulace okrajovych podminek, viz kap. 2.5.5. UZijeme transfor-

mace

E clp = Pc@',

=

nJ?
d(ev')
d(ev?)

dlev?)

r .

dp
dv’
dv?*

dv®

e b

(2.1.34)



Pro matici inverzni transformace

de -P dd‘? i

o -

de
dv!
dv?
dv?

s

o

[

-4

ol(gv*)
d(gv)
d(ev?)

Soustava rovnic @ .1.31) prechazi na soustavu rovnic

4 ~r 4 4

gk ~4t It ~kt JGt ~kl JGL .

at ZA *ai ZB axz*ZC ';9%"0 , pro R=12,54
t=1 =1 f=1{

(2,1.36)
pro aezévislé funkce lﬁ,”(Q;Vtvai) . Jednotlivé matice jsou
dény transformaci 2.27)

4
K-PUAP ; A=) PEAP
Lh=1 (2.1.37)
takze ) )
v ¢ 9 0, 0 vh 0, ¢ ! 0
oy &T NCETAIN Mo T M, 0,v¢. 0 , 0
A 0 A/ __ng- k!, (1-R)v }
o,0 ,0, Y 0,0,0 ,va‘J
V .0, 0 . ¢ ]
0 ,v° 0 , 0
Rt
C = O ' O i O
é kv, b ({-»k)v (2.1.38)

Matici ﬁavyuiijeme pi hledani charakteristik nasi soustavy

linearnich rovnic (2.1.36), viz kap. 2.5.4.



2.1.3 Eulerovy rovnice v kfivoéarych soufadnicich

P#i Fedeni evolulnich rovnic (2.1.30) metodou kone&nych
prvkd, éi metodou koneénych objeml v tvarové komplikovanych ob-
lastech, se zavadé&ji vnit*ni soufadnice (2.3.21) na kazdém konet=-
ném prvku &i objemu. Integralni popis (2.1.13) je tak realizovén
na malém, byt nepravide&%gﬁg%%%éhu \é . Aby bylo moZno dobie na
tomto objemu integrovat, je tfeba rovnice (2.1.13), resp. (2.1.14)
pfetransformovat do vlastnich soufadnic (ftfifs) tohoto ob=
jemu €i plochy (ve dvourozmérném pifipadé). Jde predevSim o trans-
formaci divergence (I.D2.58) a.Gaussovy véty (I.D1.17), viz doda=-
teklD2, Vzhledem k tomu, Ze §!€<"4,4> pro i = 1,2,3
dostavame integraci ptes krychli ("4,'17 x<~1,4>x<-’i,'l>,
kterou lze dobie provést i numericky. Vyuziti ukadZeme na prikladu

Eulerovych rovnic s promé&nnymi (2.1.25) pro dva rozméry, tj.

- 1 2
¢=(o,0v,0v,¢e)
(2.1.39)
s matici transformace (2.3.19), kterd odpovidd né&jakému kone&nému

prvku &i objemu, nap#. na obr. 2.6. Indexem "i"

jsme explicitné
oznacili, Ze jde o kartézské komponenty vektoru V , g) a §>e
I.3.11)

jsou skalary a transformaci nepodléhaji . Tudiz, kontra=-

variintni slozky rychlosti jsou podle (I.02.12)

i T 9; 4 :
vievg= 6 vif) =2 pro i0=42

(2.1.40)
a s ohledem na (2.3.21) pak plati
] _;a;.).(_a ...Q_E‘j 9
(w I TR
§v2 g dxt  9x’ o (2.1.41)

"2§7'?%q g



Divergence (1,02,58)(nap¥., v rovnici (2.,1.15) je pak rovna

1 d i .
== 3¢l f——' v (i=12).
ENETACIAY
vi d "
Gradient | 7%% mé v kfivodarych soufadnicich tvar
1.02,10), tj. 3’—3—?’7 a diky(1,02.4) ho méZeme promitnout do
kartézské souifadné soustavy takto
i d Jf' :
i ﬁ? pro. ME=hE: (2.1.42)

UZitim transformace (2.1.42) a (2.3.21) odvodime k vektoru pro=
ménnych (2,1.39) komponenty vektoru (2,1.,26), Plati

OO S o S e S (P9 (er-Boe)

(l{;) (gv gvv {1-. o' (P }), gvv T=~g?,—(p+¢),?vz(e+—€—+¢))'

(2.1.43)

kde pro dokonaly plyn(I;7.4;2)nahradime tlak pomoci veliliny
(2.1.24)% tj.

o= 25t [age Y gf]- 5t ot [ L

=1



kontra variantni sloZky rychlosti vl transformaci (2 1.41).

Dostévéame tak rovnici bilance ( 2,1,20) tzv, Eulerovy rovnice)pro

dvourozmérné proudéni v kovariantnim tvaru

a9, , alfg' I1@) alfg i*(e)
{; a‘f af aga =0 '
(2,1.45)

kde (ﬁ je vektor neznamych (2,1,39).

Stejnym postupem jako v pi*ipadé vektoru meznamych ( 2,1.25)
budeme rovnici (2.1.45) linearizovat. Zavedeme matice (2,1.32) a

rovnice (2.1.45) @ piSeme

4 ¢
9} “_@_‘& t-—Y- 0 ro E'{;213ll‘ ’
%*Z"a'*e_ g ’

(2.1.46)
kde
0 R 45 .
sl Geneaids
o™ 4 “ J
A aY, ﬁ~f§vl\f{(9“'4)e“‘%f§g‘u zag; {1~ *)Viggz 1
g2 e emlFVe(Brg) R

_._3-{4‘ 0 (2.1.47)
o '
ax* _ 49x It
COVS S (ae-o-;g-i
v (2-m)? a? .-(a~¢) 3
(-x)g vy (-E +e> g;‘ , #fg'v* J



a o
B —-4-- dtto A den vl nahradit v?
% o o
afz 95'
oE? af?
§ J @..1.48)

Ze stejnych davodd jako vy3e zavedeme na misto promdnnych (2,1,

39) promé&nné ‘§_=(§’,\{:,V1‘2,P>. Transformace (2,1.34) mé
pak tvar )
0 ,0,0
1
V‘L ! ? J D ! O

dﬂ=Pdi,ﬂde pk = vf ,O , ? ,O

(2.1,49)
a pro zpé&tnou transformaci plati
[ 4 , 0 0 0]
1
. A0 L0
di-Pug Y| | 9
o = = 2
T W 1 ,_%? , D ; %F . 0
4) (\O ,(1-3&)\{: r (’"“)YLa %=1
‘ (2.1.50)

Kone&ny tvar linearizovanych rovnic na koneném objemu (prvku)

Je

.ij {=1
(2,1.51)



kde

P 3 dx! ]
avfl?-—g}-% :'?'5'?2 ,0 2

’ 4 9%

quL |00t
W 0 IO ' QV‘ ’_J_Qx

(2.1.52)

'kt
BY = dtto A p*i stejnych zm&nach jako u (2.1.48).

Kineérni rovnice (2.1.36) nebo (2.1.51) s konstantnimi koe=
ficienty (2.1.38) &i (2.1.52) jsou jiZ v matematice dobie zpraco=
védny a za vhodnych okrajovych a podateénich podminek, viz kap.
2,5.,5 je dokdzana existence a jednoznadnost FeSeni (Richtmayer,
Morton, 1967; Godunov, 1971), Problémy stability a konvergence
budou vySetifovany pravé pro tento typ linearnich rovnic. Obecny

tvar rovnic, jejichz ¥edeni v nadich problémech p¥ipadd v tvahu,

je
_g_gf Z kca“" Z:'"“__‘L Z“"“—‘f- 5 BEG T pro b eh2e
g1
(201053)
za okrajové podminky
?(a.thf(x,f) pro t€(0T)  xedV (2,1.54)

a podateéni podminky

Blx 0 a?: ) o er
Px0) =l 4 (2,1.55)



Ob% splhuji podminku kompatibility

% (x,0) = Bx) . (2.1.56)

Zde D.‘e je ndjaké konstantni matice a F& je vektor pravé

strany. V obecném piipad® zahrnujeme do vektoru fk &leny,
2 ¢
zévisejici na ~§§§ » které popisuji vliv viskozity (I.6.5.15)

a tepelné vodivosti (I.6.5.14),



2,1.4 Rovnice kvazijednorozmérného proudéni dyzou

VySetifujeme proudéni dyzou (kandlem) priéného rozméru S(x)
(nap#. ve sméru osy x2 = y). Pfedpoklédéme, Ze tekutina proudi

= v, vV =v2 =0a prom&nnd

pouze ve sméru osy x'= x, takZe v
Y (2.1.21) zévisi pouze na x. P#i popisu tekutin nema vektor

posunuti u smysl (u = 0) a vektor proménnych je

@ =(0,0v,0e). (2.1.57)

Tenzor napéti pifedpokladame ve tvaru T"=~P<§ +td,5~
S ohledem na konstitutivni vztahy pro Newtonovskou tekutinu
(2.4.137) a (2.4.138) plati

m _ 4p ov ar
G- e o amag 2.1.50

kde M je viskozita a A je tepelnd vodivost (Podrobndji viz
kap. 1.6,6). V dasledku toho, Ze rychlost zdvisi pouze na x je
jeji gradient v pi#iéném sméru nulovy ——--0) a slozka 't:;
zahrnujici tfeni je rovnéZ nulové. Treci nap&ti je v8ak moZno
zavést formalné& pomoci velidiny €1;=“T(V(X)) zavislé pouze
na velikosti rychlosti. UvéZime-li v3echny uvedené predpoklady

je vektor tokd (2.1.22), s ohledem na definici € (2.1.24), roven

..»3»\4(47) = g{m - 3:,5 (2.1.59)



Six)

<4

Pay
N —

obr. 2.3

Schématické zndzorndni kvazijednorozm@rného proudéni

dyzou s piénym rozmérem S{x)



kde
71 (@ =(gv, 9(W +p, (pe+p)V)

7~ 44 41
) =(0, ¢, tuv=q). (2.1.60)

Z hlediska lep$iho formadlniho zépisu jsme komponentu produkce
vniti*ni energie v (2,1.23) zahrnuli do konvektivni a disipativni
¢asti toku, viz kap. 2.4.4, Druhd sloZzka disipativni Casti toku
odpovida vymé&n& hybnosti povrchem dyzy v disledku vazkosti. Tifetdi
slozka reprezentuje vyménu energie v disledku vazkych sil a vedeni

tepla. Vektor produkeci (2.1.23) ma tvar

T o) =
8(p)=(0,6F,0). (2.1.61)
Napideme rovnice bilance (2.1.13) pro povrch V na obr., 2.3.
Element objemu je o =25dxdz. Z formalnich dévodd jsme za-
3

vedli treti rozmér x~ = z, i kdyZz predpokladame, Ze uloha na sou=
#adnici 2z nezdvisi. Povrch 0’)V=3V;Uc9l{3Uc9\éU<9l4/

ma vnéjdi normdlu N a elementy jednotlivych ploch postupn& jsou

(1.3.5.4)

pro  dV, da*(dya’z’QO}-‘-ndde, ﬁ"(’l,@,@}
(-510)

o 3 (i), 0-5A0)

pro  9Y dqaéwd;Q0)=hdwﬁi, n=(-10,0)

pro 6% da "'(0’)’0/2, dzdx, 0) =nadxdz n =_.__.,.(-5.1.""?' 0)

[1+ (5



Obecny zakon (2.,1.13) pisSeme jako soudet objemovych integ-
ralé (ozna&eno indexem V ) a povechovych integralé (oznadeno

indexy 814’8{{,_,...) :

X+OX S*SA& X+AX
ifZQlde + f?(?)! n,dy + f«f'l(‘f’) n,dlx +
ot J " Hly B 1/ coax

X=AX ~5-54x

S*S'AX HFAX R+4AX

“‘f?(,&?)‘av”vd)’ *j?(‘{,’) gy”%d" = 2Jf6'(&?}]v3dx- (2.1.62)
3

~5+8'ax X =AX 4 X-ax

Integraci podle z jsme vypustili . Druhy a &tvrty integral na

levé strand upravime tak, Ze toky jﬂ<%9 , §VO£)
A IV
rozvineme do Taylorovy fady ¥ bodé x. Nap#.
"
e
™ 4 i dy (f(x))
= X+4Xx)) = X)) + AX F oe-
J(‘g)law 1 (¢ )= (90 Ix (2.1.63)
™
Pro tok 1 @gnav je u derivace znaménko minus. Dosadime
3

do “povrchovych"integrédll odpovidajici normdly a integraci

(uZitim véty o stifedni hodnoté&) dostavéme
4552 ax + 2549257 (9) G0, 1 2520 (any
G AX 204020 §(P)ax+ 25 -5 ax + 25 ~G H (ax) ~

- .‘.,.._gé.____ ?‘((P)’ay:\x - 253\4(@ *+ 25?’(&?%)( + 25—@3;;?@-:3)( -

[1+(57

ITIRC) 2-_____42;9;’__”"1 =45 AX. (2.1.64)
2524 (ax) WJ(LP)|6V:X a(p)



Hodnoty tokd na sténach dyzy 5% <2<9% jsou vyznafeny odpovida~-

Jicimi indexy.

Po upravé vztahu(2.1.64) dostévame obecny tvar zékonl bilance

v kvazijednorozmérném pifibliZeni

d d 2 B 5 ~
‘fg;ﬁ + 'g‘;’(sj (p) *G(LP)‘*W{J ()

av: j’( ®) L%J _

(2.1.65)

Vidime, Ze vedle obvyklého vektoru produkei (2.1.61) se

objevuje dodatecnd produkce

S 4 7 A A
el oy Tl ] =25 [T O ol |

(2.1.66)

ktera je urdena stifedni hustotou tokd piFes oba povrchy dyzy.

S ohledem na tvar tok@ (2.1.60)mdZeme pro konvektivni tok psat

n Ty [0 5P 0
”«a,w,{?’? (0'i4+(5')2 ’ ) ! (2.1.67)
protoze (V?))=?0 (st&na je neprostupna). Pro disipativni tok

zavedeme oznadeni

aL ST__8(zv-q)
L0 =0 6T Trear )

(2.1.68)

kde T vyjadfuje napdti v d@sledku vazkych sil, TV je

mérny vykon vazkych sil a c? je mérny prestup tepla pi*es sté&nu.



"2
Zanedbame~1i disipativni &4st toku a pro (S) < 1

obdrZzime obvykly tvar kvazijednorozmérnych Eulerovych rovnic

3 0 5 5§Jv ) 0 g
Fra i Efé—x— S[g(v) +p]| = ?F»,-Ecp
ge 5(e+p)v 0

(2.1.69)

Tyto rovnice se nejtasté&ji pouzivaji k pifibliZnému vypoltu prou-
déni stla&itelné nevazké tekutiny v technickych aplikacich
Liepmann, Roshko, 1957; Dvoiék, 1986). Vyznamnou Glohu hraji
rovnéz pii testovani numerickych metod mechaniky tekutin, protozZe
je moZno porovnédvat jejich analytické FeSeni s fedenim numerickym.

Zvlagté dalezité je z tohoto hlediska poloha a tvar rézové vlny.

UvaZujme nyni viskozitu a tepelnou vodivost. Dosadime kon-
stitutivni vztahy (2.1.58) do vektoru tokd (2.1.59), takZe zakony

bilance v kvazijednorozmérném pFibliZeni (2.1.65) nabyvaji tvaru

3 0 B 5§>v2 3 0 5
0|8 | tsac | S0 Pl ‘3‘56“;% R
e v
gerpl ] \poll - ) o B
0

(2.1.70)



Pfi Upravé jsme teplotu T ve vztahu (Zglgﬁe)z nahradili vanitfndi

energii L4=C@T' a pomoci (2.1.24) jsme zavedli promé&nné e,V.

¢/ C4
Pp=~4—iz—ﬁ je Prandtlovo &islo , 35’-“5,5 je isentropicky
exponent.

TFeti €len na levé strané rovnice (2.1.70) vyjadfuje vliv
disipativnich proces@& uvnit¥ dyzy a dodatetné ¢leny na pravé
strang G&inky tFeni o stdnu (&leny s T ) a piivod &i odvod

tepla sténou (&len s q )



2,2 variaéni formulace problémé

Jedna z nejefektiwné j8ich integrdlnich formulaci je formu-
lace variaéni.‘pfi které se vySetfuje extrém ndjakého funkciond-
lu. Funkcional,zna&ime napf./gqﬂ) . definujeme jako zobrazeni
prostoru funkci (V) do redlné osy E, ‘s znatime @M(W"’&

PoZzadujeme, aby extrém funkciondlu nastéval v bod&, ktery je
Ffedenim naseho problému a aby tento extrém byl alespon lokélnd
ostry. Funkciondl takovychto vlastnosti je zvlastd vhodny k po~-
pisu problému, ktery chceme ifedit ndjahou numerickou metodou,
Podminkou ostrého loké¥niho extrému mime zarulenou dobe
rou konvergenci metody; tzn.; 2e pouZitim napi.Rayleighovy =

- Ritzovy metody, viz dédle, nalezneme to nejpFesndj&i Fedeni,

které je v dané aproximaci moZné.

Jednim takovym typickym funkcionédlem je integrélni vyraz
(21.12); ve kterém nahradime V=u, takZe

H = [(Tt)-plucle+ [Euda -
v vV

=f F(U,%%)dq]'-b ngda . (2.2,1)
y av

Funkce f(u;%%%),g jsou vztahem (2,2,1) uréeny. Jejich kon~

krétni tvar je dédn fyzikédlni povahou‘brbblénu a nebo tvarem ope-

rétoru, ke kterému je variadni formulace hledéna,

Tento funkcional nabyvéd nulové hodnoty pravd kdyz u(x)

je Fedenim rovnice (2.1.10). K vydetFovéni extrému fg?gfzgaélu

je t¥eba definovat jejich prvni a druhy diferencial.



Definujeme diferencidl funkciondlu (2,2,1) v bodé&
ux)eM(V) jako limitu

S5 8] - i 2L LONET I L

E=0

kde e>0 a Ju(x)eM(V) je ndjakd libovolnd odchylka
(variace) od funkce uU(X) . Podobnd i druhy diferencidl je de=

finovén jako derivace
: 2
J@(u;éu,éu)“f&%‘i{zﬁ(u*ﬁéﬂ‘) . (2.2.3)
E=0

Nutnéd podminka extrému funkcionédlu v bodé u je

6@(4,5‘4)“0 {2,2.4)

a funkciondl v bodd U  mé ostré lokdlni minimum (maximum)y

jestliZe pro jeho druhy diferencidl pleti

J‘?@(u;cfu,éu}f»a (<0) . (2.2.5)

Podminku (2.2.5) &asto nahrazujeme tzv. Legendrovou podminkou
(Miele, 1969)

*F(u,u,;) (;,,6.14}370 (<0) | u-—-;-, ij=123

d Uy; u)é

které je nutnou podminkou toho, aby funkciondl (2,2.1) m8l lo-

(2,2.6)

kélni minimum (maximum) v bodé u , ktery je resenim rovnice

(2.2.4),



Postupem stejnym, jakym jsme vytvoi#ili funkciondl (2.2,1),
miZeme zkonstruovat funkciondl pro libovolny operator | .
Nebudeme v3ak mit jistotu, Ze mé pFisludny funkciondl extrém pro
‘rovnici (2,1,10) a 2e je splnéna podminka ostrého lokdlniho
extrému (2.2.5). Budeme nyni hledat, jaké musi mit operator

vlastnosti’ aby tyto podminky byly spln&ny.

PFfedpoklédejme , %e operétor T(U) je linedrni a je

tvare (2,1.1). Utvoiime funkciondl
}T(u) =fT(u)uol@—-2fpud@\r+ nguolq =
- Y v ay

= (T(w),u) - 2(pu) +2[ Guda =0 (2.2.7)
av

a budeme vySeti¥ovat jeho chovéni v bod® wu(x) , ktery je Fedenim
linearni rovmice (2,1.,10). Predpoklédejme ndjakou odchylku (va=-
riaci) Ju(x) od presného Fefeni wu(x) . Najdeme hodnotu
funkciondlu (2.2,7) v bodé U(K)*&JM(X) . Tudiz

?‘(U-I’EJU) =(T(u +EJU)J u+g¢§'u) -«Z[P‘u *EJU) +2J6(U+5&4)da =
|
“(T(U),U)"Z(p,u} +2f§uda ¥ 6[(T(u),<§u) ~2(p,Ju)+gé£§guda] »
av
+&(T(Su),u) + €(T(Su),du). (%2.8)

Podwinka jeho extrému (2,2,4) s prihlédnutim k definici diferen=-
cidlu (2.2,.2) Je

&;‘}Zj(u,cfu) = (T(u),cfu) + (T (Su) u) -2(p,du) +2_f Gduda =0.
' ay

(2.2.9)



Aby v3ak extrém nastéval v bodd u(x) , ktery je resenim rovnice
(21.,10) je tieba, aby platilo

(T(Su),u) =(u, T(du)) = (T(w),du) | .4 T(u)=THu)

(2,2,10)

viz definiei adjungovaného operstoru (2,1.6). Operatordm splhu-
jicim podminku (2,2,10) Fikéme samoadjungované, Z definice 2,1,
6) plyne, Ze né3 operator (21.1) je samoadjungoveny jen tehdy,
plati-11 ou.(x)== oﬁ(X) a b=0 pro i,§=12,3.

Déle budeme zjisfovat, jaké dalZ3i omezeni na operétor
plyne z podminky ostrého lokédlniho extrému ( 2,2,.5., 2,2.6).
Nalezneme druhy diferencidl funkciondlu ( 2,2,7). Podle definice
(4,2,3) musi platit

$3Fu, 6u,8u) = 2(T(Su),8u) >0 | (<0).

(2.2,11)

TudiZ kvadraticks forma O'J(X)JU,,- é'u,j musi byt pozitivnd
(negativnd) dofinttnft‘7'5), coz je zajisSténo, jestliiZe plati

. 2 .
Zc:c"’(x)y'y’>OCZ()")2 prox>0 | (< pro x<0),
=1

iy (2.2.12)

kde y-—:(y',yz,ys) jo n&jaky redlny vektor (konkrétné ya«»cfu,,- ).

Funkciondl (2,2,7) m4 v bod® U(X) minimum, je-1i kvadraticks
forma pozitivné definitni a maximum, je-1i negativnd definitni.
Diferencidlni rovnice druhého #édu ( 2,1.10),. jejiZ koeficienty
u druhych variaci splnuji podminku (2.2.12),90 nazyvéd eliptické
(Rektorys, 1974).



UvéZime=11i poZadavky (2.2.10) a (22.12) kladens na tvar
operatoru TYU) a dosadime je do definice funkciondlu (22.7),
provedeme integraci per partes, tak dostdvédme tzv. kvadraticky

funkciondl, jehoZ tvar je

_;_@u) ,”-._;.. () %‘—‘%:i‘ 5 cyu2~pu]a!gf}+ [Ei-qij-g—;% n,.] uda.
v v

(2.2.13)
Tudi2, namisto #efeni linearni diferencidlni rovnice
T(u)= ,,i(aij(xz) au)*"/“ =P (2,2.14)
oxt "I

za okrajovych podminek (2.1.7) a (2.1.8),hledése minimum kvadra-
tického funkciondlu (2.2.13). Snadno se presvddiime, Ze podminka
(2,2.12) je ekvivelentni s podminkou (2.2.6) pro kvadraticky
funkcionél (2.2.13). Jak bude ukézéno v kap. 2.3.4., lze podmine
ku ostrého lokédlniho extrému (2.2.5); resp. (2.2,6) pouzit i pro
hledédni funkciondll typu (2.2,7) pro nelineérni diferencidlni
operatory.

Uvedeme nyni dva piiklady, na kterych budeme ilustrovat
variatni formulaci pro dvse rdzné operéitory. Prvni z nich bude
operator, jehoZ koeficienty splnuji podminku (2,2,12), pljde
tedy o eliptickou rovnici. Koeficienty druhého operdtoru tuto
podminku nespliuji, pdjde o problém hyperbolicky a ten je moZno
Ffesit integrilni metodou jen zavedenim dodateiného &lenu a res-

pektovanim existence redlnych charakteristik, viz kap. 2.3.4,
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obr. 24

Typicka dvoFozmérné oblast V Easto Fedend v hydrodynamice
(tzv. kandl) s typickymi okrajovymi podminkami na hranici

oV = GV.,"' b\/L,+a\é' - elipticky problém. Na hranici 3V,
je zadéna hodnota funkce U={ na aV2 tok §
a tést hranice 3\/2’ je mneprostupna, tj. 7-5’:0,



Jako prvni p¥iklad ukdZeme varia&ni formulaci pro Poissono-

2
vu rovnici -2)

3
3 2.3)
— xeV
;.4(3X9z P ‘ (2.2.15)

8 Dirichletovou podminkou

onid

u‘av--av#u (2.2.15)
2

ma &dsti hranice 3V*<9% a s Neumannovou podminkou

. . 2,3)
.‘.?.':‘_ n = chn'

a)(; (2n2017)

3

. na zbylé &ésti hranice dV, - viz obr. 2.4
ﬁcaja n} je jednotkovy vektor normély elementu plochy,

2,2)
Popisuje napt. prouddni nestlalitelné, nevazké a tepelnd nevodi-
vé tekutiny.

2,3)

Sumaci pfes i,j = 1,2,3 vyznadujeme explicitn&. V celé praci
plati sumalni pravidlo, tj. s&itd se pfes stejné indexy vy~

stupujici v soudinu kiFfiZem. V kartézskych soufadnicich plati

ni = n; pro i=1,2,3, jinak viz dodatek I.D2.1

BT A R R AT



Poznémka :

Jelikoz p reprezentuje jekysi "zdroj " a q Je
tok (nap®., hmoty), . tak v disledku zékona bilance (nap#.
hmotnosti)mé tento problém Fedeni, jen kdyZ plati

3
de@=_[}:q;n;°’O- (2.2.18)
v A

fﬁz;ofime funkciondl typu (2,2,7)

Hi(%:ﬂf?”“?m] dan +
y i

+2f(u U)uda+2 unﬂ da
av’ avzi-ﬂ

UZitim integrace per partes a Gaussovy vé&ty (2,1.,3) je jeho ko=

neény tvar

J[%i( 5] p] - quu”da

i=4
(2.2,19)
Dirichletovu podminku (2.2.16) jsme splnili tak, Ze eSeni LK{)
hledéme na tiridé funkci, které této podninée vyhovuji, tzn., Z2e
na hranici dV-0Y je identicky splndno u=U , Spadno

se pFesvddiime, Ze nutnd podminka extrému tohoto funkcionidlu

é@'u,Ju)-’-f[-Z(ax.)z*P Judpy f Z q, Jun da =0
v V=

(2.2.20)

jo splné&na préavé tehdy, kdy je u(ﬁ) *eSenim rovnice (2.,2,.15)
za podminek (2.2,16) a (2.2.17).



Podminka ostrého lokalniho minima (2.2,5) je splnéna, pro=-

toZe druhy diferencisl je roven
s J? i[_i_ Ju . . Idu)} (u sd'u)]cl |
Jg(u,cfu‘cfu)aggz [ ] (Gx‘ + €~ W + p(u+ W -

jz:q(u+gé'u)n da} s

jadq

avz € =D

=j2i—(6’éu)dv>0

i=q

(2.2,21)

Jako druhy p*ipad uvedeme vatialni formulaci problému popsa~

ného rovnici

‘H( H %J

2 -p -
(a (X)(a 2y XGV pro i 12,

(2,2.22)
. i, i 22/ 3 '

kde koeficienty a (x'), o (x')  uréime tak, aby byl problém

(rovnice) hyperbolicky. Jinymi slovy, budeme hledat takové redlné

krivky 7'=n'(x?) , podél kterych neni FeSeni u(x) a jeho

Qu

Ox!

derivace nezdvislé., To zjistime tak, Ze pievedeme

rovaici (2,2,22) do ndjakych novych, zatim nezndmych sou¥adnic

rz'.zi?.}(x‘j) , det g’%\%o , ig=12. (2,2.23)




V nich mé diferencidlni rovnice (2.2,22) tvar

["“(%5)2"' ng(é?j) }(%u*} [ ”(QZ) i ( gfe) J (3;)2 "

19p’ 9 2290‘89 du du 99
r2 o' axJay*ap 2 oy P

(2.2.24)

ou(n?
Méjme na kfivce ?(X1X2)ﬂéonst zadané hodnoty u(p‘) "“‘L
tudiZz hodnota funkce a jeji derivace jsou n&jak zévislé.

Ostatni derivace, které na této kfivce mdZeme dopocitat, jsou
dul)  du(nt)  du(p?)
Ip* ' I*dp’ " dntdp?

Tedy ze vSech péti derivaci funkce U wvystupujicich v rovnici

(2.2.24) méme zadény &tyFi. Posledni nezndmou derivaci .zé;Q%2
?“

miZeme vypolitat z rovnice (2.2.24), ale jen v tom piipadé,

kdyz koeficient u této derivace je rizny od nuly. V téch pifi-

padech, kdy je tento koeficient roven nule, tj.

2 2
“ 82‘ 22 6’2’} =0
° (ax*) F A (3x2 (2.2.25)

existuje takovéd kiivka ? ?(x x*) = kmmt, kterd je rovnici
32

(35’

a zadani okrajovych podminek pro rovnici (2.2.22), resp. (2.2.

(2.2.25) definovéna. Derivaci potom nelze vypoditat

24) je pteurdené. Krivku ?ﬂ=konst nazyvame charakteristikou

rovnice (2.2.22) a neni moZno na ni soufasné zadat jak hodnotu

du
6?’

funkce u , tak i hodnotu jeji derivace » ale jenom



jednu z nich. Rovnice (2,2,22), jejiZ koeficienty a“ geou
takové, 2e rovnice (2.2.25) mdZe byt rovnici redlné kiFivky,
nazyvame hyperbolickymi. JestliZe takovd reélnéd kiivka existovat
nemfZe, je rovnice (2,2,22) eliptickd (srovnej s podminkou
(2.2.12)) a lze zadédvat i okrajové podminky (2,1.9),

Podminka (2,2.25) déivé redlnou kiivku, jestliZe napi.
a'< 0 , a >0,
Oznaime

4 2 22 2
04 -.-.:--(Q) ‘ a .-s(b) ’ Q'b = konst. ( 2.2.26)
Resenim rovnice ( 22.25) jsou kiivky = charakteristiky - tvaru

n'(x'x?) = bx'+ ax* = honst , Ygz(x", x%) = bx'-ax*=konst .
(2.2,27)

Rovnice ('32.24) mad jednoduchy tvar

(2913) a 15 2 —F(?) @.2.28)

Odtud plyne, Ze fedeni u(Qﬂ?2) neni podél charakteristik ne-
zévislé a nelze tedy na charakteristikéch zaddvat libovolné jak
hodnotu u(Qv tak jeji derivaci {%%T(??) - Tento fakt musime

brét v Gvahu p*i formulaci okrajovych podminek., P¥i daném tvaru

oblasti V  1ge zadat okrajové podminky

u=0 o9 =g x€dV, =12 (2.2.29)



jen na ur&ité T4sti hranice Jl, , viz obr. 2.5. Hodnoty

Jdu

u’?ﬁ? na zbylé &ésti hranice se dopolitdvaji v prObshu Fedeni.

Je=1i hranici oblasti charakteristika Q"’éonst mniZeme na ni za=

m"i dat jen jednu z hodnot U(Qﬁ) nebo f?%;(?? (Godunov, 1971).

Utvorime z rovnice ( 22.22) s koeficienty (2,2,26) funkcio=-
ndl typu (2.2,7) s ohledem na okrajové podminky (2.2,29). Dirich-
letovu podminku u=U splnime identtcky tak, 2e budeme hle=
dat FeSeni na t*{dd funkci, které ji spliuji, viz predchoki
ptiklad. Upravime dédle tento funkciondl pomoci per partes na
tvar (2.2.13)7 takZe dostdvéame

i=4

a¥ @..2.30)

G-l T - gunct
v ,

Stejnd jako v piredchozim piripadé bychom zjistili, Ze operator

T(u) =-(a)’ (5’;‘) (b)"(g‘:) o

je samoadjungovany (2.2.10), coZ je podmihka nutnéd k variadni
formulaci problému, Provéitime nyni podminku ostrého lokélniho

extrému (2.2.5), tzm,

é@(usugu) f [- @ (2, o ¢ (bF(Zade) Jow2 0.

(2,2.32)

Je zfejmé, Ze tento vyraz nemiZe byt pro vSechny variace

i%é? ani stéle kladny; ani stéle zéporny, Neni tedy .
x



obr. 2.5

Okrajové podminky (2.2.29) pro hyperbolicky problém
mohou byt zadény jen na OV, . Na 3V, se musi
dopotitat. V pfipadé, Z2e je zadand podminka na &asti
BV& (supersonické prouddni kanélem) je nutno
dopo&itat podminku na OV, .

Postup vypoétu viz kap. 2.3.4



splndna podminka (:2.2.5), nutnéd pro ostry extrém funkciondlu
(2.2.30). Tim neni ani spln&na podminka konvergence {feSeni hy=-
perbolického problému pomoci varia&ni (integrélni) metody
(Rektorys, 19743 Collatz, 1970 ), Podminky stability tohoto
problému jsou vySetiovény v kap.5;.3.4 a2,3.7,



2,2.1 Galerkinova a Rayleighova-Ritzova metoda

Hledédme piibliZné red3eni diferencidlni rovnice (2,1,10) za
okrajovych podminek (2.1.11). Toto FeZeni u(x) budemezaproxi=-
movat na celé *esené oblasti V  pomoci abroxiuaénich funkci
yk(K) » které jsou linedrnd nezdvislé a patfi do n&jaké
uplné posloupnosti funkci 2.4) (Rektorys, 1974), tj.

N
u(x) “'&Z{o‘k &)

(‘202.33)

kde cck jsou dosud neuriené parametry.

2.4)

Rikéme, Ze posloupnost linedrnd nezévislych funked yi je uplnéa,
jestliZ2e &islo N a konstanty (parametry) uk mohou byt nale~-
zeny tak, Ze pro néjakou libovolnd danou funkci u(x)€l, plati

||“"§i}‘g?@ll<?5

kde £€>0  je ndjakad libovolnd maléd veli&ina.

Vhodnou volbou n&kterych parametré oC, splnime okrajovou
podminku (2.1,11), Dostévéme tak tFidu funkeci u(x) splnujicich
okrajové podminky, tj.

N
u(x) ""‘{: AN (2.2.34)

u které zbyvd ur&it parametry ﬁk z podminky

T _
g[T(Eﬂ%(*)}"P(")]%(-X)d"’O pro. t=t2e N, (2,2,35)



Tomuto urfovéni neznémych parametrd /3, se ikéd Balerkinova
metoda (Rektorys, 1974; Finlayson, 1972). Je to naprosto obecny
postup, avSak jeho konvergence k pifesnému *eSeni problému neni
nidim zarulena., Z divodd konvergence se proto Cast&ji obracime

k metodé& zaloZené na variaini formulaci.

M& jme varia&ni formulaci problému ve tvaru funkciondlu (2,
2.1), ktery spliauje podminky extrému (2.,2,9., 2.,2.11), PFedsta-
vime si Fedeni opé&t ve tvaru fady (2.2,34), Pro jeho variaci
plati

o

N

S ux) =) %dp, (2.2.36)
ke

Extrém funkciondlu hledéme vzhledem k nezndmym parametrim

f3;, o které uriime z podminky extrému

df u é‘ JPC = 0 pro &31'2’...'ﬁ,
( /%){:a/s, (2.2,37)
Timto zptisobem nalezneme z dané tiidy funkci (2,2,34) tu, kteréd
nédm hledané FeSeni aproximuje nejlépe. Tento zpldsob nazyvéme
Rayleighovou~= Ritzovou metodou. Ne jroz$irend j8i varianta obou
metod je metoda kone&nych prvkd, veﬂktorézaéfvhodnyn zplsobem

{viz déle) voli aproximace feSeni (2,2.34).



2,3 Metoda kone&nych prvké

Metoda kone&nych prvkd spodivéd v tom, 2e Fedenou oblast
rozdélime na konelny polet (napi*.E) podoblasti =« kone&nych prvké
Ve - tak, Ze jejich sjednoceni dédvé celou oblast, tj.

£
V=U I .

e=4
ReSeni u(x) operdtoru, nap¥. (2,1.10) v&etnd okrajovych

podminek (2.1.11), je vyjadd¥eno na kaZdém kone&ném prvku |,

pomoci lineédrni kombinace aproximaénich funkci 7i6x) o Gili

ve tvaru u(x)-'Z_uk%(X) . Koeficdenty uk jsou urdeny tak,
k=1

aby se pFfibliZné reSeni l1liSilo co nejmén& od pFesného, nejen na
kone&ném prvku [ , ale i na celé oblasti |/ . K ur&eni tdchto
koeficientd pouZivéme nejlastéji ndkterou z metod, uvedenych

v kap., 2.2.1,

Metoda koneénych prvkdé slavi nejvétsi dspéchy pii edeni
eliptickych problém@ hlavn&d diky velké moZnostijdobfe aproximo=-
vat FeSenou oblast i hledané Fedeni. V poslednich letech se vsak

tato metoda zad&ina s 6sp§5539'999;§vat i pro problémy hyperbolic=
ké a problémy evoluéni (kap. 2.3.4, 2.4.2 a 2.4,3).



2,.3,1 zékladni princip metody kone&nych prvké

Hlede jme piibliZné rfe3eni néjaké linedrni diferencidlni

rovnice

T(U(’f))~p(?5)=0 pro x&V (2.3.1)
za okrajovych podminek typu (2,1.11) a (2.1.9), formadln& zapsa-
nych jako

LP(u(X)) - 3(X) =() pro X E ov .

(2a3¢2)

zde VYV je redZeng oblast a oV jeji hranice s vndjsi normé-
lou (viz Dodatek I-Dl.l1).K nalezeni FeSeni vyjdeme nap®. od Galer-
kinovy metody (2.2,.35), pouzité v8ak jen pro maly element objemu
Ve » t3.

Ne Ne
£[T(Z; uk%(X)) -p (x)] %(X)d@i-f{'f(%;‘ uk%(’() -q(x))] v, (x)da =0

€ d Ve

pro k(=12,.., N (2.3.3)

Symbolen ab@ jeme oznalili okraj (hranici) kone&nbho prvku
% . Na kazdém kone&ném prvku jsme aproximovali redeni pomoci

rady
N

u(x) ‘Z—i Ut (2.3.4)

=4
kde y‘(X),k’Lan,hQ jsou aproximani funkce pFisludného
prvku, jde vét3inou o polynomy rézného stupnd; viz kap. 2.,3.2,
Konstanty U, uréime Fedenim rovnic (2,3.3), &imZ je nalezeno

¢t Fedeni rovaice (2.3.1) na . . Jsou to hodnoty hledaného

fe3eni a nebo jeho derivaci w jednotlivych nodech kone&ného



é. Vztah mezi ,
k.prvkullokalni a qeoba’fm notact
e e e e
e Ny Ng, Ng n,

b)

1 11 4 5 2

5

4
uli) =) o, ¥, (xi)
k=1

N 212 51| 6 | 3

obr. 2.6

a) Rozddleni oblasti V na &tyFfuhelnikové kone&né prvky

b) vztah ﬁ& mezi lokdlni notaci nodé k = 1,2,3,4 pro
e-ty koneény prvek Ve’ a notaci globélni n = 1,2,...,N
pro Fedenou oblast V



| du _Fu
prvku. Hodnoty derivaci 3% Geided |

v tom piipadé, poZadujeme-li jejich spojitost i mezi prvky.

to jsou jen

Celou reZenou oblast rozdélime na E disjunktnich kone&nych
, E
prvkd tak, Ze plati y’=éjlké . Regeni rovnice (2,3.1) na

celé oblasti | nalezeneme souitem podminek (2.3.3) pro véech-

ny koneZné prvky, tj.

N

”e
Z A %, () -p()] () dap +
e=q Ve
+ 4y % () - 9(x)] . ()ela = 0
;a{/[‘f Z V) - )] 4,0 .
kde n=12,..N prabihé Gplny polet neznémych Uj,---,Uy

pro cely objem V (viz kap. 2.3.3). Jeden konkrétni pfipad vzé-
jemného vztahu mezi &islovédnim nezndmych na e=tém kone&ném prvku
{pro Nealf , E =40 )» tzv. lokélni notaci a &islovénim
pro celou oblast (pro N =18 ), tzv. globdlni notaci, je uveden
na obr., 2.6. vzhledem k tomu, Ze se povrchové integrély mezi
sousednimi kone&nymi prvky vzédjemnd® rudi, siitéd se ve druhém vy=-
razu (2.3.3) jen pi¥es ty prvky, které obsahugi E4st hranice JV.
Hledané redeni pro celou oblast lze sloZit z feseni (2.3.3) na

jednotlivych prvcich, které oznalime

Ug (x) = éu *"l’ne(") (2.3.6)

viz obr, 2;5. Celé fedeni potom jJe

E .
u(x) ”'Zue(’f) ' (2.3.7)

e=1



Tvar konecného prvku (viz déale) mfize byt relativnd libovols
ny; mohou to byt tUselky (intervaly délky AX ) v jednorozmérném
prtipadé, trojuhelniky, &tyruhelniky i s rdznd& zakfivenymi stra=
nami v pfipadé& dvourozmérném. RozdiFeni na vicerozmdrné ulohy
neéini problémy. Z hlediska pFesnosti vypoltu je vyhodné, kdyz
jsou v8echny koneiné prvky piibliZnd stejné& velké a podobného

tvaru,

Aproxima&ni funkce (viz dédle) musi splnovat podminku pii-
pustnosti a podminku GUplnosti. Podminku piFipustnosti splhuji
ty aproxima&ni funkce y%(x) . které zajistuji spojitost fe-
geni u(x) (vyZaduje-1li si to typ Ulohy, tak i jeho derivace)
v nédech (uzlech sitd) a tudiZ koeficienty U; v nich maji
definovanou hodnotu. Podminka Uplnosti znamené, Ze pii zmenZovée-
ni velikosti kone&ného prvku je moZné hledanou funkci & tak i

véechny jeji derivace povaZovat na tomto prvku za konstantu,



2,3.2 Aproximadni funkce

Aproximaéni funkce 7i(xﬂ uzivené v technice koneénych
prvkl vZdy uzce souvisi s tvarem kone&ného prvku, zZ numerického
hlediska je vhodné aproxamovat néjakymi aproximaénimi funkcemi
i tvar esenéd oblasti. Z toho d@vodu se zavédédji tzv, izopara=-
metrické kone&né prvky, jejichZ strany jsou vZdy aproximovény
stejnymi funkcemi jako hledané reSeni. Takové konetné prvky jsou
vybaveny vlastni geometrii ve vlastnich souadnicich fi o kterd

mé nasledujici vztah ke geometrii ve fyzikdlnich soutadnicich

Ne '
] ‘ =% i J i j = *
x({") ;(x)ﬁ%(g) pro =423 (2.5.8)

Zde Oah jsou souFadnice nédd ve fyzikalni rovind, viz obr,

2.7 ,pvourozmérné varianta nejéastdji pouZivanych izoparametric-

kych kone&nych prvkd je mna obr. 2;7. kde M. je postupn& 3, 4,
6, 16. K nim pifisludné aproximaéni funkce jsou tyto:

pof . we Setff
vpro j=1;2,3 ; §f§26<0,1> (2.3.9)
viz obr.2.7 .a) |
y= -6 y= - (1+{001-FY)

(A I VAR At (VIR Y
pro £ fe<-11>

(2,3.10)
viz obr, 2.7,b)



a)

Obr. 2.7

ROzné tvary izoparametrickych dvourozmérnych
koneénych prvkd

a) trojdhleniko#?

b) bilineérni

c) trojuhelnikovy kvadraticky

d) &tyfihelnikovy se spojitymi derivacemi v nodech



y=eg-8  ym S ke PSS
%=, w5 € ¢2e<o
Y, = (280 y <4’

(23.11)

viz obr. 2.7,¢)

a
- "“"“\\

A N
(0br27)72
U7 Timte stupnédm aproximace zajistime pouze spojitost Fedeni (2.3,

6)% resp, soufadnic (2.3.8). Chceme=li v3ak zajistit i spojitost
derivaci, je tfeba pou2it slo2it&jsich aproxima&nich funkeci
(napi, Hermiteovych polynomé, (Connor, Brebia, 1976)). Pro piipad
spojitych 1, derivaci a spojité smidené derivace; viz obr.2.7 d)
maji aproximaéni funkce tvar (Maréik, Safarik, 1983)

Y= REVEE) . %= REVEEY

vy = 20,(6) (%) . w=2D(E)R(E)
y, =2EEI0E) , %=2R() ()
v =400, . %=4DEYDEY

y =R E)E(E) C o % REVEE
%=2D(E)RE) . y,~2DE)RE)
%22 K (€) D) . = 2R(E) D)

Y, = 4D, (€)) D€ , Y™ b, (¢') D, (€9 , (2,3.12)



kde
F(s) = 1-35"+ 24 , F(s) = 3s*-2¢°
D,(s) =5 ~25%+ s

2 3
) [)4(5)""“5 +5 (2.3.13)

piFi S=%s— , pro i=12 f%("ﬂ‘l).

Zavedeme zkrdcené ozmnadeni
ne{vnwnl L (%%l
{5”; “{%'%»%"7"42} ) {//: ”{%3’%11%51%6} © (2.3.14)

Aproximace geometrie konelného prvku je

58 = vl (35) v () % () +
+(xiz%+"-f(§?z{'z)q%g”;(x')k‘}’k - (2.3.15)

Podobn& je déna i aproximace i*esSeni na kone&ném prvku

a(fl) - uyr (ag)% ( )% (ag*ag)
du “a s
FUY F o *(W)w‘a;u*%'

(2.3.16)

Pro zkrdceni zépisu jsmé zavedli vektory
={( )“' (3§ )&.l(gg;)h a(a?;g ).}
G % "'{ Ug ('aig_) (g;z)‘ j (’5‘?’;?:)’} . (2,3.17)



Aproxima&ni funkce pro jednorozmé&rné problémy ziskéme ree
dukci funkci (2.3.10), pro pfipady vyZadujici spojité jen feseni
a nebo redukci (2,3.12) pro piipady se spojitou 1, derivaci,

Odvodime zdkladni geometrické vlastnosti na koneénych prv-
cich ;. aproximaénimi funkcemi (23.9) aZ (2.3.12), Jde o element
délky, elementy plochy a objemu, viz kap..3.5. a transformacd
gradientu, které odvodime z transforma&nich vztahd (2,3.8., 2.3.
15). Postup ukédZeme gen pro dvourozmérny piipad, Tenté postup
1ze pom&rnd snadno zuZit &i roz3ifit na piipad jednorozmérny &i

trojrozmérny,

Matice transformace mezi diferencidly soufadnic dx' a qf’

kone&ného prvku plyne ze vztahu
2 ok o
. X .
d"'z-zﬁ?"'f , pro. if=12, (2.3.18)
d‘

2
kde «5)

&' I N,

ox .| 3 '3 52(,(;).9_%

f | g % - k'afj |
lEew w
a r 3)(‘ L e
9 " "é%”—agé"‘é ) pre NS =12. (2.3.10)

jsou postupnd matice transformace a metricky tenzor (viz 1.D2.6)

Determinant této matice je roven jakobidnu transformace (Zwa,le),



tJ.

dx 4 Xl __Q__)J A3 I’ dx*  Iu' X’
clet (agi ) 19 =2 S TS T 9 g ae

(2.3.20)
pro i,vi, ﬁ,e =12 (srovnej si";DZ.SS)z .
2.5) )
8
Jsou=1li prvky matice parcidlni derivace, napf¥, i;;? pak

horni index. (tj. index i ) je vidy #ddkovy a dolni index

je sloupcovy.

K vypottu gradientu v lokélnich sourddnicich fd je tieba

d N
i matice inverzni —g—é- k matici -c%;-‘—f .Je definovéana
xl
vztahan 3-); —;9{; i a ve dvourozmérném piipadd do-
sat:ziws.véute"r‘3 15)
) Ix*  ox'
§ N T TE
C°f(a§.f) {q |-, 9
3f" "a?
(2.3.21)

Pro gradient eSeni pak diky vztahu (2.3.21) plati

N
du _du d
“é;u’: 3?‘3{;? agsax &ZB

(2.3.22)



V pfipadé gproxima&nich funkei (Z.3.9),(2.3.1C),(2.3.11) je
hodnota redeni v k-tém nodu, (srovnej s obecnym vztahem
(2.3.4) ' rovna’ uk . Maticed Eﬂk » kterou jsme pro jednodu=-

chost zavedli v poslednim vztahu je dana souéinem

_9E 9y
B oxi If*
(2.3,23)

Av3ak, pro aproximadni funkce (2.3.12), je ve vztazich (2,3.16
a 2.3 22) na misto Uy vektor (2,3, 17)1 uk » ktery obsa=
huje 1 derivace Fedeni. P*i vypoltu poZadujeme, aby mdly deriva-
ce fyzikdlni velikost (viz kap.l.D2,6). UZitim metrického tenzoru
(2.3.19), a vzorcd ([.D2,.76) mdZeme derivace podle vnitinich sou=-

Fadnic §' vyjédiit pomoci jejich fyzikélnich velikesti 2°5)

(el (gl - (-1 B,
(3%?)&'(%)*(5?%@)& pro. k=t 2b- 25,20

2,6)
Fyzikdlni velikost sloZky piislu3né veliliny oznalujeme indexem

v zavorce,




Derivace(2,3,24) dosadime do vektord U:\z.f?r‘:e?s)—/pa 5?; vV piie
padé zadévéni geometrie, . Pomoci nich je Fedeni (2,3,16), Peho
derivace (2.3.22) &i geometrie (2,3.15) na kone&ném prvku vyjéd-
¥en« fyzikélnimi velikostmi

Neznamé hodnoty U, nalezneme jako Fedeni soustavy rovnic
(2.3.5)(v drtivé vét3ind linearni), Koeficienty této soustavy
Jsou urdeny integraci pifes objem Ve kone&ného prvku kterou

formdln& oznalime takto

L PR

(2.3.25)
a po jeho povrchu J% forméln® oznacenou jako
f C]i n,da = J[q’dxzdx3+ Zedxalx! 4 qsolx"olxz] =
Ve av, | _ ‘
- Iq‘fé“%g dlé; + q‘ﬁ‘gg A, + q3ﬁ%§da; " (2.3,26)
av, o3a

Element objemu dwr se transformuje podle vztahu(I.3.5.17)
a element plochy n;ola podle(I.3.5,4) (13.5.5). Pouzivéme
vndj3i normdlu nN; (ID1.2). Element plochy v lokédlnich soufadnie
cich kone&ného prvku Ve jsme oznatili

da =(da, d&, d&,) = (dfHE, df'dS’, dEE) . (2.5,

Integraci (2.3,25,, 2,3,26) snadno zredukujeme na integraci
{
ve dvourozmérném prostoru se souifadnicemi x‘, x2 o FeSP. § , 52
tak, Ze poloZime olx"’ao/fsaf a q3=-0 viz obr, 2.8

/

Ponechéme=1i stejné oznateni jako v trojrozmérném pitipadé, tak



mizeme transformaci pro dvourozmdrny "objem” psét ve tvaru

iz = olx*olx* ’ﬁdf olf* (2.3.28)

S ohledem na (2,3.21) lze podobnd pro jednorozmérnou plochu
(integraci po kifivce) napsat

(q*n, * cfnz)ola = (q'dxz ~ q"o/x")/l dx* =

) [Cii('g'?i dgz “*'3?:0’5*) (agz olf* + f)] §

(2,3.29)

pro  dx'=(dx0,0) ,d§1=(d§1010),..- atd. pro estatni vek-

tory (srovnej s (3.5.3)). Pifi upravd® jsme pouZili antisymetrické
vlastnosti vn&jSiho soudinu tj. dxa\d§4=-wdx§\dk3

a d\fs/\ d‘ff -‘-‘*df‘/\ dfs - 1:3.14) | 5 ohledem na pred=

poklad dlx’=df’ plati
i 2 1 2 1 2.7
(qnﬁqznz)dahczdﬁ*qd"z (-4 3? 9?) g+ ’
+99)

( 19 3§‘ 95 af* A", (2,3,30)
pridemZz kladné hodnota tohoto integralu znali tok bilancované
veli&iny ven z kone&ného prvku (ddsledek vndjSi normdly, tj.
gn>0 ).

2.7)
Stejny vztah dostévéme, jestliZe transformujeme pFimo kiivkovy

integrél, tj. uzitim vzorce (1-3.5.1)plati



[ = Juyex' v, o = [, 3"+w23§)d§’+

av, e Jf’
Ixt i
(“”afz Ve ge: )"/§ )
a pfi w,z—-q , u),_-q obdrZime vztah (2,3,30).
Napi*, pro stranu 3 4, viz obr.2.8a) tj. fz*f dostévéame 2.8)
-1
Q
f—~qzdx1+cfdx2’ﬂ (§ 3§ q §) } §
3 1 g1 (2.3.31)
s

b
Y

Pro smifenou okrajovou podminku (2,1.9), napf. f&onst ndaq
Ve

i
Je tFeba ur&it velikost elementu plochy (I3.5.7), tj. da‘.dajc;"’ﬂ
=(o{9)2. Ve dvourozmérném prostoru pak stejnou udpravou jako

vySe odvodime

(n,da  n,da) = (diad®, di*adx’) = (dadR ~dx'ndx®) =

= (GJXQOIXS’ “CJX4O/X3) (2.3.32)

a pro velikost elementu hranice plati (pro dx’=1 )

4

- (e o ()T = | (3" 35T + (Bt s 2 )T

L
2

(2.3.33)



a)

b)

obr. 2.8

Znézorn&ni integrace po hranici bilineérniho
kone&ného prvku
a) obecného Etyifihelnikového

- b) rovnob&Zného s osami xl, x°.



Napi. pro stranu 3 4 plat:i.2 -8)

L

kons’cjuda ~~konst ] g)[( §) ( g:)z}z

of’
=1

(2,3.34)

2.8)

Pro pitipad bilinedrnich aproximaénich funkci (2.3.10) je geometw
rie (2.3.8) izoperametrického kone&ného prvku, viz obr. 2. g,
déna matici transfommace (2.3.19), jejiZ prvky jsou

[55) L6055 ) Lo -] (42F)

[35)- 1o -Gl 5+ L= 65T)
[42) < [0, C(5E) [0, 0, ) |2E)

(5 (09 (IEES) - el

Pro stranu 3 4 dostdvéme

1)

o

j-qzd’?*q‘dxz"”'qz(ﬂfz'f) [("1) ( )]"‘9(5 § 1)[(" )'t]} g-
24

konst fu da =~ fions;tJ‘u (g‘: §2, 4) [ [(x‘);; (-K )q] + [(J«?)a;(x‘)q] ]zdg .

3

ii)

a uzitim vztah8 (2,3.30),( 2,3,33) odvodime analogické vyrazy i

pro ostatni strany.




Y
Znaménko minus je voleno proto, Ze welikost hranice fda
3

musi byt widy kladna.

vztahy (2.3.25, 2,3.28, 2,3.30, 2,3.32) némn dovoluji vypoe
gitat koeficienty v rovnicich (2.3,5). Vzhledem k tomu, Ze pro
kone&né prvky s vySSim stupndm aproxima&nich funkci, nap#.,
(2.3.10) az (2,3,12) je velmi obtiZné vypoditat uvedené integré-
ly analyticky, uZivéd se numerické integrace, napi¥, Gaussova

kvadratura (Ralston, 1978).



2,3.3 Bilineérni izoparametrické kone&né prvky
= dvourozmérny piipad

Sestavime soustavu algebraickych rovnic (2.3.5) (jen pro
e=ty koneiny prvek) pro lineédrni operétor typu (2.1.,1), Omezime

se na dvourozmérny piipad a operédtor piSeme ve tvaru

T(u)=~a (aq)z -b 32)2*0 gu,, +d +Fu+i1

(2.3.35)

za okrajovych podminek typu (2.,1.7) a (2.1.8), tj.

Uu=0u pro (x'x®) e

Ju _ 1.2
axf =9, b33=q, pro (xx Jedv,.
(2.3,36)
Diky &lendm, obsahujicim du ' du neni operator
dx* Ix?

(2.2.35) samoadjungovany (2.2.10), a proto nelze sestrojit funke
ciondl klasického varia&niho po&tu typu (2.,2.13). Extrém (2.2,.9)

zapideme formélnd ve tvaru

du
é'?'(u du) = fT(u Judar+ ﬂ:( ‘g""q1)n4+(b-§-§3-—qz)n45-uda=0
v,
(2.3.37)
(jde o tzv. roz$ifeny varialni polet, viz (2.3.68)). Integraci
per partes pomoci (2.1.3) dostévéme vychozi integrédlni formulaci

nadeho problému, Pro e-~ty komne&ny prvek pak plati



o 3d. Je 3
&g(ue:&"e) ’f[ g:;: a:: +b g:?- 93:; +( au +d u *FU +,’\)Ju}0/'v'—-
Ye

-J(qnyr quri)udda=0
e

(2'.3.38)

Koeficienty a, b, ¢, d, f, h jsou obecnd funkcemi souiadnic
(xfxz), . Zévisi=li tyto koeficienty i na hledaném ifedeni
jde pak o nelinearni prvek & je tFeba uZit itera&ni metodu, viz
(2.3.50).,

Redeni U (2.3.6) na e~tém kone&ném prvku, vietnd geomet=
rie x%fj) (4.3.8) tohoto prvku, aproximujeme pomoci linedrnich
funkei (2,3.10). TudiZ, pro hledané #e&eni podle (2,3.4) a (2,3,
22) plati

. R (€9
)L w5 Zaf b

‘, .
Ju(f')’:é%”“a . pro ij=12.
(2.3,39)
Vychozi geometrické veliliny jsou uvedeny v poznémce 2-3).

Inverzni transformaci ur&ime pomoci (2.3.21).

Dosadime vztahy (2.3.39) do podminky (2,3.,38) a formdlnd ji

zapiseme do tvaru
4

| ;4(A&m“m” R)J“k“ 0. (2..3.40)



Tato podminka musi byt splndna pro kaZdé nenulové <qu o takZe

dpstavéme soustavu algebraickych rovaic

iAﬁmum=' ;z Pro k=4‘2‘3,LI

k=1 (2.3,41)

pro neznémé U, .

Koeficienty této rovnice jsou

Akm=akm+ b&mf ¢+ Ol&m'f' ka (2.3.42)

a jeji prava strana je
R=htp - (2,3.43)

Konkrétni tvar koeficientd (2.3.42) a (2.3.43) plynouci z podmine
ky (2.3.38) je s ohledem na (2,3.29) a (2,3.30) roven

Oamzjja%% g}% 35 gﬁj{?dg’dg" (2.3.44)

bkmi! _‘b%gé g}v:, ?9; gizﬁ‘dg{dfz (2.3.45)
L4

%m"ﬁ”% Ym %ﬁdf’dfz (2.3.46)
»

d§m=“ %%%%%qdfdiz (2.3.47)

-4 -4

ETACEE

.



- [T et

wf =f (203449)

Neumannova okrajové podminka (2'.:3.35)2 je déna integraci
(2,3.31) po strandch 127 23, 34, 41, viz obr, 2.88, tj.

i
p= V):Z_'q'%nola ’J( ; qeag)% °’§4+

-

lq*af‘ % gg )Ykgfz * J(‘]«ag "% )%;@ *
- |lagi-acke)w §=i
(2.3.50)

Dirichletova okrajové podminka uksa (2.3.36), se aplikuje

wel Rty

P*i dvahach o stabilitd numerickych metod (viz kap. 2.3.5

k
pFimo ve vztahu (2.3,41) identitou A

a kap. 2.3.6) vychézime z kone&nych prvké rovnobdZnych se sou=

Fadnicemi (x‘,xa) viz obr, 2.8b),

Oznaime (x'), = (x) = (x),~(x), =ax , () ~ (<), = (<)~ (x),=ay,

pak prvky matice -%—’%— jsou dény vztahy (viz vztah 1)2‘8))
O _ax 3k ay Ox
A TO A T ag’o

Jakobidn této transformace je @“,in . Prvky

i

i 4
3¢ 9 _ 2 3 _ 2
inverzni watice Y (2.3.,21) jsou o~ ax ! ax‘ ay



9 L3 g

ox* R

Konkrétni tvary jednotlivych matic (2.3.84) aZ (2,3,48) pro
konstantni koeficienty jsou

2 -2 -1 4] (2 4 -4 2
- {2 -2
Q. =28y 2 2 4+ | b=b4x
Am o Gax|.q4 4 2 -2 km Bay|-1-2 2 4
1 -4 -2 2 RU Y
2 -2 -1 -] -2 4 - =2]
2 R P I
km 12 |4 4 2 2 ' ThRm 12 |1 2 2 4
-1 -1 -2 -2 2 1 1 2]
(4 2 4 2]
JAxayt2 b 2 1
ka 36 |4 2 4 2
2 4 24k
(2‘3‘51)
Podobné& pro vektory prévé strany plyne
hk_ﬂ"zﬁzh[’t,i,*:,{] (2,3.52)

AX Ay Ay AX A AX o 4Y . o AX
P:[“iza U2 U2 Claz"?le*"!zz' ‘hz*‘fzz]



2.3.4 Numerické i"feSeni potencidlniho stlaitelného prouddni

Jednim z typickych piikladd fedenych metodou kone&nych
prvku je prouddni nestladitelné &i stlacitelné nevazké tekutiny.,
Cilem je; nalézt stacionarni rychlostni pole v proudici tekue
tiny (I1.6.5.14), (I.6.5.15)., Tato pole vyjéd?ime jako gradient

potencialu
99w . |
47 5 T A pro  i=123 , (2.3.53)
kde 1, je i-téd sloZka bezrozmérné rychlosti,

2(a-1) 2 |
* =&3€;T-c§7;} je tzv, kritické rychlost zvuku, (I. 7.4,7)

kteréd je pro danou Glohu konstantou .

Uvedeme obecndjdi formulaci problému, ktera dovoluje zahr-
nout i prouddni transonické, véetnd rézovych vln, Hledané ryche

lostni pole musi splhovat zdkony bilance hmotnosti(I4.l.5)

a i
(5:;) =0 (2.3.54§

bilanci hybnosti(I4.2,16)

. . if
R3v' . dp off Ftus (2.3.55)
v ax’t+_5;%é T 9xd

bilanci energie(I14.5,9)

3o k(¥ P Lk ‘]==
axk [SW (2 U ?) s Vi 9 0 (2.3.56)

konstitutivni vztahy(2.4.137;2,4;138) a stavovou rovnici (2.4,139)



V isentropickém szbliieni zanedbame tepelnou vodivost
(Ci 0) a viskozitu (td‘.s'-*O) . Z rovnice bilance energie
(2.3.56) plyne podminka

(v) 2
— + U+ =h =UT==%onst (v) =Vvv
2 § o ke ! (2.3.57)

tj. celkové (stagnaéni) entalpie je konstantni (srovnej se vztahem

(1.7.4.5), ktery plati jen pro izentropické procesy (I.7.4.4).

Vztah (2.3.57) plati i pro procesy neizentropické. Integraci
rovnice (2.3.55) pres objem V a uZitim Gaussovy véty (2.1.3), tj.

Ixt Ik

P‘%&VQO/@ =f( o) —-i)o/f*

v v

= fht,gvknko/a = f(tiit{ -~<7"€)r7,c da
oy ay

(2.3.58)

jsme obdrzeli povrchovy integral, vyjadfujici tok energie, vyvolany

disipativnimi procesy.

Je=1i na hranici JV nulovy tepelny tok a nulové vazké tieni
(gradienty teploty a rychlosti jsou nulové), je cely integral
(2.3.58) roven nule. Odtud pak plyne i platnost (2.3.57) pro ne=-
izentrpopické procesy uvniti# objemu, nap®. v rézovych vlnach.

UvéZime=1li stavovou rovnici dokonalého plynu ve tvaru ;r=€%%-90ﬁ

vnitifni energii (4=C@7‘ a zavedeme-li stagnalni tlak [
a hustotu gg (1.7.4.8), mbGZeme podminku (2.3.57) pfepsat do

tvaru



"Rt

2 2 i :
? 3 J) , (A) =24, pro i=123

a‘” (2.3.59)
Za piedpokladu izentropického procesu (I.7.4.4)dostévéme vztahy

{I1.7.4.9).

Abychom ukézali vliv viskozity explicitnd, vezmeme do tvahy)
20 disipativni &det tenzoru napdti (‘tis je pro dokonaly plyn

rovna

Es *t‘v(g")‘s H(J»egv: ‘Saeae 3231 59).
( 2.3.60)

Ve srovnani se smykovou viskozitou M 1ze pro pitipady bez
chemickych reakci objemovou viskozitu A,  zanedbat. (Clarkej

Mc Chesney, 1964).

Omezime-l1li se jen na jednorozmdrné proudéni (ve sméru proud-

~, 2
nice x* ‘9)) s velkym gradientem rychlosti ve sméru proudu

(v rézové vind)y lze (2.3.60) psét tdts ln; 3\/

2,9)
PFirozené souiadnice X' jesou ortonormélniy pifiemZ soufadnice

Y smér vektoru rychlosti & o Vztah mezi fyzikdlnimi

X
soufadnicemi x a pFirozenymi soufadnicemi X' (i=12,3)

na e=tém kone&ném prvku je dan linedrni transformaci



o' = (asz:) dx

i)
kde matice transformace je (viz obr.2.9)
o { 2 4 .2 -1
A e _doke
'2’3 ‘;Le Jexe
2 i 2 23
..a.i‘_.. = '3.& 1 ".zi [ le'}f 3
,';‘5 Ae Ae szele
pH 0 e ii)
| e ' de
‘3
; A Z 2
kde .Z.e’(-l'e -l:e) ) e =V("L’e) #(2p)
(i Je Fadkovy index)
P#*i zanedbéni vedeni tepla (qk=0) dévé rovnice energie
(2,3.56) vztah
vy p_ hu 9V (v)2= viv
- [gv( +U + ) =0 pro '
Erid Y 3? X!
| (2,3,61)
1
a za predpokladu, e bilance hmeétnosti je Qig_-\,!;l--'o, plati
2,10
podél proudnice )
(¥) P _ hd ..Q_‘f.:h = ¢/ | = konst
(2.3.62)

Zavedeme=1i opét % a pouzijeme=1li vlastnosti dokonalé-
ho plynu(I.7.4.2)dostavame (Mar3dik, 1989)

1
2%, Juloe-) 3L _ 4
$ Ps 9"-*1 - Joc¥(ee+1) X’ (2.3.63)



resp.

~ wd 2
—§-=-F—A(1+@) A =1-22()
Blae-1)M [t
'/:@P 3(%”)9&"./1 (33?‘) ' (?.3.64)
ktery nahrazuje vztah (2.3.59) neuvaZujici explicitnd vliv vise
kOZitYo
2,10)

Za stejnych piredpokladéi, av8ak p*i zanedbéni smykové viskozity
v (2,3.60) dostévéme

e (e g - Sl - e g {0

prtiemZz jsme pouzili rovnici bilance hmotnosti (2.3.84)., Vztah
(2.3.64) se nezménii;jen pro (§§> plati

(-1 My [IL
‘ﬁ 2 (3e+4)gc1"".’d (axf)

11)

Relace (2,3.64) md mimofadny vyznam pii numerickém FeSeni trane
sonického proudéni, viz déle,
Formulace numerického *edeni stacionarniho potencidlniho

proudéni (2.3,53) vychézi z rovnic bilance hmotnosti (2 .3.54),

7 2ol

T=4

ti.

)gx‘]’o pro xeV (2.3,65)




smer reseni

o TR B2
xw I
> i

n
obr.2.¢

Okrajové podminky pro proudéni v kandlu
Na hranici DA a BC je zadén tok § a hranice AB
a CD je neprostupnéd, tj. 4.m = O, xL, x? jsou

1

kartézské soufadnice a X, %2 jsou pFirozené

souifadnice,



za okrajové podminkyy viz obr, 2.9.

3 .3
99 i = i
;9 ax; n %q'n PY‘O )(63\/ . (2.3.66)

;/’ Na &dsti hranice dV  maZe byt zadéna i Dirichletova podminka,
tj. funkce ?(X%EGV) . Protoze vdak esSeni rovnice (2,3,65)

hledédme na ti¥idé funkci, které této podmince vyhovuji; nebudeme
se Jji explicitnd zabyvat, Hustota tekutiny je ddna izentropic=

kym vztahem (I.7.49),% tj,

E F
;) 5%[4——3‘4—:—1{}:('3%)1“ 1 : (2.3.67)

¢
?( dx =1

Chceme nalézt vhodnou varia&ni formulaci k #edeni tohoto
problému, tzn., Ze poZadujeme, aby prisludny funkciondl m3l ales-
poRd lokdlni extrém. Vyjdeme z podminky extrému ( 2,2.9), srovnej

e (22.20), kterou zapiSeme ve tvaru

3
~J?(¢,¢‘°fé¢)=J;ai ?‘"’gxw)c“?c‘”*f i -¢"4%)ridipola <

f e ) gif aj‘f dar + j;%&pn"da =0,

(2.3.68)

L]

Index "o oznaduje’, Ze pfisludnéd velilina je pfi variaci pova=
3ovéna za konstantu’ tzn,; Ze je pouze funkci x' , Timto zplso=
bem operétor ( 33,65) linearizujeme a fedime jej dale uvedenym

iteradnim postupem,



Vyjdeme tedy z podminky extrému (2.3.68)7 které odpovids
kvadraticky funkciondl (2.2,.19), tj.

B 2 ° AR ;
Flg)- [ 1350380 L arre

(2.3.69)

zdvigejici jednak na nezndémém Fedendi qﬂﬁ) a jednak na n&jaké

znamé ‘funkci ?“%8) » Takto formulovand Gloha nabizi nasledujie
ci iteraéni proces:

Volime né&jaké tp(O)Qg) a vypod&teme g‘(&[’“’, m)”"q;'"{@(‘?ﬁ?m).

)
Je=11 (Pw-‘*‘-{’(o pak qi"” je hledané feseni., JestliZe vSak

) (0) ) .
* ¢ dosadime ‘P“ misto L#ﬂ a hledéme ngné%%?;?“9v
. ( (n=4)
Dostaneme t{?m(g‘) a proces opakujeme, aZ dosadhneme H*{’"’-‘f l<£

tzn,, 2e dvé po sob& jdouci iterace n-td a (n-l)-ni se 1lisi

2
v nékteré z norem -1) o méné nez &£

Podminka extrému (2,3.68) byla vychozi pro nalezeni né&jakého
kvadratického funkcionalu (2,3,69). Zavedenim veliliny ?“”
spliuje sice (2.3.68) rovnici kontinuity (2,3.65, 2.3.66), ale
vypodet 1. variace neodpovidd obvyklému varia&nimu podtu (viz
kap.2.;2}jProto se tento postup nazyva rozdifeny variatni podet
(Finlayson, 1972; Glansdorff, Prigogine, 1971; Mar$ik, 1981).

Nadim tdkolem je nyni zjistit, je=li extrém funkciondlu
(2.3.69) alespon loka&ln& ostry. Z tohoto divodu provedeme deri-
vaé&2'4) funkciondlu (2.3.68).0pustime pfedpoklad, Ze se (P“v
pfi vypodtu extrému tohoto funkciondlu neméni (tj@({f,%) 3@?}}.

Jeho druhé derivace ma potom tvar



: dp dp _Jo _\ 8dyp I
55 gdpdg)=[ ) (02959520 0) & S ot

y = ‘aiﬁf oo .
3 . . l
; I' aJ ad- ‘..-.-.—Y—-.
[ )M G e ke M1
y =1 (2.3.70)

PFi dpravé jsme pouZili vztahu mezi mistni rychlosti zvuku

3 2 . * *®
<3€ a kritickou rychlosti zvuku V4 ( ¢/ je rychlost

zvuku pFi Machové &isle proudéni [P1]"'“““='4)
TudiZz plati

d 2¢l] * + 1- 62)
S0 wtA (U)”;’ {~(H)="5= o+ 91&1"” o(1-(M)).

(2.3.71)

JestliZe proudové pole popisujeme piirozenymi souiadnicemi 2.9)
pak M4=’W| M2=M3=0 (viz obr. 2.9) a podminka ostrého
lokdlniho extrému (2.2.11) ma tvar
[1- (M”(aéqa) (aJ‘-P)2+(a‘§‘?)Z>0
ax2/ | dx3 '
(2.3.72)

TudiZz vysetifovany funkciondl ma estry lokdlni extrém jen v subso=
nice, tj. pro IP11<: 1. V pFipadé supersonického proudéni(IP]l>> 1)
je nerovnost (2.3.72) porudena a tim je porusena i konvergence
iteraéniho procesu plynouciho z (2.3.68). V piipadé supersonického
proudéni je tifeba vychazet z funkcionalu (2.3.85).



(T.

Pro subsonické potencidlni proud&ni lze nalézt takovy
funkciondl, ktery odpovidé obvyklému varia&nimu podtu, kap. 2 .2.
Vychazi z Hamiltonova principu(I.7.4.18)a pro izentropikké prou-
déni dostédvé tvar(I.7.4.285,iz kap. I.7.4.Skute&nd; dosazenim

7.4.9)4 do(I.7.4.28)dostévéme Bateman(v princip ve tvaru

oN | a
fv’4

t
3
otr // op ol 3“‘? dipdt =-(0) | ;9%%?4@&30.

(2,3.73)

Nadim cilem je nalézt takovy fumkcionsd, jehoz extrém by
nastédval pii splndni rovnice bilance hmotnosti (2.3.65) za okra=-
jové podminky (2.3.64). Predpoklédejme funkciondal

Zly)= - (@ [polw - [qiprida.

v av (2.,3.74)

kde druhy &len vyjadifuje vliv okrajové podminky. Casovou integ~

raci jsme vzhledem k tomu, 2e nds zajimd jen staciondrni redeni,

vypustili.

T
Prvni variace funkcionéluié%(?) je rovna

3 |
..52.2 Z?J’-———J‘”— dur + 3[, ;c’i&pndo =

<L

3 3 .
- g%( xi)é(palnr +a£;(q;~g>%%)écyn’da =0
y
(2.,3.75)



a jeho extrém nastévd za podminek (2,3.65, 2.3,66), Jeho druhd
variace je rovna pravé (2,3,70), takZe podminka ostrého lokélni-
ho extrému (2,3,72) je splndna jen pro subsonické prouddni (M 1).
odtud plyne, 2e stabilita vypo&étu potenciélniho izentropického
proudéni je pro oblast nadzvukového prbudéni (M > 1) porusena.

Z podminky ( 23.75) plyne uZitim metody rozdifeného variaé-
niho pottu i podminka ( 2,3.68) a pfislu§ny iteraéni postup v me=-
todd kone&nych prvké, viz kap. 2.3.1, vede na postupné Fedeni
lineédrnich algebraickych rovnic

E 2,2 N,
2) € (N) a'q'%h— a § dlﬁ, (n+4)
& o P, ~
hensk Ve
(n+4)
b:‘i‘f“nda}g ¢ =0, pro l=42.-Ne (23,6

=9
kde neznénou jsou hodnoty potenciilu tﬁ: oy nodech R =
=42,.,No pro v8echny kone&né prvky e-= 42 . E . ~ Indexem

(n)
e

(n) Je znaleno Fedeni z minulé iterace a je hustota (2.3,

67) z ndj vypo&tena, Vypolteme derivace aproximacnich funkci

o

(2.3.9 = 2,3.12) a matice transformace (3‘) na e=tém koned=
X Je

ném prvku je ur&ena vztahem (2.3,21), . : Integraci po

objemu Y  &i povrchu . vypoiteme {v8t3inou numericky,
(Ralston, 1978))?Eg transformaci integrédlu pomoci (2,3.28) a
(2.3,29), resp. (2.3.30)"3). Redeni odpovidajicich algebraice
kych rovnic provédime standardnd, napf, Gaussgvgu eliminaci a

nebo nékterou z relaxa&nich metod (SOR. SLCR) (Ralston, 1978).

Lk otestovént pes-
[“;poétu obtékani vélce nestlalitelnou tekutinou je pouZito

nosti metody kone&nych prvké, protoZe je znémo pFesné t‘edeni.

Na obr.2.10 je znézorn&no proudové pole p¥*i obtékani rotaEniho



1,0 4

Obr, 2 10

Redeni nestladitelného proudového pole

a) proudové pole rotaéniho vélce v kandlu pFfi A, = 0,35
a H/L = 10

b) rozloZeni rychlosti na povrchu védlce ziskané metodou
kone&nych prvk@ (trojuhelnikové linesdrni prvky) ( + )

a metodou konformniho zobrazeni



Q7

75
0,85

£y
3

4

¥




vdlce v kanalu . Na obr. 2,10b) je srovnéno fe3eni numerické
s pFesnym Fesenim, ziskanym metodou konformniho zobrazeni,
K vypo&tu byly pouZity lineérni trojuhelnikové prvky na obr,

2.7a). Hustota ?W)

- stantu.

(Cbr 2.10)
N : Vypocet obtékani 18% dvoukruhového profilu pii kritické

v podmince (2.3.75) je povaZovéna za kone

rychlosti slouZi jakeo priklad s vlivem stladitelnosti,

Vypo&tené proudové pole je uvedeno na obr, 2.lla)a jeho
interferogram je na obr.2.1lb). K vypo&tu bylo pou%ito podminky
(2.3.68) a trojuhelnikovych linedrnich kome&nych prvké, obr.
o 2.,7a). V té oblasti proudového pole, kde jsou rychlosti blizké

AN i

{?-”) “~ rychlosti zvuku, dochazi k vyraznému zestrmovéni poruch, které
vznikaji v Uplavu., Tento jev ve vypoctu zashrnut neni, Vypolet
této Glohy trval na poditadi EC 1040 asi 4 minuty, PoZadované

piresnost, kterd je charakterizovéna velikosti poruchy IAJJ byla

I&&l = 0,2 . 10~3, K vypo&tom tohoto typu je tieba asi 4 a2

6 iteraci.

P#iklad, p¥i kterém dodlo k poruseni podminky stability
(23.72) je uveden na obr, 2.1.2.3de o nadkritické obtékani pro=-
filu NACA 0012, P#i Fe3eni mebylo pouZito numerické viskozity a
proto mistni supersonicka oblast byla mélo stabilni, Ke zvyZeni
stability byla " volena sit izoparametrickych trojihelni=
kovych prvké, viz obr. '2.7¢).

n 212V
S

Ry

vypotet probihal tak’; Ze byla postupnd zvy3ovéna vstupni
rychlost 1, §o IAﬁwl = 0,005, Po kazdém zvySeni bylo pone=
chéno 2 a% 5 iteraci na relexaci poruch, Vzhledem k tomu to
postupu. . probihal vypo&et pom&rnd dlouho;

asi 40 iteracii tj. a% 30 minut na EC 1040. Soustava algebraice



a)
2020765 y
raes
b)
c)

Ohr, 2.12

Redeni stladitelného proudového pole (iteraéni proces
(2.3.76))
a) sit izoparametrickych kone&nych prvkd

b) vypodet proudového pole kolem profilu NACA 0012
pri Mg = 0,743, tj. A = 0,765 p¥i H/L = 10/3

¢) interferogram proudového pole pii stejnych podminkach



kych rovnic pro ?%k byla feSena Gaussovou eliminaci. PouZitd
sif je na obr. 2.12a). Vypo&tené proudové pole je uvedeno na

obr. 2.12b). Interferogram proudového pole za stejnych podminek
je na obr. 2,12¢) (Marsik, Safafik,1982),

Nestabilita transonického proudéni (“ﬂh%f) je pozorovatelnd
i experimentalnd, viz kap. 3.6, obr. 3.7. Proudéni se stabilizuje
az s vyskytem razové vlny s odpovidajicimi U€inky disipativnich
proces (vazkosti a tepelné vodivosti). Vypoltovd metoda transo=-
nického proudéni musi tedy explicitn® zashrnout vazkost, jejiZ

vhodny tvar budeme nyni hledat.

Vyjdeme op&t z variatniho principu (2.3.73) za piedpokladu,
Ze zavislost mezi tlakem a hustotou je dana vztahem (2.3.64).

Zavedeme=11i modifikovanou viskozitu

—_ 8 (e
M =3 (ernech (2.3.77)

kterou povaZujeme pro dany pifipad za konstantni, miZeme vztah

(2.3.64) prepsat

i
p= %Agy('l.;.é‘g;‘) , (2.3.78)

pridemZz jsme pii Gpravé pfedpoklddali, Ze pro hustotu plati

izenteopicky vztah (2.3.67).

Budeme vysSetfovat derivaci hustoty (2.3.67) podle pfirozené

v

soufadnice X' a upravime pomoci ni vztah (2.3.78). Plati

de __ 2o 94
ax! (se+1)A X (2.3.79)




a vyraz pro tlak (2.3.78) zapideme ve tvaru

“Lop oA _3_9_),_& 208 tp 2y 3
P (? BarS ?s‘/l?@1L (+DHA %‘)’ (2.3.80)

kde =z d@vod&, které budou zfejmé déle (vztah (2.3.82)Ljsme zavedli

koeficient numerické viskozity A, . Velikost kone&ného prvku ve

sméru proudu znaéime ax1 . Porovnénim (2.3.78) a (2.3.80)

plyne relace mezi modifikovanou viskozitou (2.3.77) a koeficientem

numerické viskozity A,

A4
— ZAX,Un'M ~ 4 Ax! "OlM["“O
(x+1)A (=& ot (2.3.81),

« Vztah mezi molekuldrni viskozitou dﬂ sresp.modifikovanou
molekulérni viskozitou Jﬁ' (2.3.77) a tloudtkou razové
vlny ﬂnm je pfibliZné roven (Hirschfelder,Curtis,Bird,1961),
viz téZz vztah (3.6.28)_~

“oo g 1
bry [M[? (2.3.81),
Uvazime=li,Ze razova vlna se p#i numerickém edeni mOZe zobrazit

priblizné s tloustkou AX',tj.4,~ AX' 1ze pomér (2.3.81), s ohle-

dem na velikost viskozity p&i numerickém *eSeni (2.3.81)l psat

ve tvaru _

Ao 2amAX A o A

by~ lwt) D25 [T (2.3.81),
Tento vztah lze odvodit i jinym zplsobem z podminky stability

numerického Fedeni hyperbolického problému,viz kap.2.3.5.
Vyjdeme z Batemanova principu a pozadujeme, aby extrém (2.3.

73) nastaval pii splnéni rovnice bilance hmotnosti (2.3.54).

Tato rovnice bude s velkou pfesnosti splnéna, dosadime-li za g)

vztah
?(“‘yé}?‘) QAU R (2.3.82)
protoze dj-<<4 . Pouze v oblastech velkych gradientl rychlosti

(rézovych vln) dochazi k v&t3im odchylkam. Podminku extrému

(2.3.75) upravime na tvar



de \ dy a&p dyp c'-)d'cp aJ
j[(‘? %' )az* 7% 9 axax2 935;3 gg‘g]d"r"'

+aji qi&pn;alo :J{-—g[(g AX'u, M,)‘gi]+5%(9-g-§z)+

fmdq

+355(9 58]} 4+ [ {[a- (- ot 38) 98] '
1%

+(a,- g 55 (-0 3) " | Spoda <0 -

(2 ,3,83)

Odtud skute&nd plyne’ 2e &im mendi bude AX' (rozmé&r kone&ného
prvku, viz obr. 2.9), tim lépe bude splné&na Fe3Send rovnice (2.3,
54).

Prfedpokldde jme; Ze Fedend oblast je rozddlena na kone&né
prvky % (viz kap, 2.3.1 a obr,2.9°) a derivace ve vztahu (2.3,
82) nahradime zp&tnou diferenci (Jameson;, 1975; Hafez, Murman’,

19783 Mars$ik, 1983), TudiZ pro e=ty prvek plati

_ (Az‘#n%%‘) (n+4) (n + -i—)) ’

. =Mne (?eu - ?e

(2.3.84)

kde index e‘ oznatuje e=ty konetny prvek a index eu prvek
proti proudu (tzv. upwind), viz obr. 2.13. Indexy (n+1) a
(n+—§—) oznatuji hodnoty Fedeni v odpovidajicich iteracich,



viz nésledujici kapitolu,) 7 kde je rovndZ uveden i

vypolet konkrétni velikosti W, .

Podminka extrému (2.3,83) piechizi s ohledem na (2,3.84)

na podminku iteraéniho procesu

E { (1) (n+4)
(n+L) (ned)  (n+z)19 1)
) H[?e Prthe(Ges -G ) H

el

(n+ ) gm0 ¢ P (n+4)
+0, 2 %"‘Laégz } du ~f(ci,"‘4 * ‘iznz)J‘P a=0.
av,

(2.3.85)

.

Omezili jsme se na dvourozmérny problém?y takZe element "objemu*
je uréen (2.3.28) a element "plochy” (2;3.30), Prejdeme do kar=

tézskych soui*adnic 2.9)

a dale pak traqafornaci (2.3.19) do
vnit¥nich soufadnic kone&ného prvku f’( §=12) . Dostévéme
tak opdt soustavu linedrnich algebraickych rovnic podobnou
soustavé (2.3.76), kterou je viak nutno Fe3it blokovou relaxadni
metodou -*15) (varga; 1962: Colatz, 1970; Feistaueri 19sl),
Préavd tato metoda dobie modeluje iteralni proces (2,3.85), viz
obr, 2.13.



2,3.5 Stabilita itera&niho procesu pro hyperbolické problémy

V hyperbolické oblasti (M|> 1) neni podminka lokélniho ex=
trému (2,3,72) splndna. UkdZeme, jak je tieba volit koeficient
nuﬁerické viskozity &, , aby byl iteralni proces (2,3,85) sta-
bilni. DGkazy jednozna&nesti a existence Fedeni rovnice ( I.4.3.47)
(pro hustotu (2,3.67)) za okrajovych podminek (2.3.66), p*i kte-
rych je tast eSené oblasti hyperbolicka, nejsou je3td provedeny.
Nicménd, v korektnosti formulace tohoto problému bylo dosaZeno
JjiZ znatného pokroku (Feistauer, Nelas, 1985). Vysledky této ka=
pitoly jsou v souladu s obecnymi vysledky P,D. Laxe (Richmayer,
Morton, 1967) a S.K. Godunova (1971)% podle kterych neni moZno
numericky fesit hyperbolické problémy bez disipace (v naSem pii=-
padé bez elenu@ sviz (2.3.64)) Ze vztahd (2.3,78) a% (2.3.82)
je patrna souvislost numerické disipace (2,3.84) s disipaci fy-
zikélni é@u .

Uvedeme obecny postup k nalezeni oblasti stability pro ite-
raéni procesy typu (2.3.85) (resp. (2.3.68); tj. pro rozdifeny
varia&ni podet)., Podstatou tohoto postupu je vyZetiovéni odchyle
ky (Mar3ik, 1987)

('H:'?; (ned) . ~
dp (%) = ¢ (%) - () pro  ,=2.X’ (%3.86)

(n+d) 2,13)

fedeni q; v (n+4)—nf iteraci od neznémého piesného

fedendi q% na ndjakém e~tém konelném prvku, PouZivéme pFiro=

2,9)

zené soui‘adnice s proto mé vektor rychlosti g, Jjen sloZku

2.11) si
Tuto iteraci/miZeme piedstavit jako fedeni v (n+1)*nf tasové ro=

ving n&jakého nestaciondrniho stavu. Zajimé nés stabilita stacio-

nédrniho stavu, viz kap. I.7.




e

¥ pfedchozi n-té iteraci

3 kterou zna&ime 1, . Podobnd plati pro odchylku

m .
Jtﬁ:n)(?‘) = (R) - (X7) (2.3.87)

Hodnoty potenciédld ve dvou po sob® jdoucich iteracich lze s ohle-

dem na (2.3.86, 2.3.87) psét jako

) ~ (n) (n+1) ~4 (n+1) 2,3.88
e =‘lex4+&ﬁa A A "'&fe ( )

a hodnoty rychlosti

(m JJ (n)
) (n (n)
,,?,fn = de + Q.{'fe;_ = lo+ J‘zm) App = - = C{l ?

e ax! 1e ! 2e Rz 2e
(n+4) s J (n+4)
(n+1) ac;‘% (n+1) (+d) g bo . (1)
‘146 ="“z'ce"' %1 = .,?,e-!-JJ.,e ' "Zze = X2 J"zze :
(2.3.89)
2.12)

V ortonormalnich (kartézskych) souifadnicich plati vﬂ==JQ
proi=1,2,..., viz (I.D2.1). Kvali pifehlednosti zépisu piSeme
v nékterych mistech kapitoly 2.3 v kartézskych souifadnicich «;

i
na misto A . ProtoZe je tim porudena suma&ni konvence, vyznadu-
jeme soudet L obvyklym
2 i
zptisobem, napi. || =42, ='Z4‘l‘~ul;.
=

V neortonormélnich soufadnicich tato libovile moZné neni.

Vyjadidme hustotu (2.3.67) na konecném prvku proti proudu

v {(n+l)=-ni iteraci pomoci pfesnych hodnot na e-tém kone&ném prvku

2.12) 45,



2
(neh)  (ned) o afnﬂ) 9 (n+d) ~4 3 a) (nﬂ)] -
o= -kt (B =gr) (38557 -axt g o+ (58]

(2.3,90)
a podobné& pro
(n+'~§-7 *i(.‘_g_?_) $a 1&1 I<<~~l (;.-412)
fe = e Py Idle e pre € € 1
(2.3.91)

Zanedbdnim malych &len@ vy#8ich *4dd @ uzitim vyrazd (2.3.71) a

(2.3.89) dostavame *13)

1) #* 2 (n+d) - ag {n+d}
3"5 ’S’e[’”(%;)“e(“w » o a“"w')}

?f:*?l?e{ (LS [88257 w (- -8)52]} pro 050<

(2,3.92)
2,13)
- Plati |
& 212 ) 9?) al‘xe.{ - 20 Aie
= (L) B R - e
i)
a & ohledem na (2,3.89) je §£=*(ie,0) Potom
o) _ __20R (,?_9_) -0
(ﬁ)e (reed)Ae ERCENA ' ii)




(n+1/2)
: e
! i i
- 3 |
i i i
. A
} ] 1
i i )
1 ]
E ; :
! 1 :
] i ; i
: ! i i j
TS
~nq ~ny ~
Axe, AMAXeé x!

obr. 2.13

Postiap Fedeni hyperbolického problému (2.3.85)

a) sif komednyech prvké, x .... uzly FeSené v (n+l)-ni fteraci
(m)y (n+-4) (n+4)
b) ¢ ¢

i L

potencidly rychlosti v po sob& jdoucich iteracich



PR
et

™~

Koeficient ¢ uréuje vzédjemnou vazbu mezi (n+l)-ni a n=tou

. , 4
iteraci; a  volime %(n °z )aa‘,o‘"”’ (4*0) , (vétsinou & = fg-

viz (2,3,88) a obr, 2.13. Hustoty (2,.,3,92) a rychlosti (2.3,89)
dosadime do podminky iteradniho procesu (2.3.85) a omezime se

jen na bilanci na jednom e=tém kone&ném prvku. Potom

7 ~ 7 \
¢/ oIS e

e {{, F[(1-ttne)+thnel} (S35 = (M (-8 141, ) S22
v

. 2
+ldne (Me) A""‘aé;-l-?—— in: “. (J«li:m) }dv + Re =0.

(2.3.93)

PFi apravd bylo pro jednoduchost zavedeno Machovo &€islo, t].

)

2 (P
(Me) "("C'};') (lle) a zanedbali jsme velidiny malé,

vyS8iho édu neZz druhého. Velilina

(n+i)

felgéf__

e

dv - f(c, n,+q,n z)cgtf(m%/a

(2.,3.94)

2,14)

vyjadifuje bilanci hmotnosti ba koneiném prvku v pfirozee

nych soufadnicich X' X2 ( viz obr, 2,132)) Nazyvéme ji
reziduem,

Lo e ie Ss s

2,14)

skute&nd; povazujeme=li lokdln& piirozené soufadnice za kartézs-
k& ti. X'=x'(i=12) tak pro integraci v (2.3,94) podle
(2,3.28) a (2,3,30) plati



N2 eaR2
3™ (n+d) ()
e - - ‘ ~2
?‘AeJ i dwr ?e.lej(é' A Scfe ~4)le
Ve ;ez xe +AXg X i)
’9.(': 1'4;3 ~Z
(red 4) ~t8
f(q" 1 q 2 5? da =jq15% J‘ qigLPe .‘f)‘ -
+Ax ~z+A§'z. Xe
~aq ~q ~ed
n+ ~ n+d ~
~q,d¢ |dx* - 9 S9""] d%*
2 I¢ € ~ ~ ki)
e € "e e
Dosazenim do (Z,3,94) dostavéme
= .,2, =90 V o ™2
96 c?z (J € e | i‘.i.i)

coz je nultsd aproximace rovnice (2.3.65) a je tim piesn&j3iy &im
jemn&jsi je seif.

Pro dalsi dvahy budeme piFedpoklédat; Ze Re»o R

Vysetifujeme nyni chovéni rovinnych harmonickych poruch

(")

Cg "P(n)

-4& i (nH) () 2 .
i <§ =£.S9"™ | pro &f—%— ) 1=]-1

(2.3.95)



mezi dvéma po sob& jdoucimi iteracemi, Jejich vlnovy vektor je
k=(k, k,) a 0.0 jeou vlnové délky ve sméru sou=
fadnic E”,§4 » Oblasti stability itera&niho procesu (2.3.85)
nalezneme pomoci koeficientu zesileni §e % pro ktery musi

platit nerovnost

‘ 5?@»4)
e
PN L LS < 4 .
e’ N 2,3,96
Sy, ( )
Tuto nerovnost nazyvéame podminkou stability.

Vypo&teme z poruch potencidlu (2,3,95) poruchy rychlosti?
viz (2.3,89) a dosadime do podminky (2.3.93), Po upravé dostane-

{fe{ o) (M [(1-Ene}8 + ne] - itane (M)} ~(Me)”(4»&)(4—y,.e>} '

“Gefe &ffcg‘fémlzjém’ﬂd@ =0 (2,3,97)

Ye
resp.

(1-8) (1= ) (M)

=5 : . )
fe { +(a,)- (Me)z[(i"é‘ne)e'*é‘ne] - ey (Me) (2,3.98)
- kde
a,= —%i— / f,: m,A)T‘ ‘ fz-v mzAS(‘z Fr’o my, m,= 2,31.,.
- 2;a¥e L2 m=23

(2,3,99)



Vlnové délky poruch (2.3,95) jsou p¥i bilineadrnich aproxima&nich
funkcich (2.,3.10) vZdy celym nésobkem rozmdrd sitd. Podminka
stability (2.3.96) tudiZ vede na kvadratickou nerovnici pro Ktiney
tj.:s
P(ﬂne uf“‘ne+ ) Ane T b 2 0
(2.3,100)

kde  b=(a)(M) , b, =-20~8)MF[1+(af-(M)]

b,=[1+(a) 4+ (a-20(M.)] - (1-20)(M.)".

( 2o 3. 101)

Omezime se na pFipad s €?=-§- » kdy predpokladéme, Ze pFis-
p8vky v n=té a (n+l)=ni rovind jsou stejné; takZe aproximace po=
tencidlu na e=tém koneéném prvku je pfﬂaproxinaénich funkcich
(2.3.10) rovna L

(n+ —g-) (0*1)

fe “fs ‘f’e 11‘?,*?;,17; ‘Pg% (2.3.102)
viz obr.2.13a).. Nerovnice (2.3,100) je spln&na pro libovolné

Mpe PFL zéporném diskriminantu, tj. za soudasného splndni pode

minek

|+ (Ga)a‘ (Me)z
4[4+ (a))] (2.3.103),

(qz)z Z

2 2
1+(a,) -(Me) >0, (2.3.103),



Je=-11 ndktera z t&chto podminek poruSena,mé kvadraticky polynom
P(,}Ane)=0 re4lné kofeny, urdujici hranice stability, Zaji-
ma nés vidy ten vét3i, tjJ.

) {- (‘:‘4) ‘r(aa) [1*(0.)2] %
ine” 2(%)‘(»13)‘{ & [” (M)~1- <a,>2] }

('e 030 104)

Je=11i porusena podminka (2.3.103)]_;ak plati horni znaménko a

pii poruseni (2,3.103& znaménko spodni. Oba pfipady je nutno
brat v dvahu, Omezime se na pripad druhy, ktery nastédvé na malych
sitich, napi*. 40 x 12, Potom lze pfibliZné& uréit mezni (nejmen=
8§1) hodnoty numerické viskozity podle vztahu:

2 2
ne™ ii.(?_‘)T. pro M:' ~1-(a,) >4 (az)z[ 1+ (o‘)z]
(rte) (2.3.105)

ktery vyhovuje pro rozséhlé hyperbolické oblasti ve smdru prou=-

2.9 ___}0

du, tj. A, == nebo vztahu

(Me,)z-‘l ~(a,) 1-( ?
= 7o | 2a a)
Ere™ 2 G M) [ \{(ne) -G 1]
oro 4(ay) [4+(ao]>>(me)"~4~(a4)z>0, (2.3.106)

ktery plati predevdim pro kratké hyperbolické oblasti ve sméru
proudu, tj. Q,—> x . P*i praktickych vypoétech se nej-

tastdfji uzivd koeficient numerické vazkosti ve tvaru (Deconinck,



0,6 1 NESTABILNI
=+
[ne
05 1
l 1
0,4 (Me)*
03 -
09 PODLE VZTAHU (2.3.104)
! a, Q.
\ o |07 .mm
011 \\ o | 0o mm
/
/
0 |¥m T m .w %b T =
10 1,1 12 1, , 15 Me,
a) Obr. 2.14

A

NACA0012
Mo =1,26

Numerické testovédni stability itera&niho procesu (2.3.85)
8): b ~ poloha rézové viny (F.v.)

a - oblasti stability pro rychlostni pole na obr.
a zvukové Edéry (M| = 1)



Hirsch, 1982; Dan&k, 1986)

Cu"e =6u° MQX(O’ F(Meu), F(Me)),

@ .3.107)

kde (,uo je konstanta, nelisici se pfilis od jedné a funkce
F(N) je tvaru

F(M) =1 -

me !
(2.3.108)
srovnej se vztahem (2,3,81),. , hyperbolidisw
/Tvar této funkce odvodili;z podminky zachovéni rovnice

bilance hmotnosti(I4.1.5) pro hustotu zdvisejici na &ase; prvni
A, Jameson (1975). Tato zdvislost plyn 4 ze vztahu (2.3.104)

2
za piedpokladu -—’—%@—‘2——-2= 1+ (qz )2. Dostdvéme tak vzorec
(MC) ~1-(a)

_q_ 1 _ @
(Une"' (Me)l (Me)z, R (2.3.109)

ktery . pi¥ibliZnd plati jak pro (Me)z-—r 1, (01)2?”9, a, > &

(malé supersonické obla:tiﬁ*’ tak i pro (Me)z—*Z a az—>0 o
coZ jsou podninkyf;f odpovidajici v&tdind bd2nd Fedenych piFipaddi
viz nap¥, obr, 2.19d) Numerické testy stability, které byly prove=
deny pro prbddéni v kandlu se supersonickym vstupem, viz obr,
2.14b}" ukazuji, Ze koeficient Mpe musi zéviset i na rozmde
rech supersonické oblasti, resp. po&tu prvkd, viz obr, 2,14a)
(Dan&k, 1987).

Uvedena analyze stability itera&niho procesu (2.3.85) uka=
zuje »Z€ _
- subsdnické proudéni|w2< 1 (tj. elipticky problém) konverguje
bez numerické viskozity (tj. Cu,,e"‘o )



(1-6)(Me)’
fa 1+(a4)2~@(”e)2 pre ( 2.3.110)

- existuji ndjaké mezni hodnoty M,, (2.3.104); mezi kterymi je
iteratni proces stabilnii a které zavisi na vlnovych délkéch

b b poruch; $ificich se v supersonické oblastij

= koeficient zesileni (2,3.98) je nejmens3i pro nejkrat$i vlnové

délky ve sméru proudu

| AR (1-8)(1~tne) _ (1-€)(1~tne)
© MUne 3y L Mpe

tudiZ na hrubych sitich konverguje vypolet nejrychleji. Tato
vlastnost iteraéniho procesu (2,3.85) s metodou SLOR je dominant=-

ni pro zavedeni metody multigrid, viz nédsledujici kapitola,

Poznémka:

Pro édnemf je podle vztahu (2.3.98) vypodtovy proces (2.3.85)
vZzdy stabilni. AvSak FeSenad rovnice pak neni rovnici bilance
hmotnosti (2.3.65) ani v nulté aproximaci. Dosazenim do (2.3,.85)
a Uvahou provedenou v pozn. 2'M’) plyne C]f?euvle

narozdil od Q= ?e"ZE'



2,3.6 zrychleni itera&niho procesu metodou multigrid

Aplikace metody multigrid (stifidédni velikosti sit& b&hem
vypoctu) pfi ‘eSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic souvisi
s iteranimi metodami < *15); uzivanymi k #e3eni odpovidajicich
soustav linearnich algebraickych rovnic, DGleZitou vlastnosti
iteradnich metod je jejich vyhlazujici G&inek, tj. nejvice se
tlumi poruchy (odchylky od ptresného “eSeni) s nejkratdimi vlno=-
vymi délkami (Godunov, Rjabenkij.,, 1973; Baker, 1983), Tuto
vlastnost ukaZeme na problému\subsonického proudéni formulovaného

jako vypotet extrému (2,3,68) metodou kone&nych prvka,

2,15)

Ukolem je Fe3it linedrni algebraickou rovnici

N
)_ayu;=b, pro i=42,- N Au=b Y
T

relaxaéni metodou (Varga, 1962; Ralston, 1978)., Matici A rozlo=-
Zime na soucet

AmsL+D+U ii)

kde L, resp. U je ostie dolni, resp. horni trojuhelnikové matice
a ﬁ je diagonala, Iterace superrelaxatni metody (SOR = Successive

Overrelaxation) jsou dany

(\p+wL)umm= [U—w)D-—wU] u"r wb  n=012,.., 111

resp. i

N
(n+4) (n+4 Q)]
9y =(1-—u))q..u§n)..w[ Q;; U, n Q5 Yj “bi]
i -l eyl Loy
3=4 j=ir
(nes&its se pies i ).



Zde W je tzv. relaxa&ni faktor slouZici k urychlovéni, popf.
zpomalovéni konvergence. Ne jéasté&ji je z intervalu uJG(CLZ)
a napf. pro Laplaceovu rovnici je Jjeho optimalni hodnota pFibliZ-

né W, opt = 1,7, PF*i vypodtu se postupuje tak, Ze ze znémého

(n) (n) (n) (n)

( Uy Uy - Uy ) se postupn& podle iii) polita
(h+4)  (n+D) (nh+d)
4 e N B B

V praxi se velmi &asto uZivéd blokova relaxa&ni metoda ply-
nouci 2z iii), jestliZe prvky vektord Lg,bb a prvky matice Oﬁ
nahradime bloky, tj.

o by (Au A s P
us= :z , b= ? ’ A= éﬂ'éﬂv“wsm
.UM L bM- i AM‘; Anz' . .a IAHM- iv)
Potom o
(n+4) (m-d) }
Apy - "‘))Alru M[ZAIJ Y, ;1 -b]-C, . "

pritemZz v kaZ2dém kroku (relaxaci) musime FeSit soustavu rovnic
) -

fAIIQén* = QI ._kéd této soustavy je maly (napi., 13%

coz je pofet uzlé napi*i& FeSeném polem, viz obr,2.19a) a lze

snadno provést napi, Baussovu eliminaci.

Jednou z &asto uZivanych variant blokové metody SOR je tzv,
SLOR (Successive lime overrelaxation), ve které bloky odpovidaji

jedné ¥add (sloupci) nodu.

pP*edpokladejme ortogondlni sif a aproximaci potencidlu rych-
losti pomoci bilinedrnich funkei (2.3.10). UvaZujeme relaxa&ni

metodu SLOR probihajici v kladném sméru osy x! , viz obr,2.152)



ReSeni na e-tém kone&ném prvku je pak déno vztahem

(n+4) (n#4) (n+1) () ()
¢ aE AR AR 'S AL A
(2.3.111)
(nt)  (n+d)
kde ‘ﬂ , q% jsou neznémé hodnoty potencidlu v 1., a 4,
nodu, (n7 (%U” jsou hodnoty zndmé z piedchozi iterace.

Jde o iteraéni proces odpovidajici rozs$ifenému varia&nimu pod&tu

(2.3.68) a je dén podminkou

[ 3 (n +2) é'cnff) 3 n+ -+ 2)95 (n+1) (n+)
f%’ [gz" 5T T (Pa"'z o ol@-f;qné? da=0.
K k'
(2.3,112)

4 (n)
Variaci (poruchu v (n+l)=ni a v n=té Casové rovinég) éﬁfﬂffcﬁpn

aproximujeme obvyklym zpdsobem (2.3.39),; tJ.

Lf
(ntd) (n+4) u» (n)
56T y8g™0, ) S

(2.3,113)

Dosezenim (2,3,111) a (2.3,.,113) do (2,3.112) a uZitim pro gfn)
vztahu (2,3.92), (kde musi byt &=0 ) dostévéme

4
Z ( é. (n+1) B cglﬁ(n) . )JLP:_'“M)-’-‘-O

m=1
(2.3.114)
(n#d) { (n)
Matice AmE: Bm2 u neznémych variaci v nddech J«f J

povazujeme na kone&ném prvku za konstantni., S ohledem na (2@3.

51)1.2 pro uvedené matice plati



(2 0 0 4] (20 0 -2
-2 0 0 - 10 0 -1
4 AX
Am2=_§—7\¥<_‘1 0 0= +_g_7§§' 100 {
(2,3.115)
(200 1] 0-2 -4 0]
2 oay [-20 0 -1 0240+
Bmc (> ax |-1 0 0 -2 [1 - )z]GAx 01420
1002 0-4-20
04 -1 0]
L 04X 02 =20
6ay |0-2 20 2,3,116
_O 4 O‘ (2.3.116)
Vektor Rm je urden vyrazem (2,3,94)., Dosadime za
(C =1,2,3,4) a po integraci zjistime; Ze diky (2.3.52),

§

gsou jeho slozky nulové. Plati totiz C?1 g.lq : C]z

(srovnej se vztahem iii) v 13)) a jde o bilanci hmotnosti na

pravouhlém koned&ném prvku v piirozenych soufadnicich ‘9)
(ned)
Na3im cilem j&¢ nalézt koeficient zesilendi §W=J =12%H)
J‘P (n) !

odpovidajici relaxaini metods® SLOR2 14) pro iteraini proces
(2,3.112), Proto je tieba analyzovat vlastnosti rovnice (2,3,114),
Matice (2.3.115) a (2,3,116) pi*epideme do pifehlednédho tvaru



'\ fy
¥ oo
1 ! 5‘(’4
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]
!
: 4’:
r-1 x*

Obr, 2.15

a) sift kone&nych prvkd s vyznaéenim postupu FeSeni
metodou SLOR, * ... hodnoty FeSené v (n+l)-ni iteraci

b) schématicky préb&h potencidld $("i e("*qicﬁ;(ni

ékﬁm”) jsou odehylky od pFesného Fedeni :%

na e-tém koneiném prvku



(2r24, 0,0, 4-24]
2+, 0, 0,~1-22
A =_§___4_Az'o'o'_2“s2 &cle A=———

m ba
_1-2A2, 0,0,2+24]

(23,117)

Loy -2y rat, A =007
2 2 2

z(rz) ;228 §-24 (m)2 b X”"Qﬂf

mt bA | (M), y-2a% ) 2024, 20M) |

(M oyt -2, -2

-

(2.,3.118)

Pro urieni stability iteradniho procesu jsou dileZitéd vlast=

ni ¢isla soustavy

n+) n
ZA 5( 4+Bm25tf’:)='0 pro m=123 k4.

(2.3,119)

-1
Ur&eni vlastnich &isel matice B A je obtizné, omezime se pro=
to na pripad harmonické poruchy (2.3.95) a nalezeni zmé&ny jeji
amplitudy po vynésobeni maticemi Am€ .Bmﬂ « Hodnoty poruch

e e ) 5 "
JLP J‘Pcm pro ! =2,374 jsou zévislé na porude oc(ﬁ‘a'n

— v bodu 1; viz obr. 2.15a)7 ti. .
(n) (n) -17241-\)( -i(k,AXi-k_sz)é —~|szy)

( ‘ﬂ(n?é‘?;n)é' (n)a‘ (n)) ( ‘Pg | {i;‘ ' (eée : lﬁae

(2.3.120)



(nr4) (n

f&f’ pro £=1234 (2.3.121)
Soustava rovnic (2,3,119) vede na jedinou rovnici
L) )
ZA 3™+ B, 8g" =0,
(2,3,.122)

kterou lze upravit do tvaru; z n&hoZ je moZno urdit velikost

koeficientu zesileni

-~} -1*‘ & ) ""Ez
g o(M) + 28(‘42)8 +($+A) (hrty cfe =Y

§- Sy 2(1+8) + (1- 244

(2.3.123)

Pro jednoduchost predpoklédéme pravidelnou sif

Ax=Ay=h | a={,

2 o
k,ax =k ay =3 ==~ [= %—hwh (m=23:--) (2.3.124)

!

kde harmonick& porucha mé vlnovou délku { . Potom koeficient

zesileni mé tvar
| ~-iB,  AL~B.D, . C.B. +A.D
§0HF€) C+ D, sos:+§i—' c2+Dzs /

S

(2.3.125)



M=0
» 0'5
1 15

1

0o [ 2n 2h

“h 16h
/’//
8h /4
-1
obr. 2,16

Pribéh koeficientu zesileni § vztah (2.3.125)
pro iteracni metodu SLOR (itera&ni proces (2.3.112)
na pravidelné siti ( ax ==A)'=H )

( ,§g§24 pro M = 1,33)



kde
A= IMF + (1-MP) cosp + (2-IMF) cos 2
B.= (4 ~IMF) sin3 + (2-IMP) sin 2
C,=h-cosp | D, =sing

jehoz prabé&h je znazorndn na obr, 2.16. odtud je zrejmé,; Ze meto=

2
dou SLOR jsou nejvice tlumeny kratké vlinové délky 2hy 4h, 8h, v16)
0o 2.16 =

~
2,16)
Stejnym postupem lze dokazat, Ze pro Gaussovu eliminadni metodu
)
(v aproximaci (2,3.111) budou na misto qgn, ;n) hodnoty
tpz(m”, tg(m'” ) dostdvéme koeficient zesileni
2
GO N
§ 1 +42 i)

Tudiz 24dna zédvislost na vlnové délce poruchy, neexistuje.

Na této vlastnosti je zaloZena metoda multigrid, ve které se
periodicky mé&ni velikost oka sité h, 2h, 4h,.... a zpét. Potom
na nejhrub8ich sitich, kde se nemohou realizovat vlnové délky
s velkym m {=mh dochazi ke konvergenci vypottu, Aby se
‘infornace o feseni pii pirechodu mezi hrubymi a jemnymi sitémi

neztracela, je tfeba FeSeni vhodn& extrapolovat a interpolovat.

zékladni idea metody multigrid pro Laplaceovu rovnici pocha=-
zi 6d Fedorenka (1961). Dale pak byla rozpracovéna Brandtem(1977)
a Hackbuschem (1985) pro eliptické problémy, v metodé& koneénych
prvké pro hyperbolické problémy Deconinckem, Hirschem (1982) a
Dankem (1986, 1987). D&leZitym pojmem této metody je tzv. reziduum

fedendho problému definované déle.



Hledejme feseni néjakého diferencidlniho operitoru typu
(2,1,1) metodou kone&nych prvké (nap#, bilinearnich) tak, Ze
(2,3.37), resp. (2.3.38) budou vychozi podminkou numerického
*edeni. Tuto podminku formaln& piseme

551 60) - [T¥ig o+ [ 1 (28] npde-
| v,

£y \
—.—(;; {{T(g% %&)% dv +a{/e(z .)%da} J({)ﬁca
N NP
”[M T(t?)xg&golnr =ZR dp" =0,
v =1

(2.3.126)
prtitemZz jsme do operatoru 'T(%» zahrnuli i povrchovou integra=-
ci, kterou nebudeme naddle kv8li zkréceni zépisu explicitnd vy-
jad*ovat. Definujeme reziduum na siti kone&nych prvki s charaktee

ristickym rozmérem h (nap#. i1=vnax(AXﬂAx2) ) vztahem

h A i h
R, “VfT(M-“OW pro =42, N, (2.3.127)

h ,
kde N je potet nodd sitéd a ygh jsou odpovidajici aproxi=

ma&ni funkce. P#i konkrétnim vypoltu v n=té iteraci dostévéme

soustavu linedrnich algebeaickych rovnic (2.3,40), P¥edpoklédej-
(n)

me, Ze jeji Fedeni je qg a je znémé., Potowm reziduum pro
"m

celou Fedenou oblast v n-té iteraci definujeme jako vektor



E" Y4
Mh (mh (h Mh
= A - Pé ro n,=42.. N"
Rﬁﬁ eEI::rmq( ﬁt..'e"m’ﬁ%m 4 ) pre BT
n=01’...

(2.3.128)

Zavedeme=1i pouze globidlni notaci, viz kap., 2,.3,1; tak miZeme

pro netou iteraci psat

h
N )
(n)h (n)h (,,)h (n h h
2;;;( i§ 3 I? ) ~pro '=‘L21“'WN
n=Qﬁ~-
(2.3,129)
V pfipadd nelineérniho problému, nap#. (2,3,112), (2.3.85), zévi-
)
si matice Aq na reseni (g h . Vektor pra¥é strany

mOZe obecn& zdviset i na feseni LP (napt, pro qiaqi(tp)),

g
a oznacime ho 4

i @

Provadime=~1li vyp?Sty na siti s charakteristickym rozmé&rem
n Zh
2h, ziskéme FeSeni "qzzh (' 12, ) a reziduum (2.3.127),

resp. (2.3.129) definujeme

2h A 2h . 2h
Ra =JT(«f)1ﬁ. dv , pro j=42,.,N

(2'¢3‘ 130)
resp. 2h
N
Uﬂgh E::: ““zh Coh 2h . 2h
=&.1( ik Tk J ) , Pro J"L2V”’N

n=01 ... (2.3.121)



|
|
|
S
.
| | i : |
: : : 1 =2 -1 i i+ ti+2
i +h 4
h 2h ] (x)g,q( )4;,' X"
——\ -1 H _!+1
2h 4\ 2h
a) o b7

b)

obr.2,17

L 2h h
Plsobeni operatord interpolace I a restrikece I
h 2h

v jednorozm@rném pifipadé

1
a) interpolace funkce Lﬁh na funkei szh(lé;=4,13-,;-;“‘13,&1:'?)

i

2h h
b) restrikece !-{73. (8érkované &éra) na LP (plné &éra)
§



ProtoZe nékolik iteraci vypodétu probiha na siti h a nékolik
na siti 2h je tfeba pii pifechodu ze sit& 2h — h interpolo-
vat eSeni, viz obr, 2.17a). P¥i pifechodu na dalsi sitd (tj.

h — 2h; 2h —s 4h ) je postup analogicky a proto se omezime

_——_ Jen na dv& sité.

’ \—> . h
Dén.fo;/ Definujeme operator interpolace funkce IZh vztahem

g" = (I, ) ZT{%{())YD ZI,%

i=t
PT'O i=4!21"'|N2h ) (2'39132)

pritemZz jsme pouZili aproximace funkce na siti 2h ve tvaru

N
2}’(35) = Z__ tr;h(zf) t&%
§=1

(2.3.133)

(vanikne spojenim vztahd (2.3.6) a (2.3.7)). Zde X je vektor
polohy bodya ve dvourozmérném prostoru je X =(x’x?).

h
(x). 3sou soufadnice uzld sit® h a matice L.

i je pak urdena

svymi prvky
h h
Ijiﬂ%%((x)f') PI”O "'-""4:2;”‘31\(5! 434:21“':'\/2 . (2'3°134)

Pro bilinedrni prvky (2.,3.10) a rovnomdrnou sif jde o obvyk-

lou linearni interpolaci, viz obr. 2.17a).

P*i pi¥echodu ze sit&é h -—> 2h je tieba eSeni zGZit, viz
' 2h
obr.2.17b). pefinujeme operator Ih restrikce fedeni vzta=-

hem

= (1) =g pro () =]

(2.3.135)



Jdde o vypusténi té&ch hodnot, (ﬂh . jejichz nddy na hrubé siti
nejsou. a jak je z obr, 2.17b) patrno ztrdci se p#i restrikci
velké mnoZstvi informace o Fe3eni. Aby se vypoltem na hrubé siti
FeSeni pfilid “nepokazilo", je t¥eba definovat vhodnym zpésobem

restrikci rezidua,

Aproxima&ni funkce y%ﬂYX) na siti 2h wvyjédfime pomoci
aproximaénich funkei nyX) na siti h , tj. stejn® jako
p¥i interpolaci (2.3,133). TudiZ

Nh
'775%&)::5 Zvﬁ"(mf%(x)?) pro =42, N*
; jwq
(2.3.136)

a reziduum na siti 2h (2,3,130) je pak rovno
R [ Zw 609 (06 )l = ):vy D] TPy erc -
V

}: (o) Ry ZI,

i=4 i=4
(2.3,137)

Matice Ij; je definovéna vztahem (2,3,134). Zavedeme=li formile-

Ry2h
nd restrikci rezidua pomoci operétoru Ih jako

= (R-rjh Rh);, (2.3.138)

tak porovnanim s (2,3.137) a (2.3,132) plyne dilezity vztah

(I';,,) ’RIih (= Iji)

(2.3.139)



jl$i+2

-
- w jif—
1 1 1
4:4 42 )&4
T i TR N
I
| 2 » | 2
T T ]
1 1 1
1% 2 4
. i'-1 i- "1
X
L\ jy h D N
) | S— — 7

2h 072
e
x4
obr.2.18
Rr2h
Restrikce rezidua operéatorem Ih

« uzly sitd h, tj. bedy (5)?
o uzly sitd 2h, tj. body (ﬁgﬁ
x wuzly odpovidajici nenulovym koeficientim
R +2h
matice (operatoru) ’Ih
s odpovidajicimi hodnotami Iﬁ

(2.3.139)



_VyJjedFfujiei,se patice operatoru interpolace I;h je transponovae
né matice operatoru restrikce rezidua. Na rovnomé&rnych sitich
ve dvourozm&rném piipadd mé tatp matice pro dané j jen devét
nenulovych koeficient, viz obr, 2,18, Restrikce rezidua (2,3,
137) odpovidé "véZeni" rezidua na nejjemndj3i siti tak, aby byla
stanovena prémdrné odchylka v bod& ij hrubé sitd. Dal%i pied=-
poklady metody multigrid vyplynou aZ pfi analyze konkrétniho vy-

poctového procesu z hlediska jeho konvergence.
2 . . "
6%7:2,M’ Pifedpoklade jme; Ze pro néds problém, nap#. (2.3.85)F (2.3.

126)5 znéme konvergentni(nebo alespon stabilni) itera&ni proces
v ndjakém okoli presného reSeni. Oblast stability zjistime napf,
metodou z kap., 2,3.5 a nebo zplisobem uvedenym na pofatku této
kapitoly. Ozna&ime fﬁh presné FeSeni na siti h a 7\“?, F?
(pro il==ﬂ2,u.,Nh ) jsou postupn® matice problému a pravé
strana (viz (9.3.129)) v diskretizaci bilinedrnimi koneénymi

prvky (2,3.10). Konvergenci iteralniho procesu pak zapiSeme takto

(h)h (n) ex

.. h
_% "F ’,'6_4'2'...,’\/,

lim " Z Aic 5Mh resp, (im ”Z A J‘"’h

n-po0 pa n-»o00

PPO (5

(‘23.140)

Druhé podminka vyjadifuje konvergenci nelinearniho problému, Fore
mulovat metodu multigrid ma smysl jen pro takové konvergentni
iteradni procesy, které maji "vyhlazovaci®” vlastnosti (napf., pro-

ces SLOR s koeficientem zesileni (23,123)), Jeji zakladni kroky

jsou:



I) restrikce fFeSeni (ﬂ (2.3.135) operédtorem Ih ti.
() 2h (m
2h h
LPJ ‘—"-'(I ). ia"'2’,..;Nh
i<l D NZb
3"' 1570
(2.3.141)
Q)
I1) vypodet rezidua ’Qi (2.3.129) a jeho restrikce pomoci
2h
operatoru I tj.
{m {n)
2h (R 2h )
R, = 2,3,142
i “UL'R) ( )

III) sestaveni rovnice pro vypocet odchylky

1
(n*-;:-)Zh (n+'§)2;, (ﬂ)zh

e A

(2,3.143)
na siti 2h
L
Z ‘“’zh (n *T0h _ <m2h <n>2h "’2h ,
z 1 J J it e j - ( e3e 144)

Pomoci (2.3.141), (2.3.142) a (2.3.129) lze pravou stranu
iterae/)
vyjadifit v n=té ° "na siti h , TudiZ hledana matice

ma tvar
()

z"‘ii“s‘o:*“% u “) - (12 RY) - £

(2.3.145)

IV) provedeni m, iteraci SLOR k FeSeni soustavy (2.3,145) na

siti 2h a interpolace #e3eni na sift h

(ni-z)h (), (n+-—)2h
g =g (1,887 7)

(2,3.146)



SLOR
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10+ —-— RIZZI FYM™
c, UVEDENE METODY :
[ ——— SLOR(epemax(0 - L)
e
T 3= MULTIGRID
- 054
0,0
0,5 T x‘
b) 0 05 1 T

obr.2.19



d)

Obr. 20 .1.9



R} | o SLOR
107" ————  MULTIGRID - 3 SITE
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(n)
5 () l Rihl
' rgaxl (,"h|
1 N
= = — - (ﬂ}
RN 2R 12
i=4
£) 0 10 20 30 iteraci multigridu-w--

Obr. 2.19



Obr., 2.19

Redeni potencidlniho proudového pole kolem profilu NACA 0012
v kandlu pfi M, = 0,8, H/L = 5/2, metodou multigrid,
iteradni proces (2.3.85)

a) pouzité sité h, 2h, 4h (80x24, 40x12, 20x6)

1 Moo
b) rozloZeni bezrozmérového tlaku % =<9€(Mw)2 pr

(*) .... Rizzi, Viviand, 1981, pro H/L —> oo

c) Interferogram rychlostniho pole (prouZky jsou &ary
konstantniho Machova ¢isla) v okoli profilu NACA 0012
pri M_= 0,80. '

d) Vypocéet rychlostniho pole za stejnych podminek metodou
multigrid (trfi sité)
e) typicky postup vypoldtu na tifech sitich (zadatek vypocltu)

f) rychlost konvergence



V) provedeni m, iteraci SLOR k FeSeni soustavy
h 4
N (”""g‘}_' (n+47h ;3+ Z)h h
LA E BT o etz
£=1
| (23.147)

(nrt)y
na siti h . Nalezli jsme tak opravené fedeni Y .

h h
V pfipadé linearniho problému se 14w a vektor E neméni,
Tento proces lze rozsifit na vice siti, napi., na 3 (hfﬁah.
4h) (Marsik, Dandk, 1984; Dand&k, 1986). Jeden takovy konkrétni

pripad je uveden v obr. 2.1g, Je tifeba poznamenat, Ze pravou

stranu (2,3,145) 6é% vyuzivame i pro vypolet FesSeni na

@rpzl@;‘"éiti 2h pti prechodu ze sité 4h , viz obr.2.19e). Ukazuje
/ R12h
S se jako vyhodné volit koeficienty 17 operatoru Ih

podle (2,3.134) i pro obecné é&tyifuhelnikové nepravidelné sité&.
V1liv nepravidelnosti je maly, i kdyZ je tFeba zd@raznit, e pra=
videlnd sit je nejvyhodn&jsi,

2,17) -
Pravéd strana &ZH - (2.3,145) je zavedena tak), Ze
v ptipadé
‘“’ R72h
(2 A Izh)
i)
(.
se redukuje na 1? + coZz je vaktor pravé strany na siti 2b.

skute&nd, dosazenim z (2,3.129), (2,3.135) a (2.3,132) do (2.3,
145) dostévéme

F o Z Aﬂ'za <n>2h ( IZh A Izh)e (':Zh (glih ﬁ’h)j _

4

Nz (), )y, m, (m (“)h
=g;[Aa-:’-(1”‘ AL 80+ (12 P7) - (1 P
| ii)



Upravime pravou stranu v (2,3.126)% tj.

fi(‘égi’%“?r)”rés"da - [§(pdpda,
a,

3y, =
1ii)
kde jsme &istd formdélné zavedli funkci Q(LP) . Potom
Ja(pdpda = D: c;(ﬂl’)y/ (x)&pz" a ZP"JL@.”’
v, ay, ™ iv)
a diky (2.3.136)
(n) n @
p’ a!/ §(§)y 6o - j Z §(¢) ‘.h(gs) () da =
O (Rrzh Oh
;,llj%((x) fq(kp)«\}/ (x)ola ;I,P (Ih P )J
V)

a uvedené tvrzeni plati, P¥i poslednich upravéch jsme pouZili

definice operatoru restrikce rezidua (2.3,137).

Vezmeme=1i v dvahu platnost (2,.,3.148) a (2.3.1389) vidime, 2e

se krok III (FfeSeni (2,3.145) redukuje na eSeni soustavy rovnic
h
N Q) (n

2h (+1) 2h . 2h
Z:Aﬂ(ﬁ 2% - P pro J=£Z~-JV.

vi)
TudiZz tedeni na 2h siti neni ovlivnéno Fedenim na siti h pouze
. M2k 2h
v linedrnich pfipadech , kde Aii = ij pro véeghna n- , ale
(n+g) vzdy siti

feseni (f h na siti h (2.3,146) je ovlivndno fedenim na 2h ,

V téchto pripadech je metoda multigrid nejefektivn&j$i (Brandt,
1977)




PERIODICKA PODMINKA

Iho = Fhe
Hlep = Ilee




Cbr. 2,20

Vypolet transsonického potencidlniho proudového pole

turbinovou lopatkovou mFiZi
a) periodickd okrajovd podminka realizovana pomoci bodl x

b) vypofet pomoci metody multigrid a porovnéni s experimentem
ukazuje na dobrou kvalitativni shodu



Uvedenad metoda déva dobré vysledky i pro Ulohy s periodickymi
podminkami (proudéni lopatkovymi mifiZemi) vCetn& dalsSich omezuji-
cich podminek. Jednou z nich je Kuttova=Zukovského podminka, kterd
vyjadifuje, Ze pii proudéni nevazké tekutiny musi odtokovy bod sply-
vat s odtokovou hranou C.F., viz obr, 2.20a).

Z téchto divodl se béhem vypoltu méni napi. vystupni dhel Proucu

pricdemz velikost vstupnih
(> S vstupni velikost Machova Cisla ﬁ%n a Uhlu proudu X,
jsou zadané konstanty (vystupni velikost Mgys se urti z integ-

rélni bilance hmotnosti. K vypodétu transonického proudového pole

na obr.2.20b) bylo pouZito metody multigrid na tfech sitich,
4w220 wﬂ?éko na obr, 2.19, Itera&ni proces byl dan podminkou (2.3.85)

s uvaZovénim numerické vazkosti (2.3.107) (Mardik, Danék, Safarik,
1985), Daldi omezujici podminky mohou vyplyvat ze zahrnuti vliv@

vazkosti do okoli profilu, viz napi. Dandk (1987).

Schemata vyuzivajici metodu multigrid s iﬁterpoiaci ve tvaru
(2.3.146) nazyvamé jako FAS schemata (Full Approximation Scheme)
Basto se s Uspdchem uZivd tato metoda ve zgednodusené varianté,

(n+3)2h
kdy v kroku III je vypoctena cdchylka JHJ z rovnice

""Zh (neg)on o
s

£=1

Dalsi kroky jsou stejné, Toto schema se nazyvd CS (Correction

(2.3.148)

Scheme).



2.4 Stabilita a konvergence hyperbolickych a parsbolickych

problémi

P¥i formulaci okrajovych a poddtednich podminek pro hyper-
bolické a parabolické rovnice musime zjistit, neeiistuji-li ne
né néjakd omezeni, UkdZeme, Ze okrajové podminky musi respektovat,
Ze v YeSené oblasti existuji k¥ivky, tzv. charskteristiky, podél
kterych neni resSeni nezdvislé. Jen takto formulované dlohy vedou

2
ke stabilnimu, pop¥. korektnimu resSeni, -20)

V prvnim p¥ikladu budeme vySetPovat jednu linedrni hyperbo-
lickou rovnici ze systému rovnic (2.1.36) nebo (2,1.51), tzn.,
Ze misto matice mdme néjeky skaldr g a omezime se ddle jen na
jednu souradnici x'=x ., Vzhledem k tomu, Ze obecn¥ vySetifuje~
me rovnice popisujici i prGbéh intenzivmich velidin, = @ teplo~
ty, nahradime obecnou extenzivni velicinu 4',7?' néjakou funkei

u(x,t) . Vyjdeme tudiZ% od rovnice

a ’ 2’ ®

"a—:--l-a%:-‘:—so pro (xt)e(0X) x(0T) (2,4.1)
za okrajové podminky

u(O,f;)=[j(t) pro te (0 ») | (2.4.2)

a pocatedni podmminky

U(X,O)'-"G(x) pro XE(O, OO) (2'4,3)

— o)
Splndne musi bft i podminka kompetibility (2,1.56), tj. u(0)=u(0).



Nalezneme charakteristiky této rovnice, coZ znemend, Ze budeme
hledat k¥ivku x=x(t) , podél které je FeSemni w(xt) kon-

stantni., Tuto podminku splnime tak, Ze budeme hledat FeSeni sou-

du du

stavy hommgennich rovanic pro ot Ix (Godunov, 1971),
tJ.
du Jdu
a.—_—_:l
gt T 9

(2.4.4)

Tato soustava méd nenulové FeSeni jen tehdy, jestliZe je jeji de=

terminant roven nule (srovnej s podminkou (2,2.25), tj.

{1 ,a

det dt, dx

= dx ~adt =) ,

tf. x-Xo=a(t=-t,)=0, resp, x-at =konst. (2,4.5)

Pek jsou ale ob& percidlni derivace podél charakteristiky x-at=
= kongt vzdjemné - zdvislé., Tento fakt musime respektovat pFi

zaddvdni okrajovych podmminek.,

Jako druhy p¥ipad uvedeme parabolicky problém,pro ktery rove
néZz dokdZeme existenci redlné charakteristiky. Méjme jednorozmér-

nou rovanici, nap¥. vedeni tepls ¢i difuze

du ou 0 -te(OX)x(Ow) a>0
e ® B Pro (x| ) § ! I
ot Ix? (2.4.6)

s nékterou z ndsledujicich typh okrajovych podminek



u(0,t)=T,(t), ulXt)=0T,) (2.4.7)

tzv. Dirichletova podminka

-0 (2.4.8)

(o3e-a)| 70 . (o5t-a)

tzv. Neumannova podminka

W=

x=X

(5-qu) =0 (o5¢-9¢)

pro te(0,T)

(2.4.9)

=0
x=X

tzv. Newtonova podminka

Pripustna je i kombinace, kdy je jeden typ podminky v bodé x = O

a druhy typ v bodé& x = X, Po&édtetni podminka je

u(x,0) = G(x) pro  x€(0,X) (2.4.10)

Podminky (2.4.7) a (2.4.10) musi splnovat je$t& podminku kompati=-
bility U, (0)=0(0), G,(0)=a(X).

Charakteristiky rovnice (2.4.6) budeme hledat stejnym _

postupem jako pro rovnici (2.4.1). Zavedeme dalsi promé&nnou \/=€%§

takZe rovnici (2.4.6) zapisSeme jako soustavu dvou rovnic pro dvé

neznamé funkce (, Vv . Rovnice charakteristik jsou feSenim soustavy



- 9u du
du ot dt +~§;-dx =0

dv dv
dV“?_t'dt +-5;(-dx "0 . (2.4'11)

Rovnici (2.4.6), véetné rovnic charakteristik (2.4.11), lze

samostatnd vyjdd¥it jako FeSeni soustavy rovnic AW = b kde

w:

du dv Jdu av)
(at’at "9x ' 9x

{ |O: O,‘*O

o 0 [ 014 1 O

bz(otv:OJO) } A= d'ﬁ, O,dx, 0
0,dt, 0, dx

(204012)

Nezédvisle na pravé strané b existuje nenulové reSeni W jen
v tom pripadé, kdyZ je det Au 0, Charakteristiky rovmice (2.4,
6) jsou tedy definovdny podminkou

det A = O(G“')z’a , tf t-%,=0 resp. t =konst
(?.4.13)

a jsou to vSechny Cagové roviny. Uvedeny postup hleddni charak-
teristik je stejny a je ekvivalentni podminke (2.2,25) pro rov-
nicé 2., Pddu (Godunov, 1971; Tichonov Samarskij, 1955).
Soustfedime nyni poiérnoét na stabilitu feéeniru vzhledem
k jeho odchylkdm (fluktuacim) od jeho pFesné hodnoty. Uvedeme
zde zpusob vySetifovédni stability pochdzejici od von Neumanna

(Richtmayer, Morton, 1972), a ktery je zaloZen na vyjdd¥eni



4.3)
YeSeni u(x1) ve tvaru Fourierovy Yady na oblasti (0X)x(07)

Regeni si pi‘edstavime/éako superposici rovinnych vln. Uvedme jeho

tvar pro jednorozmérny piipad 2.18)
i kx
U(x,t) =Zock§<tlk)e ! i =ﬁ ]
k
(20 4, 14)
21’ o rd v’ e 7’ 7 3
kde k=*—[— je vlnové é&islo, vlnové délke, &, je kon-

stantni koeficient a f(tlé) je Casové zdvisly koeficient Fou-
rierova rozvoje. Dosazenim rozvoje (2.4.14) do rovnice (2.4.1)

nalezneme vztah pro koeficient f(t,k) s tJe

ig_ ikx n) ) ia k(tm)“ tw)
' n =
gd‘k(dt +lo§&)e =’-O, resp. §(t ,k) ”f(f lk)e
Tudi¥ pro ka¥dy méd s vlnovym Sislem k platd
) " "
m {0 ' .
f(r k)= 5 '&)[exp(ﬂaht)] “[g(ét’&)] ‘ (2.4.15)
pridemZ jsme Sasovy interval (O,f) rozdélili na n stejnych

e » ° "’
Sasovych krokd at=t"" )

. Hodnotu koeficientu f(‘t'm,’é) je

mozno tedy stanovit jako n-tou mocninu tzv. koeficientu zesileni
f(At,k) . Tento koeficient odpovidd ndrtstu (poklesu) ampli-
tudy fluktuace s vlnovym &islem £ v jednom dasovém kroku dél-

ky at .

Stabilitni analyzu provddime tak, Ze nahradime v rovanici
(2.4,1) derivace pomoci konednych diferenci, tudiZ jak Gasovy

interval (0,t) +tak i délkovy interval (0,X) rozd&lime na kro-

-4
ky At=t(n)-‘t(n ) resp. AX =x4--xé‘, viz obr. 2,21,



Y

okrajové implicitni séhemu
podmmk}/“ - P
) _5t
u(o,t i q'
}A’( —
t(") —
T ‘*’ ! =~ explicitnischema
pro a0
3!',’ "t/
‘ ——arctgg
@ | -1
Podatecni podmmky u(x;,0)= §;
1 } } S
X4 Xj-2 >g X xJ+4 X
Obr. 2.21

Zndzornéni diskretizace oblasti (Oﬁ<)x(0ft)
explicitniho a implicitniho schématu a jejich stability
1,2,3 = charakteristiky rovnice (2.4.1) pro rdznd a

Pro explicitni schéna:

1l - na hranici stability x=1

2 - nestabilni X >1

3 - stabilni X <1



N

Diferencidlni rovnice (2.,4.1) je pak aproximovéns rovmici dife-

. ., 2
rencni - -19)

2,18)
Zkoumejme stabilitu néjakého diferenéniho operdtoru 7;

’, 2 ’ I'd 7 v ” '
ktery aproximuje -19) linearni operator T urceny rovnici

du
B e - =
kde A je linedrni diferencidlni operator obsahujici jen deri-
vace podle prostorovych prom&nnych (viz nap¥. rovnice (21.53)).
Okrajové i poddtedni podminky jsou typu (2,1.54) a (2.1.55).
Vektor prom&nnych U si analogicky (2,4.14) predstavime ve tva-

ru rady
ik
ult) =) o EE k)™ T
T &
' ii)

Pro trojrozmérny pripad, kdy j=-ty¥ uzel sité (zde "l:r" (ji.fa»
. 4 2 . .
4s)) Je v poloze 3,53"'(%‘“ ,JZAX,J'BAXO e pro n-tou daso-

vou rovinu t=t"=nat , ddvd rozvoj ii) hodnotu
‘e f 1AM .

ot [5Cet ) enpi(hjan's byt K] = .

iii)

Je to TeSeni v bodé XV n~-tém Casovém kroku., Vlastnosti vy-
Setfované soustavy, tj. matice .B:,B,C v (2,1.31) jsou zahrnuty

v f(ﬂt,ﬁ) , viz (2,4.15). Dosazenim iii) do diferendéniho



operdtoru Iy (viz nap¥. (2.1.16))obdr¥ime pro k-t¥ ndd

obecné vyraz tvaru

o n+id 0
o) = Glat B U8 =[Gt B)] U (W),

iv)

(0) v £ v 7 ’ v ¥
kde Y (&) je poddtedni podminka v Ease t=0 a ;'G(A‘t,k)
jeme oznac¢ili matici prechodu mezi n-tou a (n4+l)-ni dasovou ro-
vinou pFisludnou k-tému nddu (v jednorozmdrném pripadd je matice

iVWG(At,k) rovna koeficientu zesileni [(at,k) ).

Casovy vyvoj FeSeni dlohy i) lze odhadnout vypodtem podle
iv)., Velikost y;-n)(ﬁ) je déna néjakou vektorovou normou
(nap?. Euklidovskou) a velikost matice p¥echodu vyjdd¥ime normou

ji pod¥izenou (Cblatz, 1970)., Euklidovské vektorové normé je pod-

14

izena gpektidlni maticovd norma, kterd je definmvdna jako nej-

vét8i ze vS3ech absolutnich hodnot vlastnich ¢isel prislusné ma-
tice, v naSem p¥ipadd matice é(at, k) . Oznadime-li toto maxi-

médlni ¢islo pro jednoduchost f (A‘l’,é). tak lze podminku sta-

bility diferenéniho operdtoru T, vyjéddrit vyrazem

D

lu"(8)] n .
POl tk)| = 42,
u ()] <|E(atk) £C pro n T

V)

kde konstanta C miZe byt obecné i vEt8i neZ jedma, viz ddle,
ale nesmi zdviset na Sasovém kroku At a ani na vlnovém
vektoru k&  (vlinové délce poruchy). Pro (<4 je stabilita
zPejmd, ale zajimevé jsou i pripady, kdy FeSeni }g(g(,'t)
rovnice i) roste pF¥iméY¥ené s Casem. Z nerovnosti v) pak plyne

pro velikost g(At, E) podminka



at

=0T~ +Cat =17 0(at), vi)

4
n

l§(at =

kde jsme pouzili rozvoj do Taylorovy Fady v bod& J%;—=0.

Konstanta Cl nezdvisi ani na at ani na‘k . Nerovnost vi) je
hledanou podminkou stability podle von Neumanna (Richtmavyer,
Morton, 1972). Tato podminka je pro piipad linearniho problému

v prostoru funkci L, nutnou a postadujici podminkou stability
diferencniho schématu. V nelinedrnim pfipad® je bé&Zné uZivat tuto
metodu ve formé& linearizovaného modelu (viz pozn. 4 .4), pak je

nerovnost vi) pouze podminkou nutnou.




2,19)

R4d presnosti diferendéniho operdtoru definujeme ndsledovné,
MEjme diferencidlni operdtor | definovan§ na prostoru funkei
M , viz kap, 21,, ktery aproximujeme diferenénim operdtorem 7;.
Rikédme, Ze aproximace operdtoru T je rddu r v prostorovych
proménnych a Pddu s v Case, jestliZe pro I!Axill,]atj

dostateCné malé plati
"Tu Tu “ == ((AX (At)) i)

& je splnéna limita

bim 1Tu-Tul=0  pro (xt)eVx(0T)
[ ax'], at =0 b =425 i1)

v o ré 4 v 2,
v néjaké vhodné norme 1).

Stanoveni ¥4du presnosti provédime pomoci rozvoje do Taylo=
rovy fady v n&jekém bodé X; 'l: . Nechf je rovmici (2,4.1) urden
operdtor | a k ndmu diferendni operdtor T; je dén diferendni
rovnici (2,.4,16). Pro rozvoj v bodé (xé,tm) pro malé ax,at

plati



(M A .tz

(n+d)  (n) (n At 3
§
Z
) (m {4 3
uSn) . u(‘n)* u (n A% + Uy S__f_). +O((AX))
1 § Al i 2
i d
& 2
(n+4} () i ) ™ (8%) ™ at
Mo u Ax-:-u‘ at + Ul B2 *‘1‘”“
3 £ 2 141
..U;LfrmMAt + O(Axsl at rAXAt ! atax ) ' 111)
{

kde indexy ozneduji p¥isludné parcidlni derivace. Po dosazeni

iii) do rovmice (2.4.16)md nerovmost i) tvar

m )

“(Jz‘ Yt * Ba uxtl4

)t a4+ 0((asf, (at),axet)] £
4

< 0(at,ax) pro ¢+ "2‘“

| 4 |
< 0(at? ax, axat) pro =7 - iv)

TudiZ diferendni operdtor (2.4.16) je pro 197"‘2!- prvniho #éadu
presnosti jak v case, tak i v prostoru a pro 19’-‘?4- je druhého
féadu presnosti v Case.(za pfedpokladu omezenosti 3, derivaci).
Stejné zavéry plati i pro diferencni operdator (2.4.22).

Necht U je Fedenim diferencidlni dlohy, vztah i) pozn.z'lg)

a Up Je FeSenim odpovidajici diferentni Glohy. Rikame, Ze ie-

Seni Up konverguje k Fedeni (, jestliZe - plati

bim ” U-tpf =0. v)
lax],at -0



(nﬂ) (n)

[@( (nH) :in-i)) U 8’)( (n) ;'1)‘)] =O,

(2.4,16)

kde Jsme zavedli parametr 4 , abychom mohli ukdzat na rozdil-
nost ve stabilité dvou zdkladnich typh schemat, explicitniho
schematu (f?=0) a schematu implicitniho @9=1) . Cagsovd deri-

vece byla nahrazena zpétnou diferenci, tzv. Eulerovo schema.

Dogsazenim z rozvoje (2.4.14) a po nékolika formdlnich dpra-

védch dostdvédme pro koeficient zesileni vzorec

_2-€~ix(4-8)sinp .
flath y+i1%0sinp R

e=1+x(1-6)(1-cosp) , y =1+ O(1-cosp) X =255 p=bax.

(2.4.17)
Je=1i absolutni hodnota koeficientu zesileni
{[sy &(1- 9’7(5m[3] [59+{(4 6)]7(51:7/3}2
'g(‘ﬁt:&)““
o+ (X8 sin'p
(2,4.18)

nemi%e k-t§ méd v bodd jax s Sasem a tim ani v prGb&hu vypodtu

nariustat. Tato nerovnost je kriterium stability FesSeni hyperbo=-
2.4.1) uvedenou .
lické¢ rovnice Ymetodou konecnych diferenci. Pro ndsS zjednoduseny

pfipad je splndno vZdy, jen pro implicitni schema,tj.pro & =1,

f=1+8(1-cosp) | e=1



protoZe plati

A
at k)| = ! = [4rux(en)sid 2] “<d.
Slet, ) T1+22(1+x) (1-cosp) [ ( )SMZ]

(2. 4‘0 19)

Schema nazyvdme nepodminéné stabilni.

Pro explicitni schema, %j. 9”‘0, X"{: 6=‘l+.1{4-c03/3)

pro a>0 je koeficient zesileni roven

|§(at,b)] =11 =22 (1= 2) (1-cosp) ={1 - hx (1-2)sit

(2.4.20)
8 je mensSi neZ jedna jen tehdy, kdyZ plati
x=92% <,
(2,4.21)

Toto schema nazyvéme podminéné stabilni a nerovnost, kterd ddvd
do relace délku Casového kroku At a prostorového kroku 4ax
nazyvame CPFL kriterium a X je tazv. Courantovo-Friedrichsovo=
=Lévyho éiglo,

Jek je patrno z obr. 2.2]) ze smérd charakteristik, je t¥eba

diferenc

pro a>0 bridt levou . & pro a<0 pravou diferenci

Ve druhém p¥ipadd nahradime v diferendni rovnici (2,4.16) v zd-

(n+d)  (n) , (ned)  (n) (n+4) (n)
uj-i ,ua._1 pomoci U, ,ué. a U, U

3
(ne4) {n)

pomoct  Ujyy | Up, -

yorce

Sestavime diferencni rovamici pro parabolickou rovnici

(2,4,6), PPi stejném oznadeni jako u rovnice (.4.16) piSeme



(ntd)  (n)

U. ~Us: & (n+1) o#)  (n4)\  q(1-9), (™ n  (n)
) i .9 -
w20 ) - (i - 247w o) =0
(2,4,22)
Pro koeficient zesileni dostdvame vziah
.23

1= 4(1-O)xsin aat 2%
£(at,k) = 5 ) X=—s  B=Tax

{1+ 4@ X sin” = (8%)

(2,4,23)

odkud plyne, Ze implicitni diferendni schema (2.4,22), tj., O=1
je stabilni pro x>0 , tzn., neni tieba kldst néjaksd omezeni
na velikosti Casového a prostorového kroku. Podobné& i pro 9’*'—;—1
kdy dostédvéme tzv. Crankovo-Nickolsonovo schéma.Toto schema je
navic druhého ¥adu presnosti v Case 2'19). Explicitni schema
(ndkdy nazyvené Eulerovo), tj. pro 9= O,je stabilni, jestliZe
je splnéno 0O< X <~—-‘— , tedy omezeni na dasovy krok

(ax)*
at £ 7

Numerické experimenty ukdzaly, Ze analyza stability prove=~

V' d a4 rd 2
dend vysSe uvedenym postupem (poznémks -18) ) nevystihuje chovde
ni iteradénich procesi odvozenych z integrdlni formulasce, nap¥.

metody koneénych prvki, .

Predevdim v chlastech velikych gradientd YeSeni dochdzi
k oscilacim #eSeni a Sasto i k jeho divergenci s to i v pripa=-

dech, ve kterych je podminka stability diferenénich schemat,

2,18)

viz pozndmka , vztah vi) splndna (Mers{ik F..Marsik J.,1986)



Uvedeme metodu vedouci k jinému tvaru podminek stability,

z ndhoZ,

lze usuzovat na nékteré dalSi vlastnosti numerického reseni.
Jednou takovou dodatenou vlastnosti je jakdsi rezonance vypoé-
tové sité.

K vySetireni stability rovnic (2.4.1) a (2.4.6) uZijeme
metody z kap. 2.3.5, ktera tam byla pro metodu kone&nych prvké
odvozena. V ni je stabilita vy3etifovana na konefném prvku,

- pomoci poruch, jejichZ vlnové délka je
celodiselnym nasobkem velikosti vypoitové sitd A X .

ReSeny interval (O,X) rozdélime na konelné prvky Ve=<xj;>‘j;& >,
které jsou podstatné véts$i neZ rozmér AX néjaké jemndjsi sité.
Predpokladejme, Ze v n=tém a vkn+l)-nim tasovém kroku mame na
e=tém kone&ném prvku reseni Léﬁ&)a (é:gb . Neznamé presné edeni
na tomto prvku oznaime ue(gjk),Definujeme odchylky dlé?kx)

JuM™x)  od presnsho Feseni

(ru ()
W) = (;4: (%) - up (£ x) (2.4.24)
(5 (m-'t) ) (”* (x (/U (t(") ) 8u(t“ — At } pro XG < 4‘+&>'

pro ’é dostatené velks; Ax<<[xé+&-le,

(n)

Odchylky prfedpokladéme ve tvaru rovinnych vln (2.3.95), tj.
- (n
éu:"’(x)=[<5u(:)le Sux) = £, dug (x

, (2.4.25
pro g._.,%"i R EE )

VySetifuj me stabilitu vypoltovéhoprocesu pro diferencidlni

rovnici (2.4.1), ktery je na e-tém konecném prvku definovan pod-

minkou ) o
(n+d J
f( (xztu<x> oa 8u <x> c(-®a du, oo)écnm)d -0
%

(2.4.26)
Toto schéma nazyvédme Eulerovo=Galerkinovo schéma.



Vy8li jsme z obecné integralni formulace (2.1.12), kde jsme
polozili v=4du (srovnej s rozsSirenym variaénim poctem (2.3.50)),
Casovou derivaci jsme nahradili &asovou diferenci a pro jednodu-
chost pi‘edpokladéme, Ze okrajové podminky jsou spln&ny piesné,

\Vv_naSem pripadé& jen
takZe integral po hranici (hodnoty v hranidnich bodech) je nulovy,

viz kap. 2.3.1. Dosadime-li odchylky (2.4.24) do podminky (2.4.26)

tak dostévame

C8 -3y o o1 ¢ e M Am)
[, g, 3040 1010 890) s i, R 0t

Y

(m
PV‘O (n) f au(t x)df(m-ﬁ )C/\j)

(2.4.27)

Dale jsme zavedli reziduum v n-té &asové roviné vztahem

Rm):j.( Qu(t(mx) Q‘:‘.@.(Ti‘).) m*“)of

e 9t Ox

v, (2.4.28)

n}
Podle pfedpokladu je ’? ==0 avS8ak stabilitu lze vysSetiovat
. (n)
i za pfedpokladu, Ze je p¥i dané aproximaci P #[), napf. pii
metodé multigrid, viz kap. 2.3.5. Pro odchylky (2.4.25) ptechazi

podminka (2.4.27) do tvaru

{f&%i@'zqu&){ﬁi(f~@’)a%a£]” (mx)cgu (x)d?f (At)[?

o (2.4,29)

Odtud vypocteme koeficient zesileni j;(ht;é), ktery pro stabilni

gasové zévisly proces musi splnovat nerovnost



1+ i(1-®)atak -@—t)ag‘"’
{-iBatab

|€.(atR)] = < {+(at

A (n)

r( }?
: f S0 du ol

(2.4.30)
pro Cq nezavislé na At, kB . zavislost je kvalitativné stejna

jako v metod& konecnych objeml (2.5.34).

Pro explicitni schéma @9=0)dostévéme z (2.4.30) vztah

(”)xls 1 +2Ey 2 {495 0t

2%
x-S Pro ke

If (at, m)l

[g::mAx ,m:.'2'3’... )
(2.4.31)
all
z kterého plyne, Ze existuje takovéa konstanta Q”;G;- nezdvisla
na k, pro kterou je podminka stability Casové zavislych probléml

2.18)

(poznémka « vztah vi)) splnéna. Dale je ziejmé, Ze neexis=

tuje, na rozdil od vztahu (2.4,31), takové X , pro které by byla
splnéna podminka (2.4.29) s C1 = 0,

Implicitni schémata (f}=4} jsou stabilni pro vSechny
hodnoty X , protoZe podminka (2.4.30) pfechazi na tvar



[+ 1+ @efin”]

2
|£.(at,m)] = < s < {+C,(at)
e / - 2 4 ’
-5 x] {1+ 22y
(2.4.32)
gzu(t(n)
ktera je spln&na jen pro omezené derivace 3t8

X

Wztah (2.4.30)
V oblasti malych gradientd FesSeni vedeNke stejnému zavéru jako

vztah (2.4.19), protoZe se v ném vyskytuji pouze &leny Cht),

Vypoltovy proces pro parabolickou rovnici (2.4.6) vychazi z pod=-

minky
o Hooom (n#) (n4) (nt+1)

p (0 =Ug () o (ns) or 9 ()QJ )
[ o+ 62 D)y ), S U0 | i,
v,

) +R~r ﬁ‘"’__ol (2.4.33)
e (n) Jug(t  x) m*” pa) (t x) Jd1 ("33
Re =j(-—-—~—~————————-—eat JU (x)+a Lle ax )oj/‘\
v
(n) (n+4)
() c?ue(t x) 8du, @)
R, "9,{ dtox ax

Ve
K odvozeni jsme pouzili integrace per partes,a ze stejnych di-
vodd jako pfi odvozovéni vztahu (2.3.27) jsme zanedbali okra-

jové podminky. Stejnym postupme jako vySe odvodime koeficient

zesileni ve tvaru



2
j+(1-0) (2 )+ (at) "

lfe(At."ﬁl = I &(%Z)zz = 1+ Gat
. ﬁﬂv (2.4,34)
Dastévame tak pro explicitni schéma o= £7
2
l§e(ﬂf.m)"‘ 1+ (__2;)_) 4+a( )At (2.4.35)

stejné omezeni jako ve vztahu (2.4.30).

Implicitni schéma G=1 je stabilni, jestliZe plati

{m
1+ (at) )
{ge(at,m)]= | o < 1+ (at.
}1,_(%_))(] | (2.4,36)
Z této nerovnosti plynou omezeni na velikost Courantova ¢isla
a at )
IX”‘(AX>2 : Singuldrni body tohoto procesu jsou

2
_ [ m, - =
,z"(zx) o resp. mo~2«'ﬁ"f;z:,, ) Pro. me=23 (2.4 37)

PFi td8chto hodnotdch X  dochédzi k enormnimu zesileni poruchy,

k jakési rezonanci sité pfi vlinové délece f=max ,nejtastéji pak
l=0ax pro X0='£z . Vyjma té&chto dingularnich bodd je vypoé-

tovy proces (2.4.26) stabilni, viz napr. kap. 2.4.1 (Marsik F,
a kol., 1989).



Csjgggbilita a konvergence numerického FesSeni linedrnich hyperbo-
lickych rovnic (2.1.53),ve zjednoduSeném p¥ipad® rovnice (2,4.
1), jsou vézény tzv. Laxovou vétou o ekvivalenci (Richimeyer,
Morton, 1972). Tato v&ta tvrdi: Nechf je korektﬁghf%¥%ulovéna
iloha (2,4.1) aZ (2.4.3), resp. v obecném p¥ipad® dloha (2,.1.53)
a% (2,1.56) a jestliZe jeji diferenéni aproximace operdtorem

T, 2,19)

vyhovuje podmince

u(t+at)-G(at)u(t)
at

— 0 pri at-=0 pro te(O,Ute

0 -4.38)

kde G(At) znali tzv. operdtor Sasového posunuti o 4t definovany
vztahem

(n+4) Q)
U (x) = 6(at)u (x) (2.4.39)

(jde o obecnou formu koeficientu zesileni, vztah iv) v pozndmce
2 e I
'18). Ze, téchto podminek je stabilita FesSeni nutnd a postaduji-

ci pro jeho konvergenci.

Tato véta vyjadfuje v podstaté zndmy fakt, Ze kaZdy fyzikdl-
ni systém se nachdzi delSi Cas v jednom stavu jen tehdy, kdyz
je stabilni viéi malym fluktuacim, tzn., Ze tyto fluktuace se
¥ ném tlumi. Podobnd situace je i pPi numerickém FeSeni, které
je rovnéZz wzddleno o néjakou malou fluktuaci od FeSeni presného.
P¥i konvergentnim postupu se musi tato fluktuace béhem vypoltu
zmenSovat, tj. tlumit (disipovat). Situace je potom stejnd jako
pro eliptické problémy, které jsou charakterizomédny podminkou
ostrého extrému prislusSného funkciondlu variaéniho principu

@.3.12), Termodynamické podminky stebility, viz kap.T.7 lze

interpretovat jako podminky extrému néjekych funkciondld



(ve smyslu roz8ifeného varia&niho po&tu) a kontrolovat tak na
zéklad& termodynamickych dvah stabilni vypoftové metody i pro

neeliptické problémy, viz nap#. kap. 2.3.4.
Smysl Laxovy véty lze vyjadifit nésledovné:

Aproximujeme=-1i diferenéni schéma vychozi diferencidlni rovnici

spolu s jejim FeSenim a je=li toto Feseni stabilni, pak je i

konvergentni, viz vztah v) v pozn.z’lg),



2,20)

Rikdme, %e Uloha formulovand pomoci rovnic evoludniho typu (2.1,

20) a% (2,1,23), véetné problémi staciondrnich (soubor takovychto
rovaic nazyvdme rovanicemi matematické fyziky) je formulovédna ko~

rektné na néjaké mnoZiné funkci MKO;MEK“ MJED )

jestliZe jsou splnény ndsledujici poZadavky (Vliadimirov, 1967):

eSeni musi existovat na ndjaké t¥{d& funkei Mg,
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a)
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b) Pedeni musi byt jedinym v néjaké tridé fumkei MJED
c) Yedeni musi spojité zdviset na zadanych hodnotdch dlohy
(nap?. okrajové a poddteéni podminky, koeficienty konstitutiv-

vnich vzteht, viz kap.l6, apod.)

Rikdme, Ze PeSeni U zdvisi spojité na zadanych hodnotéch
Q jestliZe plati., Ze pro posloupnost zadanych hodnot O&(EM,Q,"S’...)
konvergujici v néjakém smyslu E a , tj. ak-z:f, konverguje

b ' w s 2 o ~ 4
posloupnost FeSeni dlohy uk v nejeké norme, napr. -1) k reseni

u , tj. U 22

Nap?, ¥efeni u linedrni rovnice (2,1.10) zdvisi na mnoZiné
Myow SPOJjitd na p jestliZe je operdtor T na této mno¥ind
omezeny, tj. pro viechna UE MKOR plati "Tuuéﬁﬂuﬂ

potom [Tu-p | < [Tu ~Tul+lp-p| = Clu-ul+|p-pl pro ko




2,4,1 Numerick# scheémata pro procesy s konveked

Nestaciondrni procesy (popisované parabolickymi a hyperbo-
lickymi rovnicemi), ve kterfch se vyrazné uplatiuje konvekce a
nebo vlnové procesy je tieba Fesit pomoci vypoltovych schemat
s pat¥iénym tlumenim. Bez tohoto tlumeni dochdzi pFi vypoltu
k neZddoucim ogcilacim, avSak p¥i znadném numerickém tlumeni do-
chdzi k rozmazdvdni velkych gradientld (napi» rdzovych vln). Tyto

oscilace jsou v zdsadd odstranovdny dvéma zpisoby:

i) derivaci u konvektivniho éienu (pop#. v hyperbolické oblasti)
nahrazujeme zp&tnou diferenci (proti proudu), tzv. "upwind"
(2,3.84), U metody konednych prvid lze Zddaného efektu doseh-
nout uZitim specidlnich aproximaénich funkeci, které silné
preferuji hodnoty FeSeni proti proudu - tzv. Petrovove -

- Galerkinove metoda (Morton, Parrott, 1980).

ii) Zavedenim numerické viskozity (2. 3.8l), resp. numerické

difuzivity.

UkdZeme, Ze oba zplsoby jsou z hlediska numerického vysled-
ku ekvivalentni a jsou d&sledkem toho, Ze vypodtovd si¥ neni
tvorena siti charakteristik FeSenych rovnic. VyuZiti pohybuji-
cich se vypoltovych siti, tvoFenych charakteristikami je velmi
neekonomické a lze jen velice obtiZnd pou¥it pro systém rovnic
(LShner, Morgen, Zienkiewitz, 1984). Uvedeme postup, ktery navr-
hl Donea (1984), a ktery je ekvivalentni vypodtu v siti charsk-
teristik. Tato metoda pro FeSeni hyperbolickych problémi s kon-
vekei v metod@ konednych prvki (konkrétni p¥iklady viz kap. 2,
4.4) je nazyvéna metoda Taylorova=Galerkinova. V pripad®, ¥e

metoda je druhého Fd4du pFesnosti v Sase, je ekvivalentni Laxov-



~Wendroffové metodé, uZivané v metodé koneénych diferenci (Kozel,

1986).

VySetfujeme rovnici (2,4,1) v n-tém Easovém kroku

Gx =0. (2.4.40)

Provedeme Taylorav rozvoj reSeni v Case t = t(n) , nap¥, do tre-

ti Casové derivace, tJ.

(n) m
‘ n t
u(nM) u( )+ A't (a 't‘) au (A )3 azu

= -+ at
5v 2 et e + 0(at).
(2.4.41)
UvdZime-1i, %Ze s ohledem na (2.4.1) plati
aucn) au(n) azu(nJ 2 82 (") asu(n) 2 aaurn)
=T QA-F— T <O 2/ T Fa 2
at x ' It (ax) " at (Ox)* It (2.4.42)
pak lze rovnici (2.4,40) prepsat
)
9”4 at S (atf JUT - 0(at’) =~ aa“ (2.4.43)
at at 2 3ttt g 983
resp. s ufitim (2,4.42) mdme
(ned) 2
uou” _ 92 () & IS —.—a aJ"’_} oAt du” Ju® +0(a ,ts)
at ¢ (oxf ot x 2 Tox?
(2.4.44)

1
™, S

Nahradime v tomto vztahu &
ot at

e dostdvame

zobecnénou Eulerovu metodu



0/ 2 2 (ne)  (n) m 2 2 (n)
(1_ ogat) GZ)U ;u ~_qlu_ aat Guz
(9x) a 9x 2 (ox)

(2.4,45)

Vzhledem k rozvoji (24.41) je zFejmé, %e jde o diferendni sché-

ma t¥etiho Pddu presnosti vzhledem k Casu 2”19). Zanedbdme-11i

v ném t¥eti derivaci dostdvime

+ " az(at)z 9*u™

kS

(n+4)“ (n)
u ax 2 (ax)z j

=y ~-Qh

(2.4,46)

coZ je vychozi stav pro Laxovo-Wendrofffovo schéma (derivace jsou

nahrazeny koneCnymi diferencemi, viz kap. 2.6,

D¥ive, neZ budeme v (2,4,44) splikovat Galerkinovu metodu
konednych prvkd ukdZeme, Ze je ekvivalentni Fedeni rovnice (2. 4.
1) v siti charakteristik (2,4.5), Podél charakteristiky ?=X—-a‘t“

je tedeni konstantni (2.4.4), tudiZ. plati

(n} (n+4)
u(?)==U(><j,.,“Of )= u(-at™") (2.4.47)

viz obr, 2.21. Provedeme Taylortv rozvoj funkce u(x,t‘")),

napi. v bodé xaxd. , bakZe

2] n) au x’nt(n)
u(xd_j—oi’( ) “u(xa- ~axt") = U(Kj t )“‘_’5(‘;4“‘““2 AX +

2 ) z\.(”*) )"' 3 "_t(n) 3
+a“(5;% )(“; _ 3“%‘;3 /)(Ag) + 0(ax") =

- u(X5,'t(m))- (2.4.48)



S ohledem na definici charakteristiky (2.4.5) (tj.Ax=aat)
a rovnici (2.4.42) dostéavame vztah (2.4.44), ze kterého byla od=-
vozena zobecn&nd Eulerova metoda (2.4.45). Diky tomu, Ze lze
tuto metodu odvodit z metody charakteristik (2.4.47), které je
pifesnou metodou feSeni rovnice (2.4.1), ukazuje na jeji vétsi

du

stabilitu. Vidime, Ze zpétna diference ~Ax:%: je kompenzovana
8% u

popi. daléim élenem ————p——0 .
9x2 '’ (Ix)*Jt

Timto postupem je opét ukazéno, Ze hyperbolické problémy je

difuznim &lenem

mozZno v sitich, které nejsou tvoifeny charakteristikami rfedit jen
s pomoci zpé&tné diference (tzv. upwind), a nebo, coZ je ekviva=
lentni, zavedenim numerické difuzivity €i viskozity. (viz schémata
typu Laxe-Wendroffa). Uvedeny postup lze provést i pro nelinearni
problém , jestliZe ho obvyklym zplsobem linearizujeme, viz napf.

(2.1.31).

Prostorovou diskretizaci v metod& (2.4.45) provedeme obvyk-
lou Galerkinovou metodou, viz napf. (2.3.38). Takto ziskany postup
numerického reSeni hyperbolickych problémd nazyvéme Eulerova =
- Taylorova = Galerkinova metoda a detailn& ho ukdZeme na jedno-

rozmérném pripadé. PouZijeme linedrnich aproxima&nich funkei

B BTl (D e

s aproximaci geometrie (2,3.8)

X(§)=gxk"[g(§> : (2.4.50)

Vztahy (2.3.18) az (2.3.21) nutné k integraci a derivaci na

koneéném prvku jsou

Ix _ XK= Xiy _ 4AX _
% SRt = 2 ﬁ_' (2.4.51)
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Obr. 2.22

Jednorozmérné koneiné prvky s globdlnim &islovénim n=

ll 20 Oclia & & B



viz obr. 2.27%2.,
_....«—-X-*

@} Ze vétahu (2,4.45) uvkéd¥eme (analogicky (2.4.26) Jintegrdlni

vyraz

f [(1 02(4’3)2 J )(um“) U;n))i-QAf R(At) Ig m)]c; (Mno/x =0

"6 (axf ax 2 dx?
2
(2.4.52)
rd bl I'd hd rd r'd At A rd (n) (n*4}
a na e-tém konecném prvku predpokladame reseni Ug , Ue
(n+d)
8 Jjeho variaci “e ve tvaru
2 4)
(n (.n) crm Z s 5 (n+4) }: Su {n+
u u ’ ‘2{/&' H =
2: b H &5 e
(2,4,53)

Ve vyrazu (2.4.52) uZijeme integraci per partes

med) ) L e (aat)z 3 e D J ucrwi) aucen) (rm)
ﬂ:( Ue )du, ARt (ue )m—ax‘ +aa du,

U ~Ue 3 ~Ug a

Ve Xipd

)] (S L}n-ﬂ) ,,0.

*i (2,4,54)

{ned) (ﬂ)) (

_(0at)' 3ug 3dug ‘"’0} " _(ozst)z{[l (U ~Ue

2 a.x 9% 2 3 Ox ox

Hremici JV koneéného prvku jsou body  X;, X, s 3.
3Ve§{xs,xm} . Dosadime aproximaci (2.4.53), transformujeme
integrdl podle (2.4.51) a uvdZime, Ze se hodnoty vyrudi, viz

kap., 2.,3.1. TudiZ pro e-ty koneény prvek plati



]

o v o

=;2 j[ol_\t——%}*% 5§ (aza’c) %}V ?9?( )2]( ) § (n)J (n+1)
=11

(2.4.55)

kde jsme definovali rozdil FeSeni ve dvou po sobé jdoucich Caso=-
vych krocich

(M (ned) D]

au, =u, ~U pro k=12.

B8 (2.4.56)

Vypo&teme naznalenou integraci a vztah (2.4,55) zapiSeme ve tva-

ru

2
e 1)
(ﬂ)) é (n+ 0
U =
) (M ad’-B, )8y =0,

k(= (2.4.57)

kde koeficienty matic jsou ddny odpovidajicimi integrdly, tj.

ot =1 *7“?‘2'*74 X
1 B oot
=~E—- )

ke I R Yo B L B Y

e

(2,4,58)

_ gat . ..
X= “Ax Je Courantovo &islo.



Podminka (2.4.57) plati pro e-ty konedny prvek. Pro i-ty

uzel sité plati, viz obr., 2,22,

e n & (m) (n+4)
- u ) - e .
L) [Mygauy =By gty J3Ug "0 pro 51

k ¢

(2.4.59)

(n+4)
)

Vzhledem k maticim (2,4.58) musi pro u, #0 platit rovnice

Flu)au » @l £ - i o (o))«

[(2+x)au O+ (1- X)AUm]*"%‘[(X+7<Z)Uf"’+(*l*7¢2)“(:?‘] -0,

(2.4,60)
kterou lze zapsat v prehledném tvaru
15 L-2a 1ad® ™ X,
+ ) AU, ==XAXU; +-—2—AXXU5 .
) (204-0 61)
Definovali jsme diferenéni operdtory
( ( () u(m u(n)
(n) n n () _ YT Uiy
Axxui = 2“ tUy Axui - D
@ v4- 62)

Rovnice (2,4,61) plati pro kaZdy uzel sité (vyjms hranidnich)
a nazyvéd se Eulerovo-Taylorovo-Balerkinovo schéma (tzv. ETG
schéma). TudiZ vypodtovy proces plynouci z podminky (2.4.52)

vede na systém rovnic



M'Au(n) = b(n)

i

(2,4.63)

kde matice M je tridiagondlni 2°21)

. V pPipadé, Ze bychom zaned-
bali v rozvoji (2.4.41) t¥eti derivaci, dostdvéme obvykle’ Laxovo=-
~Wendroffovo schéma v metodé konelnych diferenci (Richtmayer,

Morton, 1972).

2,21)

Inverze takovychto matic zvysuje vypoltové ndroky, a proto
je vihodné pouZit ndsilnou diagomalizaci vypottu, tzv, "lumped"
representaci My (Donea, 1984)., Vyjdeme z tvaru rovanice (2.4,61)

a definujeme ndsledujici iteracni proces

(4) m (n

“ XA xA U

T2
W (m) (n)

» ) (0 ;
™ o aut" - %(4~X2)Axx(Au;‘"’) _dum g

AU,

i H

r(n) (r-1)(n) 4 27 (re "(m - 0;%;;(7” g ;{éf,m
AU, =AU '-*"g-(‘ X) xx( ) SAu G, i)

kde r oznaduje polet iteraci,
Tento iteradni proces lze pro soustavu rovnic (2.4.63) za-

psat formdlné ve tvaru

(9} {r-9 (r-1),
(m m) _ ()
M (AU -AuU )‘ b ~Mau (£ N;ter ii)
{o)(n) 0 P P ~ 7
pro . Matice M; je diagondlni (pro p¥ipad

(2.4,61) jednotkovd) matice, Pro r=1{ dostdvdme Laxovo =

= Wendroffovo schéma.




Nalezneme jest& kriterium stability schématu (2.4.61),
resp. (2.4.52). Pouzijeme stejnou metodu jako k nalezeni vzorce

(2.4.17) a pro koeficient zesileni dostavame

. 2.2
i 2sinp =22 sin 2

- £ (1-2Ysin &

f(,_yt'%)=’f+ pro p= kax &“"""‘" (2.4.64)
a podminka stability l§%<1 je splnéna pro X2<Z4.
Pro X =1 (charakteristiky prochéze;i uzly sité, viz obr.2.19)
je vztah (2.4.64) roven 5' e a vSechny poruchy se §ifi bez
zkreslendi.

Nalezneme podminku stability plynouci z podminky numerického
vypoftu (2.4.52). Stabilitu budeme vySetifovat na kone&ném prvku
prfed zavedenim konkrétni prostorové aproximace (stejné jako byla

odvozena nerovnost (2.4.29)). Dosazenim Taylorova rozvoje (2.4.

41) a za predpokladu odchylek (2.4.25) dostaneme

xpexf_ L (2x)
£ atm) = 1+ 2(4,,;) xl;v(rm) , pro m=24..
ol

y = qat
AX

(2.4.65)

2 3
V pfipad&, Ze Z’Q{i%z , lze velikost koeficientu zesileni

zapsat ve tvaru mocninné {fady

L
ikl 4
18 + 3(—-"5@—)212 = Al (2.4.66)
m

l'
= Za
kde C 73‘{ ) - Numerické schéma (2.4.52) je stabilni ve

2.18), vztah vi) fsrovnej

| Efatym)| = 1 +

smyslu obecnd&jsi podminky stability
s podminkou (2.4.30)).



2,4,2 lMetoda koneénych prvki pro nestaciondrni vedeni tepls

g difuzi

Tyto procesy jsou popsdny parabolickou rovnici (2.4.6),
Necht je u(xﬂt) feSeni diferencidlni rovnice parabolického typu

du T 9 /. 8u) 3
5L an(v53) =fluls

'é}_l) pro (xt)e Vx (0,T).

(24,67)

V pripadé, Ze U md vyznam teploty, pak tato rovnice popisuje ne-
staciondrni nelinedrni Jﬁ*&(UJ%%%D vedeni tepla, kde .1

je koeficient tepelné vodivosti(I6,5.17). Pravd strana rovnice
reprezentuje zdroje tepla., Md-li vyznam koncentrace néjaké che-
mické komponenty, pak je L  difuzni koeficient a funkce F
popisuje vznik ¢i zdnik chemické komponenty v disledku chemickych

reakeci,
Okrajové podminky jsou v zdsadd tiech typi((2.4.7) aZ (2.4.9))

a obecné mohou byt zaddny tak, Ze na ¢dsti hranice QV; je Diriche

letova podminka

u(x,t) = U(x,1) pro (xt)€ 3V x (0,T) (2.4.68)
na $4sti hranice J¥, podminka Neumannova
3
dulx,t i
) (12532 -al) =0 pro e dgx (O1)

i=q

(2.4.69)

2
(zde n je vnéjsi norméla"B) k ploSe 9% ) a na zbytku hra-

nice 9% je podminka Newtonova



aU(X,t) i - U(X t) 0 ,
Z« qlubm)- pro ()& 9 x (07) (2.4.70)

( n je opét wndj3{ normdle 3% ). Na celé hramici IV=3glU
Uavzua\{3 musi byt n&jekd okrajovd podminke zaddna (Rektorys,
1974, Valchd¥ovd » 1986 ),

Pocdteéni podminka je

e
ulx t=0)=u(x ro xe€V.
(x, )=Ux) P (2+4,71)
Podminky (2.4.67) a (2.4.71) jsou spolu vdzdny tzv. podminkou
kompeatibility YeSeni

0) = U(x) ro x&V.
G(x0) = P (2.4,72)

Vyjdeme z obecné integrdlni formulsce (2.1.12) (pro vV =Ju)
do které zshrneme i okrajové podminky (2.4.67) a% (2,4.70).
Jestli¥e FeSenou oblast I rozdélime ne konedné prvky V’-‘yVe

dostdvdme vztah

g { ge[%% -Z; aax ( au) F 5Ud@+ a,éi“"a)é.udo +
+Ji( .-3._‘.‘- - ;) n Suda + "(ivq_%% Sur! -a(u)é'u)da} =0
B B

(2.4.73)



U¥itim Gaussovy véty (2.1.3) lze tento vztah upravit

5@@,&4)’;“[ oLl Z‘lau 9&4 F‘SU]OI@ quinJuda.,.

e !

-Ja(u)éuola} = ()
oY,
(2.4.74)

tak, Ze je jednak sniZen rdd derivace hledané funkce s
jednak je vj‘riz (24,74 ) roven podmince extrému (22.9) nd&jakého
funkciondlu ’@j(u) . Dirichletovu okrajovou podminku (2 4.68)
splnime tak, Ze v nddech konednych prvki patPicich do hranice 8"43

dogadime W=U.

Hleddme vychozi podminku numerického procesu ve smyslu roz-
g§i¥eného variaedniho podtu (2.3.50). Nahradime ve vaztahu (2.4.74)

dasovou derivaci diferenci, viz (2.4.32) a hodnoty {(U) e

Ia l urdujeme z predchozi iterace (problém linearizujeme).
Konkretnl tvar podminky extrému (2,4.%4) pro e-ty koneény prvek
je v {(n+1)=ni Casové roviné wroven

(n+d) (n+i)
@ (n) (n-wi) J (ny é'u(nﬂ)) =j[ A' (n+4) &Z n)a n+ aJ N
€

I
i=q X
Ve

n (nef) () n n+d .
(1)) a9 BT (U () 407 ol -

f=d

A 2 n ns
[ e - [ qule) 8 e <0

1=m4
Ve Ve (2.4.75)

(m-i)




Tento vyraz nazyvame podminkou vypoétového procesu, UZitim meto-
dy konelnych prvki, viz kap. 2.3.1 je problém pFreveden na resSeni

goustavy linedrnich algebraickych rovnic.

Odvodime podminky stahility vypoltového procesu (2.4.73).
Pouzijeme podobného postupu jako v jednorozmérném pripadé (2.4,

32). Predpoklddédme poruchy (2.4.25) ve tvaru rovinnych vln

—-'l (n+t)

(n)(x) 'é () é‘u (x) § cgue (x) , pro ﬁ,:(éuéz:ﬂ'a)
J-*‘%E' IJ 123
é

(2.4.76)

kde Q je vlnovd délka poruchy ve sméru x! . Dosazenim rozvo-
je (2.4.24) do podminky (2,4.73)nalezneme vztah pro koeficient

zesileni (Marsik F., Mardik J., 1986).

 +(1-8) 2¢ at (k) i“*"‘*B (5'& J‘r)
£ (ot ) - e A
e TR 1= at (k)

(2.4,77)

(zanedbali jsme vliv Newtonovy okrajové podminky, tj. é%?~=0).

Uvazime .1i, %e vypodtovy proces je stabilni jen tehdy, je-li
splnéna podminka vi) pozndmky 2,18), dostdvdme konkrétni omezeni
na velikost &isgel Xi=~%i%§; - ( ax' je rozmér sité
ve sméru x' pro i = 1,2,3).

Vztah (2,.4.75) zjednodulSime zanedbdnim nelinearity v koefi-
cientu 4  a vlivu pravé strany rovnice F . ObdrZime pak

trojrozmérnou variantu vztahu (2.4.34), totiZ



3 2
1+-8) (Z)x
|§e(At‘m)| = ¥ i ;( 2')‘ < 1+(',4A't , ( ')2 ,
o (e

t=4 (2,4.78)
mi=213|"' pro i= {l2l3'

Predpokldddme opét, viz kap., 2.3.5, Ze p¥i bilinedrnich aproxi-
maénich funkecich € ,3,10) jsou vlnové délky e;=ﬂhﬂxi vidy
celym ndsobkem rozméru sité Axi . Nejkratsi porucha, kterd se
a jeji

mize bhéhem vypoltu generovat,mé vlinovou délku 2ax’ ;

” ° &* a’ O O) s - o 4 Id
vlnovy vektor je TNaxt ' . Pgk pro implicitni scheée=

ma, (€*=4) dostdvéme koeficient zesileni (2.4.68) ve tvaru

— At

fotmi=2) =y < 10

(.4.79)

kde (g je konstanta.

Vztah (2.4.79) je splndn pro
X > 0,12, Stabilitu lze oCekdvat i pro AK -%z- , ale tento
pripad vede k velice malému Casovému kroku a tim k ndristu vypol-
tového dasu. - - Ostatni vlnové délky (tj. my > 2)
jsou p¥i X = 0,12 VSak  $lumeny. Jak ukazuje

vztah (2.4.75), je vliv nelinedrnich Cleng podstatny zvldsté teh-
f I of
au ! au ] a(ad) ¥
x\
tj. v pripadé gilné zdvislosti na FeSeni., Z tohoto ddivodu je

dy, kdyZ jsou velké derivace

t¥eba ka¥dy konkrétni piipad vySettovat zvldsi.



10"
1041
oc _
N
_ c=10%
‘ — V¥
10 -
x4 * -62 =0
jam] on
Obr. 2.23

Koncentrace pfimési ¢ po 30 min difuze s koeficientem
difuze D(e) = 2.1071* (0,037 + 6,54.1072% | ¢) [en/s].
Vypoéet provedeme na siti bilineérnich kone&nych prvké

s délenim 80x80 pre ¥ = 0,12,



Stabilita metody kone&nych prvkd (bilinedrni aproximace
(2.3.10)) pro parabolickou rovnici s vypoltovych procesem (2.4.

73) byla testovéna na pirikladu dvourozmérné nestacionarni difuze

2
%_Z%(D(y) gi’} 0. (2.4.80)

' 8 i 1 . 2.23,
~____ Podatetni a okrajové podminky jsou uvedeny na obr

Podminkou stability je nerovnost X = Xmin =‘Qf2_
(Mar8ik a kol, 1989). Vypo&tovy pr@b&h koncentrace je na obr,
2.23.



2,4,3 Dynamické zatd8%ovdni termoviskoplastického materidlu

P¥i rychlém mechanickém zatéZovdni s pFivodem a odvodem tep-
la je t¥eba uvaZovat, vedle elastickych vlastnosti materidlu, i
jeho plasticitu (tefeni). K takovymio procestim dochdzi nap?., p¥i
tvéd¥eni kovl vybuchem, p¥i spojovdni souldsti lisovdnim p¥i ndh-
l¥ch zmdndch provoznich parametri (teploty, tlaku), apod., (Mar-
51k, 1988),

Vyjdeme z obecného konstitutivniho vztahu pro izotropni ter-
moviskoelasticky materidl(1.6.4.29), Zpisob vypodtu uké¥eme na
konkrétnim prikladu vybuchem zatéZované trubky. Pro tento pripad
je v¥hodné vychdzet z formulace problému v k¥ivodarych (konkrétné)
vdlcovych souradnicich., Rovnice bilance hmotmosti (2.1.15), hyb=-
nosti (2,1.16) a energie (2.,1.17) v obecnych souradnicich, viz

I.D2,8 Jsou
° ¢
3% +(?V 1) ~0 ('2,4.81)

(2.4.82)

Q-(ﬂ-—-}(gv V- (") =‘=§>f

égLZ+(9uv +q) “tqgﬂ

Stifednikem ; oznacujeme parcidlni kovariantni derivaci, (2.4.83)
viz kap. I.D2.4

Pro materidlovou derivaci vektoru posunuti U (2,1,18) plati

. Ju; ¢
s m Y S e v u,
Up=Vi= 3¢ T V4

(2,4.84)

e'
p¥i Vt"%j"j (viz I.D2.37)



Kongtitutivni vztahy pro termovigko-
plasticky (tj. nestlalitelny termoviskoelasticky materidl, viz

kap.l.6,6) materidl jsou ndsledujici.

Pro vnit¥ni energie(l.6.3.14) piedpokldddme pFibliZeni

3haK
IR ST

(2.4.85)
pricdemZ Cleny s kvadrdtem deformace jsme zanedbali,
Tenzor nap&ti[1.6.4.29) volime ve tvaru
i Ji ) - - - ] el _gid
t (T,e,edis) K[em e (T-T,) 3;3.#-2&4(6 ed,s},
(2,4.86)
jeho% stopall.3.3.12)(1.D3.23) je
t =t3 -3K [ ey~ 3uc(T-T)] . (2.4.87)
Devidtor tenzoru napéti je roven
°ii ij_ (ﬂ uq oif
-t = t = 26"( “edis) (2.4,88)
vy . s ®if “ . 2,22)
a nevratnou cast deviatoru tenzoru deformace gﬁ; uvazujeme
ve tvaru
°w~
dIS gcu.t ( 2# 4’@ 89)
pri n 5 kA n-4
~ _ Ch (Eﬁ&‘) : 3(%)“(6‘; n
= R s 204, 0
TR} AR (2.4.90)



2,22)

Na rozdil od zdkona(L6.6.17) popisujiciho materidl Kelvinova typu,

popisuje vztah (2,4,.89) materidl Maxwel&ova typu, tj. s trvalou

deformaci, -

Zde Cg,n jsou konstanty meteridlu a R je mez kluzu(36,6.7),

viz obr, 2.24b)l

Velidiny P, @ ébkv oznaduji postupné napéti ekvivalentini jedno=-

#
rozmérnému zatiZeni (nap¥. T =p,, ) & rychlost deformace
ekvivalentni rychlosti smyku.2"23) (nap?. %%é?%”éékvl
X

2,23)

VyuZijeme toho, Ze stopa tenzoru a stopa jeho 2. mocniny jsou
invarianty tenzorull.D3.23) vidi natodeni soufadnic(l.D3,12). Nap&ti
vyvolané jednordzovym zatiZenim(l.6.3,11) vede k tenzoru napdti

t”“f%&v: jehoZ ostatni sloZky jsou nulové, Stopa tohoto tenzoru

(2.4, 87)je t, =Pesy a jeho devidtor (2.4.88) je
H_ 2 #Ho 022 Ry 22 233 23
=3 P9 t ='_J%L¥9 ) ¢ '-'-f%&ia

(ostatni sloZky jsou v ortogondlnich souradnicich

nulové). Potom plati

o'.jo ; 2 2 . S

Oty 2ty =g ey respe Py, Y £y, 1)
ovl

a tenzor tH miZe byt vyjédd¥en v libovolné natolené soustavé

soutadnic (srovnej s pozn.l.6.7)).



Podobné pro Cisty smyk € =ez(=—£-—a-l‘-‘-‘i) (I.3.2.18),

ekv 4 X
resp. jeho rychlost(13.8.8) éekv = dy, dostdvdme tenzor
0 , Eekv t 0
L]
e'.J = eekv . O ) O 0
0 o0 0 ii)
|

1
Stopa jeho 2, mocniny je

' 2
@ i =G 9 g =26, 1 TeP ew =2¢% . 1ii)

Predpokldddme, Ze materidl je tepelné vodivy a izotropni,
takZe vektor tepelnédho toku (1.6.2,11)se redukuje na tvar
_ il
=749 3
(2.4.91)
Vektor posunuti U (I3.1.24) a tenzor deformace € (13.1. 19)
miZeme s ohledem na jejich geometricky vyznam napsat ve fyzikdl-

nich komponentdch(I,02.6).Pro vektor posunuti plati

U"aiua" 1 3") Y; 7_: SOMOY, (2.4,92)
T (an)
o~ Z‘?}F‘; o ui=(g) Uy (2.4.93)

2
NI-L.

(pfes podtrZené indexy se nesc¢itd » indexy v zavorce oznaduji

fyzikélni velikost odpovidajici sloZky)



t‘}E@

kde € jsou jednotkové vektory a Uy fyzikalni sloZky vek-
toru posunuti pcdél odpovidajici souradnice §’ . Tenzor malych

deformaci(l.3.1.26) je v kiivodarfch soufadnicich vyjdd¥en jako
L= L. ;.
Qe = Uil (2.4.94)

vzddlenost dvou bodi(l.3.1.19) a ve fyzikdlnich souradnicich je

déna vzitahem

i pd c'
23:;‘ df dga 'Zﬁ? i?n Fii fdg zemq)df §

=119
(2.4.95)

Zde jsme definovali fyzikdlni sloZky tenzoru malych deformaci

26;!‘

2e,,.. r——— =
e‘.‘)(;) a“ 333

{ _K‘LT“_‘& 46) s {jﬂi} (aee)*%um}

@ ,4.,95)1

N].o.

‘3.' ‘3:4

Q) i
e fyzikdlni velikost elementu soufadnic df =i3n clf'.
Vztah (2,4.95) jsme ziskali dosazenim (2.4.93) do (2.4.94) a pro-

vedenim kovarisntni derivacell.D2.48) (nap?. Brdidka, 1959).

Budeme pYedpoklddat, Ze konvektivni &dst rychlosti (2 4, 84}
je zanedbatelnd a devidtor rychlosti celkové deformace d,j -'zeg

je roven devidtoru rychlosti trvaljch deformaci (2.4,89), &ili

[Jav;a.g—% coi.u._a—é.ﬂ:é agjif‘
i af ' i 9 T e T o

(2.4,96)



Gradient rychlosti vyjdd¥ime ve tvaru Vie = Ol,-j "'Wf;'

e tenzor rychlosti deformace ‘ﬁﬁ piSeme jako soulet

aé’;i dey, 3
OI‘J' ot ‘ot di- (2,4.97)

Potom pravéd strana rovaice energie (2,4.83) je rovna

ors
A by _ L dey 0 tj 9C4, -
Ve =t = T T 5 9 s

— R
- 3K oy ~S(T-T )52 + 2Pt

(2.4.98)

PFi dpravé jsme pouzili vztehd (2,4.87), (2,4.97),(2.4,96) a vzta-
hu i) v pozn. 2,23).

Rovnici bilance hmotnosti (2.4.81) miZeme integrovat podél

trajektorie materidlového bodu ., tj.

. t if
=V " Y9 =

resp. g

®

- (2.4.99)
€ -

Integraci z referenniho stavu do stavu aktudlniho dostdvame

vztah

e
-__9—. = e w = /’.. e(;l) 4
So 1+e, (2,4.100)

reprezentujici zdkon zachovéani hmoty p¥i malych deformacich

U

(srovnej s 1.6.8).



experiment

vztah (2.4.90)

Co = 0,001 [s
b) n=20
[} 1 ) 1
0 40 80 120 160
Obr. 2,24 Edw[gql

a) Trubka namédhand zevnit¥ tlakovym a teplotnim pulzem
b) Tedeni termoviskoplagtického materidlu (Ghoneim, 1986)



Jako konkrétni priklad budeme vySetfovat trvalé deformace
v trubce gpigobené silnym rdzem za soudasného privodu tepla
(nap?. tvdifeni vybuchu). Predpoklidejme osové symetricky pripad,
obr, 2.24) - ve  vilcovych souiadnicich (€ZZJO (I.D2,89)
Vektor posunuti md jen sloZku ve sméru r , tj. 5}=(Oﬂlu(ﬂtﬁ.

Fyzikdlni sloZky tenzoru deformace (2,4,96) jsou

,m\
0or.2.2%
™~ / Py u =.@_
- €0~ 1 S r
(2,4.101)
[+]
Jeho stope €, a devidtor e%nq) jsou rovny

rr

- t(20-2) & {2y, ¢ 42 D)

Nenulové sloZky devidtoru tenzoru trvalé deformace jsou

i © ©
eeea.'s =&, i Crrdis * 82 i ezzdis == (E" * 62)
(2.4, 103)
Ty ’ 2 F 7 ? ’ e g 2 F 22)
a jim odpovidajici ekvivalentni deformacni rychlost se vy-
podte podle vztahu
4
, 2
€
! 2>] : (3.4.104)

S ohledem na vySe uvedené piedpoklady dosadime (2.4,86) do
rovnice bilance hybnosti (2,4.82), Vn&jSi objemové sily F' ne=
uvafujeme, Kovariantni derivaci ve vdlcovych soufadnicich(1.D2,49),

(ID2,91) prevedeme stejnd jako v(2,4.96) do fyzikdlnich sloZek,



Dogtédvdme rovnici bilance hybnosti (pouze ve sméru €. ) pro

nds pripad

090 - (o) e () - O G -2 G- 5%
(2,4.105)

zde » Jje Lemého koeficient (I.6.3.5)

Rovnice bilance energie (2,4.,83) prechdzi s ohledem na (2.4,

85) a(2,4.98), na tvar

aTr i 8 (.07 de,, .
%UV"?J’?"A rar (r‘ ar) K( €w - Jec T) o y/&eﬁv)
(2,4.106)
Zavedli jsme digipaéni fumkci
net  nrd
. _ 2k E)". "
Y/(Ee&v) 3 B (Pe&v) ) 3 ("’ (Eat) (2.4.107)

vyjadfujici teplo vznikajici v jednotce objemu za {s v disledku
vazkého tedeni materidlu. Nap¥. pro Newtonovskou tekutinull6.5.

15) jen = 1 a disipadni funkce (2,4,107) je Y,gt‘(a%)

Exvivalentni rychlost deformace (2,4.104) vypodteme z kon-—
stitudniho vztehu (2,4.89) a (2,4.90), tj. |

U(‘?{\é@g‘-%*%z) . (2'@4.108)



K rovnicim (2,4,105) a (2,4,106) je jeS8t& t¥eba dodat okra-
jové a poddtedni podminky a k rovicim (2,4.,108) polddtedni podmin-

ky. Okrajové podminky na polomérech r; a nr (viz obr. 2.24a))

jsou
(020 gs it -p(T-T)-2pe)) < F0) (2.4.108)
.];-%;4' h,? (T-7;(t)) =0 (2.4.110)
pro  r=r(i=1)
a = (i=2),
kde h, je koeficient prestupu tepla, ?,;(f) a '7_,;(1') jsou

w

zadané prib&hy napéti a teploty na polomdrech I, a I, . Poldtelni

podminky pro rovnice (2,4,105) a (2,.4.,106) jsou

u(r t=0) = G(r)
24 (rit=0)=3(r)

T(r‘,t*o) =')Q(r} pro  re<{n ,Q) : (2.4.,111)

Pro rovnice (2,4.,108) jsou poddtedni podminky

54(r,f=0)=§,(r},ez(r.’c=0)=§4(") pro redn,ny.  (2,4,112)

Problém plastické deformace trubky je popsdn 4 nezndmymi
funkcemi u,l, €,,€&, , které musi vyhovovat 4 parcidlnim dife-

rencidlnim rovnicim (2.4,105), (2.4,106) a (2,4,108)



Z hlediska numerického FreSeni je vyhodné, zavést bezrozmérné

veliiny, které oznac¢ime  vlnkou. Definujeme velicliny

-T / 1-)
r'—-";;—,‘t"‘—#‘u:"ﬁ,T* . ,\M,’/( )= 9-()“ )
(£.4.113)
kde ©}= -?#?—*2 je rychlost podélnych elastickfch vlin (Brdid-
[4]

ka, 1959). V nich maji rovnice (2.4.105), (2,4.106), (2,4.108)

tvar

[

(9?)2 ar ar re 1~ ar (2.4.114)
oF a3 (~3T).[% 3 (#t)-a,(F ]»ﬂz_ﬁ—-(:‘-’i‘?‘-) 7
I -2 (r )+ B FD-a w5 (P55 ¥, L e
""4 st ~
de_ . 2 (o8 _dU (2.4.116)
'éf“aheekv (2 r r }6") '
n-4 ~
g-g—%=0;,€ " (,...?‘:‘_ +2 3R “382) (2.4,117)
PouZité koeficienty jsou definovdny ndsledovné
1-2¢ _ &  A+g Jdprép A .. B
2(1-8) 2u+p ' 1-@ 2u+n TRngYg Tt Y
1
LK g 2w (g_g_)'ﬁ o o (2.4.118)
BTG T kg (3 TR Qoo
ook (. N
A 4-26(_3__@‘ €-&) . _20% (.9_' )" 2.4.11
;‘Kg 1—-»(5 3’,:'!- -3 ) 1 ,Y/ 39’%%7‘; o Elgv . ( 4ol 9)



Prepifeme okrajové podminky (2,4,109) a (2.4.110)

N e o LUre) = {-2¢ . (7
u,e U o - (%)= 0
ar * {-6 ¥ 1-8 T 1-¢ & vz'-( ) (2,4.120)

o3k + o, [T-F@]0  pro 7=t (i) a F= 7 (1=2)
| (2,4.121)

a stejnd tak poddtedni podminky (2.4.111) a (2,4.112), kteréd maji

v bezrozmérnych velilindch tvar

e O BUFE=Q)_S(F) =TT
U(r,‘t”O) {; 1 8'? % 1 T(r‘lt=0)" 7;
6,(FE=0)=£,(F), &,(FF=0)=E,(F). (2.4.122)

Soustavu rovnic (2,4.114) a¥ (2.4,117) lze zapsat maticové,

Zavedeme dalsi proménnou V= g—% a vektory nezndmych
Q‘Q{a(via!T) ! fff‘(&,,éﬁ,

(2.4.123)

Rovnici (2¢,4,115) linearizujeme tak, Ze poloZime 03“:0
Pt
(odpovidd piedpokladu ew<<.}0CT ) a T<«1 . Uvedenou sou-

gtavu linedrnich rovnic p¥evedeme do tvaru

3% 4 AW - Fly)
;g_% + B(P =G(§fiw)

Q

2.,4,124)

(2,4.125)



Tento typ revmic jsme vySet¥ovali v kap. 2.4 (viz pozn. 2,18),

vztah i)) a linedrni operdtor A,matice ? a vektory F, G jsou

definovany tekto

‘ _.i*_Q_ ~d), 1 {+g 3 ]
° L aw(raf)*rz oo aw
A=| -4 .0 0
a, d [~ d a, 9 ~__a_
L?E_ﬁ(rgﬁ)’ ’ ' "74"'5?(”9?)
(2.4,126)
- 4 O
. 2]
B- 30, (Eu) {O J
(2.4.127)
of e 2u  du r 1
&0y i 2(0) VN [2U _du G
Fo=(E0®), 6a7=a,(62)" (%5 -F+2 )
(2,4,128)

Okrajové podminky (2.4.120) a (2,4.121) zapifeme formdlné

‘Hw*‘HO:OI
h (2.4.129)

kde H je diferencidlni operdtor a fﬂ vektor



H= Ov 0 f 0 ' Ho” 0
0, 0 f 043%‘:+05 h -Q,;-7,:(?)

(2.4.130)

Soustava rovnic (2.4.124) mé t¥i redlné charakteristiky de-

Ve e ot Ll ' g s
finovené v prvnim priblizeni -24) vyTrazem

a,[(d) - () [dEdF =0. | 2.4.131)

Jde tedy o FeSeni dvou hyperbolickych rovnic typu (2.4.1) (rovnice
Ye8eni elastickych vlin) a jedné parabolické rovnice (2,4,6) (rove
nice vedeni tepla). Tyto vlastnosti musime respektovat pri ndvrhu
numerického schématu (volba &isla X , viz kap, 2.4) a pFi zadd-

véni okrajovych a poéédtebnich podminek.

2,24)
Vychozi rovnice (2.4,114), (2,4,115), resp. 2.4.124) zjednodusime

na soustavu ndgledujicich péti diferencidlnich rovnic 1. Fédu

OV 34, g 3T _v.p _Q.gf___.a_z-;g oT a7, I _y

T T oF ' 8F 3% ToF ' JE o T RarE T
o 7. 5
L-1-0,

-l sud
7 £ o~ [ad ~ hd .
pro neznémé funkce V,u,u,, 1,7, proménngch T, t.



P¥iddme k nim jesSté rovnice typu (2.4.11) a utvorime matici A
(viz (2,4,12)), Podminka (2.4.13) vede k vyrazu (2.4.,131). Prvani
a t¥eti rovnice i) odpovidaji rovnici 8ifeni elastickych vin
rychlosti ¢ o, t3.
8y 3
at?  ar? ’

<

ii)
Zbylé rovnice reprezentuji vedeni tepla se zdrojem tepla odpovi-

dajicim termoelasticité materidlu, viz vztah(1,7.1.17). Viivy vaz-

kosti byly zanedbiny.

Vyjdeme od vypodtového postupu (2,4,26), ktery poufijeme na
rovnici (2,4,124) s okrajovymi podmihkemi (2.4.129). JestliZe
~ Iz
FeSeny interval Pe«,f) rozdélime na E koneZnych prvki veli-
xosti V¥, pek plati (viz kap. 2.3.1)
~ (N84) e () | (n+&)
We ~ W, s (NHd) ~ (n#d)
| R A VAT S I
e=fy,

z. 0
a5

+ [(Hw(nﬂ)* Himﬂi)JW(nH)]? = (), (2.4.132)
=4

K4d derivace operdtor¥ A (2.4.126) sniZime integraci per partes.

(n+®) | (0 . N L. .
Fe. ,,H, oznacuje, ze k jejieh vypoctu Jjsou pouzity hod-

(n+6) Q) ~(n4d) ; . .
noty Y, =Gy +(1-0) g, zigkené FeSenim rovnice (2.4,

125) ndsledujicim zpisobem

’ M (n m (e ") (n n _n+d) n+d
T o O s o0

A .
e=q Ve
@.4,133)
A () (& . .. NP Y. ) B
Pro vypodet G €, We ) je pouZito FeSeni W, =&, +
~{nt4) }

+(1-8) W, . Obvykle Fedime nejdFive rovnici (2.4.132) p¥i
AMH) ) AS+) o~ (ntd)

e e We TV



Uvedeny postup byl s dspéchem pouZit (Ghoneim, 1986) k vy-
podtu vlivu plasticity (velikosti meze kluzu B ) na velikost defor-
mace O ocelové trubky (viz obr.,2.24a)) namdhané silnym tlako-
vym pulsem (vybuchem) zevnit¥. Sledovdn je rovndZ asovy pribéh
velikosti ekvivalentniho napéti ﬁe&v (viz pozn. 2.23), vztah
i)) a teploty T . Ve vztazich (2.4.132) a (2.4.133) byly pouZity
linedrni kone&né prvky (2,3.10), jejichZ aproximadéni funkce pro
jednorozmérny piripad jsou ’%'—'7{-(1-{ % =-—(4+§)

Vyipocet byl proveden pro ocel s ndsledujicimi materidlovym kon-

stantami, viz obr. 2.24b).

I P O

m
S

o=5810 [5] 1 o 502[%,(] 2= 502054 ]

=710 %] %=0001[s] , n-20
Okrajové podminky dlohy jsou
r=0025[m] , 15=005[m] T, =300 [K]

s

) o .
h,=~h, =200 (3], (F(F) =-00t5¢ &)

S -3 ~00005% N
(T(F)-815-10 e ) @:(t),.o_

4

Poddtedni podminky (2.4.122) byly vesmés rovay nule,

Numericky vypoCet byl provddén s Casovym krokem At = 1073
e prostorovym krokem AT = 0,1. Tomu odpovidaji CFL &isla

A -
pro hyperbolickou rovnici XH = Z? =10 @.4.21)



Y .
L \ —elast. pron,
\  —clast. 0
\\ ~—Viscoplast. pro r, (k=40.10 Ra)
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Cbr. 2.25

a) Posunuti materidlovych bod& na vnitfnim a vn&jsim povrchu

trubky v zdvislosti na &ase (l&z = 1 odpovida 5.107° [s])

b) Pré&béh ekvivalentniho napéti ﬁék== Peke a teploty T
¥

2+ n

na vnit¥nim povrchu



-

hr.2.2

. - 044? =12
a pro parabolickou rovnici ,’(P = W = 8,8 ., 10 (2.4.23).
Podminky stability (2.4.29) a (2,4.33) jsou pro takto mald disla
CFL splnéna pro 0<£ € <4,
Ku
Xp

teCnich fdzich vypoétu vysledek vibec ovlivn&n prenosem tepla ve-

Vzhledem k tomu, Ze = 1,13 , 1011>>1 nebude v pold=

denim, Relaxacni Cas vedeni tepla v materidlu tloustky aAr

2 2 o
. ¢ (ar ]
Je ‘Z';,=-?%z.= r (aF) a relaxa&ni &as Zifeni elastickych vln je

% <
tu % % *  Jejich pom&r
~ye
(aF)
T AF X

je roven prevrdcenému poméru ¢isel CFL, Vzrist teploty vedenim

by se uplatnil aZ po velikém poctu = 1011 ¢asovych kroku.
—>
Na obr, 2 ,258) je uveden Sasovy pribdh deformace U pro

pripad &1st8 elastického materidlu a pro pripad termoviskoplas—

. 0
tického materidlu jednak s mezi kluzu k=25 ~10{ [—%]a jednak

fornN
k=40-10 [“,;','i] : V pripadé prvého materidlu je patrno, Ze

dochdzi k velikému posunuti (teeni) materidlovych bodd a tim i

k jeho prasknuti, U druhého materidlu dochdzi k vibracim a pouze

k trvalé deformaci., U tohoto zplisobu reSeni zatéZovdni pevnych
materidld neni t¥eba predepisovat specidlni kriterium pro indika-
ci jeho poruSeni., Stejnd situace je patrna i na obr. 2.25b) z pri-
b&hu ﬁekv , které v misté poruSeni nekontrolovatelné roste a je

doprovizeno ristem disipace (2,4.80) a tim i zah¥ivdni materidlu.



JestliZe v rovnici (2.4.14) zanedbéme zmény teploty a tefeni
materialu (@?*0} dostavame rovnici pro $ifeni elastickych
vln. Takova rovnice je feSena pro stejné okrajové podminky (viz
obr., 2.24a)) analyticky (ve tvaru fady Besselovych funkci) pro
pulz C%%£7 ve tvaru poloviny sinusovky v praci (Brebta, Okrou=
hlik, Vales, 1985).



2.,4,4 Metoda konednych prvkd v proudéni vazké tekutiny

ReSeni vazkého stlalitelného prouddni pat¥i k velice obtiZ-
nym problémim numerické matematiky. Nevazké nestaciondrni proudé-
ni (rovnice bilance (2,1.20) s vektorem promdnnych (2,1.,25) a
vektorem tokd (2,1.26) s nulovou produkci) je problém hyperbolic-—
ky a vyzaduje zavedeni numerické viskozity (druhy Elen na pravé
strand vztahu (2.4.45))., Jak uvidime ddle, konkuruje tato numeric-
kd viskozita viskozité fyzikdlni, kterd rovmnéZ vystupuje u Clenu
s druhou derivaci podle prostorovych souradnic. Problém nestacio-
ndrniho vazkého proudéni je v zdsadé problémem parabolickym se

silnym konvektivnim Clenem, ktery vede k nestabilité vypoltu,

Byly vSak jiZ vyvinuty efektivni numerické metody, prede~
v8im tzv. Bulerova-Taylorova-Galerkinova metoda (viz kap. 2.4.1),
které dovoluji FeSit tyto problémy i na sitich, které nemusi mit
proudnicovy tvar (tzv. "unstructured grids@. UvdZzime=1li jesté,
Ze v proudovém poli existuji oblasti silnych gradientd rychlosti
jako jsou rdzové vlny, mezni vrstvy u stén a smykové vrsivy
v dplavech je zYejmé, Ze dostateCné zvlddnuti tohoto problému
vyZaduje vedle efektivnich numerickych schémat i sité s velkym
podtem prvkd, @ tudiZ i yykonné poditade. Vyvoj této oblasti
numerické metematiky neni jeSté zdaleka ukonCen. Uvedeme zdkladni
algoritmus t&chto vypodtd, tzv. schéma FCT (Flux-Corrected Trans—

port) (Lohner a kol., 1986, Koschel, Lotzerich, Vornberger, 1986).

74kladni rovnice stladitelné vazké tekutiny plynouci z bie
lanénich rovnic (2,1,14) pro vektor velilin

¥

p=(¢,0v pe)  e=u+5t (i,0=1423)
B (2,4.134)



kde 9, Vf %,IJ jsou postupné hustota, i-ta kontravariantni,
resp. l-t4 kovariantni sloZka (v kartézskych soutadnicich plati
V;%% , viz I.D2.) uné8ivé rychlosti a vnitini energie. Vektory
tokd (2.1.22) (vektor posunuti U neuvaZujeme) jsou s ohledem

na zakony bilance (I.4.1.5), (I.4.2.15) a (I.4.5.9) rovny

; ;((P} ‘gfjk‘on( 2 fﬁ;l:'s,{(f@)' (2.4.135)

Vektory konvektiwvnich tokd maji tvar (2.1.26), tj.

i

ol ; ; i i2 ; i ;
ék“(tp)%gav, ov V@pgl’?vv%pc?, ov Ve pd fgv (e +-§>i) (2.4.136),

i 9y
Do vektord disipativnich tok& jsme zahrnuli &len tﬂ39x5
z vektoru (2.1.23), takze

~7 i1 12 /3 it . L
Ja;,:s (p) =(0, Calis , elis 1 Colis | s ¥ ™ 7;) r (i,¢=123). (2.4.136),

Zanedbame-1i vn&jsi objemové zdroje tepla a vné&jsSi objemové sily
je takto upraveny vektor produkci (2.1.23) nulovy.

Disipativni toky (2@4,136)2 jsou pro Newtonovskou tekutinu

urceny konstitutivnim vztahem (I,6.5.14) t.]j.
-tij - gjfﬁﬁ+ g;[.é’)_\_’.é._ 2 C;'.ji\ﬁe ) (2.4.137)
s axt axt 3 §xt

kde MU je smykova viskozita a objemovou viskozitu zanedbavéame.

Tok tepla je s ohledem na (I.6.5.15) roven

T

q=-ad F N (2.4.138)

kde & je tepelnd vodivost tekutiny.



Dal¥i konstitutivni vztehy definuji dokonaly plyn(L7.4.2),(1.7.5.

19) a jsou rovny

prixengfe- ) L Teg(e-gt)

(2,4.139)
Zde T je teplota, c, Je mérné teplo pii konstantnim objemu 3

P

% Je izentropicky exponent, Systém bilan&nich rovnic

80 . 3dinl®) _ 34in(®)
at Ix! ox'
(2.4.140)
resp.
0 ’Qve 1 0 ]
3 i J 0 (it g | .t
yre ?V3 w ovly +d p === | s
14 el it ~ ?
Lee- Al [e ?)d T (2.4.141)

je vztahy (2.4.137) aZz (2,4.139) uzavien., Vychdzime ze soustavy
péti evoludnich rovnic s okwajovymi a pocdteénimi podminkami typu
(2.1,54), (2.1.55). Zanedbdnim pravé streny e jejich linearizaci
dostdvdme soustavu hyperbolickych rovnic (2.1.31), Jde o rovnice
typu (2.4.1.), jejichZ vlastnosti vdetnd vhodného numerického

Yeseni jsou uvedeny v Uvodu kap., 2.4 a v kap. 2.4.1.

Zdkladni ideou schématu FCT je kombinace schématu wvysokého
P4du presnosti (nap¥. ETG schématu (2.4.61)) se schématem nizkého
Pddu presnosti (nap#. Bulerovo-@Galerkinovo schéma (2,4.26) s n&-
jekym dodatednym difuznim &lenem (Zalessk, 1979). V oblastech,
kde se proménné (2.4,134) mdni jen pozvolna se pouZivéd schéms

vysokého ?4du presnosti. V oblastech ndhlych zmén (nap¥. rédzové

vin) se proto, aby nedochdzelo k nefddoucim oscilacim uZivd



2.25)

schématu prvniho Yddu a nebo i schématu vyssiho Fddu s doda-

teénou vyhlazovaci procedurou (difuzivitou).

2,25)

Schéma prvniho F4du (2,4.16) obsshuje implicitné difuzivitu, resp.
viskozitu (Godunov, Rjabenkij, 1973), jejiZ velikost je Umérnd
{-X . Takové schéma tlumi neZddouci oscilace a uyhlazuje skokové

Zmeny.

Oginky difuzivity ukédZeme na explicitnim schématu (€=0)

(2,4,16), Koeficient zesileni (2,4,17) md tvar

i -iB
f(at,h) = 1-X+X(cosp-isinp) =1~ +Xe", pro  p=kax, )
i
tekZe YeSeni v j-tém nédu v (n+1)-ni dasové rovin& je rovno

k(%) ~uot) .
(n#4) (n) + ] ii)
u, =-§(At,h) uj = oc,tg(d h)e .

Rovnice jednorozmérného nestladitelného vazkého proudéni je

2
du du du
el = Yy
’ ikx 4
a pri pocdtedni podmince uaocke mé YeSeni
bt ik(x-u,t)
u(xt)=oq, e e . iv)
Tudiz
2, .
ety ~vkat-ip ) (r)
ug =e Uy sf(at,h)ua- )
v

a p¥i ndristu dasu o at dochdzi védle fdzového posuvu k Gtlumu

(pro ax=uU,at (2,4, 5)),



Rozvojem koeficientu f(at}h) vV do tfady a porovnanim

s i) dostavéame hledany vztah mezi viskozitou a zpé&tnou diferenci

u0(1 -X) (1__ )

vi)
Pro nejkratsSi vlnovou délku 2ax , ti. p.—.—}[‘ plati
= QAXU0(4 X) (srovnej s (2.3.81)a (2.3.107)).

Jednim ze schémat, ktera potladuji neZddouci vscilace vzni=
kajici pifi numerickém FesSeni jsou schémata monotonni, ktera za=-
chovéavaji monotonnost pocateéniho FeSeni. Uvedeme definici a

zdkladni vlastnosti té&chto schémat (Kalitkin, 1978).

Necht je LJOﬁtQ *edeni hyperbolické (2.4.1) nebo para=-
bolické rovnice (2.4.6) s odpovidajicimi monotonnimi pocateénimi

podminkami (2.4.3), resp. (2.4.10), tj. pro libovolné dva body
{x,- ) X;*j}€<0x> plati
() ' .
u(Ox) u = U(, ’*J) U, (plati vZdy jen jeden znak, pro J_>_'} )
Kazdé vypoltové schéma, které tuto vlastnost #eseni zachovavéa pro

kazdy &asovy krok, nazyvame monotonni (Kalitkin, 1978).

Kazdé linearni explicitni schéma typu
(n+4) (n)
u, = ; B Ui vii)

je monotonni tehdy a jen tehdy, jestliZe je ﬁ%E?CZ

tzv. kriterium monotonniho schématu.
Dékaz tohoto tvrzeni plyne z rovnosti vii) ve tvaru

(n+4)__ U(.n”)"’z () (n )

Uiy Yicget = Yine viii)



JestliZe’ je ﬁEEO , tak se monotonnost ife3eni zachovava,

Kriterium vii) plati i pro implicitni schémata. V tom piipad&
schéma (2.4.16) prepideme do tvaru

)  Gx 0 (-@)x ™ A-(-B)x
U =T5ox%1 T ey Yt e Y

ix)

(n+1)
L?_f
dostévéme kriterium vii) ve tvaru nekoneéné {ady

(net) 1 = £y

n+ X

¥ () .
i 1+0x {+x) 4t

Implicitni schéma (2.4.16) je tedy viZdy monotonni. Explicitni

(8=0) schéma je monotonni pro O0<X <1,

hodnotu vyjédifime stejnym zp@sobem,a napf. pro o=1

Pro parabolickou rovnici (2.4.6) plyne ze schématu (2.4,22)

-4 ' (n-ri} )

(n+d) ~x (n+i} (n &)

U “(2*F> {us Y ( w)
x q- G] Q)]
e e e L .
{f} 2 I'g xi)

{n+4) (n+4)
§-1 ,LG+4 nahradime stejnymi vztahy a opét dostdvéme neko=

neénou geometrickou #adu tvaru x), ze které podle kriteria vii)

plyne nédsledujici podminka monotonnosti

(ax)’

& e
4t < 2(1-®)a

xii)



Lax - Wendroff
(2. rad)

Pfesné méren|

Euler - Galerkin
(1. rad)

Obr. 2.26

Schématické zndzornéni vlivu numerické viskozity

na zobrazeni nespojitosti v rfedeni



£ S
‘bl". 226 \\,
-~

Existuje tudiZ omezeni na velikost &asového kroku. Daldi omezeni

plynou z analyzy stability uvedeného schématu, viz vztah (2.4.34).

Pozn, :

Vlastnost monotonnich schémat,potladovat neZadouci oscilace, je
zptsobena jejich znacnou viskozitou. U nékterych schémat 1., #adu
(napi., 2.4.26) je jejich viskozita tak velika, Ze vede k neZzadou-
cimu rozmazani nespojitosti, viz obr. 2,26 '. Proto se vyvijeji
schémata, kterd maji svoji viskozitu Fizenou b&hem vypoltu tak,
Ze dochdzi k velmi pfesnému zobrazeni nespojitosti, nap#. schéma
FCT, a schémata se zmen3ujici se variaci Fedeni, tzv. TVD sché=

mata (Causon, 1988),

Budeme vychédzet z vysledkl kap. 2.4 a 2.4.1., Vektor promén=

t(n-l-{)

nych (2.2.134) oznadime U(x,t) . ReSeni v Zase t= je

(n+1) (n) )
U (x) = U(x)+AU (x) (2.4.142)

net) ()
a nadim cilem je, ziskat ALJ(X) U (x)-U (X) co nejvyi&iho Fadu

pi‘esnosti, ale bez neZ&doucich oscilaci. Oznacime indexem "hig"
- pfirGstek ziskany pomoci schématu vysokého Ffédu a indexem "low”

pomoci schématu nizkého Fadu. Vztah (2.4.142) pfepisSeme
(n+1) (m
u (x)=u (x)hm% (x) -y (x)+Au (X) (Au (x) - Au (x)) (2.4.143)
hig

Zakladni idea FCT schématu se realizuje pomoci omezujici

procedury lim, tj.
A

n+4) (nM)
U=y G0+ bim (a0 - 24" ) |
low AES K@ low (2.4.144)

(n+4)

kdle (x) u (x) +Au (x}



Omezujici procedura lim definuje antidifuzni prispévek na konel-
ném prvku (Antidiffug?ge Element Contribution) tak, Ze eliminuje
difuzni (viskdézni) ddinek schématu nizkého ¥ddu 2‘25). Konkrétné
se provddi tak, %e na kaZdém, nap¥. e-tém konedném prvku se na-
lezne &islo Cb€<<0,l>' a vyndsobi se rozdilem priristkd obou
schémat, tj.

lim (Au(' Aum) ) Cv ( -—Au(m )e .

) n "“eo
AEC Mg 9 ¥ (2.4.145)

Béhem vypodtu se zjistuje nejvdt8i oscilace jak na e-tém konedném
prvku, tak i v jeho okoli, Cim je tato oscilace v&+3{ , tim vice
se preferuje schéma & _difuzivitou (resp. nizkého Pddu), &ili Ce

jde k nule, Naopak (

. se bliZi k jedné a vice se kompenzuje

vliv difuze schématu, jestliZe doSlo k rozumnému uklidnéni osci-
laci, (Lohner a kol., 1987). Zptsob volby C; zdvisi jak na ty-
pu problému (nap¥. proudéni s fyzikdlni viskozitou &i bez ni),
tek na poétu rovnic, DileZity je i vybér veliliny pouZité v ome=-

zujici procedute (2,4.145) (nap¥. hustota, emergie, tlak, apod.).

Jak je zfejmé z kap. 2.4.1 lze schémata nizkého i vysokého
¥4du presnosti odvodit z ETG metody (2.4.52) rozSi¥ené na vice
dimenzi, Omezime se pouze na schémete prvniho & druhého Hddu, pro-

v

toZe vys88i Yady jsou nelnosné sloZité, Systém bilanénich rovnic

(2.4.,140) 2 Seme formdlné ve tvaru

94
dt

+

=9

L [ Jchs?)
(p=u, j'l@)=F, 54="=5)
¥ e O @ .4.146)



Provedeme TaylorGv rozvoj (2,4,41) do druhého Yddu a stejnym

postupem, jekym jsme odvodili (2,4,45) nalezneme

n )]
g(nﬂ): ‘‘‘‘‘‘‘ (S Anau) (At)[ (5 A.au') aa[ (3 Aaax,)]
(2.4,147)
Zde jsme zavedlli matice
) oF 35
A - ER C “F0 (2.4,148)

Anslogie se zp&tnou diferenci ve sméru konvekce @ .3.84) bude
z¥ejmd, omezime-li se pouze na jednu rovnici ze systému ( 34,146),
&ili du ) _

3t " T oxt
@.4.149)

]
a na pripad nestlaéitelné tekutiny %;\:7 =0 . Rovnice(2 ,4,149)
md tvar materidlové (konvektivni) derivace(I.3.4.7), tde Q(x;,'t)~0.
Dfky (2.4.147) miZeme psdt

()

' ' . (nd
(nsd (M At i du A'l: a (v; Zau)

L_f,! o v ax‘ 2 ax

(2,4,150)

kde vedle zp&tné diference (upwind) proti proudu obsahuje schéma
jedtd difuzi (t¥eti &len). Jde o schéma, které stird rozdil

£ - ’ I3 v o - Y I rd 3 b
mezi materidlovymi souradnicemi (X,t) a prostorovymi gourad-

nicemi (x't) (I.31,1).



PFi formulaci problémd mechaniky tekutin v materidlovych
(Lagrangeovych) souradnicich se ve vychozich rovnicich nevysky-
tuje konvektivni &len, zatim co pii prostorovém popisu hraje
konvektivni &élen, hlavné diky své nelinearité, podstatnou roli.

Z tohoto hlediska maji numericka schémata FCT zfejmé vyhody.



Prostorovou disgkretizaci provedeme tak, jak je obvyklé v me-

t0d& konednfch prvki, viz kap., 2 3. Na kaZdém konelném prvku

objemu [/ utvorime integrdlni vyraz typu (2.4.52), %j.

f ) J (n+ 4) j e <n+4>

Ve

\,»

@,4,151)

(n  (nr) ()
kde Aye = Ug ~Ug a

B at(-4 3] els-A 49) -2 A s 4]

(2.4.152)

v . ) ] m )
Redend AU, i pravou stranu B aproximujeme pomoci aproxie
madnich funkel ’% ’nejéastéji (2.3.9) a (2.3.10). Stejnym po=~
stupem, kterym jsme odvodili podminku (2,4.57) odvodime pro e=ty

konedény prvek
3.4

;'—14 ( ﬁu““:) - éem) J “:M =0

’

(2.4.153)

‘;,
kde 3 plati pro trojlhelnikovy a 4 pro &tyidl Jlemlkovy kon gf\yticky
prvek pro dvourozmé€rné problémy. Integrace je vypoctena oua'.
a nebo numericky, p¥iCemZ se ukazuje vyhodné, uZivat kvili uspofe

c¢asu nizky Pad integrace,

Pro i-t¥ ndd odvodime podminku analogickou (2.4.59), Matice
celé soustavy je pdsovd, se SiFfkou pdsu zdvislou na ¢islovédni uzld
v globdlni mnotaci, Z numerického hlediska je vyhodnéjsi uZivat

2.21)

diagonolizované matice ° . Proto uZ diagonolizujeme matici ﬁ

ve vztahu (2,4.153) pro ke¥dy konedny prvek, tj.



Lotzerich (1987)

x=5m

Blasius
vztah(%&.6.%9)

Obr. 2.27

Bezrozmérovy profil v lamindrni mezni vrstvé

na rovné desce



34 3,4

e (r)(") & n) Z e (r=- 4)
My au" = B Mae ™ Mee) Au,
k=4 k=1

(2,4.154)
'Iéf‘é niter '

a potom sestavime rovnici pro i-ty ndd, analogicky (2,4.58). Jde
o iteradéni vypocltovy proces 2.21)
-8

U

. @ vyndsobenim druhého Slenu na pravé strané (2,.4.154) n&ja-

. UZitim diagonalizované matice

kym koeficientem o zigkdme difuzni vlastnost schématu prvaniho

Pddu "25). Tento postup lze tudiZ pouZit k realizaci schématu

FCT (2,4.144).

Uvedené obecné schéma druhého Pddu (2.4,147) byvd dasto pro
stladitelné vazké proudéni modifikovdno do schématu prediktor -
- korektor . ~, viz kap. 2+5,2, Namisto jedno-

krokového postupu (2.4.,147) u¥ivéme (ILohner a kol.,, 1986):

prediktor (konvektivni Slen)

u(n+—1—) UM at aF" (2.4.155)
i o 2 aX
korektor ) . ”
1) F' Q.:(“)
A_L_‘(n) - g(m _ u(n) - —At 8 + sti
dx’ Ix
(2,4.157)

Déle je postup stejny jako u schématu (2.4.147).

Konkrétni vypodty uZivajici schématu (2. 4 154) pro Ny~ 4
jsou uvedeny ne, obr, 2.27 g 2.28 (prevzato z Lotzerich, 1987).
Na obraaku/4’~uveden bezrozmérovy rychlostni profil v mezni lami-

ndrni vrstvé nestladitelné tekutiny (specifické viskozity V=—£L )

§



. Sh
Re  |vypocet exper.
50 | 014 |~013
100 | 016 | ~0,17
200 | 020 | ~0.19

Obr, 2.28

VypoCtené proudové pole kolem vélce pii Re = 200

znazornéné relativnimi proudnicemi




pfi obtékani rovné desky bez: tlakového gradientu (viz rovnice
//r'\\\\(4ﬁ6@31), (4.6.32)). Pro srovnéni je uvedeno piesné eSeni Blasi-
gfjlziiflgj;o (Lojcjanskij, 1954) a fesdeni integrélni metodou (Mardik,

1981), viz vztah (4.6.46). Na obr. 2.28 jsou uvedeny relativni

proudnice vypoéteného vazkého obtékani valce (priméru L) pii

Lv.
//WW“\\\Liéynoldsové cisle R% = -VN==QQQ. Relativni proudnice tuto
0br220 - "
\\\\“M// virovou ffadu zietelné& zndzornuji a uréi se z rozdilu vypocteného

proudového pole a rychlosti odplouvajici virové fady. Pro srove-

nédni jsou uvedena Strouhalova ¢isla 5h='l¥1 ( F[%l je
o0

frekvence) Kérménovy virové fady v zévislosti na Cisle Re

(srovnej s obr. 4,22 a 4.23),

Na téch fastech rfesSené oblasti, kde jsou vlivy viskozity
zanedbatelné (tj. v dostatedné vzddlenosti od obtékanych povrchi)
piechdzeji rovnice (2.4.141) na rovnice Eulerovy, tj. 5-‘-‘0
Pi*i zaddvani okrajovych podminek musime existenci charakteristik
Eulerovych rovnic respektovat, viz kap. 2.5.4. Uvedenou metodou
jsou Fedeny i Eulerovy rovnice (nap#. Lohner, Morgan, Zienkie=-

wicz, 1984),.



2.5 Metoda konednych objeml, Zdkladni principy

Metoda koneénych objemi vychdzi primo ze zdkond bilance
v integrdlnim tvaru (2.1.13). Je vhodnd pro YeSeni rovnic evolud=-
niho typu a to jak explicitnimi, tak implicitnimi metodami, V prin-
cipu jde o integrdlni metodu jako v pripadé Halerkinovy metody
(2.2.35). Vdhovd funkce je identicky rovna jedné a aproximace Fre-

Seni neni predem volena.

Hleddme FeSeni rovnice bilance (2,1.20) v integrdlnim tvaru,

2 fud@duf_g_(“’aﬂ» fs(u)dw,

VT VT (2.5.1)

tde

kde vektor nezndmych @ ,1.21) znadime U , jejich toky 48(‘0

a produkce é(u) . Jsou definovdny v kap. 2,1.1 8 odpovidajicimi
konstitutivnimi vztahy v kap‘I.6. V mechanice tekutin je nejcastéj-
&1 tvar rovaic bilance dédn vztahem (2,4,140). Okrajové a poldtedni
podminky (2.1.54) a¥ (2,1.56) budou specifikovény pro kaZdy kon=
krétni p¥ipad zvldd¥. Bez Ujmy na obecnosti postupu miZeme zaned-

bat produkce, tJj. e(u)=0.

Nejd¥ive uvedeme postup, ve kterém je provedena cCasovd dige
kretizace a té je podifizena diskretizace prostorovd, resp. integ=-
race prostorovych proménnych, ReSeni hleddme na n&jaké &asové ne-
proménné oblasti V & hrenicd dV & na Zasovém intervalu (O,T).
Jak oblast, tak i Casovy interval si pFedstavime jako sjednoceni
disjunktnich podmnoZin %CV a Af't(n)*t(n-oCT s, Viz obr, 2.29

(n) y " X ) (n
zde T oznaduje n-tou dasovou rovinu, tj. T =nat,



stAt

Obr, 2.29

Znadzornéni Casové a prostorové diskretizace v metodéd

kone&nych objem& (dvourozm&rny piFipad Ve ==Vﬁ )



(n,n)da

x’ﬂ %_‘L’ ‘/— -
_7_73_ =7 V= Ve

2 nadq - ﬁdclgs

7.%4744\

/

hranice oblasti

x“y

Obr, 2.30
Znazorné&ni integrace po povrchu aV;j kone&ného objemu,
Vektor g,da ma smér normaly ke krfivkam ohranicujicim

element V%\



Rovnice (2,5.,1) pro jedenidasoprostorovy element }, xat je

T

-

[ chr 2'?@ = f dwdt + f—"—e&#d@dt = 0.

e ¢ Voxat Y »at (2,5.2)
UZitim Gaussovy véty (2,1.3) prevedeme objemovy integrdl na ine
tegrdl pres hranici 8!/e melého, ale konedného objemu /e -
Obecné plati

fydv - J.ud\/ ¥ Jge(u) ndadt =0.
v lthat e 7 gxat (2.5.3)
Dvourozmérny pripad znadime dvéms indexy i,j (‘C.J'.€=(i,j>),
situace je zndzornéna na obr. 2.30, TudiZ v koneéném objemu l’,fj
v Case th) platd
t(nn) 5 )
], = ] =1 [ tame] e
., Ut L 1t eyt o2 3y
K] ) (2.5.4)
/////// . Integrace po hranici 8V-- odpovidé integraci po

\ stranach 12, 23, 34 a 41
oén 2.20 fo=

Zav edeme ndsledujici oznaceni
\\\w/

™
Uy = = [ulx,t™) da, 2.5.5)
Aif Vi i

£ N (n I r'd ot I'd ~ el v & A
tudiz ,yw,-é) odpovida stredni hodnote reseni v objemu V".j Vv Cge

gové roviné 't(n) . Velikost toku této velidiny do (resp. z)
objemu V'g ze Gasovy interval AT  oznadime
4
n+-5) ,
Ak - L[ dadt (L=1.2).
A

''''' 'J av.'j (2'@ 5e 6)



4

Index N+5 oznatuje, Ze hodmota toku je uremna z hodnot

(n .,.i) . (n+-i) (n (e
‘g(t 2,5) v dse t - €(t,t )- Je~1i tok urten
jen pomoci hodnot v éasové roviné tU» ) pek piSeme, viz obr,
2,30,

e | H(u(t7 ) dad - [ {ute ), da -
i 9V ot I :

=[ W,é..‘{)n .,..3 ( ) ]Aq“m ; (2.5.7)

kde tedky oznaduji piFispd8vky integrace podle estatnich stran.

Indexem j-—%— oznadujeme hodnoty ne hranici 12  komeéného
objemu \{-j & Aa|, je velikost této hramice., Zdkladni sché-
ma metody konelnych objemi lze vyjddrit ve tvaru

(n+4) M F@+—)
u. =Y. —-— .
=iy iy V'}' A3 (2.5.8)
Hlavnim problémem zistdvé nalézt zplisob vypodtu toku (2,5,6)
4
v éasovém intervalu fvbrz) e pak uréit stabilitu odpovidajiciho
schématu, Potom podle Laxovy véty, kep. 2.4, lze usuzovat i na

konvergenci numerického vypodtu.

Poradi integraci pFes Sasoprostorovy objem v (2,5.1) lze i
obrdtit. Provedeme nejdiive diskretizaci prostorovou a potom Ea=-
gsovou integraci. UZitim stejného postupu jako v metodé konednych
prvki (23.5), &i integraci (2.5.7) a nebo metodou komednych -
diferenci, viz kep. 2,6, lze problém (2.5.1), resp. (2.5.2), pie=
vést na soustavu obydejnych diferencidlnich rovnic

duy
d: —F(tx ij, Y

1§ H,j ! Hi-l,j ! gi:j*" 1.9;,4‘-1 ,)

(2.5.9)



Zde gu jsou hodnoty FeSeni vi}«tém uzlu (pro dvourozmdrny
piipad). Tato soustava popisuje stejny problém jako soustave rove
nic (2,5.8), ale jejich komkrétni tvar je odlisny. Ob& soustavy

1lze dagové integrovat vicestupnovymi explicitnimi schématy typu
prediktor = korektor.

Hlavni vyhodou explicitnich schémat jsou malé ndroky na pa-
m8t poéitade a jejich relativmi jednoduchost. AvSak jejich nevy-
hodou je omezeni velikosti asového kroku (srovmej (2,4.19) s
(2.4,20)), a tim i velké ndroky ne poditalovy Sas. Tato nevyhoda
je odstrenovéna v zdsadé dvéma zpiisoby:

-~ vicestupnovymi metodami typu Runge-Kutte,

- metodami implicitnimi.



korektor

" A
T 1
| I
tmr— 1 __L__ .
q | ne+ |
t(n)- | | l |
F i-1T iih% ' , i+1
_ ___L______L___x
—l = Ax predikior
o 1 Jul
Ax X
Obr, 2.31

Znazornéni Mc Cormackova schématu prediktor=-korektor,



2 ,5,1 Vicestupniové explicitni metody

Vychdzime z explicitniho schématu {'2.5.8) a budeme piedpo-
klddat jednorozmérny linearizovany pi¥ipad rovnice (2.1.31) (nap?®.
jednorozm&rnéd rovnice (2,4.1)). Uvedené schéma (2.5.8) md kon-

krétni tvar

(net) (M cmt( (n+3) (n+%))=0

i i T ax ui+—fi - ui--}
(2.5.10)
o ]
viz obr. 2.31. Hodnoty v polovidnich kroecich if—5 odpovie

daji stfednim hodnotém na intervalu délky AX a je tak reali=-
zovédna integrace ve vztahu (2.5.8).

Iy lasovou integraci, kteréd je naznadena indexem n+—‘.§— prove-

deme ve dvou krocich, pomoci metody prediktor - korektor. Predik-

tor je pro nds explicitni schéma

() () (m (n) aat
u, =y =X (U - Y ) , pro X =750
(20 5011)
plynouci ze vztahu (2,5.10), jestliZe dosadime
q 4
m+5) (n+3) Q)
. = L. u'-i = (]
"""é‘ i+4 ? i~ ‘ (2.5.12)
Ze schématu (2,5,10) plyne i korektor, poloZime-li
9 T n+..4—)
(n+-3) 1 n  Oym ( 2 1 (M On+d)
uiq-_!z. a?(ui+1+ui ) / u;-%— ="§—(ui UL )

(2,5.13)

Koneény tvar korektoru potom je

(n+d) ) m () ©OYne) O(nsd)
i =Y "“”2‘"( g " Y u, "“;~4 )
(2.5.14)



Obr, 2.32

Prabsh koeficientu zesileni‘f(kn3)

pro Mc Cormackovo schéma



respe.

(e () (m (n) xa (n) (M (n)
u. =u —'é-(um"u;q *7(ui+4 ~2u r U ).

(2.5.15)

(n+1)
Dosazenim poruchy z rozvoje (2.4.14), tj. U; =

s . n 4
e (TR gt (1-TT)

do vztahu (2,5.15) dostdvédme pro koeficient zesileni f(X,ﬁ)

schématu prediktor - korektor vyraz

. B2 .
Ex,p)=1-ix sin3+2(ix sm—g’—) = 1-2x251r§—‘?2’- - ixsinf3,
@.5,16)

resp. !§(X,,/b)l =‘{1 +‘fx2(xz~4)sin"-%-‘ < 1 , PPO B= 2‘§AX ‘

Pribéh koeficientu zesileni tohoto schématu, které se nazyvéd

MacCormackovo je na obr. 2.32 Odtud je patrno, Ze pro maximdlni
dasovy krok, ktery nastdvd pii X =1 nedochdzi k dtlumu Zdd-
né vinové délky (stejné jako u schématu ETC (2.4.64)). Schéme je

druhého PFadu piesmosti v Case i v prostoru 2.19) . Konkrétni po-

AT N uFitd - viz (2.5.49), (2.5.50).

o, 2. 12 j s

Soust:‘c'-edime se nyﬁi na explicitni schémata (2),5.8), umoZiu-
jici poditat s deld8im Sasovym krokem (X>1) . Jsou zaloZena na
principu jednoho prediktoru a nékolika korektoriG. Jejich ideu

ukdZeme na dvourozmérném pripadé. Jde o iteradni schéma, kde nul=-

t4 iterace je prediktor

©) (n+1) u(")
U.',J' i\
(2,5.17)



a

a dalsich r iteraci jsou korektory

@Ome) () m ©
u.r-” '7"‘{*“"-'_'_4'-:t_(Fi +’Fc‘)

'13 'J 2 Vij lé ‘Ij
(2 (ns) (At m @
e o= U= (F.;
u.,a i 2\{_4, ( if aj)

(Mn+d) ") gt

m (r-9
gy = g =[-8 O8]

« ®

4

(n+) r
Uj = i;"”). (2,5.18)

Toto schéma navrhl Rizzi (1982),

Zde jsme analogicky (9.5.7) oznadili

(r
L7 (PD(ne)
oV, ‘
(2,5.19)

pfidemZ p¥i integraci po hranici koneéného objemu BV;,' pred-

poklddédme na ném néjakou aproximaci Feseni, Vdhovy faktor © je
zaveden aZ do r-té iterace.

Stabilitu tohoto schématu ukdZeme pro jednorozmérnou rovnici

(2,4.,1) apror = 3. Platd
ES) "o n
e My  m o Ox O ORN
u, =4 —?{%” — L i-1) M (ui+a 2U; + s,
ox®, m m L,
- 1¢ (uh-?: “3ui+1 + 3“!’-—1 qfui~3)

(2,5,20)

koeficient zesileni je roven

§On)=1-of+ip(F0-1) ,  pexsne

(2.5.21)



Sle ) 8=1/2

o
L.~
D

o

w

Obr, 2.33

Polérni graf koeficientu zesileni (2.5.22)
pro Rizziho schéma pro X = x-ma;("' V-%,

— &=y FV3, dy=112
o U, V2 dy=11120

Obr, 2,34
Polarni graf koeficientu zesileni (2.5.25)

pro Jamesonovo schéma X = Ymay = 2‘[—2—,




I'espe

| §6,0)] =11+ [(1-20)+ (8 sinp) ] sl < 4

(2.5.22)
Tudiz
>
‘schéma je stabilni pro
A (2,5.23)

coZ je dwojndsobek v porovmdni se schématem McCormackovym (2.5.

16). Vztah (2.5.22) je uveden na obr. 2.32 (Horejsi, 1987).

s

Podobné schéma navrhl Jameson (1983) a mid tvar

) +4) - u(n)

u, j i
)
(4):(;%) - a)i?ﬂ) -, At ’('s j
tcj);(;ms g;;*“’.. ongt f(",t:
a;mn - &):;*") - oy at é‘j
&) (n+ 9 &)(mﬂ — At E)

i i’ At Ty

{hed) (")(nq.ﬁ

uig‘ “ uij )
(2.5.24)

kde ©O¢;,0C, , OCg jsou konstanty, které se stejné jako v pri-
padd schématu (2.5.20) uréi z podminky stability. Ta md tvar

§(“4,°°2,°63‘X)“"" {- X‘ + X, 0¢ °‘3X + aJ‘ ar '!) X axsinp,
(215.25)

Pro koeficienty o~ -f-;'  OC, = *g“" a o= -%—- Jje achéma

4, Y4du presmosti v Case a 2, Ffidu presnosti v prostoru. Je



stabilni pro X “2‘ 2 a pribéh koeficientu zesileni (2,5,
e 25) je uveden na obr. 2.34 (Horejsi, 1987).

94?\ 2.3 L/ 7 Kvalitativné odlifnd z hlediske stebility jsou tzv. racio-
~-—" nélni Runge-Kutitova schémats ('Wambecq, 1978), P¥i &asové integ-
raci se vychidzi ze soustevy obylejnych diferencidlnich rovaic
(2.5.9) a tato integrace se realizuje ve dvou krocich (Satofuka,
1986). JestliZe pravou stranu rovnice (2,5,9) v n-té Easové ro-
viné oznadime ? ( U(n) lze toto schéma formdlné zapsat ve
tvaru

O)n+1) _ n)
Y, i i

(4)(,,”.4) g ( ('»(mi))

() (n#4) “”(n#) D(n+ 1)
uig'" -a Z‘(u.- A

(n+4) (0 (n+4) (”(n-H) Dine1) B (nsa)
2 =Yy “'[29@ (g™ ™) -

&) D+ DN+DH ), G) (ne
~Ur”YuQﬁ o ﬂ (umm Y )
o i§ 1§ 4 -1 ij J

(2,5,26)
B ns) U ee) @)n+1) .
kde Ay = b, Uy ba U, p¥i  b,+b,= 1
{(r () .. ) .. 3 ..
a ( f; K u';mf)) znati skaldrni souciny odpovidajicich vekto-

ra (rr'=13) ., Schéma (2.5. 26) je obecnd 1., Fddu presnosti

v ¢ase a v pPripadd, Ze b C/ = je 2., Pddu. Jeho zvldst-
nosti je, Ze je explicitni a presto je nepodminéné& stabilni (2.4.
19), jestliZfe je splnéna nerovnost

1
/< - :




Nizky F4d presmosti tohoto schématu miZe byt na prekdZku pri
vypoltu nestaciondrnich proudovych poli a pri numerické simulaci
turbulence piimym FesSenim Navierovych-Stokesovych rovnic (Tokuna-

ga, Satofuka, Miyagawa, 1986).



2,5.2 Implicitni schémata

Z pribdhu koeficientu zesileni implicitnich schémat (2.4.19)
vidime, Ze jsou nepodminéné stabilni (Beam, Warming, 1976; Lerat
a kol.,, 1982). Tato vyhoda je vSak vykoupena v&t3imi ndroky na
pamé¥ poditade p¥i inverzi rozsdhlych matic. Realizace implicit-
nich schémat v metodé koneénych objemi vychdzi opét ze vztahu
(2.5.8), kde tok v n+—g.— Cagové roviné si miZeme predstavit ve

tvaru

1
(n+a (n+4)
R 6F,

5y + (1‘8)5;") pro ©e<01).

(¢2.5.28)

Pro =1 dostévéme implicitni metodu.

Integraci (2,5.7) po strandch konedného objemu je moZno rea-
lizovat pomoci koneénych diferenci (stejné jako v jednorozmérném
p¥ipadé (2,.,5.10))., Oznalime x'=x, xt= Y a zavedeme di=-
ferenni operdtory A, Ay . Nap¥. na ortogondlni siti, kde

u

= Yipaj ~ Uiy g ,v

2ay
a Vij =AX AY mé integrace (2,5.7) tvar

aj;[.A"(“:;)) n, + J?(ugg))”a] da = [44(uf:: 4') _Jf(u‘f’::i)]_‘_‘zl *
i

. n R n . 4(n .2(n)
(g - P = aey [ a7 e 20857 ]

u.‘gﬁ - Uiy

(2.5.29)



Zménu redeni za jeden Casovy krok oznacdime

-

J (n) (n-H) u(n)
“i Y

(¢.5.30)

a tuto velidinu budeme povaZovat za neznimou.

Abychom nemuseli PeS3it soustavy nelinedrnich rovnic problém
linearizujeme
‘(Hf4) L 4t 4

P A"
’3 =4i4 * 4:4 4:;

(ntd) g (m) ) oMy (M
: +d4 + B

iﬂ)
Suy

.5.31)

n
du, i
i

-

33' ;a ‘3 éza

Matice A,B  jsou definovény vztahy (2.1.47), (2.1.48)
nebo (2,1.33).

Dosazenim (2,5,30), (2.5.28) s ohledem na (2,5.29) a (2.5,
31) dostédvéme obecny tvar implicitniho schématu

[1+80t (a,A" i )]5 gt i "

(n)
+ Ay

(2.5.32)

Provedeme~li redukci vztehu (2.5.32) pro rovaici (2.4.1)

dosgtdvéame

(‘i+8atan) 5u§") =-Ataa, u;” .5.38)
resp.

Su 627(( u(") cgu‘;’i)a _%(u(") - u(m)

A .5.33),

Stejnym postupem jako byl odvozen vztah (2,4,17) natezneme koefi~
cient zesileni schématu (2.5.33) ve tvaru

A+ ixX(O-1)sing
§<va3) T {+ixQsing ‘ (2,5.34)




Pro 924— je nepodminéné stabilni.V¥ pFipadd G’i‘jgi je

prvniho Fadu pFesnosti a pro €}='%' je 2, P4du presnosti

2
v dase %19)

Pri vySet¥ovani stability vicerozmérné dlohy piejdeme k
proménnym (2,1.34) resp. (2.1.49) & tim k maticim (2.1.38) resp.
(2.1,52), Schéme (2.5.32) prechdzi na tvar

[I t B’At@iz&x + FBJLJA)%] éu%‘) - ﬁAtﬁ'é(n)

]

(2.5.35)

takZe je nezbytné, urdit vlastni &isla matice | , A *’B'
~——~Pogtup je stejny jako v jednorozm&rném prlpadé (2 5.32) a
jeho vysledkem je, ¥%e schéme je stabilni v piipad$, kdyz zddné

vliastni ¢islo nemé absolatni hodnotu vétsi nez jedna, viz

pozn.2,18) . ) i )
P¥edpoklddejme, Ze Yeleni (2,5.32) probihd na siti N uzld.
Matice rovnice (2,5,32) je tridiagondlni, coZ vyZaduje p¥i in-
verzi pFibliZng N°
4

gperaci a pro dvourozmérny pripad (sit N x N)
operaci, Vicerozmérné problémy je‘vihodné‘ . Pedit jako po=-
sloupnost problémi jednorozmErnych, tzv. faktorizaci. Beam a
Warming (1978) navrhli schéma typu

(1+Bat a, A7) )(1+0ata,B7] )8uT = -at £”
(2,5.36)

které je soudinem dvou jednorozmérnych operdtort (Eleny druhého
rddu zenedbdvdme), Inverze této soustavy rovanic probihd ve dvou

krocich



(I +Bata, A ‘ w‘") =-At E;m

) CSu(r'a) a)

+ £ ta, B
(1+84 u;” @.5.37)

a podet operaci je opét Fddu Nz, Schéma je nepodmindné stabilni
pro € 2-2'!— a vzhledem k tomu, Ze postup (2.5.37) odpovidd
striddni smérd vfpodtu, nazyvd se také tento postup metoda stii-
davych sm8rd (ADI = Alternating Direction Implicit) (Jameson,
Yoon, 1986).

Schéma (2,5.35) lze upravit i tak, Ze soustavy rowvmic (2.5,
37) jsou trojlhelnikové, tzv. L-U rozklad 2.15) (Buratynski,
Caughey, 1986).

{ﬂ) (n) (41)]
[1+&A7] +4;B, ][I B A, | 1Sy <-atF,”
i
(2.5.38)
. - Uig ~YUiaig + 0 Yy Uy
ade Jsou A, Uy ax o BUys Ax
zpétny a dopPedny diferenéni operdtor (stejné tak pro A; . A;

a musi byt splnéno

{n)
+ A

i 2

(m

A,

(fi}

= At Q’A(n)l.,
]

E

B(n)l At GB(“ﬁllj

(2.5.39)



(n) . {m . | ;
Matice A4 az Bz mohou byt vybrdny celkem libovolné,

protoZe podminkami (2,5,39) je zdkladni schéms (2,5.31) splnéno
(2% na &leny druhého Fddu). AvSak z dlvodl numerické stability
je vyhodné, aby v kaZdém kroku byly FeSeny diagondlné dominantni

matice, Proto Jameson a Turkel (1981) navrhli matice ve tvaru

Q) Gat (4™ L =f%§§ oo e
iA‘i i3'=m2£— (A ,;1"’141) y ! éwA'p_ i 2 (A i "2'11) ¥ 4
™ Pat [ y 1 o Bat (pm I
Ba M”—é{'(B .'3'+‘2'2I) y ' B?. ig- 2 (B li{ "2'21) ¥ y

(2.5.40)

"

)
kde 4, a X, Jjsou meximdlni vlastni &isla matic A e« B

viz kep.2.5.4a I je jednotkovd matice Pddu 4 x 4 (Zdvisi na pod-
tu sloZek vektoru U )

Iteradni proces (2,5.37) mé s ohledem na (2,5,38) tvar

WIECHESR

- (n) - g}
[I *B'At(AxA,‘ i5+A¥B y J

16t

)] Ju‘.n) . &f:)cn)
. ¢ ;é‘

i '4
tz & 5- 41)

a spolivd nejprve v FeSeni horni a potom dolni trojihelnikové

sougtavy.

Pri periodické okrajové podmince, viz obr, 2.20, jiZ matice
v (2.5,39) nejsou trojihelnikové (maji nenulové prvky v opadném

e v & 2
rohu), je proto nutné pouZit néktery z relaxadnich procesi 15) .

napr. SIOR a nebo specidlni metodu pro tento typ matic (Buratyn-
ski, Caughey, 1986).



2,5.3 Tlumici &leny numerickych schémat. Metoda multigrid

P#i vypoltech proudovych poli, predev8im p#i transsonickych
rychlostech,kdy se v proudovém poli objevuje rdzovd vlina, dochéd-
z1i k neZddoucim numerickym oscilacim s krdtkou vlinovou délkou
( 0~ 2ax ), Krdtké vinové délky se tlum{ pomoci viskdznich Sle=-

ni, které maji obvykle tvar

pa ((z) au) 3 3 ((,,) 33u)
-~ e AX) —— =—=] ,
(ax) Ix (in ox ! ( ) Ox " ax3
(2.5.42)
2 €Y
p¥icemZ koeficienty numerické viskozity d-ln . c"‘n mohou

byt také povaZovény za konstanty a stdt pred derivacemi 2, a 4.
Yddu, Prvni vyraz modeluje skutelnou fyzikdlni viskozitu tekuti-
ny (viz ,('2‘3'81)) a zpisobuje proto "rozmdznuti®™ rdzové vliny a
utlumeni (disipaci)oscilaci v jejim blizkém okoli. Tento typ nu-
merické viskozity netlumi jiZ tek siln€ oscilace v hladké 3dsti

feSeni, kde je vyhodn&jsi &lem se &tvrtou derivaci.

(2) ®
Koeficienty numerické viskozity ézl,, ’ Cu" musi mit

ndsledujici vliestnostis

(2)
1) citlivost k nespojitostem typu rdzové vliny; M, by méla byt

¥ddu AX , znalime éJnr-'O(Ax)
ii) vystupuji v konzervativaim tvaru (2.%.20)

iii) ve spojité oblasti nemaji vliv na pFesnost numerického sché-
YY) r-4
matu, tj. @n.yn=0((m‘) ) , kde r je #4d presnosti

schématu v prostorovych proménnych

iv) zachovdvaji linedrni stabilitu zdkladniho schématu.



lg(e)l

g2 \/3 10
a) 0 1
§=112; oz 1120, X=718 Ximax
HE
b) IC \B 0
0 1
oL, =114; =112, dy=11/20
=50, X=7/8X
I§(3)l
c)
T WVAR

0 1
dy=1k; oy=1/2; oL,=11]20

(0= 1132, X=T18X gy



Obr, 2.35
Poléarni grafy koeficientu piechodu (pro

a) Rizziho schéma (2.5.20) s disipativnim Clenem (2.5.,44)
b) Jamesonovo schéma (2.5.24) s disipativnim &lenem (2.5,44)

¢) Jamesonovo schéma (2.5.24) s disipativnim ¢lenem (2.5.45)



Vliivy disipace (viskozity) (2.5.42) budeme analyzovat na
obecném implicitnim schématu (2.5.31) redukovaném ne jednoroz-

mérny p¥ipad
(2) 4 o _
[T+ Gatan ~ ataxa (y,, ) * at(ax)a (G 8, )I‘;
= -A”t[OAx - AXA (@n ex A”) + (Ax) A (ﬁi ox xxx)] Ufn).

(2.5.43)

Diferenéni operdtory jsou definovdny nédsledujicim zplsobem

é/(u-'-a—( Yied U) (.u;-—....( -d
Ax<gaxgi>=r[ o )

(2,5.44)

H‘*a( “ivo 3‘-" "3"‘: u:-,) -, _ (,Hi"sgf"’suiq"ui—g)]
AXQ"A Us) = (ax)’

(2. 504‘5)

(2) “)
Doddnim pouze explicitni numerické viskozity Hnex Mn ex

zlgtdvd matice tridiagondlni, ale zmensSuje se hranice stability.
Pro explicitni schémata (2.5.18) a (2.5.24) je uveden pribéh
S koeficientu zesilendi g([b) na obr.2.3° a,b,c (Horejsi, 1987).

391’_@ o Uvedeme konkrétni numerickj vypoéet dvourozmérnych Eulero-
vych rovnic (2.4.,440) (pro -44 (p)= 0, ,3,3 42) Vektor
neznédmych je . S S

u=(g, ?" QV,?E’} (2.5.46)

a jejich divergentni zdpis je dédn
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Obr. 2.36

a)

Interferogram proudového pole profilové mfiZe DCA 8% a jeho
vypodet metodou (Mc Cormack) (2.5.39), (2.5.50)
rychlost proudu pfed wmiizi

Mp = 0,91; Ghel nébdhu o, = 0,2°




Obr.2.36

b)
rychlost proudu pied mriZi

M = 1,13; 4hel nab&hu x.= 0,3°,

o0



: o ] e ]
3 [9Y'] 5 S’("’) ol g |y

9x | oV’ v dy ?(Vz)z*P
o ?y (e+-94} gvz(e _,_%2) @.5.47)

kde
T

Pro sloZité geometrické oblasti je lepSi pouZit rowvmice (2,5.47)

(2,5.48)

v transformovaném tvaru (@,1.45). Soustava rovnic (2.5.47) je

vychozi pro metodu konmeénych objemi (2.5.2) v mechanice tekutin.

Soustiedime se na McCormackovo explicitni schéma prediktor

(2,5.11)
Oy n+4) OTYY » (n)
¥ _atp

= u .
(2,5.49)
korektor (2.5.14)
) pt m (0 o
.= A - —— xat D U,
(2P 5’ 50)
. () )
Vypodet toki F:g \ E; je proveden podle vztahu (2,5,
29) a 8len D, ggﬁ je explicitni numerickd viskozita
g8 derivaci 2, Pddu
@ L) 24 u” 3w ) _@__g_‘f )
m)) [é"nem(‘ l) J*'é'yl:yrx,ea,?—(lu D Ix
(4,5.51)

pridemZ jsou derivace nahrazeny diferendnim operdtorem (2.5.44)

Na obr.2.36 a,b jsou uvedena rychlostni pole (Edry konstantniho



.

e

Lr.2.36 3

Machova ¢isla P1=J%; ) p*i proudéni lopatkovou miffiZi, tvo-
*enou z 8% dvoukruhovych profild& (Kozel, Vaviincové, 1987).

Z uvedeného interferogramu (experiment UT TSAV) je patrny velmi
dobry souhlas jak v pribé&hu &elnich, tak i patnich rézeovych vln

a Car konstantniho Machova €isla. Rézové vlny jsou v disledku nu=-

3) (i) (2) (n)
merické viskozity pon&kud "rozméznuty" (énex;"wlu Lé/ln'ex.QNO,SIUnD.

Toto "rozméznuti” je tim men$i, &im jemnd j8i je sit Cﬁx—a-O}

V pripadé, Ze je numerickd viskozita zavedena jenom impli-
citné, je hranice stability (2.5.34) schémat zachovéna, ale matice
soustavy (2.5.43) je pro éiz,',.,,%o tridiagondlni a pfi ﬁ;‘;nv‘()
p&tidiagondlni. Tlumeni viskoznim &lenem s 22;h7 je dalezité
pFi odstrafovédni oscilaci krdtké vlnové délky ({~2ax), které

se vyrazné projevuji pii metod& multigrid.

Metoda multigrid pro implicitni schémata k resSeni stacionéar=-
nich Eulerovych rovnic byla poprvé uZita v r.1981 (R.H, Ni, 198l).

Tento princip rozpracoval Jameson (1983) uZzitim schématu (2.5.37).

Piredpokladejme, Ze vypolet probihé na dvou sitich s charakte=-

ristickymi rozméry ,Ax:=h,2h (viz obr. 2.18), Hodnoty proménnych

uunk na jemndj8i siti transformujeme na hust3i sif podle pra-

vidla

G- (™)

e o = ) (2.5.52)
Zde jsme oznadili %: objem (ve dvourozmérném ptripadé plochu)

konetného objemu pifi siti s rozmérem h a % pro hustdi sit,
2h h 2h

tj. V;ah=§\éh , kde € probina (ij), (i=4,§), (i~1,§~1),(i§~1)

(viz obr., 2.30). Operaci (2.5.52) nazyvéme restrikeci {srovnej
¢h
I

s operatoren h

(2.3.135)).



Staciondrni FeSeni Eulerovych rovanic musi v kaZdém bodé

sité vyhovovat vztahu

mh N ) (mh
Fn:j =J. 3 (U("-‘ ,’X)H[OIQ = g ;:': 0 (2.5.53)
a; "

tj. bilance velidin (2,5.46) v objemu V,: konverguje k nule,
Velikost zbytkového toku nazyvédme reziduem (srovmej s (2,.3.127))
ne siti charakteristického rozméru h . Heeni uf-;)eh, U:;)%,'--
na hustych sitich a jejich vyuZiti opét na siti nejjemndjsi se

provddi ndsledujicim zpisobem:

(mh
I) Vypodet Fedeni U;a- podle schématu (2.5.37)1s rezi-
duem (go’)'- 53)
v v & (n)h r'd
II) Trensformace FeSeni ‘3‘51 (restrikce) operdtorem (2,5.52)

III) Vybdr rezidua z jemné sitd pro hrubou si¥ je proveden takto:

1) definujeme tzv, “hmaci® funkei

2h (mh W
Pe = Z ]'; T e )
2h eh h 2h (2- 5: 54’)

kde
“ 4)
2h Lf op
F =j_4 (u, )neda

ﬂm,e
{ .5'55)
Z}' )

je reziduum ziskené z Yedeni (2,5.52).

2) vypodet na hirubé siti s rozmérem 2h a reziduem

mzh Wy, 2h mh
= + =
k, R"=) K,

€ e

podle schématu (2.5,37) pri stejném Courantové Sisle X .



3) vypolet na jeSt& hrubsi giti s rozmdrem 4%h a reziduem

chh th Z( (n')Zh " h)“

€4 €2h
m2zh (‘)2;, t(mh
=Z(F; SEPeYRT)
€, 2h ¢h € h (2.5.5T7)
(m)2h . desi
kde F; je reziduum vypo&temé podle jeho defi-
L th (m2h . , .
nice (2.5.53) z YeSeni Ui zigkeného v predcho-

{m kroku 2). VjpoSet rezidua podle (2.5.57) lze rozS8iFfit
na daldi hustdi sitd tek, Ze FeSeni na nejhrubdi siti zd-

visi ne reziduu sit& nejjemndjsdi, Basové kroky jsou vole=

ny tak, aby &islo X bylo na viech sitich stejné,

(n)
IV) Korekce 5y,j (2.5.30) vypodtend na kaZdé siti je pFendSena
k ndsledujici jemn&jsi siti bilinedrni interpolaci, viz obr,

o 2.7 d.
AT S
2bp2.37 Procesy I a¥ IV se opakuji. Kone&né FeSeni na nejjemndjsi
o siti je nazdvislé na volb& okrajovych podminek na hrubych sitich.
2,26)

Okrajové podminky se zaddvaji na keZdé siti obvyklym zplsobem,

2,26)
Nap¥. podminka neprostupnosti stén §><V'n,~)“0 vede s ohledem
na 2, a 3. rowici (2,5.47) na vypodet derivace gvk 8n

(kf=12), kde n =(n, ,Ny) je normédla profilu. Tuto derivaci

tleku extrapolujeme z povrchu pomoci okolnich nddéi, Nemi-li po-
uzitd sit ortogondlni, typu 29.37a), je vyhodné pouZit transfor-
movanych rovnic (3,1.45). gdévéni/ okrajovych podminek daleko od

profilu, je uvedeno v kap. 2.5.4.
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Obr, 2.37

ReSeni Eulerovych rovnic (2.5.37) v okoli profilu NACA 0012
implicitni metodou (2.5.,37) (srovnej s obr, 2,19)
a) pouzitd sif (tzv. O - sif, nejjemndjsi 128 x 32)
b) préb&h tlakového koeficientu G,
c) rozloZeni Machova &isla v okoli profilu
d) multigrid na &tyfech sitich, = vypofet (2.5.37)
© - vybdr rezidua (2.5.56), (2.5.57), ....
() - interpolace

d) ---— rychlost konvergence na jedné siti

rychlost konvergence s multigridem



Interpolace odchylky d’u‘,}’ (2.5.30) zpét k nejjemnd;id{ siti
zandsi do vypolétu chyby, které neni moZno ztlumit. Proto je ve=-
lice dilezité, aby numerické schéma mélo schopnost,tlumit poruchy
vysoké frekvence, Toho lze dosdhnout pomoci viskéznich Slenl

(205042) se 40 derivac’io

Budeme vySetrovat stabilitu dvourozmérného modelového problé-

mny

o @ 0 9 Wy B 3 9%
a‘; anAX(‘é’%'?“"é‘an(AX (a !)‘1 =

@ W &3 3
= Unex Z_—_Ax (8x 8)2 éJ"e"Z x) (9xb)*

(2,5.58)

2
von Neumannovou metodou ‘18). ReSeni piedpokldddme ve tvaru

(nM) g(x 5 Bz) ’ rde uf;) ~o,, E(+78,8,)
,(&1;( 1-& X‘) k"‘z

Numericky vypodet rovnice (2,5,58) provddime metodou fakborizace
2

(2.5.37) na pravidelné siti B =ax'=AX . ProtoZe ndm jde o tt=

lum poruch nejkratSich vlinovych délek stanovime koeficient zesi-

leni jen pro /3,=/52=~

(2) [¢)) “)

f(x = [llx é’ln.!m ?ng"’m)] :.)2[17/{(&}" im z’d”n IM)] 4 8%( "ex.’.LléJnex)
' 1+ BX(Hn im l’é{‘mm) l,x) (l;i:v vm*éé‘:’)’ '"”)z
A ‘-"'%?‘ . (2,5.59)

Vhodnou volbou zdvislosti koeficientid numerické vigkozity lze do-

séhnout i toho, Ze 5(76,7)"0 t3.

B o = 7 (2022 (ot iy ~1)-

(25.60)



Ze zdvislosti (¢.5.59) plyne numerickymi experimenty ovéieny po-
znatek, Ze implicitni tlumenl.Yyhlazujeoscilace mnohem lépe nez
explicitni,

~ Konkrétni uZiti metody multigrid, kroky I -~ IV, je uvedeno
na obr. 2-3.7 (Jameson, Yoon, 1986) a pro srovndni je YeSeno stej=-
né zadéni jako na obr. 2.19. Rovnice (2.5,47) byly poéitény im-
plicitnim schématem (2.5.37) s uvaZovdnim obou viskozit (2.5.42).
Vztah mezi implicitni a explicitni viskozitou byl urden vzorcem
(2.5.60), %3, |

¢ 4
B et ) o e (22 %),
(2,5,61)

Mirou konvergence byl logaritmus st¥edni kvadratické odchylky
hustoty na jemné siti, t3.

{
[ Z (n)h (Ml)hj]

Ngo (2.5.62)

xkae N je podet uzlt a @, klidavd hustota. Jak je patrno

z obr,2.37c.) je konvergence s multigridem na &tyFfech sitich

8 numerickou viskozitou (2,5.61) asi 15x rychlejdi neZ p¥i vypod-
tu na jedné siti. Jeden cyklus multigridu je p¥ibliZné roven, co

do préce po¥itade, 4/3 iteraci na nejjemndjsi siti (protoZe

1+ 1% ?%? = %%). TudiZ poCet cykldi multigridu,viz
f~457d) je p?ibliZnd 3/4 x (podet iteraci). Dalsiho zrychleni
konvergence ke staciondrnimu stavu by bylo moZno dosdhnout jesté

uZitim prom&nného X , tj. prom&nného Sasového kroku, viz
(2.5.59).



Pro fedSeni staciondrnich Eulerovych rovaic je implicitni
metoda (2,5.37) pondkud ndrodndjsi ne¥ vicestupnové explicitni
metoda (2,5.24) s metodou multigrid . AvSak pro FedSeni nestacio-
ndrnich problémi se jevi implicitni metody vyhodnéjsdi.



2.5.4 Zadavéni okrajovych podminek pro hyperbolické rovnice

Parcidlni diferencidlni rovnice nazyvéme hyperbolickymi,
jestliZe v eSené oblasti existuji takové redlné kiivky, napf.
(2.4.5), (2.2.27) (ve dvourozmé&rnych oblastech) a nebo plochy
¢i objemy (v oblastech troj a &tyfrozmérnych), tzv. charakterts=~
tiky, podél kterych neni rfedeni nezdvislé. Navic lze ukézat
(viz dale), Ze pro tento typ rovnic existuji veliéiny, tzv. inva-
rianty, které jsou podél charakteristik konstantni. Proto neni
moZno zadavat libovoln& na hranici rfeSené oblasti poCatelni a
okrajové podminky, viz obr. 2.21, resp. okrajové podminky, viz
obr. 2.5. Z tohoto d@vodu je nezbytné zjistit, které charakteris-
tiky vychézeji ven z feSené oblasti a odpovidajici okrajovou pod-
minku pfizpldsobit (extrapolovat) zevnit#,

Budeme vysetiovat piipad proudé&ni na obr. 2.38a). UvaZujme
né jaky bod P na hranici dV  resené oblasti V . Touto hranici
proud tekutiny bud vstupuje v'>(0 nebo vystupuje v1<0 )
Prfedpokladejme, Ze jé proudéni popséno Eulérovymi rovnicemi
(viz kap. 2.1.2), které z divodu snazdiho kvalitativniho rozboru
zjednoduSime do tvaru (2.1.36)., JestliZe je tok v okoli bodu P
vyrovnany, pak rovnice (2.1.36) pfechézi na jednorozm&rnou homo=-

genni rovnici

] 2

ow Z@w =0 VAV (2.5.63)

3t "k

kde Zi je urdeno vyrazem (2.1,38)1,

w=(0,v

Charakteristiky této rovnice budeme hledat postupem, uvedenym
! ~
v kap. 2.4. Najdeme nejprve vlastni ¢&isla &;=€$§) matice{Ai
q , ‘;. "
tJ. .
I @ ~ &
olet[l 2l "Olet'fé"l’ll =0



resp.

o 0 ]
Vi-4 , ? ! 0 !
| T O R gl a2 (e4)] -0
0 ,0 v=2,0
0 0 0 v (2.5.64)

Existuji ¢ty¥i vlastni &isla

4 1 1 - 1
2,5V, A,=V A= V=CL A=V -

kv
%"2

. 4B

(2.5.65)

[ 8] .

(oo izotermickd rychlost zvuku).

K témto vliastnim Eislim existuji vlastni vektory,pomoci nichZ

gegstrojime transformaci, kterou pFfevedeme matici % do diagondl-

niho tvaru a tim rovnici (2.5.63) do tzv. kanonického tvaru.

Z tohoto kanonického tvaru lze odvodit velidiny, tzv. Rlemannovy

invarianty, které zistdvaji podél charakteristik konstentni (Go =

220 12
N 2,27)

dunov, 1971) 2+27)

Zrangfromace rovanice (2.5,63) do diagondlniho tvaru je ek-

vivalentni s ilohou, nalézt vlastni &isla 1.~ matice X a k nim

odpovidajici vlastni vektory )%

I‘3'10). Pogstup ukdZeme na jed-

norozmdrnych Eulerovych rovnicich (2,5.47)

d

? '
5 9: +—§;— g(v)2+p =(.

(pe+ P)Y,

i)



supersonika
Ivl>c,

4 podminky X >4dnd podminka
[==] vnéjsi oblast [ 1 fedend oblast
b)
Obr. 2,38

Zadévéni okrajovych podminek pro hyperbolické rovnice
a) znézorndni vstupnich pedminek
b) podet zaddvanych podminek na vetupu, resp. vystupu

pFi subsonickém a supersonickém proudéni



<«—5 ohledem na (2.la24) e (201¢44) je Pz(%*4>?e -%Zi?vz‘
du  GF
ral el

Rovnici i), kterou formdlné& zapiSeme r

linearizujeme na tvar (2.5.63), viz kap. 2.1.2, _g_é‘-!..,.A.g_%zo’

kde
u =(o, ov,¢e)
0 , 0
A=“§§= 2300 - | -4
| L(ac-!)v{aeev,—»;'Z_—(aw)vzme, 2 0
(srovnej s matici (2.1.47) pro v'=V] =y 191, g)g % ,__0

_._’24 = .?_’_‘_2 = o)
ag’- at’ '
P¥ejdeme k proménnym )ﬁ{_’(?,v, P) Ve kterych bude ziejmd vzéd-
jemnéd souvislosgt rychlosti pohybu Y & rychlosti zvuku (V“(’ée)?.

%%

=g
PouZijeme transformaci P a P (viz (2.1.49) a (2,1.50)) tak,

Ze

Paw APaw 0 xae ou=Pdlw, dwaﬁ;/u

T i4d)

-4
vyndsobime zleva matici inverzni P a dostdvdme konedny tvar

Jjednorozmérnych linearizovanyeh Eulerovych rovanic v proménnych,

QP

ax | iv)



Konkrétni tvar jedmotlivych matic je

v, 0 0 (4,0,0]
~ o 10, v ., & P=|v.9¢,0 ,
A’PAP 23 ! ..Y_2 v-—{-
LOr U! ] LZ'?’QE—L
[ . 0 0 ]
PRI B A . A 0
P =3 9 ’
(95-4)—%—2' y ~(3=-Dv , -1

v)

Vliagtni ¢isla matice K'jsou dény podminkou (2,5,64), kterd pro

p¥ipad rovnic iv) vede na algebraickou rovnici

(v—J_)[(V- sl)z - &] = 0.

vi)

Jeji koreny jsou hledand vlastni ¢isla

,,24='V JiZ=V+(’/ , V23=’V“('/, vii)

Vzhledem k tomu, Ze se pii tremsformeci P (vztah v)) vlastnd

8igle neméni, jsou vii) vlastnimi 3isly i matice A (vztah iil)).
, I,

VypoSteme k nim odpovidajici vliastni vektory, viz pozn.3'10).

Tyto vektory tvoFi sloupce matice N, tj.

o

N =

L

1
0
0

A
02

e
?(‘/
{

g

UZ.

A
g !

1

-4

N==

o

hos

10
&2

0 ¢
&/

ol M~ o

viii)



Pomoci t&chto matic lze soustavu iv) piéve’st do diagondlniho

tvaru (srovnej s matici i1) v poznt 3+10))
3? +d:ag{.1.,,.1, '1,3 ﬁi?.. )
ix)
kde
-4 ed .
z=N , N7AN = diag{a,,2,,4} . »

Tvar rovnice ix) nazyvéme kanonickym a proménné Z  Riemannovy
invaerianty. V neSem pripadé iv) jsou invarianty s ohledem na

viii) rovny

Ha 0 ...g.z = konst. ' z"'a: p+ eV = konst. , 23'= P“?UV = Ronst.
xi)

a jsou podél charekteristik ??‘ = '{ZX,"-?‘&""ST definovanych rovnicemi

SJ...)S. =1 (Pro X:{,Q,J)
dt I '
xii)
konsteantni. Rovnice ix) lze totiZ zapsat do tvaru
—ty e Vs o o i
dt v Qt ¥ "ax 0 (Pm ¥y "!.2;3, ) xiii)
Iy = konst nesiita se pres y)

odkud je invariance velicéin zr

v

jiZ z¥ejmé (Godunov, 1971).
Invarience =z se uZivd k Feseni hyperbolickych rovnic tzv.
metodou charekteristik (Tichonov, Samarskij, 1955; Liepmann,

Roshko, 1957).




Najdeme vlastni vektory y‘r 1.3.10) metice A (2,1.38), ti.

Z Aoy Y (nestita se phes ), (2.5.67)

abychom pomoci nich mohli nalézt diagomnalizujici transformaci N.

Tyto vliastni vektory tvori sloupce matice N a je moZno je volit

tak, Ze dostdvame

0 ,0 , 1 ,0 ] '—3—2“2."‘" e ]
0 RS (c,f(r/—e') (&) -e2)
4 0 0 ] 0 ’4 | 0 0 ¢ ) ( )
I 7 2 - g(‘f“ - ?U o
N (Mr)z Q- z“?&vz ! ”9&"3 ' N 1,0 0
-(('/r)z, ?C/_,. , ?kV" , 9&\{3 0 ' i1, 0 1 0
ho ) L !
(2,5.68)
a plati tudiZ
wd g
N AN = c‘iag(‘lh'}%!lala"l) .
, (2,5,69)

pak miZeme piretransformovat do charakte-

Vektor proménnych W
ristickych proménnych (RBiemannovych invariantd) Z

pomoci
il
Z =~‘;N W

‘Kanonicky tvar rovmice (2,5.63) je
dZ(xt) _ a2 - 0
dt |, "t g 3):
| p =kenst (2.5.71)
pro X‘"‘f,2,3,‘f ~ neséita se pr“es(y"




kde yzy-.-. xt"zft = fonst. jsou charakteristiky rovnice (2.5.63)

TudiZ Riemannovy invarienty Z‘r

jsou podél charakteristik
konstantni, Této zkuSenosti vyuZivdme p¥i urdovédni nezndmych ok=-
rajovych podminek v tom p¥ipadé, kdy charskteristiky miri z FeSe-
né oblasti. Extrapolujeme padél nich FesSeni z Fedené oblasti a

uréime pivodni proménné W =Nz na hranici pro dalsi da-
sovou iteraci. Rozdéleni okrajovych podminek pro rizné typu prou-

déni je na obr.2.38b ).

Pro Gplnost jesté uvedeme vlastni Eisla linearizovanych
Eulerovych rovnic v obecnych ki ivodarych souradnicich (2,1.51).
Vliastni ¢isle matice EM (2.1.52) jsou

4 ox ox
aay=v' a,= V' 3{( g) (g) (2,5.72)

~&l
e matice B

ax)i 2
2 2, & (2.5.73)
A= A=V ‘2'39=ViD (f) (f

!

Stejnym postupem jako vysSe nalezneme vlastni vektory y.r

metice N a invarianty z.



2,6 Princip metody konednych diferenci

Princip této metody vychdzi z lokdlni formulece YeSeného
problému. Tim jsou ddvény do relace jem hodnoty v jednom bods
prostoru, &i v jednom Easovém okéméiku. V metodé koneénych dife-
renci, nékdy téZ nazyvané metoda siti, se nahrazuji derivace di-
ferencemi & problém se tak prevddi na soustavy algebraickych rov-

nic pro nezndmé hodnoty ¥eSeni U,; v uzlech sitd I, 4 o

{
KaZdou derivaci miZeme nahradit symetrickou konednou dife-

renci, tj. (viz obr. 2,.39)

(ﬁg_y_) N Uit,j =Yg g
dx i 2AX (2.6.1)

a nebo diferenci nesymetrickou. Z kriterii{ stability v kap., 2.4

plyne, Ze pro hyperbolické problémy je t¥eba symetrickou diferen~
ci nehrazovat zp&tnou diferenci, viz (2-4.16)

aAx

Usegg~U; ; U = U s
(QU) ~ = ¥ { resp. i-4.4 u’13 ‘
9 /;j ' AX

Cobr2.39—> 2.6.2)
S Obvykly postup v metodé koneCnych diferenci ukéZeme na rovanici

%E+—%§-=0 @.,6.3)

pod kterou si miZeme pFedstavit rovmici bilance hmotnosti €.3.54)
pro dvourozmdrny piipad fagv’, 9 =§’V2. Tato rovnice méni
pPi zvukové rychlosti svllj typ z eliptické na hyperbolickou a
proto pFi odvozovdni numerického schématu je t¥eba prejit od sy-

metrické diference k diferenci zpétné, To se provddi pomoci pie-

pinaci funkce



a)

/Symetrické diference

zpétné diference(zavedeni numerické vazkosti)

b)

Ay

L
é

[ ]

1

&

9

4

Obr., 2,38

Zékladni schémata metody koneénych divergenci
a) vyjédifeni lokélni bilance v bod& (i, j)

b) schémata pro rézné typy rovnic




0 elipticky bod
éunia"=
hyperbolicky bod

?

(2.6.4)

kterou miZeme interpretovat jako numerickou viskozitu (2,3.81)

& nebo (?.5.42)1.

Diferendni schéma pro konzervetivni zdpis rovanice (2.6.3)

Fl [} E", ’ F-‘,'-.F;-?-,' ,"i-* e
\ ( nq) i '”'f'é-‘n\-a 41 74 ~9,;*z 9 {320

AX AX AY

(2,6.5)

Sitové body realizujici pln& diferendni konzervativni schéma jsou
uvedeny na obr, 2.39b), Exigtence rdzového bodu je zplisobena hod-
notou C’n,sfo a é/l,,';f‘. Diferendni schéma {2.6.5) pak miZeme
upravit

F-,J.-"’F. F c--F. 3 . F { .-F_ .
i 1= Ui 3F | | =g Ea [t o}
'zax ’*ﬁwu jlm'“a”&w :zgx ty,

(2.6.6)

Vrdtime-1i se zpét k parcidlnim derivacim vidime, Ze Yedime

v podstaté rovmici

9F -l"—a" SAXaS ( n-E) O[(A")zz (Ay)z] )

dx J (2.6.7)



kterd proti pivodni rowvmici (2.6.3) obsahugje &lem s vazkosti Mn
Pimto zpisobem se lze z podminek stability schématu (2.4.19)
pro hyperbolicky problém (coZ souvisi s existenci charakteristiky
a nutnosti zpétné diference) dobrat k nutnosti, zavést numerickou
vigkozitu, Porovnej s tlumenim poruch krdtké vlnové délky, kap.
2.5, 30

Metoda konednych diferenci vedla diky své jednoduchssti ke
konkrétnim vysledkim d¥ive, neZ metoda konednych prvki ¢i metoda
konednych objemli, Jeji hlavani nevfhodou je Spatnd aplikace okra-
jovych podminek na oblastech sloZitého geometrického tvaru., Nice
méné, zkulenosti ziskané touto metodou obohatily obé predchdzejici
metody v kap. 2.3 aZ 2.5, Jde pPedevdim o souvislost numerické
viskozity U, a zp8tné diference %.25) (2,6.5), (2,6.7), na kte=
rou v souvislosti s reSenim transsonického potencidlniho proudéni
(soudasny vyskyt eliptické, parabelické a hyperbolické oblasti)
nejd¥ive poukdzali Godunov (1971, 1973), Jameson (1975) a Hafez,
Murmen, South (1978).





