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Publikace uvdd{ ¥tendte do problém).mechaniky. kont inua. - Systema-
ticky vysvitluje zékladn{ pojmy a definice. sz mechaniky spojitého pro-
stfedf, jako napf, definici t&lesa a Jeho pohybu, matematicky zpisob
popisu pohybu kontinua a tomu odpovidajfe{ deforma¥ni veli¥iny, mecha-
nickou préei v riizngch souradnych soustavéech, bdzové vektory a metrick}
tenzor, tenzor pretvorent t&lesa, rozbor napjatosti, konstituinf rov-
nice pro elasticky materidl, elastické vliastnosti porézntho materidluy,
konstruk&ni anizotropil atd. Kakdd kapitola Je doplnéna p¥ifklady a
souhrnem. : ; : _

Cflem publikace je pﬁspat_ ¥ roz&fPen{ a prohloubent znalost{,
bez nichi nelze porozumst vypoéetnim‘pogtupﬁm a metodédm nezbytnym ze-
jména pFi zavé&d¥nf novych materisld do konstruk®nf praxe. Je urdena
vdem technikm, ktef! Fesf sloxité praktickd konstruk&ni pFipady.

}



. PREDVLUVA

Zarazenim cyklu seminéfd o zékladnich principech mechaniky konti-.
nua se (VIS -~ DOm techniky Prasha sna%i prispst k rozéifent a prohlou
ben{ znalost{, bez nich% nelze porozumdt vypofetnim postupim a meto-
dém nezbytnym zejména pri zavéddni novych materidld do konstruk&n{
praxe. Jde predeviim o nekovové, popf. sloZené (kompozitni) materidly,
ddle o rdzné typy konstrukinf anizotropie, materidly p¥fbuzné pry#i,
porézn{ materidly aj. PFi rozboru vlastnost{ t&chto materidld a pPi
Feden{ problémy s Jejich aplikaci je nutné zndt nejen zdkladni zékony
mechaniky, bez nich% se neobejdeme ani pfi Feden{ jednodussich dloh
z teorie pruZnosti, plasticity, tedenf apod., ale také modern{ matema-
tické prostiedky, bez nich%¥ by byla formulace élozitych dloh velmi ne-
pfehlednd, ne-1i nemoZné. Predpokléddédme, e semindfe s touto temat ikoy
 zgujmou nejen pracovniky, Fe3fc{ sloiité prsktické ukoly, ale 1 ty,
 kterf{ si doplhujf své vzdsléni formou aspirantury nebo videcké pfipras

vy. '

Seminéfe Jjsou zamdfeny podle pot¥eb Birsf{ technické verejnosti,
proto se snaZime, aby viiclad byl co nejndzorndj&1f, doprovédzen &etnymi
pfiklady. Seminéfe mohou poskytnout pouze zéklady. Kdo si bude chtit:
osvojit hlubdf gktivn{ znalosti, bude muait dé1e samostatng studovat.
Ka2dy} GZastnfk semindfe by si viak m51l odnést alespon tolik poznatkd,
kolik potfebuje ke studiu nérodnZjs{ odborné literatury z uvedeného
oboru a k jJejf praktické aplikaci. ,

Pracovnfci GVIS - Domu techniky Praha doufajf,%e seminéfe s timto
gamgfenim prispsjf k vat3f{mu vyuiit{ vysledkd z teoretickych obord
v konstrukin{ a technologické praxi. ‘

Formélni aparét, ktery v této publikaci uZivéme, dovoluje probi-
rat létku ve vit3f obecnosti, klade v3ak mimofddné néroky na jejf
_technickou pFipravu. Autor je proto hluboce vdd%en pracovnikdm (VTS =

~ Domu techniky Praha za mimo#é4dné usilf, které v&novali vZasnému
a pe¥livému vyddnf pudblikace, a upf{mns jim za n& dskuje.

Cyril Hoschl
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gvop

Mechanika je nauka o pohybu a o rovnovéze t&les. Témto pojmim je
tfeba dobfe rozumst, vidit, co je t&leso, pohyb, rovnovéha. Témst
kaidému, kdo mé zdkladn{ vzdélénf, zdajf se tyto pojmy jJasné a beze-
sporné, Jen ti, kter{ jsou zvyklf pozornsji a hloub&dji o vdcech pre-
myslet, v8d{, %e to tak jednoduché neni. Existuje modernf v&dni obor
- racionédlnf mechanika, ktery zkoumd, jekd je axiomatickéd stavba me-
chaniky a jakym poZadavkim mus{ vyhovovat jeji pou¥ky, v&ty, hypotézy
a principy, nemajf{-11 obsahovat logicky spor. Dlle%ité poznatky z ma-
tematiky, zejména z geometrie, z teorie mnoXin a z topologle naily své
uplatnénf i v mechanice a naopsk.

VyJadtovac{ prosttedky soudobé mechaniky jsou velmi dsporné,
laikdm velmi mdlo srozumitelné. Technikdm zpravidla chybf hlub3{ teo-
retické vzdsldnf, tek%e velké &4st odborné literatury sz teoretické a
%asto 1 z aplikované mechaniky je pro n& zcela nebo z&4sti nesrozumi-
telnd. T¥m prévé chceme podat v nasich semindffich pomocnou ruku. N&3
vyklad se nebude moci obejft bez ndkterych &lst¥ abstraktnich dvah a
bez ridznych pravidel, tykajicich se formy zépisu. Budeme se v3ak sna-
2it, abychom neztratili souvislost s poznatky, jeZ tvoir{ zéklad prak-
tické &innosti kaidého in¥enyra, konstruktéra ¥i technologa.

Rozsah seminéfe neumoZnuje uceleny viklad mechaniky kontinua.
Vyb&r létky proto neuspokojf ka%dého z4jemce. Douféme viak, Ze i ti
nespokojenf{ najdou v nskterém z priitich semind#d tohoto cyklu to, co
ke své préci pot¥ebuji.

V tomto semind#i si vytvorime predpoklady nezbytné k pochopeni
zékladd mechaniky kontinua v modernim pojetf{. Vysvitlime nesnédze, kte-
ré vznikaj{, chceme-1li matematicky popsat t&leso, je% se pohybuje
(deformuje a premfstuje). ZaZneme 8 jednorozmdrnym p¥ipadem, na kterém
ukédfeme dva o0dlisSné zplsoby popisu (Eulerdv a Lagrangeiv). Pak pirejde-
me k prostorovym Utvarim. UkéZeme, jak lze zjednodu3it matematicky zé-
pis operacf s fyzikdlnimi velilinami, zejména 8 vektory. To nés ptive-
de cestou p¥irozeného vivoje k my3lenkém, jeZ daly vznik tenzorové
algeble., UkéZe se, %e lze dosshnout iuplného sjednoceni formy zdpisu
dileZitych fyzikdlnich zékond pro rdzné druhy soufadnfch soustav.

T{m se oteviréd cesta k zobecnovdni poznatkd zfskanych p¥i zkoulkéch

na jednorozmdrnych vzorcich (zkudebnich ty&ich). Nyn{i lze obecns for-
mulovat zékony elasticity, plasticity, viskoelasticity, proudénf vazké
kapaliny atd. Lze je zobecnovat bez v&tZ{ch nesndzf i pro nehomogenni
a anizotropnf t&lesa, porézni materidly apod.



Nenf pochyby o tom, %e takto pojaty vyklad klade mimofédné néroky
na pozornost a vnimavost Zastnikd semindfe. Abychom je p#{lii nepie-
t&2ovali, odsunuli jeme termodynamické zdkony do pridtich semindrd.

V této publikaci se omezujeme na t&lesa v pevné a v kapalné fézi,
u nich? lze termodynamické jevy p#ibliZnd zanedbat.

Getné priklady ilustrujf vyklad a pfibli%uj{ obsah semindre
ka%dodennf{ inZenyrské praxi. Tim Zelime moinym némitkém, Ze zam&fen{
semindfe jJe pr{l1iS teoretické a %e je vzddleno praxi. Mechanikn se
u néds tradi¥nd rozddluje na "teoretickou" a "technickou". Av&ek praxe,
vyuf{vajic{ moderni vypo&tovou techniku, smazévéd tyto rozdf{ly. Studium
odborné literatury nds o tom denn3 presvéd&uje. Mechanika Jje v podsta-
t4 jen Jedna. Zf{skaji-li u¥astnfci tohoto cyklu hlubdf pohled do jejf ‘
dZasné, obdivuhodné stavby, neztrat{ nic ze svych praktickgfch zkuse-
nost{, naopsk naulf se tyto zku¥enosti doplhovat a zobechovat.

Popularizac{ t&chto poznatki,zékonl a principd chceme té% zmensit'
dluh nadf generace velkym mysliteldm minulosti. Silou svého viestran-
ného génia vytvorili pfedpoklady pro rychly rozvoj techniky v moderni '
spole¥nosti. Gasto Zerpsme z jejich dfla jen to, co potFabujeme k své-
mu okamZitému uZitku. Zapominédme,. %e jde mnohdy o pozhatky vytrZené
z 3ir3{ch souvislosti a %e teprve tyto souvislosti vytvéreji v&du, Je%
mé vlastnf{ etické zékohy 1estetickd m&ritka. Takovéd viéda je pak - ve
svém celku a ve v3ech svych souvislostech - souddst{ kulturnfho povd-
dom{ a tradice a jejf historie je nespornd tou lepsf strdnkou historie
Elovéka. ZaslouZ{ si, aby byla takto vcelku chépéna a vykléddédna.

1. POHYB KONTINUA A JEHO GEOMETRICKY POPIS

Nejprve vysv&tlime, co rozumfme spojitym prostifedim &ili konti-
nuem. V technické mechanice se t&lesa &1 hmotné prosti#edf rozlisujf
podle skupenstvi (pevnd, kapalnéd, plynnd) a podle svych deforma&nich
vlastnost{ (t&lesa tuhd, pruind, tekutina stlalitelnd, kgpalina ne-
stlatitelnd, idedlnf, vazkd apod.). Rozdfly nejsou vZdy vyhrandné.
Nekterd t&lesa, za norméln{ teploty pruind, pi¥echdzeji p#i oh¥evu nej-
prve do tvérného a3 té&stovitého stavu, kdy se jiZ podobajf spife vazké
kapaling ne? pevnému t&lesu, a teprve pak prechédzejf do kapalného sku-
penstvi., Pro pot¥eby dalifho vjkladu zavedeme proto obecn&djsf, pongkud
nezvyklou definici t&lesa, vymezujic{ pfesn&ji obsah tohoto pojmu.

T&lesem nazveme nekone&nou mnofinu tdstic, které lze uvést do
Jednozna&né vzdjemné korespondence s uspoirédanymi trojicemi reélngch



gfsal (tJj. se souradnicemi &éstic). Ka?dé &dstici pripisujeme p#itom
ur&itou hmotu, o ni# predpoklédédme, %e je spojité (kont inudln{).
Vyjmeme-11 z t&lesa ur&ity objem, prisludf k nému 1 ur&itd hmota.
Predpoklad spojitosti hmoty znamenéd, Ze nekone®nd malé zm&ng vynat ého
objemu pffsludf i nekonednd malé zm¥na mnoZetvi hmoty, takZe pii
"atajenl" objemu k nule vymiz{ 1 p¥rfslu3néd hmota. NeprihliZime tedy

k molekulédrn{ stavb& hmoty.

Znéme-11 vzéjemnou polohu vZech ¥édstic, znédme 1 konfiguraci
t&lesa, kterd se miZe s &asem m&nit (tZleso se miZe deformovat).
Pdvodn{ soutadnice n&jské ¥éstice X =(X1.X2.X3) v referen¥nt
konfiguraci miZeme k této ¥dsticl pripsat trvale (jako by si kazdé
Zdstice s sebou odndlela Jmenovku s natidténymi soutradnicemi). Soupad-
nicfm, spjatym s ¥dsticemi t&lesa, budeme Fikat materidlové (konvek-
tivnf{) souradnice; za pohybu %dstice se nem&nf. V soustavé soufadnic,,
kterd jJe v prostoru pevnd, budou se viak soufadnice &dstic pFfl pohybu
obecnd m&nit. Oznalme tyto prostorové soutfadnice ¥ =(~1“‘Lt.\x;)
Ka%dd z nich bude zrejm¥ zéviset na materidlovych souiadnicich (JoZ
urdujf, o jakou &éstici jde) a na 8ase, takie

= Fo (X4 Xz X3, £) . (1)

Vzdjemn& jednozna&né pfifazani vyﬁaduje, aby existoval také 1nverzn£
vztah

Xi:'h(.%t.xh‘la»t)- (2)

Souradnice tedy tvoifl jednoparametrickou soustavu popisujic{ kon-
figuraci t&lesa za jeho pohybu. ProtoZe body X{ = (X1,Xz, XJ) Jsou
neménné body euklidovského prostoru, predstavuje rovnice (2) zobrazeni
t&lesa do euklidovského prostoru. Pretvoiené t&leso nemé zlomy ani
trhliny (a% snad na ojedinlé mista), takZe zobrazeni (1), (2) musi
byt spojité a hladké, tj. funkce v t&chto rovnicich musf byt jedno-
znatné a mus! mit pot¥ebné derivace (aZ snad na ur&ité singulérnf bo-
dy, kfivky, plochy).

Min{-11i se parametr + , mn{ se obecnd i konfigurace t&lesa a
Jeho poloha v prostoru. Rovnice (1), popt. (2) popisujf pohyb t&lesa.

Mechanika kontinua studuje pohyb t&les, pro n&% existuji vzsjemns
Jednozna&né transformace (1), (2) (tJj. t&les, u nich% jsme schopni
8ledovat "osud" jednotlivych &dstic). Zahrnujeme sem ziejm® pohyb tu-
hych 1 poddajnych t&les, kapalin a plynd, pokud miZeme zanedbat jejich
molekulovou stavbu. Nepat#f sem jevy, které popisuje kvantovd mechani-
ka, anl jevy s neuspofddanym pohybem ¥dstic (Brownovy pohyby, kinetické
teorie plynd, turbulence).




Vvystupujf-1i v rovnicfch popisujfcich pohyb télesa materidlové
‘aoutadnice jako nezédvisle prom&nné (napt. vgrovnici (1), mluvime
o Lagrangeovd zpdsobu popisu d&je. Jsou-1i nezévisle promdnnymi pro-
storové souradnice (napt. v rovnici (2)), Jde o Eulerdv zplsob popisu.
Lagrangedv zpisob Je obvyklejs{ v mechanice pevné féze, Euleriv
v mechanice tekutin (kapalin a plynd). Rozdfl mezi obdma zplsoby popi- .
su pohybu t&les podrobnji vysvitlime v pri¥t{ kapitole.

Souhrn. Vyslovili Jsme definici té&lesa v mechanice kontinua na

- 2zéklad® jeho Jjednopareametrickéhe zobrazenf do euklidovského pro-
storu., Parametrem je zde %as. V pribshu &asu se m¥nf konfigurace
t&lesa, vzniké jeho pohyb. Pohyb t&lesa lze popisovat bud v ma-
teridlovych soutadnicich spjatych s t¥lesem, které se tedy za
pohybu nem&n{ (Lagrangedv zplsob), nebo v soufadnicich pevngch
v prostoru (Eulerdv zpisob). Mezl obdma zpUsoby popisu existuje
Jednozna¥nd korespondenca. : :

2, POHYB JEDNOROZMERNEHO KONTINUA

Budeme se zabjvat pohybem prizmatické ty%e z poddajného materié-
lu (materidlu velmi obecnych deforma¥nich vlastnosti). Omezime se na
ptipad, kdy neexistuje prf{¥ny pohyb &dstic (nebo je zanedbatelny) a
rovinnost prifezd a jejich kolmost k ose tyle se zéchovévé, takZe po-
hyb v8ech ¥dstic v tém¥e prifezu je urden jedinou polohovou soufadnici
Y=£{%t), popr. w = F (X,+).

t=0 t=5
o ! 2 3 4 5 0 1 2 3 45 =X
I Ad || | B¢ | ‘
0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 =x
1 I T T N Y O I ‘

. Obr. 1

Abychom co nejnézorn¥ji vysvdtlili rozd{l mezi ob&ma druhy sou-
fadnic, predstavime si, %e ty& je dlouhd nap¥. 5 m. V referen¥ni kon-
figuraci ji opat#ime stupnicf po jednom metru. Jednotlivym dflkdm

této stupnice prisludeji materidlové souradnice X =0, X =1,X =2,

~«es, X = 5. Za p&t sekund se poloha a konfigurace tyde zm$ni{ tek, jek
Je zndzorn&no na obr. 1. Je zPejmé, Ze stupnice pro materiélovou
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. soufadnici se deformovala a Je nyn{ nerovnom&rnéd. Souvislost mezi ma-
" teriélovou a prostorovou sourfadnic{ urdime napi. pro téstici vyznale-
nou body A, B. (Jde o stejnou Zdstici, kterd se za pohybu pfemistila
¢ polohy A do polohy B.) Protote X, = Xpg =2, %, =2, L5 =9,
bude - : ,
f(x:a,t 80) 8%(.1;89,*8_5)‘82

a podobnd SN
FIX =2,4=0) = 2,
F(X =2,t=5) = o,

To jsou prfklady zévislosti soufadnic podle vzorcd (1) a (2).
Podle Lagrangeova zpldsobu sledu-

Jeme pohyb stdle stejné ldstice, X AX
kterd min{ misto, kdeito podle | '

Eulerova zpisobu sledujeme stéle X Ax

stejné miato, jim% prochézej{ o —~te

rizné &dstice.

\ b
Jeo 8 elementérni &dsticf, kterou ’ t=0 t>0
g ty%e "uvolnime" dvima mySleny- - '
mi Fezy, vzddlenymi v referentni
konfiguraci o malou veliZinu A X
(obr. 2). Jaky je posuv levého konce elementu? V Lagrangeovd popisu
Je to

Nyn{ si v3imneme, co se d3-

Obr. 2

it

U - U(X\t)

a v Eulerovd popisu

1}

L’L=ﬂ(~"'|{7)' J‘"‘f(""vt)- (4)

Je to ov¥em vidy stejné vazddlenost. Pro posuv pravého konce elementu
dostaneme podle obr. 2 a rovnice (3) pro lim AX —>0

| gL
UX +ax,t) = UIX,8) + g AX . - (5)

Rozdfl délek AL -~ AX g pak rovnd rezdflu posuvd pravého a levého
konce, co¥ je prodlouZen{ elementu

Ax -AX =U+graX -y = a3~ aX. ,

A e SIS

*’Céstici zde rozumime nekone&né lﬁalou 48t spojitého t&lesa
o objemudV a o hmotnosti fd3V. .

- 1] -



Je tedy

= <D
x| <

- AX ~AX
D, 2ETAT L g N
NES Y

Vyraz (7) predstavuje Cauchyho hodnotu pom&rného prodloufeni &
obvykle uif{vanou v lineérn{ teorii prufnosti. Je vyhodnd tehdy, kdy
Jde o maléd piretvoreni. Zde v&ak zvolime podle Lagrange za miru pie~
tvoreni hodnotu

(A -(aX)
£ = Q Lo ‘WL‘) o (8)
AX >0 ; ,

Ay DU :
Z rovnice (7) vypo¥teme podfl ¥ =;3y—'+1 a dosad{me do (8).

Vyjde Greenova hodnota pom&rného prodlouZeni
1l 1 MWae
€ <o *7Tlaw). (9)
Kdybychom vy&li z Eulerova popisu, tj. 2z rovnice

o w(etan) - wle)
> Lo, C ) | (10)
%b A X . .
AY, >0 . : .
- dostali bychom obdobn# Almansiho hodnotu pom&rného prodlouZeni

v AR (aX)? w W \2 R
e = 5 Y f D) X ) . (11)

Tato veli¥ina se obecn¥ 1i¥1 od hodnoty (9), nebot stupnice se pro

oba druhy soufadnic rovndi 115f. V8imnime si, %e Almansiho pomrné
prodloufenf se vztahuje ke &tverci délky A & pretvofeného elementu,
kde%to Greenova hodnota se vztahuje k &tverci pivodnf délky AX .

Jen tehdy, je-1i pretvorenf malé, splynou vfrazy (9) a (1l) s hodnotou
Cauchyho pomérného prodloufeni, takZe pak

, W W ;g
E=a Faw "¢ T (12)

Pro rychlost éésfipe na obr. 2 dostaneme

F
V=VIX¢) =75 | (13)

- 12 -



popr{pads

W (L) s VI (et), 4], (14

Vyrazy (13) a (14) dévaj{ stejnou hodnotu, nebot jde o okam%itou rych-:
lost té%e Eéstice, kterd nezdvis{ na volb§ soufadnic.

PoloZme si nyn{ dileXitou ntdzku: jsk se mé&ni funkce q>(&.t),
Je~11 spojena 8 hmotnou &dstici? MiZe to byt napf. teplota &dstice
nebo jJeJjf posuv apod. Zm¥na 84 pPipadajici na Sasovy interval AE
- phejde v derivaci, zvolime-1li lim At > 0 a vypodteme 1lim X\E‘ - a‘ﬁ-
Podle pravidla o derivaci sloZenych funke{ vypoditéme v Eulerové popi-
su substancidln{ zm&nu

d Ll Ox Uy W | ;
'J\-L 'oqe YAt T TV O (15)

Prvnf &len na pravé strand se-podftd pro ¥ = konst a vyjadfuje
lokélnf &dst zmény. Druhy &len vyjadiuje konvektivni Edst, vzniklou
prenesenim d4stice do nového mista (za pohybu m&ni &dstice svou polo-
hu). ‘

Abychom tyto druhy zm&n lépe ozfejmili, vrétime se je3t& k obr. 1.
Cht&li bychom nap¥. urdit teplotu télesa a jej{ zm&nu za pohybu. Zamé- '
fime se na ddstici, kterd se premisti v Zasovém intervalu At z bodu
A v prostoru do bodu B. Pozorovatel, ktery by m&#il teplomdrem teplo-
tu stdle ve stejném mfst& A, zjistil by b&hem intervalu At vzrist
teploty o ATy . To Jo lokdln{ zména teploty. Jiny pozorovatel by mé&-

#11 pomoci dvou ¥idel soudasny (okamZity) rozdfl teplot v bodech B

a A. V okamZiku, kdy sledovand tdstice je prévs v bodd A, zjistil by
rozd{l teplot AT, (o ten je teplota v mistd B vys3f nei v mists A
ve stejném okamZfiku). To Je konvektivni zm&na. Jsou-1li body A, B '
dostate&ns blizko, Jje v nich p¥ibliZn¥ stejnd lokdln{ zm&na teploty, ‘
takZe vyslednou zmé&nu, kterou podstoupi &dstice hmoty p¥i pohybu z bo-
du A do B, dostaneme jako soudet AT =AT;+AT, . To platf tim
presndji, &fm men3{ je At (a tedy &{m bli¥e jsou si body 4, B).

V Lagrangeové popisu bude mit vysSetfovand funkce tvar @ '<§(X,+).
Protofe materislovd souradnice X Je spjata s &4stici a za pohybu se
nemdni, vypolitéme derivaci podle &Zasu velmi jednoduse

d¢ 19
I -t (X = konst). (16)

Hodnoty (15) a (16) jsou stejné. Jak vid{me, snadno by mohl vzniknout
omyl, kdybychom oznagili ob& funkce ¢ , @ stejnym symbolem (k tomu
svdd{ okolnost, Ze jde o touf fyzik4lnf veli&inu, nap#. teplotu,
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vézanou k téze &dstici, takie \F(x.f) = @ (X, £) ). Omylu predejdeme
ti{m, %o zavedeme zvlé3tn{ oznaleni pro tzv. materidlovou (substaenciél-
ni) derivaci

D "
rna P 4+ AF
Dt W kg T

Oznaden{ jsme zvolili s piihlédnutim k tvaru rovnice (15). V Eulerovd
popisu pak bude mit rovnice (15) tvar

/D :
— (17
(K ‘

. de Dy
2 e m —t 1
¢ ; Dt ( 8);

Predstavuje~-11 funkce lf(x,f) posuv &4stice u,LL.h) y VyJde
rychlost &4stice v Eulerovd popisu : ‘

D | : '
Ayo= M(\qu) = -]-)-%- ' (19)

To je jind forma rovnice (14). Zrychlen{i psk vyjde dal&f derivaci

| . Dy D
A TR T (20
V Lagrangeovd popisu budeme mit zrychlen{ ’
W) VF4E) |
A = (b't = ’D{‘,’L ! (21) i

Hodnoty (20) a (21) jsou stejné.

Pokusme se nynf vyJadiit zékon zachovédni hmotnosti. Mé-1li ty&
Jednotkovy prifrez, bude jejf hmotnost mezi dvéma prifezy v refereninf
konfiguraci

X,.
[ o0 (X)X (22)
X4 ’
a v obecné konfiguraci
e (23)
SQ(L,k)dx,.
1
MnoZstvi hmoty mezi t&mito dvéma prifezy se nezmgnilo, musi proto byt
X, _
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PouZijeme-11i vztahy
oF

x = FIG4),  du =g dX, (25)
dostaneme pro pravou stranu rovnice (24)
Yi X,. ‘D (Xt
SQ(M)M S (2,4) -—75——-—~' ) ax . (26)
{
X

Doeadime-li (26) do (24), dostaneme integrély se stejnou proménnou (X)
se stejnymi, avidsk libovolnd zvolenymi mezemi (X;, X2) . Proto se
muai rovnat integrandy, takie vztah mezi hustotou Q,(X) v referen¥nf

konfiguraci a Q(Jln’c) v obecné konfiguraci (za pohybu) bude

0lX) g layt) i (@n

Zékon zachovdni hmotnosti vyjadfuje poznatek, %e hmota uzaviend
megl dvima prifezy mé hmotnoet nezédvislou na Zase, takie

La
%qu(w.’o)dx .0,

(28)

P#i derivaci tohoto integrdlu nesmime zapomenout, Ze i mesze integrédlu
gévisejL na Zase, nebof X =F(X,%). Podminka (28) psk a4 - podle pra-
videl znémych z matematiky -

d, JI .y‘? F (xt.{:)

W (Xy,
'dj;w'SQ(x.k)u 115 'o%d‘* pglib) 2= (Xq1t)

Q(%uf)“—-ﬁ:—‘
%111 - s odkazem na (13) a (14) -

Yy ¥ %y |
g’?&g@(&,b)dwﬁj L—(g%—dx + [_@(az,,ﬂ v(&,‘c) ]JL, . (29)

Prvni %len na pravé strand posledni rovnice uddvéd pFirdstek hustoty
uvnit® oblasti, druhy &len zm¥nu hustoty vzniklou bilanci priteklého
a vyteklého mnoZstvi ve stejné oblasti.

X,
ProtoZe [@v] g mdx, plyne 2z rovnice (29) podminka

)
’o% (Qv) g (30)



Kdyby prﬁfez tyte nebyl Jednotkovy (a tedy konstantn{), ale m&nil se
v zdvislosti na soufadnici ¥ podle vztehu S=S(¥4) , byla by
podminka zachovén{ hmotnosti */

d U
.I,FSQS‘M‘ tht ?S)‘* —(eSv)ldw = 0. 31y

Rozepaénim darivaci v 1ntegrandu (za pfedpokladu, Z2e tyto derivace
existujf) s vyuzitim rovnice (30)

S Q) WS
STSOF*Q’%*S T8 *?Vw‘ | |
I RS . DS - 3?9

"@% *@”'M 0

prejde (31) do tvaru

v ¥q &y '
d/ DS - . .
ar&S@dejva 0 (33 4

Naddle budeme pfedpdklédat jednotkovy prirez a odvodime pohybovou .
. rovnici. V prostorovém popisu ozna¥fme napstf v ty&i symbolem G - © (¥, E)
Vyslednd sila pisobfcf na element mezi dvéma Fezy Je

5&7‘ V6 (wt)

Qag = G2 t) -G (uqib) = ) —5— du . (34)

~ Ta se mus{ rovnat Zasové zméné hybnosti véech ‘¢4stic izolovangch mezi
ob&ma pritrezy, tj.

Yy

Qa2 = %TMSQ(M,%)’V'(M‘{;) 0(.‘JL. (35)

. Predpis pro vypo¥et tohoto integrélu méme na levé strand (33), takize
- miZeme psét

y , :
Qe = S S (x,’o) i k) d . L)

: X/ To znamend, %e by t&leso - kontinuum - protékalo kandlem, ktery by
‘ nemusil mft v prostoru pevny tvar.
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ProtoZe meze X, , &, Volime libovolns, dostaneme porovnénim
1nfegrandﬁ z rovnic (34) a (36) pohybovou rovnici v prostorovych sou-
“fadnicfch (v Eulerové popisu) ‘

r,g_(\_'_ @(&k)%%' (37

Nyn{ prejdeme k materiélovym soufadnicim, v nichZ zavedeme.pro
napdt{ symbol } = Z:(Xiﬂ Je vztaZeno ke stejnému préfezu jako na-
pstt G(Lt) , proto must byt

Z (X\Jc) = (J(;if) - G(F\*)‘ (38)
Odtud dostaneme - 8 vyuﬁitim pravidla o derivaci sloZené funkce -

W G F » (39)

B . (K2 %X

‘ o F , .
Rovnici (37) rozi{¥ime ainitelem A%, pouzijeme (39), (27) a vyuZi-
Jeme rovnosti (20)»& (21); dostaneme tak pohybovou rovnici v materis-
lovych soutadnicfch (v Lagrangeové popisu)

T(K4) W (X4 -
'aZ%E(',H () ____ro%__t) . (40)

Nynf se Jest& pokusime vyjédfit zdkon zachovéni energig: ProtoZe
méme Jjednotkovy prifez, znamend napdtf G (i, t) zéroven sflu v prifezu
L v %se t . Vykon je dén soudinem sfly a rychlosti, takie mecha-

nicky vykon dodédvany do naseho elementu mezi Pezy g , Jy bude

| S%") (‘G V)
ML

/P‘l > G'(.Jd“ﬁ) 'U'(,x'n‘t) - G‘(JLH'I:)V’(Jth) = Ay

Zéroven budeme dodévat teplo v mnoZstvi ¢ na Jedhotku skute&né
délky pretvorenéd tyle, tak%e tepelny prikon bude ?1 -X Q,d.»\’/-
Celkovy pifkon energie vyjde

P=R+?,=S ragiv)+9,]d;c. (41)

oy

Spotfebuje se jJednsk na zvyfSenf kinetické energie, jednak na vzrist
vnit#n{ energie (energie napjatosti a tepla) akumulované v tyéi.
Ozna¥fme-11 vnit¥n{ energii pripadajfcf na jednotku hmotnosti W =
= »V(i.%), bude soulet kinetické a vnit#nf energie
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1 % % o ~
A*v,;SQV"“oLL % jQw(JL‘b)ou,. (42)
Ay : A ‘ .
Zékon zachovén{ energie bude mft tvar PaA/dt , sli

%y W,

d_ o , |
&»Q‘]dx = Z b 5@'\} At o SQWO"L ' (43)
!4 |

S f'b(Gv)

Meze 1lze volit libovoln3, tskfe se mus{ rovnat integrandy */

D+ Dw ' ‘
+@ D‘L‘ . . - (44)

W(@V}'f@ = Q’V'

Pritom Jjsme vyuZili gravidlo o derivaci, znémé z rovnice (33). Nyni'
jests dosadfme za M— "z rovnice (37) a dostaneme

? e  dw
T(G"”“Qa R Tl i v
¥111 R
G ~ Dw v
Cax 4 =0 % (45)

To je tedy hledanj tvar zékona zachovéni energile.

. prfklad 1

Budeme vyéeti"ovat pohyb tyéa Jednotkového (nem&nného) prifezu,
popsany rovnicemi .

L= X (hatt), K w (&)

~ Jak snadno nahlédneme, .j"de 0 rovnox;xérné roztahovént (% >0 ) nebo )
; stlaéovéni ( 0(<0 ) tyée, vetknuté na. 1avém konci. Budeme pi‘edpoklédat,

®/ Ke stejnému vysledku dosp&jeme, zvolime-li «; =N.+ A X a integrély
vy¥&islime 8 pouZitim v&ty o st¥ednfi hodnotd, pak pro Ay = ¥,
lim AJL —> 0. dostaneme (44).
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- ga ®>0 , Zakreslfme si pro v&t&{ nézornost polohu tyde v okam!ﬂfu
t =0 a t =o' (obr. 3). V tomto okamiiku bude ¥ = 2X , X =X,

X AX )
1 2 3 4 5
T t=0
X/ DX,
1 2 3 4 5 1
0 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
et vt 4t
Obr;-3~
- Pro posuvy déstaneme podle (3), popi‘. (4) .
DaXUred) X wbXs
v wky .
UW=X™ That ~ 1+ab R (e)

Ob% hodnoty Jjsou stejné vzhledem k platnosti (a), takie U = A,
Greenova hodnota pom&rného prodlou¥enf podle (9) Je :

E - ab o+ (wd), . (@

kdeZto Almansiho hodnota podle (11) vy.jde

ot 1 ot 2
€= T3t -~ T(m) v (e)
Cauchyho pom&rné prodlouZeni je
V) ' ‘ :
£ = vl ot . (£)

Je-11 ot velmi malé, dajif poeledni t#i rovnice pFibli%n¥ stejnou
hodnotu pomSrného prodlousenf. Pro + = o1 vaak vyJde

M=U=X=01§\LJ €=1|5’ ZQ=O|37-§-, E=1.

H
i

=19 - _



Pro rychlost dostaneme podle (13), resp. (14) vztahy

oL X
V=0LX,‘ Ve T | (&

¢

Ob& hodnoty Jjsou ovdem stejné a napf. pro. t = ot -ani“’ V = v =

= kX = 0,50 « Z rovnice (19) vyjde

T pp | ox(Mdad)-atte ok oud
"t 9L (1fdﬁy" A+ott  1telt

W =

oL+t | oL

(+ag) Aot

coz Je toté%. Zrychleni vyjde podle (20) i (21) opst stejné, a to
nulové, nebot ‘

A= ‘Q‘%"“Kd‘x) =0, -
A (A . S, S
Q=3 PV RE T T et Aot " Ares -0
Hustota se m&nf podle (27) tekto: |
Q@ (%) =Q(%.+»)(1+oc+,).
Je tedy
Q’(X- t) = “{: 0o (X) . (h)

Je-11 ot =1, bude hustota poloﬂeni proti potsteni hodnotd.

Zékon zachovéni hmotnosti (30) je zfejmé splnén, nebof

- oL Qp . O(IQQ
(1+att) (14—«6)’

Zrychlem'. Je nulové, takie napsti podle (37) je v daném okam¥iku
v celé ty&i konstqntni mife visk zéviset na &ase

¢=T bt -

‘30..
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Natoriélové derivaco vnittni energle vyjde podle (45), (g) a (h)

D oG ® mr(’c) & (X) |
5‘%“*“@‘;‘ 2 ot T oM W) =3 (J)i

Je-11 pohyb tyZe zplsoben 1inedrnf teplotnf roztaznostf, bude & =

= ¢p(t) <0 a ~%%L“*QC*>Q(¥4€), P@idévané~anergie (teplo) se v tom
pt{ipadd m3nf{ pouze na vnit#nf energii, nebot kinetickd energie zilsté-
vé konstantn{. Je toti%

Ay p ):(‘l- i :
4 evda - o SQO(X)MZX%!X » konet. ()
A X4 o )

Pou2ili jsme substituci L=({1a26) X ‘a rovnlci (h). V§sledny integrél
Je funkef pouze mezf X, , X, a.nezévis{ na &ase. Obecns miZe byt
pohyb ty&e zplisoben nenulovym napét fm (Bilovym pﬁsobanim) i zm&nou
teploty zéroven.

Priklad 2

Predpoklddejme linedrni konstitu¥ni zdkon (Hodcelv)
('} |
T -Ea (o)
E = xonst. Jaké bude pohybova rovnice pro Jednorozmérnj pohyb?

Redent
Dosadime (a) do rovnice (40) a dostaneme

o) @V

E 'Dx'). = 0()() . (b)
W OF AV | :
Protofe 3 ~ 9z < Dy podle (13) a (3), Jje konelns
, Yuoou ,
& TE T ()

kde ¢'=E/@,(X). To je znémé rovnice pro 8ifenf podélnych vln; Je-1i
Qo = konst, je rychlost Zffenf podélnych vlin rovndi konstantnf a

i rovné se .
Q E (d)



Pfklad 3

DokaZte, %e pro obecny konstituinf zédkon

) 'D ‘ ) |
T s olw) - yle |

~ vyjde rychlost Sffenf podélngch vin

P [T \j 4 dX \]é_?iﬂﬂ

& a(3%) Q de de
. _ Podélné vlna se mﬂﬁe éifit Jenom tehdy, splnuje-li pomérné prodlouze-
nf € podminku
d
a—% >0
Priklad 4

Doka%te, %e v prostorovém popisu plat{ pro zrychlenf Q Jjedno-

rozm¥rného pohybu kontinua vzorec .

Py e (e (7

BRIk 9.(1 "%-“—) (%)
-'fz)

" Névod

Rozepiste (19), vypoét§te Y a derivudté podle &asu.

Souhrn. Zavedli jsme dvoji zpﬁsobvpopisu pohybu kontinua
(Lagrangedv a Euler8v) a tomu odpovidajic{ deformaZni veli&iny
(Greenovu a Almansiho pom&rnou deformaci). Zd4 se, Ze se tim
problém zbytelnd komplikuje. Proti této némitce lze uvést, Ze
komplikace vznikéd nikoli formami matemat ického popisu, ale po-
tirebou zabjvat se teorif velkych deformaci (napt. v teorii

|| plasticity, teZenf, pii popisuydeformaci materidld podobnych
pryZi). Definice pomérného pietvoreni Jsou voleny naopak tak,
aby se popis t&chto komplikovanych fyzikdlnich jevd co nejvice
matematicky zjednodusdil, coZ ukéfeme pozd&ji (v kapitole 6).
Ka%dy z obou zplisobld popisu ma své vyhody 1 nevyliody, takZe
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24dny z nich nelze zavrhnout. V&imn&me si napr.; 0 co Jednodus3{
Je pohybovéd rovnice v materidlovém popisu (40) ne%f v prostorovém
popisu (37), nebof veli&iny v rovnici (37) se vztahuJ{ k deformo-
vanému tvaru elementu, jehoZ deformace teprve hleddme. Prostorovy
popis je obvykle vyhodnsjs3{ v teorii proud¥ni. Utend? zajisté
pozndvéd v rovnici (30) zndmou rovnici kontinuity pro neustdlené
prouddnf stladitelné kapaliny (v prostorovém popisu). UZelem
této kapitoly bylo ilustrovat typické rozd{ly mezi ob&ma zpisoby
popisu pohybu té&lesa,

3. MECHANICKA PRACE V RUZNYCH SOURADNICOVYCH SOUSTAVACH

Mechanickd préce je skaldrni velidina.. Pripomenme si zpisob,
Jak Ji za rﬁgpych okolnost { poéitépe. Pﬁsob(;}i na nskterou ddstici
Eglesa sfla F , vykond pri posuvu ¥4stice AU mechanickou préci
F&, = A . Pritom predpokléddéme, %e se sfla (jejf velikost a smdr)
nemdnf, Pokud by tento predpoklad neplatil, rozd&lili bychom posuv na
diferencidln{ p#{rdstky, bdhem nichi lze zménu eily zanedbat, takiZe

A= [P, 48

Tato rovnice by sama o sob& netyla p#fli¥ jasnd, kdybychom nevysvét-
1113, Jak chceme integrél vy&fslit. Vysvitlime to pomoci obr. 4.

Obr. 4

—
Necht se pisobists sfly F  pohybuje po oblouku 4  od bodu 4 = 4y
do bodu A=A, . Pak
My

| A = SF(A) cos LA(A) T dda. (47
A |
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Rovnice (46) a (4T) Jsou v¥znamov& totoZné. Liéi_’se Jen v tom, Ze

v rovnici (46) Je skalédrni souin dvou vektord F. il , kdezto v rov-
nici (47) Jsou uz jen skaldrnf veliZiny F(p) , {3(/;) , vstupujfcf do
kfivkového integrélu. Skaldrni souldin Je vyznamny tim, %e vektorové
veli¥iny transformuje na veliim skaldrni. Toto vyuiivaj{ vSechny
tzv. energetické metody a principy v mechanice, po&fnaje principem
virtudlnfch pracf.

Vrafme se nynf k pripadu konstantnf sfly. Zvo})ima—li pravoihlou
soustavu soufadnic X% *j , ¥ , mifeme préci sfly ¥ =(F., Fy, Fy) pfi
posuvu jejtho pisobisdts if = (U, Ay W) vyJédrit teké jJeko soulet
soudind sloZek obou vektord, takZe

(48)
A-FQ - Fu,an[S wbﬁq\uyﬁ,w»uz&'

->
K tomu dosp&jeme nejsndze pomoci jednotkovych vektord b ’ by y b2
(obr. 5), pro n&% plati podminky ortogonality

4/\(_{1;( = ’(.u\’ ‘(uy 2 '(;1,‘;2_ b 4’ (49)

—-b-—b‘ -.}._> —

U;L‘(zy = "‘)} Oy = Lzdx = 0.

y 4
— e
N L F
iz
-
y'y Fy ly Y
oy e e e
,//_, N1 ,/
\+ wl P4
Ot w" 4
T
X
Obr. 5
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Je toti%

b

TS o
F"FlLL*-FHL\# +'FB::’E)

4 ' - 0
- Tty By 00 T o2

Rozepsanfm soudinu F.iu pomocf (49) a (50) dostaneme (48).

Jak se zm¥n{ vzorec
(48), pouzijeme~-1li koso-
dhlou soustavu souradnic?
Omezime se piitom nejprve
na dvé prom&nné, abychom
mohli oba vektory pFehled-
ngji zndzornit (obr. 6).
Slozka T« vykoné préei
na drdze Auy t Ay LOYOL )
slozka F} na dréze
Ay + by Cos o nebot
takovy Je prim&t posuvu iz

do osy soufadnic ¥ , pop#.
N . Préci s{ly pFi
posuvu u, proto vypoéteme
Ze vzorce

X

A = ol vy &oaot')+Fy(uy+ Wy Coast) - (51‘ a)
Tento vzorec lze vdak upravit také takto:

‘ (51 b)
A = ux (Fx +Fy coat) + m},(F@ + Fx toqol )
 V tomto druhém tvaru vystupujf v obljch zévorkéch primsty sfly F do
os %, .  Rovnice (48), (51 a) a (51 b) mlZeme formélnd sjednotit,
zavedeme~1i ke sloZkém Fx , F% jejich protdjsky

Wi = Wy + ‘(bv toaos (52) .

Wy = Wy Coool + Uly
nebo naopak k posuvim 4, , u,g, Jejich silové protéjsky
Fos Pt Ty oo (53)

o = Feoon +F»\3-
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Vyznam t&chto "prot&jsdkd" je Jednoduchy; Jsou to velikosti kolmych-
prim&td vektoru ® , popk. do soufadnicovych os .

7 ddvodd, kKteré budou ihned zrejmé, budeme ddle psst F~ , F™
misto F; , F%_ a podobné w s uw* misto Uy 44} + Rovnice
(51 a, b) budou nyni mit velmi Jednoduchy tvap

A= Flay + Fluy,, - (54 a)

A= wF + . | | (54 b)

stozky F' , F* , popr. ! , u' Jjsou "obyZejné" slozky vektoru
v kosodhlych soufadnicifch 1 = y, Q_;A%‘. Pomoci{ jednotkovych vektord
L‘ ' Ll mﬁzame proto paét ' o

T4 3 Z.__; (55)

pay] , o
Slozkém F° , F* popt. whoo ot s Jeglché index je nahofe, budeme
rikat kontravariantni sloZky. Vyznam tohoto poJmenovéni vysvétlime
pozdéji

Chceme-11, aby také velidiny F , F, , popt. w,

) U;z_ mély
vyznam elo%ek p¥fsludnych vektord, aby tedy platilo, Ze
- ' .
PR BTy,
Mo = AU Mg 4 :

g | 2 = »
mus {me zavést takové vektory 4 , , aby vynédsobenim F.oo

z rovnlce (55) a (56) vysly rovnice (54 a, b). K tomu musfme ndsobit
prvnf z rovnic (55) s druhou z rovnic (56) a naopak.

PoZadavku vyhovime, bude-li platit, Ze

™ - G (mmo=2), (57

kde 8:? = Kroneckeriv symbol. Plati{, Ze

[424
O > 1 pro m o= m
' (58)
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2l
To Jsou podminky ortogonality, tekZe vektor 4 A mus{ byt kolx_x_l,y
: - -

k vektoru &, & vektor Z" xolmy k {, . Rozklad vektoru F do

tdchto améry je zFejmy z obr. 7.

Obr. 7 -

—
iZ

2

g

Na levé strand (57) je skalérnf sou¥in. Nspi. pro vektory 4, 4y
musi platit, Ze

-y > > i T 1
lb1-(/:|"\L”-I‘MIOO'.)('L“") ‘54 =1
> >
Protoke 4, je jJednotkovy vektor, je | i, | =1 . Potom vak

~%
- 5

Stejnéd hodnota vyjds i pro |4 oL 1o znamend, Ze referenéni vektory
SR D]

Uy 4 uZ nejsou jednotkové. Jejich absolutni velikost je
4 _ 1

Sloxxy F1 , F, (stejns jako 44, , 4, ) budeme nazjvat
kovariantni. V kosodhlych soutadnicich mé ka2dy vektor dva druhy slo-
%ek . Slozky kontravariantnf vznikajf rozkladem vektoru do smért soufadni-
covych o0s. Kovariantnf slofky vznikaj{ rozkladem vektoru do os
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kolmych k pivodnim soufadnicovym osam' & Jejich velikost Je ddna kolmym
primdtem vektoru do t&chto soufadnicovychos, Index kovariantnich sloZek
jo dole. Je-11 ® =TX/1, tedy jsou-li souradnice pravouhlé, splynou
oba druhy sloXek.

Toto rozlisSen{ obou druhﬁ rozkladu umoinuje sjednotit zpdsob z4-
pisu skaldrnftho soudinu FU» ve tvaru soudtu smilenych sou¥ind podle
(54 a), popr. (54 b). '

Uvedoné poznatky lze snadno rozdffrit i na tfirozmérny prostor.
Opat bude platit (57), avsak indexy fw , M budou nyni nabyvat hodnot
1, 2, 3, take vektor 4(,4 bude kolmy ke dvéma vektordm i, ’ 4,1

a pro skaldrnf soudin FZ  bude platit kterdkoli z tdchto rovnic
3
A= Fluy + Fru, + Flu, . F/(%,

II
-

(59)

A= uF o+ WR o 4R - ) Wb, '

Vzhledem k mimof&dné dﬁlaﬁit osti skaldrnfho sou&inu v mechanice
miZeme olekévat, %e 8¢ tvar (59) soultu soudini sloiek riznych varian-
ci bude vyskytovat velmi ¥asto. Albert Einstein navrhl zjednodudent
zépisu zavedenIim soudtového pravidla. Vyskytne-1li se v n3jakém soudinu
g1 u n¥jekého symbolu dvakrét stejny symbol latinské abecedy (Jjednou
" jako hornf, po druhé jako dolni index), znamené to automaticky sedfté-
nf podle tohoto indexu, jenZ nabyvé postupnd hodnot 1, 2, 3.

Rovnice (59) lze pak zjednoduSend psét jako

£

ok % |
A= Fru, = Fau, (60)
Mfsto indexu " & " Jeme mohli uZit kterékoli pismeno latinské abecedy,
ani? se vy¥znam zd4pisu takovou zém&nou zméEn{, Proto se tomuto indexu
(ktery se vyskytuje dvakrét a znamenéd soudet) ¥ik4 slepy index.

S pouZit {m soudtového pravidla lze prepsat prvni z rovnic (55)
a druhou z rovnic (56) do tvaru

-

" .
F . F" L | A T Ay, U (61)
Skaldrni{-eoudin dvou vektort lze psét také takto:

= - - w 62
A=Fa = Fm'u,m?%_[f”"“ = F W O . (62)

Pfitom jsme pou%ili (57). Na pravé strand (62) je nyn{ dvojny soulet
(s¥ftd se podle mv, m/ vZdy od 1 do 3), ktery mé obecns devét &lend.
Z nich jsou v8ak podle (58) nenulové jen ty, v nichf mv=mw ,
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Dostaneme nakonec Jjen t#i nenulové &leny, takZe

memvg:,w * Fww,,v = FAA(M t qu“l + Fsu'a ‘ iad;

Kroneckerdv symbol obstaral v tomto pfipadd substituci indexu mw za
index MV,

V rovnicfch (61) jsme Vmyslnd pouZill rdzné slepé indexy mv , wv ,
abychom predesli nejesnostem pfi vy&islenf soudtu (62) (aby se ty%
index nevyskytoval v daném soultu vice ne% dvakrét).

Omezime-1i se nikdy na dlohy se dvé&ma nezédvisle prom&nnymi sou-
fadnicemi (v rovin& nebo na plo3e), poufijeme jako indexy pismena
Fecké abecedy, Jei budou nabyvat jen hodnot 1, 2 (misto 1, 2, 3).

P¥rfklad 5

V kosoithlych rovinnych sqg?adnicich, JeJichZ osy spolu svirajt
dhel 60 ©, Jsou dény vektory &4 = (2, 3), ¥ o= (5, 2) (obr. 8).
Vypo&itdme jejich kovarilantni sloZky a skalédrni soudin. Z¥ejmd

y= L+ 3c0ab0® = L+ 45 = 3,5,
'\)',1'—‘5"'1600600"‘6' ;zl
My = LCO060° +3 = W,

vy, =5 60°+2 = 4.5,

Obr. 9
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Skalérnf souin vypoiteme bud jako

g R & s L
M.-'U‘ -'M“U‘d,-u‘\]', +M’U’1,.=.9.‘6+3'th=‘9.5',r)

~p
T | . :
M. = My ™ = u'v" + 4(,(,?_1;-7‘,,. 5.5 + th_ = 95,8,
Na obr. 8 Je naznalen rozklad vektord na kontravariantnt slozky,
Rozklad na kovariantnf a’lGZky Je zrejmy z obr. 9. : i

Priklad 6

Urdete délku vektord z predchostho prfkladu. "Délko
‘ pifikladu. "Délkou" »
me absolutni velikost zde rozum:ﬁ

mléﬂ«fﬂ"‘ “\ e =285+ 39 414144.36,

|7 | ‘*‘W,v ,—;\]v"‘v& = \}’5.6 +1.~w,§ éﬁ? = 6,24,

Krgslimedi vykres v m&pftku, mdZeme se pPesv&d¥it o sprévnosti té&chto
vy¥podtd zmEFenim délky nakreslenych vektord. |

P¥iklad 7

Vy&islete hodnotu pr‘vlv

Odpovad

w 4 z
84v"81+'gz_+833 =1l4+14+1-=3,

Souhrn  Zavedenim né€kterych pravidel pro praci s indexy

jsme dosahli pozoruhodného zjednoduseni matematického zapisu
pro pomérné slozité vyrazy. RozliSenim kovariantnich a kontra-
variantnich slozek vektort jsme ziskali jednotny pfedpis pro vypocet
skalarniho sou€inu dvou vektora v libovolné pfimocaré soustave
soufadnic. Sjednoceni formy zapisu pro rizné druhy soustav soufadnic
nas osvobozuje od zavislosti na volb€ jisté soustavy soutfadnic a

vvvvv

vénovat obecné formulaci fyzikalnich zakond. Tato formulace bude stejna
pro jakoukoli soustavu soufadnic. Namaha spojena s vypoctem v konkrétni
soustavé je tim odlozena na pozdé&jsi dobu, kdy dané vzorce budeme vycislovat

podle pevné danych pravidel.
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4. VEKTOROVA BAZE, METRICKE TENZORY

V minulé kapitole Jsme zavedli dvoj{ zpﬁsob rozkladu vektoru do
Jeho sloZek. Kromé Jednotkovych vektord LNV Jome zavedli Jest& sdru-~
sené vektory (™ , jejich# délka ui nebyla jednotkové. Nynt rozdf{fime
svou zkusenost o vypolet v kiivolargch souradnicich.

Nejjednndussfm prikladem kfivo-
garych soutradnic jsou polérni{ sou-
tadnice v roving. 2 obr. 10 Je ziej-
mé, %e Jde o ortogondlni soustavu.
JeJ1! zvldstnost{ je, Ze soufadnice
Ty nemaj{ stejny fyzikdlnf roz-
m&r, prvnl mé rozmé&r délky, druhd je
v obloukové mite, tedy bezrozmérov4.
V libovolném bods A(v, y) mﬁZeme
zavést jednotkové vektory 4, > 1/4,
ve smgrech Y , 4§ . Pro elementérni
vektor o pak plat{ rozklad

Obr. 10

dz « Tydr + Ty vdy .
(64)

Podobné jako d¥ive rozlidime ob& souiadnice pouze &{slicemi, takie
budeme psét x! , X% miste T » ¥ , atedy dx!', dx* misto or ,
dy . Tyto valiéiny budou nyni zna&it kontravariantni sloZky elemen-
térntho vektoru d» .

V3imndme si, Ze také diferencidly majf rdzny fyzikdlnf rozmér,
Ax! znadf délku, dx®* ihel v obloukové mffe, tedy nepojmenované
&1{slo. Abychom doséhli stejné jednoduchosti zépisu jako v p¥imodargch
soufadnicich, napk. jJako ve vzorci (61), musime zavést misto jednot-
kovych vektord tzv. bdzové vektory

- it >
é,i = 41, %"-:Z:’T' LD
Rozklad (64) pak bude mit tvar
= %’, dx' + ;jzd_“i - 732 dac“, (66)

stejnd jednoduchy jako d¥ive. V prostorovych souradnicich, je# nynt
mohou byt obecns ki¥ivoZaré, bude obdobnd

4 = Qo dx™. (67

S



Souradnice nemus{ byt ani ortogondlni. Drive probrané soustavy soutad-
nic (kartézskd a kosodhlé pi‘-imoéaré) Jsou Jen zvléstnt pfipady kfivo-
tarych souradnic. .

Spojnice OA na obr. 10 Je radiuSVektor (prﬁvodié) bodu A.
Tonto radiusvektor budeme oznaovat T . Element délky d& 1ze tedy
povaiovat za diferenciélni p¥{ristek rédiusvektoru, tj. dA . o(,r .o
Protote T = v Ua, x Xs) kde X7 jsou souradnice vektoru v
(bodu A), bude (v t¥irozmdrném prostoru)

i - - -
AT < m L .
Srovnénim (67) a (68)
-
oo ar o (69)
N P -

Bédzové vektory (69) pouiijeme k rozkladu do s8loZek pro libovolny vek-
tor vézany k bodu A, Napt. pro silu

- | >
= - T0
F - @_jw 2 ’ | (70) |

-ZkuSenosti z mimlé kapitoly nds vedou k tomu, abychom hned za-
vedli také sdrufenou vektorovou bézi % , pro kterou bude platit
soustava rovnic

3" Gn = e ()
~» —tp » .
Vektory @rw tvori kovariam‘.ni, %Wkontravariantni bézi, Tyto bédze
ss oznaduji jako vzdjemnd reciproké vektorové bdze. Divod tohoto po-
jmenovéni vysvdtlime pozddjl v souvislosti s rovnicf (82). Kontra-

variantni vektorové bédze umo¥nuje rozklad vektoru do jeho kova-
riantnich slofek Ty |

F:ét"“’FW. : oy

- -

Skalérnf soudin dvou vektord, napf. & , V' , je pak

- -

Y W (73)

- G v
Mo G A Gy = o, V" G = Moy Y

nebo obdobné

B
'S
3
<
S

L. = A U B = AL Wy )
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Rozlo%{me~11 bdzovy vektor l;f' do kontravariantnich sloZek, dostane-
me (1, 0, 0), nebot

-t -ty — —
9 - 341 +g£.0 +Qs- 0. (75)
To je trividlnf pripad. Rozklad do kovariantnich slo%ek uf trividlnf
nen{; obecnd dostanemse
e “’4 -5 9, - 3 - 2 ‘
¢ =919 +9ug +9nd =9 97 (76)

Obdobny roziklad plat{ i pro ostatni bdzové vektory, takZe obecnd bude-
me mit

-~ -~ __,’(: .. )
Y 949> 997G ¢

' Devat hodnot ﬂ(,a‘ Jsou kovariantnf slotky metrického tenzoru, g‘é
Jsou kontravariantnf slozky téhof tenzoru.

Zajimavy vysledek dostaneme, zndsobfme-1i mezi sebou akalérné
-vektory sta,jné béze '

b - . o
Gi97 = 9 9. q; =G-8 =94 . BT )
Podobné& : _ |
S ..
4*.gqd - 99 ' (79)

Hodnoty (78), (79) Jsou soumdrné v indexech, nebot skaldrni sou¥in je
komutativni Lu v = . ) . SouZin dvou vektord, z nichi Jeden
pat¥{ do dané a druhy do reciproké béze, as

é::évy = %{'m 5""" qa'“’ é’% %tm garm g é’m

a vzhledem k (71)

> =, e .
949 < Gim 700 = gim g™ (81)

Porovnéme~1i rovnici (8l1) se vztahem (71), dostaneme

Qim g™ = §. (82)
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™
Usporédéme-11 8102ky (iw. , POPF. §°  do matic 3 x 3, dé jejich
aou¥in podle (82) Jednotkovou matici

[9im 10g™3) = 1687 -1 11. (82 a)

Proto se kovariantni a kontravariantni vektorové bdze nazjyvaji vzdjem-
nd reciproké.
Je~11 znémo QLh, , 1ze 2z rovnice (82) - coZ je vliastn& soustava

rovnic - vypodfitat %‘h » Hodnoty @45_ dostaneme bud podle (69) a
(78), nebo také tak, %e vypolteme &tverec délky elementu

N 3 :
Ld51% = gy dx® g, dx" = g axax® (83)

v n&m¥ vystupujf qiﬁ Jako koeficienty kvadratické formy promé&nnych
dx' . Proto se tenzor 9&&_ nazyvad "metricky", slouZi toti%Z k vypodtu
element drnf délky v prostoru obecnd k¥ivodarych a treba i fyzikdlng
nesourodych soutadnic. Vypodet bdzovych vektorl a sloZek metrického
tenzoru ukédfeme pozd&ji na p#ikladech.

Vratme se jestd k rozkladu vektoru ZZ do sloZek. Zajisté plat{,
Ze

@ - uge= w;ge. (84)

S pouZitim (77) Je v3ak také

-2 ~ < .. - - —_— 8
W= u,atz.%J “—Ub}@’, (85)
takZe

Bom . g (86
W, A )

Obdobnd lze ukédzat, Ze
it ’ (87
wigd = ul )

Metricky tenzor tedy slouzf také k zvy3ovdni nebo sniZfovéni indexu.
Pro skaldrnf soudin tak dostaneme dalsi alternativn{ vzorec

AT AR TR u&-vjqﬁh W v”g;;,' , (88)
Vektor s{ly, vektor rychlosti, vektor zrychlenf jsou p¥iklady
vektoru spojeného 8 bodem A, v némi urdujeme vektorovou bézil (je
obecnd v ridznych bodech rtznd). Tyto vektory miZ%eme rozloZit do kova-
riantnich a kontravariantnich slo%ek v daném bodé. Rddiusvektor a
vektor koneéného posuvu jsou ptfklady vektord, které takto Jednoznaénd
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rozlo2it nemd%eme, anii predem stanovime bod, v nZm% bude rozklad pla-
tit. Obvykle to byvd bud polételnt,nebo koncovy bod prisludného vekto-
ru. V tom Je zdsadnf nesndz, kterd je spjata s velkymi deformacemi

v teorii pruZnosti. A

Prfklad 8

- V poldrnich soufadnicich podle
obr. 11 plat{ transformadn{ vatahy

JL""“CA’M{ } /\3='Y./M'/Vl/\.€;

~
takZe rddiusvektor ¥ 1lze vyjéddrit
v soustavd X , Y Jeko

:’?=i’*rmq+?'r4{m&y-. - (a)
\\Podle (69) vyjde
Obr. 11 ) PT
Qo= AT g - bomy +JAmy )
- 77 9 - . ~» ' ‘
4 = xE T 70-? =4 (‘LT/DVV\({)+JY‘OOOW~ = o (e)
Podle (78)

- - R »
%‘H = %1- 91 = COO?‘Lr '{“A(MZ’(F = 4)
= ry e ‘ : , (d)
G = Gy = %1-51 ST VAP ey FT YAy = 0,

U
G2 = 9u.q, = ’rtz.\{m{‘q ey = 1

Vypodteme-1i pomoc{ Pythagorovy v&ty &tverec elementu délky podle
obr. 10 : '

. o N
A3 1* = dd+ (vl = dotdat+ X' ol (o)
dostaneme srovnédnim s rozkladem podle (83), totiZ s rovnici
=\ T A (£)
VA&1™ = g dxtotx? + L Ao 4 g g dxPolx®
ihned hodnoty (d). MiZeme tedy postupovat dvojim zplsobem.
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SOuétava (82) da

a11%11+ a;lg4p' §4f ’4j_

%“921 + Qﬂ' %1,1_ - 511, =0
g1 %11 4 ‘ﬂﬂ.@n o 524 . O
%u@“*'gu@né,6} f4

Po dosazen{ z rovnic (d) 44 tato soustava

ARAE A IR

s pouzitim (77) ?ypoéteme-«

" 9% 197 - m -G

—94

é’ S RT AT A T A

samozfejmé bychom mohli misto (83) také psét

ﬂ

\dé |2

[}

. 4 .’_>
= dX1dxq + 73 dXadxe

a srovnénim 8 rovnicf (e) ur&it kovariantnf slozky

= dx! = dv, o _dx¢=7adq.

Stejny stledak dostaneme ze vitahu (86);'toti§,z rovnice

d Q'_ = qtg ch +

RN ,%m axj -

- (é.ﬂd‘)ﬂd)ﬂ + zghd)(qc(‘)(z +% dxzdxz‘ =

(g)

(h) .

(1)

)

(k)

W '

Je zfejmé, e pfirﬁstek «1*2 ,neni pﬁirﬁstkem Zédné "skutaéné" sou~

Yednice a %e mé rozmér plochy [m ]

Priklad 9

>

‘Nechf vektor 4L spojuje bodyf A, B, jejich% polérnt souradnice

Jsou (obr. 12) " = 4 gi 'VA ‘= 30'0’ Yo =

Urdete slotky vektoru AB Jednak v bodé 'A,'Jednék v bodé B.
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Obr. 12

ReSent

Nonﬁve vypolteme z kosinové v&ty

AB = v16+36--2.4.6.-2]-‘- (3 23,23 m

a ze sinové vity
6
8in & =3‘:‘5 sin 30 © & 0,929, cos®™® £ 0,37, X & 68 0 16 K

V bodd¥ A budou kontravariantn{ sloiky

m!' = AB ocos X =3,23.0,37 = 1,196 m,

ul = FIA' . ABein o = -}—.3,23.0,929 = 0,75.

Kovariantnf sloZky vypo&teme pomocf (87)
"y = g«'uf +qn.u,‘= w'= 1,196 m,
My = Qaqul + Guud = 770,75 = 16,0,75 = 12 n,
Pro délku AB destaneme bud
Y ,aq%.ua‘ua‘,
= kuﬂﬂﬁ Wt = v 1,196% + 15.0,752 = 3,23 m,

nebo alternativnd

16

i = - ‘ 2 . » = i.
AR - ‘1 Py = Q,1,195 + 0,75.12 3,23 m

- 3T -
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V bodé B vyjde obdobnd

u' = AB cos f=3,23.0,7852 = 2,536 m,

1 1
u* =—— ABsinf =—.3,23. =
= sinf . 3,23.0,6193 =0,333,

U, =2,536m,
Uy =36 .0,333 = 12 m?.
¥etricky tenzor m4d v bodd B slozky
- -2
qna%":'\, 911'—'361112, 9 ==L n2,

Pro délku AB vyjde stejnd hodnota jako dfive

Jegutul =1[2.536* +36.0.333% =3,23 m,

1/g"/uu ~\[2 536*+— .12 =323 m.

Samozfejm¥ i zde bychom mohli pouiit vzorsec

AB = \ufu;=[2536.2,536+0333.12 =3,23 m.

Prfklad 10

~p
Vypo&itejte skaldrnf soudin vektord O0A, OB (obr. 12) s vyuZitim
vysledkd z prikladu 9.

ReSent

Vek+ory rozloﬁime do sloiek ve stejném bodd, napf. A. S oznale-

nim X = OA fr OB dostaneme kontravariantni sloZky
a'-oa=4m at=0, {'=0Bcos300°=6.0,866=51% m,

f*=—L OB sin 30 © = % .6.0,5 = 0,75. S kovariantnimi sloZkami
oF

gij metrického tenzoru z prikladu 9 dostaneme

2 = 2
ZF = gy a'#? = 1.4.5,196 4 36.0.0,75 = 20,784 m".
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V tomto prfkladu jsme obdma vektordm prisoudili stejny fyzikdln{
rozmdr jako v prfkladu 9, totix délku [m7] . Vysledek md proto rozmér
f{ma], ale nemé fyzikdln{ interpretaci. Kdyby jeden z vektord pired-
stavoval posuv a druhy sflu, pfedstavoval by Jejich skaldrni soudin
fyzikdln{ prédei. |

V8imndme si, Ze v souladu s pravidly o sludovén{ vektord plati.
v bodé A, Ze

'3 T 2
w =4 -a' wt= 6ol

" Pffklad 11

Pro ortogondlnf bipolérni soufadnice v roviné (obr. 13) plat{
vztahy

\ .
W=y =7 xt=y,
2 _ Ay
ghy = Gy B L wv
y simbhy - ) - _Aimg .
conhy + coay ,\1 toaky temy
Y
LKy
Obr. 13 ol §
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* Ur&ete slozky metrického tenzoru v obecném bods.

Odpovad

Nenulové alozky metrického tenzoru jsou

q"=qu%,Um&w+ww&, Q“=Q#=umkw+uu0{,

Poznduka: v pravodhlé: soustavd soufadnic plat{ vidy

94=9"7=0 o 4¥j-

Prfklad 12
Pro kulové soufadnice podle obr. 14

plat{ vztahy

vj Dokaite.

!

Obr. 14




Souhrn. Zavedenim bdzovych vektord a metrického tenzoru jsme
doséhli sjednocent{ formy zdpisu pro skaldrnf souin v kterékoli
soustavd souradnic, a to i pro zobecndné souradnice, jeZ nemaJ{
stejny fyzikdln{ rozm¥r bézovych vektord. Metricky tenzor mimoto
umosnuje snadny vypolet slofek vektoru jedné variance, zndme-1i
8loZky druhé variance. Timto zplsobem dosdhneme, Ze forma zdpisu
zédkladnich principd a rovnic mechaniky kontinua bude rovn&Z jed-
notné pro vdachny druhy soufadnic. Za tuto vyhodu viak platime
tim, %e rozm&rové kontrola vzorcd je znesnadndna. Obecné mohou
mft rdzné slozky vektoru &i tenzoru té3e variance rdzné fyzikdlnt
rozméry.

5. TRANSFORMACE SOURADNIC

od .

Mfsto soufadnic 8 bdzovymi vektory . gC zavedeme nyni Jiné sou-
Fadnice s bézovimi vektory g (U = 17, 2] 3°). Pro obs béze must
platit (71), tJ. '

e N : 3 > =) ,3"

qi-g4 <81 Gv.g%-5; (89)
Vektory nové bdze rozloifme do slofek ve staré bdzi stejné variance,
takZe dostaneme

: :
=P B w2y
g -(34'-’33“' g .{))a %Jf (90)
Dosazenim téchto vztahd do drﬁhé z rovnic (89) vyjde
gl kgl ml b s
90-9° - PuGuBed = pile gy g -
: ' : (91)

b ond £ .5 7
=i Pe be = o P - 60
Protose (' 3 j’ =1°, 2°, 3, predstavuje (91) soustavu deviti rov-
nic. MiZeme ji zapsat v maticovém tvaru

e i q T s ’- e -
‘ &4' (2)1' (34? !b‘:' {-5'1” 437 1 . 0
‘ 2 3 i ! 3
Bo  Ro Py || B pa pa| =] o 1 of. (92)
A 1 0 ! |
by by AU AL sy 8l o o 1
L Jd - L. .
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Analogicky rovnici (91) lze odvodit vztah
'

4 VR Y '
B Py = o | (931

Inverznf vztah k prvn{ 2 rovnic (90) dostaneme jJednoduSe tak, Ze Ji
vynédsobime Zinitelem {2’2, . Vyjde

- 0y : ' :
. o= pbopd >y 2 (94)
| B 9o by P0G = % Qi = 9t
Podobnd
- b 1)
(,}&' = (5‘-’) é?b‘ (95,
Pro libovolny vektor a’ mus{ platit rozklad
> - ol g il (96)
W =,(,{,;l(g =u"'«{‘}’&.’% = u/(&)%' :

ProtoZe jde o soudty (i,ndex'y se opakuji dvakrét), nemi%eme Jjednodule
"krétit" &initelem @"" . Misto toho vyndsobfme tuto rovnici skalérng
vektorem Z:}’a) y, takZe budeme mit

. ¢ —9@)_)-.) "9&’—’ .
'u’(, {‘Bk) q, (%a) = ‘u/£7 (4} Q’J)

&il4 '

&)

Y
Mg By b5 = wy by

a konednd

4
AL (6 = 2 ;
ifb Wy (97
i
Vynédsobenim /},3_ odtud dostaneme -~ s poufitim (93) -

)

Posledn{ dva vztahy jasn$ ukazuj{ zpdsob transfoimace kovariantnich
slofek vektoru, Obdobn& se transformuji i kontravariantni sloZky.

—
Element érnf pFfirdstek rédiusvektoru T Je

- - R -
dF = G; dx* = g ', (99)
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Na druhé strand viak

¢
- ’ er
cr = é,ﬁ' O(Xé = é,&»

v

i A (100)

Protole cix{ mizeme volit libovolnd, mus{ se rovnat &initele u téch— '
to p!frﬁatkﬁ na pravych strandch (99) a (100). Bude tedy '

)
b - % b
by g @M E (101)

— )
Vynésobentm (¢ & e prihlédnutim k (89) vyjde
S ad
y 7 » (102)
ﬂq = Taut

Podobnd lze odvodit vztah

. QXC
A 103
&9) x4 (103)

Za zéklad srovnéni transformadnich vzorcl berems vztah (94) pro
kovariantni bdzové vektory a vztah k¥ ndmu inverzni

‘) _
- vt - . -
Yo =br 9o, Go =Py g, | (104)

Vektory, které se transformuji podle tohoto schématu, tedy stejnd :

Jako béze 9¢ y hazyvéme kovariantni Ostatni, pro n&% plati{ vzthhy
obdobné rovnicim B

ek b «,fb )
g =pHo4° -/3”; . (105)

Jsou kontravariantnf{. Toto oznadeni je vidy spjato s polohou indexu
(dole ¥i nahote). ProtoZe v kartézskych soutradnicich oba druhy sloZek
vektoru splynou, nemusf se rozliZovat. V rovnicich pro kartézské sou-
Fadnice se nékdy nerozlisuje anl poloha indexd a v3echny indexy se
p13{ dole. Tim se v&sk ochudime o obecné vlastnosti tenzorové symbo-
1iky, umo%nujfc{f pFepodet do viech soundnumvychsouﬁav podle jednot-
nych pravidel.

Nynf si jeXt3 ukdZeme, jak se transformuje metricky tenzor.
Podle definice (78)

- = o 5 g? [c C
o 05 <0880, o om0
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a tedy
Qo p :— ‘7? :; E' ; : | (106)
vy "‘(34. Bg Ao
Podobnd Co
{.4") {) ‘g-) )
9 =Py by gt ~ om

Velidiny se dvEma indexy, napf. ,Cbij , T , které se fransformu;i
analogicky jako (106) a (107), budeme nazyvat tenzory (druhého rédu).
Pr{klady fyzikdlnfch velidin tvoricich tenzory ukéZeme pozdsji.

Vzpomeneme~11i ai na gpisob, Jjakym miZeme zvysit nebo enfiiit
index, usoud{me, %e mohou existovat také tenzory smi¥ené variance,
totiz :

' a4k Je .
A = g 9P = ol g (108)
N
Tedkou vyznadujeme misto po indexu (nebo pro index), ktery se posunu-
Je. Obecnd toti3 zéle%{ na poradf obou indexfi. Je-1li kovariantni
(a tedy 1 kontravariantnf) tenzor v indexech soumdrny§, pak na poradf
indexd nezdle?f a te¥ky lze vynechat. Je-1i tedy % = a?' , je
také ' ‘

¢ 3 .

Horn{ a doln{ index viak nelze ani tehdy p¥ehodit, nebot obecnd '
a,j" + asf . Pro smiSené sloZky metrického tenzoru vyjde

- - - . . ‘ : .

337 9l-gquqb-5i. o
Rovnajf se tedy Kroneckerovu symbolu. Posledn{ rovnice ukazuje sou-
vislost Kroneckerova symbolu s metrickym tenzorem. V kartézskych sou~
f:adnig:ich Q{)‘:SQ‘ ; q”:B“Q y co% je nula pro é#j a Jedna pro
L o= 3 . Kroneckeriv symbol lze tedy povaZovat za sloZky metrického
tenzoru v kartézskych souradnicich. MiZeme vyslovit také opad&né tvrze-
ni{, %e toti% metricky tenzor vznikne zobecndnim (transformacit)
Kroneckerova symbolu z kartézskychfdo obecnych soukadnic.

Prfklad 13

Pro kulové souradnice podle obr. 14 najdite kovariantni bdzové
vektory podle (104). :
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Resan{

- —

1 2 3 Sy LT A .3 i
VSOUSt&Vé&:L,\J=JL.‘Z=)< Je Gy =4 4 Qe 3,9342
(Jednotkové vektory). o
] 1 - \
V soustavs Y =x', =x" , Y = x> vyjde

j—* ’})KQ ~

92 ~ b i = =T 9 (&)
Pro transforma&ni vztahy |

X% o= ’Y‘waﬁwgq .

y = 7 am T esay (v)

Z=’l*/${rvv\(

dostaneme derivacemi &initele [’)3. a vydislenim (a) vysledek

Gp.= Gr = 4 Om@waaf + A eo»\o+&_/&rm(f, )
9 = g -TrsimVany +Jreduny , (o)

> > T - rd
g2 = Gy = - ”rwro“i}\/&map;racwﬂ'wmﬁimmnf ]

Jde vlastnd o jinou formu vy&isleni vzorce (69).

P¥iklad 14

Vbodg T = 1, ’\‘)‘ =309, { =602°2((v kulovych soutadnicich

podle obr. 14) vypo&ftejte soudinitele [59‘ .
[4

ReZent

Pomoc{ hodnot {3;% 2 p_f'ikladu 13 a z rovnice (92) vypod&teme
inverz{ p*{slusné matice [(bz,] matici ‘

— oy

y X 2 a '} .
(‘})1 (}M {})\ g— -tq- -1
SR LN A S
Bo by Po | = | w @ -F i3
AN voa A
{53 (-))3 ('))3 % T 0

!
f
—
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Pffklad 15

Dokajte, %e kartézaky soutin dvou vektord C! —Lh,@a Je tenzorem
druhého fédu.

Dikaz

Y
- N B AT )
Cz" - (51",' ())3 G~ ﬂﬂaq /279 &7 = ae/; ¢,

Souhrn. Vektory, popf. tenzory lze chdpat Jako soubor velidin,
podrobeny transformadnim vztahim typu (104) a% (107). Vektor lze
pak nazvat tenzorem prvniho #édu. Existujf i tenzory vyZsich ré-
dd, jejichi transforme¥ni vztahy vzniknou zobecndnim rovnic (106)
a (107). Tenzor nultého ¥&du je gskalédr, cof Je invariantnf veli-
gina (transformac{ se jeho hodnota nezménit).

6. TENZOR PRETVORENS TELESA

Dosud probrané poznatky dovolujf stejn® snadno popsat deformaci
t&lesa v libovolné soustavé soufadnicc  V pivodni konfiguraci té&lesa
Jome m&11 elementdrn{ usecku ‘

- - : .
dns = g dx”. | (111)
8tverec jejf délky byl dén skalérnim soudinem

AZ = dB.dX = o s* - g ol k. (112)

Souradnice x' budeme povaZovat za materiélové, volime tedy Lagran-
geldv zplsob popisu t&lesa. Pretvodenim t&lesa se deformujf i jeho ma-

teridlové souiadnice, takZe nové vektorové bdze bude J a vektor
daz se zmdni na ‘
adf =g dx’ . | (113)
Utverec Jeho délky bude
' AN N I\ ~ . .
EVIRPy 3v: =gy dxdx’, (114

Rozd 1l &tvercd délek (114) a (112) je umdrny¥ rozdflu metrickyﬁh tenzo-
rd pretvoreného a nepietvoreného tdlesa. Za miru pretvoreni t&lesa
vezmeme proto tento rozdfl, tj. velidinu
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A A 1l
}(,3 S % W (}{,3‘ ' (115)

NemdZeme dosud tvrdit, %e tato veliina je také tenzorem, protoZe
tenzory Qij y B4y Jsou psédny ka¥dy v jiné ynﬁadnkovésouﬂavé
(pretvorené a nepretvorend). Musime nejprve dokdzat, Ze yxj opravdu
splnuje transforma¥nf vztehy (106) a (107). Proto nejprve popiSeme
vztah mezi dvéma soustavami soufadnic. Pro &4rkovanou soustavu sourad-
nic bude platit, %e

- -3 '~ '69 A ;)
. 4
de - gy dx’ As =gy dx (116)
NapiSeme transforma&ni vztahy
- 1 s S ~y 4
g0 = Phodgsy . gu=0ug;. (117)

A AL LA (118)

St#isku nad timto éinitelem mi%eme vynechat, taekZe oba &leny na pravé
stran® (115) se deformuji stejné Proto i jejich rozdil se deformuje
stejnd, takie

i

by .
Yep =0 By e Hs
Tim jsme dokdzali, %e velidina 2“@; Jje tenzor. Vzhledem k soum&r-
nosti metrickych tenzord je tento tenzor rovné&% soumérny (ysz Yic ) !
a mé obecné Zest rdznych kovariantnich sloZek.

Nyn{ se pokusfme vyjddiit tento tenzor pomoc{ posuvid Q@ = cocéf°
Znédme-11 posuv kaidého bodu t¥lesa, zndme celé jeho pretvorentf. Témi-
to posuvy mus{ byt tenzor pretvoreni jednoznalnd urden. ProtoZe k tomu
nepotfebujeme dalif{ fyzikdlnf velidiny, Jde vlastn& o vztah mezi dvéma
pojmy souvisejfcimi pouze s pohybem t&lesa. Vztah mezi tenzorem p¥re-
tvoreni a polem posuvd proto povafujeme za kinematicky a rovnice, kte-
ré ziskéme, se nazjvajil kinematické rovnice.

Dosud neumfme derivovat bézové vektory v kfivolarjch soutradnicich
(ve 13. kapitole uvidfme, %e to nenf jednoduchd), proto se zatim ome-

zime na p¥imo¥aré (pravothlé nebo kosothlé) souradnice, v nichi Jsou
bdzové vektory konstantnf. Potem
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- 'Dw(,
A = , (120_).?

y % O ch?
Na rozd{l od prvnif kapitoly nyni pouzivéme malé piagpeno, aékoli Jde
o materiélovy popis. Zavedeme nové oznadeni “
w Ty 121
U,(”) = m } .

takze rovnice (120) nyni bude

o ‘.
A - 0% Wi dga. (122)

Pretvoteni elementu AUL'S s ptisludnymi posuvy Jje zndzorndno
na obr. 15. Zfejmd i +d X = ok +4, + d W, takie
> e - - ) "
df = dX + .duw = ds g Wy Ax9, - (123)

——p

ds_—

Obr. 15 4o

Pro &tverec délky pietvoreného elemenfu budeme mit
A A 36 . Sy, > a1 , N
dT.dRk = (ge o’ 3 “aey ;) Gy i +.Zj%zljacx3°) -
I ) ¢ (124)
—(%~a*53‘ U r by Lo”»rg u% wq)dx .

Prvn{ ¥len na pravé stran¥ Je véak O(A di. s pouzitim (112), (114)
a (115) d4 posledni rovnice

L we e |
i A dx? = (Wjc + Wi +9 i W, ;) ol ot (125)

ProtoZe pFirdstky X' , dx?  mdfeme volit libovoln3, vyjde odtud

}

| g 126
Yig = Agic ¥ Wig + G My ¢ Wy, g o

Jo=1i 1= Lo, dy= ¥ 4, Ug=W , xh=x )(7‘2% ; x3=7 , dostaneme
odtud nap¥. ' :

i
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o \T 0ur
Txx'g-'q"‘"[*(.fox) (99) ): ;
-. ,a“ MW Py f,)v- Yw r()W
Tx«,;f@",* 'Dx+’0>c 'Dy’“w Tyt A 9y

nebof g - Q < % g‘s _‘93‘ = 0. |

Vidtme, Ze zanedbéme—li kvadratické éleny.definica (126) nedévé
obvykly tenzor deformaci znémy z linedrni teorie pruinosti, ale prévs
Jeho dvojndsobek. Proto misto tenzoru (115), resp. (126) zavedeme
Jjeho poloviénf hodnotu jako Greanﬁv tenzor pretvoreni

12

< A : .
%63' = '2- y&a ) (%tg*%o&) =
: (127
= —4—-( . e & : ﬁf& B
p Wig + Mg vg " wy Mg )

ktery pro malé pretvofent splyvé s Cauchyho tenzorem pretvofent

LA L 128
£j = (g + wid)- (128)

Pro malé pfetvofeni lza zanadbat kvadratieky glen v rovniei (127).
Véimnsme 8i, Ze . u Cauchyho tenzoru pfetvofeni Jsou slozky vzfaéené
ke kartézﬂkym soufadnicim M,,'y ' X

511’ = E'}()( ) 611 = atdo) ‘

1 3"*:;

zkosy Jsou tedy zastoupeny poloviénfmi hednotami. Zk o8 fo% Je
p¥itom definovén jeko zmdna pravéhb ﬁhlu, Jjeho% remena m3la pied
deformacf smér X , y/ . Definice plati Jen pro malé pPetvorent.

Piiklad 16

Ukaite, %e definice Graennva fenzoru pretvorent (127) souhlasi
8 definict (9). :

Névod

Pro Jednorozmérné k ont inuum mohou indexy nabyvat Jen jedné hod-
noty, toti¥ 1.
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ﬁeaani‘
By 'i['(“'m t Ay *’Q1~1?(&4.1' Wiy) =
| LAV W Wy W e
z ""( 'Dx YA %) - ?x_"'i'("‘)*

Prfklad 17

~ Urlete vzorce pro slo¥ky tenzoru pi'-etvoi‘cni v rovins pro koso-
dhlé souradnice, svirajf-1i aouf'adné osy X=X 'y Y= %% dhel ™ ,

Hedent
‘Pro takovy p¥ipad méme
|%1l |giL

In = ‘ﬂu bt I Qn = ook .

8 pouzitim vaztahd (82), které daji pro dvourozmérnj pripad Etyf-i
rovnice

R “ .
,q‘,‘.+g eoooa,n,y 9 coooc+g'?=o,
g + g% eorct = 0) g e +9™ = 1,
vyJjde
"o 1 w _ ] n Cogch - 2y
97 e ¥ - w9 el T4

Podle (127) dostaneme po ﬂpi"avé

~’Du, ,4 944, ?u,
Ew = 5+ ‘imd(@xf' (W)]"

oot daw,  u,
Al OxY gyt

v My, W, A Ya, Dty LW s
Z”‘ = ” ’L [ xr ’Dx’—l 7w L 9 + A ?x‘v]+

1 eo Tug ?“z @Uz U4
2 Mum[ Y Ot v X f()x"]'

—
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Vzorec pro ‘QU_ Je obdobny vzorci pro (ﬁn . V3imndme 81, Z%e
v t&chto rovnicfch Jsou derivace kovariantnfch sloZek posuvu W, ,
Nejsou to tedy "obylejné" sloZky w , * ve smérech soufadnicovych os,
nebof ty jsou kontraveriantnf. Vzorce musime déle upravit pomoci (g6),
Zanedbédme-11 kvadratické &leny, dostaneme

'()u,, ’au} P()u
En = 57 ™ Qn XA *‘Qw_ il
Tu O , ‘
T A% Y ogc 0% T Bk
a obdobnd
W Y Mo, v |
Eip = €y = 2[(76"'*’0)() (@_x—{-’—f\‘;)cmo“%]:ﬁxy’ﬁym)

Vv M
€21 = rr%—wL WCOO% = 6%3'

Priklad 18

. Je dén Cauchyho tenzor pifetvofent v rovind v kartézskych aoui'-ed-
nicich

. 4 N :
Ew 20, €4 = €y =Ty, En =0.

Najdste Jeho sloZky v soufadnicovych osach otoSenych o thel . X  proti
smyslu obshu hodinovych ruidek.

Redent

Plvodnf osy oznaZme X =X' , I\J:qcz , otodené § x, y Y= 5( .
Budou pro nd& platit transforma&ni vztahy

)

.)(.oL = p;) JLT)

;které rozepideme pomoc{ obr. 16 ‘ y
- takto: | \
L = gt‘.oaobﬁ'\(_M'/Wd. R
~ !
= } 01 & \
; \3 E Aol + ’lL (VoK i \
8114 )
4 ) 1 9! | X
J(/& = (‘51, J{,‘ 4 [.))9_! X 1 = l.
Obr. 16

2 ¢ L9
LL:‘/:‘JMM + /52,0(2‘
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Srovnénim - shodnd s definicf (103) ~ dostaneme

4 ’ A . . X |
(54) = (Do ) ‘ (39_' ==t (,))'i'v = Mnel ) ﬂil = €oodl -

Nyn{

_n? a8
Eoi|f3' = (30(, (.5(3) 67.5 .

i

Vztah vy&fslfme podle Einsteinova pravidla s danymi hodnotami. Vyjde

A .2 ,
Ev = (54' («”1' € t ﬁ?;! {5:) Ey = YA'W&OOG”O( = %‘XM"WZOC;

. . 1
ei'z’ = 811‘ ( COJ’LOL‘ A{’Mmo(.) =z 7 cod 20(,/

1 .
Ea’z' =—7 3 A QoL

Souhrn. Greendv tenzor pretvoreni byl definovén tak, aby co nej-

| Jednodu¥sim zplsobem charakterizoval deformaci t&lesa a aby sply-
val pro malé pretvorenf{ s Cauchyho tenzorem, znémym z linedrni
teorie pruinbsti;.Je definovén jako polovién{ rozd{l metrickgch
tenzord v pretvoreném a nepretvoreném t3lese. UZitim materidlovych
souradnic Jjsme doséhli toho, %e¢ takto definovand veli&ina je rov-
n$% tenzorem. Vyhoda tenzorového zdpisu je v tom, %e stejny vzorec.
plati pro r&zné druhy soutadnic. Vy&fslenf vzorcl se ddje doda-
tednd pro jisty pripad podle pevnych pravidel. Prozatim jsme se
omezili na pripady, kdy jo metricky tenzor konstantn{, tedy na
pfimo&aré souradnice. Pozdsji zobecnime odvozené vzorce pro jaké-
koll souradnice. Uvidime, %e k tomu postadf nahradit parciélni
derivace tzv. kovariantnimi derivacemi.

7. VEKTOROVY SOUGIN A PLOSNE ELEMENTY

Ke studiu napjatosti pot¥ebujeme zavést do vypodtu plodny prvek.
‘Proto se budeme nejprve zabyvat vektorovym soudinem. V tenzorové sym-
‘bolice 1lze k tomu vyuZit permutaini symbol ij& =Q‘3ﬁ 8 timto vyzna-
mem )

Cijp =+1, Je-14 t,45 ,kR =1, 2, 3 nebo sudd permutace této
posloupnosti (tj. 2, 3, 1 nebo 3, 2, 1),

Ooyp ==1, Je-11 1, j , & 1lichou permutact (tj. 3, 2, 1 nebo -
2, 1, 3, pop¥. 1, 3, 2),
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@£?£ -0 » opakuje-li se n¥kterd &fslice (napr. 2, 1, 2 nebo
‘ 3, 3, 3).

Predev3im si v&imneme, Ze pomoc{ permuta&nfho symbolu Cijh mi-
jeme snadno vy&falit determinant t¥etfho #&du. Podle jeho definice Je
totil :

al a] aj |
. 2 3 (jk 129),
w= lalt at all| - o; aaa%aa ’a1aia§(3gk (129),

(W af aj

Prehod{me~1i pofadf ndkterych dvou &fslic, zmén{ se znaménko determi-
nantu (stejnd jako u permutadnfiho symbolu). To viek znamend, %e bude
platit vztah

=t 1 &

Determinant, jeho? prvky tvoi{ metricky tenzor, ozna¥fme

%11 4@17, Qq:’,
- N = 11
3-1941 7 | 94 gu 9 (131)
' g g 93
Determinant sloZfeny z transforma¥nich koeficientd bude
= \ﬂ@ ‘« A ='] ¢ (132)
3y o &3‘- ’

' Reciprokou hodnotu zde piSeme vzhledem k rovnlci (92). Z transformadni-
vho vztahu :

A/
Qiti =B 0BG,
dostanemse
k Lgajl = 1p5 A5 geel
FTET!

AA@Q o 133)
3

ad
it

H
a ptejme se, co se stane se symbolem Géﬁ’ﬁ" budeme-~11i jej povaZovat

Ozna¥me nynf kartézské osy soufadnic x = %! y s x* oz =x
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za tenzor tretfho rddu GC\ hg! o Vtom pripadd musi platit transfor-
ma&ni zdkon (pro transformaci do libovolné soustavy soutadnic)

’ (134)
ﬂ" @() /l)f' Lam -

 Zvolfme-1i indexy < , 3 , A napt. 1, 2, 3 a srovnéune/‘(134) se vzor-
ci (129) a (132), vidfme, %e na pravé strand (134) je x~ , takie

€y = ~—g—~ . ProtoZe v kartézskych souradnicich méme Qyy = gzozo =
= Qa3 = 1 a ostatnf hodnoty sloiek metrdického__!:_enzoru Jsou nulové,
Je c’;}‘ = 1. 2 rovnice (133) proto vyjde A~ = \]@ , tek¥e C,, =W,

Permutadnf tenzor G{J‘ﬁ, ' mé proto hodnoty

—

G,La-&_ = ﬂg , Je=11-{ ,é , k. sudou permutacf posloupnosti 1, 2, 3,
GQ‘Q =..\,'§ v Je=li o, 4, % lichou permutaci téZe posloupnosti,
é tyo = 0 opakude-liiae méktery index.
V kartézskych soutadnicich se permutadni tenzor rovnd p,ermufaénimu
aympolu, obaecn® viak plati, Ze e«'jh-’ et @

Podle pravidla o zvyéqvéni indext

lowm W ogm fm ‘ (135)
C e 9 g o .

1ze dokdzat, %o € ™™ ee”“””/\l?j. Vztah (130) se nezm#n{, vym§nfme-1i
v ndm permutadni symbol za permutadni tenzor. Zndsobfme-li pak tuto

rovnici &initelem ee”w’“" , vy3de po Upravé
o i 2 A e
Q,~ocet[aa-1 = (,C""“"’C”Qa a a (136)

drvam
Je totis € Comm= 6, c0% Jo zFejmé z definice. Pro permutaini ten-
zory plat{ tyto identické vztahy:

{1k -
Gcg G‘L/M/w = 'mbm 6'3 8

gl
C Gto'i«w - 'LS’WI (138)

1

Pro permutadni tenzor v rovind kolmé k ose 3 pouiijeme zkrdceny zédpis

. _0(.(0 . ) 3 -
Cup ™ €up3® popr. 7 = g*F (139)

I

ktery se bude hodit pro reSeni rovinnych udloh.
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Nynf se vrétime ke kartézské soustavé soufadnic. Pro jednotk ové
> > -~ 3

vektory }(_f‘ 2 (4, € tz e b ..'(",’3 miZeme . psét vektorové soudiny

- 4 - >

t X (,IL=L3,

-» b e -4 ’ (140
Tt x LJ*?,., )
23 -> -

1 X ¢1=£2.

Vektorovy sou¥in zna&fme k¥{¥kem. Tyto rovnice lze shrnout do jediného
zépisu

sl - 4 -

Cx 1= e™ T (141)
Vzpomeneme~-1i, %e v kartézskych soufadnicich je g'"’ T y Ew zeww,
miZeme misto (14l) psét m

=>¢ Saw Lovw -

4 x 9 = ¢ Gow " | (142)

Tato rovnice viak obsahuje jenom tenzory (prvniho a t¥ettiho #ddu).
Plat{ proto ve v3ech soufadnicovych soustavach.
Jak vyjdd¥ime vektorovy souin libovolnych dvou vektorﬁ napi‘.

-~ =>

{§ =Q x & 7 stadl, napf¥eme-li

-~

T e & = d - WG -attg x g, -

Co (143)
-~ o e ., ., b
b g” - 9 g
takZe
Qe = qu a6, S (148)
’ Piﬂipomanme, %e vektory Cb Q tvot{ pravotoldivy trojhran ( je-1i
vektornvé bdze pravotoéivé) )
Vytvorme pro zajimavost skaldérni sou&in
pralil % t 1,9
A.q = o ge = A QL 6‘3(‘}@3‘& = 0. (145)

Soudin se rovné nule, nebof vyraz o 6301%: ije znamend determinant

N L 0.4 ,C\,L a’b
abiofege = | 61 4 &G
LA (2 3
) a- &
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ktery Je nulovy, protoZe mé dva i"édlcy stejné, Rovnice (145) znamen§,
29 vektor O.« Jo kolmy k vektoru q, axf? . Predstavuji-1i vektory
a 6— délky, mé vektor i. rozm3r plochy a rovné se plode rovno-
b&%niku, jehoZ strany tvori prévy vekfory @ 6' . Jo k této plode
kolmy. Rovnobéinoatén s hranami @ 6' , C mé proto objem -

- ; _
V=8<8.2 - ol C,éqv (146)
L d e <> »
Objem je kladny, je-1i trojhran & ,_6’ » C pravotodivy.

‘Né-1i element&rni ploska tvar rovno-
_-q’
bs%nfku o strandch ¥ , d¢ (ebr. 17),

s )
dA , lze ji zndzornit vektorem
& - - — ’
e AR = dv¥ x ds (147)
— 0 sloZk 4ch
dr va (148)
o = & .. 4
Obr. 17 O{Ak 64‘310 dx dc?.

- Plisobi~11 na elemeritdrni plodku proti
vektoru O tlek v , cos Jje skaldr, vaznikd sfla AF - - v oA
o 8loZkéch ' :
- N Ta - . l
AFL =-p e drtadsd (149)

> — ~%»
M4-11 elementdrnf rovnob&Znostsn hrany v | dx , df tvotfel
pravotodivou soustavu a mé-1li tfthu vztaZenou na Jjednotku objemu

5,3?-3#%, 4130

rovnéd se slla t{%e pisobfc{ na elementdrni objem ¢{V

= - 3 e
dW = dv -y cf& € g AT ALt ™ (151)

Vzorce (146) a¥ (151) plati ve viech soufadnicovych soustavach.

Priklad 19

-
V kartézské soustavd soubfadnic je dén bod A (2, 5, 1) a s{la F
(3, 7, 10), kterd v tomto bodd pisobi. Soufadnice jsou v metrech,

slozky s{ly v newtonech. Jaky je moment s{ly F ok potédtku souadnic
07
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Redont

Podle definice se hledany moment rovnd vektorovému sou¥inu

=% — i

M, = (ﬁxF= axF (a)
a4 | |

My _= 6'1~3-@ a,” Fd. (b)
Vyd{fslenim ; NS
€1 0&‘:3‘* €y F* - ajFG’O&F’L 14
g 10 L. 7 w43 Wa,

M,

.

"

i

Mo= o2 - 'F® = 1.3-2.,10 = =17 M,
M:;,: Q:‘F'L Y af’FJ =‘  2 . 7 - 5 i3 = -. 1 Nm. v

To jsou tF¥i sloZky vysledného momentu M | Jsou to sice kovariantni

slo¥ky, ale v kartézské soustavd se rovnaji kontravariantnim sloZkém.

Dokaste, iﬁé‘ plati

&’x(gtz) tfr’(‘c—fg)~z(£?;) . (a)

HeSent
~ Zavedeme pomocnd oznagent ¢ =0 C , takie bude

Q,ﬁ = '-GLJL 6,“63" (b)

Dosazenim do sou¥inu A x g = h dostaneme
Ao 0 M A m
€0 e € Oy ey b7t - ™ SR
Rozepséntm podle (138) vyjde
fom

A wA oo ¢ ..,m»e'A,m.é_
EM R =8 Gy =04 By 5, (a)
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t&k#o:
AT (B8] 8”‘“ 55) 0, U )

S podkazem na substituZn{ pﬁsobnoat Kroneckerova symbolu dostaneme
nakonac 5

: IETNT A (£)
_ r" = 6™ 0. },- ™ o b
'6111 - ve vektorovém zépisq-—
BT R @), @

‘coy jeme m&li dokdzat.
. Vzorec (f) mé proti vzorei (8) vjhodu, neboﬁ obsahuje nejen po-

ufku, ale soutasns i ndvod, jak ji pousft (Jak vzorec vydislit), a to
.V kterékoli soufadnicové soustave .

Pffklaa 21

Doka%te, %e plati

=

(ZxBYEx &) - (EDNED) - (XA NER)-
bﬁkqg:poﬁéehév4@§7§tenéri.

| So uhrn. Permutaéni tenznr umoznuje snadny vypolet detarminantu
tfetiho rédu nebo vektorového soudinu v kterékoli soufadnicové sou-
|| stavé a stejnﬁ anadny vipodet plo#ného nebo objemového elementu.
Rovnice psané ve slofkéch tenzord obsahujf implicitnd 1 névod
1k Jejich vy&islenf{. V tom je vyhoda tenzorového poétu pred vekto~
rovou (Gibbsovou) algebrou.

8. ROZBOR NAPJATOSTI

% télesa uvolnime t¥fboky
’ 'Jehlan (8tyFstsn), Jehoz pl4&t
mé hrany do , ol(o N dc spada—
jfet do smsrd g » s s
v daném bodé O. Koncové body
uvedenych elementérnich vekto-
rd tvor{ vrcholy zgkladnového
trojthelnfku ABC (obr. 18 a).

Obr. 18 a




Jeho dv& strany Jjaou
dp = dd-da, av = db - d& . (152)

Plocha trojdhelnfku Je

AR = 7 df x A = % (Al - dZ)x(dS - ad)- (153)

 Vektor LA bude vnsj&f normélou, jek je vidst z poradf #initeld.
Vynésobenim

AR =yif(d;€;x de + dé x A + da x db). (154)

Ka?dy z vektord na pravé astrand mé jen jednu nenulovou sloku, takZe

- :
da = da'q, b = A, de = adgs .
Nakonec vyJjde

\_‘

:—T- L 43 ;P". 3‘4 B 1 (A 3 15¢
dR = 7 (a6 dce,, g ' +ac do'e g +da'db’e, 7). (155
-5 ;
Srovnénim s vyrazem oA t0“\4,—45"doa‘tanemca kovariantnf sloky

: |
AR =5 € db¥de®,  dPy = T epddda’, Az 6y daldlh®

Nyn{ vyjédrime velikost bo¥nich st&n Jehlanu. Nap¥. plocha OAB Je
vyjédfena vektorem ve sméru vndjs{ normély o velikosti

-3 A4 :
Ak xda = T AB o’ €4 - — AR (156)

Obdobné vzorce ziskéme i pro zbyvajici dvé st&ny. Je z¥ejmé, Ze
vektorovy aquéet vSech ¥ty¥ vektory, znézornujicich velikost a orien-
taci st&n daného ¥tyirstdnu, je nulovy. Z rovnice (156) ddle vidime, .
%e kovariantn{ slo’ky plochy AR (trojthelnfku ABC) maji sm¥r vnitif-
nich normédl k bo&nim aféném, nebot na pravé strand (156) méme zéporné
znaménk o,

el —p

VyJjmeme-1i jehlan na obr. 18a dQ C dP

ze zatiZeného t&lesa, budeme musit Obr.
nahradit silové plsoben{ tohoto t&-
lesa na uvedeny jehlan vy¥slednicemi
A%, 4, A% & dF (obr. 18 b).

Tyto sfly rozloZime do kontravariant-

nich slo%ek a zavedeme predpoklad, Ze
Jsou UmErné plochém, na n¥% plsobi.
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Konstanty Um&rnosti oznaZime &Y + Napideme
— : - 2y ~3
AP < & aA a5 dG. = -G 2tk qy
dR = _(;330(33 5}’3 _ : (157)

Devat sloZek G e "pi‘edstabvu,‘j‘e tedy slosky sil vaztaZené na prislusné
slolky ploch., Nemusi to v3ek byt skut e&né napdt{, proto%e napt. soudin
(“ ’(Aﬁ« neni obecnd silou, tou se stane teprve po vynédsobeni vektorem
Qa (ktery nemusi byt ani jednotkovy, ani bezrozm$rovy). Podobns A K4
nerus{ mit rozmé&r plochy. Soudin qu rpzmér plochy mé, av$ak sou-
¢in oﬂh(g, u nemusf mft. Chceme-11 dostat slo¥ky napjatosti tak, aby

m3ly skutednd rozmEr napétf, tj. sfly délené plochou, musime vypoditat

tzv. fyzik4lnf slofky napjatosti. O nich nés poudf p¥fklad 23. Fyzi-
kélnf sloZky napjatosti netvorf tenzor, takZe jejich ddslednym zavede-
nim by se vypodlty naobyéejné zkomplikovaly (zejména v kiivodarych sou-
fadnicich).

S{ly plsobicf z okolnfho t¥ldesa na uvolniny étyf*-stén musi byt
v rovnovédze, je-1li 1 t&leso v rovnovéze. V tom p¥ipadd musi platit, Z%e

AF = - df - d G - atd. | (158)

' Rozepsénim do sloZek s pi‘-ihlédnut‘im ke (157) vyjde

AF < AFig, - gtadm oo (159)

Tuto rovnici znésob:[mo skalérné éinitelem 0(‘} a poufijeme (71)‘.

. Tak dostanama

art < ¢4 gag. (160).

 Rovnice (160) davé névod Jek v daném misté ‘vypo&itdme silové pﬁsobeni

AF na 1ibovolny ploiny element clA . Tenzor druhého rddu G% ae

| nazyvd tenzor napjatosti.

Lze dokdzat, Ze je soumdrny. Ctyi‘-stén z obr. 18 doplnime na rovno—-i

b&Znostén, jehoi hrany budou da’, 0({’;,, A€ . Pro sfly di_? , AR, AR
- pisobfcf na jeho stdny napfZeme podminku rovnovédhy momentd (silovych

dvojie)

> - - - : :
A& % dF + df x dd + dE x dF - (161)

‘ /- '
- Vzorec pro usporu mista rozepifeme Jen pro prvni dvojici- d&’x 0(\?

(obr., 19). Ostatni dvojice se rozepisf obdobnd. Zrejms
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~ ) 3 ? —»
dP =ot.\"‘f‘“’é* = @09 et Eqip Gm ae2)

Obr. 19

Bude
P= P m gl gf g A " (163
da x‘d da dP¢,..q"= da' s dé? de CiktCommn & - )

Tato rovnice obsahuje pét slepjch indexd &' mé na pravé strahé 35 = 243
. 8lenld, Rovnice (161) v uplnosti zn{

I I
G™da db?de” (€5t €jmm™t €4ic & jmm ¥ €t Clmm ) =0 (164)

) _ -
Zvolime~1i hrany rovnob&Znostdnu rovnobdZné s vektorovou bézil %qu

' (stejn¥ Jako na obr. 18), Jje jen jedna volba pro 4 , j , & (totii
1, 2, 3). Promw =1 napit. dostaneme

| Com .
| . ¢ (‘6236 64%4 + €ae o t e €3M4) =0, (165)

;Prvni tlen v zdvorce odpadne & zbyvajfc{ majf nenulové hodnoty jen pro
=2, w=3, popt. £ =3, ™ = 2. Proto

C € €1 + G €y Capy = O (166)



0dtud u% vychézi

G‘m_ (5‘31 = O . ' (167)

Obdobné vaztahy dostaneme 1 pro ostatni sloiky, tdkie Jsme tim dokdzali
soumgrnost tenzoru napjatosti :

¢Y - it | | (168)
v kontravariantnich slofkdch. SamozPejm3d existuji i kovariantni sloZky

I NP ¥) - 169)

%t Qg | 169)
které jsou rovndZ v indexech soumdrné. Pro smf8ené slozky méme

R YL A AR PO A R
‘Vzhledem k soumdrnosti kontravariantnich sloZek nezdle#1 zde na pofadi
indexd, tak¥e Q??b==€ﬁf3 , avdek indexy nelze zamdnit, nebof obecnd
GY * Gj’ (na to zvléstd upozornujeme). Tenzor napjatosti mé obecnd
Zest slofek kontravariantnich a 3est sloZek kovariantnich, avdak devét
sloZek smiSené variance. Proto se tyto smiSené slozky ztidka uztvaji.

Pro lep#i piedstavu se ﬁyni zabyvejme p¥ipadem rovinné napjatosti,
prl které jsou nenulové jen sloZky obsahujicf{ indexy 1, 2. Tretd
bézovy vektor Je kolmy k prvnim dvdma a v prim&tu do roviny napjatoéti
se proto neobjevi (obr. 20). V kontravariantnich slofkéch bude platit,
Ze ' ~

e am)

o

e e e e
AR!
~
q’\i .

- "’3
gsag & —3
\\\ _ -
\\\ '-'1 /
- g v
Obr. 20 - Obr. 21

- 62 -



‘Slozky tohoto druhu jsou zakresleny na obr. 21. Kovariantni alofzky ydajiy

OL-—"

0(? = @ dA q (171 a)

Obr. 22 Obr. 23

Jsou zndzorndny na obr. 22. Pro smiBené slozky plati
N . . | |
dF = G dhagl = G dr®y, . (171 b)’

Tyto slofky Jjsou zakresleny na :
obr. 23 a 24. Je jist¥ zajimavé, 2
%2e nap#. hodnota Gl Je v obou . 62
obrézcich stejnd, avdsk Gy + G,
Jak Jjsme Ji% uvedlli.

| Jsou—li soutadnice kartéz- ;
ské (ptimodaré, pravotihlé), pre-
Jdou sloZky tenzoru napjatosti

v obvyklé hodnoty G“= G ,
G =@M Ty Tyx & GMa2 Gy

a mezil jejich rdznymi variantami .
neni %4dny rozdil, Obr. 24

Ti{m, %o jsme elementérnf &tyrstdn na obr. 18 vynali ze zati{Zené-
ho, a tedy pretvofeného t&lesa, dostali jsme Eulerdv tenzor nap.ja’cdsti.;
Nebudou-1li deformace malé, dostaneme jist& jiné vysledky; pouzijeme-1i -
Lagrangetv popis ‘a_kxztéhvneme s{lu prenédsenou ndjekym plodnym elementem B
uvnitf# t&lesa k jeho velikosti v nepretvoreném t&lese. Voucuje se otdz~
ka, méme~1i v tom pFipad® po¥ftat s nezméndnou silou dbF (a ne-1i, '
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—_
jak j1 méme prepolftévat). Oznalme elementdrn{ plosku, na kterou dF
plaobf{ v pretvofeném tdlese, ABC . Tomu odpov{dd v neptetvoreném
talese afla AF, e ploska A BoCo . Pretvoreni je popséno vektoro-
vym polem posuvi i , resp. U , tak%e - obdobnd jeko v kapitole 2 -
dost aneme Eulerovy souifadnice &é4stic deformovaného t&lesa jako soulet
Lagrangeovych soufadnic a pfislu3dnych sloZek posuvi ‘

.

A | (172)

Vzt dhneme~1i nyni vypoéet k nepfetvofené plodce Ao Bo Co a vézmeme-li
piitom stejnou sflu <1T' dF' dostaneme Lagrangedv tenzor napjatosti.
Mist o toho miZeme navrhnout prepolet silovych sloZek podle vzorce Xy

axt
i H

a dostaneme - v nepfetvoreném elementu -~ Kirchhoffiv tenzor napjatosti.
Tyto tenzory splyvajf, jsou-li deformace velmi malé. V linedrnf teorii
- pruZnosti se proto nerozlisujf. V nelinedrni teorii pruZnosti se pfed-
pokl4dd vzédjemn® jednozna¥néd zdvislost Eulerova tenzoru napjatosti na
Almansiho tenzoru pfetvoien{ nebo v Lagrangeov® popisu zévislost Kirch-
hoffova tenzoru napjatosti na Greenové tenzoru pfetvorent. Légrangeﬁv
tenzor napjatosti je nevyhodny tim,- 2e neni soum&rny. Proto se uiivé
jen zpidka.

AT - AFF (173)

Pfiklad 22

V pravothlych souiadnicich Jjsou dédny sloZky rovinné napjatosti
M o, G 6™- Txy et Qy, Ur&ete sloiky tenzoru napjatosti
v polarnich soufadnicich. :

ﬁeéeni

Z transforma&nich rovnic
2! T 2!
e e’ = Xt s
e It ; , X o
ur&fme (1,3) = & @ ze vateht ﬁj.vagél také (53- . Vyjde

‘{blﬁ*=®mt(, [y = Tretwy (B"I’Hy(/mw, (Bfg:“r(;oo&p,
By < conyy By simg, ST s, By L cory

*y Nezagaiénme, Ze X F?(Xﬂ%ﬁ&?yﬁ).'Pfi t = konst vyJjde
. ,
{X if“;‘Cix Rovnice (173) mé analogicky tvar.
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Vydislenim vztahu
. -y )
At pd ke
) ) (‘@ (}’L ©
dostaoneme pro polérni souiadnice
» G 6oty + 26 Mamy cory + G aimy
1114 ‘ . v
- G Coty + LT, Amyeoay + Oy Ay
a podobns
: vy A , i
G« = UGy -9 sy cory +Ty (caty- 2in’y)],

G - 25 [ Gy 4k - & Tuy sty eory + 6y con’yl.
V3imnime s8i rozdilnych fyzikdlnfch rozmd3rd t&chto sloZek. Kovariantni
slozky vypodteme 8 vyuiitim vysledkd z p¥fkladu 8. Ze vztahu (K&a =
ik G; Lg‘“vyada (rozepsénim souétﬁ a dosazenfm)

Qpy = G . GY\Y*TG ‘?' wa'r"gw

Pro zéjimavost vypoététe Jestd sloftky smiBeného tenzoru., Presvédéte se{
%2e napf. plat{ vztah ‘ !

Pffklad 23

-Vypodt&te-fyzikdlni aloéky napjatosti 2z kontravariantnich sloZek
tenzoru napjatosti.

| Resent

| S1la dI' pFendSend plodnym element em ckA 8e-vypotte pomoci
kontravariantnich slo¥ek &% tenzoru napjatosti podle (159)

AF = 6T AR; 37 . (a)
; kde
dR = dPiG*c. | (b)

: - .
- Vektory §; éf“ nemus{ byt jednotkové a nemus{ mit obecns ani

. stejny fyzikéln{ rozm¥r. U&infme z nich bezrozmdrové jednotkové vekto-
ry tim, %e Je dslime jejich absolutnf hodnotou, tak¥e budeme mift

->

i o= = il % (e)

4 \{%)@w, ,\)q%)

e o



& obdnbns o
2:’4: o » - a . . __‘ .
; R \l %(1. 'u)

V tachto vztazfch se p!‘es indexy neséﬂ:é, nebot se nev,yakytu,ji ve
dvojici ani ve aprévné vzd jemné poloze (Jjeden hornf, druh¥ dolnf
' index). Abychom to zvl43td vyznadili, dali Jeme Je do zévorky. Bude
se tedy naph. q,“") rovnat bu& %“ nebo %’”‘ nebo ¢> podle
toho, %emu se prévd rovné v :

(d)

Nemé-11 (lA{ rozmdr plochy, prevedeme Je na "skute&nou" plochu

d s, fouto dpravou:
‘“‘*C“\% "OLA‘;-—-Q——————Q___'.___‘ 26 -
’ \ g G

o (e)
. ’_‘vm dﬂb‘iqu‘f‘) T . d 4 B’: ‘
,‘v‘tak’h\ B :

Zf,z"ovnyi‘ce (a) v o :
d@m ERV T (70 > ‘

o{F - Y an; T = 69dA NGy 45 (&)
%3 %

" dostaneme dosazenim podle (f)

G \I@T[z

= = 1-9‘ v . o g
—— i
- TNY tNm*J Tn] T41)
.. Fyzikélnt sloﬁka nap.jatosti Je
v¥ = 6T \’q’_‘“’ [N
V%(«m) o

' Pres indexy v sévorkéch se nesEftd. Fyzikéln{ slosks mé sice rozmsr
[Nm 2] » 8le nent to tenzor, nemd tedy jednoduché transformaini vlastnosti,
které by bylo moZno popsat stejnym vzorcem pro v3echny soustavy soufadnic.

“»Souhrr_x. Tenzor napjatosti byl volen tak, aby ve v8ech soui‘édni'-i
cich platil stejny vzorec pro vypodet sily pFfendSené libovolnym



-Q p1o5nyﬁfe1émentem uvnit® t&lesa. Tato vnitfn{ sfla pisobi podle
zﬁkoné o akcl a reskcl z jedné &4sti tslesa na druhou a naopak.

Il ZprostFedkuje tak prenos silovych u&inkd tdlesem. Protoze zobec-
mné soufadnice nemus{ byt rozmdrové homogenni, nemus{ mft ani

| aloky tenzoru napjatosti stejny fyzikélnf rozmsr. Nejsou to tedy
| obecns fyzikdln{ slozky napjatosti. V kartézekych souradnicich
v&ak dostaneme sloiky napjatosti, které se shodujf s fyzikdlnfmi.

9. KONSTITUSN! ROVNICE PRO ELASTICKY MATERIAL

Zat{m jsme 8e zabyvali rozborem deformace a napjatosti. Nyni se
budeme zabyvat jejich vzéjemnym vztahem. Za¥neme s nejjednodudsfim pif-
padem alaatického materidlu, u ndhoZ budeme piFedpokléddat, %e se napja-
tost m&nf jen velmi zvolna, takZe 1ze zanedbat setrvadné i térmodyna—
mické W¥inky deformace. Hookedv zdkon pek vyjadfuje linedrnf vztah
mezi tenzorem napjatosti a tenzorem pretvotren{ (pro malé deformace)

Iy _ Ytk

i 3 = "
,Q’ E f;l .
U obecns anizo*ropického t&lesa existuje 34 81 hodnot moduld pruZ-

nosti € 4kt , které viak nejsou vSechny nezévislé. Protoe tenzory
napJatosti a deformace jsou soumdrné, musi platit, Ze

(174),

ke ghte o gtk gt (175)

Tim se polet nézdviBIYch slofek zmen3{ na 36. Dald{ omezeni piyna
& \ivahy o energii napjatosti. v kartézskych soufadnicfch je energie
nepjat osti v Juanotce obJomu

W = 7 (B',ge,‘ ¥ G‘s £y * S, ¢, + Ty Py + Tye s + 'tu%()’ (176)
co? 1lze prepsat do tvaru tanzorové rovnice
'W’T'L'-G'%" am

kterd pak platf ve vBech soufadnicovych soustavich. Pro element&rnf préci
(pfi nekonedns malé zmdnX deformace) dostaneme */

dw = 67 dey, (178)

%/ Jedna polovina v rovnici (177) vyjde proto, %Ze napjatost nenf bxhem
deformace konstantnf, ale m¥nf se ‘m&rng k deformaci podle (174).
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Forméln{ d’eri_vacf‘(l'T?) vSak vyjde‘

| W 'bw ,
Y P L
as pi'-ihlédmﬂ im ke vztahu (174)

@W 64

W
a - 069 Vege e T FegdEy -

&EC

It

TE*QE 0( Eoe + ’L G"’Jd,eta : ) (179).

o e BY 4 69) ey -

i

Diferencidl dflq_ miZeme volit libovoln. Zvolime jeJ tedy tak, aby
byly nenulové jenom slozky A€y = dgge pro urdity zvoleny pér 4 ,
(}" (napt. { =1, }_= 3). Srovnédnim (178) a (179) dostaneme, Ze

i v 1 &L ™
G'%O(ch‘ + Ga”d&g»‘ = T € b «,3 0('6 -+ 7 Eu Eu J,EJ,,

. (180)
BLENPL —_— ‘ , wo .
cretaegr Fotacg.

. Po &;éé‘ani a slduéani ;-fvzhiedem k }som‘nérnos,_t;i (3"9 ,__deca‘ | - vyjde
(3‘3":“5‘““3 AT | ) " (181)
Srlo[vnénim s rovnicl (174) |
cly pigue (162)
2bgva tedy jen 21 nezévislych moduld pruZnosti. Je-11 materisl izotro-

picky, zbudou z t&chto moduld Jen dva nezdvislé. Je mo%no ukézat, Ze
© Je lze vyJ&dPit tenzorovou rovnici

tjee b g0, e gk , ~
ES am/u)L % vgry’ *9‘@’ ) asy

' kde %Cj ~ 8lo%ky metrického tenzoru,.

E - Youngiv modul pruinosti,
M - Poissonovo &fslo.

Alternativn{ tvary Hookeova zdkona probereme \'r tYvodu kapitoly 11.

Poznimka : zkréceni rovnice (180) umoznila zminénd libovolnost diferencialu de;; .
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prgclaa 24

.Pi‘e‘a‘védume se o platnosti vztahu (183) pro izotropickéd pruind
t&lesa. V kart ézekych soukadnicfch mé Hookelv zdkon obvykle tvar

= X 2 (4% ) SR
€ = 7 (G- (‘*5}1 ~f G2 ), 3"*‘4 %fc,% atd.

V tenzorové symbolice ‘Jsou tyto rovnice

; 1 mnoon 3 L4+ u)

E“ —E(G .-/%% “[9(5 )l }1611.% €2 ”"’g&" Q.

- Je jich. celkem Hest. Dvd Jsou napsény, zbjvajfc{ ¥tyril dostaneme
cyklickou zdm3nou indexd. Vypodteme-li z nich napéti dostaneme rov-
nice typu

i (s )4~ 2) LUpden+ e v pess)
G = PIOYN (€q + E0).
Srovnénim se (174) méme L
ALY
s p)(4- 9«/0
vEme L Eﬂyss - “*;;4’{‘1 2/“)

gwe B oy

kl(,'l-r/%)

FH‘I’l

| Obdobng bychom dostali i dalsf{ hodnoty. TytéZ hodnoty dost_anemp_ i ze
(183), vzpomeneme-1i, ¥e v kartézskgfch souradnicich ¢'? = §'¢ =
= Kroneckeridv symbol. ~

Souhrn. Zékladem linedrni teorie pruZnosti Je linedrni zdvislost
kontravariantnich slofek tenzoru napjatosti na kovariantnich sloZ-'
kéch Cauchyho tenzoru deformaci. Sou¥initele u sloZek Cauchyho
tenzoru deformac{ (moduly pruZnosti) tvori tenzor &tvrtého Fddu.
Vzhledem k omezenim plynoucim ze soumdrnosti mé tento tenzor nej-
vy8 21 nezdvislych slozek. Je-1li materidl izotropicky, Jsou nezs- '
vislé slotky jen dv&. Plat{-1i nSjakd rovnice nebo soustava rovnic:

S Byl



v kartézskych souradnicfch a lze-11 ji napsat v tenzorovém tvaru,
plat{ pak v jakékoli soufadnicové soustavé.To jame vyuzili naps.
pri zobecndni vzorce pro vypoZet m¥rné energie napjatosti.

10, ELASTICKE VLASTNOSTI POREZNfHO MATERIALU, KONSTRUKUNI ANIZOTROPIE

Predstavme si konstrukci pravidelnd sloZenou z tenkost&nnych _
krychlovgch bundk stejnych rozmird A X O x & , s tloustkou stén <o
(obr. 25). Stény tedy tvor{ “"skifnovou" porézni strukturu orientoveanou
k osam soufadnic % ,% ,% . Budeme zkoumat elastické vlastnosti tak-
to zidealizovaného porézniho materiédlu.

A

A

* ' -
| Obr. 25

Proto%e stdny jJsou tenké, bude v nich dvojoséd napjatost. Predpo-
kl4ddejme, Ze rozmdry Jjednotlivych bunsk (pord) jsou velmi malé v po-
rovnéni s makrorozméry t&lesa, tak%e porézn{ materidl bude moino bez
vdt81 chyby nahradit elasticky ekvivalentnim homogennim materiélem.

Na krychli tohoto ndhradnfho materidlu o rozm&rech M@ + MO % Mou
necht plsobf sfly podle obr. 26. Prozkouméme, jeké musi mft tyto sfly
velikosti, aby se vytvoril nap¥. stav jednorozmirné deformace ELx =
= €4 = konst, ostatn{ slotky deformace nulové. Z¥ejm§ musi byt

Fax = Lodot Gx (184)
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nebof Yelnf stina na obr. 25 mé prafez 100t ., K zameszent 'puané
kontrakce musf p&aobit Jets tahové sfly ve smérech os Moz, ty

:jvéak odpovidaji jen napdt{ v deskéch rovnobdinych s rovinou ( X
2 ). :waky kolmé k ose X

reap_o, { %

' A'Fxx

r\&t = F@;; , m&'&/h Gx |
" *Fzz
:_E"y
ha
’J o o
Obr. 26

'f 2 Hookeova zékona pro dvojosou napjatost vyjde

Q)'x"

Q;-'H

E

A= Wt

a =L miot

/ﬁ. €41 )

y 2 )y
Joou totil bez napéti. Proto

!

(185)

!

H
i

(186)

Pfejdeme-li nyn{ na nap&t{ v néhradnfm materidlu a na tenzorovou sym-
boliku, bude F}l-G*Hma a z rovnice (184) '

!

t
\

(187)



Odtud

t %LE
" = & A en (188)
a z rovnice (186)
G‘ﬂ- = 6‘3’) bed % ——%_-E(a;— €11 g (189)

Superponujeme-1i tato piretvorent v jednotlivjch smdrech x , My
dostaneme

t E
oM. a ?/‘—T (_2. € +/A, Ees +M£33)' (190)

Nyn{ zvolime za nenulové slokky € = €y , S pouzitim Hookeova
zdkona

E E
1
dostaneme
" E
Fw% e F%x = mob 7;7;“ €12 (192)

a odtud - dslenfm soufinem M ol

n a4 _t_ E - _t_ E
=M= Y 4+/~ En = o Qo('H’/A) (,617_‘\' 311)~ (193)

Srovnédnim se (174) odtud ziskéme moduly pruZnosti

EMM Emu . E3% LE '_‘7__ )
" ryeealle s
MU _ = 2 133 E ¢t
E = E o E = —(&——4"/‘7’ "6:" ) (194)
71 13523 UM E _{3_ ‘
E = E = E. > 9-(.'1"'/*) a

§ hodnotou M = 0,3 vyjde pomsr téchto hodnot EW0 , gU% g
= 10,15 : 0,175, kde%to z rovnice (183) vyjde s vyufitim vysledkd
pFikladu 24 pro plny materidl pom&r 1 s 0,428 : 0,286. Ze srovndni
Je ztejmé, %e poréznf materidl mé mend{ p#¥fi&nou kontrakci a %e je ve
smyku poddajndjsf neZ plny materidl.



Poréznt ﬁatefiél podle obr. 25 méd stejné #laatnoeti veéaméiech'
soufadnicovych os ¥ -, %, ,2 , ale nenf izotropicky, jak se lze presv¥d&it
transformac{ do obecns pootoZené soustavy soufadnic podle vzorce

L | ‘v'Ua' & ¢ rgrh
: b L0y B EMT o

Anizotropie'alasticky ekvivalontntho néhradntho materidlu zpdso-
bend konatruk&nim uspoPdddnim struktury se nazjvé konstrukéni anizo-

tropie.

Priklad 25 | ' Y

Pravidelnd prutové kon-
strukce se sklédéd z trojuhel- vy :
nfkovych "bundk" podle obr. "~ | - -1 - Obr. 27
27. Pruty maji vSechny ty¥i S = < '
prifez i modul pruZnosti,
Najdste elastick é moduly né-

Nel) “ : v
hradnfthe kontinua. ‘ - y |- , v X
a |
ReSent . | o
Je-1i nenulovou slo¥kou pretvofeni pouze %x = €4 ., bude po-

m3rné prodlouZenf prutd rovnobdinych s osou X stejné, s osou
nulové, V thlop*f&nych prutech bude pom$rné prodlouteni podle obr. 28

Al Ex a €%

e & = €4 0%l - » - ~ (a),
Lok
, | '[F” |
. . F
xﬁ xy F
C xx !
-t —_—
e ————
| | na
T - - -
Obr. 28 ' , l
Obr. 29
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Prit om”

o

Majf-11 pruty modul pruinosti = a prdfez S

y budou na pole
o velikosti Mma « mé podle obr. 29 plsobit sily

Feg = MESegy +m ES ¢y, Cotol.Coost = MmESen (14 Cm%L), (b)
. . | (c)
F)Ma = (T\/ES t41 CO’\)wd,/A(/WW :
F]\ax = mES Em DoaloL, ) (d)
Fryy = WES ¢, cotke smet (e)
Odtud dostaneme napdti v néhradnim kontinuu
V, ES A |
Mmoo €y 3 ]
" = o = = wotga (44 costw),
12 Fry o ES¢ : _ ESeqy
@ = e o = wt“gowo:)zoa AMuel = —5— e
z ES g g
QML e €1 1, - 1t
ey o oo = G, (£)
n _ Yyy  ESey :
¢ " Thov ‘TOOQI:DL/QWOL- -
Pro strudnost ozna&ime o ~ . Bude
G‘M = 'k.ﬁﬂ 010{7%06(41‘6mso¢),
e = 0™ < 2 En C)Oﬁlob) (@)
™ = R Eg o'l MU
Obdobnd dostaneme napdti odpovidajfci prodlouZeni €12z
G‘M = {bﬁq_q_ AU oL QOO%L' .
™ = 0™ < b g AU coast | (h)
0 =

&) €11 (’1 +A’UM§0L> .
Dédle budeme piedpoklddat pretvodent ’yw = €t €y TO.
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Podle obr. 30 vyjde pomdrné prbdlouie- ,
n{ dhlopff¢nych prutd

é;(% - Loy o0k l;,wm = %ym&wﬁo{.- (1)

LAk ;
Prodloufen{ ostatnfch prutd je nulové f
(aZ na malou veli¥inu druhého Pédu, |
kterd se v linearizované teorii pruf- |
nosti neuplatnf{). Proto

Obr. 30 Foc = Py = M ES gy Mand eod | (.ﬂ%
FW=Fw=mE39~W{5Md«mo&‘ |

vivalentn{ napdt{ odtud vyjdou

F)(X.
w &

" = =h(611+6¢1)00050b,

By T ’ |
" = ¢ = KX%C = n:é; =k (€n + €u) 4owot corst | )

¢ - En% ~ % (€ + £qq) A & COIO -

' Superpozic{ pFipadd (g), (h) a (k) a srovnénim se vztahem

gof(bz Eﬁ(bﬂ 67‘; (1)

., dostaneme hledané moduly pruZnosti

i

E™ = £ cobg o (14 e0dw), )
R

E‘WL;_ 'Emae b A &mq&’
(m)
g = b, Mol Coo%oi ) :

E 1ot ‘EWZ = f Mol LA

Y

EU L L (4 +a0da) . |

Py

5 Kdybychom rwni cihtéli prejit k jiné soustavé soufadnic, dostall bychom
moduly |

Nk S Y LY Ot
EYFET - o BY px E -
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Na pravé strand této rovnice je obecnd 16 s&ftancd. Vy&islen{ vztahu
(n) je tedy pracné, ale forméln® jednoduché.

i
Souhrn., Mé-1i pruiny materisdl neghomogenni, ale pravidelnou struk-
tury, lze JeJ nahradit elasticky ekvivalentnim homogennim materid-
lem. Jeho moduly pru%nosti po&ftéme nejprve k souradnym osém vy-
hodnd orientovanym ke struktute materidlu. Pak je mifeme prepodi-
tat pro libovolnou soustavu soufadnic podle transformadnich vzta-
hd platnych pro tenzory &tvrtého ¥ddu. Nédhradni materidl je obec- |
&!né anizotropicky, jen vyjimedn¥ izotropicky. Elastickéd ekvivalen-
ce znamend, %e oba materldly se v mekrorozmdrech deformujf{ stejnd.
Tfm nenf je3t% nic PeZeno o napjatosti, kterd je v nehomogennim
materidlu sloZitd, v néhradnfm jednoduchd., Pevnostni otdzku tim
netedime; p¥i ni se uplatnf i koncentrace napsti{ zpisobend slozi-
tosti{ tvaru nehomogenntho materidlu.

11. KONSTITUSNE ROVNICE PRO VAZKOU KAPALINU A VISKOELASTICK?
MATERI AL

Modul pruznosti (183) miZeme dosadit do Hookeova zékona (174)

ij. _E il w 4t 9& e
@ 2’,9..(41?(%)(% @ OA?] ¥ 1= Lja %3% )ﬁu' ~ (196)

Snizfme index 4§ & zménfme polohu indexu fb.rﬁ t@hutobdéélu znésob1-

-, me celou rovnici %’W%i a vyuZijeme vztah (82); podle kterého nap#.

, |
g% ey = 04 tp - g ef - ek | Q9m

- Dostaneme tak

E I, ; 2. ~
L L 1 Mo 1 L 3
S ~12.('\+/u.) (Smngr%gmiJr/x..gg/u Em S(m)ic =
(198)
E i i, .
| ) i(4+/“)(£”“+@ Eme * Z e ).
i Prvni dva &leny v zévorce sloudfme a krétime dvéma. Zbude
¢ E C | &gg A A '
G = 4WM(¢;\+4h%ua15W)‘ : US%}
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Zavedeme-1i Lamého moduly pruznosti -

= E}A’ : s G = .._E__..__ )
(1+,u>u L/»«) IR
~ dostaneme po \Spravé e
G = 1Ga§+)Jﬁ38}-, | - (200

Pritom jsme ‘zmé’nili oznadeni n¥kterych indextt. Vztah (199) se snadno
invertuje. Stadf nejprve mifit smiSené tenzory volbou mv = 4 a pFf-
sludnou sumaci, Nezapoma’jﬁme, Ze 8: = Sﬁ» S:'av g; = 3. ZiZeni se miZe
tykat jen indexd, pres které lze sedftat (jeden musi byt hornf, druhy
dolnf). Vyjde

E '{, &: ! ,e B | )
0dtud vypo&teme ,EL a dosadime do (199) ¥/ po snadné dpravé pak
dost aneme o »

-

: E[(”/*W N/Q 51’ o fa02)

v rovnicich (199), resp. (200) a (202) znaéi E,W objemovou dilataci
a '3 i hydrostatické napétf. Z rovnice (201), kterou pirepisSeme do
tvaru

A e E o
rLe™ < = (203,
3Om 30 W , s,m) (203)

mﬁieme vy’poéitgt modul Qb,jemavé stladitelnosti K = E / «t 3 ( 1-2 (u)] '

Dals{ vjpoity se ponskud zjednodudf, zavedeme-1li oznaen{

i

4 4 -
/#:‘zr'%‘:ﬁ. et e, - (204

- Rovnice (203) pek znf

' Pomoc! t&chto veli¥in lze jednodude definovat devidtor napdti{
A v (206)
Ay=6 ;A 53 | »

*® ' et ™
/ Samozfejms, Ze € = € = E: + 6,7: N E;
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" a deviétor pletvoreni

@§= Q;‘Q6;‘ (207)

Tento devidtor popisuje "Gést" deformace, pri niZ se objem nezmdni,
robof o N
e¢ = €i-efi-0e-03 0 (208)
Doaazenim (206) a (207) do (202) dostaneme po vpravd (s vyuZitim (205))

1

-__~o o (209)
._g«_,s SRS o

Alternat ivng
,AZ = ZGZ)}

5 ('MMG)@ (210,

"o

Po t&chto dpravéch pristoupime k popisu napéti ve vazké kapaliné.
Zavedeme rychloa+i pomérnych deformaci{

o V€Y A R 1
- = ——L - 'La = 3 Y
e T KR B T |

V rovnicich (210) nyn{ sta¥i zem¥nit pom3rné deformace Jejich ryohlost-?
mi . ”
Aj=2667,  A=(BA+16)E. (21
Nynf A , G u% nejsou moduly prusnosti, ale n&jeké jiné koeficienty, '
charakterizujic{ vazkost (viskozitu) kapalihy. Zpravidla jJe objemové
zmdna zanedbatelnd, takie A—= o , &0 . Hydrostaticky tlek A
pak nezévis{ na deformaci a naopsk. Tekové kapalina je nestlaZitelns.
Skutedné kapaliny jsou stle¥itelné, p¥i zm&nd objemu se viek PFLd1
elastickym zékonem. Zm&na objemu Je tedy elastickéd a zmé&na tvaru
(distorze) vazké. To vyjadfuj{ rovnice

A= 3ke, EA;;aQ.Gé;. (212)'

| Vlastnosti viskoelastickjch materidld jsou popsdny obecnou kombi-
. nact vazkosti a prufnosti. Konstituéni rovnice t&chto materidld obsa-
hujf nejen velidiny A , A%, ¢, 3 (jako napt. (210)), ale i je-
Jich ¥asové derivace (Jako nap#. (211)). Obecny tvar konstitu&nich
rovnic t&chto materidld je ' ‘
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'«)"h 'k
2;1»:,, Z 2t ":‘E ;

?
) ¢ A; , ’diev
%M TR Q{,, Y A

V tschto rovniefeh jsou ¢ ) 3 indexy znadfc{ tenzory, kdeito
% =0,1, 2, .. znadl $4d fasové.derivace. Z rovnic (213) plynou
(210) a (211) jako zvléstnf ptLpady .

Pifklad 26
Odvodte HookelGv zékon pro rovinnou napjatost, pri ni%

G’g=¢>:=6‘z=5’;gg;‘go,

Z podminky G, =0 vyjde podle (199), Ze

" & .8
a tedy
Eﬁu ‘edl‘{'E'z#T},&.ea.'

‘% vovnice (202) dostaneme jednodule

€3 = -4;.3‘;—[;-(1‘«*',«1)6}3 I Ya R

P dZenf této rovnice pro oo = (3 viak nesmime zapomenout, Ze mna
levé strand md byt ¢ (nebof ¢330 ), takie

E [(1'17“)‘3“ #6?5 q = ——-—(‘—“é' }G?;‘
Odtud dosadfme za G' ¢ do (c) a upravime. Vyjde
G e B[y A g

ﬁdvnicé, (¢) a (o) vyjadPujf Hookeliv zékon pro dvojosou napjatost.

-7 -
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(b)

(e)

()

{e)



PRfklad 27 | B

Zobecndte vlastnoati Maxwellova reologického modelu
(obr. 31) na prfpad prostorové napjatosti.

‘ Obr. 3
Resent

‘Prodlouteni modelu plscbenim konstantnf sily se
sk14d4 z elastického prodlouteni pruiiny a z vazkého

posunut { pfstu v kataraktu. Tomu odpovidaji analogické ! A
vztahy
6 = 6»\ ¥ €7_; ,}
. (a)
64 = fL1G‘ ) E?_ = {ZZG‘
Tedy ‘ B _
€= 4G +14.G, (b)

- Zobecninim tohoto vztashu pro. prostorovou napjatost dostaneme soustavu
diferencidlnich rovnic

< fuo b+ 'm“/a,
) A .
-1\,0 Ay +Tv1,ba- ,
" Je to zvldstnf piipad soustavy (213). Jaou-1li h% 1y' h;' a fvf
konstantnf nebo zévisejf-1i nanejvys na Ease, Je aouatava té&chto- -dife-
rencidlnfich rovnic linedrnt.

(c)

Souhrn. Vazké materiély maj{ tu vlastnost, %e napjatost v nich
zévis{ na rychlosti pomdrné deformace. Viskoelastické materidly
v sobd spojuji vlastnosti elastickych a vazkych t8les, takie do
Jejich konstitu¥nich rovnic vstupujl nejen tenzory napjatosti a
pfetvotent, ale i jejich Gasové derivace. Mohou to byt i deriva-
ce vyééich P4dd.

12. PLASTICITA

Za%neme opdt s nejjednodussdim p¥ipadem. P#i tahové zkoudce vzorkd
2 m8kké oceli vznikd v pracovnim disgremu na mezi kluzu prodleva.
K usnadn3nf vypo¥td (nap#. meznfch stavd prutovych soustav a staveb-
nich konstruke) se tento pracovni diagram idealizuje a nahrazuje
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dvdma plfmkami., Pro materidl bez zpevnénf maj{ tyto primky rovnice */ '

: G
G =ttt pro € < 7?4
' ' "
S \ (214)
N Ou. ‘
@ =0k : pro € = =
: Predpoklédéme~1i stejné de- -
‘formadn{ vliastnosti i pFi zkous- 6
ce tlakem (co% mife platit jen
pro malé pretvoren{, nebot Jinsk .
se oba druhy zkouSek nemohou C ‘ E?
srovndvat), dostaneme pracovni ' 0 £

diagram podle obr. 32. Materidl,
" ktery vyhovuje tomuto predpokla- ¥
du, je idedln plasticky (pFes- b
n$ji elasticko-plasticky). : '

Nynf se pokusfme zobecnit - -~ ‘
tyto poznatky pro obecnd prosto- - -Obr., 32
rovou napjatost. Plastické (tJ.
nevratné) deformace vzniknou tehdy, doséhnousli slozky napjatosti
uréité hodnoty splnujfc{ podminku plasticity. Bylo navrieno a vyzkou-
Seno mnoho predpoklédanych tvard této podminky. Zdd se, %e ve skuted-
‘nosti je tolik podminek plasticity, kolik je rdznych materisld.
Nskteré z nich jsou v8ak natolik univerzdlni, Ze se hodf pro vé&tdinu
konstruk&nich materidll, které maj{ plastické vlastnosti. Budeme poZa-
dovat, aby se tvar poedminky plasticity hodil i pro matematické opera- -
ce. Z tichto hledisek Je nejvhodn3jif, jak jests vysvitlime, Misesova
podminka,

Obecnd lze predpoklédat, Ze materidl méni pri plastické deformaci
své vlastnosti, tedy i podminku plasticity, kterd pek mé tvar **/

F(6%, €, K) | (a19)

i
Zde E(ﬁ% Je plastickd Zdst tenzoru deformace, K Je parametr vy-
Jad¥ujfcl zpevnini (zévisi na deformadni historii). Derivaci (215)

podle &asu dostanems ‘ T ‘

1

; */ U materidlu se zpevndnim roste nap&tf i po dosazen{ meze kluzu.

%X/ Podmfrka (215) mus{ platit nezdvisle na soustavé soufadnic, musi
tedy mit invariantnf tvar.
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. 9% A (bf QL‘ 'Df -
= TAy o3 -
f-oem 9t ved, fw A K =0 (216)

Je~11 { =0 {<O , nastévé odlehten{. Podle zkudenosti vznikaji pii
odlehdent Jen alastické zmény, takZe 6(3 =0 , V_ 0 . Proto pri
odlehdovédnf (z plastického stavu) plat{ vztahy

&

W
%c%m . =0 (217)

Jinak jde bud o neutrdlnf deformaci (mén¥ vhodn¥ nazyvanou té% neutrdl-
ni zat&%ovéni), pri niZ

0% sy Co
NG 59 -0, -0, (218)

nebo o zat&%ovénil, pii ndmZ-

y q,cg > 0 -0 . (219).
VG Y ) {

Je=11 §<O , henastévd %4dnéd zmé na plastické deformace. Stav f>®
nemdfe nastat, Proto%e funkce { ~ charskterizuje prib¢h zatszovéni,
Jek jsme préve ukdzall, Fifkéd se jdi téz zat&¥%ovaci funkce. Podminka
plasticity pek znamend, %e zat&Zovaci funkce se rovné nuls.

, . Pripojime-1li k dané napjatosti
o G+ ndjekou dalsf napjatost <A, G
2 ‘ a opét ji odejmeme, miZe se pritom
, _ spotfebovat n3djekd préce, ale 34dnéd
4 précé nemi%e vzniknout. Celkové me-
/ qhanické prédce spotfebovanéd za ten- |
/ dE(P) to cyklus je bud nulové, nebo pozi- '
tivnf. Wkd%eme to nejprve na zku-
E Zebni tydi naméhfﬂé tahem (obr. 33).
e |de Pri zatdZovéni (12) se koné préca
PR BN U(A =Qde @ pi‘i odleh&ent (23)
se uvolni préce (A, =& (dg - de™) |
Préce Ay Jje ddna plochou obdél-
. niku pod use®kou 14 (a% na malou |
veli&inu vys8ftho #4du), podobnd prdci ¢l Az 2zndzornuje plocha pod
Use¥kou 34, Na koneci zatdfovaciho cyklu 123 must byt

do

Obr. 33

AR = dRy - A = G de!™ =0, (220)
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Rozdfl prac{ ©f Je dén obdélnfkem pod Usedkou 13. Bod 3 by sply-
nul 8 bodem 1 Jen pfi elastickych deformacich. Pak by v rovnici
(220) platilo znaménko rovnosti. 2 obr. 33 vdak miZeme usoudit, Ze
podminka (220) je ekvivalentni podmince & 423 =0 , tedy

Tde . deM 0. (221)
- , %
r
Polovina Je zde. nepodstatné a lze .ji krétit Pro tr{rozmirng pMpad
to znamend, Ze

Jo-1i materidl idedlns plasticky, nazévisi funkca ;f- na plastickém
pfetvoreni, ale jen na napjatosti takze § = J}(Qi‘é) Plast:lcké defor-
mace venikd, Jen kdyz f =o0. Derivaci
0 (223),
af = G54 ‘i@ f
N
Porovnénim podminek (222) a (223) dojdeme k zévéru, Ze prirldstek plas- !
tické deformace je Umdrny parciélni derivaci v rovnici (223), tj.
A€, W, 0 . Tento pfirlstek je Umdrny deformadni rychloesti S&T‘;) ;

¢ G
takie (BRI

G"a
kde C  je libovolng skalérni #initel. Je-11 toti% podmirka plastici-
ty § = 0, Je JI také rovnice wE =0 ¢ * = konst). Konstanta tm&r-
nosti C mije byt proto Jakékoli.‘

Rychlost plastieké deformace zigkéme parcidlni derivaci zatiZova-
cf funkee {(GQ ‘1) . Tato funkce mé zPejm$ vyznam plastického potenciélu,
kterf do vipodtd zavedl roku 1928 von Mises. Rovnice (224) vyjadtuje
zékon plastického pretvdreni (zékon tedeni).

, Vznikd nyni o‘bézka, jak volit podminku plasticity, tJ. Jaky

- konkrétnf tvar mé mit zat&iovaci funkce. Zalnéme 8 rozd$lenim tenzori

napjatosti a deformace na devistor a na pF¥isludny zbytek podle (206)
a (207). Tyto rovnice dajf v obecnych souradnicich

G4 < pg 1+ pY, (225)

Eij = egq ey,



Energle elastické napjatosti pek vyjde

A

{ 9 LRV R
= ( Ag™¥ 4 R ) = : |
( % + A )(6%9*6%) ’(225}(.

i

(Aeé v Ael A YRy, %)-

Podle (208) a (209) odpadne druhy a tretd 6len v zévorce na pravé
strand (226) takze

. e 4 A9 o (227)
A =g (3retriey). |

- Prvni &len vyjadfuje dilatadnit energii, druhy 5len distorzni energii.:
 Podle Misesovy hypotézy vznik 4 plasticky stav tehdy, doeéhne—li dis-

torzni energle napjatosti

1 ay

A ‘ 4 . .

uréité hodnoty zévislé na vlastnostech materidlu. Podminku plasticity

pek mifeme psét v Jadnoduchém tvaru‘ba Aé R A 5111 - s poutitfm
(206) - _ Co
HG;) - 367 61 & G1-6 4%- 0. : (228)

4 4

V;kontravarianfnich sloZkéch
(o) - (5“@26(303@ (gu"%m%)# 6e' -0, (229)

To je tvar Misesovy podmiﬁky plasticity, které Je pro tanzorové vypoé—
ty nejvhodnsjsf. */

Zékon plastického pretvéPeni (224) neddvéd ani velikost plastické
deformace, ani jej{i rychlost. Pokud se tenzor napéti nezméﬁi, mohou
plastické deformace rist, ale nemusf. Ve, co z rovnice (224) ziskéme,
Je jen vzéjemny pom&r p¥irdstkd Eﬁ?’dﬁ' plastické deformace v zévis-
losti na tenzoru napjatosti.

Protofe jsme pii formulaci Misesovy hypotézy vynechali dilata&ni
energii joko nepodstatnou, jevi se teké dilata&ni &ést (objemové zména)

ﬁ plaetické deformace jako zanedbatelné. Rychlost def ormace g& se pak
. rovné rychlosti deviétoru této deformace 2 . To skute&ns oé

i povidéd
experiment 4lnim vysledkim.

*/ Funkce f Je invariantni, nebot obsahuje jen slepé indexy.

- 84 - -



Nynf znéme zat&%ovacf funkci a mi%eme ji derivovat

’N’ 3¢
= @7 | 3G C w i) ¥ _
t G”‘“Ugw@ Gim = Gik Gmm) -
Po Upravé
(OG'M”\ Smam, ~ ’)J%m% + SQMM i %WM = (231)
= b Coum - Gz5%nu~\ = 0 Sun |
Rovnice (224) pak dé ‘
~ D)
€y A b (232

kdy:z L = 6C ., Poslednf rovnice Qyjadfuje Prandtldv-Reussiv zékon
plast ického pretvéieni.

Existuje zajimavy zplsob, jak zndzornit podminku plasticity'f(GWQ)i
a zékon plastického pretvéreni (224). Zavedeme nové, jednoindexové |
oznadenf slofek tenzoru napjatosti

Gy =@M, G =" Gy = 6" =@ (233)
Gy = G,u’ G = 6. G G, -

Tak jsme dostali Zest sloZek, které vyneseme na pomyslné osy soufadnic -
v 8estirozm$rném prostoru. V tomto prostoru je kazdy stav napjatosti

" dén jednim bodem. Zvolfme-li "vzdjemnd kolmé” osy soufadnic a jednot-
kovymi vektory C; , N =1,2, ..., 6, tj. budou-1i vektory E}
splhovat podminku [y.{} =0 yy (Kroneckerdv symbol), dostaneme kartéz-
skou soustavu souradnic v Zestirozmérném prostoru, kterd je dplnou
obdobou kartézské soustavy v t¥irozmérném prostoru X , Y42
Rédiusvektor bodu znézornujictho napjatost je pak

0 ' |
¢ =L oni, (234)
N=1 |

i
t

V tomto prostoru znamend podminka plasticity

Fo) - O | (235)

p&tirozmérnou plochu ("nadplochu"). Body §<10 le%1{ uvnitf této plo-
chy 'a tvoi{ tak spolu s plochou f- = 0 "t&leso" (oblast) moZnych
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stavd napjatosti. Plastickd deformace nastévd, dostane-li se bod oYY
na povrch tohoto t&lesa. NemlZe byt vnd tohoto t&lesa.

P*ri derivaci zat&fovacf funkce nesmime zapomenout, Ze v rqynici
(224) se po&ftd s deviti slozkami tenzoru napjatosti, nebot G™ a G
vystupuj{ samostatnd. Proto nyn{ musime brét

21

,Oi' = ’0£ 4+ '05‘ = 2_ ?—f—.—- N (236)
162 ac™ e 16"
: 2§ 0k
Analogické vztahy plat{i i pro GG, a8 965 - To nds vede k tomu,
abychom zavedli sloZky rychlosti deformace
€, = €n, €. B+ &gy €= Bt By
. . . . - . . (237)
€y = ©n €s = €zt €3 € = €a.
Rovnice (224) bude mit potom tvar |
* (1) o
&y - G (238)
Na levé strand jsou sloZky vektoru
6 ..
- .
7 vy =
€ = gﬁ v Un (239)
a na pravé strand
tap
—-a .
= T (240)
graol § r\% 26y “n |

Tento vektor Je kolmy k povrchu f = 0. Zdkon plastického pretvérent
(224), resp. (238) lze tedy napsat jako vektorovou rovnici ‘
) ‘ |
R H
° . 241)
¢ = Cqraaf . (241)
-
Tato rovnice ¥ikd, Ze Bestirozmdrny vektor £ rychlosti plastického
pretvoreni je kolmy k meznf ploSe + = O. Sest slofek €y  jsou pdi-
tom obvyklé slo¥ky pom&rného pretvoreni €. , €% y €2 g&w " Pyz o
Nex o Plastickd prédce pri malé zm¥nd plastické deformace je déna ska-
lérnim soudinem

AR =Gy.Cy.dt = & . €.db - (242)
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Koiter zobsenil roku 1953 uvedenou teorii pro ptipad, e meznt
plocha (235) nen{ jedind, ale %e Je takovgch ploch nskolk [{i(Gn)-0 |
{t(Gw) =0 atd.] . Prisenice tdchto ploch jsou hranami Bestirozmérné-
ho t&lesa pffpustnych napjatosti. Plasticky stav vznikd, rovné-li se
alespon Jedna 2z hodnot {( , vy e, {» nule. Oblast pfipuatnych'
deformac{ jJe déna soustavou nerovnosti

f(e0 20, f(@n)20, P 5 gm(@mzo | (243)

Timto zpﬁsobem 1ze zndzornit znémou Trescovu podminku plesticity.
Mezn{ plocha md v tom piipad¥ tvar Sestibokého hranolu. Podrobnostmi
se 2zde nebudeme zZabyvat.

Pro obecny pripad materidlu se zpevndnim platif tyto Druckerovx
vétzxf ;
1. Mezni plecha se mi¥e pti zatdfovén{ minit, ale musf byt vidy kon-
vexni. '

2., Vektor prirfdstku plastické deformaca_Otg Je kolmy k¥ meznf plode
v regulérnim bodd a je mezi sousednimi normélami mezni plochy,
Jde-1i o bod na jejf hrans. ’

3. Rychlost plastické deformace je linedrni funkci &asovych derivaci
8loZek tenzoru napjatosti.

Pro vektory prirtstkd dG , d€ plat{ podle rovnice (222)
nerovnost

4.0 = 148 )| dE | coay =0 (244)

Vznikg-11 pretvorent v reguldrnim bodd mezni
plochy, mus{ oba vektory, z nichi d¢& Je
vektor kolmy k meznf plode (obyr. 34), svirat
ostry (nebo nejvys pravy) ihel, mé-1i (244)
skute®ng platit. PoZadavek kolmosti vektoru
d¢€ k mezn{ plode { = O vede k rovnici
(238), kde v8ak C  ji% nenf konstanta, ale
funkce J/\ zévisld na napjatosti, na &aso-
vych derivacich napjetosti, na pretvoreni a
na jeho historii (&asovém préb&hu). Bude
proto

| '
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Podminka plasticity mé nynt tvar (215), tJ.

{"(@Nl (Mp \() 2

(246)

Musi byt bdhem zat&Zovdn{ stdle splnana, nebof zatdiovéni t&lesa
v plastickém stavu musi vésf opét k plastickému stavu (oviem jinému).

Pfedpoklédedme, %e parametr zpevnsni K zévis{ jen na kone&ném
stavu plastickgch deformact, takie K= K (¢4) . Derivact (246) podle

tasu vyjde

; rb% W o, U K LN
¥ Ty +‘OEU"7E’N+"OK e B

Tdto'rOVnici mizeme upravit do tvaru

U3 LA (’09' % Ik )&
Gy °N 'beﬁg) v @eu‘l)

Doeadimé-ii sem z rovnice (245), v ni% zam¥nfme index N
dostaneme

O . B 9% 0
N T R @egm) A7

0dtud ui miZeme vypo&itat

(Df' *
_ @GN G ,
AN (f‘j’__ 9 AL ¢
(T 17 %e}ﬁm) AQn

Tuto hodnotu dosadime do (245) a upravime. Vyjde

AT SRCK .
8N_GGN G’MGN!

P>

kde

4 .
= - < : - ).
- ((()—{'———4.1&_ W )(M' .
VM Qi %s%ﬁ 26,

G»>

(247)

(248)

za M

(249)

(250)

(251)

(252)

M,N,L = l, 2, +¢., 6. Rovnice (251) vyjad¥uje matematickou formou

zmenl tiFet{ Druckerovy vity.
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Pifklad 28

Co dévé Misesova podminka plasticity (229) prokombinovany tah‘\
a krut hffdele kruhového prifezu?

Resoni

Ve védlcovych souradnicich wer qu" v ., X2 =2 méme ne nu=
lové slozky kontravariantntho tenzoru napdatosti pouze

4
¢¥-e, oF G“*?’U‘

Tahové napgtd G a krutové napéti T Jeou fyzikdln{ sloZky napja-
tostl, dostaneme je vypo¥tem podle zndmych vzorct (G =F/S, T = My /W),
Kontravariantni sloZky pak vypodteme podle vzorce odvozeného v p¥ikla-
du 23, Slozky metrického tenzoru vazmeme z pf'ﬂcladu 8, doplnime pouze
hodnoty

ke %33“” 1, Y5 = Gra = 0 o - %13
v rovnici (229) zbudou pouze &leny
GmG’m(ﬁ%ss G - Gas g 33)4— 2G" 63?‘ 3g%gm- 2 4% -
- AG™+ gq;x\—u&:o.

0dtud - |
¢t 3t = B%

Pdsobf~1i jen tah, Je © = B = G (mez kluzu). Plsob{-11 ;]en krut,
vyJjde : :

4 |
‘"C’*‘C’t--v:ﬁ, 0,866 Gr -

Priklad 29

Prager navrhl po¥ftat s "kinematickym" zpevninim materidlu, p#i
némZ mé mezni plocha tvar

g(.@x/j - ol g;) ';‘"0) (a),
kde ’
O‘L(’a‘ = . E(f? . (b)
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Vrét {fme~-11i se Xk Jednodiménzionélni symbolice, budeme si mocl mezni
plochu predstavit v ¥estirozmérném prostoru. Rovnice (a) pek znamend,
Zé celéd plocha f = 0 se rovnob&Znd posouvd, aniZ se deformuje.
Vektor této translace (posuvu) je

Plat{~1i, Ze plastickd deformace nezdvisl na hydrostatickém na-
pét{, mus{ mft meznf{ plocha tvar vélce kolmého k nadroving

Gy + By + @6 = 0. S @

Kdyby &lo o obyZejnou rovinu, mohli
bychom v ni snadno graficky zndzornit
. ez s mezni plochou (obr. 35), ktery
~ by pak byl pravouihlym prim#tem celé
mezni plochy dq roviny (¢). Rovnicgﬁ
(b) vyjadfuje, 3e vektor posuvu do
mé smdr p¥irdstku plastické deformace
A€ (abr. 35). Timto zplsobem lze
postihnout znémy Bauschingeridv efekt.

Souhrn. Charakter zatdZovéni lze posoudit podlenzatéﬁovgei funk~
ce, Je# zdvisf na napjstosti, na plastické deformaci a popf. na
historii této deformace. Plasticky stav t&lesa vznikd, rovnd~li
se zatd%ovaci funkce nule (podminka plasticity). Podle Misese je
| tato podminka splnina, dosdhne-1i distorzni energie napjatosti
ur&ité hodnoty, zévislé na materidlu. Hydrostatické ¥ést napja-
tosti se pritom neuplatﬁuje. Podminka plasticity dréuje mezni

| plochu (nadplochu) omezujfci oblast moinych stavd napjatosti.
Tato plocha je konvexnf, u materidld bez zpevnsni stéld, obecns
se viak mlfe s plasticknu deformaci mnit. Phirdstek vektoru de-
formace je k mezni plode v regulérhich'bodech kolmy, na hrandch
spadé mezl normdly v sousednich bodech (neni-li mezni plocha v3u~-
de hlédké). Jim je urden vzédjemny pomgr pHirdstkd jednotlivych
slo%ek tenzoru plastické deformace, tJj. zélton plastického pretvé-
feni (zékon tedeni).

13, DERIVACE VEKTORU V KEIVOCARYCH SOURADNICICH

Vektory, jejich? sloZky jsou funkcemi gouPadnic, tvori vektorové
pole. PFikladem vektorového pole je pole rychlostf proudfci kapaliny.
Zmgnu vektoru v zdvislosti na nikteré souradnici posuzujeme podle
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papmiélni derivace vektoru podle této soubadnice. A% dosud jeme se
omezili na derivovén{ vektord v kartézské soustavy soutadnie, v ni3
Jeou bézové vektory konstantni (sloZky metrického tenzoru se rovnajt
Krongckerovu aymbolu). V kiivodarych soufadnicfch Je derivovéni zkom-
plikovéne tim, %o bdzové vektory se obecns mini. Pokusime se dogéhnout
zjednodusient a sjednocen{ formy zdpisu i v tomto p¥ipadd, uvidime
viak, #e to nebude snadné. ' ‘

We obr. 36 Jsou zakreslahy v polérnich soufadnicich radidlni
slotky V' konstantnfho vektoru oy r@znych bodach. Je zHejmé,
%o se .tyto slofky navzdjem 1i8f{, adkoli jde o ty% vektor. Na obr, 37
Jjeou tyto sloZky naopsk stejné, adkoli jde o rizné vektory. Srovnéni
t&chto dvou obrédzkd ndm dé4 predstavu o potiZich, kterym musime &elit.

Obr., 36 Obr. 37

" , ,
Libovelny vektor V mi¥eme vyj4d¥it ve sloZkdch podle vztahu

i -t

—p ¢ ’ .
Vo= W %," . (248)

Tuto rovnici budeme derivovat podle promdnné x3 « Vyjde

T T e 3T g 29y
Ve zkrdcendm zdpilsu

— 4 ~> s

Vi T Vi Gt Vg 120

V kovarlantnich aloZkdch bude obdobng

<. 251
@ﬁ& S (251)

iy - --)C )
Vig = Vg gt or v

Tyto vzorce obsahuji derivace bézovych vektord podle sou%adnic»“ﬁ .
Takové derivace jsou opidt vektory, tak¥e je mi¥eme rozlo%it do slo¥ek
ve smErech bdzovych vektord
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- f
o= T\ «’{t _ b.l ~ (252.;"
g 4'\3 1'3‘" % - &a % hl | . i
Pr{slusnd sloZky P~3ﬁ, , resap. ,P-?’ vypoéteme, znésobime-11 posled- |
n{ rovnici skalédrns bézovym vektorem gg , Tesp. ‘g& . Vyjde

|

q‘li‘%‘/ b P“é"‘ @ﬁ(z& = ch& 81; = g,

(253)
.Qv . ‘9% ﬁ' -5 ~pg ﬁJ £ L i 2 4‘
Y059 =V geg = Ty 54,‘ - Ui - | (254).
Plat{ tedy definice t&chto tzv. Christoffelovych symbold
- 2 24 : (255)!
"ﬁ‘ %(‘3 %'fo ! %i,a"% . . -
' -
Znésobime-li vyrazy na pravé strand (252) vektorem @m,' , dostaneme
Y ,
L, R - IS 4 2
r‘rbafo 4 N _rtg e Gov v (256)
8111
b f
1,3‘?, Sm, r\&am = %b% r"’a R : (257).
Obdobns
| @ 258)
. To znamend, Ze posledni index (ﬁb) u Christoffelova symbolu miZeme
" sni¥ovat nebo zvySovat pomoci metrického tenzoru. prvnich dvou
- indexech to v3ak neplati{, tak¥e Christoffelliv symbol neni tenzorem
- tPet tho Pédu.
Derivaci rovnice (69) dostaneme
b d ~% ~% 4
%&3‘3 = ‘("Ca- T; ’Y‘,Z-b» = %J,C . (259)
To znamend podle (252), Ze
P' " o = .. =L | ¢ - _ £ v
o G T g, Pk.a. Go = Ty G- (260)
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Tyto rovnice zndsobime vektorem reciproké bédze ‘;}h. , bopk. %’“ ‘a
dostaneme ) ‘

| .y t (261
r‘&,aﬁ, = r‘a'\}kn PAa Z r‘a‘_ . : ( )
Christoffelovy symboly Jsou v prvnich indexech soumdrné. Derivact
rovnice 3*@ 2 Qt'gz dostaneme

e - 262)
94yt = Guegy + -9t (262)
a vzhledem k (253) ‘
Gk Pu,a AT (263),
Tuto rovnici napifeme tfikrét v rﬁznjch permutacich
Gije - %—. N
.= ; ' ) (’254)
Gt Ytjc = PW o * PM e

Pripomeneme~1i si soumirnost Chris’roffelovych symbom v prvnich dvou
indexech, shledéme, %e &leny psané pod sebou na pravych stranéch sou-
stavy rovnic (264) Jsou stejné. Jde tedy o lineérni soustavu rovnic
pro t¥i nezndmé, kterou miZeme Fe3it. 0d soudtu druhé a tretd rovnice
odelteme prvni a dostaneme

LOG = Qi +9uaj - Gijl (265)

Taento vzorec se hod{ k vy¥podtu Christoffelovych symbold, znéme-11
8loZky metrického tenzoru.

P#fklad 30

Vypo&téte hodnoty Christoffelovych symbolﬁ v kartézskych sourad-
nicich. _

Odpovad

~Jsou v3echny nulové, nebot 94-3 = 5‘55 = konst.
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‘;‘pttklad n

Vypoﬁtéte hodnoty Chrietnffelov:fch symbolﬁ pro vélcové aoui’-adnice
,J6='t‘g,g,=gr' ,\z,hz SR IR o 5

OdeVéd

' Nenulové Jsou pouze hodnoiy

| r‘ = - = 'v‘f.g‘-‘ 1 A ' A

’?riklad 32"

. Vypaﬁtéte derivaei vektoru ’V‘ na obr. 37, ktery mé slozky .
V""&a 'V' - O .
Bosont | |
ﬁoale (250) mame‘.
'3 %" 3657' ¥ "7@43 9’--3"

A% na ti‘eti blen Jsou na pravé stréné v§echrxy Elany nulové. Tf-eti
élen vypoéteme pamoci (252) a pi‘:fkladu 31:

"”%43 éC(VWg +r431.t%)
T : cd AR -
Nenulovy c‘;len dostaname jen pro 3 2, ato Cﬁu% =eT( » takie

. f'U’M; = 0’ . = ;‘Zﬂ- 2&1"%; :=-—,F-§z '

"Phiklad 33 .

Vypodtite derivaci vektoru U’ podle obr. 36, :jehoi sloky jsou
Cc,omp ) ’\f «-Z Mmtf

ﬁeﬁeni

Postupujeme ate,jné Jako v pi‘edchozim pi‘ﬂcladu nyni viak’ vdee
(op&t pro Y= JL. A )]
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-5

-~ A ~» i 4
T,y = 'V').\ %4 +('V'M+T1)-1')%,_ =0
) |
Fo = (v]-Tv0G, + (v v, 0.
Nezapomerme, Ze hornf indexy nejsou exponenty.

Priklad 34

Odvodte vzorce

Névod

A ~» . 85
Derivujte nejprve rovnici @@,@a =09

Souhrn. Vektory, Jjejich¥ sloZky jéou funkcemi soufadnic, tvoifi
vektorové pole. Jde-1i o kartézské souradnice, vypo&teme derivaci
vektoru pbdle’nékteré'proménné tim;lze parcidlnd derivujeme sloZ-
ky vektoru. V k¥ivoZarych soutadnicich tomu tak nenif, nebot vek-
tory rozklddédme k vektorové bdzi, je% Je sama prom¥nnd. Musime
proto - podle pravidla o derivaci sou&inu - derivovat nejen sloZ-
ky'vektoru, ale 1 Jeho bézi. Derivaci bdzového vektoru dostévéme
opst vektor, jeho% slofky oznadujeme Christoffélovjmi symboly.
MiZ%eme je vypo¥itat s pouZitim derivacf sloZek metrického tenzoru.

14. KOVARIANTNI DERIVACE A JEJI APLIKACE

Vidsli jsme, Ze vypolet derivace vektoru daného pole-v krivola-
rych soufadnicich nedévéd jednoduché vysledky. Dosazenim (252) do (250)
dostaneme

~
.3 2

Zm3nime-1i slepé indexy v druhém élanu, budeme moci bézovj vektor
vytknout. Budeme pak mit :

-5

A
vy 2 (Vs Mg (267)
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Vztah (267) se radikdlnd zjednodud{ zavedenim kovariantni derivace

N \3 s 'v,&a' y Ak P;t,- (268)
VyJde totil

— A .

‘U’,J' - r\)f"lj g . (269)‘

Ze vzorce (268) Jje zrejmé, Ze kovariantni derivace se rovnaji parciél-
nim derivacim jen tehdy, Jsou-li Christoffelovy symboly nulové.
Podobns dostaneme 2z rovnice (251)

V«,la > ’\)"L|a‘ ~ r\t& | (270)v
~5 —-»‘f » - B
’\}’,J; = vt\a %1/’ (271)

S t{mto oznafenim Je vypoéet derivaci a vektofovych diferenciéld velmi
Jednoduchy. Méme-1i nap#. vektorové pole ~fv-0w3) , dostaneme dife-
rencidln{ p¥iristek

A7 = (3 axd) -7 () (@7
z rovnice
C(;l:)', = ’\’?'3 d,@ = OL’\}:L(_T& - 'U'Lljdxaq;—:; . (273 a)
Obdobns mdZeme mit
—» - L - I

JestliZe Jsme vyraz V db‘ podle (268) nebo Wrd\g podle (270)
ozna¥ili jako kovariantni derivaci, mzli bychom volbu nédzvu oddvodnit.
Lze dokézat, %Ze tyto derivace tvoi#i tenzory druhého ¥ddu, V jiné sou-
atav3 soufadnic bude

‘7,5' = Volp @’*". (2 74‘)'-§

Podle pravidla o derivaci sloZené funkce miZeme vSak také psét, Ze

axe
Vs v, X3 2ok

. e (275)
T L Vit 3’ )

<

?.
=
. @;.}
R



Srovnédni{m obou poslednich rovnic
1 2 Y. o
volp 9% - Ml g° (’s;’u : (276)

Tuto rovnici skaldrn¥ gzndsobime rovnici

a dostaneme
. ‘
’\"L‘{j’ 5;} A ‘1“\1 (bc} (534) (278)
&1li
L o=t opk

To Je viak prévs trensforma¥ni rovnice pro tenzor druhého #édu. Je-11
tomu tak, miZeme s kovariantni derivaci zachdzet jeko s tenzorem.
Plati tedy, Ze

Y

B RV L .\.%éfa (280)

Vil gt = v 4l3

Derivujeme~11i skalér (§ (%%), dostaneme

(1)

- To jsou slozky vektoru. ProtoZe skalér nesouvis{ s bdzovymi vektory,
. ale jJen se soufadnicemi, Je derivacey(ZBl) zéroven i kovariantni deri-

- vaci, takZe

@'9. < CE\;} . (282)

Snadno doké%eme, Ze parcidlni derivace (281) tvo#f tenzor prvnfhe #4du
(a %0 to tedy je kovariantnf derivace). Z¥ejmé

oL L N P |
(N ™ B U ) (o (283)
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" To Je trenaformeéni vzteh (97), éfmz Je tvrzenf dokézdno. SloZky (281)

. dévajf vektor

L

@lc(jc = grad, ¢ - | -(284)

te'dy gradient skaldrnfho pole @ (xj) . Diferencidl tohoto pole Jje

G+ olxd)- G = A = Fliadet- grod § aP. asn)

Obr. 38

Sviré-1i gm,ouf s vektorem ar ‘ dhel
(obr. 38), Je

A = | grac ¢ |} a¥ |.coay - (286)

Zvolime-11i | V| = oy = konst, bude

zmgna A¢ nejvatdL pro ¥ = 0. To zna-

mend, Ze %\row( @ Je vektor uddvajict
smér nejvétdftho spéddu v daném bod¥ ska-
ldrntho pole. Proto%e gradient miZeme
vypoditat v kterémkoli bodu skalérntho
pole (mé-1li skalédrnf{ funkce vdude deri-
vaci), tvorf grad ¢ vektorové pols.

Nynf se budeme zabyvat'tenzofy druhého P4du. Znésobime-li tenzor
Aca' skaldrnd vektory ' , popf. % , dostaneme skalér %/

Derivaci podle . & Je

CE{L Abm’bU* A)’Q‘\'A&a UJ,&, 1}1/3+ AhJ M, 'V‘ &,

¢ = Ag v ~ (287)

(288)

Za derivace sloZek vektord sem dosadime z rovnice (268), tak¥e budeme

mit

@l&; At}tb: W V3+ ALJ M l&’\)‘ + A*‘Juj 1)/3\{" (289)

'—A‘/a‘u/r‘nb’\)"a AQ U—*’U’LFM

®/ Slozky tenzoru tvor{ ténzor,‘, slozky vektoru tvori vektor. Proto se
tyto nézvy Zasto zemifiujf a misto o slozkéch vektoru se hovo#f p¥imo

o vektoru (a naopek).
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Chts1li bychom, aby pro kovariantnf derivacl sou&inu platilo stejné
pravidlo jako pro oby&ejnou derivaci, abychom tedy mohli psét

dé\@ = (Aca‘ Wy = Agle Wvis Ay wle viy Ajj Wdle (290)

To bude moZné, Jestlile
gl Wd = Agie whod-Ag uol iy -Ag wWothy (291)

Zménou ozna&eni nd3kterych slepych indexl doséhneme toho, Ze soudin
W'y ? budeme moci vpravo vytknout. Vyjde

. . e . .

Tato rovnice musi platit pro libovolnd ,1?3 , tak%e miZeme porov-
nat soudinitele na obou strandch. Dostaneme vzorec pro vypodet

kovariantnf derivace tenzoru druhého #adu

¢
Aiile = Ag - Ay TG - Ak Ty (293)
Obdobn& 1lze odvodit vzorce
‘ : ¢ A )
A ile = AV t AL Ty = AT, Dy (294)
Rofle = A -RLITE LAt P (295)
(296)

Al = A¥, v YT + ARTY .

Pokud &tenér neni teoretikem, bude moZnéd unaven timto formélnim
"pohrdvédnim s indexy" a bude se ptét, k Zemu jsou podobné poznatky
ufite&né. Abychom jej uspokojili, vrétime se k b&%inym pojmdm, s nimi%

technik pracuje.
Predstavme si plodny element Oai:ciAgéfd umist&ny v bod¥ o sou-
fadnict «x%. v ndm se prend3{ elementdrni (vnitini) sfla

=D

dF = &% dR; g (297)

znadf{~-11 G“ kontravariantnf{ sloZky tenzoru napjstosti. Ptdme se,
Jak4 sf{la se pfends{ v sousednim bods Jb£+(%JLb . Zfejm¥ se bude od
pfedchozf sfly 118it o diferenciélnf prirdstek dF 4 ox® , kde
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AF ¢ = (6% un «;\\Q Ac-g’j = (G_(‘il&_dm +(5~"Jdmk)§’3. - (298)

Zvolime~liiv obou bodech (\Lh-a .x"4.obxh) stejnd velkou a stejng
-’

nrientovanou (rovnob&inou) plodku dA , bude cxﬁ,&, = 0, a tedy

1 dAlg = 0. Potom

aF g = Giﬂgdm@- O (299)

Tento prirdstek vymizf jen tehdy, bude-1li. G”Q'Qa(). Tato veliZina mé
27 alogek (4 ,4 ,% =1, 2, 3)., Vymiz{-11 vdechny, je napjatost
homogennif, Podobns mifeme tvrdit, %e elasticky materisdl je homogenni,
JestliZe

E“9%,. -0 . (300

MiZe bt obecné& anizotrophi, avdak ve v3ech bodech stejn® a se stejnou
orientacf os anizotropie.

K zajimavym vysledkdm dosp&jeme, apiikujeme-li kovariantn{ deri-

. vacl na metricky a permutadni tenzor. Protofe v kartézskych souradni-

elch jsou tyto tenzory konstantni ( Qij = 645 €4t = @4je ), vymizl

. Jejich "obylejné" - parcidlni - derivace. V obecnych soufadnicich
vymiz{ proto kovariantni derivace, tekize

| R 301

G}‘\zalh = Q (3. )

- (302)

eig‘&.l& =0

To znamené, Ze tenzory Jy , PoOpr. G4§L Jsou konstantn{, akoli
JeJich slo¥ky obecn¥ konstantni ne jsou. TotéZ platf i o kontravariant-

nich sloZkdch %67 a e‘%k' , takZe pii kovariantni derivaci lze
metricky i permutadnf tenzor povaZovat 28 konstantu.

ProtoZe kovariantni derivace ’Vklg je tenzorem druhého Fédu,
niZeme ji oznadit symbolem

Ay = Velg = «rw P&:" (303)

; a op&t derivovat. Dostaneme

| | | (304)
Viljle = Volje = Ay le
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Md%eme se ptét, =zda lze zaménit poradi kovariantnich derivaci, tj.
Plat f=11 vy | = Vi u‘-d ? Rozepsénim tichto vyrazd lze dokézat, Ze to
obecnd nemusf platit. Vytvorime-~li rozdil té&chto druhych (amiéanych)
kovariantnfch derivac{, dostaneme po deldim vypo¥tu vzorec

Vel = veley = Um R™ o, (305)

" , 5
v ném¥ R. Ca'fo znadyt Riamannﬁv-Christ offelldv tenzor &tvrtého r4du

m, ) M

Ve \'Q"o = r‘('.(o,a' - r'4,3 Lot r‘l,a r'h - ﬂh rJ (306)
Odpovéd tedy znis poradl kQVariéntnich. derivacit 1,zé zam&nit, ;jé-li
Riemanniv-Christoffeldv tenzor nulovy. Tento tenzor vyjadfuje v geo-
metrii "zakfiveni” prostoru. Je-li nulovy, plat{ euklidovskd geometrie,
jinak nikoli.

2d4lo by se, %e tyto \ivahy nemohou m:(t pro inienjrské aplikace
%4dny vyznam, protofe naSe konstrukce uskute&nujeme v ti¥irozm&rném
euklidovském prostoru. To by vdak byl mylny zévi&r. V teorii tenkych
skorepin se setkdvéme s dvourozmErnym zakiivenym prostorem, v ném¥
Je Riemanndv~Christoffeldv tenzor rizny od muly a.euklidovskéd geome-
trie neplatf, Je zabudovén do t¥{rozm&rného euklidovekého prostoru,
prasto je jeho metrika jinéd a jeho geometrie je obecn¥ neeuklidovské&.
Teorii skofepin poti#ebuje znét ~ alespon v zdkladech - kazdy strojni
i stavebni infenyr. V ndkterém z pristich semindrd se k Ylohédm z teo-
rie skotepin vrédtime; pak se ukéze, Jak vyznamnou pomﬁckou Jje pro ni
tenzorovy podet. :

-

Prfklad 35

Pro védlcové souPadnice ey " X¥e v, X322 ovarte platnost
vztahu (301).

Resent

Vyufijeme vysledky z prfkladu 31. Podle (293) vypodteme napi.

Q’LL\*\ = %'L’LM - %nrq_: ~‘@q,,_ﬂ:- =~ G rlq; - %'L?, P,: =

- ,,,4_ __.,_4
*9.?"-0-’)"7- 0 'Y',Y,—O
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" prfklad 36

Vypo¥t&te druhou derivaci vektoru "\?,jgb

Nédvod
Rovnici (271) rozepiste pomoc{ (270); vyJjde

-3

= ('\?‘&.3‘ - Vm r‘,\?);}?«, .

Nynf derivujte podle .J(.{'“ . S pouzitim vztahu %, ;= —Y“” %’4“
(viz.priklad 34) upravte tak, abystg mohli Vytknout vaktor igé .
Pritom je nutno zm¥nit oznadeni n¥kterych slepych indexd. Vysledek
porovnéme & rozepsanym vztahem (304)

4,\3&, ( 4,,3 ’U’rmr:,a W ('\F’ﬂa vmﬂ,)r,;( (N Ve 4.(,)

S poﬁiitim (270) odtud vyjde (alternativné)

47’,3& = (velje + *\mz G,ﬁ) Z@”}'(v?lg‘k vl \“j‘fb)é’; ,

| Souhrn. - Derivujeme-1i kovariantn& tenzor (libovolného #ddu),
vznikd tenzor o jeden ¥é4d vy38i. Derivacl lze tedy opakovat a
ziskat kovariantni derivace vy3&ich $&dd. Porad{ derivaci je
zam&nitelné jen tehdy, je-1i Riemanniv-Christoffeliv tenzor
nulovy. Obecn& vzniké kovariantni derivaci skaléru vektor, kte-

ry je gradientem skalérnfho pole. Tento vektor vyznaduje sm&r
'hnejvétéiho spédu skaldrntho pole. Je=1i kovariantni derivace
tenzoru mlové, je tenzor konstantnf, adkoli se Jeho slozky
mohou m&nit (m&n{ se v k¥ivosarych soufadnicich). V tekovém
pripadd pak mluvime o homogennim tenzorovém poli,

. 15. DIFERENCIALNf OPERATORY A INTEGRALNf VETY

3 Uvedli jsme Ji% vzorec (284) pro gradiemt skaldrntho pole.
. PouZijeme-1i stejny postup, totiZ kovariantni derivaci, pro vektorové
pole, vznikne tenzor druhého #&du \7(46 . Tento tenzor miZeme z\%it;

dostaneme tak divergenci vektoru vv

div & = e = gl (307
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Tent o vzorec plati ve v3ech ‘soustévéch soutadnic . . V kartézské sou-
stavé % ,Y4 ,Z mizeme zeménit kovariantni a parciélnf derivaci,
tak3e

i . 'D’U'x (D'\] Vv ) )
C’LUU‘ ﬁ = ’\r""k. = /hx t fa,%y t ’0.:4 ' (308)

Je to skaldr, nebot indexy v rovnici (307) jsou slepé. Kdyby Wi » Vy
Vi znamenaly slozky rychlosti tekutiny v bods % ,% , % , vyjadfo-
val by vyraz Olv47 dr oy dz rozdfl vyteklého a priteklého mnoZstvi

z objemu d,md'y dz . '

Jinym takovym operétorem Je roface vektoru; v kartézskych sou-~
fadnicich pro ni plati definice :

i
e |f 4k |0 T G-y

W Ty 7 W - 'b;l'f
Ny Ny V2 - - (309)
DUy Y\ - Yk
+(~@7&~7}T\j—)k =@ g.t Te -

V obecnych souifadnicich proto bude
L3k
robe ¥ = € vl G - € ift v?’\“ A, (310)

Rotace vakforu Je opét vektor.

Voelml ¥asto se setkévéme s Laplaceovjm operétoram Vz. :

Z vektorové analyzy zndme vztsh

VE - div (gract §). G

Prepfdeme jeJ do tenzorové symboliky. Ozna¥ime-li

T -gad g = dof - Gt wid

. ) .
. bude podle (311)

! Aplikujeme~11 operétor rotace na gﬁadient skalérnf funkce, dostaneme

ik - oL - |
obgrad § - €11, G - €2 dly g (313)
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FrotoZe druhé derivace skaldru je soumdrnd v indexech (poradf derivacit
lze zam&nit), vymizi soudet (313) vzhledem k vlastnostem permuta&niho
tenzoru, takie

Tot groct § = 0 - | A (314)
Podobnd lze dokdzat, Ze v euklidovském prostoru

. . 5t
dinr vot A =(e‘36’v3‘\¢“k‘ e y\ie <O (315)

V prostoru protékaném tekut inou rychlosti{ v (%) pozorujme pri-
tok pevnym objemem V uzavrenym plochou S . ProtoZe mno¥stvi vy-
tékajfel tekutiny z objemu V mus{ byt déno mno2stvim protékajicim
¢ povrchu S , Je

{ v & av { 2R (316)
v S

}!o Je Gaussova integrdlni véta o divergehci. V tenzorové symbolice
mé tvar

. ™ . R . ‘ .
§ T eca'ﬁ dr daf e - Sv‘“dm , . (317)
. S

g2de Ar' ,ot,s? , oH-,k’ jsou slozky t¥f nekomplandrnich vektord ¥ ,
s , JdF , tvorfcich elementérnf hranolek o objemu dV .

Je-1l1 dédno vektorové pole na n&jaké obecn® krivé plode S Ty
ohraniZené uzavienou k¥ivkou C , znf Gaussova v&ta obdobng

{ i # atp - §G’.0m’ | (318)
g :
111
S '\77“} Eup Ohro"o({;/s = §) ’V'Td%,r . (319)
S c
) Pro element norméiy dost aneme
podle obr. 39 dii =€y, d mg’/“’
Obr. 39 2 vektorové analyzy zndme

Jests Stokesovu vitu, podle nf}
Je cirkulace vekXtoru o po
uzaviené k¥ivece C déna




integrdlem rotace tého% vektoru v poli (na plode) S uzavieném k¥iv-
kou C

| &Tf’-d? - (ot Rad * (320)
C S

V tenzorové symbolice

| 'e§ WAL = T @ e fvly ™ at™ (32D
[N . ‘

V kapitole 14 jsme ukézali, e gradient skaldrnfho pole dévé
vektorové pole. Rikéme, Ze skalér (P tvor{ gradientové pole @It .
S alédrnf funkce (E Je potencidl tohoto pole. Vnucuje se otézka,
mé~-1i teaké obrécend \loha Fedeni, zda lze k danému vektorovému poli
vidy priradit skaldrnf pole (jehoZ gradient by dal dané vektorové
pole). Predpoklddejme, %e je déno. vektorové pole Af (x') =0ﬁ@_;é vytvor-
me integrdl po casts OP (obr. 40)

r ® . P _ " | |
g"f"dz = Sm ax” - S@c dx a‘qS_ (P)- ¢ (0)- (322)

11 0 0

Bod 0 jsme volili pevng, bod P  promsnny.
Mé-11 byt hodnota ¢ (P) jednozna¥ns uréena
rovnicf (322), nesmf integrédl na levé strang
zdviset na integraéni cests. Zvolime-1li tedy

Obr. 40
integraci po uzaviené drdze O0QPRO (obr. 40), ‘
musfme dostat O (0)- ®(0) =0 . To viak vyZa-
duje, aby : : ' s

é . .
&@.dl’ - [xvot #aB - 0. (323)

L N
’ -
Proto¥e dréha C 1 plocha § jsou libovolné, mus{ byt YotV = 0
Gradientové pole je tedy bezvirové.

_ .
Je-11 déno obecné vektorové pole {}?=0‘ch , miZeme vypolfitat
Jeho divergenci a rotaci

g, 'TO(:’\_)?’:- € .. \),Q\i@’k,gyb‘%’&,\

L
QJ{AV’\W‘V{V 4‘}(,’

(324)

Ptéme se, existuje-1li n¥jeké jiné pole @ , které by m&lo stejnou
divergenci, ale bylo bezvirové (8 nulovou rotaci). Pro takové pole
by platilo
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e =8, ey w00 (325)
“ Mus{ to byt zrejm3 gradientové pele, takie u;=@14 , & proto
mel® - gL -8 (326)

To je Poissonova diferencidlni rovnice, kterou lze Pedit. Jsou-1i
ddny "rozumné" okrajové podminky, je Pe¥eni jednozna&né, Rozdfl vek-
tord

w' = ot -l €327)
nemd %4dnou divergenci, ale zato mé rotaci stejnou jako prvni pole,
takZe

Yo _on ' e o (328)

Piritom f ’y“ %k’ Je Zist3 virové (solenoiddlni) pole. Vzhledem k rov-
nici (315) nemé virové pole divergenci. KaZdé vektorové pole lze roz-
d31lit na gradientové a &ists virové, tekie

g - ‘ﬂc + eéé@wk\{ (329)

Zde ‘ﬁ Je skalédrni potencidl gradientového pole @\o ,' vektor W
Je vektorovy potencidl solenoidélniho pole ’y' vt W .

Prfklad 37

Pro kulové soufadnice podle obr. 14 a prikladu 12 vypo&tite
hodnoty Christoffelovych tenzord F{(}‘.L a FA.‘;’ .

R V¥sledek

Uiss A Uy = 7

Can = - Char = ’Vw:)tc()/

r‘-?,?.?: = = = ""1000‘{ Ay,
r"z.: R O Vi iV A

P'L: = Loy pmy )‘



Il souhrn. Kazdé wektorové pole lze rozlofit na gradientové pole,
kteréd nemé rotaci, a na virové pole, které nemd divergenci.

|| Gradientové pole je odvozeno kovariantnf derivacf ze skaldrnfho
| potencidlu. Vektor, jeho: rotacf vznikd virové pole, se nazyvé
vektorovy potencidl.

16. LINEARN! TEORIE PRUZNOSTI, ELASTICKE VLNY

Kinematické vstahy, které jsme odvodili v kapitole 6 v kartéz-
skych soufadnicich, velmi snadno zobecnime pro jakékoli souradnice.
Sta&f{, nahradime-1i parcidlni derivace kovariantnfmi. Pro Greenﬁv
tenzor pfetvoreni dostaneme misto (127) vztah

' i
%cz; ol ; (‘%ng’ b Abgle + W &b;,_,f{a') 1(330)
a pro jeho linedrnf ¥dst (Cauchyho tenzar)

oy e £ 4 (331)
B = T Cgly + angle).

Sest sloZek tohoto tenzoru jsou funkcemi pouze t#{ slo¥sk vektoru po-
sunut{ AL; , takZe sloZky tenzoru pretvofeni nemohou byt nezévislé.
Vztah mezi nimi uréime tak, Ze (331) dvakrét derivujeme

4 4
ELJ’M - T(U«élgm + u,;lm). (332)

ProtoZe jde o t¥leso v euklidovském prostoru, jJe poradi derivaci z&-
m$nnéd, tak¥e vyndsobenim (332) &initelem € itw odpadne na pravé
strans prvn{ &len. %/ Stejnym "trikem" odstranfme i druhy &len (né-
sobenfm €™ ) a dostaneme podmfnku kompatibility

X/ Je=14 V} ‘3’ vyjde 63 ' 20 .
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b _jtm |
Eyilee €™ e, ¢, (333)
 Jak vidime, v:)de o soumdrny tenzor druhého rédu (&tyri ze Sesti indexd
jsou slepé), ktery mé Sest nezdvislych slogek. Vztah (333) tedy pred-
stavuje Sest rovnic (pro rdzné dvo,jice rm/ y v ).

Nyni odvodime pohybovou
~rovnici. Vytkneme z t&lesa
element drn{ hranolek podle
obr. 41. Jeho hrany jsou -

iy - s G (334)
) . v .
AL = db°51'

' | Element érnf obdélnfk o stra-
Obr. 41 . - rad
néch cla , cb mé velikost
AR, pritems
ARe = ejﬁ,b ds® at®. (335)
Na tuto plo&ku pﬂsobi afla

o(,F - ¢tman, g Gow - (336)

Vzddlime-11i se s touto plodkou o oY ; dostaneme v ni sflu o c('LF
vat31 (obr. 41). Celkovy pf'ebytek 81ly" bude podle (269)

T - dFidrt (e%aa\ oA G =
‘ (337
- ARG, ot Gom = Cjg LA dt‘"g“'ml A G

- PFirdstky vzniknou i na dalsich sfénéch hranolku. Celkové vyslednice
sil pi‘enéﬁenjch povrchem hranolku Je

dff‘ d,pad:te‘ (@ ‘ 63&,5 +(B'€M‘ 640“ + et ‘(’, 6&36)%% :

Vzhledem k vlastnostem permutaén:(ho tenzoru se mus{ index £ v prvnim
 %lenu v zivorce 1i&it od indexd 3 , & (a podobné tvrzeni plati i
o daldfch &lenech). Jinsk by se prisludnd slofka permuta&ntho tenzoru
rovnala nule. Rozepsénfm se pek mi¥eme presvsddit, %e uvedeny vyraz

je totoZny s vyrazem : '



y agiattgi"“il Eije ‘T’M = Ge"”\,;oc\/q?’m . (338) |

Tato afla se piidte k objemové s{le )(exiatuje-li) j}md\) gfm . Jejich
vyslednice udslf hmotd GV p#l posuvu &  zrychlent “"«L‘g: '
tek%e (po krdcent cdlV ) ‘

(5™t ™) o - 0G5

ZndsobIime~1i ob¥ strany skaldrns vektorem %""‘ , pak pouZitim (71)
dost aneme

[ %a, - ek | (340)

Zminfme-11 z formdlnich ddivodd oznaéeni 1ndexﬁ a dosadime z rovnice
(174). vyjde -

W«rm . “d (341)
(‘ E E’l.'m)\ ’@ +<0 '
S pousitim (331) méme

ijtmn A e, =i (342
TE ™ (ttglme + ol 15 = -2 85 200" )
To je zdkladni rovnice linedrnf teorie pruZnosti, pf'ipisbvané
L. M. H. Navierovi (1785 a¥ 1836). Rozepifeme-1li ji pro ¢ =1, 2, 3,
dostaneme soustavu t#f rovnic pro t#i nezndmé funkce i y Mo’y My o
Rovnice (342) plati{ ve v8ech soustavach soufadnic.

; Nebudeme 2zds vyklddat jednotlivé metody reSenf, je% se pouifvaji
" v teorii pruZnesti. Pripojfme jen nskolik pozndmek a ukéZeme nikteré
dpravy rovnice (342), abychom ukézali ¥innost tenzorové algebry jako
ddmyslného matema+1ckého prost¥edku.

Pro izotropické télaso l1ze modul pruinosti E 3 ke napsat pomoci
Lamého elastickych konstant A Gr ‘ve tvaru

.,M ] L . ’
£ . %3 “1 6 (g%" rguq?®). (343)
Pot‘om viak |

E Qu(“t\l‘} + gli) - Lg’g“"‘ (ua\c, oAby g )

PO gl ¢ al) + 64%% (g + i) -

*) Podle anglického ,,body force,
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:L(&ﬂi+u‘ﬁ)¥@hﬁﬁ+uju)+
e G (o 4] Y19\ -
+.G(“|J+-u\5)

o ‘ (344)
L&w9q4-20(ufﬁx+@3w).
Dosazeniﬁ tohoto vyraszu do fovnicé (342) a krécenim dvdma dostaneme
Gu|3+(L+G)u,3[ =-/-+Qa° | (345)

To Je Jen jiny tvar rovnice (342), platny pro. izotropickj materidl.
Je to vektorovéd rovnice, nebot mé Jediny volny 1ndex (# ). MiZeme

na ni aplikovat operétor divergence, &(m% se z ni ‘stane skalérnf rov-
nice. Objemové sfly IL” zanedbdme. Dostaneme

N ; : o 4 !
ul% ¥ L+G)u\ @u h. (346)
Po vjménK indexd v druhém &lenu ziaké tato rovnice tvar

Gm”3+(x+®@ﬂ o (347

Proto%e podle (312) V @=k§ 0 mﬁzema rovnici (347) napsat také takto:

Vtu CL‘, - Jéi M'/ ¢ 4 .“ 0) | (348)
kde :
&+lG

C Q - (349)

Konstanta ¢ md fyzikdlni rozmsr rychloati [m s l].

» Vektorovou rovnici (345) mdZeme upravit také tak %e na ni apli-
kujeme operétor rotace; v tom p¥ipad$ zlstane vektorovou rovnici.
S pouZitfm (310) vyjde (bez objemovych sil)
it § 5L o <l
Gﬁuzwié+(L+9M%ua{j=@%¢A|. (350)
i

ProtoZe L = Lbj\gé s odpadne druh& ﬁlen. Zbyvé
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; b3t T
e, w13 ~pe,, 09" (351)

L
ei14
2 L A w g ‘ :
Gh (V- = 0 1) -0, -3
kde

c \{t%: | (353)

Také tato konstanta mé fyzikdlni rozmér rychlosti. 4
Rovnice (352) mé trividlni Fedeni o , které vyhovuje rovnici

Gre w TE-0 ©(354)
$114

wt @ = 0. . (355)

To znamend, %e ka%dé bezvirové pole s Je PesSenim rovnice (352).
Je to tedy gradientové pole a miZe byt odvozeno ze skaldrniho pole
dé[xé) podle rovnice E,’:%md RE &ili

W= B | (356)

Funkce S)é Je potenciél. posuvi. Vzhledemk tomu, %e poradi derivaci
skaldrnf funkce lze zam3nit (u skalédru se nerozliduje parcidlnf a
kovariantn{ derivace, viz (282)), Je

BN TR RS e £
w = @l9-9%9 g =979 g - Wi @
Symetrie (357) platf jen pro gradientové pole (356), jeZ Je trividlnim |
felSenim rovnice (352). VyuZijeme-1li tuto soumdrnost u¥ v rovnici (345),
miZeme ¥leny na levé strans rovnice sloudit, takZe vznikne

(x+LG)uCI§—,Qa6=o (358)
8111 |
2y A el ’
VoMl = = (359)

Tato rovnice nahradf (348).
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Vrét fme se nyni k rovnici (348); mé trividlnf Fedenf, Je% vyhovu-
Je rovnict div ir -0 , &l

w Y =0, (360)

To znamend, %e kaidé PeSenf rovnice (360) zéroven splhuje 1 rovnici
(348), Jak se lze presvdddit dosazenim. Pivodni rovnice (345) se upra-
v{ substituc{ z rovnice (360) na tvar

A ve

va 10 C LL (361)

Existujf dvé trividlni peseni pohybové rovnice (345); Jedno pi‘edsta#u—
Jo bezvirové (gradientni) pole a je popsédno rovnici (359), druhé tv*oi"I
virové (solenoiddlni) pole a je popséno rovnici (361).

. Abychom ziskall fyzikédln{ ndzor na tato fedeni, rozepifeme rovni-
ce (359) a (361) v kartézskych soufadnicfch ¥ »Y 4% . Pro L =1
dostaneme z rovnice (359), oznaéfme-1i X =x' | ,\J;J," , 1= 03 et
A=t W=t , tuto diferencidlni rovnici:

Y . Vi b Yu

T TV POl W (362)

Obdobné rovnice dostaneme cyklickou zémgnou pro posuvy vo,wW .
Rovnice (362) mé d ‘Alembertovo f-eéani

o= Ag ks (x- c{:) (363)

O tom se lze piresvid®it dosazenim (363) do (362). UvéZime-1i, Ze

argument funkce {:4 ‘8 nezmgni, bude-li prirdstku &asu At odpovi-
dat prirdstek dréhy Ax s CAt , dojdeme k zéviru, Ze Pelenf (363) ‘
predstavuje elastickou vlnu, kterd se pohybuje ve smiru X rychlost{
¢ . Je to dilataéni vina, které ptislusi gradientové pole posuvd. X/

| N Rovnice (361) dé pro v =1

(b‘bw " '3"’4.0 N '01'4,0 ' L 'D"'u; ) (364)
(P T T oot : .

*/ Podrobnosti uvedl autor v publikaci Ré4zové pevnost téles,b
CVPS - Dim techniky Praha, 1976.
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Resent musf vyhovovat podmince (360). Zvolime

(’L"'AL'FL(’”“E*;) +A3£§ (%-—6—!:.). 1 (365)

Posuv AL podle (365) se dije ve smiru osy X , ale vlna jim vytvo-
fend postupuje zlejmd nijakym smgrem v roving Moy % (tento smar
z8visf na pomsru konstant A:/A;). Resenf (365) predstavuje smykovou
(pF{&nou) vlnu. ProtoZe nevede k %4dné zmgns objemu ( ¢~ w™m=0),
nazyvd se vlna popsané rovnicf (365) bezdilataéni vlna, Pf-isluéi J1
solenoiddlnt pole posuvi.

Prfklad 38

Rozepiste pohybovou rovnici (340) pro fyzikélni sloﬁky napjatosti
v polérnich souradnicich.

Redent

. Fyzikéln{ sloZky. napJétosti oznadfme T2 Cr y T 'C'nf=
= Tye=T™ , T*.Gy . Poustijeme vysledcy z pifkladd 8, 23 a 31,
Pro kovariantni derivaci tenzoru napjatosti méme rovnici (296).

Dostaneme

D R A P P

[

= ,A*Gm. + 610 11* )+ et o) + (a)
+ oMre G.Mr(s GrB FGES
4 T ‘ 24 ¥ 12 i 29. .
Pohybové rovnice (340) dé pro rovinny pf-ipad
el +FP . git (b) -
Pro b =1 vyjde odtud dosazenim.l
G +6% +eM L _Gp 4 F =i ()
114 |
W‘?Ef T or T F Gy mow. ‘@

113 -



Pro b =2 vyjdé
G",,’i+@'°"5_+6‘"’4 G”-’F r\'""~§)u, (e)

$ili (po vyndsobeni Y a po pfepodtu né‘fyzikélni slozky)

’btnf 196 0 .
hhald AL A.L & foadil = f
v Y Ty A TTW+F" e )
: Pfiklad 39

Pi‘edpoklédedte, %e ve vélcovych soui‘adnicich A , L= ¢

X3= 2 existuje jedind nenulové slozka posuvu, a to v obvodovém sm&ru,
Ozna&fme ji Ar . Pro tuto sloZku nyni{ rozepiste rovnicl (342). Jde

o rota¥nd soumdrny pi"ipad a izotropicky materidl. Objamové 8{ly a
zrychleni zanedbejte.

" Hesent

ProtoZe nejde o kartézské soutfadnice, musime byt velmi opatrni
pri zavddinf fyzikdlnfch vektord a tenzord. Jsou-li kontravariantni
slotky posuvd A&'=0 |, W'+ 0, 4*=0 , nenf jests AL rovno V' I
Ptesv&dsime se o tom tek, %e napifeme rovnici pro vektor posunuti yrd

U = M"@"; = uf‘é’z '. - (@)

. Aviek q 'Y‘b , Jak jsme vylozili v kapitole 4 a v pFfkladu 8.
Proto

-~ — e, l"". __‘ -» A' |
A= WY 0y = VL, (v)
takZe
Mu
T o
W e : (c)

Slotka W} ‘Je tedy bezrozmirové. Nyni rozepiSeme rovnicl (342).
- PouZijeme vzorec (183) pro modul pruinosti a dostaneme

LA 12 b 26 AL 4
Pro druhé kovariantnf derivace méme ;_:"‘z.'.omr;;(3o4) a (293). Vyjde

U‘L’\g‘k = U"L,j’ 'ulmr»\}a' ),(,_,‘f (ul,lj- umrl\;n) (.“u A (.) ' )
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Pamatujme, Ze parcidln{ derivace podle ut Jspu nulové (vzhledem
k rotanf soumsrnosti). Také slozky ' , «&° Jsou nulové. Z metric-~
kého tenzoru jsou nenulové pouze sloZky

4 i
%11 -1, %zz - = %33 - 1 (£) |
a z Christoffelovych symbold
A 2 2 A '
F,;z "'\", r‘u"‘ ‘—1‘2 -_-_’F. (g)

Zvolfme-11 index ¢ =1 nebo { = 3, je rovnice (d) identicky '
eplnine. Pro + = 2 zbyvd nakonec

[
RS

Ul + Walu + 29"yl + Wplag = 0. (h)
Ostatnf virazy Jjsou nulové. S pouiitim (c) a (e) dostaneme
Vrr L
Malw = 7 Jva udug*TV+T'WF|
(1)
v Ar o 1 M :
Uil = =~ v %) Malw = 5

Dosazenim tdchto vyrazd do (h) a krdcenim &initelem 7 vyjde hladéné
rovnice ve tvaru

‘%kw A Qv A Voar
et T e T A T e 0 (3

Plat{ pro krut neprizmatickych h¥fdeld. Zajimavé je, Ze &len se sou-
~ &initelem wj%?%f—'v rovnicl (d) identicky vymizi, tak¥e (J) neobsa-
- huje %ddnou elastickou konstantu.

Souhrn. Pohyb pruZného t&lesa Je popsén soustavou parcidlnich
diferencidlnich rovnic. Pohybovd dynamickéd rovnice vyjad¥uje
Newtondv pohybovy zdkon pro elementdrnf &dst t¥lesa. Dosadfme-1i
za zrychleni nulu, dostaneme rovnice rovnovédhy. Tdleso je v rov-
novéze, Jje-li v inercidlni soustavid soutadnic zrychleni viech
Jeho &é4stic mulové. Kinemat ické vztahy uddvajil souvislost tenzoru
pretvorenf s vektorovym polem posuvl. ProtoZe existuje vice slo-
%Zek tenzoru pretvoreni ne? sloZek posuvl, nemohou byt slozky
tenzoru pretvofenf nezévislé. Musf splnovat rovnice kompatibili- -
ty. Tyto rovnice vyjadrujf podminku zachovéni spojitosti tilesa
pfi jeho deformaci. Matematicky znamenajf podminku Fesitelnosti
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Glohy, pifi které hledéme vektorové pole posuvl, je-1li zndm tenzor
pretvoreni. Souvislost pretvoreni a nap3ti udédvéd konstitu&ni rov-
nice. Tenzor napjatosti vetupuje také do pohybové rovnice.
VylouZime~1li ze v8ech t&chto rovnic v3echny neznédmé funkce aZ na
vektor posuvi, dostaneme Navierovu rovnici, kterd je zékladni

| vektorovou rovnic{ linedrnf teorie pruznosti. Vyhodou tenzorového
tvaru zdpisu téchto rovnic je jejich univerzédlnost; plati{ pro
Jakoukoli soustavu soufadnic.

17. PROUDENI VAZKE KAPALINY

V druhé kapitole jsme se zabyvall pohybem jednorozmirného konti-
nua, Uké4zali jsme tam rozdf{l Eulerova a Lagrangeova pojeti pohybu.
K Jjeho popisu slouZila bud prostorové soufadnice J  nebo materidlo-
v4 souradnice X . Pak jsme presli k nskolikarozmirnym t&lestm a
do3li k zév&ru, Ze u tsles v pevné fézi, zvl4sts pFi malych deforma-
c¢fch, je Lagrangedv zplsob popisu vyhodnsj&i. F¥i ndm vystupujf jako
nezdvisle promdnné materidlové souradnice, které se za pohybu nem&ni,
Zna&ill Jsme je pak - jek je v literatuie obvyklé - pismeny malé abe-
cedy. Zémdna s prostorovymi soufadnicemi byla nepravddpodobnd, a to
tim spiéa, %e jsme se v aplikacich prozatim omezili na malé deformace.

Nyni se budeme zabyvat prouddnim vazké képaliny; zde by byl
Lagrangedv zplsob popisu t&Zkopddny, pouZijeme proto Buleriv zpisob.
Vracime se tim k problematice druhé kapitoly, ale budeme ji nyni roz-
védst v tP{rozmirném prostoru. Zistaneme pri oznadeni souiadnic pisme-
ny malé abecedy, rozlilfme je v3ak od oznadeni v rFedeslych kapitoléch.
Misto materidlovych soufadnic ! , X" , L% budeme nynf mit prosto-
rové soutradnice g" » Y&, yd.

Piipomenme jedtd, jaky je rozdil mezi &asovymi derivacemi n¥ jaké
funkce @ v obou p¥ipadech. PouZijeme oznadeni

- W _ i ¢
- i 2 @ , Je-1i = konst,
du'g; =dy & ) L ¢
A —]i))?. y Je-1i x," = konst.

V prvnim p¥ipadé mg&¥ime zmdnu
v pevném bodu v prostoru. V druhém
pfipads sledujeme urditou &dstici
za jejfho pohybu. Céstice A  se po-
sune za dobu dt do bodu A (obr.
0 Obr. 42 42). Zmsna prostorové souradnice
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d\;j .Je identickd se zmsnou poeuvu ééstice du. (za %as dt ), tekia.
rychloa+ téat 1ce X = konst ~
. : |
wis b D (366) -
‘ EYS b
Jak jeme jif dfive vy‘l’uﬁili »'d'erivacé zde musi byt materidlové,
co oznadujeme symbolem (rovn. 17). Pro libovolnou veliéinu @ apja-
tou 8 Zdsticf platf vztah

'oiﬁ mﬁ bg‘ 'm ’oé , ;

ProtoZe chceme vysledky vypoétﬁ vy,jédi"it pomoci proatorovych soupad-
niec g" y pouZijeme bézové vektory

- ’l)"’(‘ '
Q‘L: = ‘%‘g‘; " (368)

, - _

Z nich odvodfme slo¥ky metrického tenzoru a Christoffelovy symboly.
Z4dnd z tachto velisin nebude zdviset na Zase, jek by tomu bylo,
 kdybychom vychézeli z materidlovych soufadnic LY, které se za pohybu
 deformuji, :

Zrychleni Je %asovou derivaci fychloéti (pro AR konst) ,' fakﬁa

LA LA T
T T '3 :
N (369)

Vv ¥ K - g v

=gy tVUY ‘;, i = X Gi

. Slo¥ky zrychleni jsou

A :

a;(. - P v"'la* . (370)

|3

Prvni &len na pravé strané (370) oznaduje lok&lnf zménu rychlosti,

tJ. zmgnu v misty "j = konst. Druhy &len znaZi konvektivni zm&nu,
nebof ¥édstice ase posuné za 8as dt do mfst & jinou rychlostl proudu.
Tato zm&na z_év‘iai Jednek na prominlivosti ryéhlostniho pole, tedy na
derivaci 'U‘"lj y Jednaek na r.vchl_osi‘:i, 8 Jakou se sledovanéd &éastice

v tomto poli pohybuje, tj. na v,

' Pohybové rovnice je stejné Jako u pruénjch tsles, tJ (340).
- Za zrychleni &' nynt dosadfme Q.F , takie
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e¥l = - A hgat (37m)

Kinematicky vztah (331) budeme derivovat podle Zasu (nebof tenzor
napJatosti bude nak onec zéviset ‘na rvchlosti deformace) /Pro x'= konst ‘
dostaneme '

Deis 4 v - :

‘S—éa =7 ("\"“‘3 ¥ 'U'Q-‘(’) . (372)
* Konstitusnf rovnice vyjadtuJf dv vlastnosti vazké kapaliny, a to
 stlalitelnost a odpor, ktery kapalina klade p#i zm¥n¥ tvaru. Proto
rozdglime tenzor rychlosti deformace na dilatafnf &ést (na rychlost

zm&ny objemu)

De D4 A ~ (3
e T D T Em TV Im L
a na zbytek _
Dei b D D
———2 = v ____._.2_6 ﬁ’ — 4 ¢ -
> -9 % " 0F e
(374)

Po Upravé s pouZitim roimice (87

DQ§ 1 O 4N 4 m 4 s
EYel T(’\)%P-V'\T"lj)f‘g’\)"]mgé. (375)

- Zpravidla lze stlaéitelnést }ka‘palit‘xy zanedbat, takZe

~ Druhé z konstitudnfch rovnic (211) zdegenerovala na pouhou kinematic-
| kou zévislost (376) vyjadfujicl nezffdlovost vektorového rychlostntho
~ pole (clwr 47 =0). Platf-1i (376), nenf rozdfl mezi @75 a g; ,
. tekZe | . ‘ e
D@Y })g_“ . .
2 . Zt3 . e Lf -

Je-1i kapalina v k1idu, je rychlost deformace nulovd. Tim vymiz{ )

" 1 tednd napst{ v nf, takie tlak plsobf v daném bodd na vZechny strany

' stejns. Pohybuje-~li se v3ek kapalina, min{ se i napjatost a tlakové
napdt{ u¥ nenf ve viech smi¥rech stejné. Chceme-1li i nynf hovorit
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o "tlaku" v kapaling, musfme jej nd3jak novs definovat, nap¥, jako
stfedn{ hodnotu normdlovych sloZek napit{ se zdpornym znaménkem

L] w
=== Cm -~ (378)

Tenzor napjatosti opdt rozddlime na jeho hydrostatickou sloZku (378)
a na devidtor

|
i

{ i £ . |
/_,9.._._.(53, +‘f"83 (379)
Prvni z konstituZnich rovnic (211) bude
| X 84: ‘564’
Gy *1 Oy = lu NELY

Zminili jsme ‘oznaﬁeni G za M-, cof je v hydrodynamice obvykleJi{,
a za deriv_aci bereme materidlovou depivaci, abychom zddraznili, Z%e
pfi nf &Y= konst. Dosadfme-1i ze vztahu (377) do (380), dostaneme

G5 =-S5 v p vyt ), (381)

Aby:hom zfgkali tuto rovnici v obvyklej&ich kontravariantnfch sloZké4ch,
zamgnime } 2za % a vynésobime 9 )% . Se zretelem k rovnici (87)
budeme mit

¢™ 2‘7‘%9* ML’V‘?P‘ \ ’\)‘“H). (382.).
Tato rovnica vznikla kombinacf kinema* ickéhyu vztahu (377) a konst i~
tudni rovnice (380). Nyn{ vylou#i{me tenzor napjatosti G 3 , ktery
nés v tomto okam¥iku nezajimé. % rovnie {370) a (382) dosadime do
pohyhové rovnice (371) a dostaneme
ol 0 a o (TR e A SEY -
; LUl 4
Plig™ + m (w23 + v “E)
v . (383)
.y (@_‘L,rv'avv'l-) |
=\ T it

Protofe V 3]3’ Je kovariantni derivaci V 3'3’ podle U ~té soutadnice
(se zvysenym indexem) a divergence ‘}V’*lj podle (376) vymizi, zjedno-
dusdf se (383) na tvar ;

AR TN R (384)
& Xy @V"’J fh ia' . Tb ) :



To Je znémé Navierova-Stokesova rovnice. Fredstavuje soustavu ti{
rovnde (¢ =1, 2, 3) pro ¥tyFri neznémé v , v, Stvrtou rovnict Je
podminka nestladitelnosti (376), kterd se té% nazyvéd rovnice konti~
nuity. '

V rychlostnfm poli proudfcf tekutiny miZeme vést Zéry, JeJjichi
te&ny uddvaj{ sm¥r rychlostf (v dotykovych bodech). Jsou to proudnice.
Tot é% znézornéni vektorového pole pouiivéme 1 pro pole jinéhe druhu,
napi*. magnetické nebo elektrické (silokiivky). Zvolime-li uvnits
proudfci tekutiny uzavienou kiivku c , pak proudnice vedené z bodld
této krivky vytvo#{ proudovou trubici.

Dals{ dvahy se zJedng?uéi, zvolime-1li prostorové soufagpice ‘%t E
tak, aby bdzovy vektor / splyval s vektorem rychlosti Vv (v kaZ-
dém bods). Oba vektory mus{i mit stejny smér, ale nikoli uZ velikost.
Budeme pak mft A% - qr"%} , Ve a0 ‘

Nechf k#ivka (  je rovnobd3infk se stranami AT = d*(lg“d?:dfé:,
Jeho ploska Je

> ~» ' ;
AR = dF x ds” = €, artdig. (385)
Touto ploZkou protefe za jednotku &asu objem

"\7: d—ﬁ = (\)"1 6131 O(‘..Tq—(}(.sa. , (386)

Protneme~11 proudovou trubici na nijakém jiném mists plochou \31 =

= konst, bude mit prifez opdt tvar rovnob&infka se stranami dY"(}T,
0(/53@‘: . ProtoZe se podél proudnice ma&ni jen soufadnice %4 , budou
v, s> stejné jeko pro k¥ivku ( . Bézové vektory budou obecn
Jjiné, nebof souradny systém je nynf obecnd k¥ivodary. Rozdfl vyteklého
a priteklého objemového mno¥stvi kapaliny mezi dvdma blizkymi prirezy
proudové trubice bude Umirny derivaci

i1

('\? dﬁb)ﬂ av*ds’ ("r1€11.1)»1 = drmo"ss(""Asta)\\'l =

(387

1

C(Y"LdAﬁeq_M vl

Je~-1li kapalina nestladitelnd, plati (376). Pak je také V' Y ’O,
nebot ¥"z4%= () , Derivace (387) je nulovd, tekZe proudovou trubict
protékéd vdemi prirezy stejné mnoZstvi kapaliny. To plat{ pro v3echna
vektorovéd pole, jejich%Z divergence je nulov&.

Je~11 pritok stacionérni, je r cl}lost v kaZdém bods pevném v bpro-
storu ( 4% = konst) st4ld. Psk je 77%" =0 . Pohybujicl se &dstice

vykresli proudnice. Nenf-1i pritok staciondrnf, min{ proudnice s &asem
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svd) tvar (rdzns se deformujf) a urditd ¥dstice setrvédvd na povrchu
*avé" proudnice v okamiiku £ Jen nekone&ny krétky okamZik ot .
Pak prejde na “sousedni” proudnici, jejii tvar se mezitim (nepatrns)
emgnil, Krivky @? = konst tedy ui nejsou proudnice.

Je-11 kapalina v klidu, zbude z Navierovy-Stokesovy rovnice jen
Ap,\“' < 48 8114 ‘Mc =4 . (388)

Hydrostaticky tlak je ekaldr, takie objemové sfly ﬂ';, musi tvorit
-9
gradientové pole, pro které Yot g =0 , ¥ili

eﬁj&j’j\@ =0. (389)

Jinak by nebyla kapalina v rovnovéze.

Je-1i viskozita M kapaliny mald, vymiz{ t¥et{ &len na levé
strand rovnice (384). Prvni a druhy &len daj{ Q(D'\T”D*) y takle
pro idedlnf kapalinu (s nuleovou viskozitou, nestladitelnou) Je

4
q ‘I))‘tf A | (390)
nebo téz
Dar,
0 3¢ =4 pli- (390 &)

To jJsou Eulerovy pohybové rovnice.

Nyni si pPedstavme v rychlostnim poli proudic{ kapaliny uzavie-
nou k¥ivku C |, spjatou s &dsticemi kapaliny, a vypoltme kiivkovy
integrél &’\‘io{? a Jeho ¥asovou derivaci

L

e " L . Dy ¢ Ddy*

Elementérni vektor Y je rozdflem privodid¥d dvou sousednich bodd
na k¥ivece ([ . Zém&nou poradi derivact

v v
%‘Z‘éz. S 2 - g (392)

ptejde hledany integrdl (391) ve tvar

D - Dy, ; <
R “ L. . (393)
Dt cgf‘“d* 5’ e Oyt ﬁ“’ﬂ“’ '
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Posledn{ vyraz znamend

('.‘ N g X - .
?Vb (/(-'V - @ i‘(’v& 0(404‘# ’\}“drvé) = 1’1:-[‘\"4, '\r"J: . (394’
Protole hranatd zévorka nabyvéd v bods A krivky C na podétku
integradnt ceety stejné hodnoty jako na konci, nebof Jde o t¥% bod,
Povné se (394) nule. Rovnice (393) pek dé

Do g L N T ,
D# & gy J W d*ﬂ M (395')
. v 4
Tento viraz dosadfme do (390 a). Vyjde
W?m b -dy' =g § el oty (396)

Tvob{-11 objemové 8{ly gradientové pole, Je ,g'c = @,i a integrédl na
pravé strand (396) vymizf. D& toti

g 4 - MJ d"ﬁi‘ =c§)(‘ 5 - 1“'"")4'; P
g . 1& G

Maji-11 objemové sfly i potencidl § 1+ dsou konservativnt.
Plsob{-1i takové sfly na n3jskou &dstici, kterd se pohybuje po usa-
vPené drdsze, Je vyslednd préce téchto sil za jeden obsh nmulové4.

V tom piipads je podle (396) a (397

b P.d¥ = komt.  (398)

(397

Podle Stokesovy vty (320) Je pak také Yot vdH = konst. To viak
Ja!ts naznamané ze rotace

T R ©(399)

Je konstantni (vektor dz se toti¥ md¥nf)., Také vekfor w tvor{
pole, jehol px-oudnica" nazyvéme yirové vlgkna, Soudin. @, oltﬁ Je pak
pro kazdou virovou trubici konstantni (ze ateanych dﬁvodﬁ 2 jakgch
bylo podle (387) v proudové trubici konstantni proteklé mnoistvi w(ﬁ)

Nestacionérni proudént gasto probihé tak, ‘3o 86 kapalina uvede
z k1idu do pohybu. Staciondrnf proudsni byvé popisovéno pro pi‘ipad
e homogenni proud pfichédzf (teoreticky) z nekonedna a Jeho &dstice
maji zprvu konstantnf rychlost, aZ se priblfff k n3jaké pi‘ekdzco,
kterou mfjejf. V obou pFfpadech je pofétedni pole bezvirové ( Tob¥ =0),
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Rychlostnf pole je pak gradientové, takie

! @\\. . CE”" ‘ ( 400)

Protofe rotace pripadajicf na prifesz virového vlidkna je podle pre-
deslého vykladu po celé délce vlékna konstantni, musf byt beszvirové
~proud¥n{ nejen na podétku, ale v prdbshu celého dsje, takie (400)
platf pro celou oblast. Z podminky nestladitelnosti 4 Y¢ =0 pak
dostaneme, Ze

¢ % - (401)

To Je Laplaceova rovnice, platnéd pro potencidlni prouddni, které je
bezvirové., Zavedeme-1i potenciél $ do rovnice (390), dostaneme po
dpravy

.,M& = /,.,-!e”(t,'élu F§1g)- | | ( 402)
=~ b -0(d +%<§\§»t’élj)\é_'

~ Jekd buﬂo ckrajovéd podmfria pro tuto rovnici? Slozka rychlosti kolmé
ke at¥ng potrubi (kandlu) zfejms mus{ mft na této st&ns predepsanou .
hodnotu. Je-li h@ Jednotkovy vektor normély k povrchové plosce. dA
st¥ny potrubi, mus{ mft normélové slozka rychlosti

v'v\r;m',c‘ ;‘@. ¢ i (403)

pfedepeanou hodnotu, napf nulovou, Je-li st&na nepropustné. Normélo-
vou slozku rychlosti v3sk nelze pfedepsat libovolns, nebot musf spl-

novat podm{rku nestlagitelnosti kapaliny (376). Z Gaussovy vé&ty (317)
pak dostanama pro uzavfenou plochu S  podminku

. g'\’;‘dﬂx % Sr\,—‘.,v\fdg ;O. (404)
S

Tato podmfnka musi byt vidy splnina, a to i tehdy, volime-1i za §
povrch potrubf (kanélu, nédoby), doplnény - Je-1l1i tieba - pritezy po-
trub{ tek, aby vznikla uzavfend plocha S . Okrajové podminky (403)
mus{ vyhovovat rovnici (404). '

Priklad 40

.Napiite podmidku neetlaéitelnosti kapaliny a Navierovy-Stokesovy
rovnice pro polérni aoufednice.
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" fesent”
Podminka nentlaéihlnoau (376) dd
- h o' : L
. utﬂ.‘”’,&“vr %—-&- %—-—r‘.“\)‘ri.o (a)
(‘ou‘tatn‘i ‘alahy dhou m;;m’)‘“;“iysmgm slotky ryohlostd Joou
| radidini pychlosts u,'g arh |
obvodové rychlosts o = YA

Po dosasent do (a)

%&".,* 31{*# =0, . tb)
Nynt rusepﬁema rovniocd (384) Pro, o =1 dbatamma
¢ ‘H: *@""'\"4'4 + Qv - )“"V M‘VW‘ - f" 'r\'\ ! e
Avdak - | |
| e T @
/..fék'io‘ ; | | o
B Al' j"%_____ «“14 . r‘”‘ ?a?;: . ?b(:

" a podobna (e bfihl#dhsx%im k t‘bmu, %a‘ T ‘s

4

"( T{f*"’ ;5—-—4-'“-*(‘1”) —Q—‘— Yy

K v:fpoétu druhyoh kovariarﬂ:nfch deqivaei hedpr\ra poulideme vnoﬂo pro
prvni dariﬁacj. se gvysenym indexem '

v Tt g gt AP @
a ’potom v'zor,’ec pro derivaci tenzorq druhého #44u

‘Au(S‘T, . Aa,'p? + ASQP;.S %Aots{}ﬁg a ‘*Y})" | ‘(f)
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Mnoho s&ftancd pfitom odpadne, protoie ¢ P g pro o +L(3 a

a Christoffelovych symbold jsou nerulové Jen [y , [y a [ .

Je~11 viskozita zanedbatelnéd (/.4, = 0), dostaneme jednodude

u Tu e 3
Qlit +utr v Feo - ) < 4 -

Pro 4 = 2 vyjde obdobni

'U‘,'

R P AT TR [ L A

Podle (4)
1 'Dv:l 4 1 q ’D’Uﬂ' 1
= TR VIR PV SRR P
)

v v T
o an ! Tk 40t T = A+VW¥=2%-+%,
Déle méme !
b Mh . %%. ot
a odtud

v x 0
Pl s gth, - ralf,r

Celkem tedy (po vyndsobenfi rovnice (h) polom&rem)

’0
Q(r+M’DY b 'Yd,\f ¥ A 'r) /g' ’Ydtp

(g)

(h)

(1)

(J)

Rovnice (g) a (J) plati pro M = 0. Rozepsén{ &lend obsahujfcich sou-

tinitel viskozity ponechévéme Stendri.
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Souhrn. Zanedbéme-~1li stladitelnost kapaliny, dostaneme pro po-
pis jejfho pohybu soustavu t#{ Navierovych-Stokesovych rovnic

a jednu rovnici kontinuity. Méme pritom &tyri neznémé (t#i slozky
rychlosti a hydrostaticky tlak). Okrajové podminky musi byt vo-
leny tak, aby nebyla porulena platnost rovnice kontinuity. Proud-
nice udédvaj{ svymi tednami smédr rychlosti. P#i stacionérnim prou-
ddnf{ jsou proudnice toto¥né s drahami Jjednotlivych &datic.



Proudnice, které prochdzeji uzavienou k¥ivkou, tvor{ proudovou
trubici. Kazdym prifezem takové trubice protéké stejné mnoistv{
| nestla&itelné kapaliny. Neni-li rotace rychlostnfho pole nulov4,
existujf obdobns i1 virovéd vldkna a virové trubice. Je~1li pole
objemovych s8il konzervativni (tehdy je lze odvodit jako gradien-
tové pole ze skaldrntho pole), plati zdkon konstantni rotace
rychlostnfho pole podél kaZdé virové trubice. P#i potencidlnim
proudédnf{ je rotace v rychlostnim poli nulovd, tJj. potencidlni
'rproudéni Jo bezvirové. Potencidl takového proudé&ni vyhovuje
Laplaceovd rovnici.

18. PRUTOK KAPALINY POREZNIM MATERIALEM (FILTRACE)

Obsahuje-1i materidl drobné odd&lené dutiny, nemlZe Jjim kapalina
protékat, Jsou-1li vdak tyto dutiny spojeny (alespon ndkteré z nich)
riznymi kandlky, stane se materidl pro kapalinu propustnym. ProtoZe
dutiny a kandlky jsou v materidlu rozdileny nahodile (majf néhodnou
velikost i tvar), md%eme jeho vlastnosti charskterizovat jenom v prdi-
méru. ‘ '

AZkoli tento problém pritoku nebo filtrace kapaliny poréznim ma-
teridlem miZe zajimat jen uzky dcruh odbornfkd, uvedeme zde Jjeho zé-
konitosti, nebof jsou ndzornou a krésnou aplikaci vyloZené teorie.

Budeme predpoklédat, %e dutiny a kandlky jsou tak malé, Ze se
pﬁivprﬁtoku uplatn{ vazkost kapaliny, a tek ndhodns rozdélend, %Ze
skute¥né nehomogenni tsleso lze nahradit ekvivalentnim homogennim t&-
‘lesem se stejnou propustnosti kapaliny, jak Ji ddle presndji popieme.

Prvni nesnédzf, se kterou se
setkéme, Je selhdni definice pro
rychlost protékajicf kapaliny. Jeji
, 'A" rychlost v jednotlivych kanélefch
neznéme, nemiZfeme tedy stanovit ani
Jeji prim&rnou velikost. Musime Ji
novy definovat na zdkladd makroroz-
m&rd protékandho tslesa, které zné-
me. Z t&lesa vyJjmeme &tyfstén zné-
zorndny na obr. 43, Stejnd jako
u $tyrsténu na obr. 17 mifeme na-
psat, Ze

Obr. 43

-

AR = O(,A«;EJ‘;, (405)
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Vektor zndzorfiujfcf bonf stinu OAB Je AR G* |, prigemz §°
Je kolmé ke Q, i ke @z . Podobné tvrzenf platf{ i pro ostatni
bo¥nf st&ny. Tyto velfi:ory jeou vnit¥niml normdlami bo&nich stén,
kde3to vyslednice dA Jje vn3jsf normdlou k trojdhelnfku ABC.
Je=11i &tyretsn dostatedns maly, nemdn{ se v jeho rozsahu rychlostni
pole, tekfe zmenifme-1i jeho rozmi&ry nap#. na polovinu, zmens{ se
mno%stvi protékajlc{ kaidou st&nou &tyrikrédt., Protékajici mnoZstvi
Je v tom pff{pad¥ uUmdrné velikostl plochy, takZe trojihelnikem ABC
protede '\?;a(.ﬁ? . Podobnd bo&ni stsnou, napf. OAB, protede Vv dA, .
Podmfnka kontinuity Je '

d

F.dR = vt gAg . (406)
. - L
Piipomenme, Ze 0 ='\)‘3(§; R dH—det-(;,] Y takze

~y  —3 3 . . N

VidR - ARGy GY - v iR, 6 - vian, Hen
Ti{m jeme si ové¥ili platnost rovnice (406). Rychlost ¥ Je pi’-itom
vztafena na celkovy prifez a8 , nikoli tedy jen na skutedny svatly
prifez Jednotlivych kandlkd., Je to filtradn{ rychlost kapaliny.

ProtoZe jde o vazkou kapalinu, nebude se pohybovat, nebude-li
'na ni plsobit n&jakd sfla (silové pole). Naplnime~li poréznfi materidl
kapalinou a zéroven zabrénime jejimu pritoku, vytvori se v ni{ pisobe-
nim silového pole hydrostaticky tlsk fv , pro ktery bude platit rov-
nice (388), toti% J; - ;=0 . V této rovnici bude _J; znadit
objemovou s{lu vztafenou na skutedny objem kapaliny (tedy nikoli na
objem celého &tyrst&nu na obr. 43). MiZe jft nap¥. o sflu tf3e, o od-"
st¥edivou sflu nebo o elektrostatickou silu.

Mé-11 se kapalina pohybovat, musi byt rozdilj’ ‘p/lu rdzny od
nuly. Vzhledem k nsdhodnosti tvaru 1 rozdélenf kandlkd nemd materidl
£4dny vyznadny smér, v ndmZf by byl pritok snadn3js{ ne¥ v jiném sméru.
Proto Je p¥irozené predpoklddat, Ze filtradni rychlost bude mit stej-
ny sm&r Jakos‘l,ﬂt- - (ful@ a Ze mezi té&mito veli&inaml bude pi‘yimé im&rnost

vo-b (4 - 1])) =@(§-M\»€ . (408)

Tato linedrnf rovnice piedstavuje Darcyho zékon (Henri Darcy, 1856).

Neni-1i materidl izotropicky, nahradf se konstanta Um&rnosti
tenzorem permeability 4,%4 , takZe bude

SAICEINREYA NIy (409)
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Krom& toho plat{ podminka kontinuity, takze

v -o. | (410)

Dosazenim z rovnice (409) odtud vyjde diferenciélni rovnice pro vypo-
et tlaku '

(44 MJ)\L ;w%)\i; | (411)

M4-1i materidl ve vdech mistech stejné vlastnosti, Je tenzor
permeability konstantni. Jeho Jjednotlivé slofky se mohou mi¥nit (to
z6le%{ na druhu soustavy soufadnic ), ale kovariantnf derivace A" |my
Jo nulovd. To je podmfnka homogenity materidlu. Je-1i k%3, 0,Je
téx ﬁ,&a\& =0 a z rovnice (411) vyJjde pro homogenni filtr

.. 1:-‘

R ply - AVEle - (412)
Je-11 materidl izotropicky, je jeho tenzor bermeability v kartézskych
souradnicich kulovy, tJj. Y = 2™ = Y = s (ostatnf slozky nulové).

To miZeme zapsat pomoci Kroneckerovg'symbo}_u"h,£5= LoV .V obecnych
souradnicfch tomu odpovidd vaztah £ - {L%“a, takZe

hgt ply = bﬂ%"?f%glg/ a1y
odkud' | | ' _
’f"\i' S , - (414)

To je Poissonova diferencidlni rovnice.

A¥koli k tomu nenf{ jasny divod, je tenzor permeability soumdrny,
takze £Y = {2

A% dosud jsme pomijeli jevy, vznikajfici uvnit? porézniho mate-
ridlu, Tlak, ktery plsobf v jeho kandlcich, zplsobuje v ndm ngjakou

napjatost, kterou bychom cht&li znét alespon v primdru, abychom mohli
formulovat pevnostni podminku.

Na obr. 44 Jje zakreslen rovnobdinostdn vynaty z poréznfho mate-
ridlu, Ne jeho stdnéch jsou zndzornsny fezy s prichozimi kandlky.
Zdénlivy prifez pravé stény Je 0('\(1 dz , ale skutelny pri¥ez bude
mensfi, Je-1i ¢dlydz prirez kandlkd (0<y< 1) , Je (A-yladyde
skutelny prirez pravé stény. Rozm&ry dx , 0(% , oz Jsou sice mno-
hem men3{ ne% makrorozméry t&lesa filtru, ale mnohem v&t3f neZ rozms-
ry jednotlivych pord.
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Vyjmeme~1i z hranolku no obr. 44

velmi tenkou vrstvu, je j{# tloudfka

§y Je srovnatelnsd s velikost{ pord
nebo dokonca je4t& mensf, je objem
pevného materidlu v této vrstvs
(1-y)dyeta Ex - Slozfme-1i z téchto
vratev cely hranol, dostaneme pro ob-
Jem pevného materidlu L4-tf)dxdycia,
takte Y dxolyole Jje objem pc'»rﬁ.’ To
znamend, %a stejnd velilina - porovi-
tost ¢ - charakterizuje efektivnt
zmendenf plochy prifezu i celého ob- Obr. 44
Jemu. Odtud plyne, Ze porovitost musf
byt pro prirezy v rdznych sm&rech stejnd, a to i u anizotropického
mat eridlu.

Pri této dvaze jsme m3ll na hysli jenom prichozf kandlky, ktery-
mi miZe protékat kapalina. Uzaviené dutiny, jimiZ kapalina nemiZe
protékat, bereme jako soulfdst pevného materidlu ( jejich Fezy nejsou
na obr. 44 zndzorndny). Zékonitosti, které jsme ziskali, miZeme uplat-
nit i tam, kde pevny materidl tvoif{ "ostrivky" nakupené v prostoru,
Jako je tomu u sypkych hmot. Definice pérovitosti 8e nezméni.

Prejdeme nynf od kartézskych soufadnic na obr. 44 Kk obecnym
sourfadnicim na obr. 45. Je tam zndzornin element, Jjehos prava stdna
bude mit velikost

AR x d¥ - € da'at? g% - oA, 5. (415)°
obr. 45 . o 33}
O
dr ,,

as

Budou na ni pisobit dvd sfly, a to (1) napsti predstavované tenzorem
napjatosti &% g prenddené pevnym materidlem a (2) tlak fv  ka-
paliny v porech. Vztdhneme-1i tenzor napjatosti k celkové ploéa

CLAA% , bude sfla vyvozensd napstim na pravé st&nd GYUdA; £43 . Sila
vyvozenéd tlakem pisobf na prirez ((aﬂ%tg* (ve sméru vnit#ni normély,
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proto znaménko minus), Celkové s{la plsobfc{ na pravou st&nu elementu
Jo
AF = @Y ARy g - pydhig” -

= (6Y- gD an g, .

(416)

Tato efla nastoup{ misto sfly (3"0(94 973 podle (336), kterou jeme
poutili pfi odvozeni pohybové rovnice (340), Nynf pFedpoklédéme nulo-
vé grychlenf a misto (336) méme (416). Rovnice rovnovéhy bude

(€9 -pyg"), ~ 8" =0 (417)
414

1. _ _ g4 A
¢ =~ - £+ (pp) (418)
S1ily 4+ Jsou objemové sfly (gravitadnf, odst¥edivé apod.). Vidime,
%e tlakové pole fv mé na napjstost porézntho materidlu vliv analo-
gicky objemovym sildm. Tento vliv nevymizf ani tehdy, Je-1li tlak v
konst antnf, pokud neni zéroven kenstantnf i porovitost ¥ .

Zddlo by se, Z%e nyni postadi stanovit "suchou" pevnost porézntho
materiélu, napi. pfi taehové zkoudce, a vymezit, %e ekvivalentni naps-
t1, prepodtené z napjetosti O ‘Y | neamf prekro&it dovolenou hednotu
(pevnost dilenou soudinitelem bezpe&nosti). Tento postup je v8ak ne-
sprévny. Nastane-~1l1l porucha, nevytvorf se idedlns rovny prirez. Lomo-
vé plocha spojuje nejslab3f mfsta a mé vidy v&td{ porovitost ne% ¢
Krom§ toho vznikd vlivem tlaku TU 8loZitd napjatost kolem jednotli-
vych porl, o ni% né3 vypo¥et nic neXikd, nebot podi{tdme jen s primdr-
nymi hodnotami a vlastnostmi materidlu. Pevnost filtru je proto ti#eba
zkoulet jen za skute&ného pritoku kapaliny {pod tlakem).

Priklad 41
< Samdia¥ Abychom ndzornéji ilustrovali
l l p Darcyho zékon, budeme uvaZovat
o pritoku filtrem vloZenym do

dx

svislého potrubf std4lého privezu S
(obr. 46). Tiha kapaliny o hustotég

1 . }de Q v Zésti filtru o délce dx
P X Je ((’,)*Sotx,kde'y' Qg a ¢
je porovitost filtru. Tlak v bu~
de plsobit v priFezu ¢ S , tekie
Obr. 46
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podminka rovnavéhy dé (pfi nulovém pritoku)

x{)}rde +‘(\A{)S~ (‘p,*r%%dx)q)g <0,

odkud

Mé-14 nastat dlinkem sil t{Ze pohyb, mus{ byt tentoijraz pqzitivni.
Rovnice (408) d4 rychlost pritoku

e b (- ),

kde R je konstantou permeasbility.

’a .

Posledni vyraz bude pozitivni, bude-1li- QEL mendi{ nei pii za-
staveném pritoku. To znamend, e za pritoku filtrem je tlak rozdslen
rovnomdrnd ji neZ kdy% se pritok zastav{ (pii,atejnych objemovych si-
léch).

Souhrn. Vlastnosti poréznfho filtrd jsou charekterizovény jeho
tenzorem permeability a porovitosti{. Prvn{ z tichto veli&in
charekterizuje propustnost filtru v daném silovém a tlakovém
poli v riznych smgrech. Je~li filtr izotropicky, méd ve vi8ech
smirech stejnou propustnost. Druhd z t&chto velidin udévéd pomgr-
nou velikost propustnych pord v daném objemu nebo prifezu mate-
ridlu. Filtra¥nf rychlost je vztaZena na cely prifez. Zévisi na
tenzoru permeability a na rozdilu objemové sily a tlakového gra-
dientu. Napdti ve filtru Je vztaZfeno (podobnd Jjako filtraéni
rychlost kapaliny) k celému prirezu (bez zfetele k porim).

Je urlovéno nejen objemovymi silami, ale i gradientem soudinu
tlaku a porovitosti. Tento gradient pisobi na materidl filtru
obdobn® jako objemovd sfla.

19. NELINEARNE ELASTICKE MATERIALY

V této kapitole se stru¥ns zminime o konstitudnich rovnicich pro
nelinedrn¥ elastické materidly. Jsou to riizné um¥lé hmoty, pry? apod.,
tedy létky, které se pomdrng snadno a znadénd deformuji. K popisu je-
Jich deformace, kterd nenf velmi malé, Je tieba pouzi{t Greeniv nebo
Almansiho tenzor pretvoFeni, ' |
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Materidl jJe elasticky, existuje-1i v ndm referendni (piirozeny)

_stav, v ndm¥ Je t3leso bez napéti, a exlstuje-1li v okolf tohoto stavu _

vzdjemnd Jednozna&né pfirazen{ tenzorl napjatosti a deformace. Tato
definice md tedy dvé &dsti. Prvni z nich vyluduje moZny zkreslujici
vliv vlastnfch pnut{ (pro nelinedrn{ materidl neplati{ zékon superpo-
zice, takZe vlastnf{ pnut{ m&n{ deformadni charskteristiku), druhé pak
predpoklddd existenci konstituéntho zgkona

G% = f(ey) (419)

zde ©? zna&f Eulertv tenzor napjatosti a €y Almansiho tenzor
deformace (nazaméﬁovaf 8 devidtorem deformace). Alternativnd byéhom
misto toho mohli napsat funké&ni zévislost mezi Kirchhoffovym tenzorem
napjatosti a Greenovym tenzorem deformacs.

P¥i velkych deformacich jiZ nelze zanedbat termodynamicky dsj,
ktery deformaci doprovéz{. Pfedpoklédéme, Ze referendni stav t&lesa
Je stavem termodynamické rovnovéhy (teplota v t&lese je konstantni)

a %2e 8e t&leso vidy vraci k referendnimu stavu, kdykoli je odlehd&eno.
Proto furkce § spliuje podmfnku §(0) =0 .

Deformuje~1li se t&leso za konstantnf{ teploty, Jde o d&j izoter-
micky, ktery je vratny. Jinym vratnym d&jem je d&j adiabaticky, piri
ndmZ Je t&leso od okolf dokonale tepeln¥ izolovdno. Za tichto okol-
nost { existuje potencidlni energie Wo .y které je analytickou funkct
tenzoru pretvofenf & mé vyznam deformadni préce vztaZené k jednotce
nepfetvoteného objemu (index nula). Vztéhneme-li ji k pretvoienému
objemu (bez indexu), dostaneme v celém t¥lese energii

Swav = [Woave.

v Vo ‘
V dal¥fm vykladu se omezime na p¥ipad, kdy materidlové souradnice
v nepfetvofeném t&lese X tyorf kartézskou soustavu, takZe kova~
riantnf bize @:'=%¢§QF3 Jje jednotkovd. Rovnob&Znostdn urdeny vektory

(%’.; Je jednotkové krychle, takZe determinant deb[jq] =q ={ . Tato

krychle se pietvori v rovnob&Znostdn urdeny bézi %1 . Jeho objem
bude podle (146) a (136)

(420)

NN, A GhA A A A il A
Eorn OM Rl N3k _ YRS e oY B tes |
GGG g - €% gy Y1y Gt Vg ¢ 9 De5 Qe @ . (42D
Ve stejném pomsru se zmini i élementérni objemy, takie

av

v “\§ “22)
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PAL virtudlnfm pPetvotent objemu AV vykonaj{ v nim napstt &*¢
préci G 389‘3 , kterd se bude rovnat zmin¥ energie napjatosti

5c . ProtoZe prirdstek 52@3 volime libovoln3, vyjde srovné-
nim obau rgtrazﬂ vzt ah

o - AW (423)
'b'z",j
To znamend, %e derivovénim potencidln{ deformaZni energile podle sloZek
tenzoru pifetvoreni dostaneme tenzor napjatost : 8 Pi’-ejdema-li k materid-
lovym soufadnicim, nahradime G&) Greenovym tenzorem ﬁ a energii
W hodnotou W, . ProtoZe W = W°W , dostaneme

9 Wo DWOY ~ A 'DWO
%y AV g Ve,
Nopst{ je pritom stdle vztaZeno k jednotce plochy pretvoreného pritfezu,

tokZe mé ziejmy fyzikdln{ vyznam. ProtoZe sloZky %(;3‘ a fjc vystu-
pujf samostatnd, napfZeme mfeto (424) soum¥rny vztah

A 0 Wo QWO
¢ =g q‘r( €5 ”r) (425)

G4 -

(424)

Materidly, u nich# existuje potencidlnf 'enargie Wo (a Je nulové
v pfirozeném stavu t¥lesa), se nazyvajil hyperelastické.
Elasticky material je zaroven hyperelasticky, ale opak nemusi platit.

ProtoZe se v této publikaci nezabyvédme teplotnim pnutim (pomijime
problémy vyZadujici termodynamické idvahy), nepredpokléddme zdvislost
Wo na teplots, obecnd viak miZe Wo na teplots zdviset.

Potencidlni deformadni energie Wo je invariantni{ funke{
Greenova tenzoru pretvoieni %4. . Jde tedy o to, stanovit takové
algebraické vyrazy odvozenéd ze sloiek tenzoru deformace ‘c', . o které
- by se transformac{ souradnie nezménily a byly lineérnd nezévislé.
Budeme Jim Ffkat invariantz tenzoru (druhého #é&du). Potencidlni ener-
gle W, bude funkef t&chto invariantd.

Dal3f dvaha se bude tykat Jakéhokoll tenzoru druhého #&du.
Rovnice

y* = af.guf (426)

pf'edstavu,je tranaformacli vektoru X do vektoru 43 + Devét souéini-
teld a.a této transformace tvor{ tenzor druhého $#4du. Tento tenzor
povazujme za konstantni{., Pak vektorové pole ’y,-’ odpovidd vektorovému
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poli X . Ptédme se, existujf-1i v td&chto polich snbd prifazend vekto~
ry, které_’bv byly navzdjem rovnobéiné. V takovém pfipadd by ndjakému
vektoru X prislufel vektor Y - AZ (A = redlné nebo kemplexni
gfslo). 2rejmd by musila platit rovnice

A’ - ol ud (427)
e114
(aﬁjfkf5§7%3=0- | | (428)

Sm3r )«x' i kter:f tomuto polsdavku vyhovuje, je hlavnt smér, vektor X
 Je vlastnf vektor tenzoru a,,; a hodnota A  je vlastn{ hodnotou
téhoi tanzoru. Exlstud:(-li vlastnf vektory a hodnoty, nezdvisej{ na
volb¥  soustavy soufadnic Vztah (428) pfedetavuje homogenni linedrnf
goustavu rovnie pro neznédmé ¥ | Trividlnt resen{ této soustavy

¥ =0 nés neua,j::mé Podminkou axistenca netrividlntho peent je
rovniee

det (a,.a' ~ABE) = 0. (429)
Piedstavuje polynom t¥ettho stupns
A- AL £+ A" - 02 =0 (430)

8¢ soudiniteli

A= det [a¥;1,

‘ > - 'y o
AT (el el - alsafy), (431)
A“ - C\.‘:,’, U

Protoie vlastn{ hodnoty A nezéviseji na transformaci soutadnic
(asi jako hlavni poloosy elipsaoidu nezévisej{ na tom, v jaké soustavé
soufadnic elipsoid popisujeme), musi byt tvar (430) i hodnoty (431)
invariantnf., Skute&ns, (431) jsou hledané invarianty tenzoru CL‘“.J' >

V teorii koneénych deformaci se zpravidla neuiiva.ji invarianty
Greenova tenzoru pretvoreni (127), ale spile tenzoru Qq + V kartéz-
skfch souradnicich 94y =5q y takie

A (432)
Qi =9 + Ly = Dy + 1€,

Tento tenzor mé p#imy fyzikdlnf vy¥znam, je to metricky tenzor pretvo-
Fené s{td materidlovych souradnic, kterd byla pred pretvorenim kartéazskd
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¢

Vytvor(me-11 z tohoto t enzoru invarianty podle vzored (431), vyjde ¥/

To= det 1450 = der 15} +2£51,
Ty = z+q£‘+2(£‘%°-i €2y, N
Iq = 3'}2.{:

v okoli prirozeného stavu télesa mﬁﬁeme funkci Wo aproximovat
polynomem

Wo = .za:_iAxafL (T4-3)°(T,-3)3 (T,- N* o (34)
L \

Zde U ,3' b =0, 1, 2, +.., pPifems Am = 0. Vztsh (434) Je
ekvivalentni Taylorovu rozvoji

1 Gkl . A \ . : ‘ " : o ;
Wo = S [E9 ety v TE ™™g e, €01 (439)

Zde E"’é"C ,Etaktﬂwm’ Jsou elastické moduly tvofic{ tenzory &tvrtého,
resp. Jestého Pddu. Z Pady (434) nebo (435) lze do vypodtu zahrnout
z prektickjch divodd jen jeden nebo n¥kolik mdlo &lend,

Ponechéme-1i v rovnici (43;).Jen prvnfl &len, dostaneme gookeovakj
materidl, pro ktery

4 L4
W, = 4+ g9t £if Caer (436) .

Pro nékteré vyeoce elastické, nestla&italné materiély 1lze brét z Pady
(434) Jen jeden &len, a to

Wo = C(T,-3). (437)

Tekové materidly se v literatufe oznasujf jako neohookeovské. Obecnsjs{
skupinu tvof{ materidly, pro nsi

- (438)
o - C1(I1‘3)+ C?— (Il- 3)-

- Nestladitelny materidl, pro ktery platf tato rovnice, se nazyvéd

~ Mooneylv (nebo Mooneydv-Rivlinliv) materidl, Timto materiélem Je nap¥.
pfirodni pryi. '

4 —" ihe
“/ P#it om E;. = %‘ﬁﬁq =558y
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Podmfnka nestladitelnosti (kterd je splnina Jen pribliin¥), vede
k rovniet Ty~4 20 , takfe tretf invariant se v rovnicfch (436) a
(437) nevyskytuje. Rovnice T,~4:=0 Je vedlej3f podminkou, kteréd mus{
plat it zéroven s citovanymi rovnicemi.

Vztahy, které jsme a%f dosud v této kapitole probirali, vyjadfuji
zdvislost tenzoru napjatostil na tenzoru pretvorent, Obecnédéi skupinu
tvorf hypoelastické materidly, u nichi je definovéna pouze zévislost
tasové derivace tenzoru napjatosti na tenzoru rychlosti deformacs.
Tato zdvislost se piedpokléddd linedrni, homogennf{ a v invariantnim
tvaru, Jde viak o pfilié specidlnf problematiku, kterou se nebudeme
zabyvat.

Uvedené definice nelinedrnd elastickych materidld byly zvoleny
tak, aby se co nejvice zjednodusil vypolet deformace a napjatoéti
télesa. Presto je vypolet velmi néro&ny. Analytickymi metodemi lze
resit jen mdlo pi¥fpadd (pfadevéim ty, u nich% 1ze tvar t&lesa pied
deformacf{ 1 po deformaci snadno popsat). Z numerickych metod se
uplatﬁuje metoda konednych prvkl, av3ak i zde dostévéme Feden{ mnohem
obt £2n8j1 neZ v linedrnich p¥ipadech.

Priklad 42

Doka%te, Ze podminka T3=%4 znamend nestladitelnost materidlu.

Resent

~ednotkovéd krychle, jejiﬁ hrany tvo#i jednotkové vektory

- R4 — e =3 3
Q1 = Ay Qz. = 1, Qs = 13
A
v kartézgkych soutadnicfch, se pretvor{ na krychli o hranéch 5: 3
% + Qs - Pro n% plat{ rozklad

L R ey
gi T 9Qij %a.

- Objem pretvorené krychle vypolteme podle (146)

. 4'.3'@’\.’\”‘ A »\1:,/\ A
v € %b&%ZQQGL qé ! %4&%13Q5£

A A 4 A —_
n — L. - —— = A
i3 det [ G+ i3 2 g =L -
Je-1i materidl nestla¥itelny, nemiZe se jeho objem zmdnit, takize
\)’ﬁ =4 . Pak je také T,=41 , coi jsme msli. dokézat.



Pifklad 43

Predpoklédejte Jednoosou napjatost v prizmatické tydi vyrobend
s neohonkeovekého materidlu a atanovte vypoétem jeho deformadni cha-
rakteristiku,

Redent

V neptetvofeném t&lese volime jednotkovou ortogondlni vektorovou
bédzi. Predpoklddejme, %e tahové napyt{ plsobi ve smsru Ij: = @H osy
tyte a %e se ty¥ prodlouif v pomiru § * 1, tekie bézovy vektor v pre=-
tvoteném t&lese §= §§4(‘§ >4) . Ve smgrech druhé a tret{ osy musf
nastat szkrécent v pomru 1 3 {§ , nebot mat?_{iél Je nestlaéitelnya
Zrejm3 Je (3\“ = g, @n = @n = 4 , nebot G =-—- '; ‘34-

V souhlasu 8 podminkou ndstlalitelnosti sg,yjde Qu %ﬂ é}s& V‘
(srovneJ s prikladem 42).

Slozky Greenova tenzoru pretvofeni vyjdou podle (127)

gn = iqj(é\u -1) = %(g‘-q), (o)
gu"‘%(@u"\) =-%_—(-%—-—4)-.-‘£33. (b)

VylouZfme-1i § z tdchto rovnic, dostaneme

'é g 4 —-\]4+Z%44 (o)
" » L\l‘\’l‘l%ﬂ

Greenllv tenzor se vztahuje k nepiretvofenému t3lesu, v n¥m¥ je vektoro-
vé bédze Jednotkovd a pravoudhld. Nemusime proto rozlifovat smfZené a
koveriantni slogky, nebot jsou si rovny. Potenciélni deformadni energie
vyjde pak podle (437)

Wo *—lCEt =20t - 20 (8y + Epo t ?*33} =
1—\]4+l%44) (a)

\“1“9-%44

¢ (€

Podle (425) vyjde sloZka tenzoru napjatosti (jedind nenulovd, vztaZend
k piretvotenému t¥lesu)
0 QM QC ('1""7.{14)\]'\4*7_311 ‘

Gu =
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Do tohoto vaztahu nyn{ dosadime Cauchyho pomérnou deformaci ¢« AC {(,
g.nf‘z Jeme zvyklf poditat v linedrnf teorii prugnosti. Zrejms plati,
Ze _

. e E+al

Za g dosadime z rovnice (a) a dostaneme

E““"‘*‘Q’H—-Q.tﬂ . ()

S pouzitim (g) dé4 rovnice (e) po snadné Upravy
(4% €)° -1
(4r €}

Tato slofka tenzoru napjatosti nemd fyzikélni vyznam, PFepodteme Ji
proto na fyzikdlnf{ sloZku s vyuZitim p¥ikladu 23; dostaneme "skute&né"

napat{
t" B (t\)'" l EQM: = § 641 > (1“’ ﬁ) G‘ﬂ =

L4+ €)° -4
(14 ¢)

g'\q = 90 (h)

= 1 (1)
Tot'“o- napst1 se vztahuje k pietvorenému prifezu A . Chceme-1i Je pie~
po¥itat na konvennf napstf G, , které vztahujeme k pivodnimu prid-
rezu Ay , musfme Je dxlit pomsrem Ao /A = £ = lte , tekie

(1+ €)* -4

Qs'o kit Qc, (1+ E)q, ’ (J)

Skutedné napsti '514 i konvenénf napitf o znézorﬁu,je obr. 47
v zévislosti na Cauchyho hodnotsd pomirného prodlouZenti £ .
Priklad 44

Dokaite, %e pro prvni invariant T podle (432) plat{ vztah
it A
L= % Gie
Ndvod

V rovnici (127) povyite index. Po i1ifeni smi3enych sloZek tenzo-
ru dosadte vznikly skaldr do (432).
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Obr.', 47

Souhrn. U nelinedrns elastickjch materidld neplatf zékon super-
| pozice, takZe je nutno predpoklddat, %e vlastni pnutf v t&lese
ovlivni jeho deforma¥ni charekteriatiku., Deformalni vlastnesti
tslesa proto definujeme ve vztahu k ptirozenému stavu tilesa,

| v ngm% je teplota konstantni a napjatost nulové. Existuje-1i pro
‘dang materiél potencisdlnf deforma&ni energie, je funkef invarian-
| td tenzoru kone¥ného pretvoreni. Podle typu takové funkce se roz-
1li8uj{ jednotlivé typy nelineérn¥ pruinych materidld (hookeovsky,
nechookeovsky, Mooneylv). Derivaci potenciélnf deforma&ni energie
8e ziskd tenzor napjatosti, ktery se zpravidla vztahuje k defor-
movanému tvaru t&lesa. 1
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