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V publikaci se vysvétlujf rozd{ly vypodetnich postupld vhodnych
k Pedeni linedrnich & nelinedrnich dloh. Na jednoduchych ilustrativnich
prikladech se ukazuji nedostatky linedrni teorie pruZnosti a urduji se
hranice jeji pouZitelnosti.

Geometricky nelinedrni ohyb tenkych pruZnych prutd lze n&kdy Fedit
pomérné jednodufe numericky. Zvolime-li vhodny matematicky model, vyste-
éime Easto Jjen s programovatelnymi kaelkuladkami. Podobné lze reSit i po-
kritické deformace &tihlych elastickych prutd a jejich soustav.

Probfiraji se ruizné zpusoby popisu pohybu kontinua a definujf se
tenzorové velidiny, potfebné k FeSenf obecn& nelineédrnich dloh z mecha-
niky poddajnych té&les s velkymi pomérnymi deformacemi, V takovém pfipadé
se méni 1 zplsob rozkladu elastickoplastické deformace na elastickou
a plastickou &ést. Ukazuje se, jak lze tenzorové rovnice prepsat do ma-
ticového tvaru, vhodného k programovéni vypodtd.

Je pripojen prehled vybranych numerickych metod k reSeni soustev
nelinedrnfch algebraickych rovnic,
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Kdo nevér{i ve vrcholnou jistotu

" matematiky, tépe ve zmatku a nikdy
neuml&{ rozpory sofistickych vé&d,
které &lovéka udi vé&&nému kriku,

Leonardo da Vinei (1452 - 1519)

PREDMLUVA

K dspé8nému redeni praktickych dloh zpresvidle vystalime se zna-
lostmi mechaniky v rozsshu, v jakém se predné8eji na vysokych skoléch.
Problém je spiSe v tom, aby je inZenyr dovedl sprévn& pouiit, aby roz-
poznal ddleZité vlivy od nediileZitych a sprévné& utvoril idealizovany fy-
zikdlnf a matematicky model. K posouzeni pevnosti a deformaci mu zpra-
vidla staéi linedrnf teorie pruZnosti a lomové mechaniky, korigovend
nanejvys o vliv plastickych deformecf, zasahujicich nepatrné oblasti
v okolf mist s nejvétéifkoncentraci napéti. Vyjimkou jsou jen dlohy
o creepu kovovych souldst{ za vysokych teplot, nebof ten se v celém roz-
sahu ¥{1d{1 nelinedrnim konstitutivnim zdkonem,

Jsou vBak i jiné oblesti mechaniky pevné féze, které vyZadujf znelost
Ffedeni nelinedrnich rovnic. Pomineme-1i nelinedrni mechaniku soustav tuhych
téles, kam patff napf. odpruZenf té&les pruZinami s nelinedrni{ deformaéni
charekteristikou nebo poiitadové fedeni pohybu mechanismi, zlstanou je3té
Ulohy z nelinedrni mechaniky deformovatelnych téles. Jde o pripady téles
8 nelinedrni deformadni charakteristikou a o pripady s velkymi deformace-~
mi, pri nichZ se podstatné méni geometrickd konfigurace a tver t&lesa ne-
bo soustavy téles., Takovymi Jjsou napP. udlohy o t&lesech z materidld podob-
nych pryzi, o elastickoplastickych t&lesech, o pruZnych té&€lesech naméha-
nych nad mezi elastické stability (pokritické stevy konstrukeci), déle
velké deformace elastickych prutd, p#i nichZ se elementy prutd znané& po-
gouvaji a otddeji atd. Prdvé té&mito dlohami se budeme v tomto semind#i
zabyvat,

K tomu je zapotfebi mft a ovlddat potrebny matematicky nédstroj, tj.
umét redit soustavy nelinedrnich diferencidlnich nebo algebraickych rovnic.
Dnesni droven vypodetni techniky umoZ?nuje Usp&3dnd redit i ulohy, jez byly
je8té neddvno prekticky nereditelné. Je v3ak k tomu tF¥eba mnohem v&t31
zkuSenosti a intuice neZ k Fedeni linedrnich Wloh. Uspéch feseni Zasto
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zdvisd na tom, Jjakou volime vypoltovou strategii., Co se osvéd&i u \lohy
jednoho typu, miZe v jiném pripedé selhat, Zatimco k FeBeni linedérnich
iloh ndm matematika poskytuje v&ty o existenci reSenf, o poditéni s ne-
Uplnymi &1sly, o konvergenci a stabilit& a dovoluje ném tak piedem po-
soudit PFeBitelnost ulohy, jednoznalnost a prektickou dosaZitelnost sprév-
ného rfeSeni, u nelinedrnich idloh méme k dispozici jen omezené prostFedky
tohoto druhu; &asto jsme odkézéni na numerické experimentovéni,

Vnucuje se otdzka, mé-1li se Fadovy inZenyr nelinedrnimi dlohami
vibec zabyvat, miZe-1i se mu vynaloZend intelektudlnf ndmsha v praxi
rentovat, UkdZeme, Ze neni sprdvné zastdvat prf1is utilitdrni postoj.
KaZdy pokrok zalind pochybnostmi a premy3lenim o tom, co je za oblastdi
nadich soudasnych znalosti a zkuSenosti. Bude-li inZenyr premy3let
o zptsobech, jak formulovat a fe3it nelinedrnf \dlohy, objevi pojednou
8labiny linedrni teorie, kterou ovl4dé, uvédomi si hrenice jeji pouZi-
telnosti, pochopi hlubdf smysl ridznych pojmd, jeZ aZ dosud bral za sa-
moziejmé a jednoduché, a tim se snad vyvaruje moZnych chyb pifi nesprdvné
aplikaci metod linedrnf{ mechaniky a pfi interpretaci zfskanych vysledkd.,
Takové poznédni obohati osobni zkusenost a rozhled i t&ch pracovnikd,
kter{ se nestanou specialisty ne Fedeni nelinedrnich dloh. Tento cil
budeme v dals8fm vykladu sledovat predevdim.

Prof. Ing. Cyril Hoschl,
Ustav termomechaniky GSAV, Praha



1. GBvoD

V &ervnu roku 1691 uverejnil Jakub Bernoulli v &asopise Acta
Eruditorum vyzvu k rFeSeni udlohy o ohybu primé svislé pruiné tyle ABl,
jeZ je na spodnim konci vetknutéd a na
hornim zatiZend zavédenym biemenem C1
(obr. 1). Redeni zeskdédovel do anagrsmu
a slibil, Ze k1{1& k této hédence
a dikaz sprdvnosti redeni averejni
pfi podzimnim veletrhu, Redenf vaak
uverejnil spolu s omluvou za zdrZeni
teprve po trech létech. Byl to névod
ke konstrukci ohybové &ary (obr. 2),
ktery vychdzel z predpokladu, Ze ohy-

bovy moment zdvisi na deformaci a Ze
pracovni diagram materidélu (linea
Obr. 1 tensionum) Jje nelineérni. Stalo se tek
o necelych devadesdt let d¥{ive, neZ by-
la dobudovédna systematickd linedrni teorie nosnikd s malymi pridhyby.
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V pozlstalosti Jakuba Bernoulliho
(zemPel roku 1705) byla nalezena dloha

B o nosniku AB tak zekriveném, Ze se Wéin-
e

\cijp kem svisle ptisobiciho bfemene Cq narovné

\\?S:\\ (obr, 3). ReSeni bylo uvedeno ve tvaru

B'l ’: = %
P,] A—A al = /SY’ (1.1)
="
kde @ je konstanta, A 2znal{ délku
C1(i:) oblouku BP = BlPl, pridemZ P je Tez,

v némZ mé strednice nezatiZeného prutu
Obr, 3 polom&r kiivosti v . Vydavatelem po-
zistalosti byl Jakubuv synovec Mikulé3
Bernoulli, Priznal, Ze neni schopen sprdvnost reSeni dokézat., Dikaz
podal o mnoho let pozd&ji Leonard Euler; rozpoznal, Ze hledanou kfivkou
je klotoida.

Je zajimavé, Ze se sta’i mistri nevyhybali reseni nelinedrnich iloh.
Naopak, re3ili Jje s obdivuhodnou erudici aZ do praktickych disledkd,
pric¢emZ k numerickym vypoltim neméli lepsdi prostredky neZ tuZku a papir,

V dlohéch, o nichZ jsme dosud hovorili, se predpoklddalo, Ze zmé&na
kiivosti strednice prutu je zndmou funkci ohybového momentu v daném
misté deformovaného prutu. Linedrni teorie ohybanych nosnikld predpoklé-
dd, Ze zdvislost krivosti na ohybovém momentu je linedrni a Ze ohybovy
moment v Pezu deformovaného prutu lze poditat bez zretele k deformaci,
jako by se prut vibec nedeformoval. Vyjimka se pripoudti pouze u prutd
naméhanych na vzpér, u nichZ se v3ak velikost deformacif na hrsnici elas-
tické stability omezuje tak, aby diferenciélni rovnice, popisujici vazpér,
zlstaly linedrni,

V prvni &ésti seminéie prekrodime tuto hranici a budeme se zasbyvat
pripady, kdy pom&rné deformace zistanou sice malé, ale posuvy a rotace
budou velké (geometricksd nelinearita),

V druhé &dsti probereme rdzné zphsoby popisu velkych pomérnych de-
formaci poddajnych t&les & jim odpovidajici definice deformalnich a na-
péfovych tenzord. Tyto pojmy jsou ddleZité pti Pedenf dloh s materidlo-
vymi nelinearitami,

V posledni &ésti se budeme zebyvat nékterymi metodami FeSeni sou-
stav nelinedrnich algebraickych rovnic ve vztahu k metodé koneénych
prvki.,



2. GEOMETRICKY NELINEARNT OHYB TENKYCH PRUZNYCH PRUTU

Nékteré z t&chto Yloh lze Fedit elementdrnimi metodami. Je-1i
napf. sila tfZe, kterou plsobi bFfemeno Cl na nosnik zndzornény na
obr, 3, rovna F , je ohybovy moment v Fezu P1

Mo = FA ( ,A = Bl 1) (2-1)

P¥isludnd zména krivosti tedy Jje

4 4 4 Mo
FTR T (2.2)

EJ

Polomér krivosti v bodd Py Je 0} == % a EJ je ohybové tuhost.
Oznadme

EJ
at = —= = konst. (2.3)

Dosadime-11i (2.1) a (2.2) do (2.3), dostaneme

Q“L =Av~ (204)

co? je rovnice klotoidy /4/.

Jinou takovou idlohou je &isty ohyb elastického prutu AB, vetknuté-
ho v bodd A (obr. 4). Za piredpokladu platnosti primé Umdry mezi k¥i-




vostt 1! a ohybovym momentem ™M , kterou napiSeme v bezrozm&rovych
veliédinédch

Lo |
Ys = EJ (2.5)

se bude prut deformovat do tvaru kruhového oblouku.x) Z podminky
£ = 1Tr usoudime, ¥%e velikost ohybového momentu M; , pri kterém
se prut zdeformuje do Uplné kruZnice, je

B
= =L 2.6
MG"Q’TC 7 ( )
Tento ohybovy moment byl rozd&len na Sestiny a pro My = M¢ /6

My =AM, /6 = M /3 a2z Mg byly zakresleny p¥fslusné ohybové &éry
nosniku. Z podminky, Ze délka kaZdého oblouku zstévé nezévisld na ohy-
bovém momentu a rovnd se £ , snadno vypo&teme vodorovny posuv U i
svisly posuv 4y konce prutu B, Vztdhneme-1li tyto posuvy k délce pru-
tu f , vyjde

Aoy o s (%) (2.7)
#%~ - %% T1=coa ()] (2.8)

Pro pomér 4/r pFitom platf (2.5). Vztahy (2.7) e (2.8) jsou greficky
znézorn&ny na obr, 5,

Elementdrnf linedrni teorie nosnikd dévé proti tomu

w ML
@ =0 - = ‘ngf (2.9)

a ohybovd ¢dra je parabola. Tyto paraboly jsou na obr, 4 dérkovan& za-
kresleny pro prvni dva stupné zatfZeni, Skutedné ohybové &ary Jjsou oblou-
ky oskulaénich kruZnic téchto parabol s bodem dotyku A. Deformaéni cha-
rekteristika (2.9) je na obr. 5 vyznadena rovnéZ Garkovan&d, A% tam, kam
dérkovend piimka sleduje prib&h pln¥ vyta%ené k¥ivky, oznadené w/[4 |
lze linedrni teorii (2.9) pouzft. Je to asi pro W/{ £ 0,2, Pri vétsich
prihybech ztrdcf linedrni teorie platnost.

#) Ohybovy moment je ve v3ech prirezech stejny, tedy i kfivost je stejné.
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Obr, 5

Z obr, 4 je zrejmé, Ze se strfednice prutu, urlend posuvy (2.9)
podle linedrnf teorie prodluZuje, adkoli to teorie nepiedpokl&dé.
Oblouk ABi je totiZ zreteln& deld3f neZ oblouk ABy = AB = 4 = podobné
tvrzeni plati i pro oblouk ABé. Zajimavé je, Ze toto prodluZovéni nesté-
VA nezdvisle na smyslu pisobiciho momentu, tedy i p#i prthybu prutu smé-
rem nehoru (neni n& obr., 4 zskreslen, byl by pri stejné absolutni hod-

noté ohybového momentu symetricky k ose AB nezatiZeného prutu).

Refeni udlohy, zndzornéné na obr, 4, bylo snadné, nebo¥ ohybovy
moment byl v celém prutu konstantni, nezdvisly na deformaci. Kdyby v8ak
byl prut zatiZen na konci svislou silou F (nezédvislou na deformaci),
ménil by se ohybovy moment néjakého prirezu podle toho, Jjaky by byl tvar
deformovaného prutu, ﬁeknéme, Ze ohybova &dra bude mit rovnici % = v(x)
(obr. 6) a Ze soubadnice koncového bodu budou X, , %o . Ohybovy mo-
ment v fezu uréeném soufadnici % pak bude M = -F (xo-x) a dife-
rencidlnf rovnice ohybové &dry bude

]
f_. (KO—X) = __L_— (2.,10)

EJ I1+ [,\j.)tlsl').

Souradnieci ¥, predem neznédme. Dosteneme ji z podminky, Ze se délka

stfednice prutu neméni
¥o
g ‘l 1+ (\jl)ﬁ. Ay = L (2.11)

]

- 1] -
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y(x)

Obr. 6

ProdlouZeni strednice déinkem tahové sily zanedbdvéme, budeme pPFihlfiZet
pouze k deformacim vzniklym ohybem. To je, jak znémo, pPfipustné, pokud
je nosnik 8tfhly. Soustavu rovnic (2,10) a (2.11) miZeme linearizovat
Jen za predpokladu, Ze (vﬂl zanedbéme proti jedné, Tehdy vyjde

Yo = L & déle

F
y' = = (€-x) (2.12)

Rovnici (2.,12) redime s okrajovymi podminkami

v(o‘ - 44..(0) - 0 (2.13)
a dostaneme
< Ce3 -

V nelinedraf oblastl naméhdnf plati vsak soustava rovnic (2.10), (2.11)
nisto (2.12) a FfeSeni je matemeticky pomé&rn& nérodné /1/.

UGlohu vBak mti¥eme Fe3it velmi snadno numericky. Nosnik si rozd&lfme
na nékolik &dsti. Pro jednoduchost zvolime stejnou délku h  t&echto
84sti, tekie bude h = &|/m , kde M je podet &&sti. Tyto Zdsti budeme
poveZovat za absolutn& tuhé; jejich pruZnost nshradime pruZnosti kloubdy,
které tyto &4sti spojujf. Rozd{l bude v tom, Ze skutelné pruZnost je

- 12 -



v prizmatickém prutu rovnomérné rozdélena, kdeZto v néhrednim modelu bu-
de soustredéna do odd&lenych bodd., Rozdil mezi témito pripady znézor-
nuje obr. 7. '
’ Na obr., 7 nahore Jje &ést prutu
0o délce h zatf{Zena konstantnfm ohybo-
vym momentem Mgy . Tedny v koncovych bo-

h dech svirajl spolu thel ( = Mh B .
M M V dolni &ésti obr. 7 je néhradni model
sloZeny ze dvou &&sti prutu o délkéch
¢ h/o , spojenych prufnym kloubem s tu-
(’ﬁ M b*)hq hosti L . Md-1i byt dhel mezi témito
¢éstmi rovnéZ ( , musi byt kq =M.
Odtud vyjde
k L EJ
a — Zie
h (2.15)
Obr. 7 Model néhradnftho nosniku je zfeJjmy
z obr. 8; pletf pro M = 3, Zsnedbéme-1li
X
A
N
o Y
>

Obr. 8

roztaZeni stiednice, zistene délka v8ech édsti prutu stejné ( h = konst.).
Tuhost kloubu v misté vetknutf bude Lk (bod 0), nebot k tomuto kloubu
prisludi pouze jedna z obou polovin &d4stf zakreslenych v dolni poloviné

obr, 7.
= 13 -



Ghiy Yo s Yo 5 eeey  Ypy zvolime za zobecnéné souradnice, Vztah
mezi kartézskymi soufadnicemi ¥, ,

%1; kloubl & zobecnénymi soufadni-
cemi Yy, vyjad¥uji rovnice ’

¢ L
X, = h Zcoa;q»z

L= 4
v ¢ (2.16)
'\it' = flt %AW\/ E-{ ka

Rozepi8eme-1i tyto rovnice pro M/ = 3 (obr. 8), budeme mft

X‘l = ACOOL{H

¥y

I

f Leonypy + con Ly + Yo ]

X3

1)

v Leosyg, + con (9 + 1) + coa (g + Yo + ) ]

l\jh = '{'UA(/V\/Lh

i

ho= b [ Mgy + A (g 4 4} )

Yy = W Tainyy + 800 (g4 ) + Al (gt + 43) ]

-«

Je-11 konstanta tuhosti

j—tého kloubu 'k‘
pract

SR dé princip virtudlnich

. VWa (4=1,2, ceuy M) (2.17)
B 4By = F o 0 ‘3

Na levé strené je virtudlni préce v j -tém kloubu, v némZ se dhel zm&-
ni o 5(.(3

(v ostatnich kloubech se nezm&nf), na pravé strand je
virtudlnt préce vn&jéf sily F (pfi té%e virtudlni deformaci).

- 14 -



ProtoZe

. ’ O pro j>¢
ulils o) Aol 5q3- )
w L
% 4 - £l Z‘a’m }k;% - 3(3‘ (2.19)
Mame 4o = L6, hy = Ryp=...= he=t = EI[h =nEI/L | za-
piseme-11i rovnici (2.19) v maticovém tveru, bude pro M = 3
2 o o] [v Contgy + 0o (i) £ Coa (@ + Yot Ys)
3—%9- 0 1 0| {Yag = %ﬂ 0o Wyt () £ eco (g + 4 + Y3)
o o 1 Ys coo (g + Yy + Ys)
Zkrécend
TR {yY = L) (2.20)

Na levé strané méme diagondélni metici tuhosti, na pravé stren& vektor
zobecné&nych sil, ktery je nelinedrni funkeci zobecnénych posuvi. Rovnice
(2,20) je diskrétnf matematicky model, odpovidajici spojitému modelu
(2,10) & (2.,11), Nédzev "diskrétni" naznaduje, Ze Jjde o model s nespoji-
tou tuhosti (diskrétni = oddéleny; tuhost je soustiedéna do odd&lenych
kloubid). ‘

ProtoZe matice tuhosti je pozitivn& definitni (a navic konstantni
a diagondlnf), miZeme ji invertovat a vypoéitat

@

Y, coayg, 4 con (Y + ) + Con (g + (ot py)

P (2.21)
Mo = ] Q[Cos(tf1+t?~,)+cm(tﬁ+%ﬂl’s)] )
Y; N.eoo (g + o+ y)

Kdyby byly prihyby velmi malé, rovnaly by se kosiny na pravé strané&
(2.21) jednotkém a vy3lo by

- 15 =
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R 2.22
L BT e
% 2
Podle (2,16) by tomu odpovidaly prihyby X, = X, = X3 = 0,
qFLt 30 F4? 53 F¢®
Y 161E] " 161LE3 Y T Tenes

Z presného Fedenf (2.14) podle linedrni teorie by vy3lo

BFg? 18 F43 _ ShFe
W 161 €1 I 161 E2 s 161 EJ

Chyba ve vypol&tu nejvétsSfiho prihybu, zplsobend diskretizaci v mezich
linedrnf teorie, Jje tedy asi 5,5 % (chyba metody). To je velmi mald chy-
ba, uvdZime-1i, Jek hruby model jsme pouZili ( M = 3).

Nelinedrn{ soustavu rovnic (2,21) miZeme Fe83it prostymi iteracemi.

Napi3eme ji symbolicky shodné s oznalenim zavedenym v rovnici (2.20)
takto

Lyl = [K]-({Htp)} (2.23)

a pro kaZdou lteraci zavedeme index " A " (stary vektor) & index "m"
(novy, opraveny vektor). Zvolime nultou iteraci {_q }0 [mﬁée to napt,
byt nulovy vektor nebo pravé strana (2.22ﬂ a vypodteme

fol, = TRT" {40y (2.24)

Vyraz { %(W\o} znamend, Ze jsme do vektoru {&((()} dosadili hodnoty
z vektoru {? }0 . Vektor itﬁ}ﬂ jesdté neni reSenim dané ulohy, pro-
toZe Jjsme jeJ vypoletli z nesprévné (nepresné) pravé strany rovnice
(2.20). Dosadime-1i hodnotu (2.24) do (2.20), nebude tato rovnice splné-
na, ale dé zbytkovou zobecnénou silu

(2} = {F(gl1-Tk1ig), (2.25)
Té odpovidd dodatednd deformace

- 16 -



UALH = Tk =) (2.26)

a novy, zpresn&ny vektor

(2.27)

tyl, = Lyl rafag]

Relaxaéni koeficient X by se mél rovnat jedné; pak by se v3sk mohlo
stat, Ze oprava {AL(} , kterd vyjde z rovnice (2.26) rovnéZ jen
pribliZn&, vyboli z oblasti konvergence & TeSeni znemoZni. Proto je
redno nepripoditdvat opravu {AL(} celou, ale Jjen Jjeji &ast (zvolit
napf. o« = 0,2 a% 0,5, menS1i o pro vét3{ hodnoty zstiZeni s pii
jemné j8Im dé&leni nosnfku)., "Stary" vektor psak nehradime "novym" vekto-
rem {Lf in , coZ vyznstime zdpisem

‘wf }m—a. {(f}/j (2.28)

To dosadime do (2.25) a Fefenf opakujeme tak dlouho, aZ jsou normy

vektorda || || , popt. llAL{\[ zenedbstelné (podle predem zvoleného
kritéria),

Vygledky FeSeni jsou zakresleny na obr. 9., Pln& vytaZend &4ra odpo-
vid4 asnalytickému Fed8enf podle Bisshoppa a Druckera, &érkovand piimka
odpovidé linedrni teorii. KrouZky oznaduji numerické reSeni pro M = 3,
Zvolfime~1i Mm = 10, Jjsou vysledky numerického a analytického reSeni
prakticky zcela shodné (kiiZky na obr. 9).

Vrafme se jedt& k paradoxnfmu prodluZovéni prutu na obr. 4, ke
kterému vede linedrni teorie ohybu, prestoZe se v ni klade posuv 4 bo-
dd na stfednici rovnajfci se nule (a tedy €y = duldx = 0),

Obecnd bude mit element prutu poddtedni délku dg, . UveZujeme
deformace v roviné X , @# « 2 Pythagorovy véty dostaneme (obr., 10)

syt = dx’ 0(%1 (2.29)

Po deformeci se délka OlSo zménf na dlg , pridemZ

dst = (dx+ du)li-(d\; + m)”‘ (2.30)
Posuvy U , VYV jsou funkcemi souradnic X Y takZe
(m [ v Vv
- ) = —dy + — 2.31
dw TN P dy dv = gy dx oy oy ( )
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o 0O n= 3
X X X r\=10

Obr., 9
X
—>
dx
s E
0
y ¥
Obr., 10

V linedrnf teorii pruZnosti se poveZuji derivace posuvd zs malé velidi-
ny ve srovnédni s Jednickou, takZe lze brét

At = dxt+ o(y'l + 2 dwalx + ?.dvoué =

]

del + Loway + Lolvoy (2.32)

- 18 =



E3

a po odmocnéni

ad _d_{f. dy + —'\)'_ ad
€ = dse ¥ e, X T g MY (2.33)
Vgimneme-1i si s pouZitim obr. 10, Ze plati vztahy
dx. = ds, Looy d\é = 0lgy M
dostaneme z rovnic (2,31) a (2,33)
ds-dso _ 0w, v : U9
G = e oy g+ ) capaing + g siny -
= Eux o'y + % Exy AUy cooy T Eyy AW (2.34)
Zde
ML e v Vv
" emwe—— = —L —_——— — - e 4
fax = 77 By = 1("0‘;/‘ ta) gy s Ty (2.35)

Jjsou sloZky tenzoru infinitezimdlnich deformaci. $) Vymiz{-1i tyto sloZ-
ky, Je d& = d4, (stfednice prutu se neroztahuje). V nadem piipadé byl
prut poloZen do osy X , takie Y =0a, ds-dg, = ¢, ds, . Stadt
tedy splnit podle (2.34) a (2.35) podminku

M au (2.36)

W ax =0
aby se stfednice neroztahovala. A&koli linedrni teorie tuto podminku
splnuje, stifednice se prece jen pri v&tsich prihybech roztshuje. Jak
je to moZné?

Zrejm& je pii vétsdich prthybech zjednoduseni rovnice (2.30) na
tvar (2.32) nepiijatelné. Abychom se vyhnuli odmocnovéni, vypodteme ra-
déji poloviéni rozdil &¢tverct

Jf(dsm'dsﬁ =dxau+%‘(du)z+ d\;det% (dv)q‘ (2.37)

. A
¥) S vyuZitim pravidla J1+6 =1+ 5 € prole|&1 ,
§) Vaimnéme si, Ze 51? je préavé polovinou "inZenyrského" zkosu
1z Vv

yi«é=w+7§‘

= 18



Tato rovnice plati - na rozdfl od (2.33) - plresné&. Vyrazy (2.31) dosa-
dime na pravou stranu (2.37) a dostaneme kvadratickou formu, kterou
zapi8eme ve tvaru

A (3 \ _ " . a (2.38)
7 (de’-del) = £ (A LE, xcty + Egyy (dy)

Srovnénim koeficientd dostaneme

T 1 M v
tere * 5ot ml et
D 9 M Qv 2
o <510 BB R T) ean

Jsou to sloZky Greenova deforma&nftho tenzoru, Vymizi-1li tyto sloZky,
vymizi jakékoli deformace, a to pifesné. Proti tomu vymizeni tenzoru
(2.35) infinitezimdlnich deformaci nulové deformace nezaruduje. Greeniv
deformedni tenzor (2,39) pirejde v tenzor infinitezimdlnich deformact
(2.,35), zanedbdme-li v ném kvaedratické &leny. Oba tyto tenzory tedy
splynou p¥i nekonedné& malych pom&rnych deformacich, %)

V pifipad& nosniku zndzornéného na obr. 4 bylo dy.= 0, takZe
podle (2.38)

2 (3 *
de™ - day = L€, (ax) (2.40)
Tu
Linedrni teorie kladla W = 0, tedy také Sy~ = 0, tekZe

RS

ds' - dar = (% )(G"Q = (rofT\ (dso)’ (2.41)

1
Nyni je jiZ zrejmé, pro¢ vychédzd{ ds*-dse >0 navzdory tomu, Ze
je splnéna podminka (2.36), a to nezdvisle na smyslu prbhybu (nezévisle
na znaménku derivace DV /0% s

Model podle obr., 7, popP. 8, lze pouzit i k reSeni loh o rovinném
ohybu kfivych prutl. Vypoldt&me napi. deformaci elastického prutu ve

#) Proto byla do vztahu (2.38) vzata na levé stran& jedna polovina.
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tvaru &tvrtkruznice, ktery je ne jednom konci vetknuty & na druhém za-

tiZeny radidlni silou ¥ smépPujici od stiredu krivosti (obr. 11). Sile

si b&hem deformace zachovava smér,

N

A

Obr, 11

Uvedeme nejprve redSeni podle linedrni teorie, Radidlni posuv ozna-

é¢ime 4 , obvodovy 1 . Dostaneme soustavu dvou simulténnich diferen-

cidlnfch rovnic, jejiZ podrobné odvozeni lze nalézt v literstube /2/

A*u, +4,¢,_FY‘ .
Yldq* rr EE‘AMNQ

dw . M 0
oy L
Okra jové podminky jsou
T R
w(7) =0 @ (%) =0

v () =0

Eérkou oznadujeme derivaci podle dhlu Y . Integrace dava

_ Bes T
=57 (T -4) e

Frd
1EJ

iV =

- 23 -
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(2.42)

(2.44)

(2.45)

(2.46)



Tyto posuvy uréuji tvar ohybové &éry. Na obr, 12 jsou zskresleny dvé

Obr, 12

takové &éry, a to pro FFQ/ Bl =1 0,5, Na strednici byly zvoleny uzlo-

vé body s dhlovou rozte&i 30 °, Jejich trajektorie jsou primkové, jek

je vyznadeno na obr. 12 a jak je zPfejmé z rovnic (2.45) a (2.46). Mezi
posuvy & pusobicf silou plati totiZ podle téchto rovnic primé dmé&rnost.
MiZeme se presvédéit, Ze se délka qbloukl mezi uzlovymi body zvét3uje,

a to nezdvisle na smyslu pdsobicf sily, Je to v rozporu s linearizovanou
podminkou neroztesZitelnosti strednice (2.43). V této rovnici byl totiz
potladen daldf, a to kvadraticky &len., Situace je obdobné jako u pr¥imého
prutu,

K numerickému reSeni nelinedrni \dlohy rozdé&lime prut na M absolutné
tuhych oblouk® spojenych klouby., Tétivy mezi uzlovymi body budou mit dél-
ku

o= A (om) (2.47)

Konstantu tuhosti kloubd 1, 2, ..., M vypolteme z podminky rovnosti
dhlovych deformacf na jedné roztedi p¥i rovnom&€rném ohybu

T
Me T M
EJ +*
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Cd tud
TmE32
= T (2.48)
Konstanta tuhosti kloubu O v misté& vetknuti bude 1% . Ohlové deforma-
ce se nyni nebude méfit od nuly, ale od poéatednich dhld, které spolu

sviraj{ tétivy obloukd v uzlovych bodech

T % xr (2.49)

Yo = Tm ! Yo P Wmo = om

Zobecnéné sily vypodteme obdobné jako dfive z principu virtudlnich pra-
cf, Zméni-1i se dhel Y, o 5qu_, vykonéd zobecn&nd sila ft prédci
§t6qu’ kde¥to sfla F vykond préci

F x remeno sfly ke 4 -tému uzlovému bodu % (~O)

Ob& prdce musi byt stejné, takie §L je zdporny moment sily F
k uzlu % , poditany v deformované poloze, Tak dostaneme

-

[ o.eeee 07 [ g =4 | (4, )

o k......o0 Yo = Y20 fn

o S N S (2.50)
L0 0 eeeeee K [ Y Yo L fow |

Je-11 M = 3, vyjde konkrétné po snadné pravé

( ( w
- , .
4, o } oty + Ayt @) + A0 (Y4 +igg)
L _J % Fh .
Yo T ( " T ﬁ Tk lef i) + b+ ot )]
1. (2.51)
) 5 [ B Lpriptit
Podle (2.47) a (2.48) vypolteme pro M = 3
Frt
Fo 6,135 517 33 £ o)

e

- Y -



a rovnici (2,51) redime iteracemi. Zpo&dtku dosadime Y, = T /12,

U= {4, = T /6 a pak vidy to, co vyjde na levé strané (2.51), dosa-
dime do pravé strany. To opakujemne tak dlouho, az se vysledky znatelné
neméni, %) Asi po osmi iteracich dostaneme (v obloukové mire)

e 0,5 i = -0,5

El E1 -
Y, 0,1634 0,4175
Py, 0,3488 0,7800
Yq 0,4152 0,6538

Vysledky Jsou zakresleny na obr, 13, Je zFejmé, Ze dréhy uzlovych bodd

Obr. 13

jsou - na rozdil od Fedeni podle linedrni teorie, znézorné&ného na

obr, 12 - k¥ivodaré a Ze Jjsou smérem ke stredu kiivosti del3i neZ

v opadném sméru (pii téZe absolutni velikosti zaté&Zujicf sfly). Posuvy
jsou tedy nelinedrni funkci zaté&zZujici sfly, nesymetrickou k podéatku.

Podle prikladu znédzorn&ného na obr, 8 a 9 miZeme soudit, Ze vysled-
ky uvedenéd na obr. 13 jsou zatiZeny malou chybou, kterd by se prakticky
ztratila, kdybychom zvolili m = 10, ProtoZe v8ak ném jde o ukézku me-
tody feSenf a nikoli o pPesny vysledek, nebudeme FeSeni déle zpPesnovat.

#) Zvolili jsme tedy & =1, co%Z si v tomto pffpadé miZeme dovolit (d&-
leni je hrubé a pridhyby nejsou pf11is velké).
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Ukédzall jsme, Ze né&které dlohy o velkych deformacich elastickych
prutd lze redit elementdrnimi vypodtovymi prostredky, bud analyticky
nebo - neni-li to moZné - numericky, p¥ifem? k pohodlnému numerickému
vypodtu staéf programovatelnd kapesni kalkulalka,

3. POKRITICKE DEFORMACE ELASTICKYCH PRUTU

Elastické vzpéra s kloubovE& uloZenymi konci je zatiZena osovou tla-
kovou silou o velikosti F  (obr. 14). Doséhne-1i, jak znédmo, tato sila

L ___F
1 &
< £
A
O o
wix) B, B
Aq
X
Obr. 14

 kritické velikosti FE (Eulerova sfla), nastane rozdvojeni rovnovéhy
(bifurkace). Kromé pfimého tvaru prutu bude v rovnovéze pri nezménéné
osové sile i prut nepatrn& zakiiveny s ohybovou ddrou wW = W(x) .

Za poldtetni konfiguraci budeme povaZovat pfimy stladeny prut
o délce 4L . Pri jeho dodatedném prihybu W(x) se oba klouby k sob¥
pfibliZi o posuv  § = 1 (0) . Snadno nahlédneme, Ze

{
€ = - i ax -

¢ N 1 ¢ .
£- (-4 i lan - & Jlora o)
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kde w! = dwldx - Potencidlni energie vnéjs{ sily F-= FE Je
tedy

¢
Ve-Feg=-4F °§ (w) ol (3.2)

Vliivem prdhybu w (x) vzroste deformadni energie o hodnotu

[
U =% [ €T (wYax (3.3)

0

ProtoZe i prohnuty prut je v rovnovéze, musi variece soutu obou té&chto
energif vymizet. Musi tedy byt

Variace 0OU , resp. 0V , se vypodte tek, %e se funkce W(X) zmén{
o variaseci QW (X) , s kterou se po&ftd jako s malou veli&inou, a urdi
se zména hodnoty funkciondlu U , resp. V . Nap#.

oU

[

'3 2
§ 0BT (W' 5w o - b SEI (wia =

-“LL SLE] [ (W“YL + Q.W“SW“—- (W“)'L-J oy =

o]

H.

i

L
§ EJW"SW"dx

Tak dostaneme

4 )
| 1} - ! =
oﬁ Elw'dw' av - K of w'ow'dx = 0 (3.5)

Okra jové podminky jsou
w(o) = w(e) =0 w"(0) = w"(¢)=0 (3.6)

Variaci SMJ(K) zvolime tek, aby v koncovych bodech vymizela (predepsa-

né hodnoty nelze variovat). Integrace per partes (s pouZitim okrajovych
podminek) dévaji
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¢ ] 12 !
VWb o = Lwéw] - b w' Swotx = - [ wegw ot

0 Q 0

L - ¢ L
Cerw swiax = LETw sw ), - S eawe) dw'ax =

o 0

\ ¢
- T (E3w") bw ]: v [ (ETw) Bwax =

Q

L

(* £3w0)" S lx

0

Dosadfme-1i tyto vysledky do (3.5) vyjde

¢ - .
of CETw) + few"lbwax =0 el

Parcidlni integrovéni, které jsme prévé ukdzali, mé ve variadnim poltu
zésadnf ddleZitost. UmoZnuje v nafem priped& piepsat rovnici (3.5) do
tvaru (3.7) a tek odvodit tzv. Eulerovu diferencidlni rovnici (3.8) va-
riadnf dlohy (3.4). Rovnice (3.4) znamend, Ze soulet U+V nabyvé
za rovnovéhy staciondrni hodnoty. Podrobn&jsf vyklad Jjsme podali drdive
(viz 1it. /5/).

ProtoZe funkce SVI(X) je libovolnd (aZ na nepodstatnd omezeni),
musi byt na celém intervalu 0 <X < £ spln&na rovnice

(Eaw")' + Few" =0 (3.8)

Dvojf integraci s piihlédnutim k podmInkdm (3.6) dostaneme

EJw" + Fw = 0 (3.9)

To je znémd diferencidlni rovnice, jejiZ FeSeni vede za predpokladu
EJ = konst., k Eulerovu vzorci

T EJ
FE = o (3.10)

a k tvaru ohybové &&4ry urdendmirovnici

X

W) = aim - (3«11)

8 libovolnou (av8ak malou!) amplitudou @ .,

- T



To je dobPfe zndmo z elementdrni teorie vzpé&ru. Pokusime se Fedit
tento problém numericky. Misto funkce W(X) , kteréd je obecné& popséa-
na nekoneéné& mnoha parametry x),'zvolime pouze M parametrd (zobecné&-
nych soufradnic) q1 y Qo os eee qqy a sestavime Jje do vektoru {q} .
Zéroven zvolfme matici linedrnéd nezdvislych bézovych funkei [ A (x)]
takovou, aby souéin

twl = A 1{g} (3.12)
aproximoval skutedny tvar ohybové C&éry w(x) , Matice [A] je typu
(1, n) , takie fwx)} je typu (1, 1) (skalédr). Oznaéime-1i
derivace

d d
e LAY = T ()] c [BI] = [ c(x)] (3.13)

dostaneme z podminky (3.4) rovnici

A [KsT{g) =Tke2Mg} (3.14)

kde

(k] = OSQEJ Tc()1T L )] dx

¢ T
Lkel = F (18001 (BT dx
A=
Fo ‘ \

Je totiZ podle (3.2)

2
V=-h R gl (el telax gl = - 40 {g 1Tk (g} G2

0

a prislusné variace Jje

oV = -4, {8%37 [ke1iqg} (3.16)

#) Napf. Fourierovou radou s nekoneén& mnoha koeficienty.
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Obdobné vypodteme SU & dosadime do (3.4). & rovnice
Y ERY ={6¢L}T([k;]-;\,[l<6]){6p} =0 (3.17)

pak plyne (3.14), nebot { Sq} Jje libovolné.

Matice L Kol podle (3.15) je matice tuhosti, vypodtend pro pri-
my elasticky prut, kterd nezévisi na tlakové sile. Matice Lkgl Jje tzv.
geometrickd matice; nédzev objssnime pozd&ji. Parametr A je bezroz-
mérovy. Je to pomér plsobici kritické sily FE k libovolné konstantni
sile FE > O Ulohu o vzpé&ru, tj. diferencidlnf rovnici (3,9) s okra-
jovymi podminkemi (3.6), jsme pPevedli na obecnou ulohu (3.14) o vlast-
nich hodnotdch A s maticemi [K,], [Kgl. Jejin FeSenfm dostaneme
jednek pPfibliZnou hodnotu Eulerovy vazpérné sily Fé = Apin Fo , Jednak
pfisludny vlastni vektor {:qe} , popisujict prostfednictvim rovnice
(3.12) tvar ohybové &d4ry na hranici elastické stability ( F=Fg ).

Obé& tyto metody, analytické i numerickd, PeS{ problém rovnovéhy
ne mezi elastické stability, ale neumoZnujf urdit, co se d&je potom,
kdy% sfla F  prekrodi hodnotu sily Fg . 0 tuto moZnost jsme se pfi-
pravili v okamZiku, kdy Jjsme se spokojili s linearizovanymi vyrazy (3.2),
resp. (3.3), pro potencidlnf energii \ , resp. U .

ProtoZe X znadi délku oblouku (viz obr. 14), je kfivost déna
vyrazem

a4 OXCA&nJ( EQL) = =
e ) = e

takZe misto rovnice (3.3) by mé&lo byt

"

2>

¢ 2 2 q-4
(E7 o T1- () 1"y =

0

U

£
=4 R T (s Y Y (W) (Wi Tty

0

(3.18)
a misto (3.2) bychom méli dosadit
L
Vo= -F D=0 1y =
- 81111\94(‘)6
= -F TR+ g (W) g (W)Te e Lot
(3.19)



Rady na pravych strandch (3.18), (3.19) konvergujf, je-1i Iw'l < 1.
Misto rovnice (3.14) bychom popsanym zplsobem dostali

%é(lkgl{-tks{l+“){qj =([kd)+[H]+'”){Q} (3.20)

V této rovnici jsou na obou strandch v oblé zévorce soulty matic,
z nich% druhd a dald{ jsou funkcemi vektoru {@} . Napr. prvky matic

¢
[Kel=1F QS 18171811{g1{gq¥ 18ITIBIax  (3.21)

T4 - jzm (1e31e1{a1{q 1 1877181 «

+ 131731 491 (g1 ¢ 17 1e ) ax

(3.22)

obsahuji kvadratické polynomy zobecn&nych posuvi. Tyto matice i dalsd{,
zde nerozepsané, jsou v okoli rovnovdZné polohy, kdy Il q | « l, za-
nedbatelné. Rovnice (3.20) pak prejde do tvaru (3.14). Pti v&t3{ch prd-
hybech v3ak tyto matice ziskdvajil vyznam a nelze je zanedbat.

Rovnice (3.20) je uZ schopna popsat i pokritické stavy vzpéry, ale

vypolet je neprakticky a zdlouhavy. Misto toho lze opét aplikovat model
prutu podle obr. 7 a 8 s tim rozdilem, ¥e model na obr. 8 bude zndzorno-
vat pouze polovinu vzpsry o délce L /2 (vzhledem k symetrii to stad{i)
a e sfla F bude plsobit rovnob&Zn& s osou X . Do vypo¥tu miZeme
dokonce zavést i poldtedni deformaci prutu (odchylku od primého tvaru
nezatiZeného prutu), a to tak, %e zavedeme poddtedni hodnoty i%b} .
Dostaneme rovnici

ko1 Y - L)) = £ 5(e)) (3.23
kde
- o .
1
InEJ
tkol = ) . '
L =y
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fgd = Lu ¢ 1

{('PO.B = [L[’m Yoo "'\{’MO]T

Vektor zobecn&nych sil bude mit prvky

3(' Z My ZLP (3.24)

kag

Bude-1i  {Woy = {0} e dnly {y} budou velmi malé (tj. bude-1i
norma \\Wll & 1), prejde rovnice (3.23) na problém vlastnich hodnot

TV igt = 4 Tke1 1yl (3.25)

S{ly §£ podle (3.24) totiZ vyjdou pro malé \q§[ ve zjednodudeném
tvaru. Porovndme je pak s pravou stranou rovnice (3.25). Bude

i -@ w m
f = F 5m )3 Z = Zke..q’j (3.26)
b= gt e 9

Zde ‘hGL' predstavuje prvky geometrické matice. Napf., pro M = 3 bude
mit rovnice (3.25) po rozepsédni tvar

2 0 0 ¥, 3 o 1] [

GEJ {

T 0] Yo (= F AR 2 1 Y, (3.27)
0 0 1 s il 1 1| | Ys

a vlastni hodnota /L = 36ET[Fe? vyjde z charakteristické rovnice

3—2/u 2 1

2 2 -/A 1
1 1 1 —}L

V tomto p¥ipad€ je vyhodnéj3{ zavést parametr fL na levé strané& rovnice

i
o

(3.28)

(mfsto abychom zavedli M na pravé stran&), protoZe matice tuhosti na
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levé stran& rovnice je diagondlni. Nejv&tZ1 kofen rovnice (3.28)
M nax = 3,732 051 d4 kritickou Eulerovu silu

3GET £ .
k- i 9,646 171 = (3.29)

asi o 2,3 % men3{ ne% je presnd hodnota (3.10). Rovnice (3.23) poskytne
feS8eni i pro sflu pPevy3ujici kritické Eulerovo bremeno. Na obr. 15 je

max

Obr. 15

znézorndn takto ziskany maximédlni prihyb W pdvodné pifimé vezpéry

max
( i?o] = iO} ) v zdvislosti na tlakcvé sfle F vztaZenéd k Eulerové
vzpérné sile FE . Je zPejmé, Ze pro F < Fe je rovnovédZny pouze
primy prut. Pri F= Fé nastévéd rozdvojeni rovnovédhy. Pro F > F¢

je primy tvar prutu sice také rovnovdZny, ale nestebilni, Stabilni vétev
je vyznadena tlustou plnou &drou, jeji zlom je bodem bifurkace.

M&-1i vzpdra néjakou poldtedni deformaci iqo} , Je jeji defor-
madni charakteristika hladkd v celém rozsahu plsobfc{ s8{ly. Jeden p¥ipad
je na obr. 15 zakreslen &drkovand,

Zbyvé vysvEtlit, prol se matice I‘<g] v rovnici (3.14), popt.
(3.25), nazyvéd geometrické. Jak znémo, znamenéd levd strana rovnice (3.25)
vektor zobecn&nych vratnych sil, tak¥e piirtstek deforma&ni energie p#i
diferencidlni zm&n& vektoru zobecnénych posuvd je

du = {dgi" Tk 1{q} (3.30)
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Po integraci
U=%13Y [k11{g] (3.31)

Pravéd strana rovnice (3.25) predstavuje zobecn&né vn&js8{ sily
{{1=alke11{g} (3.32)

Vektor {{} predstavuje zobecn&né "membrénové" sily v malém okoli
rovnovédZné geometrické konfigurace na mezi elastické stability, které
vykonaji na posuvech {dq‘} préci

dh = -dV = {dg ¥ {4} (3.33)

Geometrickd konfigurace se pritom zmé&ni, av3ak tek mdlo, Ze membrénové
81ly zdstanou konstantni. Zobecnéné membrénové sily {§3 tedy predsta-
vuj{ "membrdnovou" vzp&rnou sflu ¥ , rozpoditanou na v3echny stupné
volnosti podle kritéria stejné virtudlni prédce. Za membrénové povaZujeme
sfly (popr. nap&ti), které v idedlni nedeformované konstrukci plsobi
pouze tah &i tlak a nikoli ohyb nebo krut.

zvolme F, = Fg , tak¥e na mezi elastické stability bude para-
metr A = 1. Pak bude

{4y = Tke14g} (3.34)

Mdme-1i tedy konstrukci zatiZenou na mezi elastické stability membréno-
vymi silami a zm&nfme-1i jej{ geometrickou konfiguraci tak mdlo, aby se
membrédnové sily nezménily, transformuje geometrickd matice vektor geo-
metrickych parametrd (zobecnénych posuvid) na vektor zobecné&nych membréno-
vych s8il. Proto se tato matice nazyvd geometrickd,

Obdobné tvrzeni se vztashuj{ i na rovnici (3.14), kde jsou zobecn&né

posuvy Jjen Jjinak zvoleny.

ProtoZe transformace (3.34) je linedrni, nemiZe rovnice (3.14) ani
(3.25) popsat chovéni konstrukce nad mezi elastické stability, které je
svou povahou nelinedrni (membrénové sily nezlstdvaji konstantni). K tomu
slouZi obecndjs31 rovnice, napt. (3.2C), popr. (3.23). Rovnice (3.14)

a (3.25) vdak postad{ k urdeni bodu, v némZ nastévd bifurkace,
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4. MATICOVE OPERACE S TENZOROVYMI VELISINAMI

V této kapitole zopakujeme nékteré poznatky o tenzorovych velidi-
ndch a ukdZeme, Jjak lze transformace tenzorovych velilin prepsat do ma-
ticového tvaru, ktery se 1lépe hodi k programovéni vypodtd. Ctendp si
jisté klade otédzku, pro¢ tedy nezistaneme rovnou jen u maticové algebry?
Je to proto, Ze tenzorovd symbolika ulehluje pochopeni fyzikdlnich zdkond
a maximdln& usnadnuje jejich matematicky popis. Abychom v8ak &tendte zby-
teéné& nezatdfovali, omezime se v dald3im vykladu na kartézské soutadnice,
v nichZ kovariantnf{ a kontravariantni tenzorové sloZky splyvaji, takZe
nenl tPeba rozlidovat: je polohou indexd. Obecn&js3{ vyklad jsme podali

drive (viz lit. /3/).
Tenzorové veliliny se vyznaduji presné definovanou zdkonitosti zmé-

ny svych sloZek pri pfechodu z jedné soustavy soufadnic Mj do jiné 2}
(¢, i =12 3). Jsou-1i ob& soustavy sourfadnic kartézské, platf{ me-

zi souradnicemi linedrni transformaé&ni vztahy
— o1
Xo = Qg %4 + X (4.1)
= e X . .2
Xj = Qe Xy + & (4.2)

Podle indexd, které se v daném &lenu opakuji dvakrdt, se séit4 (Einsteino-

vo pravidlo). Zpejm&

< Le)

x) L

Ratl ¥y
0
ol

¥

X (4.3)
(1% "

i*

Protoze ¢ /% je bud jedni¥ka (pro ¢ = & ) nebo nula (pro ¢ *%& ),
musi byt

- - 1 (Q:ﬁ.)
¥ W Dxy _
_f' = —rb—xi-a-f— = a‘;}. aa-k = 8&_ = (4.4)
o ik 0o (v*%k)
Zde S(h zna&i{ Kroneckerovo delta. *) Obdobné a&k Qg, = gjg .

#) Pripomenme, %e "delta" ve vyznamu reckého pismene je rodu stiedniho,
ve vyznamu rozvétveného udsti reky do more je rodu Zenského.
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Sestavime-1li &initele Q¢ , resp. <ij@ , do &tvercové matice
[ Al , resp. LAl , typu (3, 3)a ostatnf velidiny do vektord, napi.
g, do vektoru (X} typu (3, 1), mizeme rovnici (4.4) prepsat do

tvaru

[AILAT] = 111 (jednotkové matice)  (4.5)

takze LR 1 = [ A1_1 . Rovnice (4.1), popr. (4.2) budou

{vY = [AIxT + {4 (4.6)
{x} = [AY'{X] + (&} (4.7)

Zie jm&
(Ty - -TA1' {6y {4} = -TALEY (4.8)

Tyto vztahy dostaneme, vylou&ime-1li z rovnic (4.6), (4.7) vektor iX] ,
popt. {¥] .

Majf{-1i obé& soutadnicové soustavy spoleény poldtek, jsou vektory po-
sunutf (4.8) nulové. ProtoZe ob& soustavy jsou pravodhlé a primodaré,
1ze jednu prevést do druhé pouhou rotaci. Mé&-1i néjaky vektor v jedné
soustavé sloZky X¢ a v druhé fj , musi se délka vektoru v obou
soustavdch zachovat

-2 = L
,@q‘ = x;L.; )(,Z‘+ )(g' = ¥ + X: + ¥ (4.9)
Mus{ tedy byt

2= T ixd = {2373} = XFTIATATLG 420
Matice LAl je maticf rotace. Zrejmé
[A1TTA] = TT)
a odtud

T -1
[R] [R] (4.11)
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Matice L[A] je tedy ortogondlni. Vztah (4.11) znamend, %Ze
Tip = aupe (4.12)
a& CL@
takZe podle (4.4)

0gj Qg = S (4.13)

Obdobnd ak". 0y, = 5‘7; .

Pro tenzorovou veliinu | plati transformaéni zdkony, které se
1i31 podle toho, zda jde o velidinu nultého Pé&du (skaldr), prvniho Fddu
(vektor), druného Pddu, tretiho rddu atd. R4d se shoduje s podtem indext
u sloZek tenzoru. Tyto transformadni zdkony jsou

Skalér: T=T T=T
Vektor: T; = Qd-.PTP T@ = apg TP

N . 3 ' (4.14)
Druhy Féd: i = Qi Ojg Tpg Tig = G Qg g Tog

Tretl PAd: T¢3£ = Gip Qijg Qgr Tpo}r T«'g&, = Qg Ggqj Qrp Tpc;r

Analogicky lze napsat transformaéni rovnice i pro tenzory &tvrtého nebo
i vy881ho Fédu. Pritom Qg = Vg [ D%y podle (4.3).

Je dén né&jeky vektor gé = &¢ (X1‘X1.X;), Ptéme se, jaké budou Jjeho

slozky gﬂ“ §1[§1I§2|§3) v druhé soutadnicové soustavE? Podle (4,14)
dostaneme
E: (X3|Y1|X3§= A i %p ('Xule’(s) (4.15)

UtvoPme derivace

28 - V& 3 tagy 0% (4.16)
W, P Vx, Y Pxg K
Jde~-1li o kartézské souradnice, Je a4p = konst. a druhy ¢len na pravé

stran® (4.16) odpadne. S pouZitim (4.3) a (4.12) pak =zbude

D&, = 0% 0% (4.17)



Porovndme-1i (4.17) s tretim Pddkem (4.14), vidime, Ze parcidln{ deri-
vace vektoru gg , kterou zapfSeme ve tvaru

V&¢
écg = 73';;

je tenzorem druhého rddu. To vS8ak plati jen pro kartézské souradnice;
v jiném piripad& je nutno pripojit je3t& druhy &len 2z pravé strany rovni-
ce (4.16), to znamend nahradit parcidlni derivaci kovariantni derivaci

(viz /3/).

Transformaci mezi dvéma vektory v téZe kartézské soustavé zprostied-

kuje tenzor druhého Péddu. NapPr. vektor Mp (X1,¥z| %3 ) prejde ve
vektor {L(x“ Xy, ¥3) linedrni transformaci
fo = {“P’“/P ( 4p =1, 2, 3) (4.18)

Tento vztah zapiSeme maticové. Bude

{4 =[kl{ul '<4019>

Je-1i {tb} vektor posuvd v daném bodé a {43 vektor zat&Zujicich sil
v tém¥e bod¥, je [K]1 matice tuhosti.

Neni-1li vztah mezi {{L} a {_f} linedrni, tj. jsou-1i
ﬂ = '& (u1suw|“%)
'fq_ = 'fq, ("M,H '(,Lw ‘U“J>

fs = 1 (A, ’U'M’u“)

nelinedrni funkce, bude linedrni vztah u? jen mezi diferencidly, tekie

{ary = Tyl Ldwd (4.20)
Zde
4, - .?2_&__ : (4.21)
by ’b/u,a‘

jsou prvky tzv. teéné matice, popisujici tuhost v daném bod& konstrukce
v nekoneén& malém okolf okam#¥ité (deformované) konfigurace.
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I tehdy lze mezi ob&ma vektory nalézt transformaci (4.19); mati-
ce IR v3ak bude v takovém p¥ipadé znadit selnou matici. Telné
i se¥né matice zdévisejl obecn® na:velikosti deformace. Pouze v linedr-
nim pf{pad& splynou a stanou se nezdvislymi na deformaci. Ndzvy téchto
matic objasnuje obr. 16, kresleny pro jednorozmé&rny pripad.

Obr. 16

UkdZeme jed3t&, Ze jsou-1li fg , popt. Up v rovnici (4.18) slozky
vektord, Jjsou ﬁcp sloZky tenzoru druhého FAdu. *) Po transformaci
je totiZ

Apc n[P = ki Gg; g (4.22)

Ob& strany vynésobime Qpy & pouZijeme (4.13). Bude

F r (4.23)
o fp = dr = Qgy by 4y = h,,% 4
Srovndnim obou poslednich vyrazl dostaneme, Ze
—_— .2
'{2, - (4.24)

rg = O Ggy &4
To je v8ak transformadni zdkon pro tenzory druhého Péddu podle (4.14).

Vztah (4.18), popi. (4.19) miZeme zobecnit na M -rozmdrné prosto-
ry, tek¥e ¢ , p =1,2, c.oym. To lze, pokud i tehdy plati (4.14).

Typickymi tenzory druhého réddu jsou tenzory napjatosti a deformace
zndmé z linedrni teorie elasticity

¥) Toto tvrzeni je v souladu s tzv. kvocientcvym pravidlem tenzorového
podtu.
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[G«ﬂ= @ Gn O = | Ty &y g (4.25)
@y Gay Gy Ten Ty Gy
tn  En By Ex "Ll?fxg 1% 456
. |t 4.
154.9] €y € €y = | 1 Ey %'m
£ 2 £ Ean di ﬁ’tx 51 2(23 (43

Na pravé stran& t&€chto rovnic je uvedeno tzv. inZenyrské oznealeni tenzo-
Tovych sloZek. Pov3imn&me si ze jména, Ze napt. € = % 2y Je
poloviéni "inZenyrsky" zkos. Transformaci mezi tenzory (4.25) a (4.26)
zprostPfedkuje u linedrné pruZnych t&les Hookedv zédkon, ktery zapideme

ve tvaru

Gy = Egre By (4 .27)

Podle kvocientového pravidla je E4%£o tenzorem &tvrtého ¥&du. Pro
hustotu deformaéni energie W plati, Ze

AU = Gy dey = Egae B4 dew (4.28)

Po integraci *)

= 4 .

Vyraz na pravé strané (4.27) predstavuje dev&t sditanct, na pravé strané
(4.29) uZ 81 séitanci. Tyto vztahy bychom rddi zapsali maticov&, ale bez
dals8{ dpravy to ziejmé nepdjde.

Uprava spolivd v tom, Ze vyuZijeme soumérnosti tenzord (4.25) a (4.26)
a utvofime z nich zobecnéné vektory v 8estirozmérném prostoru

¥) S pfihlédnutim k tomu, Ze E{jkbt Eﬁbq' . Préci, energii, popr.
vykon vztaZeny k jednctce objemu budeme znalit psacimi pismeny. Celko-

véd deformadni energie bude | = glkdﬂ.
v
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R T
{G’} = [Gﬂ @y qss Gﬂ. Gm GM] =

qu G',» C"l Tx\‘, T@z sz ]T"

(4

=[G @ & & G 6l (4.30)

To znamend, Z%e jsme kazdé dvojici indexd piriradili index jediny, napk.
11 —= 1, 12, pop¥. 21 —~ 4 atd. Stejn& usporddéme i deformalni tenzor,
av8ak tak, aby platilo, Ze :

Al = [de} (G} (4.31)

To znamend, Ze bude

(e} = Tey € Em 28n Lem 2641 =

= e By €2 Ywy Yyt ytx]T =

- [81 £, € £ G g ]T (4.32)

Tenzor elastickych moduld mé 81 sloZek Eﬂgkt , z nich je v3ak Jjen
36 nezdvislych, jde~li o obecnou anizotropii. U izotropniho materidlu
jsou tyto nezévislé elestické konstanty jen dv&. Skupinu indexd v, 7
resp. R , 4 , nahradime indexem jedinym, a to podle stejného pravidls,
jeké jsme zvolili u tenzoru napjatosti (4.30). Dostaneme tak 36 sloZek
se dvdma indexy, které uspordddme do Ztvercové matice [ F7] Zestého ré-
du. Hookelv zdkon (4.27) pak zapieme maticovd ve tvaru

167 =TE]{e} (4.33)

Pro deformaéni energii (4.29) dostaneme

6 &
U =% ) ZEQ&; € =¥L{g}T[E]{g} (4.34)

{=4 3:—1
Jde totiZ
G 6
2 Ege; -G U=% L &6
=1 ¢ L=1
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a tomu odpovid4
CE1{e) =16 U=%{el"{G}

Popsanym obratem jsme sloZky symetrickych tenzord druhého rddu
zobrazili jako vektory v Sestirozmérném prostoru a k tenzoru étvrtdho
rd4du o 36 nezdvislych sloZkéch jsme prfitadili matici 8estého féddu. To
ném umoZnilo pouZit maticovy zépis i pro transformaci (4.27), a to ve
tvaru (4.33). Zato platime ztrdtou jiné vyhody; velidiny G; , &£ ,
E%' 8 redukovanym poé¢tem indexd jiZz nepodléhaji transformadnim zéko-
ntm (4.14) pri zmén¥& soutadnicové soustavy, nejsou to tedy sloiky tenzoru,

Zdvérem jed8t& pripomenme, %e soudiny nejsou v maticové algebie obec-
né komutativni, zatimco v tenzorovém zdpisu na poradil &initeld nezédlezi.
Tak napf. zdpisim

[AlI®) = T¢] [8ITA] = ID]

odpovidajf vyrazy (podle opakovanych index’ se s&1t4)

Qg lrje = Cug g e = di
bip oy = Qg 4y = ol
PFitom obecn® C, & ¢l - Podobnd bude pro
[AT[B] = LE] [AILBIT = LF]
platit, Ze
a{g‘ by = it = (r{.&aca- Qg (rﬁa' = 3(& - {r@a‘ >

Naproti tomu nap?. pro

[817[A1 = LEY
dostaneme

64;3' Qi =@y = gty

tedy toté%, co jsme uz m&li pro matici [ E] (indexy j . k. miteme za-
ménit) )

R o



Pokud matice LAT a% LFJ nejsou maticemi tenzord, bylo by
tifeba s&itdni podle opakovanych indexd vyznalovat symbolem Z; .
Einsteinove pravidlo se totiZ vztahuje pouze na tenzory., Napf. by se mé-
lo psét

m
‘q - ;L;% bt

pro soulin Le] matic 1A] , LBl , m -téno pédu.

5. VELKE POMERNE DEFORMACE

Deformace v kontinuu budou dplné popsédny, budeme-1i ke kazdému bo-
du P o souradniciech a4 , 4, , a; nedeformovaného t&lesa zndt jeho
polohu P’ po deformaci. Bod P’ bude mit soutadnice Xy , Xg , ¥
To znamend, %e pro ka%dé Q¢ ( € =1, 2, 3) a &as t budeme znAt

X¢ = % (ay, au, as,%) (5.1)

Hodnoty Q4 , Q1 , Q3 nezéviseji na &ase. ProtoZe prifazeni bodd P, P’
musi byt vzdjemné& jednoznalné, musi existovat také inverzni vztah

O, = Oup (%%, X3, %) (5.2)

1

Rozd{1l soufadnic n&jakého bodu po deformaci a pred ni je posuv

(5.3)

Vy8etfime vzdéjemnou polohu dvou nekoneéné& blizkych bodd P, Q. Bod Q

mé pred deformac{ souradnice Q4+ da, , Oy +da, , Aq+da; . Po deforma-
ci bude tento bod v mist® Q° a jeho souiadnice budou Xi+ Axy , X+ d¥y
%3 +dxg - ZFejm¢ podle (5.3)

u

dy, = daet dug = dact 75-5:7 Aoy (5.4)
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Pento zépis miZeme zjednodudit s pouZitim Kroneckerova symbolu 5%'.
Snadno nahlédneme, Ze plat{

? .
(5 = )da(,- {ESE

Délka elementérni tsedky dls, = PQ se vypolte pomoci Pythagorovy véty;
podle ni musi byt

= da,dog = (0(04)1"* (daz)q-+ (0(03)1' (5.6)

—

Usedka DPQ prejde po deformaci v dsedku P°Q " =dsS , pro kterou budeme
mit vztah

Oue uy
as* = dx; ay; = (b +W)(Edk+ —'Ei‘)da".da" o

Kroneckerovu symbolu Sﬂj se *{kd také substitudni symbol, nebot
napt. ’
j & = A by (rab = by (5.8)

Rozndsobenim (5.7) s vyuZitim (5.8) dostaneme

D,y ML Ve Dy
4 4 1 4
fbab+ QDouy * Y0y ‘Daa) da? doy =i

dgt = (63@ +

Po vzoru (2.38) definujeme Greentv deformadni tenzor o sloZkéch QG;L
tak, aby

e 2 Ly _ . .
(ds™= det) = EGJ.L da, da,, (5.10)

Na levou stranu (5.10) dosadime vyrazy (5.6) a (H.9). Protoie (jay,
dah jsou libovolné, musi byt

Cose = 0 Foah Vo ’Da,' /()01;

(5.11)
Gat >

shodn& s vyrazem (2.39). Jsou-1li derivace posuvi malé, jsou malé i pomé&r-
né deformace; posledni &len v hranaté zdvorce (5.11) je pak malou veli-

¢inou druhého t&8du, kterou lze zanedbat. Dostaneme tenzor infinitezimgl-
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nich deformaci o sloZkéch’

(5.12)

Infinitesimalni tenzor deformaci definoval A. L. Cauchy roku 1823, av3ak ve tvaru
g = 1/2 (0u;/dxy + duy/dx;); tenzor nese jeho jméno.

AZ dosud Jjsme vychédzeli z Lagrengeova popisu (5.1), pfi némZ Jjsou
Q¢ ,; t nezévisle proménné velidiny, Mohli jsme vSak pouZit Eulertv
popis (5.2), v n&mZ jsou nezdvislé ¥ , t . Misto (5.4) a (5.5)
bychom dostali

Dy
dag = dxi-dug = (5°'a" "W,T)“’fa' (5.13)
a dédle by bylo
3 1 S Ve - r_?_'f’_l'_t_
dst = dxg olxe ds = (8= 75 ) Bu™ g et et (5.14)

Tento postup by vedl k definici Almansiho deformadnfho tenzoru o sloZ-
kéch €Aji, . Obdobné k rovnici (5.10) by byle

{
7 (dg*-dg}) = Eagp Ay Aty (5.15)

Po dosazeni z rovnic (5.14) by vyS8lo porovnénim koeficientld na obou
strandch rovnice (5.15)

¢ 1 Dby N oo _ Dy DVite ]

. .16
Aj ~ il %, (2 A% 1o

Teké tento tenzor splyne s Cauchyho tenzorem (5.12), budou-1li posuvy
~a jejich prvni derivace velmi malé (pFisn&€ vzato nekonedn& malé). Tehdy

Vyznam zavedenych definic pochopime lépe na prfkladu jednorozmérné
deformace, pro kterou ¥ =% , A=W = Uy = MU; = 0, Bude-1li
tato deformace rovnomdrnd v délce A  zkudebnf tyée, kteréd méla plvod-
ni délku {, , bude
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A

’Bu, dty -4

? a( ! da1 /CO
/Dal du, _ Z’ »80
) ¥ G(-X1 - /ﬁ

a z rovnic (5.,11), (5.12) a (5.16) vyjde

Cdu 1wt L-do 4 hloye AP &
fou = da, +T(da.) A +'€(—xo )’ 1T (5.17)

AL
Ey Xs (5.18)
_ d'fvﬁ 4 0{{4’ 1 -1, ‘ {-fo 1 i b :' (5.19)
Can ~ ax, ’J.( ax.) S T *'i( L 3 A ’

Protoze 4 je funkeil &asu, lze vypolitat diferencidlni p¥irdstky, popi.

Casové derivace téchto velidin

Lt - £ £
Loon = i n® I %
ac : £
C QR = 5.20
d €, 2 iy = = ( )
£ de : L £
daﬂﬂ = '05 8 = e —
£ an * g
V teorii tvédfeni byla zavedena jedté& tzv. logaritmické deformace
€ = fy (5.21)
L L
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pro kterou

de -4
€y = 2 BT 2 (2E2)

Zde se diferencidlni priristek délky od vztehuje k délce e tyce
v témfe okamZiku, co% se zdé prirozené. Tomu v3ak nevyhovuje ani jedna
z definic (5.20). K otdizce &asovych derivaci se Jje3t& vrétime,

Rizné definice jednorozmérnych pomérnych deformaci podle (5.17),
(5.18), (5.19) a (5.21) jsou znézornény na obr. 17. Je zlejmé, Ze se
tyto hodnoty pro v&t3f poméry L/&p  znadnd 1i¥1, av3ak viechny
splyvajf pro AL/4, —> oO.

Obr. 17

Vzédjemnd jednoznalnost zobrazeni (5.1) a (5.2) je disledkem axiomu
o nezniditelnosti a neprostupnosti hmoty. ProtoZe nepfipouStime ani roz-
trZienf, ani zlomy, musi byt tyto funkce tridy g (spojité v nultych
a prvnich derivacich) a jakobién té&chto deformaci nesmi vymizet. Prvky
jakobidnu jsou

@K;

fo
' Waj

—_—

(5.23)
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Jekobidn J je definovén jako determinant

Jo= det T4 #0 (5.24)

Velicéiny {Cj jsou sloZkami tenzoru druhého Fédu (podle kap. 4). M-
Zeme Jje usporddat do matice tFfetiho rédu

&ﬂ &11 fa
IF] = | fu fu ix (5.25)
fy tn in

kterd neni obecn& symetrickd, ale je reguldrni vzhledem k (5.24), Mati-
ce [F1 se Zasto oznaduje jako matice deformadnich gradientd. #)
Inverzni matice [F1' mné slozky

3(‘.‘. o Jac (5.26)

Snadno se miZeme presvédéit, Ze plati 9

Legl = $(DFITLFY-LI) (5.27)
Lgal = S{1T1-LF1TIFT™) (5.28)

nebo ve sloZkéch
Eogj = 5 (e £ - 65 (5,29)

%) Gradient funkce LPQ04|QL|03) mé sloéky'vwlﬂa, ,‘Dq/@aL ,
O [9a, . Zde méme misto skalérnf funkce (f vektorovou funkei
X¢ (a4, 0y, g) -
§) Z rovnice (5.5) vypolteme {%' = ®K£/®Cﬁ = 5¢~+31L{/?av' a dosedd-
me do (5.29)., Obdobn& {é; = /%Lg/?xj = Q‘—944¢/QXj dosadime
do (5.30).

- 4T =



EA(a’ = %_' ( 6% ~ ﬂ-‘ fk}') (5.30)

V jednorozmérném pripad& méme
'@ -1 ga
b = ¢ W= (5.31)

Deformaéni gradienty 565 obsahuj{ dostatednou informeci o vel-
kych deformacich kontinua, nebot jednoznedn& urduji Greentv i Almansiho
deformadn{ tenzor. Opa&né tvrzeni neplatf, nebo¥ matice (LRITLFI)
resp. LEF]ICQ]) , kde [R1 Jje libovolnd ortogondlni matice, dévé
stejny Greenliiv, resp., Almansiho deformadni tenzor jako pouhd matice [F].

3

Z rovnic (5.27) a (5.28) snadno odvodime vztahy
T ol L
Le.d =Tr1 LgJRF] Tg, 1 =[F] [E1LF] (5.32)
Jejich rozepsénim do tenzorovych sloZek dostaneme
L £5.33)
3 = { =
Ce{é = 1[u Yy Eare EM. Tk 'fzj EoLe

Deformaéni gradienty tedy umo¥nujf piepoditat sloZky Almansiho deformad-
niho tenzoru na sloZky Greenova deformeéniho tenzoru a naopeak.

Uvedeme priklad, Zvolime deformaci &tverce ABCD, zndzorn&ného na
obr, 18, ktery prejde ve &tyPihelnik A'B'C’D’, Snadno se miZeme piesviddit,

Obr. 18
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Zze tomu vyhovuj{i vztahy

o

o= :uLe (1+5a,+ 0, + Qi04) (5.34)
Yo =% (1+a, + 90, + G an)
respektive
& =-i < 1 )+1@ .
‘ 1 (M -x ot Tx)da (5.35)
:.__i _/l >+.1.2
Qo q(ﬂ £ ¥ X \
kde
2 =\I><{L~lu,><1 R U Xy 1Y+ 36 Xq T 113 (5.36)

Rovnice (5.35) jsou reciproké k rovnicim (5.34). Z rovnic (5.34) vyply=-
v4, %e napi. polétek O (0; O) se posune do bodu 0° (0,25; 0,125).

Matice deformadnich gradientd méd prvky podle (5.23). ] Vyjde

1 LY
T(5+a,) L (1% a))
YEY = (5+37)
LF % (14 ) % (9 +Gy)
Podobné podle (5,26) dostaneme
4
5 -(1+4
- 1(1+y) (124) (5.38)
F =
“H1-) % U-y)
kde
X Lxg +3 Xy~ 2% -9
Lf, = (% q} = g (5039)
Hodnota 9 je ddna vztahem (5.36).

#) Jde o rovinnou dlohu, takZe
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Jak Jjsme jiZ uvedli,- materidlovy bod, ktery byl v nezatfZeném sta-
vu v poldtku soufadnic, mé soufadnice

a, = 0, a, = 0, resp. ¥ = 0,25, %X = 0,125
Pro tento bod dostaneme

10 2 9 =2

[F] = %. Fyt=— (5.40)
1 9 -1 10

S pouZitim (5.27), bopf. (5.28), vypolteme Greeniv, resp. Almansiho
tenzor, Jde o tyZ materidlovy bod, ktery mé pred deformaci polohu O,
po deformaci polohu 07, Vyjde

0,289 0,227

lggl = [ (5.41)

0,227 0,164

0,161 0,116

L€ = [_ (5.42)

0,116 0,070

Je zPejmé, Ze se oba tenzory zna&n& 1i31. Proto neni lhostejné, ktery
z obou tenzord vstoupf do konstitutivniho zékona,

Pozndmka

ProtoZe soudet tenzord stejného radu Je opét tenzorem téhoZ ¥4du,
miZeme 8 pou¥itim (5.27), resp. (5.28), definovat také tenzory

[c] = TF)TF] [61=T1F1IF1" (5.43)

Tenzor [C] , resp. [‘G] , 8e nazyvé pravy, resp. levy, Cauchyho-Greenlv
deformadni tenzor.,

6, TENZORY NAPJATOSTI

Vedeme-11i v zatiZeném t&lese my3leny Fez, jehoZ elementérni plodku
AA  znézornime vektorem R  kolmym k této plodce o sloZkéch dA,
df, ,» dA, takovym, Ze euklidovské norma

]
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Lol = (anr + a8k + dAT - dn (6.1)

se rovnd Jeho délce, bude se v této plosce prendSet z jedné strany té-
lesa na druhou vnitfni sila 5FF = ifcxﬂ , kde 1? predstavuje &ést
vektoru sily T? pripada jfed na jednotku plochy, tedy jekousi "husto-
tu" silového toku, Vektor ?? nazveme nap&fovy vektor (vektor napéti);
mé rozmér N.m"2 (Pa).

— —
Zavedeme-1i ve sméru vektoru dA  vektor jednotkové normdély M
bude

df = m dh (6.2)
a tedy také
dn, = m; df (6.3.)

Vytknéme ploBku AB v okoll polétku kartézskych soutadnic tak, Ze
bude se soufadnicovymi rovinami tvorit &tyrst&n OABC (obr., 19). Vznikly
gtyPstén predstavuje hmotny bod, nebof jeho rozméry jsou nekone&n& malé.

X2

Obr, 19
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Sténa OBC mé velikost ARy , nebot je to prim&t plochy dA ao
roviny ¥ , X; . Pisobl v nf tahové napé&ti Gy a smykové napdt{
@, , @3 . Prvnf index znamend smér normély k plodce OBC, druhy index
smér smykového nap&ti. Obdobné napé&ti budou pisobit i v plodkéch OCA,
pop¥. OAB; na obr, 19 uZ nejsou nakreslena, aby se obrizek nestal ne-
prehlednym.

Napfdeme rovnice rovnovéhy. Pro s{ly ve sm&ru osy X; nap?. plati,
Ze

O(T‘ i 'E( adfh = (8‘11 dﬂ1 + G")_q OLA‘L + (Z‘M OLAJ =

Odtud dostaneme
b o= Gymy + Gy my+ By g = GQUWQ' (6.5)

Cyklickou zéménou indexd dostaneme dals8i dvé rovnice. V3echny je miZeme
shrnout do tenzorového zépisu

AT; = G oA,

R

ty = Cp My (6.6)

Slozky G}é tvot{ Cauchyho napé&lovy tenzor (tenzor napjatosti). Je
symetricky, nebot podle pravidla o sdrufenych smykovych napé&tich

G%-u G}; . Mohli bychom jej nazvat té%Z Eulertv napé&lovy tenzor, nebot
odpovidd Eulerovu popisu pohybu kontinus (ze nezdvisle promé&nné se berou
gouradnice bodu pretvoreného télesa a cas).

Cauchyho tenzor napjatosti se neshoduje s tzv. inZenyrskym tenzorem
napjatosti, nejde-1i o zanedbatelné malé posuvy (o linedrni teorii prui-
nosti). Rozdfl je v tom, ze ploska ¢lA , v ni% napétovy vektor pusobi,
neni totoZné s plodkou oAy nedeformovaného t&lesa, V linedrni teorii
pruZznosti se rozdil mezi ¢lA & dA, ponékud paradoxné zunedbdvé; bere
se sila 5FF , kterd existuje pouze v deformovaném té&lese, a vztahuje
se k plodce dA, nedeformovaného t&lesa.

ProtoZe Cauchyho nap&lovy tenzor se podité tak, %e se sfla ar
vztahuje k plodce dR deformovaného t&lesa, maji jeho sloZky skuted&ny
fyzikdlni vyznam, nejsou to tedy Z&dnd "konvendéni" napéti. PridruZime
Jje proto k Almansiho deformadnimu tenzoru, nebol ten také - jak je
patrno z rovnice (5.19) - vztahuje absolutnf deformaci k rozmérim defor-
movaného t8lesa,
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Chceme-1i obdobn& piidruZit n&jaky nap&fovy tenzor ke Greenovu de-
formadnimu tenzoru podle (5.17), méme moZnost - ne vd3ek jedinou, Jjak
jedté uvidime - vztdhnout silu 'éFF k elementu @Ay nedeformovaného
t&lesa a psat

| dho
dT; = Tji clAo A= Ty Tan Mo (6.7)

misto (6.6). SloZky Tﬂg tvor{ Legrangelv (nebo té% 1. Pioldv) napdfo-
vy tenzor. Je nesymetricky, nebot pravidlo sdruZenych smykovych napéti,
a tedy symetrie tenzoru napjatosti, se odvozuje z momentové podminky
rovnovahy psané pro elementdrnf kvddr o strandch ol , gy g , vy~
naty z deformovaného t¥lesa. Proto je (3q = Gy , aviak Tej + Tpe

Pokusime se najit souvialost mezl obéma té&mito ftenzory. Oznadme
Yselky O4 = Ay , OB = dy,, OC = dx; . Pak budeme moci objem Ety¥F-
stédnu na obr. 19 vyjddrit zdpisem

AU = A dy, dles cluy = g (oA O + AR oy + clsclus) =

1 p
~ g ol dy; (6.8)
Je toti# ol Ry = - dy, dx, otd.
Pro nedeformovany &tyFstén budeme moci obdobné& napsat, Ze
1 1 a; - :
Z sxiomu o zachovdni hmotnosti plyne, Ze
Qav = ?0 G{UO (6.10)

Dosazenim (6.8) a (6,9) do (6.10) dostanenme

Q fa; . (6.11)

"é; (M\a' dxa~ /M&' omw dxd

ProtoZe lx;, miZeme volit 1libovoln&, napf. dyy # 0, dxg = dxy = 0 atd,,
musi byt

M
%: dAé = 7()7; ARgy (6.12)

s B3 =



Vypodteme=-1i odtud c{ﬁd‘ , dosadfme do prvni z rovnic (6.6) a pak
porovnéme s prvni’z rovnic (6.7), dostaneme vztah )

@o Q)O.'

a odtud uz

%
Tje = @ % G, (6.14)

Nesymetrie tenzoru Z}g je odtud zrejméd na prvnil pohled. Vymizi jediné
pPi infiniteziméinich posuvech, kdy X = a,; , takzZe @a;/@xk = 5;k .
V tom pripadé bude tﬁ¢= U&/@)Gﬁ; g Gji . Hustota se totiZ zmén{ nezna-
telné, takie @ = Q . Pak oba tenzory splyvajdi.

Nesymetrie Lagrangeova napéfového tenzoru o sloZ¥kdch U4y predsta-
vuje uréitou komplikaci. Lze ji odstranit, nebudeme-11i k plodce AAo

nepretvoreného té&lesa vztahovat silu oﬁ? , ale néjakou jinou, z pred-
chozi sily vhodné& prepodtenou silu 5ﬁz . Nabiz{i se transformace

0

. Gy
O{TOJ' = 7&:" ATe (6.15)
kterd je analogickd rovnici
1 Dy ‘

Vztah (6.16) platl mezi elementy d07 , dx¢ (4F =1, 2, 3). Zdé se
byt zcela piirozené, Ze silu o sloZkéch Ty prepolitdvéme na silu

o slozkéch oT,;, , stejné jako se prepoéftévajf diferencidly dAx¢

z pretvofeného télesa na CXQ{ = cl¥Xo V nepretvoieném té&lese,

— .
Mezi silou dTo podle definice (6.15) a plodkou dA, znézorn&-
—
nou normélovym vektorem d Ao o sloZkéch ABog budeme mit vztah

dToa‘ = gcgd(‘\of (6.17)

kterfm nahradime prvni z rovnic (6.7). Pritom Scj Jsou sloZky
Kirchhoffova (2., Piolova) nap&fového tenzoru.

#) Oznadeni n&mych (slepych) indexd, podle nich% se s&fité4, miZeme - nebo
dokonce pri dosazovén{ &asto musime - zm&nit, av8ak vidy tak, aby se
v #24dném &lenu nevyskytl Zédny index vice neZ dvakrét.
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Dosadme do rovnice (6.17) 2z rovnic (6.15) a (6.13). Dostaneme

T G B A = Syt =

ProtoZe je C(ﬁop libovolné, musi byt

glP 9_0 (baP :()QL G‘kd

i T e M, 0% (6.19)

Zam&nime-1i indexy P, j i %, ¢ , shleddme, e disledkem symetrie
Cauchyho tenzoru je i symetrie Kirchhoffova tenzoru. Proto je Kirchhoffdw
(2. Pioltv) nap&tovy tenzor vhodny k praktickym vypodttim s aplikac{
Lagrangeova popisu, &asto vhodn&j3{ ne? Lagrangelv nesymetricky tenzor.

Vzteh (6.19) zapiZeme maticov&. Pou?ijeme pfitom matici deformaZnich
gradientd. Bude

{61 = %—-[F]“[GJ[FTT

(6.20)
Podobn& miZeme napsat i vztah (6.14)
Qo rrqm (6.21)
1Tl = ‘@*[l—] [G1] .
Je tedy
T .
IS = [T10F] (6.22)

Pro nédzornost zvolme Jjednorozmérnou napjatost oy + C, ostatni
slozky Cauchyho nap&tového tenzoru nulové. Bude-1i materiél nestladitelny
a izotropicky, bude € = @ a ddle

L 5 o
fq{ = I «§7_.L = 1C33 = P—%—; , f‘;&'= C pro ¥} (6.23)

Z rovnic (6.21) a (6.22) pak dostaneme, Ze

2 b
Ty = o0 g Sy = oy (6.24)

Ostatni sloZky téchto tenzord budou nulové.
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Uvedeme je3t& jeden ptiklad. V néjakém rovinném pravoihlém elemen-
tu o rozmérech day x da, vyvoldme velmi malou deformaci napja-
tost [G7] Z] S1 . Oba tenzory jsou skoro stejné, nebol predpoklédds-
me, %e posuvy jsou velmi malé, takZe X; S Q¢ ( ¢ =1, 2). Matice de-
formaénich gredientd je pak velmi p#ibliZné jednotkovd. Nyni otolime
soufadnicové osy ¥, , ¥y do polohy ¥ , ¥, o thel § . Bude platit

transformadni rovnice
;Z( CO’J ’M/W X1
{Y } 2 [ .Q v {K } (6.,25)
) "/b’VY\\.e U}’J\f (>

Ve zkréceném zépisu

Xy = 1A1{x} (6.26)

Mimochedem, pro matici A7 bychom také mohli pouZit zépis

1Al = 14xy Pfq/'ax, 9, /9%,

D {x}7 Wl Wl

Je to ortogendlni matice, takZe [A]T= [HT“ .

. . . = o P
V otoleném elementu o rozmérech dx1 x dxz bude mit Cauchyho
¥ 2, Yy - -4 -

nap&tovy tenzor podle (4.14) sloZky

L o (6.28)
¥ DXy Dxg 4

gili
[€71 = TAILGILATT (6.29)

Najdéme k tomuto tenzoru pridrufeny Kirchhoffiv (2. Pioldv) tenzor
o sloZkéch ng . Podle (6.19) bude

a Ma; =
Su= % R, aw oM (6.30)

!
'
>
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Av8ak @ = @, , nebot jsme element pouze oto&ili, takZe se jeho objem
nezménil, Ddle (., ¥ x; , takie

ol Vg T Oy O 0

(6.31)

Kirchhoffiv (2. Pioldv) tenzor napjatosti se tedy rotaci elementu nezmé-
nil. Je to pPirozené, nebot sila éFF i plo8ka prislud3né sitény elementu,
dand vektorem éﬂ; , 8e prepoditévaji k plvodnimu nedeformovenému tvaru
elementu otodenim o dhel Y zpét.

Poznamene jme jedt&, Z%e maticovy tvar rovnice (6.30) je ddn vyrazem
(6.,20). Je=1i ¥; 2 Q, , je také [F1 = LAl , tak’e dosadfme-1i (6.29)
do (6.20), dostaneme [T = L&7] shodné s rovnici (6.31). Matice de-
formadnich gradientd se v tomto pPipad& velmi pPibliZné shoduje s maticd

rotace.

Vztah (6.31) v8ak pozorného &dtendre prece jen plekvapi. Jak to, Ze
g;: = Sq 7 CoZ pro KirchhoffQv tenzor neplati transformadéni vztahy
(4,14)7 OvdemZe platl, ale je tieba piipomenout, %e oba tyto tenzory
(s pruhem i bez pruhu ned znakem S ) se vztahujl k stédle stejné plvodni
geometrické konfiguraci, tedy k elementu o rozmérech da, x da, |,
kterym jsme neotddeli! &

7. POHYB KONTINUA A JEHO POPIS

Uvedli jsme dva zpisoby popisu pohybu kontinua. Podle Lagrangeova
zpisobu zavddime materidlové soufadnice (¢ bodu a urdéujeme jeho prosto-
rové souradnice ¥; pro kazdy Zas t . Pohyb kontinua je pak popsén rov-

nict

L= wlag ) (7.1)

Podle Eulerova zptisobu hledéme naopak vychozi polohu &¢ bodu, ktery
v %ase t zaujimd polohu danou nezdvislymi prostorovymi souradnicemi X,
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ac= ai(¥,4) (7.2)

Je-1i tdleso v dase t = 0 nedeformované, je (., = X ( t = 0),
X, = Gy + My (£> 0).

Lagrangeovym soufadnicim (A, 8e PFiké materidlové, neboit jsou
spjaty s materidlem, kdeZto Eulerovy sSoutfadnice Y, Jjsou prostorové.

Rychleost bodu o souiadnicich ¥y vypolteme parcidlni derivaci
(7.1) podle &asu. Pouzijeme-1li totiZ Lagrangelv popis, nezdviseji mate-
riglové souiadnice Q. na &Case. Bude

B r()\(g ?th'
Vi = g = T (7.3)

Pr{ristek posuvu dW¢ dostaneme, vyndsobime-1li tuto rychlost prirdstkem
dasu cdt . Tento priridstek bude nekoneén& maly, takZe pifetvdrnd rych-
lost ij , tj. rychlost zmé&ny pomé&rnych deformaci, bude dé&na Easovou
derivac{ Cauchyho deforma¥niho tenzoru (5.12) s tim rozdilem, Ze se bude
vztahovat k aktudlni (okam¥ité) geometrické konfiguraci; bude tedy

’_D_ﬂ. ’a"\)c )

oom L —_—
Vi Tk e b D% (7.4)

PouZi jeme-1i Eulerdv popis, budou nezdvislé souradnice X; , .
Nap¥. teplota © mdZe byt déna vziehem

0 =0 (Xc,%) (7.5)

Rovnice (7.5) uddvé celé teplotni pole a jeho Casovy prib&h. Teplota se
mEn{ s ¥asem i 8 mistem. Zm&nu teploty urditého materidlového bodu d©O
dostaneme diferencovdnim (7.5)

20 20
do = 7y dxg by b (7.6)

Prvn{ &len na pravé strané znali{ zmé&nu zpisobenou tim, Ze se dany bod
posunul do sousednf polohy o dx, = WMyt (konvektivn{ zmé&na), druhy
len je dédn tim, Ze se za fas (| teplotn{i pole v daném misté zmé&nilo
(lokd1n{ zmZna). Rychlost teplotni zmény dané materidlové &¢8stice (rych-
lost substanciélni zm&ny) ozna&ime D O/bt . S pousitim (7.6) vyjde
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DO 6 l@_ (7.7)
e Vi e T

Rozd{l mezi materidlovou derivacf{ DO/Dt a oby&ejnou derivaci

c® 00 dye Jr‘b@

)

— S o (7.6a)
At Mg dt ¢

je, %e v prvnim pr{pad® klademe dx; = Uycdt , kde¥to v druhém pfipadéd
by mohlo byt cd¥; v rovnici (7.6) nezdvislé na pohybu fdstice, a tedy
libovolné. Predpis pro materidlovou derivaci tedy je

Y L, 2,2
D¢ e (78]

Bude-1i rychlostni pole déno vztahem

V.

i = (% &) (7.9)

bude zrychleni materid&lového bodu o soutadnicich ¥¢ v &ase t dsno
vztiahem

)

Dy 'b‘\fl- v
b, - - =V By Y9t (7.10)

Prvni &len na pravé strané predstavuje konvektivni, druhy &len lokélni
¢dst zrychleni. Celkovéd zména rychlosti je substancidélni.

Vratme se nyni k Eulerovu popisu (7.2). Materid&lové souradnice jsou
pevné svédzény s materidlovou Cdstici, takZ¥e jejich materidlovd derivace
je nulové. Bude tedy

Dag Yoy, Do _
e - Yyt e T 0 (7.11)

Cdtud bychom mohli vypodé{itat rychlost Uj onoho bodu v okamziku b ;
ktery v nedeformovaném t&lese mél soutadnice Qg

Dal8{ z pojmd, ktery nds zajimd, je napjatost. Budou-li Cauchyho na-
p&t! Bl zavisld na Xi t , bude substancidlni zména tohoto tenzoru
déna materidlovou derivaci
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dey _ . M8y, 0%y (7.12)

Je to zména, kterd scuvisi{ s posunutim elementu (konvektivni &4st)
a s prirtistkem &asu (lokdélni &4st). Materidlovd derivace v3ak nerespek-
tuje zménu vzniklou rotaci elementu. Nehod{ se proto do konstitutivnich
rovnic, zévisi-li materidlovéd odezva té% ns rychlosti zmény tenzoru
napjatosti. Musime proto najit je3t& Jjinou formu dasové derivace, kterd
bude zahrnovat i zménu zplsobenou rotaci{ materidlové Cdstice.

Sledujme deformaci rovinného elementu ABCD mezi ockamZiky t
a t+dt (obr, 20). Bod A necht je pevné spjat s poddéikem souradnic

Obr. 20

¥y, ¥Xo , tekZe je v ném W = Vi = O. Rychlost bodu B mé pak
slozky {Dvy/Dxs) ox, , (9% [Dy) oy . Proto dhel, o ktery se oto&{
strana AB =za fas ot , je [T,/ D%) At . Obdobnd zjistime, %e dhel,
o ktery se ve stejném smyslu a za stejnou dobu oted{ strana AD, je

Q~®1n,/dxtj dt . Uhel BAD se proto zmen3{ o zkos
- _ . vy = 0 v ok
Yo = e, = (G + a0 ) At = vy (7.13)

coZ je rozdil obou zmin&nych Whld., Indexy 1, 2 mi¥eme v rovnici (7.13)
zaménit, ani% se hodnota vyrazl na obou strandch zmé&ni. To znamend, Ze
tenzory 855 , popr. MQJ , Jsou symetrické.
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Primérné dhlové rychlost, s jakou se element ABCD otA¢{ kolem
bodu A, je

v Y
JAr e WM oL
Wiy =7 ( Wy D W (7.14)

Je to aritmeticky primér dhlovych rychlosti, jakymi se oté&deji strany AB,
popf. AD. SloZky ij tvor{ antisymetricky spinovy tenzor. ®

Ot481-1i se element, ani% se deformuje, je Viz = 0 = ﬂin/axv =
= = 0Vy /0% . Usedka AC mé v soubadnicich ¥ , %2 , pevnych v prosto-

—

ru, slo¥ky cly, , dy, , kde¥to v otodené soustavd X % bude mit

slofky d¥Xj,dk. Z¥ejms
aAxy = dyy + Wy At dyy, (7.15)
¥y, = g - Wn el Axy }
nebo téZ
dy, = (Sﬁ""“%1dt)dxz
dyg, = (5”,“ Wi, k) dxy

1

Cbé tyto rovnice mlZeme shrnout do jediné, uZijeme-1li tenzorovy zdpis.
Bude-1i ¢ , 3 = 1, 2, bude té%

A, = (B - Wy ckt) dy; (7.17)
¢ 4t ] é
Rovnici (7.17) jsme sice odvodili jen v rovin&, av3ak plat{ i v prostoru,

s tim rozd{lem, Z%e v , } =1, 2, 3. Vyraz v oblé zdvorce (7.17) predsta-
vuje tenzor C{j druhého rédu

Coj = bgj— W b (7.18)

ktery zprostiedkuje hledanou transformaci pFi rotaci elementu ABCD jako
tuhého celku podle (7.17)

A, = Cje 0(%3- (7.19)

¥) Zrejmé w¢j+ in = Qﬂﬁ/®xc , tak?e spinovy tenzor je antisymetrickou
¢4sti gradientu 'WWQ'/%Y{ pole rychiosti V} (X{,t) , zatimco tenzor
rychlosti pretvotreni je Jjeho symetrickou Céstdi.
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V materidlovém bod& A se napjatost GXJ zméni za &as ¢t o substan-

cidlni{ zm&nu (D(3£i/bt) dt , takZe budeme mit napjatost
DG‘Q'
A

Tento tenzor se v8ak musi transformovat k pootolenym osdm souradnic z,,
Y, %3 . Porovndme-1i (7.19) se vzorci (4.14), dospdjeme k zévéru, Ze
tenzor napjatosti, spjaty s materidlovym bodem A, ktery mdl v Sase ©

slozky @y , bude mit v Case t + dt slozky.

v

D
Gy + Gy db = ey Coy (Gpg + T M) (7.20)

Dosadime-1i na pravou stranu (7.2C) 2z rovnice (7.18) a pak ji rozndsobi-
me a zanedbdme nekoneln& malé velidiny ¥ddu vy33{ho neZ prvniho, dostane-
me porovnénim obou stran (7.20) tzv. Jaumannovu derivaci (oznadili jsme
ji trojihelnickem)

v _ bG(J

©y Dt Pj Wy = @y Waj (7.21)

Vzhledem k symetrii tenzoru GQ‘ mi%eme posledni vyraz upravit tak, aby
vynikla symetrie Jaumannovy derivace nap&tového tenzoru. Bude

v DGy _
Gy = B = Ojp Wpe = St Wy (7.22)
Zaménime-1i indexy { , j , hodnota vyrazu na pravé stran& (7.22) se

nezméni.
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8. POHYBOVE ROVNICE A DEFORMACNI VYKON

V teorii pruZnosti se odvozuji{ diferencidlnf{ pohybové rovnice ve

tvaru

’

ey
N, .- -
DX +f3 ?f’“af = 0 (8.1)

kde f) je objemovd gi{la (sila pripadajici na jednotku objemu), Q Zna-
¢{ hustotu a (@ zrychlent ( 3 = 1, 2, 3). Tato rovnice musi platit i p#i
velkych deformacich, pouze symboly v ni{ dostaenou piesné&js{ obsah. Element
vyjmeme z deformovaného t&lesa, tak3e ¢ bude prostorovéd soubadnice,

G@a Cauchyho nap&tovy tenzor. Rovn&% objemovd sila }3 g hustota Q
se budou vztahovat na deformované kontinuum.

PouZijeme-1i Lagrangedv popis (7.1), nahradime Cauchyho tenzor
Lagrangeovym tenzorem. Vztah (6.14) zndsobime na obou strandéch deformad-

nim gradientem ’Dxp/zaj a pomérem @ [@, . Dostaneme
Y Ve g
< A T T ©, 5 e Ore = Ope (8.2)
QO (,13 2 (an r()Xk v
Indexy p , U zaménime za € , 2 a némy index j zménime na L . pak

budeme moci (8.2) p¥ime dosadit do (8.1). Vyjde

9w 0Ty } -
6 Ba, tfi-0b
- _g_. ?)'Ck + )( - ‘6" = O
0 T, 17O
(8.3)
Podle (6.1C) Jje @o/g = dl [dV, . Oznadime-1i
'. ) @ ay
fo; "f? 0 Jioave (8.4)
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objemovou s{lu vztaZenou k jednotce objemu v nedeformovaném té&lese,
z{ské pohybové rovnice (8.2) jednoduchy tvar

Ty,
ﬁf +')(03'"@0(’(;' =0 (8.5)

Chceme~1i prejit ke Kirchhoffovu (2. Piolovu) tenzoru, musime podle
rovnice (6.22) dosadit

D%y
- 2
”L,q. Skp 20, (8.6)
Budeme mit
0 —L() 0 (8.7)
m(g Vap +7£o{; ?o"'fj N

Sousttedime se nyn{ na vypoclet deformadni prdce, tj. prédce, kterou
vykondvajf za pohybu kontinua napéti. V linedrn{ teorii pruZnosti se do-
kazuje, Ze pro diferencidl hustoty deformadéni préce plati vzorec

A ¥ = Geoe + Gydey + 63 clgy +

+ 771\4 d?’w t Ty AYne + Tax Ay

(8.8)
V tenzorovém znacen{ budeme mit jednodude %)
x] — GL"}: 0(6‘;} (8:9)
Integraci (8.9) za predpokladu platnosti Hookeova zdkona vyjde
1 1 T
dd = %.6«;3' €y = 2 FrG1Te] = 1 L&) (G} (8.10)

%) Pamatujme, Ze Gﬁj = G}J a %e pro 4 # ¥ je gﬁ; = QE¢J
(¢, § =1,2, 3, resp. X, Yo, E ).
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Na prevé strang (8.10) jsme uvedli dvé formy maticového z&épisu. Jedna
vychéz{ ze &tvercovych matic (4.25) a (4.26), pridem¥ symbol "tr" zna-
mend stopu matice (trece), tj. soulet prvkd na hlavni diagondéle. Druhé
formae plati{ pro vektory (4.30) a (4.32)., V idedlné& pru¥ném télese se
nustota ¥ deformedn{ prdce méni v hustotu nw potencidlni deformadéni
energie (4.29). To v3ak nelze obecnd tvrdit. U téles s nelinedrni defor-
madni charakteristikou neplatf dokonce ani integrdl (8.10), plati pouze
diferencidln{ tvar (8.9). Abychom neprecovali s diferencidly, ale s de-
rivacemi, podélime ob¥ strany rovnice (8.9) diferencidlem &asu dt .
Na levé stréné dostaneme hustotu deformadniho vykonu, Na pravé strané
budeme moci rychlost zm&ny pom€rnych defdrmaci nahradit pfetvdrnou rych-
lost{ (7.4). Dostaneme

dap dd

V=7 = 2 =% V4

Vztah (8.11) bude platit i pro velké deformace, bude-1li G@' znadit
Cauchyho nap&iovy tenzor. '

Jak bude moZno vyjéd¥it hustotu deformadniho vykonu v materidlcevych
soutadnicich? Tenzor Qﬁg nahradime tenzorem SQ' pomoci prevedniho

vztahu (6.19). Bude nejprve

G < & D %
G 70 Bap 0, M (8.12)

a pak s pouZitim (6,10) vypolteme

: (Bal.—‘)
AVo dap Nog "1 74 ’
Vime v3ak, Ze podle (7.4) je
v, Qv
som 4 24 4 2K (8.14)
Vi 'L( i Ma')
a podle (5.29)
. _ Degpy _ 'Eopg _ L (Do Dy
“epg T DL - 0 B Te N 9ap ag’
10ve B, Oxe O (8.15)
AUEw ag * o %47



Snadno se dosazenim z rovnic (8.14) a (8.15) presvédéime, Ze

We Wy
s L. I e *
ap ’baar SP‘} ’v‘ﬂ - SM E’Gm VB 16

Plat{ tedy Jjednoduchy vzorec

ap g
0)0 = ‘&—O‘; = SP¢ EG’P@ (8.17)

Vykon P , ktery konajf za pohybu kontinua s velkymi deformacemi napéti,
je tedy '

P= \é S% ECCJ' adVy, = ‘;gq,g’\fba aV (8.,18)

Predposledni vyraz plati pro Lagrangelv, posledni pro Eulerdv popis po-
hybu kontinua.

Podle zékona o zachovédni energie se rychlost zmé&ny soudtu kinetické
a vnit¥ni energie rovnd soudtu vykonu vnéjdich sil a vykond danych pii-
vodem tepla, chemickymi zm&nemi, popf. rychlostmi zm&n elektromagnetické
a povrchové energie, Vykom vn&j8{ch povrchovych s8il lze prevést uZitim
Gaussovy v&ty na objemovy integrél (8.18).

Vratme se je3t® k rovnicim (8.11) a (8.17). Je-1li hustota deformad&-
niho vykonu v Lagrangeové popisu déna vyrazem (8,17), mEl by v Eulerovd
popisu platit analogicky vyraz

o
= Crne (8.19)
P-cye,,
a nikoli (8.11). Vztah (8.11) je v¥ak sprdvny, fyzik41ln& odivodn&ny,
takZe se mu mus{ piizplsobit i derivace Almansiho deformaéniho tenzoru.
Oznad¢ili jsme ji krcuZkem a budeme ji f{kat konvektivni derivace /6/.
Mus{ byt defincvédna tak, aby platilo

0
UkdZeme, Ze predpis
J S EA" _(_b_’l_rE_ +E ._____fbvk
Ay D¢ e Ay - Ak Dy (8.21)
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tento poZadavek splnuje. Aplikac{ operdtoru (7.8) na vzorec (5.30)
dostaneme

DQ;\(’R' I D ('Baz rbag ) -
bt - 7 Dt e rb)(a

D D (7a P, D 9a
:_%I'& Db (‘bx;% fbx!; De(ﬁ)kﬁ-ﬂj

- %[(baz ?_@5 Ay Ya. Y, v, ]

Dy ¥ ’OxJ- + WG e Do (8.22)
Je totiZ napl.
D ;% ) 9 (oF,
o () (et )56 ) -
) V05 (()Cis,‘ (01)”1 70..;
- e —— -{— -~
’axP(% Ve @Xu) Wp OXe (8.23)
Se gzretelem k¥ (7.11) odpadne predposledni &len, takZe
LA 2@_1) - = 9w Jac (8.24)
Dt (Wp xp 0Xe

Tento vztah jsme pouZili k dpravé materidlové derivace v rovnici (8.22).

Vyraz (8.22) dosadime do (8.21) a po upravé s pouitim (8.14) dostaneme
(8.2C).

Pro jednorozmérnou deformaci bude podle (5.19) a (5.20) platit, Ze

DEM},&’L £ 5:1%, 21_)'1_,_{_
bt FARN (D W 7

(8.25)

tak¥e podle (8.21) vyjde
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o bLL g 0 0
= R + — =
A% 23 L L g Z Lr ¥

®

U e e a4
Tl L + L ~ Aol | = 7 =%
e b ob) =y (8.26)

shodné& s tvrzenim (8.20).

9. GECMETRICKY NELINEARNT ULOHY

Pokud jsou pom&rné deformace i votace malé, splyvajf Almansiho
i Greentv deformadnf tenzor 8 Cauchyho infinitezimdlnim deformaénim ten-
zorem a také obe Pioclovy napélové tenzory prejdou v Cauchyho tenzor
"gkuteénych” napéti. Zabyvejme se nynf{ pripadem, kdy pom&rné deformace
budou velmi malé, ale rotace velké. Takovy pfipad je charekteristicky
pro gemetricky nelinedrni udlohy.

Predstavme si malou ¢&st kontinua v pevnych materidlovych souadni-
cich Q¢ , kterd je podrobena jako tuhy celek néjaké rotaci, nikoli
nutn® malé, popsené ortogondlni matic{. [R] . Matice [R7] popisuje,
jak se zm&ni v soustavé souradnic Ay , Gi. , Qs 8loZky néjakého
vektoru, bude~li tento vektor rotovat. Uréity nekonedné maly vektor ag
o slozkéch da¢ prejde do polohy dA* o sloikéch daf , pridems

{da*l = [RI{aa} (9.1)

Zvolili jsme nekonedné& maly vektor, protoZe chceme vy3etfovat pom%gpé
deformace. Délky ptvodn{ho i oto¥eného vektoru jsou stejné, tj. |dA| =
= \5?*\ . Zvolme nyni soufadnicovy systém §, , EL , 53 , ktery bude
rotovat zdroven s hmotnym elementem. Otodeny vektor aal v ndm bude mit
sloZky Cigf' = dag . Nyn{ podrobime uvaZovanou C4st kontinua malé de-
formaci, takZe vektor OTK‘*" prejde do vektoru a'ﬁ . Pi8me

— — e o sl
AB = AR + dg = AA* & dut (9.2)
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— —
Posuv dw* bude relativné& velmi maly, ale posuv du  relativng velky.

Pro rovinny pripad je tato deformace znédzornéna na obr. 21.

ay
Obr. 21
Rozd{l &tvercd délek obou vektord je
ldB|* - {ah** = 2egf d el dgj (9.3)
resp.
|dB "~ |dA|* = Leg, dagday (9.4)

Oba vyrazy se v3ak musi sob& rovnet, nebof pouhym otodenim se délka uselky

a nezménila., Kromé toho lze tenszor Eéﬁ- nehradit infinitezimédlnim
tenzorem Eé' , protoZe parcidlni derivace Lbihffﬁéjt jsou velmi
malé ( (@(Léjrba? [ vdek nikoli!). Bude tedy

£, n o * * * (9.5)
6 dacctaa. €y A8 cLEy
AvSak Ci%f' = day pro ¢ =1, 2, 3, tak¥e nakonec
_ et (9.6)
EGQ = Eq

To znamend, Ze pri velkych rotacich a malych pomérnych deformacich se
Greentv deformadni tenzer rovnd infinitezimdlnimu deformadnimu tenzoru

vztazenému k souladnicovym osdm, jeZ rotuji spolu s elementem Xontinua.

Toto tvrzeni plat{ i tehdy, posuneme-1li element jako tuhy celek,
nebot posuv C¢ = Q¢ - Qy je konstantni a po diferenciaci se ne-
uplatnt ( dcy = 0, tedy Ao = da} ).
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Nyni zopakujeme dvahu, kterou jsme uZ v ponékud jiném poirddku
uvedli ne konci 6. kapitoly. Mstice [F]deformminich gradientd QX;/BQj =
= a.*/)a, se podle rovnice (9.1) shoduje s dfive definova-
nou matic{ rotace [Qj . Kirchhofftv tenzor LS] 1ze proto s pouzi-
tim (6.20) vypoditat z Cauchyho tenzoru 1G] , vztazeného k nepcotodenym

osém,z rovnice

T8 = TR I61TRY = [RIT&1IR] (9.7)

Pripomenme, %e pifi rotaci hmotného elementu maji af vyznam prostoro-
vych souradnic (nejsou svdzény s materidlovym bodem).

Vztdhneme-1i Cauchyho napé&tovy tenzor k otolenym osém soufadnic, bude mit

slozky [& ], Podle (6.29) plati mezi t&mito sloZkami trensformace %)
T
-[.G] = [R] LG&BIR-] (9.8)
Dosad{me-1i (9.8) do (9.7), dostaneme
T T -
[¢7=1RIIRY [6*I[RIIRY = T6™]) (9.9)

Plat{ tedy véta: jsou-li pomérné deformace malé (a rotace velké), rovnaji
se slozky Kirchhoffova (2. Piolova) nap&tového tenzoru sloXkdém Cauchyho
tenzoru vztafenym k soutadnicovym osém, je? rotujf zdroven s materidlovym

elementem,

Mezi Cauchyho nap&tovym tenzorem a infinitezimdélnim deformadnim
tenzorem plat{ velmi pribliZné Hookelv zékon

Cq = Ege € (9.10)

nebot jde o velmi malé pom&rné deformace. Podle rovnic (9.6) a (9.9) mi-
Zeme usoudit, Ze stejny tenzor E{ékc elastickych moduld vstoupi i do
vztahu mezi 2. Piolovym a Greenovym tenzorem

Sii = Bejee Eque (9.11)

Qﬁ‘ = jkhl ggﬁ_ ® = 3%3; Baﬁ G,x
p % P 2a, ’Da7, P¢
takZe do (6.29) dosadime [A] = [FJ = [R]
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To v8ak plati jen pro piipad malych pomé&rnych deformaci, pridemZ posuvy
a rotace mohou byt velké.

Jde-1i o deformadni variantu metody konednych prvkd, jsou posuvy
L (aé‘t) aproximovény vztahem

1%
U (C(,a-"c) = kz:{ Ao (aa-) qk({;) (9.12)

v ném% Atk jsou bédzové funkce a QL zobecnéné posuvy, M je polet
stupnd volnosti matematického modelu. Pro Greendv deforma&ni tenzor
(5.11) potom dostaneme vyraz

mn
T4, A
&y 1 ik ik
EG‘.«}' - g{.z( ’ba,- * ’Da")qk+

SR Ay, Ay
§ > 4 1%k, Ok
' b=t k= gr:c - o 9 tefe

(9.13)

Ve smyslu vykladu ve 4. kapitole budeme sloZky EG{' povaZovat za sou-
radnice bodu v 8Sestirozmérném prostoru a sestavime Je do vektoru

fg,} = (1B 1+ 1 T8y Dig} (9.14)

Matice IBﬂ]odpovidé linedrn{ ¥4sti pravé strany (9.13), kde¥to matice
[By. 1 nelinedrni Z4sti. ProtoZe vyraz [BNLil{qfk je kvadratickou for-
mou zobecn&nych posuvl Gy [érovnej g3 poslednim &lenem rovnice (9.13)] ,
dostaneme diferenccvénim (9.14) vztah

fdeg} = (0B 1418, 1) {dg) = TB1{dg} (9.15)

Budeme nyni predpoklédat, Ze zatfZen{ je statické, tj. Ze vektor i<}(@3
se m&n{ velmi pomalu nebo se nemé&ni vibec. Vektor zobecnénych vné&jdich
8il oznadéime {g} « 2 podminky, Ze virtudlni préce téchto sil se musit

rovnat virtudlnimu pr{rdstku deformadni energie, dostaneme *)

(814 = (15¢, 1 LS) ot - {5 (10T Es1tV (5.16)

Vo

%) Podle predpokladu (jde o idedln& pruZné kontinuum s velmi malymi pom&rny-
mi deformacemi. Setrvadné s{ly se pii statickém zat{Zeni neuplatnuji.
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ProtoZe variace { 5@} je libovolné, musi platit tato podminka rovnové-
hy mezi vn&j8imi a vnit¥nimi silami

{¢} < KIB]T{S}dVO (9.17)

Vo

V prirdstkovém tvaru bude
agy - {187 {ais} o + §Taml" -
fagy = VIRT {ds) Vo + STaBl {8} dVo (9.18)
Vo Yo

Nyni dosadime podle (9.15) a (9.11)

(81 = I8+ B, ] (9.19)

{1 = TeET (e (9.20)

a dostaneme

-~

S rfk‘. BL} ‘-3r [ BNL.:IT) [E 1 ( IBL'E + [ BNl’lj G'-;.l‘./‘(, {ki(f)} =

il

(TR {astdv

‘Jo VO
= VR fd
(K.Y t,kbj) L @} (9.21)
Ze srovndni je patrné, Ze
% ( TT‘ b i e | f
( Tkel = JUBT TEITBT ave (9.22)
X Uy .
znali matici tuhosti znémou z rFeden{ linedrnich dloh a
g T ; S
TRyT = J(UB T TETIRD + UBIIEIIB,] +
VU
(B VIETLIBR,T)AY, (9.23)

predstavuje matici pro velké deformace.

Zvlé8tni pozornost zasluhuje avuhy ¢len v rovnici (9.18). Rozepfie~
me-1li integrand ve sloXkdch, bude

: T gL 5 (LR )
d,; . = P S R <) d
R i T M N~ (: 5 e i) e (9.24)
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Vidime, Ze

§ [ael {SY1aV = LKs1{dg]} (9.25)

kde Esésl znad{ matici poddteéni napjatosti (initiel stress stiffness
metrix), kterd zdvis{i na aktudlni velikosti napé&tf{ a mé prvky

6
Ko = § 0 622 ay
L= 4 0 6
54 vy L= E'th (9.26)
Pritom ng = By * B podle (9.19), Celkem budeme mit tuto zdklad-
ni rovnici pro geometricky nelinedrn{ dlohy (v pfirtstkovém tveru)
( 4.1 -
(0w + Tyl [\ésﬂiaqj = {df) (9.27)
Soufet matic v oblé zdvorce predstavuje telnou matieci tuhosti
(8
i . ] ) {41
U‘(e;\ =Lk I+ LKy T+TkT = Wﬁ; (9.28)
PPi vzpdru je na hranici elastické stability LKyl = [0 a matice

[¥¢1 obsahuje pouze membrénovd napdti, ztoto¥ni se tedy s geometrickou
matict [ Kgl . PFi pokritickych deformacich se v3ak budou matice [ ¥7]
a Iﬁi@l ligit. Ponechéni této geometrické matice ve vypodtu velkych
orufnych deformac{ (misto matice E‘K51 ) vede proto k nepPesnostem
a zhoriuje konvergenci,

r

Cheeme~11 se vyhnout sestavovdni metice E KD] pro velké deformace
a pPitom zachovat jednoduchost Lagrangeovy formulace, pPi niZ se vychézi
z pocatedni{, a tedy pledem zndmé geometrické konfigurace, mlZeme r'edit
dlohu po krocich a vyuZit ekvivalence vztahd (9.10) a (9.11). JestliZe
jome vyre3ili geometrickou konfiguraci '[@(ﬁ)} v dase % ;, budeme se

snazit v dal&im kroku urdit konfiguraci
{q[tm&)} < 1g®1 + {ag )} (9.29)

Za tim udclelem zavedeme lokdln{ souradnice EC ; které budou rotovat
gpolu 8 elementem. Posuvy (Lf’ budou proto vzhledem k¥ této souPadnicové
scustav® velmi malé. To znamend, Ze v lokdlnich souradnicich odpadne ma-
tice pro velké deformace [ij « Nepljde~1li o okol{ meze elastické sta-
bility, bude moZno vynechat i matici [Kg] , takZe k urdcen{ prirdstku
postadi linedrni matice tuhosti L[ ¥.7 . Bude
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{ag*) = T 71" { a4} (9.30)

Na obr. 22 je naznalen postup hledéni geometricky nelinedrni de-
formace konedného elementu elastického prutu v roviné s globdlnimi sou-

LAGRANGEOVA METODA
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VCELKU PO KROCICH

Obr. 22

radnicemi ¥, , X2 . V levé &4sti obrdzku je Uloha re3ena v Lagrangeovd
formulaci vcelku. Kazdd4 geometrickdé konfigurace se vztahuje vidy k tymZ
soufadnicim &, , Q2 . Telnd matice tuhosti zévisi na posuvech a je d4-
na rovnic{ (9.28). Prirdstky zobecn&nych souradnic se po¢itaji z lineari-
zované soustavy (9.27) ve tvaru

{ag} % T, 1" {2} (9.31)

Aplikujeme-1li Lagrangeovu metodu po krocich, zvolime v kaZdém kroku no-

vou soustavu souradnic g‘, EL a priristky posuvli pod{itéme vzhledem

k této aktudlni lokélnf soustavd podle vztahu (9.30). Matice [K_ 7] se

pfitom neméni. Pr{irdstky {AC@*} pak transformujeme do soufadnic @, ,
G, , resp. X4 , Xq ; bude

{aq) =171 {ag") (9.32)

kde 7] je prislu3nd transformelni{ matice.
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Kdy% jsme takto vypoditali - kterymkoli z obou zpisobd - pfirdstky
posuvi {At%}, dostaneme z rovnice (9.29) posuvy {(%(é%-&é)} . Tyto
hodnoty jsou v3ak jen pribliZné, nebot nepoditéme s diferencidly, ale
s konednymi prirGstky. Nebude proto obecnd presnd spln&na podminka (9.17);
zbude rezidudln{ vektor nerovnovéZnych sil

{21 = 1§} - SIB]T{S} AVo (9.33)

Vo

S jeho pomoci bychom mohli - pokud by to bylo Zdéddouci ~ vypo&itat opravu

{0} = Ty, 1"{xY (9.34)

a pridist k vektoru {Q}.

Vychdzime~1i z Lagrangeovy metody po krocich, miZeme ziskat te&nou
matici [ ¥;J nepf{mo trensformaci matice Lk,]1 napt. v Case ¢
k souradnicovym osém gf , %: . Vypodet opravy podle (9.34) miZeme
podle potfeby opakovat, aZ je norma vektoru oprav dostatelné mal4.

Na3e Uvahy se a% dosud vztahovaly k jednomu konednému prvku (obr. 22).
Predpokléddme, Ze zplsob sestaveni globdlnich matic tuhosti je uZivateldm
metody konelnych prvkd zndm. Globdlni matici [lCLj , platnou pro celou
soustavu koneénych prvkd, ziskéme nadtenim lokdlnich matic, které vypodte-
me k lokdlnim souradnicim a pak transformujeme do globdlni soustavy sou-
fadnic. Pri Lagrangeov® metod& po krocich jsou lokdlni souradnice jiné
nejen pro kazdy prvek, ale i pro kady krok. Globdlnf matice LY 7 pak
zastupuje teénou matici tlibl , platnou pro celou konstrukci.

10. VELKE ELASTICKOPLASTICKE DEFORMACE

V teorii plasticity se zpravidla re3i dlohy za predpokladu, Ze de-
formace jsou velmi malé nebo Ze jde o ustélené plastické tedeni. Napt.
se re3{ plastické deformace v okol{f vrubu, prfidem? mimo toto okoli jsou
deformace elastické. Jako pir{klad staciondrniho procesu plastického te-
¢eni materidlu uvedeme védlcovdni plechd. Poznemenejme, e i teorie mez-
nich stavd, kteréd vychdzi z predstavy tuhoplastického materidlu, nepred-
poklédd aZ? do meznftho stavu ¥4dné deformace; pak se ndhle vyvinou plastic-
ké klouby a konstrukce se zhrout{. Tyto ponékud n#silné predpoklady zpd-
sobuji{, %e se piredpovdd podle teorie meznich stavl &asto 1i¥{ od experi-
mentdlnd zjiSténych meznich zatiZeni, 2zvld3té u desek.
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Zabyve jme se nyni pripadem velkych elastickoplastickych deformaci.
Na obr. 23 je soustava t¥{ prutd, kterd je za phsoben{i sily F  podro-

Obr. 23

bena velké elastické deformaci (EP). Po odlehdenf se doln{ kloub o n&co
zvedne, pPilem? v konstrukeci zlstene zbytkové vlastni{ pnutf{. Chceme~1i
odd&lit elastické deformace (E) od plastickjych (P), musime deln{i kloub
demontovat a vlastni{ pnut{ zru3it. Ponechéme-~1li obs bolni pruty spojené,
posune se jejich kloub o n&co nazpét, kdeZto uvoln®né oko prostiedniho
prutu o n&co pcklesne. To znamend, Ze plastické deformace, které v pru-
tech zUstaly, nejsou kompatibilni, pruty nelze bez urcité ndsilné defor-~
mace znovu 8pojit. Predpokldddéme totiZ, %e oke a ¢ep jsou bez vile.

Néco podobného se déje 1 v kontinuu, jak Jje naznadeno na obr. 24,

Cbr. 24
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Bedy v nezetffenédm kontinuu maji soufadnice @¢ . Po elastoplastické de-
formaci prejdou do polohy ¥4 . Nyn{ si predstavime, %e jsme v kontinuu
zrudili nekonedné mnoha my8lenymi Pfezy viechne napéti. Bod o souradni-
cich ¥¢ t{m prejde do bodu o souladnicich §¢ (L = 1, 2, 3).

Elastickoplastickd delormace je popgdna sSpoJitym zobrazenim

Ve = Yo lag, &) (10.1)
Zcbrazeni
= . (10.2,
E¢ gé(ﬂw%> )
bude proti tomu obecn® nespojité. Kdyby bylo spojité, platilo by pravidlio
o derivacich sloZenych funkci

Ve Vg Ogu Sl
bo; T g, a4 102

i

$ili podle (5.23) a (5.24)

#

YFI *[Fe-ligp} (10.4)

Index "e" znamend elastickou, index "p" plastickou ¢dst matice deformadé-
nich gradientd. Je-~1i zobrazeni (10.2) nespojité, predstavuj{ matice
LR, I_F%1 deformadni gradienty lokdlnfho linedrniho zobrazeni neko-
neéné malych elementd, v nich? uvaZujeme pouze homogenni stav napjatosti
a deformace, na nich? zdvisi konstitutivni rovnice. Tyto stavy pak nejsou
ovlivndny nespojitosti, zobrazeni (10.2), tak%e i tehdy ml%eme vychdzet

z multiplikativniho pravidla (10.4). Podrobnosti najdeme v 1it. /7/.

Podrobime~1i (10.4) dasové derivaci, bude
IF] = [RITRIT + [RITF] (10.5)

Jsou-1i deformace velmi malé, jsou matice deformadnich gradientd velmi
pribliZné jednotkové, V tom pPipadé bude

[F1 =TFRl+Fl (10.6)

Cdtud pak dostaneme znédmé aditivni pravidlo

. . . 10.
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pro superpozici malych elastickych a plastickych deformaci. K odvozen{
rovnice (1C.7) z rovnice (10.6) Jjsme vyuZili poznatek, Ze pro infinitezi-~
méln{ deformadni tenzor plati podle (5.3), (5.12), (5.23) a (5.25) vztah

Tel =+ (IFI+TFIT)-C17 (10.8)

11. NUMERICKE RESENT SOUSTAV NELINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Metoda konelnych prvkd vede ve statice k soustavé algebraickych
rovnic pro zobecn&né posuvy @ﬂ v maticovém tvaru

KCL ={ (11.1)

Zde & je vektor zobecnénych sil a K matice tuhosti. Pro jednodu-
chost zdpisu jiZ nebudeme - pokud se nerozhodneme jinak - v dal8im textu
vyznadovat matice a vektory (sloupcové matice) ani zdvorkemi, ani jinak.

Nenf-1i matice K konstantni, nen{ ani soustava (11.1) linedrni.
Mohli bychom to zdlraznit zépisem

K(q)q =f{ (11.2)
Sednd matice tuhosti \4(@) nékdy zdvis{ i na deformaéni rychlosti, tj.

na q, . To v3ak nebudeme nyni uvaZovat, omezime se jen na algebraické

rovnice., Nelinedrni soustavu (11.2) lze obecn® fe3it jenom iteracemi.

11.1., Metoda postupnych aproximaci (primych iteraci)

Rovnici (11.2) upravime do tvaru

q = l(“(q,)g (11.3)

a zahdjime iteradni proces predpisem %)

QPW" ()¢ (11.4)

*¥) Porad{ iterace vyznalujeme vpravo hornim indexem.,
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Je-1li tento proces konvergentni, psk pro k — o0 dostaneme v limitd
sprédvné redeni %* . Prakticky se spokojime s pribliZnym Fe3enim, tj.
zastavime iteradn{ proces v okamZiku, kdy zména vektoru q, mezi dvéma
poslednimi iteracemi Jje v normé dostatedné mald. Nevyhodou tohoto postu-
pu je, Ze konvergence procesu fasto zédvisi na vhodném odhadu nulté apro-
ximace C}O a e méme v kaZdém iteradnim kroku jinou matici tuhosti.

Postup reSen{ znédzornime na obr. 25 pro pifipad, Z%e jde Jjen o jednu

, K(a)q

% P
o (5 |
arctg Kiq" o
| I
o 1 2 3 k
= 0 %
q g <q
q
|
: Y
i
- %
o
| | |
. S S
1
i 0 1 2 3 k
0
q q q0>q*
Obr. 25

proménnou, takZe matice a vektory v rovnici (11.4) budou typu €1, 1) ,
tj. skaldry. Obr. 25 nahofe plati pro p¥fpad, Z%e funkce (11.2) je konvexni
a odhad qf _Jje men3{ neZ sprévné redeni q* . V doln{i &4sti obrdzku je
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zndzornén ty#% pripad, ale odhad QP

{

a4 q

Cbr. 26

je vetdf nex g

. Na obr. 26

A_»

L
—

/ \//I \

T S—
RO

(F9)]

=

je pak zndzorndn ty% postup pro konkédvn{ funkeci (11.2). Rozd{il je v tom,

e na obr. 25 konverguj{ hodnoty %F

monoténné, kdefto na obr. 26 osci~

luji kolem sprdvné hodnoty, konverguji k ni v3ak rovn&Z. Co plati{ pro
jednu proménnou, nemusi byt pravda pro mnoho prom&nnych, U soustav s mno-
ha stupni volnosti se stdvd, Ze misto olekdvanych oscilaci kolem spravné-
ho feden{ ztrati proces stabilitu a zalne divergovat. Tato numerickd ne-
stabilita byvd zplsobena vazbou mezi Jjednotlivymi stupni volnosti (pédso-
vost{ matice tuhosti). Metoda Jje velmi Jjednoduché, ale jeji{ konvergenci

¢asto nelze predem zarudit ani predvidat.
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11.2. Newtonova-Raphsonova metoda

Li3{-1i se redeni q, b8hem iteraci od sprdvného redeni qﬁ‘ rovni-
ce (11.2), nemiZe byt rovnice (11.2) presn& splnéna. Po dosazen{ piibli-
ného Predeni q, do této rovnice zustane nenulové zbytkovd sila

2 = \{(q{)q\{ . (11.5)

Tato nevyvdZend sila je ziejmé& funkci q_ . Po lk -té iteraci bude presné
redeni déno vyrazem

% L 3

k
Prirdstek &4  v¥ak dosud neznéme. Vyraz (11.6) dosadime do (11.5)
a rozvinemg v Taylorovu radu kolem C}k

2(g% = 2 (g9 + o \ Aq,k‘f o= 0 (11.7)
%QT q’qk °

Zanedbdme-1i malé velidiny vy33iho neZ prvniho ¥d4du, co? miZeme, bude-li
i\ ﬁcik“ &4 |, zbude linedrnf soustava slgebraickych rovnic pro opravy
Aq,k ve tvaru

1(g") & %k --z (g% (11.8)
Vyraz
0
1(q) = %T“ (11.9)

ptedstavuje Jacobiho matici. Nap¥. pro tPi stupn€ volnosti bychom roze-
pgénim (11.9) dostali

V2104 8/, V24/0g,

1(q)= V200 9209, 92/7 (11.10)
ﬂrf)lg/@q1 023/96}2 (DZJ/'D@\;

Ctendr jiste pochopil, #%e hornfim indexem 4 vyznacujeme iteraci a nikoli
snad mocninu. Typicky &len Jakobiho matice 'Jﬁqk) je
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k 02y
- Ma) i

i L) k ;
4;3- AT (11.11)

Zde M je PAd Jacobihe matice. Pogsledni &len v rovnici (11,11) Je
obecn® nesvymetricky v indexech 4 . j . Vynechdme~li jej, dostanene
misto (11.8) :

I((ar") Aq" £ -z(g9 (11.12)

a po dosazeni z rovnice (11.6)

K(g9)(g*-4") 2 ~32(gY --K(g gt +# (11.13)
Cdtud dostaneme

(%z) 0],* g{_ (11.14)

Rovnice neplat{ piesn&, takZe jejim re3enim nedostaneme q. , ale q,
s ¢ £ 4+ 1)-n{ iteraci. Bude tedy

ar\m - K"W‘H {11.15}

To je v3ak rovnice (11.4). Vynechénim nepohodlného druhého &lenu na pravé
strané (11.11) prejde Newtonova-Raphsonova metoda v metodu postupnych
aproximac{ z odst. 11l.1.

Zdstaneme u metody Newtonov&-Raphsonovy, Z rovnice (11.8) vypodteme
epravu

2G5 = - 37(q 2 (g" (11.16)

a z rovnice (11.6) dostaneme novou, zpresndnou hodnotu

\z44 (11:1
4 4 - Qk " Aq,k 7)
. L 12 ( k+1)
S touto hodnotou vypoditdme Jacobiho matici J = Jd @- , vektor
zbytkevych 8il 2 ((Lbﬂ) a z rovnice (11.16) novou opravu L\q,kM .
Pak uz bude G %% = g +8g" atd., az bude N2ZU<CE (¢ je

zvolené malé &i{slo). Tehdy by m&lo byt také Il AQ,H zanedbatelné., Je-1i
tomu tak, iterace kond{.

Postup vypoltu demonsirujeme na obr. 27 pre Jjednu prom&nnou. Funkce
l<(@)‘} Je zde konvexni. Na.obr. 28 je tyZ postup, avSak pro konkdvni

R
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Cbr. 27

funkci. Newtoncva-Raphsonova metoda konverguje obvykle rychleji a Jje
stabilnéj3{ ne? metoda primych iteraci{ z odst. 11.1.
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Obr. 28

11.3. Metoda teéné matice

U materigld, JjeJjichZ odezva na dané neméhéni zdvis{ také na historii
zat&%ovani, je titeba rovnici (11.2) re3it pro odstupnované zatfZen{.
Tehdy bude v prvnim pribl{%eni
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WK(g)ag + aK(g)q = af (11.18)

Rezensénim do sloZek destaneme

m

%
Z 3@; CpMA% Af¢ (11.19)

=
gili
K pG = A (11.20)

Levd strana rovnice (11.19) vznikle diferencovdnim 1 -tého Péddku vektoru

{K(qu .,li‘ tj. vyrazu %:L{VJ q} . Matice
K’e ) H“J’ v %%—P‘ q ] (11.21)

je telnd matice tuhosti. Hranatd zdvorka znamend, Ze prvky uvnit¥ zdvorky
jsou sestaveny do &tvercové matice (index ¢ vyznaluje rédek, index b
sloupec matice). Vynechdéme-1i v rovnici (11.21) na pravé strané druhy
len, dostaneme sednou matici tuhosti ki(@) Erovnej g rovnict (11.22],
Srovnénim (11.21) s (11.11) zjidtujeme, Ze tednd matice (11.21) je totoZnd
s Jacobiho matici (11.9). Itera®ni{ proces Jje tedy obdobny procesu popsa-
nému v odst. 11.2,

Vyznam tedné, popi. seéné matice jsme ji% dif{ve objasnili v souvis-
losti 8 obr. 16. Maji~li zobecn&né s{ly potencidl, tj. existuje~1li
funkce U zobecnénych posuvli takové, Ze {5 = WL)/ﬁqd , Je tecnd
matice vZdy symetrickd; selnd matice v3ak takovd byt nemusi.

11.4. Metoda poldtedni tuhosti

A% dosud jsme musili v kaZdém iteradénim kroku znovu redit celou
soustavu rovnic, tj. vypo&ftat bud se&nou nebo te&nou matici tuhosti
a uskute&nit Jjej{ faktorizaci, coZ jsou ndro&né poletni operace. Tomu se
l1ze vyhnout, nshradime-1li matici tuhosti v kaZdé iteraci jeji poddtedni
hednotou, tedy matici vypoétenou z nulté aproximace qv . Misto rovnice
(11.16) dostaneme

A@k - - ]’1(@") z (g%) (11.22)
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V t4to rovnici lze Jakobiho matici J popripadd nashradit sednou mati-
ci k((q) , takZe pak

Aq,k= _M”(q(o)z(%k) (11.23)

Rovnici (11.23) mOGZ%eme porovnat s rovnici (11.12).

Naznadenym zplsobem se ve v3ech itera®nich krocich kromé prvniho
uBeti vypodet i faktorizace matic tuhosti, ale zpomal{ se konvergence,
tak¥e je nutny vét3{ pofet iteradnfch kroki. Casto je vhodné kombinovat
oba postupy, tj. po urditém poltu iteraci vypoditat novou matici tuhosti.

Postup vypodtu pro jednu prom&nnou Jje ztejmy z obr. 29,

AKK(q)q

arctg K(qo)

F—————

0 2_3 -
q g qq q
Obr. 29
11.5. Metoda nejvét3fiho spddu
Soustavu nelinedrnich rovnic v implicitnim tvaru {6 (X1)¥1;~~) Xm)=Q
¢ =1, 2, ..., M, miZeme zapsat jako jedinou rovnici
m
A
g(‘)() = Z ‘S\, (X{)X’L| SR Xm) = O (11,24)
L=1
Je to skaeldrni funkce ; vektoru X = [ Wy Xy --s XM,]T . Redit po-

vodn{ soustavu rovnic znamend toté%, jako nalézt minimum funkce 2 = f(x) .
Toto minimum je zPejm& nula. V jiném, obécn&jd{m pfipad& to nula nemus{i byt.
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K minimalizaci funkce % = {(x) lze pouZf{t metody pondkud odli¥%né
od dosud probiranych. Funkeci 2 = {(x) si lze zndzornit v (M + 1)roz-
mérném prostoru jako plochu. Pro M = 2 je plocha zobrazena na obr. 30.

X1
Obr. 30
Diferenciac{ rovnice t = &(Y) dostaneme
2 a4 2%
ki B L dy bt -dz =0 (11.25)
oy oy + v 1+ T X g,

Levou stranu této rovnice 8i lze predstavit jako skaldrni soudin dvou

vektorl, a to vektoru

Y '-UE) () (m) (-0 1 (11.26)
a vektoru Eﬁ: , leZictho v te&né roviné
C_(I: - IG{AQ Adx, - d,)(w de ]T (11.27)
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Je to diferencidlni vektorovy prirtstek polohového vektoru Eﬁ; . Jde
vskutku o vektor v te¥né rovin&, neboi body o souradnicich ( X¢ + dx¢ |
Z + clz ) také splnuji rovnici 2 = {(x) ; jsou tedy rovnd% na této
plode, av3ak v nekonelné blizkosti bodu P o souradnicich ( ¥ , 2% ).
T$i takové soumeznéd body, pokud nejsou kolinedrni, urduji teénou rovinu.
Priteom ¢ =1, 2, ..., M .

Zapileme-1li tedy rovnici (11.25) ve tvaru skalérniho soulinu

m.df -0 (11.28)
usoudime ihned, Ze vektor ! je vektor normily k plode 2 = {(x) v bo-

as P (obr. 30). V pram&tu do roviny 2 = O se tentc vektor jevi jako
norméla k vrstevnici ve sm&ru nejvét8iho néridstu funkéni hodnoty; normdls
k vrotevnici mé slodky f/0%; . Podle (11.26) totiZ dostaneme

— 2 2 ?
Vit = grad fta = Yﬁ% 70% TO‘%T (11.29)

—8a
Vektor V'f gradientu funkce f je v m -rozmérném prostoru, kdeZto

vektor p7v je v ( M + 1)rozmérném prostoru. Zménime-1li znaménko (a tedy
-
smysl vektoru), dosteneme vektor fL = - V {(x) ve sm&ru nejv&t3iho

spddu., Snadno nahlédneme, Ze vektor ZI Je primétem spddnice tecné ro-
viny v bod® P . Predstavuje-1li bod P (x“l;j na dané ploSe K -tou
aproximaci reSeni, bude zfejm& vyhodné postoupit z tohoto bodu pPi hledd-
n{ minima funkce  {(x) ve sméru nejvdtdiho spadu, tj. zvolit ( k + 1)nt
aproximaci

vl gk st - xk—o(V{:(xk) (11.30)

Zde X je dosud neznédmy parametr. Zvolime jej tak, aby funkce 2 = {(x)
nabyvala minima. Mus{ tedy byt

3)_2_ =0 (11.31)
Dok
RozepiSeme-1i funkeci ¢ = &(\XK~QL‘7¥) v Taylorovu radu kolem bodu

o soufmdnicich X® & zanedbéme-1i v této fad® &¢leny s tret{ a vysd3s{
mocninou X |, vyjde z podminky (11.31) vyraz
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Z (0f 1ox)"
of = — (11.32)
Z_a.‘ [ ((bL‘}/rDXL'DXJ)(Df /’Dw)(’()flﬁxa'ﬂ

Parciédlni derivace vyhodnocujeme v bodé& xk . (,3 =1, 2, coe, M.
Dostaneme novy bod o souiadnicich
k41 k
¥o= X -&V{:(Xt) (11.33)

a v tomto novém bodu miZeme vypolitat novy gradient, pak vyhledat dal3{
zpiresnény vektor xk+L atd. Nevyhcdou této metody Jje, Ze musfime poditat

prvni i druhé parcidlni derivace.

11.6. Metoda sdruZenych smérd

Je-1i plocha & = '{(1) dostateéné "rozumnéd", lze ji v kaZdém bodé&
nahradit oskuladéni plochou druhého stupn&, kterd ji v okol{ tohoto bodu
nahrad{. Je-1li tento bod v bl{zkosti minima, md tato kvadrika s danou
plochou minimum téméf spoledné. Zdé se proto, Ze nejrychleji povedou
k c{1i metody, které najdou minimum kvadratické funkce s nejmen3{im poétem
krokd. Uké?e se, Ze tento polet krokd se rovnd poltu proménnych ve vekto-
ru Y4 a jen vyjimedné& Jje men3{.

Nechi ms funkce {(%) celkem ™M proménngch, tj. ¥ =
Iy ¥, -+1 ¥m 1" , a nechi nabjvé minima v bod& f . V okol{ to-
hoto bodu ji rozvineme v Taylorovu Padu

F6) = F ) + L (x-)TA (x-R) 4 - (11.34)

ProtoZe Jjde o minimum, je matice A symetrickd a pozitivné definitni.
Zanedbdme-1i ¢leny tietiho a vy33iho rd4du, dostaneme rovnici oskulaéni
kvadriky v bod& 4

(0= $R) + 1 (x-R)TA (x-h) (11.35)
Jeji gradient je
¢
L) =V = a7 = A(x-h) (11.36)
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Je nulovy v bodd X = v , kde funkce $(x) nabyvé minima {(w) .

Oznafme R -tou iteraci v® a také
k . ¢ L
L k1 k
Z bodu Y postoupime do bodu X ve sméru P~ , takZe bude
VAR a ofp® (11.38)

k
+ Zde ol je dosud neurdeny parametr. Smér pk volime tentokrdt tak,
aby platilo

k41 )T‘Pk

(g

(11.39)

. k+1
Bude tedy kolmy na gradient funkce f(x) v novém bod& X A

Opekovanym pou%itim vzorce (11,38) dostaneme pro m =-tou iteraci
m-4
1 k., k
e oyt g Lo (11.40)
=g+t

pro vdechna 3 z intervalu O 53’ € m-1 . Z rovnice (11.36) pak
dostaneme, Ze

-

: bp Lk
q’w= %“U 2 o Ap (11.41)

k.—: 34‘1

Vektory v této rovnici transponujeme a zprava zndsobime vektorem P9 .
Prvni &len na pravé strand se bude vzhledem k (11.39) rovnat nule. Zbude

-1
T, 4 k T }
(g™ p? = ) (pY) A p? (11.42)
k=gt
0 { 2 m-1 .
Vektory P , p R P zvolime navzéjem sdrufené tak, aby

byly A -ortogondlni, tj. aby platilo

(’p'L)TA 135= 0 pro 1%} (11.43)

- 90 -



Potom

(@M)T 'PQ. = (11.44)

-1 . : - ;
ProtoZe vektory PO . p4 5 Gang pm nejsou linedrné zdavislé, tvoi{
vektorovou bdzi v M -rozmErném prostoru. Rovnice (11.44) pak miZe byt

splnéna jen tak, Ze
@m’= 0 (11.45)
Z rovnice (11.36) a (11.45) pak dostaneme
0 = A (X" 4)
¢ili

X" = v (11.46)

To tedy znamend, Ze se po M iteracich dostaneme do bodu minima. ﬁikéme,
?e metoda Jje kvadraticky konvergentini. Minima doséhneme po M krocich
nebo i dfive, nebudou-li ve zvlad8tnim pripadé vSechna ok riznd od nuly.

Vznikékptézka, jak miZ%e platit tento zdvé&r, kdyZ jsme dosud neurdili
hodnotu ™ v k -tém itera&nim kroku. Tato hodnota je vSak urdena pod-
minkou (11.39), kterd miZe byt splnéna jen pro ur&ité ot . Ozfejmi to

k
obr. 31, platny pro dv& prom&nné. Z bodu X postoupime do bodu xk*1 0

Obr. 31
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ktery musi byt na primce pk teénym bodem vrstevnice plochy & =

= §(x1‘¥1) . Na rozd{l od metody nejvé&t3iho spddu nepostoupime d4l ve
sméru zdporného gradientu “(%k+4 , 8le ve smdru sdruZeném k Pk R
tj. ve sméru pk“ . Ten n4s zavede rovnou do bodu minima (do st¥edu
elipsy). ProtoZe 3lo o kvadratickou plochu nad rovinou X; , X1 ,
dostali jsme presné Pred3eni pouze ve dvou krocich. To plati pro kterékoli
sdruzené sméry; je tedy Jjedno, jak prvni sm&r zvolime. Neni-li plocha

kvadratickd, Jje tPeba vice iteraénich krokd neZ m .

11.7. Metoda sdruZenych gradientl

SdruZené sméry vybereme tak, aby ‘smér P£+1 byl linedrni{ kombinaci
sm&rd PO , p1 y eeeea, P{ a gradientu %{*4 a aby byla pritom
zachovéna A -ortogonalita (11.43). Tento postup vede k jednoduchému
vysledku

D =~(5' y 5 pt (11.47)

kde
1%611 (11.48)

Podrobnosti obsahuje 1it. /8/ a /13/. Za prvni smdr se zvol{ zdporny
gradient, tj. PO = -w§°=-%.(x°) , kde X° je startovni bod.

. . . . k .
Zbyvé otézka, jak prakticky stanovit hodnotu O v rovnici (11.38).
Oznadme

2 (o) = §(x“+ O‘Pk) (11.49)

Tato funkce by m&la nebyvat pro nejvyhodnéjsf hodnotu o minima, tj.
mé€lo by byt

2

— =0

L ENG : (11.50)

To tedy znamend vyre3it rovnici
U W T T

AT O AR S Ak ax T gar 90 = 0 (11.51)
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¢ili
(6)7g (x“+atp) =0 (11.52)

Jedna z n€kolika moZnost{ je odhadnout velikost {(ﬁJ v rovnici
(11.35) a g poufitim (11.36) odtud vypolditat

(xk_mrq (k) = 2(£% § (&) (11.53)
To v8ak podle obr. 32 znamend, Ze

-~ (pk)T%k = (gL &(M) (11.54)

a odtud

§(h)-£°

b=y (11.55)

(,pk)*r% b

Obr. 32

Tato hodnota neni presnd, protoZe byla odvozena z odhadnutého minima
{(k}. Krom& toho bod, v némZ nastdvd minimum, zpravidla neleZi na
primce Pk (obr. 32). Hodnota oLt vychédz{ proto &asto v&t3{ ne¥ je
tfeba. Doporuduje se proto pouzit vzorec (11.55) Jjen tehdy, vyjde-li
e “'Pt” (euklidovskd norma vektoru pk ); Jjinak zvolit ot =
= llpk“ . Nyni{ se vypodtou funkéni hodnoty a prvni derivace podél piim-
ky Pt v bodech X“ , xk+<x3pk , xk+1quk ’ Xk+9dkpk atd., aZ se
podaf{ ohranidit minimum do intervalu (a,b> , vV némZ budeme znét
Ua) , Play , (&) , 2'(06) . Koncovymi body intervalu s danymi
funkénimi hodnotami a derivacemi precloZime kubickou parabolu (obr. 33),
kterd aproximuje skutelny prdbéh funkce ne tomto intervalu, a najdeme
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z'(a)v/\
z(b)
z(a)

[ ——— -

Obr. 33

Xk+1

zpiresnénou hodnotu % urédujici bod z intervalu (a, &> , pro

kterou nabyvé kubickd funkce minima. Vyjde

2 (4) +w-y
t =& - & - .
¢ 2 (6)- 2@+ 1w [e-a) s 29)
kde
2(a) -2 (&
i (j—a ) +2'(a) +2' (&) i

Podrobnosti obsahuje préce /9/, kde je v3ak pou?ito jiné oznadenf veli&in.
Naznafenym postupem se vyhneme vypo&tu druhych derivaci, které vstoupily
do vzorce (11.32). Jiné metoda je popséna v préci /10/.

Poznédmka. Existujf{ 1 jiné, velmi ddinné metody, které zde uZ nebudeme pro-
birat. Nap?. kvazinewtonské metody /14/, které obchdzeji{ nutnost opakovand
poditat a invertovat Jacobiho matici v rovnici (11.16), nebo feSeni sou-
stavy rovnic prvek po prvku /15/, vhodné pro metodu konednych prvki.

Ptehledovy &lének o numerickych metodach napsali C. HOSCHL a M. OKROUHLIK:
Numerical metods in mechanics of solids. Strojnicky casopis 48 (1997). Part I, 3, str. 145-161,
Part II, 4, str. 217-247.
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