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Uvod

Predlozeny soubor vznikl pii rozpracovavani algoritmu vhodnych pro
efektivni feseni practickych problému. Prace v ném obsazené vznikaly od
poloviny osmdesatych let v ramci vyzkumu, ktery jsem tehdy vedl v Hor-
nickém tdstavu CSAV v Ostravé s cilem rozpracovat efektivni algoritmy
pro feSeni rozsahlych prostorovych tlohy geomechaniky. Pozdéjsi prace byly
motivovany také snahou rozpracovat algoritmy, které by dokazaly vyuzit
moznosti modernich paralelnich pocitacu a které by byly pouzitelné pro
feseni dalsich praktickych tloh, zejména kontaktnich tloh a tloh kontaktni
tvarové optimalizace. Pozdéji se stal hlavnim cilem vyvoj kvalitativné novych
skalovatelnych algoritmu pro feseni varia¢nich nerovnic.

Do souboru bylo zatazeno 18 praci, z nichz 14 vyslo v recenzovanych
casopisech, 3 jsou v tisku v recenzovanych casopisech, a jedna vysla v re-
cenzovaném sborniku v nakladatelstni Birkhauser. Veskeré prace v souboru,
pokud jsem je nenapsal sdm, vychazeji z mé samostatné prace, dal jsem k je-
jich napsani rozhodujici podnét a napsal jsem je z vétsi ¢asti, coz je vyjadieno
tim, ze jsem uveden jako prvni autor. Vyjimku tvoii aplika¢ni parace s J.
Kruisem a K. Matousem, kde svuj podil specifikuji dale v textu. Muj podil
na praci lze vysledovat i ze seznamu literatury v téchto ¢lancich.

Ptedlozené prace jsou tématicky clenény do péti ¢ésti. V prvni casti
je jedina prace vénovanad vyuziti predpodminéni projektorem pro feseni
rozsahlych soustav linearnich rovnic. PTi psani prvni prace jsem se snazil
najit jednoduché zduvodnéni relativni uspésnosti ”kaskadového” itera¢niho
algoritmu s pocatecni redukei rezidua pomoci agregaci, ktery jsme od pocatku
osmdesatych let pouzivali v Hornickém tustavu. Do souboru je prace zarazena
pro jeji prekvapivou tlohu, kterou méla pti vyvoji FETT algoritmu.

Ve druhé casti je pét praci vénovanych kvadratickému programovani
s omezenim ve tvaru jednoduchych nerovnosti, rovnosti a kombinace
jednoduchych nerovnosti a rovnosti. Zabyvaji se jednak efektivni imple-
mentaci metody aktivnich mnozin, zejména vyuziti projektoru s efektivnim
urcenim presnosti feSeni pomocnych problému pti feSeni tloh s jednoduchymi
nerovnostmi, jednak presnosti feseni vnitini smycky u metody rozsitenych
Lagrangianu a dalsimi detaily implementace této metody, jako je efektivnosti
vyuzivani vétsich penalizaénich parametru. Prace jsou zalozeny na drobnych
pozorovanich a aplikacich spektralni teorie symetrickych matic. Prestoze se
jedna vesmeés o modifikaci dobfe znamych algoritmi, znamenaji tyto modi-
fikace ¢asto jejich mnohonasobné zrychleni a kvalitativni zlepseni. Prezento-
vana teorie je soucasné efektivnim voditkem k praktické implementaci algo-
ritmu.



Aplikace na feSeni kontaktnich wloh bez tfeni jsou popsany v pracich
tvoricich treti cast predlozeného souboru. Tyto prace jsou zalozeny, s
vyjimkou prvni préce, na dudlni (reciproké) formulaci kontaktnich tloh. I
kdyz zékladni teoretické vysledky tykajici se zejména aproximace kontaktnich
uloh v reciproké formulaci jsou u nas dobfe znamé [35], v predlozenych
pracech se ukazuje, ze dudlni formulaci 1ze vyuzit i pro vyvoj efektivnich
algoritmu s kvalitativné novymi konvergencnimi vlastnostmi. Dualni formu-
lace totiz vede na tulohy kvadratického programovani studované ve druhé
casti souboru s matici dualniho Schurova komplementu, o némz je znamo, ze
ma priznivé rozlozené spektrum. Plny vyznam tohoto pristupu vsak vynikne
teprve v kontextu metod rozlozeni oblasti zalozenych na dualité, znamych v
inzenyrské verejnosti jako FETI (Finite Element Tearing and Interconnect-
parcialnich diferencialnich rovnic.

Vysledkem jsou algoritmy, ktery jsou plné podlozeny teorii, dokazeou bez
problému fesit semikoercivni problémy diskretizované metodou koneénych i
hrani¢nich prvku, a pro které byla experimentélné (a nejnovéji i teoreticky)
dolozena vysoka efektivnost, véetné numerické a paralelni skalovatelnosti.

Do ctvrté casti byly zatazeny dvé prace zabyvajici se rozsitenim vyse
popsanych postupt na feseni loh s Coulombovskym tfenim.

Posledni ¢ést souboru je vénovana aplikacim. Zahrnuje dvé prace
vénované feseni tloh kontaktni tvarové optimalizace a paralelnimu algoritmu
pro modelovani laminovanych materidlu.

1 Piedpodminéni projektorem [4]

1.1 Sdruzené gradienty s predpodminénim projek-
torem

Préce [4] se zabyvé feSenim soustavy
Az =1 (1)

s Tidkou positivné definitni matici. Je v ni navrzeno predpodminéni matice
A pomoci konjungovaného projektoru ).

Algoritmus samotny sestava ze dvou kroku. Nejprve se definuje podpros-
tor U jako obor hodnot obdélnikové matice U a najde se projekce x° Feseni
(1) na U pomoci konjungovaného projektoru P na U. Korekce z¢ k pocitacni
aproximaci 2° se hledd pomoci metody sdruZenych gradienti aplikovanych k
rovnici



AQy =",

kde Q =1 — P ar® =b— Ax". Korektnost tohoto algoritmu vyplyva z toto,
7e ortogonalni komplement V k U je invariantni podprostor AQ, ™ € V a
konecéné z toho, ze restrikce AQ|V je regulérni, jak je v praci dokdzano.

Jelikoz v iteracich pusobi pouze AQ|V, lze odhadnout rychlost konver-
gence metody sdruzenych gradientu pomoci podminénosti restrikce AQ|V.
V praci je odvozena horni hranice ¢isla podminénosti x(AQ|V) pomoci tihlu
~v podrostoru AV a podprostoru, ktery je generovan vlastnimi vektory A
odpovidajicimi m nejmensim vlastnim vektorum matice A, pficemz m je
dimenze V. Konkrétné je dokazano, ze

K(AQIY) < A/ ((1 = ¥ ma1 +7°AD)2, (2)

kde A\; < Ag--- < A\, jsou vlastni ¢isla matice A.

Prace je doplnéna poznamkami o implementaci a numerickym experi-
mentem, ktery ukazuje, ze metoda muze byt i¢inna pro realistické problémy.

Jak se pozdéji ukazalo, podobné napady mél ve stejné dobé napt. P.
Nicolaides [40], ktery téz analyzoval nékteré specidlni pfipady. Obecny a ge-
ometricky ptistup této prace se uplatnil teprve pozdéji a v jiném kontextu nez
bylo puvodné zamysleno. Prace byla jednim ze zdroju inspirace pro zavedeni
pfedpodminovacii pouzivajicich ” pfirozenou hrubou sit” z jader matic tuhosti
pro FETI metody rozlozeni oblasti. Prace byla pomérné ¢asto citovana ve
zpravach a publikacich prof. Ch. Farhata a jeho spolupracovniki z Univer-
sity of Colorado v Boulderu napf. [32]. Praci jsem také vyuzil ke studiu
souvislosti mezi multigridovymi metodami a metodami rozlozeni oblasti [5],
spolecné s J. Malikem k ndvrhu algoritmu na propojeni hrani¢nich prvku s
koneénymi prvky [28] a k vyvoji nize popsaného algoritmu pro feseni kon-
taktnich problému [6].

2 Kvadratické programovani
2.1 Penalizace v kvadratickém programovani s rovnos-
tmi [11]
Préce [11] se zabyva optimalizaci kvadratického funkciondlu
q(x) = 327 (A + pCTC)x — bz,

s pozitivné definitni matici A a p > 0 metodou sdruzenych gradient.
Prace je motivovana snahou ptfekonat problémy, vznikajici pii implementaci
metody rozsitenych Lagrangianu s iterac¢nim feSsenim pomocnych problému.
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Zékladem préace je jednoduché lemma, které tvrdi, ze spektrum matice
A+ pCTC lze rozlozit do dvou intervalii, z nichZ jeden je omezen extremnimi
vlastnimi ¢isly matice A a druhy zavisi p. S pomoci klasickych vysledku O.
Axelssona se pak ukéaze, jak toto lemma vyuzit k efektivn{ minimalizaci ¢(z).
Hlavnim vysledkem clanku je tvrzeni, Ze pocet iteraci metody sdruzenych
gradientu, ktery je potfebny k minimalizaci ¢ s danou pfesnosti, lze omezit
nezavisle na p i na hodnosti matice C'. Prace vyuziva efektivni spektralni
¢islo podminénosti zavedené O. Axelssonem.

Prace je doplnéna numerickymi experimenty, které ukazuji, ze postup
popsany v clanku muze byt efektivni alternativou k predpodminéni matice
A + pOTC ve smyslu zmenseni ¢isla podminénosti. Experimenty potvrzuif,
ze velké cislo podminénosti matice soustavy nemusi byt prekazkou rychlé
konvergence metody sdruzenych gradientu.

2.2 Implementace metody rozsirenych Lagrangiant s
nepiresnym reSenim pomocnych tloh pro kvadrat-
ické programovani s omezenim ve tvaru rovnosti
[18]

Préace [18] se zabyva minimalizaci kvadratického funkcionalu

1
q(z) = ixTAa: — bz (3)

s pozitivné definitni matici na mnoziné
Q={reR":Cx=d} (4)

pomoci metody rozsitenych Lagrangianu s iteraénim fesenim tloh ve vnitini
smycce. Hlavnim cilem prace bylo najit efektivni uré¢ovani presnosti reseni
pomocnych tloh. Vychazeli jsme pfitom z klasickych vysledku o konvergenci
metody rozsitenych Lagrangianu s nepfesnym feSenim problému ve vnitini
smycce, které davaly odhad rychlosti konvergence obsahujici clen pro chyby
feSeni pomocnych 1loh.

Hlavnim vysledkem prace je dikaz tvrzeni, ze existuje p > 0 a M; > 0 tak,
7e je-li pfesnost minimalizace rozsifeného Lagrangianu L(x*, \¥, p,.) urcena
vztahem

I 7o L(z*, %, )| < M| C — d]|,

kde M > 0 je pfedem dany parametr algoritmu, pak pro Lagrangeuv multi-
plikdtor A fegeni problému a p* > p plati

bt



_ M, -
IA = Mg || < 7;||A—Ak||. (5)

To je odhad, ktery je v knize Bertsekase [2] dokdzan jen pro piesné reseni
pomocnych problémi. Je dokdzdna i omezenost penalizaéniho parametru p*.

Numericky experiment potvrzuje efektivnost algoritmu. Ma-li matice C
ortonormadlni fadky, je k nalezeni feseni obvykle tfeba jen o malo (v nasich ex-
perimentech nejvyse o 50 procent) vétsi pocet iteraci, nez pro presné reseni
jedné vnitini 1lohy. Dulezitou roli zde hraje moznost pouziti velkych pe-
nalizacnich parametru na zékladé ¢lanku [11], coz je proti obecné piijatym
doporucenim.

V praci je drobné chyba, kterd byla odhalena mym postgradualnim stu-
dentem K. F. Alsawim a opravena v ¢lanku [19]. Technika prace byla vyuzita
i k analyze "least square update” a otestovana na feseni Stokesova problému
[1].

Analyza vysledku prace [18] a [19] naznacuje, ze linedrni konvergence (5)
je dosazena pro velké penalizacni parametry v zavislosti na podminénosti
matice omezeni C', coz vsak v experimentech nebylo pozorovano. V pozdéjsi
préci [13] se tento jev podarilo vysvétlit a dokdzat i vysledky, které nezavisi na
formeé C' a dokonce pripousti matici C' se zavislymi fadky. Pro modifikovany
algoritmus byla téz nalezena mez na penaliza¢ni parametr, ktera nezavisi na

C.

2.3 ”Proporcionalizace” \Y% kvadratickém pro-
gramovani s jednoduchymi nerovnostmi [9]

Préce [9] shrnuje prvni vlastni vysledky ve vyvoji algoritmu pro feseni
rozsdhlych tloh konvexniho kvadratického programovani na kartézském
souc¢inu intervalu (box constraints). Prace je zalozena na modifikaci kla-
sického Poljakova algoritmu, ktery kombinuje metodu sdruzenych gradientu
s metodou aktivnich mnozin. Poljak sice dokazal, Zze jeho algoritmus najde
feSeni v koneé¢ném poctu kroku, avSsak jednoduchy rozbor jeho argumentu
ukazuje, ze se tak muze stat az po ohromném poctu kroku, ktery muze byt
srovnatelny s n2", kde n je dimenzi tlohy. Ziejmé slabiny puvodniho algo-
ritmu jsou dvé. Prvni z nich je neefektivni technika rozsiteni tzv. aktivni
mnoziny, tj. mnoziny indexu neznamych splnujicich nerovnosti jako rovnosti,
nebot Poljakiiv algoritmus pfidava do aktivni mnoziny typicky jen jeden in-
dex. Tento nedostatek byl prekonan nékolika autory pomoci projekci jako
napi. Moré a Toraldo [39]. Jejich prace vyzaduje délku kroku, ktera zarucuje
tzv. podminku dostatecného poklesu, kterd jim dokonce umoznila vypracovat
teorii konvergence bez kombinatorickych argumentu.



Préace [9] se zaméfila na druhy problém Poljakova algoritmu - pfedpoklad,
ze pomocné linearni tlohy se fesi presné. Poznamenejme, ze Moré a Toraldo se
tento problém nepokusili fesit, ackoliv byly zndmy experimentélni vysledky
O’Leary [41], které naznacovaly velké moznosti zvyseni efektivnosti algoritmu
s nepresnym feSenim pomocnych tiloh, ovSem bez jakékoliv teorie.

V préci [9] vybrané do tohoto souboru je navrzena kontrola pfesnosti
feseni pomocnych 1loh pomoci poméru dvou ¢asti gradientu, které narusuji
Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky (KKT). Ukézalo se, ze pii splnéni téchto
podminek nahrazuje krok uvolnéni vazeb potencialné nakladnou podminku
dostatecného poklesu v konvergenéni teorii Morého a Toralda, takze projekce
musi spliiovat pouze mnohem jednodussi podminkou monoténnosti. Prace
nejen dokazuje pro levnéjsi vypocetni kroky stejné konvergencni vysledky
jako Moré, Toraldo a dalsi autori, ale dokazuje i zcela novou vlastnost, a
to schopnost nalezeni presného reSeni v konec¢ném poctu kroku i v pripadé,
ze tloha ma tzv. dualné degenerované teSeni, tj. ze nékteré Lagrangeovy
multiplikatory spojené s aktivnimi vazbami jsou nulové. Tim se prace odlisuje
i od prace brazilskych matematiku Friedlanderové a Martineze, ktefi méli
obdobné népady nezavisle a v prakticky stejnou dobu, jak se ukézalo na
konferenci ICIAM v Hamburku v roce 1995, kde jsme se poprvé setkali a
zahajili plodnou spolupraci.

Algoritmus byl pomérné tspésny a byl pouzivan ¢ alespon testovan
na mnohych prednich zahrani¢nich pracovistich (napf. si ho vyzadala B.
Wohlmuthova pii pobytu v Courantové Institutu, D. Braess z Bochumi, J.
Schoeberl z Lince atd.). Pozdéji byl prohlouben vysledek o jeho schopnosti
nalézt reseni v koneé¢ném pocCtu kroku pro dualné degenerované problémy
[10]. Tento vysledek mimo jiné vyvraci rozsitenou predstavu o ”oscilaci” al-
goritmu zalozenych na aktivnich mnozinach a ukazuje, ze algoritmus muze
vyuzit informace o feSeni dfive nez ho ma k dispozici.

2.4 Algoritmus s rychlosti konvergence zalozeny
na ”proporcionalizaci” pro kvadratickém pro-
gramovani s jednoduchymi nerovnostmi [12]

Préce [12] se opét zabyvd minimalizaci konvexni kvadratické funkce pro
jednoduchd omezeni. S pomoci vysledku J. Schéberla [42], ktery odvodil
rychlost konvergence v energetické normé pro projekci gradientu, je v praci
popsana dalsi modifikace Poljakova algoritmu, jehoz rychlost konvergence lze
vyjadrit pomoci spektralniho ¢isla podminénosti Hessianu funkce ¢. K ilus-
traci vyznamu této prace v aplikacich uved'me, Ze zatimco pouziti piivodniho
Poljakova algoritmu pro feseni koercitivnich kontaktnich tloh pomoci DP-



FETI metod s krokem diskretizace h by podle puvodni teorie zarucovalo néco
jako O(2'/") krokii, s novym algoritmem lze feSeni dané presnosti pti vhodné
diskretizaci dosdhnout v O(1) kroku sdruzenych gradientu. V presné arit-
metice je algoritmus schopen najit presné reseni v konec¢ném poctu kroku v
pripadé, ze feseni je nedegenerované. Posledni podminka je odstranéna v nové
spoleéné praci s J. Schoberlem [29], ve které je dén novy dukaz zlepseného
odhadu rychlosti konvergence projekce gradientu a algoritmus je modifikovan
tak, ze najde Teseni v konec¢ném poctu kroku i pro degenerované teseni. Al-
goritmus se stal zakladem skalovatelnych algoritmu pro feseni kontaktnich
uloh.

2.5 Implementace metody rozsirenych Lagrangiant s
nepresnym reSenim pomocnych tloh pro kvadrat-
ické programovani s omezenim ve tvaru rovnosti a
nezapornosti [20]

Spoleénd prace [20] vznikla v roce 1996 béhem mého pobytu na University
of Campinas, jehoz cilem bylo rozsitit nase vysledky pro feseni iloh kvadrat-
ického programovani s jednoduchymi nerovnostmi na tlohy s rovnostmi a
jednoduchymi nerovnostmi. Z podnétu M. Martineze jsme se rozhodli adap-
tovat metodu rozsitenych Lagrangianu na zakladé prace Conna, Goulda a
Tointa [3]. Jejich algoritmus Fesi pomocnou tlohu s jednoduchymi nerovnos-
tmi ve vnitfni smycce, zatimco ve vnéjsi smycce se generuji Lagrangeovy
multiplikatory pro rovnosti. Puvodni algoritmus byl navrzen pro obecné;jsi,
ale mensi tlohy a nebyl efektivni pro aplikace v kontaktni mechanice, o nichz
jsme uvazovali. Hlavni modifikace je adaptativni fizeni presnosti pomocnych
uloh srovnanim normy projektovaného gradientu cenové funkce s normou
naruseni rovnosti. Ukazalo se, Ze s touto strategii je mozno tcelné aktual-
izovat multiplikatory v kazdém kroku vnéjsi smycky. Byla dokazana kon-
vergence pro ulohy s regularnim teSenim, byl nalezen asymptoticky odhad
rychlosti konvergence neobsahujici ¢len pro nepresné reSeni pomocnych tloh
a byla dokazana omezenost penaliza¢cniho parametru. Vysledek vsak nestacil
k odvozeni teorie §kalovatelnych algoritmi feseni kontaktnich 1loh, nebot
odhady zavisely, ostatné stejné jako v klasické teorii, na podminénosto vazeb.

Numericky experiment ukazal, ze zvolena strategie fizeni presnosti je tak
ucinna, ze pocet iteraci sdruzenych gradientu je prakticky roven pripadu,
kdy je pocatecni apoximace Lagrangeova multiplikdtoru pro rovnosti
inicializovana presnou hodnotou. Program byl pouzit v kombinaci s FETT k
vyvoji algoritmu, pro feSeni kontaktnich tloh pro které byla experimentalné
ukézana numerické skalovatelnost.



Dalsi vyzkum

Po sedmiletém tsili se nedavno podarilo algoritmus modifikovat tak, ze
bylo mozné dokazat vysledky o rychlosti konvergence vnéjsi smycky nezavisle
na reprezentaci rovnosti, tedy i pro feSeni, které neni regularni, pouze pomoci
hranic spektra Hessidnu cenové funkce [14]. Dohromady s vysledky pro reseni
uloh s jednoduchym omezenim tak byl vytvoren algoritmus pro kvadratické
programovani s rovnostmi a nerovnostmi s rychlosti konvergence.

3 Kontaktni dlohy bez treni

3.1 Predpodminéni projektorem pro kontaktni tilohy
v primarni formulaci [6]

Préce [6] kombinuje pfedpodminéni projektorem s klasickym Poljakovym al-
goritmem k vyvoji algoritmu pro feSeni tloh linedarni pruznosti s jednos-
trannym kontaktem bez tteni. Predpokladame, ze skutecné kontaktni plochy,
ve kterych se télesa dotykaji nejsou predem znamy.

Z matematického hlediska se jedna o tlohu kvadratického programovand,
ktera vznika z konecnéprvkové diskretisace variacni nerovnosti, ktera definuje
podminky rovnovéhy. Cilem je minimalizovat energeticky funkciondl j(u) =
tu'Ku — fTu na mnoziné B = {u : B'u < ¢}, kde K je matice tuhosti,
f je vektor uzlovych sil, u jsou uzlova posunuti a B spoletné s ¢ definuji
prirustkové kontaktni podminky:.

Vhodnou volbou podprostoru U se dosahne toho, ze se iterace re-
dukuji na uzly s moznym kontaktem. Byla to (moznd nejen moje) prvni
prace kterd vyuzivala metody rozlozeni oblasti Dirichlet-Dirichletova typu
k teseni kontaktnich tloh. S jeji pomoci se podarilo zredukovat pocet it-
eraci, potfebny pro feseni modelové geomechanické tlohy z 1140 na 85. V
praci je ukazéana korektnost navrzeného algoritmu a je diskutovana jeho
efektivnost. Jednoznacné se ukazalo, ze aplikace metody rozlozeni oblasti
Dirichlet-Dirichletova typu je pro feSeni variac¢nich nerovnic jesté efektivnéjsi
nez pro feseni rovnic, nebot pomérné nakladné sestaveni faktorizovaného
Schurova komplementu se provadi pouze jednou.

Soucasné se ukdzalo, Ze metoda m& velmi omezené moZnosti, nebot
pracuje s pomeérné slozitou pfipustnou mnozinou. Zejména nebylo jasné s
jakou presnosti by se mély fesSit pomocné linearni tlohy a jak zvétSovat ak-
tivni mnozimu. Teoreticky podklad Polyakovy metody, zarucené nalezeni



kontaktu v koneéném poctu kroku pii zcela pfesném feSeni pomocnych
uloh, byl z praktického hlediska nedostatecny. V terminech iteraci naptiklad
zarucoval, ze feSeni tlohy s n body na hranici bude dosazeno za néco jako
n2" kroku, coz pri n rovno tisicim rozhodné neni uspokojivé. Dalsi vyzkum
jsem proto zaméril jinam.

3.2 Vyuziti metody rozlozeni oblasti zalozené na du-
alité k k feSeni varia¢ni nerovnice [7]

Clének [7] je prvni Gasopiseckd préace, kterd vyuzivd novych vysledki v
feseni uloh kvadratického programovani [9] k numerickému feseni varia¢nich
nerovnosti s vyuzitim dudlni formulace. Jasné se ukazaly vyhody dudlni (re-
cipro¢ni) formulace, a to jednak pomérné dobra podminénost Hessidanu dudlni
kvadratické formy (O(h™') pro modelové tilohy) ve srovnani s podminénosti
Hessidnu ptuvodni energetické formy (O(h™?)), a zejména to, Ze obecné
linedrni nerovnosti prejdou na nezapornost, takze lze pouzit, alespon v ko-
ercitivnim piipadé, projekce a nové algoritmy. K feseni semikoercitivni tilohy
byla pouzita tézkopadna regulariza¢ni technika navrzena Farhatem, Chenem
a Rouxem, ktera je v pozdéjsich pracich tspésné nahrazena rozsitenymi La-
grangiany, ale i tak bylo dosazeno do té doby nevidanych experimentalnich
vysledku: pouhych 12 iteraci metody sdruzenych gradientu pro koercitivni
tlohu a 13 iteraci pro semikoercitivni tlohu pfi relativni presnosti 1074, V
préci [8] byl fesen i geomechanicky benchmark z préce [6] a potvrdila se
vysokd ucinnost dudlniho pifstupu i novych algoritmi, nebot pocet iteraci
klesl 85 na pouhych 19, a to pri prakticky stejné pracnosti jedné iterace.

3.3 Resni variaénich nerovnosti pomoci zdkladni FETI
metody [17]

Préci [17] tvoii obsah pozvané plendrni prednédsky, kterou jsem prednesl
na 10. konferenci o metodéach rozlozeni oblasti, kterda se konala v Boul-
deru. Prednaska je vénovana vyuziti novych vysledku v kvadratickém pro-
gramovani [9], [20] k implementaci FETI (Finite Element Tearing and In-
terconnecting) metod k feseni kontaktnich tloh. Pfednasku jsme puvodné
prihlasil jako fadovy prispévek, ale ¢lenové programového vyboru patrné oce-
nili potencidl naseho pristupu pro vyuziti mimotadnych vysledku, kterych
bylo v té dobé dosazeno v teSeni linearnich tloh s pomoci FETI s tzv.
prirozenou hrubou siti. V préci je popsano nékolik experimentu véetné 3D
pruznosti a aplikace BEM pro 2D pruznost, které naznacuji vysokou efek-
tivnost daného pristupu.
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3.4 Resni kontaktnich tdloh pruZnosti pomoci symet-
rické metody hranic¢nich prvka a rozsifenych La-
grangianu [15]

Préce [15] vznikla z podnétu prof. Kamiya, ktery mi navrhl, abych popsal
nase algoritmy pro kontatkni problémy pro reseni metodou konecnych prvku.
Malikem o spojeni hrani¢nich a koneénych prvku s vyuzitim predpodminéni
projektorem [28]. V préci je mimo jiné téz strucné vysvétleno, s vyuzitim
argumentu o mezeie ve spektru, pro¢ velké penaliza¢ni parametry nemusi
zpomalovat konvergenci. Tento aspekt byl pozdéji podrobné vylozen v praci
[11] zatazené do tohoto souboru.

3.5 Resni kontaktnich tloh pruznosti pomoci FETI
metody s pfirozenou hrubou siti [22]

Price [22] byla napsdna béhem mého pobytu v Campinas v roce 1998
se dvéemi mladymi kolegy. Prace kombinuje nasSe ptedchozi vysledky s
predpodminénim pomoci prirozené hrubé sité. Pripomenme, ze FETI s

vvvvvv

VVVVVV

navic toho, ze dualita prevadi obecné nerovnosti na jednoduché podminky
nezapornosti, cehoz nase algoritmy dokézou vyznamneé vyuzit, a to prakticky
spolu se v§im, co se vymysli pro linearni problémy.

V préci jsou také prvni systematické experimentalni vysledky, naznacujici
numerickou Skalovatelnost algoritmu. Pfipomenme, ze algoritmus se nazyva
numericky skdlovatelny pokud existuje mez na pocet iteraci, kterd nezavisi
na diskretizaci. Pro FETI odtud plyne linearni slozitost. Poznamenejme, ze
tyto vysledky byly i pro nas velkym prekvapenim a pro mné urcily dalsi cil
vyzkumu.

3.6 Skalovatelnost a algoritmy zalozené na FETI pro
diskretizované varia¢ni nerovnosti

Skélovatelnost naseho algoritmu je demonstrovédna na systematickych ex-
perimentech, provedenych mym studentem Davidem Hordkem v praci [24].
Pocty kroku, potfebnych pro feseni modelové variaéni nerovnosti diskretizo-
vané postupné sitémi od 50 uzlu do 8.454.272 uzlu, kolisaly od 7 do 65, a
to pii stejné relativni pfesnosti 10~*. Algoritmus byl také implementovan
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paralelné a potvrdila se o¢ekavana paralelni skalovatelnost, tedy to, ze cas
vypoctu je zhruba nepiimo imérny poctu procesori. V praci je také zminka
o teoretickém zduvodnéni skédlovatelnosti vnitini smycky, zalozeném na praci
[12], kterd byla tehdy v rukopise.

3.7 Skilovatelné algoritmy pro koercitivni variaéni
nerovnosti zalozené na FETI a optimalni dualni
penalté [24]

Price [24] se omezuje na koercitivni tlohy a na aproximaci omezeni na
rovnosti pomoci penalty, takze diskretizovand varia¢ni nerovnost je aproxi-
movana ulohou kvadratického programovani s jednoduchym omezenim tvaru
Ai > ¢;. Ukazuje se, ze pouziti penalty v dudlni formulaci ma kvalitativné
lepsi vlastnosti nez bézné pouzivana penalta v primarni formulaci, a sice, ze
danou relativni presnost omezeni ve tvaru rovnosti lze dosdhnout s penal-
izacnim parametrem, jehoz velikost nezalezi na diskretiza¢nim parametru.
Diikaz tohoto tvrzeni vyuziva vysledku, ktery byl skryt v dukazech J. Man-
dela, R. Tezaura i A. Klawonna (napf. [38]), a sice, ze existuje dolni mez na
spektrum Hessianu dualniho Schurova komplementu. Dohromady s novymi
vysledky [12] a [29] odtud plyne, Ze navrzeny algoritmus je skélovatelny. Je
to prvni dukaz skédlovatelnosti algoritmu zalozeného na FETI. Experimenty
jsou v naprostém souladu s teorii a demonstruji optimalitu dudlni penalty
i skalovatelnost vysledku algoritmu pro diskretizaci od 50 do 2.130.048
uzlovych neznamych. O vysledku jsem referoval na konferenci PMOCCO
2002 v plendrni prednasce na pozvani prof. O. Axelssona.

3.8 Skilovatelné algoritmy pro semi-koercitivni
variacni nerovnosti zalozené na FETI a optimalni
dudlni penalté [26]

Price [26] rozsifuje vysledky prace [25] na feSeni semikoercitivnich tloh.

Vysledky i teorie jsou prakticky obdobné, i kdyz se pii jejich odvozeni musi

zohlednit jina struktura existen¢nich vysledku, které uz nejsou zaruceny

koercitivitou kvadratického ¢lenu, ale zavisi na detailni struktufe linearniho
clenu.
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Dalsi vyzkum

Vyzkum ve vyvoji skélovatelnych algoritmu intenzivné pokracuje. V
soucasné dobé byly provedeny ve spolupraci s Danem Stefanicou z New
York University experimenty s DP-FETI. Pro koercitivni tlohy vyplyva
skalovatelnost ze znamych vysledku o rychlosti konvergence uloh kvadrat-
ického programovani s jednoduchymi vazbami [12] a [29]. Piiklad experi-
mentu je na obr. 1. Pro semikoercitivni 1lohy a pro algoritmy zalozené na
rozsitenych Lagrangianech vyplyva skédlovatelnost z nejnovéjsich vysledku o
kvadratickém programovéani [14]. Tento vyzkum si v soucasné dobé ziskal
podporu MSMT i NSF a bude pokracovat ve spolupraci s C. Farhatem, J.
Mandelem, M. Lesoinnem, D. Stafanicou a dalsimi.

4 Kontaktni tlohy se trenim

4.1 ResSeni kontaktnich tdloh s Coulombovym tfenim
zalozené na dualité [30]

V préci [30] je popsdna vyuziti algoritmu pro feseni iloh kvadratického pro-
gramovani [9] k feseni koercitivnich kontaktnich iloh s Coulombovym tfenim.
Zakladem je diskretni dualni formulace pro tlohu s danym tfenim, jejiz feseni
je vyuzito pro hledani pevného bodu zobrazeni, které je spojeno s Coulom-
bovym tfenim. Prace je napsdna s mym doktorandem Vitem Vondrakem,
ktery provedl numerické experimenty.

4.2 Algoritmus s rozstépenim pro reSeni kontaktnich
iloh s Coulombovym tfenim ve 2D [23]

Préce [23] popisuje vyznamné zlepseni algoritmu pro feseni kontaktnich tloh
s Coulombovym trenim. Zakladem je pozorovani, ze hlavni problém pfti feseni
pomocnych tloh s danym tfenim spociva ve Spatné podminénosti ptislusného
duélniho komplementu, zpusobené tim, ze spojuje teéné i normalové slozky
kontaktnich sil. V pfedlozeném ¢lanku se tecné a normalové slozky rozdéli
obdobné jako pri pouziti blokové Gauss-Seidelovy metody v kombinaci s
metodou pevného bodu. V praci je pouzito spojité dudlni formulace, takze
spojité multiplikdtory jsou pak diskretizovany, narozdil od béznych "mortar”
metod, nezavisle na primarnich proménnych. Préce obsahuje zajimavé exper-
imentalni vysledky, které nejen demonstruji vysokou efektivnost pouzitych
metod kvadratického programovani, ale i vyznamnou tlohu pouzitych aprox-
imacnich prostoru. Proti zdkladnimu algoritmu se podafilo dosahnout az
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tisicnasobného zrychleni. Spojita reciproka formulace a navrh experimentu
zmérenych na presnost aproximace vychazel z prace J. Haslingera, R. Kucera
realizoval numerické experimenty.

J. Haslinger pozdéji nasel dukaz konvergence algoritmu s rozstépenim [34].
S pouzitim napadu z knihy R. Glowinského, kterého si povsiml J. Haslinger,
se podarilo prevést ulohu s danym tfenim v 3D na tlohu kvadratického
programovani s jednoduchymi nerovnostmi a rovnostmi [33]. Poznamene-
jme, ze dudlni formulace ilohy s danym tfenim v 3D vede na minimalizaci
kvadratické funkce s kvadratickym omezenim. V soucasné dobé se studuji
dalsi pristupy.

5 Aplikace

5.1 Modelovani kompoziti [36]

7 aplikaci je do souboru zatazena spoleéna prace s J. Kruisem a K. Matousem
o vyuziti metod rozlozeni oblasti pii numerickém modelovani laminovanych
kompozitu. Spoluprace vznikla z podnétu prof. Marka. Muj pfinos v této
préaci spocival v tom, ze jsem navrhl vyuzit specifické struktury problému a
ortonormalizovat matici vazeb. Ukazalo se, Zze pro feSeni daného problému
byl tento ndpad mimotradné uc¢inny a zrychlil konvergenci multiplikatoru spo-
jujicich jednotlivé vrstvy tak, ze misto puvodnich tisicu iteraci bylo tfeba
pouze asi 150 iteraci. V praci je i struéné vysvétleno, pro¢ tomu tak je.

5.2 Kontaktni tvarova optimalizace [31]

Posledni prace souboru je aplikace diive rozpracovanych algoritmu na reseni
[31] tloh kontaktni tvarové optimalizace. Ukazuje se, ze analyza citlivosti
energetického funkciondlu povazovaného za funkci ndvrhovych proménnych
popisujicich tvar télesa vede na postupné teSeni uloh kvadratického pro-
gramovani s rovnostmi a nerovnostmi. Ukazuje se, ze aplikace metod typu
FETI je pro feseni téchto tloh jesté efektivnéjsi nez pro feseni piimych tloh,
nebot v kazdém névrhovém kroku se fesi posloupnost tloh (pocet ¢lenu je
roven poctu navrhovych proménnych plus jedna) se stejnym Hessidnem,
takze pomérné nakladné sestaveni dudlniho Schurova komplementu staci
provést pouze jednou. Numerické experimenty provedl muj doktorand Vit
Vondrak.
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Dalsi aplikace

Podilel jsem se i na mnoha dalsich aplikacich. Jako priklad uvadim
analyzu blokové struktury horského masivu [21], modelovédni mechaniky
¢lovéka v ramci projektu AnyBody [43] ve spolupraci s universitou v Aal-
borgu, modelovani kompozitu s inkluzemi [27] atd.
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English summary

The collection of papers presented here comprises eighteen papers.
Fourteen papers were published in refereed international journals, three
papers were accepted in refereed international journals, and one appeared in
the refereed proceedings published by Birkhauser. The papers are split into
five parts of varying length.

In the first part, there is only one paper on preconditioning by conjugate
projector. It describes a variant of what would now be called a cascadic algo-
rithm that was successfully used for solution of 3D problems in geomechanics
and mechanical engineering. The paper was selected because of its certain
popularity especially in the FETI community. The main result is the rate
of convergence described in geometrical terms accompanied by a numerical
experiment demonstrating efficiency of the method.

The second part comprises five papers on numerical solution of quadratic
programming problems with the equality and/or simple bound constraints.
This research was motivated by en effort to find algorithms for solution of
quadratic programming problems with the rate of convergence in
terms of matrix vector multiplications and bounds on the spectrum
of the Hessian of the cost function that can be applied in development of
scalable algorithms for variational inequalities. The most important results
concerning bound constrained quadratic programming include introduction
of an efficient adaptive precision control into the active set strategy, so that
the modified algorithm accepts inexact solution of auxiliary linear problems,
and implementation of the reduced gradient projection. The rate of conver-
gence of the resulting algorithm is expressed in terms of the spectral condition
number of the Hessian of the cost function. The algorithms presented in these
papers enjoy the finite termination property even for problems with dual de-
generate solution. This shows that the algorithms presented need not suffer
from oscillations often attributed to the active set based algorithms.

To enforce the equality constraints, we introduce in papers coauthored by
A. Friedlander and S. A. Santos the Lagrange multipliers that are updated in
the outer loop of the algorithm. In the inner loop, either the unconstrained
or bound constrained quadratic programming problem for the augmented
Lagrangian is solved approximately. The resulting algorithms are shown to
converge to the solution and asymptotic rate of convergence without any
term accounting for inexact solution of the auxiliary problems is given. Un-
fortunately, the results in the papers of the thesis depend on the conditioning
of the constraints, but most recently this drawback was overcome. Another
result concerns the rate of convergence of the conjugate gradients for prob-
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lems with augmented Lagrangians. It is shown that even though the large
penalty parameter destroys conditioning of the Hessian of the augmented
Lagrangian, it is possible to give the bounds on the rate of convergence of
the conjugate gradient methods that is independent of both the penalization
parameter and the dimension of the constraint matrix.

Main results of the thesis are described in the third part concerned with
numerical solution of contact problems. The papers exploit, with exception of
the first paper that is based on preconditioning by projector (which may be
interpreted as Dirichlet-Dirichlet domain decomposition method), the dual
reciprocal formulation that is now part of the basic FETI methodology. Com-
bining the FETI methodology with the new results on quadratic program-
ming, we managed to develop three types of algorithms for variational
inequalities that enjoy both numerical and parallel scalability. The
one presented in the thesis is based on our optimal dual penalty. Since
the basic FETT methodology yields bound and equality constrained quadratic
programming problems with the Hessian whose spectrum is bounded inde-
pendently of the discretization parameter, we proposed to impose the equal-
ity constraints by the penalty method and to solve the resulting bound con-
strained problem by the algorithm mentioned above. The analysis have shown
that there is a bound on the relative feasibility error due to the penalty ap-
proximation that is independent of both the discretization and decomposi-
tion parameters, so that, using the above results, we can solve the discretized
variational inequality to a given precision with a number of steps that is in-
dependent of the discretization and decomposition parameters. Let us point
out that if we used the basic active set strategy, we would not get the solution
in O(1) steps, but rather in something like O(2'/") steps!

The approaches are applied in the third part to development of efficient
algorithms for solution of 2D problems with Coulomb friction. In particular,
an effective algorithm is proposed in a paper coauthored by J. Haslinger
and R. Kucera that combines the approaches mentioned above with splitting
tangential and normal components.

The thesis is completed by two applications. The first one concerns mod-
elling of laminated plates in a paper coauthored by J. Kruis and K. Matous
where my asset is introduction of the orthonormalization into the set of
constraints that improved essentially the performance of the original algo-
rithm. The other one coauthored by V. Vondrak and J. Rasmussen describes
exploitation of the above mentioned algorithms to the contact shape opti-
mization. It turned out that the algorithms presented are even more efficient
for the latter problem as compared with the direct problem as the costly
decomposition may be carried out only once per each design step.
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