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1



Úvod

Předložený soubor vznikl při rozpracováváńı algoritmů vhodných pro
efektivńı řešeńı practických problémů. Práce v něm obsažené vznikaly od
poloviny osmdesátých let v rámci výzkumu, který jsem tehdy vedl v Hor-
nickém ústavu ČSAV v Ostravě s ćılem rozpracovat efektivńı algoritmy
pro řešeńı rozsáhlých prostorových úlohy geomechaniky. Pozděǰśı práce byly
motivovány také snahou rozpracovat algoritmy, které by dokázaly využ́ıt
možnost́ı moderńıch paralelńıch poč́ıtač̊u a které by byly použitelné pro
řešeńı daľśıch praktických úloh, zejména kontaktńıch úloh a úloh kontaktńı
tvarové optimalizace. Později se stal hlavńım ćılem vývoj kvalitativně nových
škálovatelných algoritmů pro řešeńı variačńıch nerovnic.

Do souboru bylo zařazeno 18 praćı, z nichž 14 vyšlo v recenzovaných
časopisech, 3 jsou v tisku v recenzovaných časopisech, a jedna vyšla v re-
cenzovaném sborńıku v nakladatelstńı Birkhäuser. Veškeré práce v souboru,
pokud jsem je nenapsal sám, vycházej́ı z mé samostatné práce, dal jsem k je-
jich napsáńı rozhoduj́ıćı podnět a napsal jsem je z větš́ı části, což je vyjádřeno
t́ım, že jsem uveden jako prvńı autor. Vyj́ımku tvoř́ı aplikačńı paráce s J.
Kruisem a K. Matoušem, kde sv̊uj pod́ıl specifikuji dále v textu. Můj pod́ıl
na práci lze vysledovat i ze seznamů literatury v těchto článćıch.

Předložené práce jsou tématicky členěny do pěti část́ı. V prvńı části
je jediná práce věnovaná využit́ı předpodmı́něńı projektorem pro řešeńı
rozsáhlých soustav lineárńıch rovnic. Při psańı prvńı práce jsem se snažil
naj́ıt jednoduché zd̊uvodněńı relativńı úspěšnosti ”kaskádového” iteračńıho
algoritmu s počátečńı redukćı rezidua pomoćı agregaćı, který jsme od počátku
osmdesátých let použ́ıvali v Hornickém ústavu. Do souboru je práce zařazena
pro jej́ı překvapivou úlohu, kterou měla při vývoji FETI algoritmu.

Ve druhé části je pět praćı věnovaných kvadratickému programováńı
s omezeńım ve tvaru jednoduchých nerovnost́ı, rovnost́ı a kombinace
jednoduchých nerovnost́ı a rovnost́ı. Zabývaj́ı se jednak efektivńı imple-
mentaćı metody aktivńıch množin, zejména využit́ı projektor̊u s efektivńım
určeńım přesnosti řešeńı pomocných problémů při řešeńı úloh s jednoduchými
nerovnostmi, jednak přesnost́ı řešeńı vnitřńı smyčky u metody rozš́ı̌rených
Lagrangián̊u a daľśımi detaily implementace této metody, jako je efektivnost́ı
využ́ıváńı větš́ıch penalizačńıch parametr̊u. Práce jsou založeny na drobných
pozorováńıch a aplikaćıch spektrálńı teorie symetrických matic. Přestože se
jedná vesměs o modifikaci dobře známých algoritmů, znamenaj́ı tyto modi-
fikace často jejich mnohonásobné zrychleńı a kvalitativńı zlepšeńı. Prezento-
vaná teorie je současně efektivńım vod́ıtkem k praktické implementaci algo-
ritmů.
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Aplikace na řešeńı kontaktńıch úloh bez třeńı jsou popsány v praćıch
tvoř́ıćıch třet́ı část předloženého souboru. Tyto práce jsou založeny, s
vyj́ımkou prvńı práce, na duálńı (reciproké) formulaci kontaktńıch úloh. I
když základńı teoretické výsledky týkaj́ıćı se zejména aproximace kontaktńıch
úloh v reciproké formulaci jsou u nás dobře známé [35], v předložených
pracech se ukazuje, že duálńı formulaci lze využ́ıt i pro vývoj efektivńıch
algoritmů s kvalitativně novými konvergenčńımi vlastnostmi. Duálńı formu-
lace totiž vede na úlohy kvadratického programováńı studované ve druhé
části souboru s matićı duálńıho Schurova komplementu, o němž je známo, že
má př́ıznivě rozložené spektrum. Plný význam tohoto př́ıstupu však vynikne
teprve v kontextu metod rozložeńı oblasti založených na dualitě, známých v
inženýrské veřejnosti jako FETI (Finite Element Tearing and Interconnect-
ing) metody, které patř́ı mezi nejúspěšněǰśı paralelńı algoritmy pro řešeńı
parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

Výsledkem jsou algoritmy, který jsou plně podloženy teoríı, dokážeou bez
problémů řešit semikoercivńı problémy diskretizované metodou konečných i
hraničńıch prvk̊u, a pro které byla experimentálně (a nejnověji i teoreticky)
doložena vysoká efektivnost, včetně numerické a paralelńı škálovatelnosti.

Do čtvrté části byly zařazeny dvě práce zabývaj́ıćı se rozš́ı̌reńım výše
popsaných postup̊u na řešeńı úloh s Coulombovským třeńım.

Posledńı část souboru je věnována aplikaćım. Zahrnuje dvě práce
věnované řešeńı úloh kontaktńı tvarové optimalizace a paralelńımu algoritmu
pro modelováńı laminovaných materiál̊u.

1 Předpodmı́něńı projektorem [4]

1.1 Sdružené gradienty s předpodmı́něńım projek-
torem

Práce [4] se zabývá řešeńım soustavy

Ax = b (1)

s ř́ıdkou positivně definitńı matićı. Je v ńı navrženo předpodmı́něńı matice
A pomoćı konjungovaného projektoru Q.

Algoritmus samotný sestává ze dvou krok̊u. Nejprve se definuje podpros-
tor U jako obor hodnot obdélńıkové matice U a najde se projekce x0 řešeńı
(1) na U pomoćı konjungovaného projektoru P na U . Korekce xc k poč́ıtačńı
aproximaci x0 se hledá pomoćı metody sdružených gradient̊u aplikovaných k
rovnici
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AQy = r0,

kde Q = I − P a r0 = b−Ax0. Korektnost tohoto algoritmu vyplývá z toto,
že ortogonálńı komplement V k U je invariantńı podprostor AQ, r0 ∈ V a
konečně z toho, že restrikce AQ|V je regulárńı, jak je v práci dokázáno.

Jelikož v iteraćıch p̊usob́ı pouze AQ|V , lze odhadnout rychlost konver-
gence metody sdružených gradient̊u pomoćı podmı́něnosti restrikce AQ|V .
V práci je odvozena horńı hranice č́ısla podmı́něnosti κ(AQ|V) pomoćı úhlu
γ podrostoru AV a podprostoru, který je generován vlastńımi vektory A
odpov́ıdaj́ıćımi m nejmenš́ım vlastńım vektor̊um matice A, přičemž m je
dimenze V . Konkrétně je dokázáno, že

κ(AQ|V) ≤ λn/((1− γ2)γm+1 + γ2λ2
i )

1/2, (2)

kde λ1 ≤ λ2 · · · ≤ λn jsou vlastńı č́ısla matice A.
Práce je doplněna poznámkami o implementaci a numerickým experi-

mentem, který ukazuje, že metoda může být účinná pro realistické problémy.
Jak se později ukázalo, podobné nápady měl ve stejné době např. P.

Nicolaides [40], který též analyzoval některé speciálńı př́ıpady. Obecný a ge-
ometrický př́ıstup této práce se uplatnil teprve později a v jiném kontextu než
bylo p̊uvodně zamýšleno. Práce byla jedńım ze zdroj̊u inspirace pro zavedeńı
předpodmı́ňovač̊u použ́ıvaj́ıćıch ”přirozenou hrubou śıt’” z jader matic tuhosti
pro FETI metody rozložeńı oblasti. Práce byla poměrně často citována ve
zprávách a publikaćıch prof. Ch. Farhata a jeho spolupracovńık̊u z Univer-
sity of Colorado v Boulderu např. [32]. Práci jsem také využil ke studiu
souvislosti mezi multigridovými metodami a metodami rozložeńı oblasti [5],
společně s J. Maĺıkem k návrhu algoritmu na propojeńı hraničńıch prvk̊u s
konečnými prvky [28] a k vývoji ńıže popsaného algoritmu pro řešeńı kon-
taktńıch problémů [6].

2 Kvadratické programováńı

2.1 Penalizace v kvadratickém programováńı s rovnos-
tmi [11]

Práce [11] se zabývá optimalizaćı kvadratického funkcionálu

q(x) = 1
2
xT (A + ρCT C)x− bT x,

s pozitivně definitńı matićı A a ρ ≥ 0 metodou sdružených gradient̊u.
Práce je motivována snahou překonat problémy, vznikaj́ıćı při implementaci
metody rozš́ı̌rených Lagrangián̊u s iteračńım řešeńım pomocných problémů.
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Základem práce je jednoduché lemma, které tvrd́ı, že spektrum matice
A+ρCT C lze rozložit do dvou interval̊u, z nichž jeden je omezen extremńımi
vlastńımi č́ısly matice A a druhý záviśı ρ. S pomoćı klasických výsledk̊u O.
Axelssona se pak ukáže, jak toto lemma využ́ıt k efektivńı minimalizaci q(x).
Hlavńım výsledkem článku je tvrzeńı, že počet iteraćı metody sdružených
gradient̊u, který je potřebný k minimalizaci q s danou přesnost́ı, lze omezit
nezávisle na ρ i na hodnosti matice C. Práce využ́ıvá efektivńı spektrálńı
č́ıslo podmı́něnosti zavedené O. Axelssonem.

Práce je doplněna numerickými experimenty, které ukazuj́ı, že postup
popsaný v článku může být efektivńı alternativou k předpodmı́něńı matice
A + ρCT C ve smyslu zmenšeńı č́ısla podmı́něnosti. Experimenty potvrzuj́ı,
že velké č́ıslo podmı́něnosti matice soustavy nemuśı být překážkou rychlé
konvergence metody sdružených gradient̊u.

2.2 Implementace metody rozš́ı̌rených Lagrangián̊u s
nepřesným řešeńım pomocných úloh pro kvadrat-
ické programováńı s omezeńım ve tvaru rovnosti
[18]

Práce [18] se zabývá minimalizaćı kvadratického funkcionálu

q(x) =
1

2
xT Ax− bT x (3)

s pozitivně definitńı matićı na množině

Ω = {x ∈ Rn : Cx = d} (4)

pomoćı metody rozš́ı̌rených Lagrangián̊u s iteračńım řešeńım úloh ve vnitřńı
smyčce. Hlavńım ćılem práce bylo naj́ıt efektivńı určováńı přesnosti řešeńı
pomocných úloh. Vycházeli jsme přitom z klasických výsledk̊u o konvergenci
metody rozš́ı̌rených Lagrangián̊u s nepřesným řešeńım problémů ve vnitřńı
smyčce, které dávaly odhad rychlosti konvergence obsahuj́ıćı člen pro chyby
řešeńı pomocných úloh.

Hlavńım výsledkem práce je d̊ukaz tvrzeńı, že existuje ρ > 0 a M1 > 0 tak,
že je-li přesnost minimalizace rozš́ı̌reného Lagrangiánu L(xk, λk, ρk) určena
vztahem

‖ 5x L(xk, ρk, λk)‖ ≤ M‖Cx− d‖,

kde M > 0 je předem daný parametr algoritmu, pak pro Lagrange̊uv multi-
plikátor λ̄ řešeńı problému a ρk ≥ ρ plat́ı
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‖λ̄− λk+1‖ ≤ M1

ρk

‖λ̄− λk‖. (5)

To je odhad, který je v knize Bertsekase [2] dokázán jen pro přesné řešeńı
pomocných problémů. Je dokázána i omezenost penalizačńıho parametru ρk.

Numerický experiment potvrzuje efektivnost algoritmu. Má-li matice C
ortonormálńı řádky, je k nalezeńı řešeńı obvykle třeba jen o málo (v našich ex-
perimentech nejvýše o 50 procent) větš́ı počet iteraćı, než pro přesné řešeńı
jedné vnitřńı úlohy. Důležitou roli zde hraje možnost použit́ı velkých pe-
nalizačńıch parametr̊u na základě článku [11], což je proti obecně přijatým
doporučeńım.

V práci je drobná chyba, která byla odhalena mým postgraduálńım stu-
dentem K. F. Alsawim a opravena v článku [19]. Technika práce byla využita
i k analýze ”least square update” a otestována na řešeńı Stokesova problému
[1].

Analýza výsledk̊u práce [18] a [19] naznačuje, že lineárńı konvergence (5)
je dosažena pro velké penalizačńı parametry v závislosti na podmı́něnosti
matice omezeńı C, což však v experimentech nebylo pozorováno. V pozděǰśı
práci [13] se tento jev podařilo vysvětlit a dokázat i výsledky, které nezáviśı na
formě C a dokonce připoušt́ı matici C se závislými řádky. Pro modifikovaný
algoritmus byla též nalezena mez na penalizačńı parametr, která nezáviśı na
C.

2.3 ”Proporcionalizace” v kvadratickém pro-
gramováńı s jednoduchými nerovnostmi [9]

Práce [9] shrnuje prvńı vlastńı výsledky ve vývoji algoritmů pro řešeńı
rozsáhlých úloh konvexńıho kvadratického programováńı na kartézském
součinu interval̊u (box constraints). Práce je založena na modifikaci kla-
sického Poljakova algoritmu, který kombinuje metodu sdružených gradient̊u
s metodou aktivńıch množin. Poljak sice dokázal, že jeho algoritmus najde
řešeńı v konečném počtu krok̊u, avšak jednoduchý rozbor jeho argument̊u
ukazuje, že se tak může stát až po ohromném počtu krok̊u, který může být
srovnatelný s n2n, kde n je dimenźı úlohy. Zřejmé slabiny p̊uvodńıho algo-
ritmu jsou dvě. Prvńı z nich je neefektivńı technika rozš́ı̌reńı tzv. aktivńı
množiny, tj. množiny index̊u neznámých splňuj́ıćıch nerovnosti jako rovnosti,
nebot’ Poljak̊uv algoritmus přidává do aktivńı množiny typicky jen jeden in-
dex. Tento nedostatek byl překonán několika autory pomoćı projekćı jako
např. Moré a Toraldo [39]. Jejich práce vyžaduje délku kroku, která zaručuje
tzv. podmı́nku dostatečného poklesu, která jim dokonce umožnila vypracovat
teorii konvergence bez kombinatorických argument̊u.

6



Práce [9] se zaměřila na druhý problém Poljakova algoritmu - předpoklad,
že pomocné lineárńı úlohy se řeš́ı přesně. Poznamenejme, že Moré a Toraldo se
tento problém nepokusili řešit, ačkoliv byly známy experimentálńı výsledky
O’Leary [41], které naznačovaly velké možnosti zvýšeńı efektivnosti algoritmu
s nepřesným řešeńım pomocných úloh, ovšem bez jakékoliv teorie.

V práci [9] vybrané do tohoto souboru je navržena kontrola přesnosti
řešeńı pomocných úloh pomoćı poměru dvou část́ı gradientu, které narušuj́ı
Karush-Kuhn-Tuckerovy podmı́nky (KKT). Ukázalo se, že při splněńı těchto
podmı́nek nahrazuje krok uvolněńı vazeb potenciálně nákladnou podmı́nku
dostatečného poklesu v konvergenčńı teorii Morého a Toralda, takže projekce
muśı splňovat pouze mnohem jednodušš́ı podmı́nkou monotónnosti. Práce
nejen dokazuje pro levněǰśı výpočetńı kroky stejné konvergenčńı výsledky
jako Moré, Toraldo a daľśı autoři, ale dokazuje i zcela novou vlastnost, a
to schopnost nalezeńı přesného řešeńı v konečném počtu krok̊u i v př́ıpadě,
že úloha má tzv. duálně degenerované řešeńı, tj. že některé Lagrangeovy
multiplikátory spojené s aktivńımi vazbami jsou nulové. T́ım se práce odlǐsuje
i od práce brazilských matematik̊u Friedlanderové a Mart́ıneze, kteř́ı měli
obdobné nápady nezávisle a v prakticky stejnou dobu, jak se ukázalo na
konferenci ICIAM v Hamburku v roce 1995, kde jsme se poprvé setkali a
zahájili plodnou spolupráci.

Algoritmus byl poměrně úspěšný a byl použ́ıván či alespoň testován
na mnohých předńıch zahraničńıch pracovǐst́ıch (např. si ho vyžádala B.
Wohlmuthová při pobytu v Courantově Institutu, D. Braess z Bochumi, J.
Schoeberl z Lince atd.). Později byl prohlouben výsledek o jeho schopnosti
nalézt řešeńı v konečném počtu krok̊u pro duálně degenerované problémy
[10]. Tento výsledek mimo jiné vyvraćı rozš́ı̌renou představu o ”oscilaci” al-
goritmů založených na aktivńıch množinách a ukazuje, že algoritmus může
využ́ıt informace o řešeńı dř́ıve než ho má k dispozici.

2.4 Algoritmus s rychlost́ı konvergence založený
na ”proporcionalizaci” pro kvadratickém pro-
gramováńı s jednoduchými nerovnostmi [12]

Práce [12] se opět zabývá minimalizaćı konvexńı kvadratické funkce pro
jednoduchá omezeńı. S pomoćı výsledku J. Schöberla [42], který odvodil
rychlost konvergence v energetické normě pro projekci gradientu, je v práci
popsána daľśı modifikace Poljakova algoritmu, jehož rychlost konvergence lze
vyjádřit pomoćı spektrálńıho č́ısla podmı́něnosti Hessiánu funkce q. K ilus-
traci významu této práce v aplikaćıch uved’me, že zat́ımco použit́ı p̊uvodńıho
Poljakova algoritmu pro řešeńı koercitivńıch kontaktńıch úloh pomoćı DP-
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FETI metod s krokem diskretizace h by podle p̊uvodńı teorie zaručovalo něco
jako O(21/h) krok̊u, s novým algoritmem lze řešeńı dané přesnosti při vhodné
diskretizaci dosáhnout v O(1) krok̊u sdružených gradient̊u. V přesné arit-
metice je algoritmus schopen naj́ıt přesné řešeńı v konečném počtu krok̊u v
př́ıpadě, že řešeńı je nedegenerované. Posledńı podmı́nka je odstraněna v nové
společné práci s J. Schöberlem [29], ve které je dán nový d̊ukaz zlepšeného
odhadu rychlosti konvergence projekce gradientu a algoritmus je modifikován
tak, že najde řešeńı v konečném počtu krok̊u i pro degenerované řešeńı. Al-
goritmus se stal základem škálovatelných algoritmů pro řešeńı kontaktńıch
úloh.

2.5 Implementace metody rozš́ı̌rených Lagrangián̊u s
nepřesným řešeńım pomocných úloh pro kvadrat-
ické programováńı s omezeńım ve tvaru rovnost́ı a
nezápornosti [20]

Společná práce [20] vznikla v roce 1996 během mého pobytu na University
of Campinas, jehož ćılem bylo rozš́ı̌rit naše výsledky pro řešeńı úloh kvadrat-
ického programováńı s jednoduchými nerovnostmi na úlohy s rovnostmi a
jednoduchými nerovnostmi. Z podnětu M. Mart́ıneze jsme se rozhodli adap-
tovat metodu rozš́ı̌rených Lagrangián̊u na základě práce Conna, Goulda a
Tointa [3]. Jejich algoritmus řeš́ı pomocnou úlohu s jednoduchými nerovnos-
tmi ve vnitřńı smyčce, zat́ımco ve vněǰśı smyčce se generuj́ı Lagrangeovy
multiplikátory pro rovnosti. Původńı algoritmus byl navržen pro obecněǰśı,
ale menš́ı úlohy a nebyl efektivńı pro aplikace v kontaktńı mechanice, o nichž
jsme uvažovali. Hlavńı modifikace je adaptativńı ř́ızeńı přesnosti pomocných
úloh srovnáńım normy projektovaného gradientu cenové funkce s normou
narušeńı rovnost́ı. Ukázalo se, že s touto strategíı je možno účelně aktual-
izovat multiplikátory v každém kroku vněǰśı smyčky. Byla dokázána kon-
vergence pro úlohy s regulárńım řešeńım, byl nalezen asymptotický odhad
rychlosti konvergence neobsahuj́ıćı člen pro nepřesné řešeńı pomocných úloh
a byla dokázána omezenost penalizačńıho parametru. Výsledek však nestačil
k odvozeńı teorie škálovatelných algoritmů řešeńı kontaktńıch úloh, nebot’

odhady závisely, ostatně stejně jako v klasické teorii, na podmı́něnosto vazeb.
Numerický experiment ukázal, že zvolená strategie ř́ızeńı přesnosti je tak

účinná, že počet iteraćı sdružených gradient̊u je prakticky roven př́ıpadu,
kdy je počátečńı apoximace Lagrangeova multiplikátoru pro rovnosti
inicializována přesnou hodnotou. Program byl použ́ıt v kombinaci s FETI k
vývoji algoritmů, pro řešeńı kontaktńıch úloh pro které byla experimentálně
ukázána numerická škálovatelnost.
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Daľśı výzkum

Po sedmiletém úsiĺı se nedávno podařilo algoritmus modifikovat tak, že
bylo možné dokázat výsledky o rychlosti konvergence vněǰśı smyčky nezávisle
na reprezentaci rovnost́ı, tedy i pro řešeńı, které neńı regulárńı, pouze pomoćı
hranic spektra Hessiánu cenové funkce [14]. Dohromady s výsledky pro řešeńı
úloh s jednoduchým omezeńım tak byl vytvořen algoritmus pro kvadratické
programováńı s rovnostmi a nerovnostmi s rychlost́ı konvergence.

3 Kontaktńı úlohy bez třeńı

3.1 Předpodmı́něńı projektorem pro kontaktńı úlohy
v primárńı formulaci [6]

Práce [6] kombinuje předpodmı́něńı projektorem s klasickým Poljakovým al-
goritmem k vývoji algoritmu pro řešeńı úloh lineárńı pružnosti s jednos-
tranným kontaktem bez třeńı. Předpokládáme, že skutečné kontaktńı plochy,
ve kterých se tělesa dotýkaj́ı nejsou předem známy.

Z matematického hlediska se jedná o úlohu kvadratického programováńı,
která vzniká z konečněprvkové diskretisace variačńı nerovnosti, která definuje
podmı́nky rovnováhy. Ćılem je minimalizovat energetický funkcionál j(u) =
1
2
uT Ku − fT u na množině B = {u : BT u ≤ c}, kde K je matice tuhosti,

f je vektor uzlových sil, u jsou uzlová posunut́ı a B společně s c definuj́ı
př́ır̊ustkové kontaktńı podmı́nky.

Vhodnou volbou podprostoru U se dosáhne toho, že se iterace re-
dukuj́ı na uzly s možným kontaktem. Byla to (možná nejen moje) prvńı
práce která využ́ıvala metody rozložeńı oblasti Dirichlet-Dirichletova typu
k řešeńı kontaktńıch úloh. S jej́ı pomoćı se podařilo zredukovat počet it-
eraćı, potřebný pro řešeńı modelové geomechanické úlohy z 1140 na 85. V
práci je ukázána korektnost navrženého algoritmu a je diskutována jeho
efektivnost. Jednoznačně se ukázalo, že aplikace metody rozložeńı oblasti
Dirichlet-Dirichletova typu je pro řešeńı variačńıch nerovnic ještě efektivněǰśı
než pro řešeńı rovnic, nebot’ poměrně nákladné sestaveńı faktorizovaného
Schurova komplementu se provád́ı pouze jednou.

Současně se ukázalo, že metoda má velmi omezené možnosti, nebot’

pracuje s poměrně složitou př́ıpustnou množinou. Zejména nebylo jasné s
jakou přesnost́ı by se měly řešit pomocné lineárńı úlohy a jak zvětšovat ak-
tivńı množimu. Teoretický podklad Polyakovy metody, zaručené nalezeńı
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kontaktu v konečném počtu krok̊u při zcela přesném řešeńı pomocných
úloh, byl z praktického hlediska nedostatečný. V termı́nech iteraćı např́ıklad
zaručoval, že řešeńı úlohy s n body na hranici bude dosaženo za něco jako
n2n krok̊u, což při n rovno tiśıc̊um rozhodně neńı uspokojivé. Daľśı výzkum
jsem proto zaměřil jinam.

3.2 Využit́ı metody rozložeńı oblasti založené na du-
alitě k k řešeńı variačńı nerovnice [7]

Článek [7] je prvńı časopisecká práce, která využ́ıvá nových výsledk̊u v
řešeńı úloh kvadratického programováńı [9] k numerickému řešeńı variačńıch
nerovnost́ı s využit́ım duálńı formulace. Jasně se ukázaly výhody duálńı (re-
cipročńı) formulace, a to jednak poměrně dobrá podmı́něnost Hessiánu duálńı
kvadratické formy (O(h−1) pro modelové úlohy) ve srovnáńı s podmı́něnost́ı
Hessiánu p̊uvodńı energetické formy (O(h−2)), a zejména to, že obecné
lineárńı nerovnosti přejdou na nezápornost, takže lze použ́ıt, alespoň v ko-
ercitivńım př́ıpadě, projekce a nové algoritmy. K řešeńı semikoercitivńı úlohy
byla použita těžkopádná regularizačńı technika navržená Farhatem, Chenem
a Rouxem, která je v pozděǰśıch praćıch úspěšně nahrazena rozš́ı̌renými La-
grangiány, ale i tak bylo dosaženo do té doby nev́ıdaných experimentálńıch
výsledk̊u: pouhých 12 iteraćı metody sdružených gradient̊u pro koercitivńı
úlohu a 13 iteraćı pro semikoercitivńı úlohu při relativńı přesnosti 10−4. V
práci [8] byl řešen i geomechanický benchmark z práce [6] a potvrdila se
vysoká účinnost duálńıho př́ıstupu i nových algoritmů, nebot’ počet iteraćı
klesl 85 na pouhých 19, a to při prakticky stejné pracnosti jedné iterace.

3.3 Řešńı variačńıch nerovnost́ı pomoćı základńı FETI
metody [17]

Práci [17] tvoř́ı obsah pozvané plenárńı přednášky, kterou jsem přednesl
na 10. konferenci o metodách rozložeńı oblasti, která se konala v Boul-
deru. Přednáška je věnována využit́ı nových výsledk̊u v kvadratickém pro-
gramováńı [9], [20] k implementaci FETI (Finite Element Tearing and In-
terconnecting) metod k řešeńı kontaktńıch úloh. Přednášku jsme p̊uvodně
přihlásil jako řadový př́ıspěvek, ale členové programového výboru patrně oce-
nili potenciál našeho př́ıstupu pro využit́ı mimořádných výsledk̊u, kterých
bylo v té době dosaženo v řešeńı lineárńıch úloh s pomoćı FETI s tzv.
přirozenou hrubou śıt́ı. V práci je popsáno několik experiment̊u včetně 3D
pružnosti a aplikace BEM pro 2D pružnost, které naznačuj́ı vysokou efek-
tivnost daného př́ıstupu.
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3.4 Řešńı kontaktńıch úloh pružnosti pomoćı symet-
rické metody hraničńıch prvk̊u a rozš́ı̌rených La-
grangián̊u [15]

Práce [15] vznikla z podnětu prof. Kamiya, který mi navrhl, abych popsal
naše algoritmy pro kontatkńı problémy pro řešeńı metodou konečných prvk̊u.
Symetrická formulace a diskretizace byl převzata z dř́ıvěǰśı společné práce s J.
Maĺıkem o spojeńı hraničńıch a konečných prvk̊u s využit́ım předpodmı́něńı
projektorem [28]. V práci je mimo jiné též stručně vysvětleno, s využit́ım
argumentu o mezeře ve spektru, proč velké penalizačńı parametry nemuśı
zpomalovat konvergenci. Tento aspekt byl později podrobně vyložen v práci
[11] zařazené do tohoto souboru.

3.5 Řešńı kontaktńıch úloh pružnosti pomoćı FETI
metody s přirozenou hrubou śıt́ı [22]

Práce [22] byla napsána během mého pobytu v Campinas v roce 1998
se dvěmi mladými kolegy. Práce kombinuje naše předchoźı výsledky s
předpodmı́něńım pomoćı přirozené hrubé śıtě. Připomeňme, že FETI s
přirozenou hrubou śıt́ı se stala daleko nejúspěšněǰśı metodou pro paralelńı
řešeńı lineárńıch úloh. Bylo proto přirozené očekávat, že náš př́ıstup bude
patřit k nejúspěšněǰśım metodám řešeńı kontaktńıch úloh, nebot’ využ́ıvá
nav́ıc toho, že dualita převád́ı obecné nerovnosti na jednoduché podmı́nky
nezápornosti, čehož naše algoritmy dokážou významně využ́ıt, a to prakticky
spolu se vš́ım, co se vymysĺı pro lineárńı problémy.

V práci jsou také prvńı systematické experimentálńı výsledky, naznačuj́ıćı
numerickou škálovatelnost algoritmu. Připomeňme, že algoritmus se nazývá
numericky škálovatelný pokud existuje mez na počet iteraćı, která nezáviśı
na diskretizaci. Pro FETI odtud plyne lineárńı složitost. Poznamenejme, že
tyto výsledky byly i pro nás velkým překvapeńım a pro mně určily daľśı ćıl
výzkumu.

3.6 Škálovatelnost a algoritmy založené na FETI pro
diskretizované variačńı nerovnosti

Škálovatelnost našeho algoritmu je demonstrována na systematických ex-
perimentech, provedených mým studentem Davidem Horákem v práci [24].
Počty krok̊u, potřebných pro řešeńı modelové variačńı nerovnosti diskretizo-
vané postupně śıtěmi od 50 uzl̊u do 8.454.272 uzl̊u, koĺısaly od 7 do 65, a
to při stejné relativńı přesnosti 10−4. Algoritmus byl také implementován
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paralelně a potvrdila se očekávaná paralelńı škálovatelnost, tedy to, že čas
výpočtu je zhruba nepř́ımo úměrný počtu procesor̊u. V práci je také zmı́nka
o teoretickém zd̊uvodněńı škálovatelnosti vnitřńı smyčky, založeném na práci
[12], která byla tehdy v rukopise.

3.7 Škálovatelné algoritmy pro koercitivńı variačńı
nerovnosti založené na FETI a optimálńı duálńı
penaltě [24]

Práce [24] se omezuje na koercitivńı úlohy a na aproximaci omezeńı na
rovnosti pomoćı penalty, takže diskretizovaná variačńı nerovnost je aproxi-
mována úlohou kvadratického programováńı s jednoduchým omezeńım tvaru
λi ≥ ci. Ukazuje se, že použit́ı penalty v duálńı formulaci má kvalitativně
lepš́ı vlastnosti než běžně použ́ıvaná penalta v primárńı formulaci, a sice, že
danou relativńı přesnost omezeńı ve tvaru rovnosti lze dosáhnout s penal-
izačńım parametrem, jehož velikost nezálež́ı na diskretizačńım parametru.
Důkaz tohoto tvrzeńı využ́ıvá výsledku, který byl skryt v d̊ukazech J. Man-
dela, R. Tezaura i A. Klawonna (např. [38]), a sice, že existuje dolńı mez na
spektrum Hessiánu duálńıho Schurova komplementu. Dohromady s novými
výsledky [12] a [29] odtud plyne, že navržený algoritmus je škálovatelný. Je
to prvńı d̊ukaz škálovatelnosti algoritmu založeného na FETI. Experimenty
jsou v naprostém souladu s teoríı a demonstruj́ı optimalitu duálńı penalty
i škálovatelnost výsledk̊u algoritmu pro diskretizaci od 50 do 2.130.048
uzlových neznámých. O výsledku jsem referoval na konferenci PMOCCO
2002 v plenárńı přednášce na pozváńı prof. O. Axelssona.

3.8 Škálovatelné algoritmy pro semi-koercitivńı
variačńı nerovnosti založené na FETI a optimálńı
duálńı penaltě [26]

Práce [26] rozšǐruje výsledky práce [25] na řešeńı semikoercitivńıch úloh.
Výsledky i teorie jsou prakticky obdobné, i když se při jejich odvozeńı muśı
zohlednit jiná struktura existenčńıch výsledk̊u, které už nejsou zaručeny
koercitivitou kvadratického členu, ale záviśı na detailńı struktuře lineárńıho
členu.
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Daľśı výzkum

Výzkum ve vývoji škálovatelných algoritmů intenzivně pokračuje. V
současné době byly provedeny ve spolupráci s Danem Stefanicou z New
York University experimenty s DP-FETI. Pro koercitivńı úlohy vyplývá
škálovatelnost ze známých výsledk̊u o rychlosti konvergence úloh kvadrat-
ického programováńı s jednoduchými vazbami [12] a [29]. Př́ıklad experi-
ment̊u je na obr. 1. Pro semikoercitivńı úlohy a pro algoritmy založené na
rozš́ı̌rených Lagrangiánech vyplývá škálovatelnost z nejnověǰśıch výsledk̊u o
kvadratickém programováńı [14]. Tento výzkum si v současné době źıskal
podporu MŠMT i NSF a bude pokračovat ve spolupráci s C. Farhatem, J.
Mandelem, M. Lesoinnem, D. Stafanicou a daľśımi.

4 Kontaktńı úlohy se třeńım

4.1 Řešeńı kontaktńıch úloh s Coulombovým třeńım
založené na dualitě [30]

V práci [30] je popsána využit́ı algoritmu pro řešeńı úloh kvadratického pro-
gramováńı [9] k řešeńı koercitivńıch kontaktńıch úloh s Coulombovým třeńım.
Základem je diskretńı duálńı formulace pro úlohu s daným třeńım, jej́ıž řešeńı
je využito pro hledáńı pevného bodu zobrazeńı, které je spojeno s Coulom-
bovým třeńım. Práce je napsána s mým doktorandem Vı́tem Vondrákem,
který provedl numerické experimenty.

4.2 Algoritmus s rozštěpeńım pro řešeńı kontaktńıch
úloh s Coulombovým třeńım ve 2D [23]

Práce [23] popisuje významné zlepšeńı algoritmu pro řešeńı kontaktńıch úloh
s Coulombovým třeńım. Základem je pozorováńı, že hlavńı problém při řešeńı
pomocných úloh s daným třeńım spoč́ıvá ve špatné podmı́něnosti př́ıslušného
duálńıho komplementu, zp̊usobené t́ım, že spojuje tečné i normálové složky
kontaktńıch sil. V předloženém článku se tečné a normálové složky rozděĺı
obdobně jako při použit́ı blokové Gauss-Seidelovy metody v kombinaci s
metodou pevného bodu. V práci je použito spojité duálńı formulace, takže
spojité multiplikátory jsou pak diskretizovány, narozd́ıl od běžných ”mortar”
metod, nezávisle na primárńıch proměnných. Práce obsahuje zaj́ımavé exper-
imentálńı výsledky, které nejen demonstruj́ı vysokou efektivnost použitých
metod kvadratického programováńı, ale i významnou úlohu použitých aprox-
imačńıch prostor̊u. Proti základńımu algoritmu se podařilo dosáhnout až
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tiśıcnásobného zrychleńı. Spojitá reciproká formulace a návrh experiment̊u
změřených na přesnost aproximace vycházel z práce J. Haslingera, R. Kučera
realizoval numerické experimenty.

J. Haslinger později našel d̊ukaz konvergence algoritmu s rozštěpeńım [34].
S použit́ım nápadu z knihy R. Glowinského, kterého si povšiml J. Haslinger,
se podařilo převést úlohu s daným třeńım v 3D na úlohu kvadratického
programováńı s jednoduchými nerovnostmi a rovnostmi [33]. Poznamene-
jme, že duálńı formulace úlohy s daným třeńım v 3D vede na minimalizaci
kvadratické funkce s kvadratickým omezeńım. V současné době se studuj́ı
daľśı př́ıstupy.

5 Aplikace

5.1 Modelováńı kompozit̊u [36]

Z aplikaćı je do souboru zařazena společná práce s J. Kruisem a K. Matoušem
o využit́ı metod rozložeńı oblasti při numerickém modelováńı laminovaných
kompozit̊u. Spolupráce vznikla z podnětu prof. Marka. Můj př́ınos v této
práci spoč́ıval v tom, že jsem navrhl využ́ıt specifické struktury problému a
ortonormalizovat matici vazeb. Ukázalo se, že pro řešeńı daného problému
byl tento nápad mimořádně účinný a zrychlil konvergenci multiplikátor̊u spo-
juj́ıćıch jednotlivé vrstvy tak, že mı́sto p̊uvodńıch tiśıc̊u iteraćı bylo třeba
pouze asi 150 iteraćı. V práci je i stručně vysvětleno, proč tomu tak je.

5.2 Kontaktńı tvarová optimalizace [31]

Posledńı práce souboru je aplikace dř́ıve rozpracovaných algoritmů na řešeńı
[31] úloh kontaktńı tvarové optimalizace. Ukazuje se, že analýza citlivosti
energetického funkcionálu považovaného za funkci návrhových proměnných
popisuj́ıćıch tvar tělesa vede na postupné řešeńı úloh kvadratického pro-
gramováńı s rovnostmi a nerovnostmi. Ukazuje se, že aplikace metod typu
FETI je pro řešeńı těchto úloh ještě efektivněǰśı než pro řešeńı př́ımých úloh,
nebot’ v každém návrhovém kroku se řeš́ı posloupnost úloh (počet člen̊u je
roven počtu návrhových proměnných plus jedna) se stejným Hessiánem,
takže poměrně nákladné sestaveńı duálńıho Schurova komplementu stač́ı
provést pouze jednou. Numerické experimenty provedl můj doktorand Vı́t
Vondrák.
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Daľśı aplikace

Pod́ılel jsem se i na mnoha daľśıch aplikaćıch. Jako př́ıklad uvád́ım
analýzu blokové struktury horského maśıvu [21], modelováńı mechaniky
člověka v rámci projektu AnyBody [43] ve spolupráci s universitou v Aal-
borgu, modelováńı kompozit̊u s inkluzemi [27] atd.
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[36] J. Kruis, K.Matouš and Z. Dostál, Solving laminated plates by domain
decomposition, Advances in Engineering Software 33 (7-10) (2002) pp.
445-452.
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English summary

The collection of papers presented here comprises eighteen papers.
Fourteen papers were published in refereed international journals, three
papers were accepted in refereed international journals, and one appeared in
the refereed proceedings published by Birkhäuser. The papers are split into
five parts of varying length.

In the first part, there is only one paper on preconditioning by conjugate
projector. It describes a variant of what would now be called a cascadic algo-
rithm that was successfully used for solution of 3D problems in geomechanics
and mechanical engineering. The paper was selected because of its certain
popularity especially in the FETI community. The main result is the rate
of convergence described in geometrical terms accompanied by a numerical
experiment demonstrating efficiency of the method.

The second part comprises five papers on numerical solution of quadratic
programming problems with the equality and/or simple bound constraints.
This research was motivated by en effort to find algorithms for solution of
quadratic programming problems with the rate of convergence in
terms of matrix vector multiplications and bounds on the spectrum
of the Hessian of the cost function that can be applied in development of
scalable algorithms for variational inequalities. The most important results
concerning bound constrained quadratic programming include introduction
of an efficient adaptive precision control into the active set strategy, so that
the modified algorithm accepts inexact solution of auxiliary linear problems,
and implementation of the reduced gradient projection. The rate of conver-
gence of the resulting algorithm is expressed in terms of the spectral condition
number of the Hessian of the cost function. The algorithms presented in these
papers enjoy the finite termination property even for problems with dual de-
generate solution. This shows that the algorithms presented need not suffer
from oscillations often attributed to the active set based algorithms.

To enforce the equality constraints, we introduce in papers coauthored by
A. Friedlander and S. A. Santos the Lagrange multipliers that are updated in
the outer loop of the algorithm. In the inner loop, either the unconstrained
or bound constrained quadratic programming problem for the augmented
Lagrangian is solved approximately. The resulting algorithms are shown to
converge to the solution and asymptotic rate of convergence without any
term accounting for inexact solution of the auxiliary problems is given. Un-
fortunately, the results in the papers of the thesis depend on the conditioning
of the constraints, but most recently this drawback was overcome. Another
result concerns the rate of convergence of the conjugate gradients for prob-
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lems with augmented Lagrangians. It is shown that even though the large
penalty parameter destroys conditioning of the Hessian of the augmented
Lagrangian, it is possible to give the bounds on the rate of convergence of
the conjugate gradient methods that is independent of both the penalization
parameter and the dimension of the constraint matrix.

Main results of the thesis are described in the third part concerned with
numerical solution of contact problems. The papers exploit, with exception of
the first paper that is based on preconditioning by projector (which may be
interpreted as Dirichlet-Dirichlet domain decomposition method), the dual
reciprocal formulation that is now part of the basic FETI methodology. Com-
bining the FETI methodology with the new results on quadratic program-
ming, we managed to develop three types of algorithms for variational
inequalities that enjoy both numerical and parallel scalability. The
one presented in the thesis is based on our optimal dual penalty. Since
the basic FETI methodology yields bound and equality constrained quadratic
programming problems with the Hessian whose spectrum is bounded inde-
pendently of the discretization parameter, we proposed to impose the equal-
ity constraints by the penalty method and to solve the resulting bound con-
strained problem by the algorithm mentioned above. The analysis have shown
that there is a bound on the relative feasibility error due to the penalty ap-
proximation that is independent of both the discretization and decomposi-
tion parameters, so that, using the above results, we can solve the discretized
variational inequality to a given precision with a number of steps that is in-
dependent of the discretization and decomposition parameters. Let us point
out that if we used the basic active set strategy, we would not get the solution
in O(1) steps, but rather in something like O(21/h) steps!

The approaches are applied in the third part to development of efficient
algorithms for solution of 2D problems with Coulomb friction. In particular,
an effective algorithm is proposed in a paper coauthored by J. Haslinger
and R. Kučera that combines the approaches mentioned above with splitting
tangential and normal components.

The thesis is completed by two applications. The first one concerns mod-
elling of laminated plates in a paper coauthored by J. Kruis and K. Matouš
where my asset is introduction of the orthonormalization into the set of
constraints that improved essentially the performance of the original algo-
rithm. The other one coauthored by V. Vondrák and J. Rasmussen describes
exploitation of the above mentioned algorithms to the contact shape opti-
mization. It turned out that the algorithms presented are even more efficient
for the latter problem as compared with the direct problem as the costly
decomposition may be carried out only once per each design step.
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