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Strucna anotace predmétu:

Pfredmét pojednavd o modelovani biologickych systémi a jejich Casti. Otevieny biologicky
systém, vyménuje se svym okolim hmotu, hybnost a energii, které vnitinimi mechanizmy
vyuziva pro zachovani své existence. Obecny biologicky systém je slozen z pevnych komponent
(kosti, chrupavky), mékkych tkani (svaly, tuky) a tekutin (krev, sinovialni tekutiny) a proto je
titeba pfi popisu vychdzet z obecnych zékonitosti mechaniky a termodynamiky téles a tekutin.
Vychozimi jsou zdkony bilance hmoty (chemické reakce), bilance hybnosti (silové plisobeni
svall), bilance energie ( transformace riznych forem energii mezi sebou) a bilance entropie
(sméry pfemény energii a latek).

Ziskané kompetence:

Student vybaveny zékladnimi pojmy a metodami biotermodynamiky je schopen analyzovat i
slozit¢ mechanické a biochemické procesy probihajici v zivé hmoté€, napt. pii diagnostice a
1é¢eni chorob kardiovaskularniho systému a poruchéach skeletu, pfi navrhu mechanickych nahrad
tepen, kloubti a v neposledni fad¢ i pfi vyvoji a aplikaci metod tkanového inZzenyrstvi.

Témata prednasek:

Zakladni termodynamické pojmy, fenomenologicka a mikroskopicka interpretace vnitini energie
a entropie. Zakony bilance vicekomponentnich chemicky reagujicich systémt, tj. bilance
hmotnosti - popis chemicky reagujicich smési, bilance hybnosti, vnitini energie (I. zdkon
termodynamiky), bilance elektrického a magnetického induk¢éniho toku a bilance entropie (I1.
zakon termodynamiky).

Souvislost vnitini struktury systému a jeho fenomenologickych vlastnosti, tj. elasticita,
viskoelasticita, difuzivita, tepelna a elektrickd vodivost apod.

Dusledky principu minimalni produkce entropie na materidlové vlastnosti biologickych systémt.
Linearni nevratna termodynamika a zaklady chemické kinetiky a chemické termodynamiky.

Napli cviceni:

Konkrétni aplikace obecnych principli a metod budou probirany formou cviceni:

Enzymova kinetika Michaelise-Mentenove, termodynamika membranového transportu, generace
mechanické sily ve svalu-vykon srde¢niho svalu, pulza¢ni proudéni krve v elastickych trubicich

(tepnéch a zilach), model srdecné cévniho systému cloveéka, modely prestavby (remodelace)
kosti vlivem vyzivy a mechanické zatéze.
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Najdéte vztah pro odpor proudici krve v tepné o poloméru a za predpokladu
laminarniho proudéni. Krev povazujte za nestlacitelnou tekutinu s hustotou p, s
konstantni viskozitou®! ;1 = konst.

Reseni: Proudéni nestlacitelné Newtonské tekutiny je popsano zakony bi-
lance hmotnosti
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Po dosazeni konstitutivniho vztahu (3.3) do bilance hybnosti (3.2) za podminky
(3.1) dostavame

. Op 0%t ,
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Za predpokladu stacionarniho proudéni ve valcovych soutradnicich r, ¢, z maji
rovnice (3.1) a (3.4) tvar
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pticemz v = p/p je kinematickd viskozita krve.

pro Av

3-1Ve skutecnosti je krev tixotropni tekutina, tzn., 7e jeji viskozita roste (vice jak 10x) s

klesajici rychlosti deformace ¥ = 88”; , viz.obr. 3.1. Viskozita krve roste i s naristem hematokritu

H, H% = % - 100 je objemové zastoupeni bunék V. (hlavné ¢ervenych krvinek) v krvi.



Predpokladejme pro jednoduchost osové symetrické proudové pole v = (0,0, v,)
zévislé jen na r, z, znac¢ime v, = v(r, z). Rovnice bilance hmotnosti (3.5) a hyb-
nosti (3.8) maji tvar

ov )

5 =0, tj. v=uv(r), (3.10)
Op pd (rdv) B
%= ( o ) = A= konst, (3.11)

resp. p=Az+B.
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Obrézek 3.1: Zavislost viskozity lidské krve na smykové rychlosti v a hematokritu
H. Viskozita krevni plazmy (H = 0%) je 1,2 c¢P. (Viskozita ¢isté vody je 0,8 cP,
1 ¢P (centipoise) = 1073 &%),

m2
° e viskozita celé krve, x ——— x krev zbavena fibrinu (bilkoviny vznikajici
pfi sréazeni krve), o------ o proplachnuté krevni bunky v Ringerové roztoku.

Oznacime-li p; a py (p1 > po) tlaky ve dvou mistech na ose z (viz obr. 3.2),
jejichz vzdalenost je L, je tim jiz urcena konstanta A a tim i tlakovy spad %.
Plati
P1 — P2

A=-—
L )

(3.12)

takze rovnice (3.11) ma nyni tvar

1d dv P1 — D2
22 == i 3.13
rdr (rdr> L ( )
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Obréazek 3.2: Laminarni proudéni valcovou trubici

Dvoji integraci této rovnice dostavame po rychlost vyjadieni

_pl — P2 T2
4l

= + Clln r+ CQ . (314)
Zde vystupuji dvé integracni konstanty, ale k jejich urcéeni mame jedinou okrajo-
vou podminku

v=0 pro r=a, (3.15)

kde a je polomér trubice. Abychom ur¢ili obé integraéni konstanty v rovnici (3.14),
pripojime k tomuto feseni ”prirozeny” pozadavek, aby totiz rychlost v byla v
celém prifezu konecna. Pro stired prifezu r = 0 logaritmicky ¢len diverguje a
proto musime polozit C'; = 0, abychom splnili pravé uvedeny pozadavek. Pouzitim
podminky (3.15) pak snadno ur¢ime zhyvajici konstantu Cs. Koneény tvar feSeni
je tedy

v = % (a2 — 7'2) . (3.16)
Dostali jsme ”parabolicky zakon” rozdéleni rychlosti.

Zname-li rychlost v kazdém bodé priifezu, neni jiz obtizné urcit stredni rych-
lost 7 nebo objem F' tekutiny, ktera projde prurezem za jednotku casu, popf. i
veli¢iny charakterizujici disipaci energie resp. tok tepla. Zde si jen vypocitame v
a F.

Hodnotu stfedni rychlosti dostaneme, kdyz sec¢teme rychlosti po celém priifezu
a vysledek vydélime plochou prufezu; tak dostavame

1 a P1— D2

v-2rrdr = ——=a”. (3.17)
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Z rovnice (3.16) je vidét, ze nejvétsi rychlost proudéni je v ose vélce, tj. pro r = 0,
a ze U je pravé polovinou nejvétsi rychlosti.
Pro hodnotu objemového toku F' plyne

a _ m3
F = / v-2mrdr = wa? = rl P2t [T (3.18)
0 8L S
To je Hagenuv-Poiseuilleuv zakon, ktery slovy lze vyjadrit takto: Mnozstvi teku-
tiny, které projde plochou kruhového priitezu za jednotku casu, je pfimo imérné
tlakovému spadu a ¢tvrté mocniné poloméru trubice a je neprimo tmérné dyna-
mickému koeficientu vazkosti. Zakon (3.18) miizeme prepsat do tvaru
8ulL

=_1, resp. (p1 — p2) = RF, (3.19)



kde R je odpor trubice (tepny, 7ily) o délce L a poloméru a. Je pak analogicky
Ohmovu zakonu elektrickych obvodi.

Pti pouziti tohoto zdkona je nutno si uvédomit, ze byl odvozen za ptredpo-
kladu, ze se ¢astice tekutiny pohybuji pfimocaife a rovnobézné s osou trubice,
¢ili ze jde o pohyb laminarni. Je-li proudéni turbulentni, které se vyznacuje neu-
sporadanosti pohybu ¢astic, nemizeme tyto vzorce pouzit, viz dale. Pouzitelnost
vzorce (3.18) je tedy vazana na podminku, ze Reynoldsovo ¢islo Re = 222 cha-
rakterizujici proudéni uvazované tekutiny je mensi nez kritické Reynoldsovo ¢islo
Regrit. Prijmeme-li, Ze Reg; = 2300 (ve velmi hladkych trubkéch dokonce 1000),
snadno se presvédéime, ze ve vétSiné technicky dilezitych ptipad je proudéni
kapalin potrubim turbulentni. Na druhé strané je podminka Re < Rey,;; splnéna
pii proudéni tekutin kapilarnimi trubicemi (zfejmé vzhledem k tomu, 7e a, v jsou
velmi malé). V tomto pripadé lze uréit dynamicky koeficient vazkosti pu podle
(3.18).

Poznamka (historickd). K zakonu (3.18) dospéli na zakladé experimentél-
nich méfeni témétr soucasné a pritom nezavisle némecky inzenyr HAGEN (r.
1839) a francouzsky lékar a fyzik POISEUILLE (r. 1840), ktery studoval pohyb
krve v zilach.



Odvodte rovnice kvazijednorozmérného proudéni tekutiny elastickou trubici
o prutezu A(x), viz obr. 4.1. Vné trubice je konstantni tlak p, a teplota 7T, a

Obr. 4.1: Kvazijednorozmérné proudeéni elastickou trubici

uvniti tlak p(x,t) a teplota T'(x,t). Predpokladame-li, Ze

i) proudici tekutina, ktera ma hustotu p, je nestlacitelna, takze g_p =
P

ii) Sténa trubice o tloustce h je elasticka, takze

b= By o

kde A = 7wa? je pocatecni prifez trubice s polomérem r = a a F je elas-
ticky modul. Exponent « je podle linedrni teorie elasticity roven 1/2, v
biologickych materidlech (tepnach) je ¢asto a > 1/2.

iii) ¢ [%], qs [k—g], Tw [%] vyjadiuji postupné odvod tepla, hmoty a hybnosti

m?s

(tfeni o sténu) z proudici tekutiny.



Reseni: Napiseme rovnice bilance hmotnosti, hybnosti a celkové energie e =

u + %, (u = ¢, je vnitini energie tekutiny) pro elementarni objem trubice V’,
viz obr. 4.1

/ pdv = 27rq,dz, (4.2)
V/
- o4, A
/ pvdv + p|3+ o v _ pa—d:p = —27r7,dz, (4.3)
v/ dx
- o4,
/ pedv + (pv)|ﬁ+ or 1 _ 2rrqd . (4.4)
V/

Zdrojové cleny jsou na pravé strané a tlak p jako povrhova sila ptsobici ve sméru
normaly. Uvazime-li problém jako jednorozmérny je element objemu trubice dv =
A(z,t) a materidlova derivace objemu V' je napt. v rovnici bilance hybnosti (4.3)
rovna dz

- - . . . a a
dv= [ podde = [ podde+ [ podde= [ |2 (Ap0)+ o (Ape?) | do.
L pvdv= | pvAde = [ pv T+ |, prade= | at( pv)—l—at( pv) T
‘ (4.5)
Zde jsme vyuzili definice materialové derivace () = % + vaa—l, adr = M%%ld)( =
g—;édX = g—;fdx, x = x(X,1) je trajektorie materidlového bodu, ktery byl v case
t =0 v poloze z = X.
Uzitim identity (4.5) muzeme zakony bilance (4.2) aZ (4.4) psat v kompaktnim
tvaru
Ap P Apv oA 27rq,
— | Apv | +=—| A(pv*+p) | = |p=—+ 27r7y, | . (4.6)

ot Ape Oz A(pe+ p)v Oz 27rq

Uvedené tfi rovnice spolu s materidlovym vztahem (4.1) jsou hledané rovnice
kvazijednorozmeérného proudéni stlacitelné tekutiny elastickou trubici.
Zdrojové ¢leny na pravé strané rovnic (4.6) vyjadiujeme obvykle ve tvaru

g, = —K,(p—p,) ... prutok tekutiny sténou trubice (K, [%] je konstanta prestupu).

(4.7)
Velikost trectho napéti ve sténé 7, uré¢ime podle Hagenova-Poiseuilleova zdkona
(3.18), viz piiklad 3 vztah (3.12). V pfipadé vyrovnaného proudéni je tlakovy
spad roven treci sile

8_p;p1—p2_8,uF_8,uv_ 2T

_ = = = = . 4.8
Ox L a’A a? a (48)
Odtud A
Tw = _ pro laminarni proudént (4.9)
a nebo obecné
Ay o § . “ :
Tw = —p7|v|v ... pro laminarni 1 turbulentni proudéni na tvaru trecitho koeficientu Ay .
(4.10)

m2K

q=—K,(T —T,) ... odvod tepla s konstantou prestupu K, [ W,] . (4.11)



Charakteristikou odporu proudéni tekutiny v trubici je treci koeficient

D 9dp 2DAp 64
1pv? ~ Lpw?  Re’

Af = (4.12)

kde D = 2a, Ap je tlakova ztrata na délce L a Re = Di” je Reynoldsovo cislo.
Pro turbulentni proudéni je urcovan experimentalné

Ap = 1,02(log Re)™>" . (4.13)

v

Obecnéjsi je vztah Colebrooktv, ktery zahrnuje 1 vliv drsnosti &

1 Rey /A
 —log d 0,8, (4.14)
A 140,14 Rey /Ay

k je charakteristicky rozmér (vyska) drsnosti, viz obr. 4.2.

VT Re

L 2log|—————=—1-0.8

\ Vir 1+0,1(k/D)Xi Re
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\ 104
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Obr. 4.2: Zavislost tfectho koeficientu Ay na Reynoldsove ¢isle Re a bezrozmérné
drsnosti %



Rovnice kvazijednorozmérného proudéni tekutiny elastickou trubici odvozené
v prikladu 4 zjednoduste pro pripad nestlacitelné vazké tekutiny a urcete jejich
charakteristiky.

Reseni:
Rovnice bilance hmotnosti a hybnosti se nechaji za predpokladu p = konst
upravit na rovnice pro proménné A(z,t), v(x,t)
0A 0A ov

ov ov 10p  8tpw
54—0%4—;%— P A (52)

Pouzitim konstitutivniho vztahu (4.1) popisujiciho elasticitu stény trubice mu-
zeme vyloucit tlak

19p 2( A )‘“ 1 0A ,  4ahE (5.3)

p0x %\ A Ao O Pro €0 = 3ap ’

kde A, je néjaky pocateéni (residudlni) priifez trubice a ¢, se jen malo lisi od
rychlosti postupné elastické viny podél trubice.
Pro zjednodusSeni zavedeme proménné

u(z,t) = ln% . v=uv(x,t) (5.4)

a charakteristicky ¢as 7 = %.
Rovnice proudéni tekutiny elastickou trubkou s uvazovanim tfeni maji tvar

ou ou  Ov
ov o 5 U v
E—l—v%choe il (5.6)

Rovnice (5.5) a (5.6) linearizujeme v okoli néjakého referen¢niho bodu w, =
(19, vp). ReSeni téchto rovnic si predstavime ve tvaru w = wy + dw a omezime
se pouze na linearni ¢leny. Po linearizaci oznac¢ime opét pro jednoduchost zapisu
w = dw. Vysledné dvé rovnice prepiseme do maticového tvaru a nalezneme jejich
charakteristiky

ow ow

IE—FB% = f,zde w = (u,v) a znaéidw = (du, év) = (u — up,v —vy), (5.7)

10 v, 1 B 0
I_<0 1>7B_<C(2)€o¢uo Ug)af_<_%€u>' (58)



Charakteristiky soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic (5.7) jsou kfivky y; =
Xi(z,t) = konst, i = 1,2 v feSené oblasti (z,t) podél nichz se feSeni neméni, tj.

ow ow
dw = —dt + —dx =0, 5.9
R T (59
zapsano maticove
ow ow
a1 + a1l = . 5.10
o o (5.10)
Podél charakteristiky x;(x,t) = konst plati souc¢asné rovnice
ow ow
I— +B— =0 5.11
ot oz ’ (5:11)
ow ow
dtl— +del— = 0.
ot " o
Prava strana f rovnice (5.7) pokud nezavisi na %, g—’;’ a konkrétni tvar charak-
teristiky neovliviiuje (maZeme ji poloZit napt. rovnou nule). Hleddme nenulové
reseni pro neznamé %—1:, ‘9—’; (tj. ¢tyfi neznamé). Podminkou nenulového feSeni je
I B| . |I B|_ ., |0 B-%]
det BT del ‘ = dt°det T deg ‘—dt det‘ 1 ] (5.12)
dx
= (—1)*dt’det | B— —1I|=0.
(1P| - 571

Pri tprave jsme odecetli spodni radky od hornich a rozvinuli podle sloupce. Ozna-

¢ime A = % a s ohledem na matici B, vztah (5.8), plati
- A 1 oy
det ceo‘“o Uo_)\‘ (Vo — A)? — 2e™o =0, (5.13)
resp.
d o
Ao = d_i = U, £ coe2". (5.14)
Tato rovnice je diferencidlni rovnici charakteristik
dx — (vo + ¢ et ) dt =0, (5.15)
resp.
T — (vo + coe%“") t=vyx; =konst, i=1,2. (5.16)

Podminku Fesitelnosti (5.12) resp. (5.13) soustavy (5.11) mizeme na charakte-
ristikdch (5.14) psat bez indexu ”0”, protoze podle podminky (5.9) jsou funkce
w1 (x1), wa(x2) FeSenim rovnice (5.7) a jsou podél charakteristik konstantni. Pro
feSeni u, v podél charakteristiky, napf. vzhledem k (5.15), plati

[v(x, t) £ coe%“(’”’t)] t—x=0. (5.17)
Splnuje-li feseni vztah
o AN?
v=coe2" =c, <A ) , x = konst (5.18)



je charakteristika nezavisl4 na ¢ase. ReSeni rovnic (5.1) a (5.2) v bodé z = konst
nezavisi na ¢ase, tzn., ze napt. prifez A(z) je v tomto bodé konstantni. Tato
situace muze odpovidat i kolapsu trubice, viz pt. 6.

Uvazime-li, Ze rychlost krve se pohybuje mezi 0 az 6 m/s (v aorté asi 1 m/s),

1/2
rychlost malé elastické poruchy po tepné je c, = (%) / = 7,4m/s, mize byt

pfi zizeni tepny podminka (5.18) splnéna. Pro lidskou femoral artery je E =
3:10° Pa,a=55mm, h=1,5mm, p=10>kgm =3, a = 1/2.



Naleznéte podminky samobuzenych oscilaci proudéni vazké nestlacitelné te-
kutiny v elastické trubici popsaného rovnicemi v prikladu 5.

Reseni: Predpokladame, Ze feSeni w = (u,v) rovnic (5.5) a (5.6) zavisi na
charakteristikich x12 = x12(2, 1), tj. w(z,t) = w(xi (2, 1), x2(x,t)). Rovnice (5.5)
a (5.6) prevedeme do charakteristickych proménnych

X1 =T — (vo + coe%“") t, Xe=2— (vo — coe%“") t. (6.1)

Index "0” oznacuje, ze jde o néjaké konstantni, ale dosud neurcené hodnoty te-
Seni. x; popisuje pripad, kde elastickd porucha na trubici se pri¢ita k rychlosti
proudu a y» pfipad, kdy se naopak od¢ita (postupuje proti proudu). ZvIast bu-
deme vySetfovat vlastnost rovnic (5.5), (5.6) na charakteristice x; a zvIast na
charakteristice x». Lisit se budou jen znaménkem. S ohledem na (6.1) plati

ow dw Ox dw o

gw o _ WOx W 4 ceste) 6.2
ot dy Ot dyx (U Col® ) (6.2)
ow _ dwdx _ du

or  dyxyoxr dy’

Dosazenim do rovnic (5.5), (5.6) dostdvame

du dv

—+—=0 6.3
dv 5 ,du v
— W — e 6.4

kde 1 = (v, vy, up) = v — v, F ¢,e2" . Horni znaménko plati pro elastickou vlnu
postupujici rychlosti v, + c,e2" a dolni znaménko pro vlnu postupujici rychlosti
Uy — Coe2%. Tato druhd vlna mize za podminky (5.18) i stdt na misté a nebo se
pohybovat néjakou jinou rychlosti, viz vztah (6.21).

Tyto rovnice roziesime vuci derivacim

du ve ¥
a0 geny S0 (02)
dv___Wve ). (6.6)

dx 7 (42— )
Pro piipad, ze hodnoty v,, u, v charakteristikich (6.1) popisuji klidovy stav
v, = U, = 0, potom funkce ¢ = v Fe, ' V tomto specidlnim piipadé maji rovnice

ITndex ”0” obecné neznamena poc¢atecni hodnotu, ale néjakou hodnotu referencni, takze v

/2
pfipadé x2 = = (vlna s toji v misté x = const), plati v, = ¢, (AAO ) , kde A,.s oznacuje

velikost pocatecniho prifezu trubice.



(6.5) a (6.6) tvar

du ve "
o T (0T 2e) T AT o] o0
dv v(vFe,)e ™ (6.8)

Ay T[v(vF2c) + (1l — e
a jejich feSeni nevykazuje v okoli klidového stavu zadné zajimavé vlastnosti.
Derivace podle charakteristik (6.2) miZzeme interpretovat i jako derivace podle
casu

dw a,\ L dw ~dw
@ = (Uo :l: 0062 ) % Uy = 0 — i% ) (69)
Uy =
resp. podle prostorové souradnice
dw  dw dw
oo = 6.10
dy  dx| ve#0 dx’ (6.10)
Uy # 0

za podminky (5.18) i pro libovolné ¢.
Nehledé na geometrickou interpretaci derivace (6.9), (6.10) budeme nazyvat
stacionarnim feSeni rovnic (6.5), (6.6) feseni algebraickych rovnic
e "
[1(w,v) = - — =0, 6.11
(@)= (@ = o) (7= vo F 26,6377) + 2 (eomo0T)] (6-11)

— o3 T
(v — U, F coezu") ve

fo(w,7) = - [(@ — ) (@ — v, F 2coe%“0) + c5 (et — 60@)]

=0.  (6.12)

Stacionarnim feSenim je
7=0, ué€ (—00,00). (6.13)

Nagim cilem je nalézt kvalitativni vlastnosti nenulovych feseni rovnic (6.5), (6.6).
Tato feSeni lze urcit z derivaci v tomto stacionarnim stavu, popripadé ve stavech
pro @ > 0, budou-li spliiovat potiebné podminky (6.18). Tudiz

% -& ; (izﬁ”_};ii:;ﬁ - o (6.16)
T (6.17)

Rikdme, 7e rovnice (6.5), (6.6) splituji v bodé (6.12) podminku Hopfovy bifurkace,
jestlize pro né&jaké dalsi body 7 > 0, T € (—o0, 00) plati
(% N 8_f> 21, 5)

T,q



Regeni mé pak charakter samobuzenych oscilaci (limitnfho cyklu).

Tudiz
ey (cge"‘“ 7E2)

[ T($270360‘u)2 m

pro Y =T TF ce? —v, =0. (6.19)

(% + %) _ e_u{[(2+a)y+¢]cgeau_w3}

(47— cZean)?

=0,

Splnéni této rovnosti budeme hledat za podminky (5.18), tj

@ v AO %
U, = Coe2"°, popt. vy = Cqy (A ) ) (6.20)
Podminka (6.18) je splnéna i pfi T#0pro =7
@+ak2wv—0 (6.21)

tj.
5

o= Z
T=0, To==2V3+ace" \/3+aco<A> ) (6.22)

Dalsi podminkou netlumenych oscilaci (6.17) je splnéni nerovnosti

w v du oo 7 (42 — c2e™) .
V piipadé, 7e 1) = v, dostavame
2™ 02 — (1 + a)c?e®®| (0% — c2e™®
[ ( ) ] ( ) > 0. (6.24)

72 (72 — c2e0T)*
Tento vyraz je kladny pro rychlost proudu 7 splhujici bud nerovnost
7\ 2 - 7\ 2 -
<—> < e*™ nebo <—> > (1 + a)e*. (6.25)
Co Co
Toto jsou soucasné i podminky netlumenych oscilaci. Prvni nerovnost ma vsak
smysl jen pro 7 = 0. Diky podmince (6.22) ma fyzikalni vyznam jen druha nerov-
nost. Uvazime-li, Ze hleddme feSeni na charakteristice (6.20) tak ma podminka
netlumenych oscilaci (6.25) tvar

) =00

Rychlost proudici tekutiny pri které nastavda Hopfova bifurkace, je podle (6.22)

(1) - ara (1) oo

Pti této rychlosti nastavaji netlumené oscilace stény trubice a tlaku.
Pro parametry aorty z piikladu 5 (o = 1/2, ¢, = 7,5m/s), pak podle pod-

minky (6.25) nastavaji netlumené oscilace pro v = /3 + awv, (AAO)Q/ = 1.87vq ( )1/4.
Pro Ay = A,es je vg = ¢, pro Ag # A,es ma vy hodnotu vypocétenou podle pod—
minky (6.20), coz odpovida charakteristice xo = x = const, tedy oscilacim v
pevném misté (srovnej s 6.1).

Poznamka. Porovnanim podminky (6.22) a (6.25) vidime, ze v oblasti

(1+a)cZe™ <7 < (34 a)ce™ (6.28)

existuji i tlumené oscilace.



Prechod z oblasti laminarniho proudéni do oblasti turbulentniho proudéni
je identifikovan kritickou hodnotou Reynoldsova ¢isla Re [1], které udava vztah
mezi rychlosti toku krve v [m/s|, primérem cévni trubice d[m], hustotou krve
p lkg/m3] a viskozitou krve p[Ns/m?|, Re = vdp/u. Reynoldsovo &islo je vlastné
pomér setrvacnych a vazkych sil. Pfi laminarnim proudéni jsou dominantni vazké
sily, pfi turbulentnim proudéni pievazuji sily setrvac¢né. Typickd hodnota kri-
tického Reynoldsova c¢isla pro prechod rezimu proudéni v cévach je asi 2320,
viz obr. 4.2, ale v misté bifurkaci mize mit hodnotu jen 600 a nebo i nizsi
nez 400. Uvazujeme-li proudéni v hrudni aorté, jejiz primér d = 2a se pii
kontrakei a relaxaci méni od 2,5 1072 do 4 - 10 2m, rychlost se méni v roz-
mezi 0,5 az 3m/s, hustota krve pii teploté 37°C' je 1,058 - 10% kg/m?, viso-
zita p je 4 - 1073 Ns/m?, pak v piipadé kontrakce aorty je hodnota Reynold-
sova ¢isla Re = 0’5”’5'149;5531’058'103 = 3306 a v pripadé relaxace nabyva hodnotu
Re = 3X4'10:1§,1’3058'103 = 31740. Tyto hodnoty jsou ve skutecnosti zavadéjici,
protoze neni jasné, jak dlouho turbulence trva.

Odhadnéte cas potiebny ke vzniku turbulence a charakteristickou velikost
turbulentnich vira pii prechodu krve z levé komory do aorty. Prichod aortalni
chlopni chapeme jako turbulizac¢ni faktor.

Reseni: Odhadnout c¢as potiebny k ptrechodu z laminarniho do turbulent-
niho proudéni je mozno jediné ze znalosti mechanismu ztraty stability laminar-
niho proudéni. Proudéni ve smykové vrstvé trubky (tepny) je popséno Navier-
Stokesovou rovnici (3.4)

, w0, , ov, N 0V, N 0V,
Uy = — ro U, = Vp—— + Vy——r
p 0y? p ot ox Y oy

(7.1)

() znadi konvektivni (materidlovou) derivaci. ProtoZe nas zajima jen rovnovaha
mezi setrvaénymi (leva strana rovnice) a vazkymi silami (prava strana rovnice),
neuvazujeme tlakovy gradient %.

Proudové pole si predstavime jako superpozici stiedni rychlosti v, a fluktu-
acnich slozek 6v, dvy, dv,. Potom lze podminku stability proudového pole v
uvazované smykové vrstvé psat ve tvaru!

. p ok pw 0% [(v?
k_p6y2+8+p6y2 5 ) (7.2)

kde kineticka energie fluktua¢niho (turbulentniho) pohybu v 1 kg krve je

k= % /f(x,v, t) [(6?}1)2 + (0v,)* + (5vz)2] dv,dvydv, . (7.3)

'Marsik F., Termodynamika kontinua, Academia Praha, 1999.



K disipaci energie turbulentniho pohybu e dochazi v diisledku molekulérni visko-
zity p a jeji velikost (v 1 kg krve) je definovana vztahem

. H 8(51}2 8(51}]'
€= P /f(x,v,t) 9 D dvgdvydv, . (7.4)

Rozdélovaci funkei F(x,v,t) velikosti fluktuaci rychlosti dv; (i = 1,2,3) neni
nutno znat explicitné, protoze se zajimame jen o stfedni velikosti k a e.

Velikost turbulentnich pulzaci §v charakteristického rozméru [ < r je urcena
rovnovahou mezi setrvaénymi a vazkymi silami (ve smykové vrstvé tepny o polo-
méru r) podle rovnice (7.1), tudiz

(6v)*>  pév

T~ v resp. 0v -~ —. (7.5)

Rovnovaha (jakysi ustaleny stav) mezi velikosti (intenzitou) turbulence k = (5;)2,

resp. jeji kinetickou energii £ a preménou turbulentniho pohybu na teplo, tj.
disipaci ¢, je vyjadfena vztahem (7.2)

0%k u(6v)?
;8—y2+€:0, resp. ;(P) ~ £

(7.6)

Vylou¢enim velikosti turbulentnich pulzaci dv (resp. velikosti kinetické energie
k = (6v)?/2) dostavame dilezity vztah pro geometrickou velikost pulzaci?

1= é (%)3 . (7.7)

Cas 7 potfebny k vyvinuti turbulentniho pohybu stanovime z rovnice (7.2)

2k dv)? dv)?
Ha—:(), resp. (o) Nﬁ( v)
p Oy? T p 12

_E g

, Tresp. T

Jde o ¢as, za ktery se velké viry o velikosti r = d/2 rozpadnou na viry o velikosti

[. Tento Cas stanovime tak, ze vylou¢ime charakteristicky rozmér [ z rovnice (7.7)

l2

== £ (7.9)

[ pe

a vyjadrime ho pomoci velikosti disipace ¢, poptipadé velikosti kinetické energie

turbulentniho pohybu k.

Zbyvé nalézt vztah mezi velikosti disipované energie pSV béhem jednoho
srde¢niho tepu a kinetickou energii turbulentniho pohybu pkSV, SV [m?] je te-
povy objem. Vzhledem k pulza¢nimu pohybu krve muzeme predpokladat, ze se
veskera kineticka energie krve v aorté prevede na kinetickou energii turbulentniho

pohybu, tj.
2

By = p%SV = pkSV (7.10)

a to za dobu trvani srdec¢niho tepu At. Ma-li byt na konci srde¢niho tepu opét
laminarni proudéni, musi se ale soucasné tato energie disipovat na teplo, tj.

peSV = B /At = pkSV/At . (7.11)

2Chorin J. A., Vorticity and turbulence, Springer Verlag 1994.



Z této bilance odvodime vztah £ = k/At (srovnej s podminkou stability (7.2)),
ktery dosadime do vztahu pro charekteristicky ¢as rozpadu viru (7.9)

_ \/* Wm Wmsv} 71

Charakteristicky rozmér [ turbulentniho viru je podle (7.7) roven

3
1
e\p
Tepovy objem SV, tj. mnozstvi krve vypuzené do aorty béhem kontrakce levé

komory, je asi 7- 107> m3 (70 ml). Kineticka energie potiebna pro pohyb krve v
aorté je dodavana praci srdce

1/4

3 1/4
> AtSV

W:SVXAp:Ek+Ep—|—Eel+EdZS, [J], (714)

kterd je vykondna b&hem komorové kontrakce, kde Ap[Pa = N/m?] je rozdil
tlakii v komote (rozdil mezi maximélnim systolickym a minimélnim diastolickym
tlakem). Ej [J] je kinetickd energie krve, E, [J] je tlakova energie krve uvolnéna
pii zvySeni tlaku z diastolickych hodnot na systolické, E,;[J] je elastickd energie
uloZend ve sténé aorty a Fgy; [J] je ztratova energie v disledku disipace.

Nasim cilem je zjistit velikost kinetické energie krve v aorté Fj a podle vztahu
(7.10) stanovit alespon piiblizné charakteristickou rychlost krve v pro vypocet
Reynoldsova ¢isla.

Za predpokladu normélniho systolického (maximéalniho) tlaku v levé srdecéni
komote 120mmH g a diastolického tlaku v levé sini 9mmHg, je tlakovy rozdil
Ap = 111mmHg = (111 x 133,3) = 1,48 - 10* Pa. Prace, kterou vykona srdce
W =1,48-10* x 7-107° = 1,04 .J. Jen asi 70% této prace je predano krvi v
aorté (30% energie se ztrati pii vytoku krve ze srdce a priitokem aortélni chlopni
), takze celkova energie pfedana do aorty (7.14) je W =0,7 x 1,04 = 0,73 J.

Tlakova energie krve v aorté se zvySuje pii vzrustu tlaku z diastolické hod-
noty, normalni diastolicky tlak v aorté je 80 mmH g, na systolickou hodnotu
120 mmHg. Tlakovy rozdil je v tomto piipadé 40mmHg (= 40 x 133,3 =
5,33+ 10? Pa). Predpokladdme-li 70% tepového objemu, pak tlakova energie

E,=0,7xSVxAp=0,7x7-107°x5,33-10° = 0,26 J . (7.15)

Elasticka energie

SV

Eel:SVXAp:O
Ao

(VAo - V;"es,Ao) ) (716)

kde C4, je elastickd poddajnost aorty a Va,, Vies, 40 jsou maximalni a zbytkovy
objem aorty. Uvazujeme-li Cy, = 1,2 - 1078m?/Pa, SV = 7-107°m3, Vy, =
1,4-107% Vies 4o = 1,3-107°m3, pak E, = 0,28.J. Tato energie je ulozena
do stény aorty a je uvolnéna pii kontrakci aorty a umoznuje tok krve do celého
systému. Tato energie je srovnatelna s praci vykonanou srdcem a tlakovou energii
pri vzrustu tlaku.



Ztratova energie Egs = Apgis X SV, Apg;s je tlakova ztrata podél aorty, kterou
lze stanovit pomoci Poiseuillova zdkona. Za predpokladu, ze polomér aorty je
1,25-10 2 m, délka aorty je 0,3 m, tok krve v aorté 9,6 - 107°m3/s,

SulaFF 8x4-1072%0,3%x9,6-107°
Apasy = 220 — . X2 X T =12 N/m? (7.17)
ot 3,14 x (1,25 10-2)

a Egs = 12x0,7x7-107° = 5,9-107* J. Tato energie je mal4 vzhledem k tlakové
energii a k praci vykonané srdcem.

Ze zjednoduseného zakona zachovéani energie (7.14) (zanedbani ¢lenu Ey;) 1ze
uréit kinetickou energii By = W — E, — Eq = 0,73 — 0,26 — 0,28 = 0,19.J.
Ze znamé hodnoty kinetické energie 1ze vypocitat rychlost proudéni krve v aorté
v[m/s]

2 x Ej 2% 0,19
- = ’ —2.71 . 7.18
’ \/p><0,7><SV \/1,058-103><0,7><7.105 TLm/s (7.18)

7 v v/ . 72 . 3 L e v
Vypoétem reynoldsova &isla Re = 242 = 2IxA10 XLOI0 — 9867, zjistime, Ze

je v aorté v okamziku ejekce levé komory vyvinuté turbulentni proudeéni, viz obr.
4.2.

Na zakladé téchto udaji lze podle vztahu (7.12) zjistit ¢as 7, ktery je zapotiebi
ke vzniku turbulentnich viru

UXAtx0,7x SV [4-103x0,8x0,7x7-10-5 »
g \/ By 0,19 ! %
(7.19)
a velikost charakteristického rozméru (7.13) turbulentniho viru
3 1/4

w> x AT x SV :
[ = =1,1-10 7.20
o , (7.20)

At je doba trvani jednoho tepu, pfi srdecni frekvenci 75 tepi/min At = 60/75 =
0,8 s. Velikost casu 7 a rozméru [ indikuje, ze v aorté je vétsinu casu pti normal-
nich podminkach proudéni na hranici turbulence. Do rezimu turbulentniho miize
prejit pii zvySené srdecni zatézi (napf. pii cviceni) nebo pii stendze srde¢nich
chlopni (zizeni). Rozmér turbulentniho viru je srovnatelny s velikosti lymfocyti
a monocyttt 5 — 17 um. Casté turbulentni proudéni by je mohlo pogkodit.



Priklad:
Analyzujte proces (chemickou reakci) nazyvany Autokatalyza — rozmnoZovani, ktery
je popsan rovnici

M+ X 222X + M=, (1)

Proces probiha v prostiedi M ménicim se na prostiedi M’ s mozZnosti odtoku mnozici
se komponenty X. Ucastniky procesu jsou nasledujici slozky:

M ... je ptivodni prostiedi

M’ ... je prostiedi po katalyze

X ...je mnozici se slozka napt. molekula, burika, jedinec apod.

J, ...oznaCuje tok slozky X , pro J, >0dochazi k odstranéni z mista reakce.
Reseni:

Formulujeme diferencialni rovnici pro ¢asovou zménu komponenty X v rovnici (1).
Vyjdeme z néjaké obecné rovnice

k

P ! !
uplCI+up202+...<_k—>uplcl+UPZCZ+.... (2)

—-P

Necht’ jde napt. o p -tou rovnici pro chemické komponenty C_,a =1,2,... Tato
rovnice popisuje chemickou kinetiku s dopfednou rychlosti chemickeé reakce k, , a
zpétnou rychlosti k_ . Zde v, oznatuje stechiometricky koeficient substrat reakce
(na levé stran€ rovnice (2)) a analogicky v’ , je stechiometricky koeficient produkti
reakce (komponent na pravé stran€ rovnice (2)).Rychlost chemické reakce (2)
vyhovuje zédkonu aktivnich hmot w, =k, n”'n,” ...~ k_pnlu*"‘ ny... kde
n,, a =1,2,... jsou latkova mnozstvi (popf. molarni koncentrace) odpovidajicich
slozek. Rychlost vzniku, napt. komponenty C, je pak ddna vztahem

— dr]l _

) - ;J_p P
h=— (v =0, )W, 3)

ktery reprezentuje bilanci hmotnosti v chemickych reakcich, viz napft. vztah (5.73)

v knize [1].

Zakon aktivnich hmot aplikujeme nyni na nasi chemickou rovnici (1) a pro rychlost
této chemické reakce dostavame vztah w, =k,,n,,n, —k_n,.ny . Podle rovnice (3) je

zména slozky X dana diferencialni rovnici
2

dn ,
Ny :d_tX:(UPX _UpX>Wp:k+lanM _k_1nng'_‘]x' (4)

Rozdil stechiometrickych koeficientd je v/, —v,, =2-1=1.
Budeme nejdiive hledat mozné stacionérni stavy. Pro zjednodusSeni zavedeme

rovnovaznou konstantu chemické reakce (1) uréenou pomérem rychlosti doptedné
reakce K, a zpétné reakce Kk , , tudiz

k _h
K, =—Ll=Ae R . (5)
k—l
Zde A je konstantni faktor, a h; je energie reakce, pro h, > 0 jde o energii
spotfebovanou k rozmnozeni slozky X, viz .rovnici (5.60) v knize [1].

Za predpokladu nulového odtoku J, =0 ma rovnice (4)dva staciondrni stavy



n Ny o
— _ M _ M RT
Ny, =0, Ny, =K —=A—"e ", (0)
Ny Ny

Velikost stacionarniho stavu se zméni pfi nenulovém odtoku slozky X.
. , . . v n .
Predpokladejme zavislost odtoku na koncentraci, napf. J, =—*, kde R, je odpor

X
kladeny prostiedim. V tomto piipad¢ je staciondrni stav procesu (4) vyjadien

podminkou
n 1
[klnM,[nx -K, n—:j+§}nx =0, (7)
n 1
n,=0n,=K-"——— 8
X1 X2 1nM’ kflnM,Rx ( )

Stacionarni koncentrace jsou uvedeny na obrazku ze kterého je vidét, ze pfi rostouct
energii h, =h(n,,n,,n, )klesa i konetnd stacionarni hodnota n,,. Ukazuje se

rovnéz jak dilezity je vliv prostfedi ny, =n,, (ny ),n,, =ny.(n, )

: [ A
I-_:-.'—"e.‘(p "__—‘ BEZ ODTOKU
n R1

M L 4

n 1
=K M
n, | n,, + K R S ODTOKEM

. . . n . T
Obr. Vliv energie rozmnozovani h a odtoku J, = R—X, kde R, je odpor prostiedi na
X
velikost stacionarni koncentrace komponenty X.

Ptesné feseni rovnice (4) dostaneme jeji pfimou integraci v ¢asovém intervalu
(ty,t) ajim odpovidajicim koncentracim n, ;= n, (t,),n, (t) =n,

M a+bn,)n
i _dn 1 @Ol o askon, ——— b=k n,. (9)
nxonx(a+bnx) a |ng(a+bny,) ’ Ry
Uvazime-li, ze
a_ k,n, 1
— =M _ =n,(t>o)=n 10
b k,n, k,n,R, x( )=Nx2 (10

dostavame po Upraveé casovou zavislost mnozici se slozky na jeji hodnoté pocatecni
Ny o =Ny (t,)a na jeji hodnote konecné n,, ve tvaru



nX OnX2
N (®)= Ny, exp[-a(t—t,)]+n,, [1 —exp[-a(t _to)ﬂ o

Z tohoto obecného tvaru je zifejmé, ze pocatecni hodnota mnozici se komponenty
n, , nemize byt nulova; nebo-li proces autokatalyzy musi zacit od né¢jakého jedince.

Vidime, Ze rozhodujici vyznam ma koeficient
1
a=k,n, ——. (12)
RX
Je-li tento koeficient kladny ma prib&h n, (t) monotoénni pribéh, v ptipadé, Ze odpor
prostfedi R, klesad mlize klesat 1 koncentrace mnoZici se komponenty X.

Doporucend literatura:
[1] F. Marsik, I. Dvorak: Biotermodynamika, Academia , Praha 1998.



Priklad: Uved'te definici pH roztoku, jeho vlastnosti a popiste jeho méfeni.
ReSeni

Meéieni pH je vSeobecné znamy analyticky proces. Navzdory tomu je tento proces
velmi Casto chybné interpretovan. Tento piiklad podava vysvétleni méfeni pH,
odhaleni skrytych zaludnosti a vlivii dalSich proménnych na tuto analytickou metodu.

Velic¢ina pH je odvozena z potencidlu vodiku a je vyjadfena logaritmickym
vzorcem:

pH:_logloan (D

a,.. vyjadiuje aktivitu vodikového iontu, H". Aktivita je zdvisla na koncentraci

méfené¢ho roztoku vyjadiené poctem moli. Rovnice (1) je obvykle uZzivana v
nasledujicim tvaru

pH =-log,, [H*], (2)
kde [H*] je koncentrace vodikovych iontd, tj. poget molét H™ v 1 litru vody'.

Obvykly rozsah pH je odvozen z disociace vody
H,O=H +OH . 3)
Disocia¢ni konstanta, Ky, je definovana obvyklym zptisobem:

_[H][ow]

L[ ) fon), @

kde [Hﬂ je koncentrace (latkové mnozstvi) vodikového iontu, [OH] je

koncentrace (latkové mnozstvi) hydroxylového iontu. Pro lepSi manipulaci
predpokladame latkové mnoZstvi [H20]=1M,tj. 18 g vody. Moléarni koncentrace

gisté vody je [H,0]= 1020 =55,55 M.

Za predpokladu, ze roztok je i elektricky neutralni, tj.. pocet kladnych i zapornych
iontl je stejny, 1ze z rovnice (4) odvodit rozhodujici vztah:

[H]=[0oH]=K,. )

Kw ma pii teploté 25 °C a tlaku 1 baru hodnotu 1,001 x107'*. Z rovnice (5) vypocteme
koncentrace iontl ve vodé

[H"]=[0H"]= K, =41,011x10™ ~10” (6)

pfi uvedenich podminkéch. Substituci do rovnice (2) dostavame

pH =—log, [ H' |=—log,, 107 =7. (7)
Podobné miizeme definovat dalsi veli¢inu nazyvanou pOH
pOH =—log,,[ OH | =—log,, 107 =7. (8)

Tudiz cely rozsah hodnot pH je od 0 do 14 a neutralni roztok je definovan jako roztok
jehoz koncentrace iontl je rovna pH = pOH = 7.

kmol mol
! Koncentrace je uvadéna v Molech, tj. [H+] = [ } = {—:l =M

m’ L



Disocia¢ni konstanta Ky, je z4avisla na teploté a miize se ménit od 1,156 x10™" pfti 0°C
do 5,189x107" pii 100°C, viz Tabulku 1.

Teplota | Teplota Kw pH
°C °K pOH
0 273,15 | 1,156x107" 7,47
5 278,15 | 1,872x107" 7,36
10 283,15 | 2,964x107" | 7,26
15 288,15 | 4,573x107" 7,17
20 293,15 | 6,878x107" 7,08
25 298,15 | 1,011x107™" 7,00
30 303,15 | 1,455x10™" 6,92
35 308,15 | 2,055x107"* | 6,84
40 313,15 | 2,854x107'* | 6,77
45 318,15 | 3,898 x107" 6,70
50 323,15 | 5,245x107™ 6,64
55 328,15 | 6,957x107"* | 6,58
60 333,15 | 9,104x107™" 6,52
65 338,15 | 1,176 x107" 6,46
70 343,15 | 1,501x107" 6,41
75 348,15 | 1,893x107" 6,36
80 353,15 | 2,362x10™" | 6,31
85 358,15 | 2,917x107" | 6,27
90 363,15 | 3,567x107" | 6,22
95 368,15 | 4,321x107" 6,18
100 373,15 | 5,189x107" 6,14

Tabulka 1: Teplotni zavislost Ky, pH a pOH pfi tlaku 1 baru.

Stupnice na nasledujicim obrazku ilustruje hodnoty pH pro nékteré pouzivané napoje
kysely neutralni zasadity

pHO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
e r 1+ 111 1 1 1 1]
T i

destilovana voda (7,0)

mléko (6,6)
kava (5,0)

pivo (4,4)

pomerancova §t'ava (3,7)

vinny ocet (3,2)

cola (2.8)



Gibbsovu volnou entalpii (nékdy se uziva kratsi nazev Gibbsova energie) vodikovych
iontd ve vodé vypocteme z rovnovazné konstanty piirozené disociace vody

H,0 =2 OH +H"
Standardni Gibbsovy energie (v naSem ptipad¢ referencni chemické potencialy) jsou
pro vétsinu latek tabelovany, napft [1]. Zde nalezneme hodnoty chemickych potenciali
vniku piislusnych komponent, 7z, , =—237kJ/mol, zz_ = =-157kJ/mol,

4, =0 kJ/mol . Logaritmus rovnovazné konstanty je roven zaporn€ vzaté Gibbsové

volné entalpii

RTInK, =RT h{W} = —AG = (0 + Mo + 1y )

[H.0]
=-237+157+0=-80 [kJ/mol]

viz napt. [2]. Z tohoto vztahu nalezneme konkrétni velikost rovnovazné konstanty

, )

-AG ~80-10° -1
K, =exp| — |=exp| —————— |=exp(-32,2331)=(9,969-10") =10"
" p( RT j p(8,314-298,15} p( ) ( )
(10)
Ke stejnym zavérim dosp&jeme z teplotni zavislosti rovnovazné konstanty
z Tabulky 1.

-101
= -15 o 0
2 InK“(p,}’):—M [;]+Ab
~ R \1 R
3 sl
x
U) ']
3 s > [* "
= a8l 34-283 616155 5 Ao =512
0,00366 —0,00267 R mol
-28,3
-30
-34 4/
_35 " 1 n 1 L 1 L 1 n 1 n 1 L 1 n ]
D 0001 0002 0003 0¥04 0005 0006 0,007 0,008
0,00267 0,00366 1T (1/K)
o 373,15 27315 T (K)

Obr. 1: Stanoveni velikosti Gibbsovy volné entalpie AG z teplotni zavislosti
K, (p.T) prop=1,013-10° Pa, T €(0°~100°C), viz Tab. 1



0

Z obr. 1 nalezneme zménu entropie =—12 pro T >, proR=8314 J/mol

plyne AS° = —99,8L a tudiz—AG® =—-AH +T°AS° =-51200-298,15-99,8 =

mol
—-80900 L = —80,9£.
mol mol

Méreni pH definované na zakladé elektrochemickych velicin

Me¢lo by byt zfejmé, ze méfeni [H*] nebo [OH*] metodami analytické chemie neni

proveditelné. Tudiz rovnici (1) musime vyjadiit v jiné form¢ — nazyvané Nernstova
rovnice, kterd popisuje pH pomoci elektrickych velicin:
RT
E=E°-—1Ina_,, 11
nF *H b
kde E znali potencidl v milivoltech (mV) a E° je standardni potencidl vodikové
elektrody (0 mV), R je univerzalni plynova konstanta, T je teplota ve stupnich Kelvina

n pocet elektronil vstupujicich do reakce, tzn. n=1, F je Faradayova konstanta a a_, je

aktivita vodikového iontu.
Dosazenim numerickych hodnot pro rtizné konstanty a pfevedenim pfirozeného
logaritmu na dekadicky se rovnice (11) redukuje na tvar:

E=E°+0,1984-(t+273,15)- pH. (12)
Clen 0,1984-(t+273,15) je znam jako Nernstiiv faktor a popisuje rychlost zmény v
mV vzhledem k teploté, viz Tabulka 2.

Teplota Nernstiiv faktor
() (mV/pH)

0 54,19
5 55,18
10 56,18
15 57,17
20 58,16
25 59,15
30 60,14
35 61,14
40 62,13
45 63,12
50 64,11
55 65,10
60 66,10
65 67,09
70 68,08
75 69,07
80 70,06
85 71,06
90 72,05
95 73,04
100 74,03

Tabulka 2: Teplota vs. zména v mV



Nasledujici Tabulka 3 popisuje cely rozsah pH od 0 do 14 pfi 25 °C.

pH mV
0 414,05
1 354,90
2 295,75
3 236,60
4 177,45
5 118,30
6 59,15
7 0,00
8 -59,15
9 -118,30
10 -177,45
11 -236,60
12 -295,75
13 -354,90
14 -414,05

Tabulka 3: pH vs. mV

Jak je pH ve skute¢nosti méreno?

Z predchozi diskuze by mélo byt zfejmé, Zze pro méfeni pH musi existovat elektricky
obvod. Tento obvod zahrnuje méfici (nebo sklenénou) elektrodu (pro urceni E),
referen¢ni elektrodu (ke stanoveni E°) a néjaké zaiizeni pro meéfeni elektrického
potencidlu (mV) mezi dvéma elementy, viz Obr. 2.

referen¢ni

H
p elektroda

elektroda

Obr. 2 métici obvod pH

Poznamky:



Kyseliny-acids — H" donates (dav4)
Zasady- bases — H" accepts (pohlcuje)
reakce kyselina-zasada (acid-base reaction)
HA+H,0 2 H,0" + A~
N N N

kyselina zésada slouceni kyseliny  slouceni zasady

(13)

se zasadou s kyselinou

Rovnovazna nebo disociacni konstanta
H.O" || A~
K, = [ 3 }[ ] (14)
[HA][H,O]
Pro ¢istou vodu
H,O=OH +H"

kmol mol

[H,0] = koncentrace — === M
m
IL...1k
8 viLije 1900 _ 55 smol_ 555
lkmol ... 18 kg ...18 L 18 L

Z rovnice (13) a (3) vyplyva

szma K, =[OH|[H"] =107 M? (15)

25°C=298,15K
[HZO] p=101325 Pa

MnozZstvi obsahujici stejny poc¢et moll [OH_} = [H+] =K!>=10" M

/O ... silna kyselina
pH = —log[H*] T7 neutralni roztok (krev [H*]=4 -10® M; pH=6)

14 ... silna zasada

Biologické latky se méni podstatné s malymi zménami pH. Vyzaduji prostredi, ve
kterém je pH nesenzitivni na slu€ovani kyselin nebo zésad , tzn.
HAZ= A +H”
4 N

kyselina konjugovana zasada
Takové prostiedi nazyvame pufr (angl. buffer) ,viz Obr.3



1,0 =y 1,0
0,6 -0,6
0,41 , -10,4
octova kyselina |}
0,2 CH;COOH= -10,2
' 0,0
0'00 4 '

pH
Obr. 3 Dva typické pufry pro rizné hodnoty pH.

CH,COOH & H™+CH,c00"  [H'][A"]

HA = H +A"
NH, = NH,+H" (A ][H]
HA = A +H' [HA] 7

pH roztoku je urceno relativnimi koncentracemi [HA Ja konjugovanymi zasadami [A’]
HA] ok ]

H |= K[—, H=-log| H" |=-logK+log=——=.
(A [A] p g[ '] g g[HA]

Titraéni kiivka- postupné ptidavani OH (resp. zvySeni [A7]) .

Henderson-Haselbachova rovnice pH=pK+log [[I?A]]

(rovnost kyselosti), je-li koncentrace kyseliny [HA] rovna koncentraci jeji
konjugované zéasady.

, pK je numericky rovno pH

Doporucena literatura:
[1] P. W. Atkins, Physical Chemistry , Oxford Press, 1999.
[2] F.Marsik, 1. Dvorak, Biotermodynamika, Academia Praha, 1988



EXERCISES

1. How much heat will be produced by the formation of 1 g pure liquid water from pure
hydrogen and pure oxygen at room conditions
a) in a gas burner after condensation of the water vapour:

O1= e kJ;
b) in a standard fuel cell (efficiency = 70%)
Q2= iiiiiiiiiinnnn kJ

2. What is the numerical value of the (differential molar) heat of reaction at constant pressure
Qm, and that at constant volume Qp,v for the formation of graphite from diamond starting
at room conditions?

Omp=ivviiiininninnn kJ/mol; Omy = eererieiniinin kJ/mol.

3, What is the numerical value of the molar free enthalpy of formation of pure dichlorine
#*CIP’Cl at room conditions? |

AGr= v, kJ/mol.

4. A hot solution with a temperature of =100°C is obtained if the same amounts (in weight) of
NaOH and H,O are mixed (strong exothermic reaction). On the other hand the ratio
n(NaOH)/n(H,0) in a saturated solution at 100°C is approximately 3 times higher than at
25°C (strong increase of solubility at heating). How is this compatible with Le Chatelier’s
principle? (answer in catchwords)

............................................................................

5. The “drinking duck”, a well-known toy, tips over, the beak dips into the water, the duck
returns in the upright position, and the game can start again.

What is the approximate value of the efficiency, if the duck (by evaporating 1 g of water at
a humidity of 70%) lifts a weight of 50 g for 1 m?

2) wet felt cools the head,
vapour condenses

The movement of the duck can be used for
lifting a-weight

3) liquid rises up, center of
gravity changes, duck
tips over

1) ambient air warms 4) liquid
the body, liquid ~~_/:" flows
evaporates T back,

duck

returns

G. Job




Some useful numerical values (at 298 K)

State M P Hy w Com X d A ApHy
g/mol  kg/m®  Jmol  J/K-mol J/K-mol 10°/Pa  10%K ki/mol ki/mol
C diamond 12.01 3510 522 238 6.12 0.0023 3.0 1.893 716
C graphite 12.01 2200 1051 5.74 853 0031 74 0 714
Cl, gas 7091 2.898 9177 2230 339 9869 3354 O 242.2
H, gas 2.016 0.0824 7415 130.6 28.83 9869 3354 O 435.8
H,O gas 18.015 0.736 9899 188.6 33.55 9869 3354 -241.7 924.9
H,O liquid 18.015 997.0 13_26 69.7 75.15 0474 256 -285.9 969.1
0, gas 32.00 1.308 8646 2050 29.36 9869 3354 O 494.8

Index ° identifies standard conditions

M molecular mass

p mass density

H,  molar enthalpy H,(298 K) — Hi(0 K)

St (conventional) molar entropy
Cpm molar heat capacity at constant pressure

isotherm compressibility
y (cubic) thermal expansion coefficient

A¢H,, molar enthalpy of formation
ApH,, molar dissociation enthalpy (for the dissociation in atoms)

Natural isotopic composition of chlorine:
Ground state vibration frequency of 35Cl, molecules:

Molar evaporation enthalpy of water at 373 K:

References:

3C1 754 %, ¥'Cl 24,6 %
ve = 16.9-10'* Hz
AvH,, = 40.66 kJ/mol

D’Ans Lax: “Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker, 3Ped., Springer, Vol. 1 (1967) and Vol. 3 (1970)
E. Wiberg: ,,Die chemische Affinitat®, 2™ ed., de Gruyter 1972

Gmelin handbook, Vol. C [B]



Piiklad: Difdzni viny. Ukazte na ptikladu dvou konkurujicich si autokatalytickych
reakci s difuzi moznost oscilaci konkurujicich si komponent a existenci difiznich vin.
Piedpokladejte, Ze konkurujici si komponenty C,,C; vystupuji v kinetickych

rovnicich
C,+C,22C, +1,, (p=1)
k+2
C2+C3K—<T>2C3+J3’ (p=2) 0
k+3 )
C3 (Tczp (p=3)

Uvedeny systém rovnic je rozsitenim ekologického modelu Lotky-Voltera [2],
nazyvany téz model dravci ( C,)-kofisti ( C,), o pfitoky (J, > 0) popfipad¢ odtoky
(J, <0) odpovidajicich komponent.
Reseni
Rychlosti chemickych reakei (1) stanovime podle zakona aktivnich hmot, t;.
W, = k+1n1 n, — kflnz2
w, =k,,n,n; - k—2n32 (2)
W, = k+3n3 - k73n4
kde n,, o =12,... jsou latkovda mnozstvi (popf. molarni koncentrace, pocet jedincii
v populaci apod.) odpovidajicich slozek. Pfedpokladejme, ze rychlosti zpétnych
reakci jsou nulové, pak rychlost vzniku sledovanych komponent C,,C, je popsana

diferencialnimi rovnicemi

%:Wl_wz"'\]z:k+1n1n2_k+2n2n3+J2’ @
%:Wz_wf"‘k:k+2n2n3_k+3n3+‘]3' ¥

Tyto rovnice reprezentuji bilanci hmotnosti v chemickych reakcich, viz napf. vztah
(5.73) v knize [1]. Toky J,,J, miZzeme nahradit difiznimi toky

o’n o’n,

JzzDzaTzza J3:D387- (5)
Budeme vysetiovat nasledujici ptipady
1) J,=J,=0,
2) J,=J,<0, (6).

3) J, =-J,.
Koeficienty difuze D,,D, mohou mit jak kladné tak 1 zaporné hodnoty v zavislosti
na piedpokladaném sméru gradientu koncentrace. Znaménkem koeficientd D,, D,

stanovime, zda komponenta pfitéka (J, >0) a nebo odtéka (J, <0). Prostorovou



soufadnici jsme oznacili r a pfedpokldddme pro jednoduchost popis difuze
v kartézskych soutadnicich.

V realném ptipadé, kdy je soucasné feSena rovnice difuze a mozné priubchy
koncentraci jsou, napf. n, ~ arctg[(r-r,)/5,], a n, ~ arcetg[(r-1,)/6,] pak plati

o’n,  2(r-n) a’n, 2(r-r,)

2 2 = (7)
0
()
%,

arZ B 2
S| 1+ ~h
53

a odtok komponenty n,, tj. J, <0 je zajiStén pro oblast r>r,, koeficientem diftize
D, >0, viz Obr. 1b). Pfitok slozky n, v této oblasti je pfi kladném koeficientu
D, >0, vyvolan jen pribéhem koncentrace ve tvaru n, ~ arcctg(r/d,), viz Obr. 1b).
V této vice kvalitativni analyze nefeSime konkrétni priitbéhy koncentraci slozky n, a
proto vyjadiime jeji ptitok , tj. J, >0, pro r>r, zavedenim zaporného koeficientu
difuze D, <0.

Pro popis prostorové difuize sférickymi soutfadnicemi by vyzadovalo zavedeni
Kelvinovych sférickych funkei na misto funkci harmonickych. Kvalitativni vlastnosti
feSeni jsou vSak stejné.

Nalezneme stacionarni hodnoty koncentraci n,, n; tim, Ze polozime levé strany

rovnic (3), (4) atoky J,,J; rovny nule, tudiz

K, My —K,Ny0ns =0, (8)
K,2NpoNyo —Ky3ny = 0. 9)
Z rovnice (9) plyne
K k,,n
n, =—2n,, =—1 10
20 k+2 30 k+2 ( )
kde n, k,,,k,,,K,; jsou néjaké zadané parametry lohy. Jejich hodnoty jsou vesmes

kladna ¢isla.

Budeme hledat kvalitativni vlastnosti feseni rovnic (3), (4) kolem stacionarniho stavu

(10). Piedpokladejme feSeni ve tvaru malych harmonickych poruch velikosti on,, on,
n,(t) =n,, +on, exp(wt —kr), pro o =w, +iw,,, K=k, +ik,,

" (11)
n,(t) = n,, +on, exp(wt —Kr).

Frekvence @ a vinové Cislo K jsou komplexni ¢isla. Dosadime vztahy (11) do

vychozich rovnic (3), (4) a budeme uvazovat diftzni toky (5). Zanedbanim clend

malych druhého tadu a vysSe, dostdivame homogenni soustavu linearnich rovnic pro

poruchy on,, on,
—(a)— k., +k.,n, — k2D2)5n2 —k,,n,,on, =0,
(12)
K,Ns00n, —(@+k 5 =k ,n,, —k*Dy ) Sn, = 0.

Pouzijeme-li vlastnosti stacionarniho stavu (10) redukuje se soustava (12) na rovnice

~(@-K’D, ) 8N, —k ,n,,6n, =0,

(13)
k,,n,,oN, —(a)— k2D3)§n3 =0.



Tato soustava rovnic ma nenulové feSeni (existuji néjaké flukuace koncentraci) jen
v tom piipadé je-li jeji determinant roven nule, tj.

o’ +wk’(D, +D,)+k*D,D; +k, k.n, =0 (14)
coz je splnéno v pfipadé, Ze plati nasledujici vztah mezi frekvenci @ a vilnovym
C¢islem k

2 4 2
k (D2+D3)+\/k (D, +D,) _K*D,D, —k_kun =w, +i@ . (15)

w=-— B L 4 +174370 11

Vzhledem k tomu, Ze parametry n,, K, ,K,; jsou kladna ¢isla a diftzni koeficienty
D,, D, mohou byt kladna i zaporna podle sméru toku (6). Znaménkem koeficientl

D,, D, nahrazujeme vliv koncentra¢niho gradientu, viz Obr. 1b).

Pro pfipad 1) ve vztahu (6) plati, ze D, =D, =0a dochézi pouze k netlumenym

o, =ik, k0, (16)

kolem staciondrniho stavu (10), viz Obr. 1a).
V piipadé,ze jsou oba koeficienty diftize kladné a sobé rovny, tj. D, =D, =D

oscilacim

ma frekvence (15) redlnou a imaginarni ¢ast
w=0,+io, =-k’Dtiyk, K.,n (17)
a vedle oscilace koncentraci n,, n, kolem stacionarni hodnoty (10) dochazi k jejich
utlumu s rostouci vzdalenosti r.

o TN Y . on, on, .,
Jind situace nastane v pfipadé€, Ze koncentracni gradienty 8_ a — majl
r

opacny smér, napf. tak jak je uvedeno na Obr. 1b). Tuto skute¢nost vyjadiime
opacnymi znaménky koeficienti difuze, tj. D, = D, D, =D . Frekvence (15) ma jen
imaginarni ¢ast @, , kterd odpovida opét netlumenym oscilacim jako v pfipadé€ 1) ve
vztahu (6) ale tentokrat s frekvenci

o, =2rf :2T—” =+ Jk k. ,n —k‘D . (18)

ktera je vazana s vinovym Cislem k =27/ 4 atedy i s vinovou délkou A postupné
viny
n,(t) =n,, +on, exp(a@,,t —Kr),

(19)

n,(t) = n,, +on, exp(e,,t —Kr).

viz obr. 1a). Tyto postupné viny reprezentuji koncentracni viny, které jsou
pozorovany pii tzv. Belousové- Zabotinského reakci, viz [2]. Ve specialnim piipadé
kdy je frekvence (18) nulova je koncentracni hranice stacionarni a vinova délka 4 ma
nasledujici vztah k rychlostem chemickych reakci

A= _ 272D (20)

\ k+1 k+3 r]1 '



Tvar takové stacionarni viny je schematicky zobrazen na Obr.1b). Vzdalenost 4 na
které dojde k prudkému nartstu koncentrace je urc¢ena rychlostmi 1. a 3. chemické
reakce a velikosti difuzni konstanty.

s,
(dravci)

nzg (kof‘iSti)
Obr. 1a) Stabilni oscilujici feSeni kolem staciondrniho stavu (10).

0. Os

Ilz,Ils <« » >

N:~arctg [(I‘-I‘o)/ 0] 1, T, n3~arcctg[(r-1“o)/ 3]

> | <
ODTOK A  PRITOK

’ -
.......................................

T, T
Ob r.1b). Schematicky tvar koncentra¢niho gradientu pii vzajemné kompenzaci
chemické reakce a difuze.

Doporucena literatura:
[1] F. Marsik, 1. Dvotak, Biotermodynamika, Academia Praha, 1988

[2] P. Glansdorff, I. Prigogine, Thermodynamic theory of Structure, Stability and
Fluctuations, John Wiley & Sons Ltd., London, 1971



Piiklad 23
Formulujte rovnice jednorozmérného isotermického nestlacitelného proudéni
elastickou trubici prufezu A(X,t) jejiz sténa je charakterizovana konstitutivnim

sShE[( A )
ppo=ﬁl{xj 1]. (23.1)

kde h je tloustka stény, E je Youngiv modul pruznosti.

vztahem tvaru

ReSeni:

Vyjdeme =z bilan¢nich rovnic odvozenych v ptfikladu 4 a upravime je pro
zjednoduSeny pfipad nestacionarniho, nestlacitelného, izotermického proudéni.
Definujeme veli¢inu

m=Apv, (23.2)
pratocné mnozstvi pomoci které¢ budeme formulovat rovnici bilanci hmotnosti
pLA am_, (23.3)
op ot oOXx

Bilance hybnosti ma tvar

am m? oA op 2m ém (23.4)
— ||ty *+*+— | =— A|—+——=0r,,

pA” ) op ox Ap ox
kde na obvodu trubice O (= zD... pro valcovou trubku)je te¢né napéti

2
NPV (23.5)
Y|, 2
vyjadiujici vazké tfeni o sténu trubice. Toto tfeni vyjadiime pomoci tieciho
koeficientu ¢, , ktery ma pro laminarni Poisseuillovo proudéni tvar
64 D
C, =—,Re=—L", (23.6)
Re H

T, =M

Analogicky ptikladu 5 oznac¢ime

-1
¢ = A(%J = A(@_p] (23.7)
pLOp p\OA

jako rychlost pohybu pulzni viny vzniklé v disledku elastické deformace trubky.
Z formélnich davodld lepsiho zapisu vychozich bilancnich rovnic (23.3),(23.4)
zavedeme oznaceni
A
pA_p[LAI_A
op Adp) ¢

ve=—, (23.8)




Zakony bilance (23.3), (23.4) pfevedeme na konzervativni tvar

op o (c’m o (c?
=+ =m—| —|,
ot ox{ A ox\ A
a—m+£(Ap+2vm)=(OrW+ pa—A+2m@).
ot ox OX OX

Vektor proménnych oznaime Y =(p,m)=(Y,,Y,) a dodate¢né parametry jsou

(23.9)

A,c?,v, které jsou rovn&z funkcemi (X,t).

Vektor tokd ozna¢ime

CZ

F= " : (23.10)
F, =AY, +2vY,
a vektor zdroji
2
erg(3)
X (23.11)
H, =0r, +Y, ai+Y2 @
OX OX
Konec¢ny tvar vychozich rovnic (23.9) je
oF (Y
YL . (23.12)
ot OX

Jde o soustavu dvou hyperbolickych rovnic které maji dveé redlné charakteristiky

= =vzc (23.13)

muzeme na okajich zadavat vzdy jen jednu z okrajovych podminek, viz obr.1 a obr.2.

1. varianta

A(x.1) dopotitat p | “.zadatm

"_tok hmotnosti 77 dopoéitat

N —
obr.23. 1 Okrajové podminky pfi zadaném vstupnim tlaku pozadovaném vystupnim
mnozstvi

zadat?l

zadat E/ Qk hmotnosti m dopogitat tok hmotnosti 11 dopoéit:’a/t/‘/

2. varianta

obr. 23. 2 Okrajové podminky pti zadaném vstupnim a vystupnim tlaku.




Zpusob numerického FeSeni
K feseni mizeme pouzit MacCormackovou metodou prediktor-korektor, jejiz schema
je

v n At n n n

Yi=v, —E(FjH—Fj )+AtH]

—n 1 n oon At (=n —n —n

=2y, +Yj—E(Fj—Fj_1)+AtHj , (23.14)

n+l _ y n+l n
Y, =Y, +eD,F.
Posledni vztah vyjadiuje tzv. umély disipacni Clen, ktery se zavadi k potlaceni
numerickych oscilaci. Jeho nejcastéjsi tvar je

n

oYl Y =2Y"+Y"
DY~ == 1 P 23.15
P |J. AX’ ( )
a koeficient numerické disipace (tlumeni) m velikost £ € (107*,107), podle povahy
ulohy.
A
(C+v)+—t <1, (23.16)
AX

kde c je rychlost malych (zvukovych) poruch ve vysetfovaném mediu.



Priklad 24:
Dokazte v termodynamice cCasto uzivané matematické identity (3), (4),
Ptredpokladejte, ze veliCiny X, Y, Z jsou vazany funkcni zavislosti

f(x,y,2)=0, resp.

x=x(y,2), y=y(x2), z=2(xY).

JestliZe jesté navic je funkce w funkci libovolné dvojice téchto tii proménnych, t;.

w=w(x,Yy), popf. w=w(y,z) &iw=w(x,z),
plati ndsledujici identity:

ReSeni:

Zavislost (2) si miizeme piepsat do tvaru
x=x(w,y), y=y(w,z), z=z(w,Xx).
Totalni diferencidly téchto funkci jsou

dx — X dy+0dz—(ﬁ) dw=0,
ay w aW y

0dx +dy —(%j dz —(%) dw=0,

—(@j dx+0dy+dz—(ﬂj dw=0.
OX w ow X

Predpokladejme, ze w = konst, pak dw=0 a soustava (7) ma
dx—(gJ dy +0dz =0,
o )
Odx +dy — (@j dz =0,
oz

w

—(@] dx+0dy+dz =0.
oX )\,

(5).

(1)

2)

)

(4)

)

(6)

(7)

tvar

(8)

Jeji nenulové feseni dx,dy,dz muze nastat jen v piipadé, Ze determinant této soustavy

je nulovy, tj.



det

-

x
oy

I

oy
0z

i

0z

OX

)

w

)

{5l

- \ax ), ’
OX OX

resp. (5) :(aj (

Timto je dokézéana identita (3).
Identita (4) plyne pfimo z definice inverzni funkce, napf.

%y

0z

x=x(y,z), resp. x=x(y(x,2),2). (10)

Totélni diferencial této funkce vyhovuje podmince

dx — X (ﬂ) dx =0,
oy ),\oxJ,

)y

oy ), (Wj '

oX /,
Vyuzitim vlastnosti totalniho diferencialu funkcei (1). Odvodime ildentitu (5), t;.
dx—(% 8x) dz=0,
y

d 2=
ayl d [
_(5_3/

OX

oz
j dx+dy—(@j dz =0,
z az X
0z
_(&
Diferencialy dx, dz, dy jsou feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic (12) a

oz
j dx—(—j dy +dz =0.
y ay X
podminka nenulového feSeni této soustavy je nulovd hodnota determinantu matice
této soustavy

(11)

(12)



@ v @)
oX ), oz ),

R -REE -0 @
oy J,\oz ),\ox ), \ox),\oy)\oz), \oz) \ox), \oz) \oy),

oy ),\ X,
Vyuzitim identity (11) miZeme podminku (13) pfepsat do tvaru

@)@ @)@)@)] o e

Oznacime na okamzik vyraz
3218 - »
oy ),\ oz ), \ox),

Pak podminka existence nenulovych diferencialii (13) ma tvar
X2 42X +1=(X+1)" =0. (16)

Resenim této rovnice je hledany vztah (5), t;.

(5_XJ (a_y) (@) _ (17)
oy ),\ oz ), \ox),




Piiklad 30

Z formulace zakona bilance hybnosti v integralnim tvaru

[piidv="{tida+ | pfidv (30.1)
se;rvaéné sila povr(ghové sila oi;jemové sila

naleznéte bilanci mechanické energie po proudnici.

Reseni: Piejdeme k lokalnimu tvaru zakona bilance pro tenzor tlaku P” definovany z
povrchovych sil t' vztahem

t'=P'n,, da, =n,da, kde P' = p(p,T)5" - Py, (30.2)
kde da=(da,da,,da,)=nda je orientovany element povrchu, p(p,T) je
hydrostaticky tlak a P). je tenzor vazkych (disipativnich) napé&ti. Vychozi lokalni tvar
zakona bilance hybnosti je

opv' 0 i
% al(pVV+P) Za:pafa. (30.3)
Po dosazeni z (30.2) dostdvame a vyndsobenim skaldrn¢ vektorem rychlosti v
a(pvi) ) R
——V Vv —(pvV +V'——V—P"+ v 30.4
at axl (p ) 8X' dis zpa ( )

Timto formalnim postupem jsme dostali bilanci mechanické energie, tj. [W]

Upravime a pieskupime jednotlivé cleny

v(ap o(pv') o (v L6 (v o o
(V)(aﬁ o | Plal 2 )T w2 e +8t+V8x'_(305)

o(p+e) 0 i OV’ P
+—(Vv'P P, , pro =—
ot aX ( dIS) dis XI p zpa Zpa aX
Vyuzijeme rovnice bilance hybnosti a definice materlalove derlvace
ol pv
P, (pl )zo, b=y P (30.6)
8’[ OX ot OX

rovnici bilance mechanické energie pak miizeme psat ve tvaru
Aal27?) s\ 277)) a T o

V) (p+e) 0 iy on OV
P 7+¢J+p:T+§(v Pdlis)_Pdlisa'

(30.7)

Jestlize zanedbame teni, tj. P =0 a procesy jsou stacionarni dostavame
nejjednodussi variantu zakona bilance mechanické energie, tzv. Bernoulliovu rovnici

]% £V2—] D V2 2 tj'p V2 V2
—+Q H+— dt:(—+(pJ +|—d =[—+gpj —(—-1—(0)
" 2 o 2 T P 2 , 2

1

Py
; Jd_p ~0  (30.8)
P

1 P




kde integrace probiha po proudnici (¢ara tecna ke sméru rychlosti) s délkovym
parametrem S

dt = v'dx' =|v|ds. (30.9)

Bilanci mechanické energie miZzeme formulovat i obecnéji. VyuZijeme bilance
hmotnosti a nasledujicich identit

.Op |8p_6V' ._££ P
A e P P (ppj ppﬂ{j [/J

(30.10)
: 0 o1 '0
vj, LR _p I[P pOf L) v, '—B
pot al p at\ p POX p
a dostdvame bilanci mechanické energie v obecném tvaru
V2- p_ a(p+¢) 8V| i 8VI a i
+—+ — 4+ p—-—P; + v'P ). 30.11
p[z P (pJ ot Pax o ax'( ) ( )

C e, .. . o' s y
Odtud je ziejmé, Ze pro nevazkou a nestlacitelnou tekutinu (F =0) plati, Ze soucet
X

kinetické, potencialni a tlakové energie jsou v kazdém misté tekutiny konstantni, tj.

2
Y P p—konst. (30.12)
2 p

Jde o jakysi ,,Zakon zachovani mechanické energie®.



Piiklad 31.

Zakon bilance momentu hybnosti (zdkon rovnovahy momentt) télesa o objemu 77
v bodu y ma tvar [1]

J-(x—y )x pvdv = I(x—y )xtda+’J.(x—y )x pfiv, (3L.1)

¥ oy
ve slozkovém zépisu

Jpgijk (xj —y! )vkdv = J‘ Eik (xj —y! )tkda+ '[ PEi (xj -~ yj) fdv. (31.2)
7 o 7

Vektor povrchovych (plosnych) sil ptisobicich na element plochy ma komponenty
t :(tl,tz,IS). Je-li da velikost elementu plochy da =(dydz,dzdx,dxdy) s

definovanou norméloun =(n,,n,,n;) pak z rovnovéhy sil rda=t"da =t“da na

tomto elementu odvodime vztah ¢ = t”nj kde t' je tenzor napéti. V obvyklém

ptipad¢ kdy neexistuji vnitini objemové momenty (latka neni polarni) je tenzor napéti
symetricky

th =t (31.3)

Vysetiete rovnovahu sil a momentt pro ptipad vetknuté tyCe zatizené na volném

konci silou 'E = (t;,0,0) , viz obr. 31.1. Vektorovy soucin je definovan pomoci

permutacniho symbolu g™ vztahem M, =( y><t2)i = 5ijkyjt§.
z smyk ¢V M,
—
[ =(1.0.0) AX MZ/D
TP t” $Q
* —b
tah, tlak 77 A4 .
R e nﬂ_”—)“ '—PH .r"_)_
m=(0,-1,0) | |/ Ay— A n,=(0,1,0)
A, \ A,
—
‘:_> L g -’2:(!‘2],0,0)

1

Obr. 31.1 Rovnovéha sil a momentt sil na vetknuté ty¢i pred deformaci. P, Q jsou
dva materialové body, bod P je na ose a bod Q je mimo osu.

Vztazny bod y=(0,0,0) je pocatek soustavy soufadnic. Pro z-tovou slozku
momentu, tj. i=3 plai M, =g,y t, , viz obr. 31.1. Moment ve sméru osy Z
ozna¢me M, a jeho velikost je M, = (—1)L(—t;): Lt,. Orientované elementy plochy

v odpovidajicich priifezech Ay, A; jsou da, =(0,—-dxdz,0),da, =(0,dxdz,0).



ReSeni:
Predpokladejme, Ze je materidl zatéZzované tyCe homogenni a isotropni, takze jeho
konstitutivni vtah ma tvar

i} } " ) ()

t' =ne, 0" +24e" =Ke, 0" +2a¢e . (31.4)

FEuleruv deformacni tenzor

ou* ou' ou™oum S lou™ S au [ o
2eM = f— , e . =YJd—— ,  (3l5
ox' o oaxt ooax oax<T W %{8%“ ;(axm](axm (31.5)

vyjadiuje relativni zmény vzdalenosti dvou materidlovych bodi P, Q plsobenim
deformace, porovnej Obr. 31.1 a Obr. 31.2. Stopa tenzoru deformace €, vyjadfuje

objemové zmény a deviator tenzoru deformace

O oyt au' ou™ou™ 2
2e =

+— -Ze, 6" 31.6
x o axt ax axk 30 (G1.6)
popisuje zmény v disledku pietvoreni (beze zmény objemu), napt. jednoduchy smyk.
V piipadé malych deformaci zanedbame v tenzoru (31.6) nelinearni ¢len, takze
tenzor malych deformaci je definovan vztahem
@ 1fou* au' 2, 3 oum
¢ - 5(W+%‘5%5 © 0= L5

m=1

ou
e“:exxzaux,e”:exy:l %+—y s (31.7)
OX 2 0y oX
@@ gy ] (02 1(ou, ou
e = Z—X__e(l)a e =e¥=—| 2+~ yers
ox 3 2\ 0y oX

V disledku rozdilného fyzikalniho vyznamu deformacnich tenzora (31.5) a (31.6),
maji rizny vyznam i materidlové parametry 7,K, . Plati mezi nimi nasledujici
vztahy [2]

n=———£5———,K= S , = £ (31.8)
(1+o)1-20) 3(1-20) 2(1+0)
Y oungiiv modul pruznosti E a Poissonovo ¢islo
e33
= T = (3 1 9)

jsou vétsinou ziskavany z tahové zkousky ve sméru osy X.

Rovnovdha sil. Ptedpokladame statické zatizeni a uvazujeme jen rovnovahu
povrchovych sil

t+t, =0, pro i=1,2,3, (31.10)
které piisobi v prifezech A, A, viz obr. 31.1. V naSem ptipad¢ plati
t =-t), (31.11)

sily plisobi ve sméru soufadnice X a jsou stejn¢ velké opacného smyslu. Oznac¢ime-li
smykové napéti t* [Pa] pak z konstitutivniho vztahu (31.4) plyne



(! =t7A(y) = 6" A(y) = ——e” A(y) (1.12)
l1+o

Smykovy modul 4 jsme nahradily Youngovym modulem pruznosti E a Poissonovym
Cislem o, viz. vztah (31.8).

Rovnoviha momentii. V priifezu A je moment zplisobeny silou ¢, = (-t},0,0). Podle

vztahu (31.2) je rovnovdha momentl pro pifipad zndzornény na obr. 31.1 popsana
rovnici

L(~t})dxdz =0. (31.13)

Zyx

—'[ £ o XUV dxdz+ '[ £
A A

-1 +1

Moment vn&jsi sily, ktery ma velikost M, = Lt, sméfuje v prifezu A, v kladném
sméru osy Z a v prifezu A v zdporném smeéru.
Zavedeme oznaceni
M, = [ xt”dxdz=Lt;. (31.14)
A

Rovnovédhu momentii miizeme formulovat k libovolnému bodu y prifezu A(y), viz
obr. 31.1,
M, + I &3, (0—y)tidxdz + _[ &5, Xt dxdz —

A(Y) A(Y)

(31.15)
[ copt?dxdz+ [ &, (L-y)(-t)dxdz=-M, +M,(y)~M,(y)+M, =0
A(Y) A(Y)
Integraly
I xt¥dxdz - j xt¥dxdz =0 (31.16)

A(Y) ACY)
pies tahova a tlakova napéti t” na orientované plose prifezu A(y) se vzajemné

vyrusi v disledku orientace plochy, viz obr.31.1. Moment vnéjSich povrchovych sil
v bod¢ y je roven

M, ()= [ £, (0-y)(t)dxdz pro ye(0,y), (31.17)
A(Y)
a
M, (y)= [ &, (L-y)(-t;)dxdz pro ye(y,L). (31.18)
A(Y)
M, :—jxtwdxdz:Lté (31.19)

Ay

Vidime, ze ohybovy moment je linearni funkci soufadnice y a pro jeho derivaci plati
M Ay)—-M dM .. dM
(A =M, () _ | =t a analogicky —= =-t) . (31.20)
Ay dy |ye(0,y) dy ye(y.L)
Derivace ohybového momentu je rovna smykové (posouvajici) sile. V tomto ptipadé
je velikost této smykové sily rovna sile zat&zujici t; .




Namdahani v ohybu. Pro jednoosé zatizeni mizeme urcit tenzor napéti t” = Ee”  kde

e” je relativni prodlouZzeni ve sméru osy y. Deformaci ve sméru osy y stanovime
podle pfiblizného vzorce

R+X)—-R |0
on LR+X)-R] p_X. (31.21)
Rog R
viz obr.31.2. Podle konstitutivniho vztahu (31.4) je tento typ namahdni napéti
v priufezu A(Yy) urCen vztahem

2
v —ge” - EX - _Ex4X (31.22)
R dy
znaménko minus jsme volili proto abychom vyjadfili tah pro kladné hodnoty Xx.
&
X
IIZ(rllﬁ[)«O)A ZB
s ¢ VX —
tiak o | A
n|:(0«‘_'1«0) ;,'/ --------------
A, 50
a)
r'ﬁ”\_
X @’
=%
5% |
5

b)

Obr. 31.2 a) Ohyb ty¢e obdélnikového priufezu. b) Materidlovy bod Q, ktery je mimo
osu se posunul do polohy Q" a pod P svou polohu nezménil.

Ohybovy moment v prifezu A je podle vztahu (31.14) roven
2
M, :—j xt” dxdz = IExzdxdz _EL _ Elzd—z(.
R R dy

A 1 A1
Zavedli jsme veli¢inu |, zvanou moment setrvacnosti priifezu vztahem

(31.23)



s b/2 a/2 s ab3
I, = j x“dxdz = j I X dxdy:—z. (31.24)

A(Y) ~b/2-a/2 1

Ze vztahu (31.23) snadno vypocteme polomér zakiiveni tyce

1 M
1_M, 31.25
R EI G1.2)

pomoci zndmych veli¢in.
Literatura:
[1] Marsik F. Termodynamika kontinua, Academia Praha, 1999

[2] Brdi¢ka M. Mechanika kontinua,Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie véd,
Praha, 1959



Piiklad 32

Formulujte zadani ulohy pro nalezeni podélnych, pii¢nych a torznich kmit tyce
vetknuté na jedné strané a zatéZované na volném konci silou, popt. silovym
momentem, viz. obr. 32.1.

ReSeni:

Predpokladejme, ze piijde o homogenni, izotropni, termo-viskoelasticky material,
jehoz obecny konstitutivni vztah je

) ) ) ) (©)
t' =3Ka(T-T,)6" + Ke(l)é'IJ +24e"+2ud" (32.1)
Materialové parametry mohou obecné zaviset i na velikosti deformace a maji

nasledujici fyzikalni vyznam:

K { J } je modul stlagitelnosti
3

Pa-s] je koeficient smykové viskozity

[K-l] je koeficient teplotni roztaznosti

Eulertiv tenzor koneénych deformaci e’ (X' ,t) je vyjadfen pomoci vektoru posunuti

u(x,t):(u‘(xi,t),uz(x‘,t),u3(x‘,t)):(ux,uy,uz) (32.2)
Jeho obecny tvar je
gl :l(a—“i.ﬁ“_j ,u a“') (32.3)
2{ox?  oxt ox'ox!
Stopa tenzoru deformace € vyjadiuje zménu velikosti objemu pii deformaci a

)
deviator e" tohoto tenzoru vyjadiuje pfetvoieni.

Tedy
i S ou™ - ou' au
e, =06 =e'+e?+e” = - ' 32.4
= ;{axm g‘&xm axm} (324)
() ) i i r
el =¢' —le(l)5" _L a—u.+6ii—%a—u,5”
3 2{ox! ox' 3 0x
(32.5)

Lyfou ou g _jou o
3,54 ox™ ox™ ox' ox!



Zanedbanim kvadratickych ¢lenli v tenzorech deformace (32.4) a (32.5) dostavame
obvykly tenzor malych deformaci. Vzhledem k tomu, Ze budeme nadale uzivat jen
tenzor malych deformaci, ponechame stejné oznaceni jako v piipad¢ tenzoru
kone¢nych deformaci, tudiz

gi _ Lfou  au’
2l ox!  ox

. : (32.6)
@ 1fed aul 2 ou' au, du, au,
==+ 30 | &= = + +
2lox! ox' 3 oX Ox oy oz
Tenzor rychlosti deformace je definovan vztahem
) i o @ .
i _Lfov v ) d“:d”—lﬁlw (32.7)
2{ox!  ox 3 0x

Rychlost materidlového bodu v(X,t)vyjadiime v prostorovych (Eulerovych)
soufadnicich  (x,t)= (Xl, X2, X3) =(X,Y,z,t)jako materidlovou derivaci vektoru

posunuti

(32.8)

obr. 32.1

Znazornéni deformace vetknuté tyce silou F :(FX,Fy,FZ). Touto silou mlzeme

vybudit podé€lné kmity (lateralni flexe), piicné kmity (Cista flexe). Momentem M,

vybudime torzni kmity.

o , ou' , . . ou' 5 L .

Konvektivni ¢len v P zanedbame proti rychlosti 5 protoze v tuhych télesech je
X

rychlost unaSeni (konvekci) materidlovych bodi velmi mal4d. Napi. pro piipad

podélnych vln, viz dale, je konvektivni ¢len umémy v e, kdev, = a&t_u ae, <1.V

piipad€ malych deformaci navic plati



o i j
di—gi o L[ 4, U (32.9)
2\ ox'ot  ox'ot

Zakon bilance hybnosti je vyjadieni rovnovahy setrvaénych a povrchovych sil
(objemové¢ sily zanedbavame). Pro kazdy materidlovy bod tyce (obecné téleso o
objemu ) plati

ik
p\'/i—zt—k=0, i,k =1,2,3 prox eV (32.10)
X
Zanedbame-li konvektivni ¢leny, dostdvame bilanci hybnosti ve tvaru
azui atik
———=0 32.11
e a8

kde p [k—%} je hustota télesa.
m
Okrajové podminky:
Pfedpokladejme vychylku jen ve sméru osy x, tj. U= (u,(Y,t),0,0)na vetknuté strané
musi byt splnény podminky
ou,

u (y,t)=0, E(y,t):o proy=0,t>0 (32.12)
a na volném konci ptredpokladame kmitnu, tj.
ou o’u
~(y,t)=0, ~(y,t)=0, proy=L,t>0 (32.13)

Pocatecni podminky musi byt kompatibilni s okrajovymi podminkami, tj.
u (y,0)=u,(y,t=0) proye<0,L> (32.14)



Piiklad 33:

Naleznéte frekvenci ohybovych kmit vetknuté tyCe s volnym koncem
a) bez ptfidané hmoty na konci tyce,

b) s pfidanou bodovou hmotou na konci M tyce.

Pro stanoveni deformace v ohybu vyuzijte vztahu (31.22) z ptikladu 31.

ReSeni:

Ohybové (pricné) kmity vetknuté tyce.

K feSeni vyuzijte variaéniho principu mechaniky pevnych elastickych téles [1], [2].
Budeme ptedpokladat, ze v ty¢i dochézi jen k elastickym deformacim a tento proces
je izentropicky. Za téchto podminek je zdkon bilance hybnosti (rovnovéha sil na
elastickém télese) disledkem extrému (minima) funkcionalu

s(u'(x,t)) = tjil (a” JZ tej'2” p4dvdt (33.1)

vzhledem k posunuti u' (X j ,t) materidlového bodu P. Fyzikélni vyznam integrandu

(tzv. Lagrangianu) ve funkciondlu (33.1) je rozdil kinetické energie g{%} a energie

oo Lo 1 : : e e <
deformacni Etg‘, e; apotencidlni pg v jednotce objemu tuheho t€lesa o hustote p a

celkovém objemu V. Cast deformacni energie se nevratné preménuje na teplo
disipaci. Tuto disipovanou energii zahrneme do potencialni energie

o'u, J
,0¢ dIS U, =u ay 8t u, [E:|’ (332)

kde u [N%nz} je viskozita materialu tyCe. Jestlize zanedbame vliv gravitace, pak

zustava v lagrangianu vedle kinetické energie jen deformacni energie tyce ohybajici
se v roving (X,y) a disipovand energie (33.2). S ohledem na vztahy (31.21) a (31.22) je
deformaéni energie rovna'

2/ A2 )
ltei:jleij =ltyy eV =E_X(a sz) _ (33.3)
2 2 2 oy

Vychylku osy tyCe ve sméru X jsme oznacili u,(y,t),viz obr. 33.1 Potom je

funkcional (33.1) pro ty¢ pfi€né kmitajici v roviné (X,y) dan integralnim vyrazem

ou,
oy’ L%,
1) Polomér oskula¢ni kruznice v bodé y je — = o >
R, 1+ ou, oy |y
oy

2
, . [ ou, _ 1
Pro malé ohyby je E < 1. Pro rovinu (y,2) plati R_ =

z



2 3 2
E[GUX] Ca ey Bx( & dydzdxdt (33.4)
2 at oyt > o

tyCe

Obr. 33.1 Ohyb osy tyce obdéInikového prufezu. Materidlovy bod osy P se posunul o
u,(y,t). Posuv ve sméru podélném zanedbame |ux| > |uy|.

Nutna podminku extrému tohoto funkcionalu vzhledem k vychylce u, (y,t) je uréena
nulovou variaci tj.,

2 3 3/ A2
59 = 5Ipabf (auxj —/1 agx " _Eab’( &’y dydt_
)| at dyat|, 24 ay
(33.5)
t 3 2
” ( jaéu ou, su, _Eab 82 o’du,  ldydt = 0,
a oy at| 12 {ay* ) oy
za dodatecnych podminek na pocatku a konci pohybu
su(y,t=t))=su(y,t=t)=0. (33.6)
Okrajové podminky na koncich tyc¢e ur¢ime pozdégji.
Integral
|, = j x’dxdz pro A(X,z)=axb,nebo A(X,z)=rR?, (33.7)
A

Jje obecné moment setrvacnosti |, prifezu A(X,z) pii ohybu kolem osy z . Pro pfipad
kruhového priitezu A(X,z) = R* —x* —z* = 0 pak integrujeme

22
R,[I-2

J' x*dxdz = J'dz IRZ x2dx = 2R’ Hl—;—zjmdz =
R

3 (33.8)

Integral jsme upravili pomoci substituce z=Rsing. Vysledkem je moment
setrvacnosti kruhového prifezu vzhldem k ohybu kolem osy z .

Poznamka 1: VSechny nasledujici vztahy, které plati pro obdélnikovy prifez na obr.
3 4
33.1 plati 1 pro kruhovy priifez jestlize nahradime vztah an vtahem

. Konec

poznamky.



Veli¢iny oznac¢ené indexem ,,0° budeme povazovat pii variaci za konstantni. Jde
o0 tzv. rozsifeny variacni pocet, podrobné&ji viz piiklad 37.
Vyuzitim ¢asové integrace per partes dostévéme

4L L
A, mdydt = ,oabj(auX ou j
. ot ot o\ ot

Stejnou ﬁpravu pouiij eme 1 na integraci v intervalu (O,L) v 1ntegralu

dy — pabj X5u Jdydt. (339

3 3 2 L
_” Eab o 5;1 dydtz—Eab I 0 u2X oou, dydt +
oy 12 7oy oy ),
Eab3 0%, ddu, Eab’ 4 o°u, asu
H —_ j( X j dydt + (33.10)
oy oy
34 /A3 34
+Eabj83 ddt—Eab H U su,dydt.
12 7\ oy
Shrneme okrajové podminky pro Vychylku na koncwh tyce:
1) pro y=0 je konec tyce vetknuty:
su,), =0, Ml (33.11)
N |,
i) pro y=L je konec tyce volny:
2 3
Tul _o W g (33.12)
oy .
i11) pro Y=L je konec tyCe podepien:
2
su,|, =0, 9u g (33.13)
N |,

Dosazenim do hrani¢nich ¢lent ve vyrazu (33.10) zjistime, ze jediny nenulovy ¢len je
roven

34 A4
_Eab | Ty dydt (33.14)

127 oy*
S ohledem na podminky (33.6) a (33.11) az (33.13) prechdzi nutna podminka extrému

(33.5) funkcionalu (33.4) na tvar

4L 2 3 2 A4
55=—[[ab Ou 40U, | EDTOU s, dydt=0 (33.15)
o Lot poyiat|, 120 0y
kterd je identicky splnéna parcialni diferencialni rovnici
2 3 2 4
O, _# O BV O iy —u,prot>0,ye(0,L). (33.16)

ot poy at| 12p ay
Dostali jsme tak rovnici pfiénych kmitl tyce v roviné (X,y). Pro kmity v roviné (y,2)
plati analogicky

o', _u | Ea’d',
o’ p6y26t| 12p ay

=0, prot>0,ye(0,L) (33.17)



Reseni téchto linearnich rovnic budeme hledat ve tvaru harmonické vlny, napf. pro
rovnici (33.16) predpokladame

u (y.t)=ue (33.18)
Po dosazeni (33.18) do diferencialni rovnice (33.16) dostdvame pro @ = w, + @,,,, tzv.

disperzni rovnici

2
o =i+ E i 0. (33.19)

p’ 12p”
Tato algebraicka rovnice ma jak realny tak i imaginarni kofen

2 2
o, =k |[EY_ 2 o, =2k, (33.20)
"N12p 4p 2p "’

takze kmity jsou tlumené. Toto se dalo ocekévat, nebot’ jsme uvazovali disipativni
¢len (33.2), viz funkcional (33.4).
Predpokladejme, Ze konec tyCe y=L je volny, tzn., Ze vinova délka zakladniho

modu je |, =4L. Odpovidajici vinovy vektor je k, = i—f a zakladni frekvence je podle

2 2 2 2 2 2
o =) B, (2] B (33.21)
4L) \12p 4p 4L) N12p 4p

kde o, je frekvence kmitil v roviné (X,y) a @, frekvence v roviné (z,y). Vychylka na

(33.20) rovna

konci tyCe je pak dana harmonickou (periodickou) funkeci
7Y Y[ [Eb? 2
u (L.t)=T, exp —i(—j t |sin (—) — 2 ], (3322
8p\ L 2 12p 4p

Ohybové kmity vetknuté ty¢e s pfidanou hmotou.
Kmity tyce s pfidanou hmotou budou opét harmonické, ale budou jiné frekvence.

Dtive neZ ptistoupime k pfidani dodate¢né hmotnosti M nahradime piivodni tyc,

viz obr. 33.1, tltumenym harmonickym oscilatorem

o’'u  au
—+y—+k,u=0 33.23
atz 7 a_t el ( )
s hmotnosti
22,
m= J' I jpdydxdz = pabL . (33.24)
0



obr. 33.2
a) Ohybové kmity tyce s pfidanou bodovou hmotou Mg

b) Nahradni schéma tyce o hmotnosti m s ptidanou hmotou

Regeni rovnice (33.23) hleddme ve tvaru u(t) =T exp(—iot). Elastickou konstantu
k. této soustavy ur¢ime z podminky stejnych frekvenci (33.21) a stejného tlumeni
,,, tedy

2
a)r,ef

=], Wy o = Oy - (33.25)

Po dosazeni vztaht (33.20) dostavame

k g k 4 2 5
a)rzef = z » pro - = 2_72. Eb A Wy o :_L: pro l:ﬁ —7[
’ m \2m m 4L ) 12p ’ 2m m p\2L

(33.26)

Takto vytvorena ndhradni soustava kmita na stejné frekvenci jako konec tyce (33.22).
Soustava s pfidanou hmotou ma stejnou elastickou konstantu k,, jako ptivodni
soustava (33.23)

o’u  au
(m+MG)¥+7xE+ke,u:0. (33.27)
Tuto rovnici normalizujeme
2 2
U p, K OU 7 ML K g (3308
ot ot m+Mg ot° m+Mg ot m+Mg

a namé¢fena frekvence kmitl @,,, ty€e s piidanou hmotou a utlum téchto kmita S

ma nasledujici vztah k materialovym vlastnostem ptivodni tyce



et O (B 7
m+Ms 4 4L 12p(1+|erGJ 4(m+M,)
2 (33.29)
ﬂ:me :(ij#
Gy

Poznamka 2: Vzhledem k Poznamce 1 plati pro kruhovy priufez poloméru R vztah

ERZ 7/2

2 I(el 18_2 (2_7[
m+M; 4

J4
exp - =
4L 4p(

29
1+ MG] 4(m+MG)
, (33.30)
po TV (Lj e
m+M, 2L ( M, j
p|1+—=
m
Ze znalosti frekvence @, , hmotnosti m,Mga geometrickych rozméri tyce
obdélnikového prifezu a, b, a délky L mizeme stanovit Youngtv modul
VY, . (. Mg
E=3p| = || = | (40, +5)| 1+—= (33.31)
T b m
a pro kruhovou ty¢ poloméru R plati
Y (2, ., ., M,
E=p| = || =] (40, + )| 1+—2|. (33.32)
/4 R m
Koeficient viskosity je roven
2
M
2_ (Z—Lj ,B(1+—Gj. (33.33)
p \z m

Poznamka 3

Vzhledem k nezanedbatelné hmotnosti méfené tyCe a kone¢nému geometrickému
rozméru pfidané hmotnosti je vysledny moment Lx M pisobici na ty¢, neznamy. Je
proto nutné stanovit efektivni velikost bodové hmotnosti M na konci tyce

testovacim experimentem.
Jako ptiklad pouzijeme testovaci material ,high density homopolymer®, ktery ma
znam¢ materidlové vlastnosti; Youngiv modul E =1070-1091=1080 [MPa],

hustotu p =960[kgm™] a je prakticky nestlagitelny,tj. o =0.5. Modul pruznosti ve

E
2(1+0)
http://www.efunda.com/materials/polymers/properties/polymer_datasheet.cfm?Majorl
D=PE&MinorID=6 . Ohybana délka tyc¢e je L =16.8 mm a jeji polomér a hmotnost

jsou postupné R=3mm a m=zR’pL=7x(3-10)*960-20-10" =0,000543kg .

smyku je pro HookGv material roven = [Pa]., wviz napf.




: s e o M 2 2 x ;
Vyuzijeme-li toho, Ze pii méteni je ?G >1a w,,> B, lze pro tyCku kruhového
prafezu psat

e_[ AL P Mgl [Pa] (2sz M¢ By, [Pas] (33.34)
= al, u=|— | ———— |Pas|. .
7 R L # 7R L

Vyhodou tohoto vztahu je, Ze jiZ na hmotnosti méfené tycky nezavisi. Materidlové
konstanty zavisi jen na geometrickych rozmérech tycky a pfidané hmotnosti M.

Nalezneme ptidanou hmotnost méticitho zafizeni pomoci testovaciho experimentu
s polyetylénovou tyckou, viz obr. 33.3

Fit utlumowve kriwvky poluyetylenu pro ohgyb - wvalec prumer 6 delka 20mm
(.03 T T

ut lumowa klr‘iuka pulyetyleﬁu - Exper‘imentallni data

0.0

0.0l

o Imsz]

=0l

—0.02

—0.03

0,04 1 1 1 1 1

linearni aproximace exp(-t).sin(23.58+7/2) ——

0 0.5 1 1.5 2 2.9
t [=]

Obr. 33.3. Zaznam rychlosti vychylky polyetylénové tyCe kruhového priiezu
poloméru R =3 mm a ohybané délky L=16.8 mm.

Z naméfené frekvence o, = 23.5[s™'] a ze vztahu (33.34) stanovime

Y ﬁEL(nRj“ ~3.14-1.08-10° -1.68-107 (3.14-3-103
L= -

4L (23.5) 4.1.68-10
Tato hodnota neodpovida skute¢né piidané hmotnosti upnuté na konci testované tyce.

Je to fiktivni bodova hmotnost na konci ty¢e vyvolavajici stejny ohybovy moment
Lx Mg jako skute€na hmotnost na konec ty€e upnuta, viz obr. 33.2. Velikost pfidané

4
j =39.8 kg

2
a)exp



fiktivni hmotnosti M je ovlivnéna pfedev§sim geometrickym tvarem a zpisobem
uchyceni upnuté hmotnosti. M je Casto az o dva fady vétSi néZz skute¢né upnutd

hmotnost.
Analogicky pro obdélnikovy prifez axb kde kmitani probiha ve sméru strany b

plati

3bM,. (2L 4LM
E= 6| Z=| @* [Pa], u=——2"%* [Pas]. 33.35
4alL (ﬂ'bj P [ ] H z*ab [ ] ( )
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Priklad 34.

Vyuzijte formulace z ptikladu 33 a naleznéte podélné kmity tyce z viskoelastického
materialu délky L, obecného prufezu A(y), hustoty [, ktera je na konci zatizena
dodatecnou hmotou Mg, viz obr. 34.2.

ReSeni 34:

Podélné kmity homogenni tyce

Vyftesime nejprve podélné kmitani bez dodatecné hmoty. Tento problém je formalné
nejjednodussim problémem Siteni vin ty¢i, viz obr. 34.1. V tomto piipadé ma tenzor
napéti tvar

) ) ) (©) (0)
th = —3Ka(T —To)é'” + Ke(1)5” +24e"+2ud" (34.1)
viz. ptiklad 33.
A()
AX Z/
v f {

/ a dilliiEe (Lt
VO N i i s i

’ 7
/ i b vl
i

i

A A
Y

Obr. 34.1
Generace podélné viny v ty&i okamZitou silou F-&(y— L,t). Materialovy bod P se

z polohy X posouvé do polohy X. Kolem polohy X osciluje.
Vychylka vSech materidlovych bodu tyce u, (y,t) je pouze ve sméru osy Y. Relativni

prodlouzeni je popsano diagonalni slozkou tenzoru deformace

ou —
e, =—2 :i (34.2)
oy L
a stejné tak 1 tenzor napéti ma pouze slozku v tomto sméru
. 2 .
t, =Ke,o" + 2;1(eyy —ge(l)5w]+2,uew =
5 (34.3)
= (K —Eﬂje(l)ﬁyy +2l[leyy +2ﬂe.yy .
Vzhledem k definici tenzoru malych deformaci (33.6) plati
ou ou
e, =—, & = Ou, Ly ou, _ € T8, +€,. (34.4)
oy ox oy oz
Zavedenim Poissonova ¢isla
c=-Zo_ _fu (34.5)
eyy eyy

muzeme tenzor napéti (34.3) a (33.7) psat ve tvaru



2. . 0
t, :(K —g,uj(l—ZO')eyy +2ue,, —i—2,uaeyy =

. (34.6)

={K(1—20-)+§,&(1+o-)}ew ~ee, +2a(1+40) 22

Porovnanim koeficientll u odpovidajicich slozek tenzoru deformace, dostavame relaci
mezi Youngovym modulem E a modulem ve smyku /& a Poissnovym ¢islem o
4 3K-24)E | E
- i(lro) i K(1-20), o= CRZ2HE -, E
3 18K 2 (1 + 0)
Pohybova rovnice (33.11) urcujici Sifeni podélnych vin ma s ohledem na tenzor napéti
(34.6) tvar

(34.7)

o’u o’u o'u
. _E v M (14 40) 22 <. (34.8)
ot p oy 3p otoy
Reseni této linearni rovnice budeme hledat ve tvaru harmonické viny
— i(kyy-ot)

u, =u.ze (34.9)

s amplitudou u,

, 2z . .
y» vlnovym vektorem Kk, =I—a uhlovou frekvenci @. Dosazenim

y
(34.9) do rovnice (34.8),dostdvame disperzni rovnici pro podélné viny (tzv. lateral

flexi) @ +Ekj —i£(1+40) 0k =0 (34.10)
p 3p
O vInovém ¢isle k, a frekvenci @ musime piedpokladat, Ze jsou obecné komplexni

¢isla. Rovnici (34.10) budeme fesit za predpokladu, ze frekvence

®=0,+io,, (34.11)
je komplexni ¢islo a ukdzeme, Ze dispersni rovnice (34.10) méd nenulové feSeni i
v pfipadé, ze vlnovy vektor ma pouze redlnou hodnotu. Disperzni rovnice(34.10)
potom piechdzi na dvé algebraické rovnice

2
-0} + ), +(E+\7a)ikay2 =0, pro v :3i(1+40') {g}
» P P > (34.12)
m 2

pro neznamé o, ,®,,.Po Gpravé dostdvame zévislost frekvence

E s 1/2 P
a)r:ky\/:( —%kjj =" (34.13)
P

jen na vlnovém vektoru K, .Budeme vySetfovat kmiténi ty¢e na volném konci, tj. ve

vzdalenosti L. Tyto kmity odpovidaji médim o vinové délce

Iy= 4L ,kden=1,2,... (34.14)
2n-1

Zékladni mod podéIné viny ma vinovou délku |, = 4L, viz obr. 34.1. Pribéh kmiténi

v Case ziskdme dosazenim do vztahu (34.9), tedy

_ 52
u, (y,t)=u.ze ztexp{iky!y\/%( %kjjt]} (34.15)




Hledame feSeni s kmitnou na konci tyCe, tj. pro Kk, :2—71. (Okrajovd podminka

(33.12) z ptikladu 33.) Konecny tvar zadkladniho médu podélné viny je

{ﬂ(ma)nzt} E | (1 4 ) 22

— 1o +40
u (y.t)=uel Y Jgnd Zly_ Bl 2290 ¢ UL 34.16
,(v)=4, i P TS =) (34.16)

Odtud je patrno, Ze dekrement Utlumu oscilaci je
1+40) 7’
ullrdo)r” (34.17)

12pL

a fazovéa rychlost postupné viny je
1/2

c—ﬂ—Flli(M]] . (34.18)
Kk, Vp| EL 6L

Vzhledem k tomu, ¢len pod odmocninou je zanedbatelny viici jedné, je rychlost

podélné viny prakticky rovna ¢ = \/E .
P

Podélné kmity tyce s pridanou hmotou na konci
Budeme hledat zménu frekvence podélnych kmiti tyCe, kterd ma na konci
pfidanou bodovou hmotu Mg, viz obr. 34.2. Pivodni elastickou ty¢ nahradime

bodovou hmotou m na pruzin¢ s elasticitou k, a tlumenim vy, viz obr. 34.b.
Predpokladejme, Ze ndhradni soustava samotné elastické tyce je

o'u  ou
m—-+y—+k,u=0. 34.19
atz 7/ 5t el ( )
Hmotnost tyCe zname a je dana vztahem
L
m=[pA(y)y, (34.20)
0

kde A(y) je priifez ty¢e (napf. kruhovy s polomérem R, tj. A=7R*) a L je jeji délka.
Neznamé hodnoty y a k, nahradni soustavy (34.19) stanovime tak, aby tato soustava
meéla stejnou frekvenci a Gtlum kmitt jako konec tyce (34.16).
Soustava s pfidanou hmotou je popsana stejnou pohybovou rovnici
2

(m+ MG)ZTl;Jr;/aat—qukelu:O (34.21)
jako samotna elastickd ty¢ (34.19), jen kmitajici hmotnost je zvétSena o piidanou
hmotnost M . Predpokladame, ze elasticita ty¢e k, a utlumu y jsou stejné jako
v piipadé samotné elastické tyCe (34.19). Jeji kmity budeme opét hledat ve tvaru
e .

—o’ (Mm+Mg)—iwy +k, =0. (34.22)



T, A
J

Mg

Obr. 34.2
a) Elasticka ty¢ o prafezu A(y)=1(y)w(y)zatizend dodatecnou hmotou M.

L
Celkova hmotnost ty¢e je m = j PA(y)dy.
0

b) Nahradni schéma tyce s dodatecnou hmotou M. Elasticita je nahrazena

parametrem K, .

Za predpokladu, Zze @ = o, +iw,, , dostavame dv¢ algebraické rovnice

im >

(_a)r2 +a)i$n)(m+MG)_a)im7+kel =0

_ , (34.23)
lo, [}/+2a)im (m+ MG)] =0
pro redlnou a imaginarni ¢ast frekvence plati
2
I IR 4 A A— (34.24)

' m(HMGj 4(Mg+m)” " 2(m+Mg)
m

Zde jsou y a Kk, parametry nahradni soustavy(34.19), které jsme urcily z podminky,
ze nahradni soustava kmita stejn¢ jako vychylka konce elastické tyce (34.16).



Pfedpokladejme ze frekvence je komplexni @=wm, +®,, a pro konec tyce
y =L je vychylka ddna vztahem
u(L,t)= Eexp(—ia)t) = u_ye“""‘te_i“’rt =

_ xVix - 52 (34.25)
u,e S(L] e2 exp ;_T_\/E[lé(;[—tj ] t, pro ﬁ:i(1+46)
Yo

3p
Fazovy posuv vychylky e2 zahrneme do amplitudy poruchy E a pro utlum

vychylky a pro frekvenci konce ty¢e dostdvame

~ 2 ~\2
(™ :_K(ﬁj , O, :i E l_ﬁ(”_‘/j . (34.26)
gl L 2L\ pl  E\A4L

Vlastni kmity a tlumeni ndhradni soustavy (34.19) je
K y Y k y Y Y
o, =——| |, pro 2=’ +|"—| aw , =—" . 34.27
e S om0 P T T T o ™ om ( )

Z podminky stejné frekvence a atlumu nédhradni soustavy (34.19) a tyce (34.26)
dostavame hledanou relaci mezi méfenou frekvenci a utlumem a materialovymi
parametry zkoumané tyc¢e E, p. Tudiz

v(rxY k zYE
T _YiE o = | = (34.28)
2m 8\ L m 2L) p

Tyto vztahy budou pro stanoveni materidlovych parametra tyc¢e rozhodujici.
Soustava s pfidanou hmotou (34.21) musi mit stejné tlumeni y a stejnou

elastickou konstantu k, jako nahradni soustava (34.19). Frekvence a utlum name-

fenych podélnych vin soustavy spfidanou hmotou (34.24), oznalimew, ., a
Oy oxp = —P /2, souvisi s materialovymi parametry E, pu samotné tyce (34.8) vztahem
Ky _ﬂ_zz(ij _E B
P m+Mg 4 (2L ( Mej 47 2(m+ M)
pl1+—=
m
(34.29)

m m
Nyni jiz snadno nalezneme explicitni zavislost mezi naméfenymi hodnotami @, . a

r,exp
f aparametry E, p
2 2
E:(L) p(4wf,cxp+ﬂ2)(1+%j [Pa], u= lszﬂ)(HMGj [Pas] (34.30)

Vs m 7’ (1+40 m

gz—zm(ﬁwf@z At ((—))

Vyuziti vztahti (34.30) ukdZeme na piikladu meziobratlové ploténky o priiezu
A=3-10"x4-107=12-10" m*a délky L=6-10"m. S ohledem na jeji hustotu
p=1,2-10" kg/m’je hmotnost ploténky m= pAL =0,0086 kg. Mezi dodateéné
hmotnosti M; zahrneme hmotnosti dvou obratll stejné¢ho prifezu a délky 30 mm,



jejichz hmotnost odhadneme na 2x30 g. Hmotnost testovaciho zavazi je 0,839 kg,
takze celkova dodatecnd hmotnost je M =0,90kg. Naméfena frekvence podélnych

kmita (lateralni flexe) byla o,

r,exp

S

=200 F} a velikost koeficientii tlumeni f=0,8 s

Ke stanoveni Youngova modulu a viskozity meziobratlové ploténky pouzijeme vztah

(34.30). Dostavame tak pro Youngliv modul hodnotu

2
6-107° 0.9
E= 1.2-10° (4’ . + 7 )| 1+ -
[ 3.14 j ( Proy + P )[ 0.00866)

2 2\[F=08 _ 103
0.460 (4, + 8 )%p=200 =73.6-10°Pa
a pro viskozitu hodnotu
3 2 -6
J12L209 0 00 By 104)-1.84],,, =147Pas

(3,14)" (1+4-0,5)

Predpokladali jsme, Ze material chrupavky je nestlacitelny, tj. o =0,5.

(34.31)

(34.32)



Priklad 35:

Ty¢ o prifezu A(Y) je na svém konci namahana momentem dvojice sil M =d x F, viz
obr. 35.1. Odvodte vztahy pro vypocet deformace tyCe za predpokladu, ze je

namahana momentem sil M :(O,MV,O)a zkrucovana pouze ve sméru osy y S
konstantnim thlem natoceni z'=(3j—¢. Objem tyce V =AxLa jeji povrch 0V se
y

deformuje.

Obr. 35.1

Deformace vetknuté tyce prufezu A silovou dvojici M =d xF .

Reseni: Je-li prifez tyée A po délce konstantni, pak mizeme predpokladat, e i Ghel

de . . . . o i

krutu 7 = d—(o je konstantni. Posunuti libovolného materidlového bodu P z pocatecni
y

polohy X do kone¢né polohy X bude linearni funkci t. S ohledem na to, zZe natoCeni
kolem osy Yy je vektor o¢ =(O, 5(p,0) , ktery sméfuje v kladném sméru této osy, lze

posunuti materialového bodu P vyjadrtit vektorovym souéinem, viz obr. 35.1

Su=38¢px X; ou' =g"™rsyx*. (35.1)
Z formalnich divodii ozna¢ime pocatecni polohu materidlového bodu P X = x.
Posunuti tohoto bodu pfi krutu, rozepséno ve slozkach, je rovno



u (y.z2)=r1yz, u,(x,y)=-ryx, u,(x,z) =7y (x,z) (35.2)
Vychylka ve sméru y je vyjadfena pomoci zatim neznamé funkce y(X,z), kterd

popisuje zborceni prifezu v pritbéhu krutu. Tuto funkci nazyvame torzni funkci a
nalezneme ji feSenim rovnice rovnovahy [1,2,3], viz dale. Tenzor deformace (33.6) je
s ohledem na posunuti (35.2) popsan vztahy

exxzaux :0’ ex :l %4_% :z[z+a_l//)
OX Y 2ley ox ) 2 OX

ou ou

e, =—L=0, eyzzl a, , o, :1(8—W—x) (35.3)
oy 2\ 0z oy 2\ oz

ezzzauZ =0, xz:l(aux +%j=0
0z 2\ 0z oX

Vsechny tii diagonalni slozky tenzoru deformace jsou nulové, takze pii krutu
(©) )

nedochazi ke zméné objemu a deviator deformace €" je roven tenzoru deformace e” .
Predpokladejme, Ze ty€ je z termoviskoelastického materialu (viz vztah (33.1)
v ptikladu 33)), jehoz tenzor napéti je

t' =3Ka(T-T,)5" +246" +2ud". (35.4)
Jde nam o ptipad statické rovnovahy, takze miizeme zanedbat teplotni roztaznost
(a =0)a viskozitu (= 0). Jediné nenulové slozky tenzoru napéti jsou

N oy (x,2) . [0w(x,2)
tyx: Xy:[L[T(Z-}-T R tyz:tzy:lur T—X . (355)
Ostatni slozky tenzoru jsou nulové
toe =t, =t, =t, =0. (35.6)

Poznamenavame, ze v dusledku symetrie tenzoru deformace je i tenzor napéti
symetricky. Rovnice bilance hybnosti (33.11) ma pro piipad statické rovnovéahy
jednoduchy tvar

ij

W: 0, proi, j=1,2,3,
ot, ot
at><>< + Xy + ¥z _ 0,
ox oy oz (35.7)
oy Ay B .
ox oy oz
ot
81:zx + zy _+_atzz :O.
ox oy oz

Vzhledem k tomu, Ze na pravé stran¢ téchto rovnic nevystupuji zadné vnéjsi
objemov¢ sily (setrvacnost jsme zanedbali), redukuje se rovnovaha povrchovych sil
na jedinou rovnici

o, o,

Ty¢ je namdhana na krut silovou dvojici, viz obr. 35.1. Dosazenim z (35.5) ptfechazi
rovnice rovnovahy sil na Laplaceovu rovnici pro torzni funkci



Oy Oy
ox* o’
Pro funkeci 1//(X, Z) je obtizné formulovat okrajové podminky, proto na povrchu tyce

(35.9)

zavedeme pomocnou funkci y = ;((X, z)tak, abychom mohli pfevést integraci pies

plochu A na integraci po obvodu této plochy 0A, viz obr. 35.2. SloZky tenzoru napéti
(35.5) vyjadiime formou gradientu funkce )((X, Z),tj.

7 Uy ox

5 3y (35.10)
t,=+2 ,ur—;( . 2= r_V_
OX oX oz
Rovnice rovnovahy sil (35.8) je zavedenim této funkce splnéna identicky"
. 0y 3y
=2t + 2/ =0, X,ze A 35.11
Hoxar " azox 5280

Derivaci prvni rovnice v (35.10) podle z a druhé podle X a jejich naslednym souctem
dostavame Poissonovu rovnici

o’ Z, oy
ox’ az
Pro funkci ;((X,Z)méme diky rovnici rovnovahy (35.8) popt. (35.11) okrajovou

=-1, X,ze A (35.12)

podminku. Integraci pfes objem tyce V = Ax L a pouzitim Gaussovy véty dojdeme k
podmince

o, N, )
ijL( o jdxdde—aJ; (t,da, +t,da,) =0. (35.13)

Orientované elementy plochy daz(dax,day,daz) jsou definovany vnéjsi normalou
n=(n,.n,.n,)aplati
da, =n,dydz, da, =n dzdx, da, =n,dxdy . (35.14)

Dosazenim (35.10) do povrchového integrélu (35 13) dostavame

211 -—nddz+ ndxd
urafv( = -ndydz + = y]

o o (35.15)
=201 I ( —=ndz+-—= ndxjdy 0
Ay, x0A z aX

Vzhledem k tomu, ze usek tyCe Ay mulze byt libovolny, pfechazi pivodni lokéalni
podminka rovnovahy (35.8) na integralni podminku

1) Tento postup je identicky pfi zavadéni proudové funkce y ( X, Z) v mechanice nestlacitelnych

tekutin, kde je pak bilance hmotnosti splnéna identicky
ov, ov 0 0
L+ —~L=0prov, :——Z, A -4
ox oz 574 574




'[-aa—lnxdz +aa—;(nzdx:.|.aa—ldz +g—zdx:
in X in X . (35.16)

<j'>d;(=0, pak dy =0, y =konstproX,ze oV

0A
V druhém integralu jsme orientaci plochy definovaly vnéjsi normalou, tak jak je to
obvykl¢ pii téchto integralnich identitich. Tudiz, vnasem piipadé¢
n,=(1,0,0)odpovida integraci v zaporném (tj. opaném) sméru osy Z a
n, = (1,0,0) odpovida integraci v kladném sméru osy X. Integrace podle kiivky 0A

probihd v kladném smyslu (viz obr. 35.2, plocha je ne levé strané kiivky).

ba
oA 2°2

dz

o ——, —
e

S
by
AW

Obr. 35.2
K pfechodu od integrace po plose A na integraci po jejim obvodu 0A. Normala plochy
A sméfuje ve sméru osy y a element této plochy je da, = dzdx. Velikost plochy
A=ab.Obvod plochy 0A={x=-b/2,-a/2<z<a/2}u{z=a/2,-b/2<x<b/2}

u{x=b/2,a/2>z>-a/2}u{z=-a/2,-b/2>x>-h/2}.

Z druhé integralni podminky (35.16) vyplynulo, Ze pomocna funkce y = ;((X, Z) je
podél hranice prifezu tyce konstantni. Tuto konstantu mizeme volit rovnou nule, tj.

7(x,2)=0pro (x,z)edV (35.17)

Derivace této funkce vSak mohou byt nenulové. Podminku kompatibility deformace

(nedojde ke vzniku trhlinky) pro posunuti u, =7y (x,z), formulujeme integralnim

vztahem



du, = rpdy = W ix+ Y oz = 27 X ax— X g —
Cﬁ 95 gS oz qS o (35.18)

rcﬁdx—xdz: .

Odtud dostdavame podminku pro derivaci funkce y = y(X,z) podél kiivky OA
ohranicujici prufez tyce

cJSaZ dx — 8;( dz = —95 zdx — xdz . (35.19)
oA

Oba tyto kiivkoveé integraly muizeme upravit, viz dale.

z=2(S)
X=X(S)

Obr. 35.3

K integraci po kiivce 0A ohranicujici plochu A. s = [%,3—)() je tecny vektor k hranici
S as

OA prifezuAa n= (d— 3—j je vektor kolmy.

Predpokladejme, Ze v roviné (z,X) je rovnice obvodové kiivky OA déna funkcemi
z=12(s),x=x(s), kde s je délkovy parametr. Te¢ny vektor a vektor normaly jsou

=(£%j, n= (‘M dgj (35.20)
ds ds dn’dn

Normala je popsana funkcemi ¢ =¢'(n),& =£(n),kde n je jeji délkovy parametr.

postupné

Tecny vektor s je kolmy k vektoru n, ¢ili je otoCen o uhel gve smyslu (z - X), viz

lit. [1], viz obr. 35.3. Tuto transformaci mizeme zapsat maticove



dz z z\(d¢ d¢

& cos—, sin— q o, N\ dn
S| 2 2 dn_p 5 N (35.21)
dx LT || d& -1, 0)| d¢&
— —sin—, cos— || — —
ds 2 2/)\dn dn
coz dava kone¢ny vztah
dz :d—éds, dx:—d—gds. (35.22)
dn dn

Pouzitim této transformace Ize prvni integral (35.19)upravit nasledovné
2956_75(1)(_8_75(12:_2%5 oxoc| _9x0¢
0z OX oz onj,_, Ox onj,_,

Druhy kiivkovy integral pfevedeme pomoci Stokesovy véty, viz [1] vztah (A.54), na
integraci po plose® A

st = —2952—7;@. (35.23)

—cﬁ zdx — xdz :_¢(g+%j dzdx =—2q'> dzdx = -2A. (35.24)
N 2\ 0z OX "
Koneény tvar podminky kompatibility krutu (35.19) je pak identita
gﬂalds =A (35.25)

2 0on

Porovname-li podminku rovnovahy sil kroutictho momentu (35.17) s podminkou
kompatibility (35.25), dospéjeme k hledanym okrajovym podminkdm pomocné
funkce y = y(X,2)

;((X,Z)=O, Z—Z:&OproX,ZeaA (35.26)
n

Varia¢ni formulace statické rovnovahy krutu tyce.

Podminku statické rovnovahy pfi krutu tyCe, viz obr. 35.1, Ize formulovat pomoci
varia¢niho principu, viz [1] kap. 9.4. Vzhledem k tomu, Ze pfi krutu ty¢e neuvazujeme
disipativni procesy, lze jako funkcional pouzit jak vnitini energii, tak i volnou energii.
Obé tyto energie jsou pro toto zjednoduseni rovny deformacni energii [1], viz. vztah
(8.58), popt. (9.92). Volna energie celé tyce je

I 1
F = EJtejleijdV ) .[ (txyexy +tvzey2)daydy -

1 t Y (t A:Ldzdxd =2/ 2 a—lz a—lz dzdxd
o [ () ey =2 [ 2| (2] 4 2] ey

K upravé posledniho integralu jsme vyuZili pomocnou funkei y (X, Z) ze vztahu (35.10)

(35.27)

Celkové deformacni energie je rovna volné energii (35.27).

2) Obecna Stokesova véta dava do relace integraci po hranici OA s integraci po plose A

F F
Sf) Fdx+Fdy+Fdz= J(aFZ - &j dydz + (aFX - Ej dzdx + (& - ﬁj dxdy
A A\ Oy 0Oz oz oz ox oy

Integrace po kiivce OA probiha v tom smyslu, pti kterém je integrovana plocha po levé strané (tzv.
indukovana orientace).



Definujeme, tzv. tuhost tyc¢e v krutu

X aZ 2 aZ )2
C=4 2| +| =% | (da, da, =dzdx. 35.28
”{[(azj (8x 0 (35.28)
Zavedenim thlu krutu 7 = ((jj—([) 1ze celkovou volnou energii (35.27) psat ve tvaru
y
2
f:ljc % dy (35.29)
27 oy

Plosny integral pro vypocet tuhosti tyce (35.28) 1ze s ohledem na okrajové podminky
(35.26) upravit pomoci nasledujici matematické identity. Ozna¢me na okamzik

74 8}(]
Vy=|-2,-2%|, pak
d (62 OX P

[a_ljz +(5_ij —(V2) =V(V2)- 2V (2)=V(Vr)+ 7 (35.30)

0z OX
o’y 0y
kde V° = F+ v =—1, viz (35.12). Uzitim této upravy prejde vztah pro vypocet
z X
tuhosti tyce v krutu (35.28) na tvar
|l O Oy 0 oy .
C=4p||—| = |+—| x== |da, +4 da, . 35.31
”{[az(lazj axtlaxﬂ y ”{Z y (35-31)
Prvni plosny integral lze upravit pouzitim Stokesovy véty”; pro
F,=- Z‘;_Z, F, = Z‘Z_Z pak dostaneme kiivkovy integral
X z
4ﬁjga—ldx—za—ldz :4[1J.;(a—lds. (35.32)
oz OX A on

Pti upravé tohoto integralu jsme pouzili stejny postup jako pii Gpraveé (35.23).
Vzhledem k okrajové podmince (35.26) na hranici prifezu A je y =0, je integral
(35.32) roven nule. Tuhost tyCe je pak urCena ploSnym integralem z pomocné funkce
7(X,2), ktera splituje na hranici 6Apodminku y(X,z)=0

C =4/ ydzdx. (35.33)
A
Vypoctu tuhosti ty¢e pro kruhovy a obdélnikovy prifez je vénovan piiklad 36.

Rovnovaha momenti na vetknuté tyci.
Zbyva nalézt souvislost mezi uhlem krutu r:d—(p a velikosti momentu sil

y
M =d x F , viz obr. 35.1. Deformacni energie (35.27), popf. (35.29) je vyvolana energii
dodanou momentem sil. Pfedpokladejme, Ze moment sil generuje néjakou potencialni
energii” ¢ tak, Ze jeji zména je
5¢p=—Mdp(y=L), (35.34)
tj. je umérna thlu natoceni d¢p ( y-— L) na konci ty¢e. Rovnovaha tyce pak nastane pfi
minimu celkové energie
S5(F +¢)=0. (35.35)

V tomto ptipadé je energie momentu sil kompenzovana energii deformace



5{%[%"} dy+5¢:{C(%j%dy—M5¢(y: L)

—jcg—;&pdy +CeSp| ~MSp(y=L)= (35.36)
L
—ICZ—;5¢dy+(Cr— M)sp(y=L)=0

L

Minimum tohoto funkcionalu nastane za podminek

fc ﬂ&pdy =0, . 97 0, =92 onst, (35.37)
L dy dy dy

¢ili moment vnéjsich sil je dan vztahem

M=17C. (35.38)
Uhel krutu ty&e o konstantnim prifezu A je konstantni a nezavisi na y. Jeho velikost je
umérna velikosti momentu vnéj$ich sil M a nepfimo iimérna tuhosti tyce C.



Priklad 36

Naleznéte tuhost v krutu C a funkci krutu (n€kdy nazyvana funkce zborceni pii krutu)
w(X,z)pii torzi tyde kruhového, elipsovitého, obdélnikového a trojuhelnikového
prafezu. Tuhost v krutu je definovana integralem (35.33) v ptikladu 35 pomoci
pomocné funkce y(X,2)

C= 4,[1_[ xdzdx, pficemZ y (x,z) =0 na hranici pro X, z € 6A (36.1)
A
2 2
a 2—;2(+ g )2( = —1 uvnitf prifezu pro X,z € A (36.2)
X VA

Funkce zborceni w(x, z) je definovana vztahy (35.10) v ptikladu 35
W _or_, v o

, —+X, proX,ze A (36.3)
OX 0z 0z OX
a musi vyhovovat Laplaceové rovnici
2 2
OV OV _prox.zeA (36.4)

ox*  oz°
ReSenti:

Vychodiskem je pomocna funkce ;((X, Z) , ktera je nulova na hranici prifezu a uvnitf

prafezu spliiuje Poissonovu rovnici (35.12). Tuto funkci budeme hledat tak, aby
definovala hranici prifezu a konstantu K uréime tak, aby spliiovala rovnici (36.2):
a) kruhovy prufez, viz obr. 36a

Kr(x,z)=R*-x*-2%, (36.5)

2 2
KZ_ oy KOX - 5 KX 9y k&5,

OX x> 0z o

Pro K=4 splituje funkce y rovnici (36.2), takze

1
27(x,2)=—(R*-x*-12%). 36.6
x(x2)==( ) (36.6)
Stanovime funkci zborceni podle vztahti (36.3)
_8_1//:26_;(4_2:_2_’_2:0’
OX 0z
a—l//=26—;{+x:—x+x=0.

(674 OX
Funkce zborceni je identicky rovna nule, tj. y(x,z) =0 a tudiZ pfi krutu kruhové tyce
nedochazi k vychylce ve sméru u,, viz vztah (35.2).

Tuhost kruhové ty¢e nalezneme dosazenim (36.6) do integralu (36.1)
2z R 2z R 4
. 7R

C= ,&I(R2 —x* =77 Jdxdt = ﬁjjrdrd¢—,&j Ir3drd¢ == (36.7)
A 00 00



Integral jsme tesili pfechodem k polarnim soufadnicim r,¢, X =rsin@,z =rcos .

a) c)

X
b zborceni plochy
T 72
Xl _Z
a”
) K /a z

|

obr. 36
Prifezy A ty¢e namahané v krutu
a) kruhovy, b) elispovity, c¢) obdélnikovy, d)rovnostranny trojuhelnik

b) Pro elipticky priiiez, viz obr. 36b
Ky(x,z)=a’’-b’x’ -a’z’ (36.8)

Konstantu K nalezneme dosazenim do rovnice (36.2)

K[azh‘?zl]:_z(aubz), K=2(a*+b)

ox* ot

a hledana pomocna funkce je
a’h’ -b’x* -a’z’?

2v(X,2)=
Z( ) a2 + b2
Funkce zborceni je podle (36.3) déna feSenim parcialnich diferencidlnich rovnic
0 2a’z 0 2b*x
Uy SN A . S
OX a“+b 0z a +b
Integraci, napf. prvni rovnice dostavame hledanou funkci
b* -a’
X,2)=——=XZ, 36.11
l//( ) 3.2 + b2 ( )
ktera spliuje podminku (36.4). Odtud je ziejmé, ze pti krutu tyce eliptického prifezu
dochazi ke zborceni plochy krutu
M (b’ -a’
U (Xx,z)=—| —— |Xz. 36.12

K nejvétSimu zborceni dochazi na thlopficce os a je tim vétsi ¢im je rozdil os vEtsi.

(36.9)

(36.10)



Tuhost tyCe eliptického prufezu je s ohledem na tvar pomocné funkce (36.9) rovna

a’b’ -b’x*-a’z’ 2 2
C=4ﬁj( — Jiua ”abjdd— sz.xzdxdz—
a 2(a7+b)
(36.13)
jzzdxdz
a +b
Integral vede na plochu ehpsy
+b l—— %
jdxdzj j dx dz_zbj ,/1——dz_2bj 1—sin’ pd o
2 (36.14)
>
2ab I cos’pde = zab.
E
Pti upravée jsme pouzili substituce z =asing .
Druhy integral v (36.13) je moment setrvacnosti k ose z
1*% 3/2
a a 3 a 2
=Ix2dxdz = I dz I xzdx:ﬁj l—z—2 dz =
A -a 22 3 -a a
e (36.15)
2ab> 2, 7b’a
= cos’ pdp = .
3 I vy 4

SR

Tento integral jsme opét upravili pomoci substituce z = asin¢ . Podobn¢ nalezneme i

:jzzdxdz = j dx I 2°dz =
A -b X2
Dosazenim integralu, (36.14), (36.15) a (36.16) do vyrazu pro tuhost tyce (36.13)
dostavame kone¢ny tvar

moment setrva¢nosti k ose X

3
zab_ (36.16)

A 33 33 A 33
C= A | e 780 mab | jmab (36.17)
a +b 4 4 a~+b
c) Pro obdélnikovy priiez obr. 36c budeme hledat pomocnou funkei ve tvaru
2 2 22 22 2,2
g e[|l A b7 e (36.18)
2 2 4 2 2
Tato funkce vSak nespliuje podminku (36.2), nebot’
O’y Oy 2 R 2, 2
S+ =—(a’+b”)+2(X*+27) = -1 (36.19)

Proto je tieba hledat funkci f (X,2)



o (f ;() o (f ;()
ox’ oz’
Nalezeni vhodného tvaru funkce f (X, z) je dosud otevienym problémem.

A(fy)= A +2(VEVy)+ fAy=-1 (36.20)

d) Pro trojuhelnikovy priiez, obr. 36d
Pomocnou funkci y ( X, Z) hleddme ve tvaru

K(x.x2)= £+X ﬁa—\/gz—x £a+\/§z—x =
6 3 3

(36.21)
3
- —£ax —£az -3x2° + X,
63 2 2
Podminka (36.2) ma tvar
o’y 0y 1
K| =% +=-4£ |=—K3a=-1, K=—. 36.22
[a 2 o Ja’ (36:22
a kone¢ny tvar pomocné funkce je
3
L@ V30 V30 g0y (36.23)
“Bal6s 2 2
Funkce zborceni, ktera je definovana rovnicemi (36.3) ma po integraci kone¢ny tvar
z 2 2
X,2)=——(3X"=27). 36.24
v (u2)= (0 -7) (624

a vyhovuje podmince (36.4).
Zborceni plochy pfi krutu je podle vztahti (35 2) a (35.38) rovno

u,(x,z)=rp(x,2)= Tic a(3x -1 ) (36.25)

Je nulové v rozich trojuhelnika a maximalni ve stfedu stran. Tuhost trojihelnikové
tyCe je dana integralem

ETES e Jou- 3

———ax’ ——az —-3xz2> + X |dxdz =—/a*.
80

63 2



Priklad 37

Naleznéte frekvenci a Gtlum torznich kmith vetknuté tyCe kruhového, eliptického a
trojuhelnikového prifezu z viskoelastického materidlu, napt. meziobratlové polénky
[3]. Urcete jak se zméni vlastni frekvence torznich kmiti pfidanim télesa s momentem

A - 50
X /Z vd
s )
,' y
L
-~ I

setrvacnosti |; na konec tyce, viz obr. 37.1.

Obr. 37.1
Kmitéani torzni ty¢e s dodate¢nou hmotou na jejim konci.

ReSeni:

Vyjdeme z obecného namahani tyce jak na ohyb, tak na krut podél osy y, viz obr.
37.2. Ohyb tyce podél jeji podélné osy y vyjadiime vektorem ohybu

— d
Q(:Mj:d_u: d“x,&,duz (37.1)
AS ds ds ds ds

. dp, dn, dp, <
Zavedeme tecny vektor S = (E’d_sy’EJk ose ty¢e M= (77X (S),77y (S),Uz (S))

Pfi malych ohybech je slozka 7, (s)zanedbatelnd vici slozkam 7, (s) a 7,(s).

ds , ., : y ,
) =2 te¢ného vektoru s je vektor k nému kolmy a

Snadno nahlédneme, Ze derivace' q
S

navic plati geometricky vztah
ds_n dng 1 dn 1

ds R’ ds> R’ ds® R

z

(37.2)

kde R,,R,jsou kfivosti v odpovidajicich rovinach (x,y) a (z,y). PouZitim vektoru

normaly n a vektoru tecného S (oba vektory jsou jednotkové) lze deformaci tyce

Predpokladejme, Ze teény vektor normovany k jedné, tj. (S . S) =1. Potom jeho derivace je kolmy
vektor n
d(s-s ds . ds
( ):25—:0, ). —~n
ds ds ds




rozdélit na Cisty ohyb Q, v roving (y,z), Q, v roving (X,y)a isty krut Qv roving
(z,x). Plati, viz obr. 37.2, Ze vektorovy soucin posunuti dua te¢ného vektoru s

k ohybové kiivce je vektor
ds=des,E:d—uxs (37.3)
ds ds
ktery je kolmy k ohybové kiivce. Ohybova kiivka splyvéa pro malé deformace s osou

y. Vzhledem k definicim vektoru ohybu (37.1) a vektoru normaly (37.2) dostavadme

%:st, reSp.Sx%:SX(QXS)Z(S-S)Q—(Q-S)S (37.4)

obr. 37.2
Obecna deformace tyCe vyjadiena vektorem vychyleni Q = (QX,Qy,QZ ),QX - ohyb v

roving (y,z), Q, - krut podél osy y, Q,- ohyb v roving (X,y). Pivodni poloha
materidlovych bodii PB,,Q, aP,,Q, ve dvou riznych mistech tyce se deformaci

zménila na polohu P,Q, a P,,Q,.

Posledni vztah upravime, protoze (s-s)=1a (Q-s)je pramét vektoru ohybu do

podélné osy tyce, takze 1ze vektor ohybu tyce rozlozit

Q=10 5-(0,,0,0,)+(0,2,,0) (37.5)

na Cast Cisté ohybovou o slozkich Q,,Q,a ¢ast Cist¢ torzni Q. Uvazime-li, ze s,n

jsou kolmé jednotkové vektory, je velikost jejich soucinu rovna jedné. Potom
komponenty vektoru ohybu jsou

1
O=|—r— 37.6
(R ¢ RXJ (37.6)

z



kde R, je polomér kiivosti v roviné (z,y), viz ptiklad 31, vztah (31.21), a R, v roviné

x,y). 7= ?j—(p je uhel krutu v roving (x,z), viz ptiklad 35.
S
Z rovnovahy momentt sil ptisobici na ty¢, viz ptiklad 31 a ptiklad 35, jsme nalezli
relaci mezi velikosti deformace (37.6) (poméry kiivosti a thlu krutu) a zatézujicim
momentem vnéjsich sil

MX:EIX, MZ:EIZ, M, =Cr (37.7)
RZ RX
kde
| = I z’dxdz, |, = J' x*dxdz, C=4[4J' ydxdz
A(y) A(Y) A(y)
jsou I, 1, postupn€ momenty setrvaCnosti plochy A(y) vici ose X, y a C je tuhost

plochy A(y) v krutu ve sméru osy Y. Statickd rovnovaha vetknuté tyCe je feSena vztahy
(37.7).

Nasim cilem je nalézt vztahy pro dynamickou rovnovahu ty¢i zatizenych
pridavnou hmotou. Stejné jako v piipad¢€ pricnych kmiti vetknuté tyce, viz priklad 32,
vyjdeme z hustoty deformacni energie ty¢e namahané ohybem a tahem

%t;j,eij = %tweyy +19eY + 17" =

Ex*(d’n, © OB d’z, ’ C(dgpjz
ool 2 | "5 e
2 \ ds 2 ( ds 2\ ds
Druha derivace osy ty¢e n = (77X (S)J]Z (S)) odpovida druhym derivacim vychylky osy

u= (uX (¥),u,(y)) athel krutu ve vzdalenosti y od vetknuti je Z—(;, tudiz

(37.8)

. d’u, 1
ds®  dy® R, (37.9)

Celkova deformacni energie tyCe o priifezu A a délky L je dana integralem

d2u Y dxu Y
W = .[—t”eudy——J' [ ;] +Ezz( ZZJ dxdz +Cz? pdy (37.10)
A><L A><L dy dy

K popisu dynamiky kmitajici ty¢e vyuzijeme varia¢ni princip mechaniky elastickych
téles [1], viz ptiklad 32, vztah 32.1

5(u'(x.1)) = j I { [ j ey p¢}1xdydzdt (37.11)

Tlumené kmity torzni tyce.

d’, d’u, _ 1 dp do__ d’p

dsz~dy2:R’d_ dy

z

2
X

Budeme studovat torzni kmitani z viskoelastického materidlu. Tenzor napéti takového
materidlu je uveden v ptikladu 33, viz vztah (33.1). Pfi deformaci takovychto
materidlu se ¢ast mechanické energie preméiuje na teplo, dochdzi k disipace
mechanické energie. Tuto ztratu zahrneme do funkciondlu (37.11) do ¢lenu



Osz ]
p¢ dls 0 =HU ayz u(p R E (3712)

Omezime se jen na vySetfovani torznich kmiti. Funkcional (37.11) lze s ohledem na
(37.10), (37.11) a (35.27) az (35.29) psat ve tvaru

. I{I [arco) ”8za(y )rgp}dxdzdy jg(‘?;j }dt (37.13)

0
kde vychylka u, =r¢ je vychylky v fezu A(y) v rovin€ (X,z), tj. pootoceni o tthel ¢

kolem osy Y a r=+/X*+2" je vzdilenost od osy otadeni, viz obr. 37.2. Hledame

extrém (minimum) funkciondlu (37.13) vzhledem k thlu natoCeni ¢(y,t). Nutnou
podminku extrému nalezneme pomoci jeho variace

o) 2 -o{ ) -] sl

t , , , (37.14)
| L 2 .
=§“- ol (8_(0) —ul 0 (on go—C[a—w] dydt =0
250 ot oy oy
kde I =1, +1,je celkovy moment setrvacnosti plochy. Indexem ,,0° jsme oznacili

veli¢inu kterou ponechdme pii variaci konstantni. Vzhledem k tomuto ptedpokladu je
variace funkcionalu rovna

t L[ 2.
[])» 200(%) &9, 5¢_C8_¢5(5¢)}dydt:
t, 0

ot ot oy’

0 (op o’p o’g o (op 0’
I O | —+ ul —=2 |69 —C —| —=¢ |+C—=-6¢ |dydt =
o at(at (pj (p o oy ) oy )Ty Y

-
=jpl%¢(/>

0

oy S—
o'—.l-

@
dy — cjayago 5

FoR) o’p
dt {pl —— ul —5+—C—- | Spdydt =0
y0 J-J. 8 ay
(37.15)
Variace vychylky v ¢ase t, a t,je nulova- vypadne 1. ¢len v posledni rovnosti. V misté

vetknuti tyce je

5(p|y=0 =0, (37.16)
a na volném konci miizeme predpokladat
L (37.17)
),
Podminka dynamické rovnovéahy (37.15) je zajisténa diferencidlni rovnici
O’ Do o
I = ul +C , pro e(0,L 37.18
Pl =" oy aypco%y() (37.18)

Tato rovnice popisuje tlumené torzni kmity tyce.

Piedpoklad ¢ =¢, representuje tzv. rozSifeny variatni pocet [4], [5] a
matematicky znamenad, Ze variace (fluktuace kolem hledané¢ho feseni) jsou velmi malé
a hodnota ¢, je jiz pfesnym feSenim. V obecném piipad€ velkych odchylek od



rovnovazné polohy (vizkézni tlumeni je velké) je nutno fesit tento typ tloh iteracnim
postupem.
Reseni této rovnice hleddme ve tvaru harmonické viny
p(y.t) =g (37.19)
pro komplexni @ =, +im,,. Po dosazeni do podminky dynamické rovnovahy
(37.18) dostavame disperzni rovnici torznich kmith
(—a)r2 +a)ifn)pl +iw, ul k; +Ck; =0,
_ . (37.20)
—2io, (a)impl + ul kyz) =0
Redlna ¢ast @, popisuje vlastni frekvenci kmiti a imaginarni ¢ast frekvence o,
popisuje tlumeni. Re§enim algebraickych rovnic (37.20) dostavame

2k2
o, =k, | S 25 (37.21)
pl  4p
a
H 2

@, =——K; . 37.22

im 2p y ( )

Jako v piikladu 32 bude vlnovy vektor kmitil s jednim volnym koncem kK, :j—fa

frekvence zakladniho torzniho kmitu bude

2

2
o, = C [ R L (37.23)
2L\l L4pL 8L p

Tlumend oscilace natoceni na konci tyCe v zakladni frekvenci (37.23) je popsana
funkei

p(L,t)=@exp(a,t)sin(at). (37.24)
Oscilaci plné tyce o priméru 2R a délky L mlZeme nahradit oscilaci hmotného
kotouce (popi. bodové hmoty) na pruzném vlakné o pruznosti k; o stejné vlastni
frekvenci, viz obr. 37.3.
Podminka extrému (37.18) plati v kazdém bodé¢ tyce. Jestlize v experimentu
sledujeme kmitani celé tyce délky L ma podminka extrému tvar

4L 2 2 . 2
H[pl Lo S "’}&odydtz
t 0 ot

oy oy
. L . (37.25)
Iexp(—iZa)t)(—pl @ +iul a)kj —ij)J.exp(i2k§) dyopdt =0
t 0 kyzzlL
Ptedpokladali jsme feSeni ve tvaru (37.19) takze jeho variace je
Sp(y.t) =™ s (37.26)
Po provedeni integrace
L - iz - .
j exp(2i 2 ydy = _L j e'dz = — 1L @7 ey = 2L (37.27)
7 2L Ty V4 /4

ma podminka extrému torznich kmiti celé tyCe tvar



(o eap P2, 20 Py g
T T T
37.28
. 2Lpl  2Lul  , ( )
—2io, | o, ———-——k; |=0.
V4 V4

Resonancni frekvence i tlumeni jsou stejné jako v pripadé elementu tyce, tj. (37.23),
rtizny je vSak moment setrvacnosti a koeficient tlumeni, které maji nyni postupné
hodnoty

2Lpl 2L ul K2 = mul
r r 7 2L
Tyto hodnoty vyuzijeme pro stanoveni materidlovych parametri z, ¢ kmitajici tyCe

(37.29)

zatizené dodateCnym momentem setrvac¢nosti.

Torzni kmity s pfidanym momentem setrvacnosti

Kmitani torni tyCe, viz obr. 37.1, jako télesa je obecn¢ popsano parcidlni
diferencialni rovnici (37.18). T¢leso nahradime hmotnym bodem na pruzing, viz obr.
37.3, ktery kmita stejnou vlastni frekvenci a se stejnym utlumem jako konec tyce
(37.24). Abychom nalezli tuto nahradni soustav vyjdeme z Lagrangianu takové
soustavy, viz. obr.37.3

2
! 2 m(R, ¢ 2
L. \'% ef .
S= J-K((05¢7¢0’t)dt’ pro L= m7_¢ = ¥_b’(Ref¢0 (2 kt %7 (3730)
t
Potencidlni energii ¢ jsme nahradily energii pruziny s konstantou k, a disipativnim

¢lenem bR, ¢, ¢ vyjadiujicim tlumeni. Rychlost rota¢niho pohybu v=¢@R, jsme

nahradily Uhlovou rychlosti ¢ :(jj—(i)na néjakém efektivnim poloméruR,a pro

tlumeni jsme zavedli tlumici parametr b,. Diky nekonzervativnosti soustavy jsme
museli thlovou rychlost R, ¢, v tlumicim ¢lenu povazovat pfi variaci za konstantni,

viz. (37.14).

Parametry K b, budou ur¢eny tak aby nahradni soustava kmitala stejn¢ jako
konec tyce (37.24). Pohybovy zdkon (rovnovaha sil) této hmoty je urcen jako extrém
funkcionalu (37.30), tj.,

d(oc) o .. . -

Regeni budeme opét hledat ve tvaru (37.19), tj. ¢(y,t)=g@exp(—iat), takze vlastni

frekvence a tlumeni jsou rovny

2
a)rz,ef = kt _( bt ]: Wi of =~ bt . (3732)

mR; | 2mR, 2mR,
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Obr. 37.3

Schéma nahrady torzni ty¢e. Hmotnost m reprezentuje vlastni hmotu tyce a jeji
odpovidajici moment setrvacnosti | =mR} a pfidana hmotnost Mg méa pridany

moment setrva¢nosti |, = MRS .

m je zndma hmotnost torzni ty¢e a M je znama ptfidavna hmotnost. Ve vztazich
(37.32) vystupuji neznamé hodnoty k, a b, které musime dat do relace
s materialovymi parametry tyCe i, i reprezentujici postupné smykovy modul a

mR? :2Lp| MR, = /2me| ’ (37.33)
rr T

kde p a L_jsou postupné hustota a délka tyée a | je moment setrvacnosti jejiho
prufezu. Tyto veli¢iny jsou znamy (37.7). Potom z podminky stejnych vlastnich
frekvenci a stejného tlumeni nahradni tyce (37.32) a studované tyce (37.23)

a)r2 :a)rz,ef a a)im :a)im,ef (3734)

viskozitu. Polozime

ziskdme dosazenim vztahli (37.33) do vzorct (37.32) hledané hodnoty ndhradni
(efektivni) tyCe

o2 (2 ) _7C _ mul
kt - mRef (a)r,ef + a)im,ef ) _I - I’
_—— (37.35)
bt __2a)im emeef :% - -
4L° \ 7o

Smykovy modul & vystupuje v tuhosti ty¢e C, viz. vztah (37.7) a u je viskozita
materialu tyce.

Kmitani torni tyce s pfidanym momentem setrvac¢nosti.
Piidanim dodate¢ného zndmého momentu setrva¢nosti |, = M R} se zméni

prvni ¢len pohybové rovnice (37.31)
(mR; +|G)¢+btRef¢o| +kp=0. (37.36)

=P
Vzhledem k tomu, ze se tento typ torzniho kyvadla pouzivd ke stanoveni
materidlovych vlastnosti oznacime zmétenou vlastni frekvenci a tlumeni jako

@,,» By, - Jejich relace k vlastnim kmitim soustavy (37.36) je



2

2 2 kt bt Ref ﬂ exp bt Ref

o, = a)exp = Py - 2 s Wiy = — == B (3737)
(mR3 +1g) (2(mR: +1¢) 2 2(mR +15)

Kone¢né vztahy pro stanoveni materidlovych parametri tyée 4,u nalezneme

dosazenim za Kk, a b znahrady torzni tyce (37.35). Tudiz pro elastické konstanty

plati

LY 7zl C
C=npl|—=| (40*. +p> ) 1+—°|, 1=— 37.38
p (ﬂ'j ( a)r,exp ﬂexp)[ 2,0LIJ /Ll I ( )

a pro viskozitu

“_a(£] ,Bexp[1+ 7l J . (37.39)
P

V4 2plLl

7R*

Tento vztah budeme aplikovat na kruhovou ty¢ (36.7) poloméru R, pro | =

nalezneme vztah pro smykovy modul £ materialu ty¢e pomoci naméfené rezonan¢ni
frekvence @, a Gtlumu S

exp

. LY, ) |
/ucylinder = p(;j (4a)r,exp +ﬂexp )(1 + pLGR4 ]3 (3740)

Pro eliptickou ty¢, viz obr. 36b s tuhosti ty¢e C = 2z a momentem setrvacnosti |

A 33 3 3
=”fa§2, |=|Z+|X=’”’;b +”jb:%ab(a2+b2) (37.41)
a +
dostavame
LY 21
line = P| — | (407 o, + B2, )| 1+ c . 37.42
/Ll|p p(ﬂ'j ( ,exp xp){ pLab(a2+b2)J ( )

Jak jiz bylo patrno ze vztahu (37.37) je rozhodujici pomér pfidaného momentu
setrvacnosti |; a vlastniho momentu setrvacnosti ty¢e 2pLl/x. Srovnej se vztahy

pro stanoveni Youngova modulu E z ohybovych, viz. ptiklad 32, ¢i podélnych vin,
viz. ptiklad 34.
Pti kmitani kruhové ty¢e o poloméru R=17,5 mm délce L =6mm (délka jen

chrupavky) o hustoté p=1,2-10° kgm~ byly naméfeny hodnoty Oy, =9 s' a
2R 3,14:(1,75-107)
2 2

By =0,8 s”'. Moment setrvacnosti je | = =14,72-10°°.

Hodnota modulu pruznosti ve smyku je



. LY/, ) |
/Ucylinder = p(;j (4a)l’,exp + lBexp )[1 + pLGR4 j =

-3 2
1.2-10{%} (40, + B, ) (1+1.48-10°1 5 ) = (37.43)

r,exp

p=08 |
-3
Or.oxp=9 Glig=2.6510

6.485-103(4602 + 2)

r,exp exp

=5.568-10° [Pa]

Pomeér I /(pLR4) =1.48-10°-1, . Pro velikost I, =2.65-10" [kg mz}dostévéme
hodnotu /2 =5.568-10" [Pa]. Youngiv modul pruZnosti je pak

E=24(+0)| _,,=32=16.70-10° Pa (37.44)
Viskozita je podle vztahu (37.39) rovna

LY 7l 6107 Y
=4\/§ — 1+ S 1=5.657- 1.2:10° 1+1.48-10°1 . )=
ILI (ﬂ'j pﬂexp( 2pL|] [ 314 J ﬂexp( G)

(37.45)
36.68-10° 3

exp

=77.76 Pas

1
Bop=08 Glig=2.6510

Vzhledem k cCasto slozité geometrii méticiho zatizeni je vyhodné zatizeni otestovat na

znamém materialu. Moment setrvacnosti tohoto méficiho zafizeni byl stanoven

méfenim polyetylénové tyCky zkrucované délky L =16.8 mm, poloméru R=3 mm.

Predpokladame, Ze polyetylén je nestlacitelny Hookovsky materidl, tj. o =0.5, takze
E 1.08-10°

jeho modul ve smyku je = = =0.36-10° [Pa], ktery souvisi

! I AT v e) T 2(1+05) [Pa]. tery

s vlastnimi kmity torzni ty¢e podle zjednoduseného vztahu (37.43)

. 4LI
Heylinger = ﬂz—Raa)rz,exp [Pa] (37.46)

Neznamy moment setrvacnosti | méficiho zafizeni je roven

4
R (3.14)2(3-10-3) . . ,
_TR . 036-10°=1.9-102 kgm?®, (37.47
S T YLy ovinder 4-(1.68-107)-15" gm’, (37:47)

exp

viz. obr. 37.4 kde je uveden zdznam méfeni

Modul pruznosti ve smyku 4 a viskozitu g je mozno stanovit otestovanym
experimentalnim zafizenim podle vztaht

- 4LI 44/2L1
Heylinder :ﬁz—RGz;a)rz,exp [Pa] > H= 7Z'2R4G ﬂexp [Pa S] . (3748)




Fit utlumove krivky poluetylenu pro torzi - valec prumer 6 delka 20mm
(.03 T T T

T T T T
utlumova krivka poluyetylenu - experimentalni data

linearni aproximace exp(-tl.zinCl5t+3/2) ——

W oImAz]

t [=]

Obr. 37.4. Zaznam rychlosti torznich kmitl pifi testovani torzniho zafizeni
polyetylenovou trubkou.
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