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5.1 OPTIMÁLNÍ ÚČINNOST TEPELNÉHO STROJE U REÁLNÉHO CARNOTOVA
CYKLU


Stanovte maximální účinnost reálného tepelného stroje. Předpokládejte, že transformace ener-
gie uvnitř tohoto stroje je vratná, tzv. endoreverssible machine.


Obrázek 1. Schema reálného tepelného stroje, pracujícího mezi teplotami TH0, TL0. Využitelná hladina teplot
je jen TH , TL.


Předpokládejte reálný přestup tepla jak na úrovni vyšší tak i nižší teploty , viz obr. 1


dQH


dt
= αH (TH0 − TL(t)) ,


dQL


dt
= αL (TL(t)− TL0) (5.1)


kde αH , αL jsou odpovídající koeficienty přestupu tepla a cH , cL jsou tepelné kapacity přenosového
media, potom dQH = cHdTH , dQL = cLdTL. Tento předpoklad můžeme použít jak pro tekutiny
tak i pevné látky. Schema reálného cyklu je na obr. 2. Analýzu účinnosti reálného stroje aplikujte na
vodíkový palivový článek.


Obrázek 2. Cyklus reálného Carnotova tepelného stroje.







Řešení:
Průběh teploty při kontaktu s termostatem je


dTH
dt


=
αH
cH


(TH0 − TH) ⇒
∫ TH


TH1


dTH
TH0 − TH


=
αH
cH


∫ t2


t1


dt (5.2)


TH(t) = TH0 − (TH0 − TH1) exp


[
−αH
cH


(t− t1)


]
(5.3)


Přenesené množství tepla na vyšší teplotě je


QH =


∫ t2


t1


dQH =


∫ T2


T3


cHdTH(t) = cH


(
TH0 − TH1)


[
1− exp


[
−αH
cH


)
(t2 − t1)


]]
(5.4)


Podobně pro výstup odpadního tepla máme


dTL
dt


=
αL
cL


(TL(t)− TL0) , TL(t) = TL0 − (TL0 − TL3) exp


[
−αL
cL


(t− t3)


]
(5.5)


QL =


∫ t4


t3


dQL =


∫ t4


t3


cLdTL(t) = cL (TL0 − TL3)


[
1− exp


[
−αL
cL


(t4 − t3)


]]
(5.6)


Vztahy (5.4) a (5.6) popisují přívod a odvod tepla. Teplo není termodynamický potenciál (není to-
tálním diferenciálem) a jeho velikost závisí na integrační cestě (např. na způsobu přestupu tepla).
Vypočteme změnu entropie integrací od počátku procesu t1 do jeho konce t2, viz obr. 2. Tato veličina
je na integrační cestě nezávislá


∆SH =


∫ t2


t1


dSH =


∫ t2


t1


dQH


TH
=


∫ t2


t1


cH
dTH
TH


=


∫ t2


t1


cHd(lnTH) = cH ln


(
TH(t2)


TH(t1)


)


= cH ln


TH0 − (TH0 − TH1) exp
[
−αH


cH
(t2 − t1)


]
TH1


 (5.7)


analogicky pro výdej tepla


∆SL = cL ln


TL0 − (TL0 − TL3) exp
[
−αL


cL
(t4 − t3)


]
TL3


 (5.8)


Vzhledem k tomu, že předpokládáme cyklus, ve kterém se celková entropie během cyklu nemění, viz
Obr.2, pak


∆S = ∆SH + ∆SL = 0 (5.9)


a dostáváme relaci mezi všemi parametry tepelného stroje ve vztahu


1 =


TH0 − (TH0 − TH1) exp
[
−αH


cH
(t2 − t1)


]
TH1


cH ·
TL0 − (TL0 − TL3) exp


[
αL


cL
(t4 − t3)


]
TL3


cL
(5.10)


který vyjadřuje reversibilitu procesu. Předpokládejme, že cyklus tepelného stroje je ustálený v tom
smyslu, že doba přítoku energie QH je rovna době odtoku energie QL, tj. t2 − t1 = t4 − t3 = τ , a
strojem vykonaná práce je rovna







W = QH +QL (5.11)


kde dodané a odvedené tepla jsou s ohledem na vztahy (5.4) a (5.6) určeny vztahy


QH = cH(TH0 − TH1)(1− eH) , QL = cL(TL0 − TL3)(1− eL) (5.12)


kde eH = exp


(
−αH
cH


τ


)
, eL = exp


(
−αL
cL
τ


)
Účinnost tepelného strojeje definována obvyklým vztahem


η =
W


QH


= 1 +
QL


QH


(5.13)


Pro ideální Carnotùv cyklus, kde


QL = −cTL0 , QH = cTH0 platí obvyklý vztah ηC = 1− TL0


TH0


(5.14)


Soustředíme se na reálný tepelný stroj a budeme hledat závislost vykonané práce W na účinnosti η.
Ze vztahů (5.13) a (5.11) plyne


QH =
W


η
QL = W


(
η − 1


η


)
(5.15)


Využijeme podmínku reversibility (5.10), která spojuje všechny parametry tepelného stroje. Vylou-
číme z ní pomocí vztahů (5.4) a (5.6) teploty TH1 a TL3. Abychom mohli analyticky odvodit hledanou
závislost W = W (η, TH0, TL0, cH , cL, αH , αL) zjednodušíme materiálové vlastnosti


cH = cL = c , α 6= αL , tj. eH 6= eL (5.16)


koeficienty přestupu tepla mohou být různé, což možnosti této analýzy značně rozšiřuje. Rovnice
(5.4) a (5.6)


TH1 = TH0 −
QH


c(1− eH)
, TL3 = TL0 −


QL


c(1− eL)
(5.17)


dosadíme do podmínky (5.10)


TH1TL3 = [TH0 − (TH0 − TH1)eH ] [TL0 − (TL0 − TL3)eL] (5.18)


a dostáváme závislost


TL0QH + TH0QL −
QHQL(1− eHeL)


c(1− eH)(1− eL)
= 0 (5.19)


do které již můžeme pomocí vztahů (5.15) zavést práci tepelného stroje


W 2(η − 1)(1− eHeL)− c(1− eH)(1− eL)W [TL0η + TH0η(η − 1)] = 0 (5.20)


Jedno řešení je triviální W = 0, a hledaná závislost na účinnosti je


W (η, e0, c, TL0, TH0) =
c(1− eH)(1− eL)η [(1− η)TH0 − TL0]


(1− eHeL)(1− η)
(5.21)


Podmínka maximální účinnosti reálného tepelného stroje je


∂W


∂η


∣∣∣∣
e0,c,TL0,TH0


= 0 , (1− η)2 =
TL0


TH0


(5.22)







Dostáváme tzv. Curzonův - Ahlbornův vztah [2] 1, který ukazuje, že maximální účinnost reálného
tepelného stroje je


ηmax = 1−
√
TL0


TH0


(5.23)


a nezávisí na rychlosti přenosu (transformace) energie τ , ani na velikostech tepelné vodivosti αH , αL
a tepelné kapacitě c pracovního media. Je zajímavé poznamenat, že vykonaná práce je rovna nule při
η = 0 a při Carnotově účinnosti ηc = 1− TL0


TH0
.


5.1.1 ÚČINNOST VODÍKOVÉHO PALIVOVÉHO ČLÁNKU


Účinnost palivových článlů je definována pomocí alternativní formulace bilance energie


∆Q = T∆S = ∆H −We (5.24)


kde ∆H je změna entalpie a We je elektrická práce.
Termická účinnost ηt je definována poměrem


ηt =
We


∆H
= 1− T∆S


∆H
=


∆G


∆H
+
S∆T


∆H
= ηteor +


S∆T


∆H
(5.25)


kde ∆G = ∆H − T∆S − S∆T je změna Gibbsovy volné entalpie během chemické reakce.
Za předpokladu, že spalování paliva (vodík + kyslík) probíhá izotermicky, např. při obvyklé teplotě
T = 298, 15K je


ηt = ηteor =
∆G


∆H


∣∣∣∣
T=298,15


=
−237, 34 kJ


mol


−286, 02 kJ
mol


=
−∆G
zeF


−∆H
zeF


=
1, 23


1, 482
= 0, 83 (5.26)


Účinnost jsme vyjádřili i pomocí elektrického napětí na článku kde ze = 2 je počet předávaných
elektronů a F = 9, 64853 · 104


[
C


e−mol


]
je Faradayova konstanta (e-mol je množství elektronů v 1


molu reagující látky). Účinnost (5.26) je maximální a je dosažena jen při nulovém výkonu článku, t.j.
při Carnotově účinnosti ηc = 1− TL0


TH0
= 0, 83. Abychom mohli využít vztahu (5.21) pro práci reálného


tepelného stroje dosadíme do něho podmínky maximální termické účinnosti vodíkového palivového
článku. Průběh práce (elektrického napětí) tohoto hypotetického tepelného stroje nalezneme tak, že
vyjádříme TH0 = TL0


(1−ηteor)


W (η, TL0) = K(TL0)
η(ηteor − η)


(1− ηteor)(1− η)
, pro K(TL0) =


c(1− eH)(1− eL)


(1− eHeL)
(5.27)


kde veličina K(TL0) charakterizuje konkrétní materiálové vlastnosti a procesy ve vodíkovém palivo-
vém článku. Článek dodává maximální práci (elektrické napětí) při účinnosti [4]


ηmax = 1−
√


1− ηteor = 0, 588 (5.28)


Maximální práce vodíkového palivového článku je pak rovna, viz. obr. 3


Wmax(TL0) = K(TL0)
η2
max


(1− ηteor)
= 2, 034K(TL0) (5.29)


Poznamenejme, že jak konstanta K(TL0) tak i teoretická účinnost ηteor závisí na provozní teplotě
článku. V případě, že nedochází při spalování vodíku a kyslíku ke kondenzaci, je


ηteor =
∆G


∆H


∣∣∣∣
T=373,15


=
−228, 57


−241, 98
=


1, 18[V ]


1, 25[V ]
= 0, 945 (5.30)


1Tento vztah byl již dříve odvozen Vukalovičem a Novikovem [1]







a ηmax = 0, 765 a Wmax(TL0) = 10, 65 · K(TL0) . Vzhledem k menší hodnotě změny entalpie (bez
kondenzace) nazývá se tato účinnost LHV (Lower Enthalpy Value) a účinnost (5.28) HHV (Higher
Enthalpy Value) [4]. V praxi se většinou používá HHV, takže účinnost článku stanovíme ze vztahu


η =
V


1, 482


i


(i+ iloss)
=


V


1, 482


zeF


I
NH2,act (5.31)


zde V je napětí na článku ve [V], i[ mA
cm2 ] proudová hustota a iloss[ mA


cm2 ] proudová hustota ztracená vlivem
vnitřních ztrát. Poslední vztah zahrnuje i vliv využití paliva (vodíku), kde ze = 2 (počet elektronů,
které se předávají při spalování) a I[A] celkový proud, NH2,act[


mol
s ] počet molů skutečně spálených.


Obrázek 3. Závislost účinnosti na práci (elektrickém napětí ) v hypotetickpalivovém článku.
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Příklad 14


Ukažte, že zavedením pole rychlostí v = v (x, t) v geometrickém prostoru (x, t)
přibude v tomto prostoru další objemová síla (vedle síly f = −∇Φ vyvolané po-
tenciální energií), která souvisí s gradientem tlaku∇p, popř. s elasticitou prostoru
∇tel (tel je tenzor elastických napětí). Tato síla působí na každý materiálový bod
kontinua.


Řešení: Existenci další objemové síly ukážeme pomocí analogie s dynamikou
hmotného bodu


Obrázek 14.1: Pohyb hmotného bodu v poli konzervativních sil f


Podle Hamiltonova principu je pohyb hmotného tělesa o hmotnosti m v silo-
vém poli s potenciální energií Φm, viz Obr. ??, určen trajektorií x = x(to, t)


ṗi =
∂(mvi)


∂t
= −∂H


∂xi
, kde pi = mvi, vi = ẋi =


∂H


∂pi
(14.1)


a hamiltonián H(pi, xi) = p2


2m
+Φm je roven součtu kinetické a potenciální energie


tělesa. Tudíž v každém okamžiku t a odpovídajícím bodě x platí


∂(mvi)


∂t
+


∂H


∂xi
= 0 [N] (14.2)


Pohyb nějakého materiálového bodu X, materiálového kontinua hustoty ρo(X),
vyjádříme pomocí jeho trajektorie x = x(X, t) a rychlosti v = ẋ = ∂x


∂t


∣∣
X


=


1







v(x, t), viz Obr. ??. Rovnováha sil (??) má v jednotce objemu V obevný tvar (viz
např. TK 2 vztah (6.51))


∂(ρvi)


∂t
+


∂(ρvivl)


∂xl
= −ρ


∂Φ


∂xi
+


∂tli


∂xl
(14.3)


Upravíme setrvačnou sílu na levé straně rovnice (??)


Obrázek 14.2: Pohyb materiálového bodu X v materiálovém prostředí (kontinuu)


∂(ρvi)


∂t
+


∂(ρvlvi)


∂xl
=ρ


∂vi


∂t
+ vi


[
∂ρ


∂t
+


∂(ρvl)


∂xl


]
(14.4)


=ρ
∂vi


∂t
+ ρ


∂


∂xi


(
v2


2


)
− ρ [v × rotv]i


Předpokládáme, že se množství hmoty v objemu V zachovává ∂ρ
∂t


+ ∂(ρvl)
∂xl = 0 a


konvektivní derivací jsme upravili podle vztahu 3


vl ∂vi


∂xl
=


∂


∂xi


(
v2


2


)
− [v × rotv]i (14.5)


Uvážíme-li, že se materiálový bod pohybuje v poli objemových sil s potenciálem
Φ(x), lze rovnováhu sil (??) v geometrickém bodě x v čase t vyjádřit ve tvaru


∂(vi)


∂t
+


∂ε


∂xi
= (v ×w)i +


1


ρ


∂tli


∂xl
[N/kg] (14.6)


2F. Maršík, Termodynamika kontinua, Academia Praha, 1999
3a× (b× c) = (ac)b− (ab)c nebo ve složkách εikla


kεlmnbmcn = εiklε
lmnakbmcn =


(δm
i δn


k − δn
i δm


k )akbmcn = (akck)bi − (akbk)ci


2







kde celkovou energii materiálového bodu (vztaženo na jednotku hmotnosti, např.
1 kg)jsme označili ε a rotaci rychlostního pole w) , tj.


ε =
v2


2
+ Φ, w = rotv, w i = εijk


∂v k


∂x j
(14.7)


Porovnáním vztahu (??) s rovnicí rovnováhy sil (??) pro těleso o jednotkové
hmotnosti, tj.


∂vi


∂t
+


∂H


∂xi
=


∂vi


∂t
+


∂ε


∂xi
= 0, tudíž H = ε (14.8)


zjistíme, že dodatečná síla na pravé straně (??)


(v ×w)i +
1


ρ


∂tli


∂xl
(14.9)


je důsledkem pohybu materiálového bodu v materiálovém kontinuu a lze inter-
pretovat jako důsledek povrchových sil (analogicky tenzoru napětí). Fyzikální in-
terpretaci silových účinků vyvolaných vektorem vířivosti w je věnován příklad
15.
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Example 17


Maxwell demon works? — Performance of vortex tube
The vortex tube was invented quite by accident in 1928 by French physics stu-
dent Georges J. Ranque. He was experimenting with a vortex type pump and he
noticed warm air exhausting from one end and cold air from the other. The com-
mercial potential was at that time so feeble, that the device producing the hot and
cold air without moving parts soon failed. The improved design of vortex tube
(Wirbelrohr) was proposed by German physicist Rudolf Hilsch and was published
in 1947. This is the main reason why this device is named as the Ranque-Hilsch
vortex tube.


Figure 17.1: Sketch of the vortex tube performance.
(http : //en.wikipedia.org/wiki/V ortex−tube)


Current and widely accepted explanation of the Ranque-Hilsch vortex tube
performance is as follows:


Compressed air incoming tangentially creates vortex motion. This spinning
stream of air turns 90o and passes down the hot tube end in the form of a spinning
shell; see red curve in Fig. 17.1. A valve at the right end allows some of the
warmed air to escape. What does not to escape, heads back down to the left end
as a second inner vortex. In this inner vortex is the low pressure and consequently
the low temperature, see Fig.17.1 blue curve. The cold air exhausts through the
other end (inner valve).


17.1 Flow field distribution and evaluation of the potential energy
of the rotation


Starting with the definition of entropy


T ṡ = ḣc −
∂p


ρ∂t
, for hc = u +


p


ρ
+


v2


2
+ φ (17.1)


On the base of this definition the thermodynamic condition of stability follows,
see the formula (9.127) in [1]. Applying this concept we can conclude that the


1







solid body vortex is at the margin of the stability and the potential vortex is stable.
The temperature redistribution - energy separation - is a consequence of the flow
field redistribution into two parts: stable part and unstable part. By thermodynamic
stability criteria the flow tends to the stable states; it is to the potential like vortex
flow, which spreads in some part of the vortex tube cross-section, see Fig. 17.2.
Due to the flow stability are the pressure pulsations and the entropy changes very
small; for first estimate at least. By the entropy definition (17.1) the total enthalpy
is constant.


The rotating fluid at some distance of the vortex tube can be divided into three
parts:


• the inner core - solid body like vortex,


• the central region - potential like vortex


• the outer region - retarded vortex,


see Fig. 17.2. On each fluid element (material point) rotating with the angular
velocity vφ affects the centrifugal force


fcent =
v2


ϕ


r
= −∂φ


∂r
(17.2)


This centrifugal force can be replaced by the volume force generated by the
potential φ(r, t), see e.g. [2]. This potential represents the potential energy and
for the defined angular velocity can be calculated by the formula (17.2). After
integration we obtain


for the inner core


vϕ1SB = rΩ1, φ1SB = −r2Ω2
1


2
+ C1SB (17.3)


for the central region


vϕP =
2πr2


1Ω1


r
, φP =


(2πr2
1Ω1)


2


2r2
+ CP (17.4)


for the outer region


vϕ2SB = Ω2


(
1− r


R2


) 1
n


r, (17.5)


φ2SB = − Ω2
2R


2
2n


2


2(n + 1)(n + 2)


[
1 +


(
1 +


2


n


)
r


R2


](
1− r


R2


) 2
n


+1


+ C2SB


2







Figure 17.2: Supposed velocity and temperature distribution at the inlet and outlet
of the vortex tube
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For very simplified conditions whose correspond to the steady state only, we can
suppose, that in the all vortex regions the entropy changes are very small (viscose
dissipation is negligible-it has influence for (∂vr/∂r)2 � 0 only and no phase
transitions are present):


ṡ = 0 (17.6)


The change of the total enthalpy is given by the equation (17.1) and it is com-
pensated by local pressure changes only, i.e.,


T ṡ = ḣc(r, t)−
1


ρ


∂p


∂t
=


˙
cpT (r, t) + φ(r, t) +


v2
r


2
+ c2ρ


∂


∂t


(
1


ρ


)
=


∂


∂t


(
cpT + Φ +


v2
r


2
+ c2ρ0


ρ


)
+ vr


[
cp


∂T


∂r
+


∂φ


∂r
+


∂


∂r


(
vr


2


2


)]
= 0,


for ṙ = vr (17.7)


We assume the steady state-very small pulsation at r ∈ (0, R2), i. e.,


∂


∂t


(
cpT + Φ +


v2
r


2
+ c2ρ0


ρ


)
= 0, or cpT + Φ +


v2
r


2
+ c2ρ0


ρ
= const (17.8)


Here we accepted state equation in the form


p = p(ρ, s) and
∂p


∂t
=


(
∂p


∂ρ


)
s


∂ρ


∂t
= −c2ρ2 ∂


∂t


(
1


ρ


)
(17.9)


where c2 = (∂p/∂ρ)s is speed of sound. The quantity (17.8) is constant in time at
each position r ∈ (0, R2).


The question now is, how to calculate the radial velocity vr. Under the as-
sumption (17.8) and when we accept that the radial velocity is small but is not
equal zero i.e. vr 6= 0, we can calculate the additional radial force v̇r. When the
steady state is reached, the condition of the constant total enthalpy in the radial
direction follows directly from the condition of the constant entropy (17.7)


∂


∂r


(
cpT + Φ +


v2
r


2


)
= 0, or cpT + Φ +


v2
r


2
= const


when the radial velocity is vr is not to high and the local changes of velocity are
considered very small (∂vr/∂r → 0) the specific radial force [N/kg] is equal


vr
∂vr


∂r
=


∂


∂r


(
v2


r


2


)
= v̇r = −


(
cp


dT


dr
+


dφ


dr


)
= α(r , t) (17.10)
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When the final steady state is reached the force v̇r induced by radial movement
goes to zero. The centrifugal force is expressed by the potential (17.4) and the
radial equilibrium is established at the condition


∂


∂r


(
v2


r


2


)
= v̇r = 0,


v2
r


2
= const, for vr Q 0,


then − α(r, t) = cp
dT


dr
+


∂φ


∂r
= 0 (17.11)


The energy transfer is performed by the radial velocity vr Q 0. By the thermody-
namic stability condition is the radial equilibrium established in the potential like
region only (see Fig. 17.2), hence


cp
dT


dr
+


∂φp


∂r
= cp


dT


dr
− (2π)2r4


1Ω
2
1


r3
= 0 (17.12)


Figure 17.3: Change of temperature between outer and inner part of potential vor-
tex at angular velocity Ω = 1000 rad/s


The corresponding temperature in the potential region is calculated by the
integration


cp


r2∫
r1


dT


dr
dr =


r2∫
r1


(2π)2r4
1Ω


2
1


r3
dr (17.13)


so that, the temperature difference is


T (r2)− T (r1) = +
(2πr1Ω1)


2


2cp


(
1− r2


1


r2
2


)
(17.14)
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The temperature T (r1) in the core is unknown and can be determined after the
calculation of the temperature distribution in the adjacent vortices only.


By the same way we can as well to calculate the temperature redistribution in
the inner unstable vortex


cp
dT


dr
+


∂φ1SB


∂r
= 0 (17.15)


and after the integration we obtain the temperature difference, see Fig 17.2


cp


r1∫
0


dT


dr
dr = −


r1∫
0


∂φ1SB


∂r
dr = φ1SB(0)− φ1SB(r1) =


(r1Ω1)
2


2
,


or T (r = 0) = T (r1)−
(r1Ω1)


2


2cp


. (17.16)


The above-simplified analysis gets the temperature difference only qualitatively.
As was mentioned above, the energy separation is induced by the fluid flow in-
stability in the core vortex (17.16) and by the fluid flow stability in the central
potential like vortex region (17.14).


17.2 Potential energy distribution
Remark. Centrifugal force (17.2) can be interpreted as the existence of central
potential field, similarly as the existence of the gravitational force at the Earth.
The inverse distribution of temperature in the Earth atmosphere is explained by
the same manner (T.K., p.194). Potential energy generated by the gravitational
force


fz = −g = −∂φp


∂z
(17.17)


is φp = gz The potential energy of the air is growing with the height z. Under the
same assumption as for the vortex tube, see equation (17.6)the vertical velocity vz


can be evaluated


ḣc −
1


ρ


∂p


∂t
= cpṪ + φ̇p + vzv̇z − Pt = −αvz − Pt + vz v̇z = 0


for ż = vz, Pt =
1


ρ


∂p


∂t
and α = −


(
cp


dT


dz


∣∣∣∣
z=0


+ g


)
(17.18)


The solution of the differential equation (17.18) is


vz = −αt− Pt


α
ln


∣∣∣∣1− α


Pt


vz


∣∣∣∣ , vz > 0 for
dT


dz


∣∣∣∣
z=0


< − g


cp


(≈ −10K/km)


(17.19)
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Figure 17.4: Temperature and mass density against altitude from
the NRLMSISE-00 standard atmosphere model (the eight dot-
ted lines in each "decade" are at the eight cubes 8, 27, 64, ...,
729),http : //en.wikipedia.org/wiki/Average_atmospheric_temperature


We conclude that the unstable state - clouds formation - starts when the Earth sur-
face is warmer and the temperature decrease with the height is less then −g/cp,
see Fig.17.4. Such unstable state reach up to stratosphere (approx up to 10 12 km)
where usually ends the upper base of clouds. The stable state - inverse weather
- starts when vz = 0 (or vz


<∼ 0, i.e., the enthalpy (temperature) decrease is
not so fast, Earth surface is cold. However, it is necessary mentioned, that the
total enthalpy hc (17.1) is not constant due to entropy change caused by the con-
densation or congelation (attended by the heat release). The movement of the air
down (vz < 0) satisfies the condition


cp
dT


dz
≥ −g or cp [T (zo)− T (z)] ≤ g(z − z0). (17.20)


The troposphere begins at the surface and extends to between 7 km at the poles
and 17 km at the equator, with some variation due to weather. The troposphere is
mostly heated by transfer of energy from the surface, so on average the lowest
part of the troposphere is warmest and temperature decreases with altitude. This
promotes vertical mixing (hence the origin of its name in the Greek word "trope",
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meaning turn or overturn), see formula (17.19). The troposphere contains roughly
80% of the mass of the atmosphere. The tropopause is the boundary between the
troposphere and stratosphere. The stable state in the atmosphere is the ozone layer
which is mainly located in the lower portion of the stratosphere from about 15-35
km , though the thickness varies seasonally and geographically ♣


We can show that very similar potential energy distribution corresponds to the
velocity distribution in the vortex tube, see Fig. 17.2. The potentials φ1SB, φp and
φ2SB are determined up to arbitrary constants. These constants can be calcula-
ted with the aim to reach the continuity of the potential energy across the whole
vortex. The continuity condition at the vortex interfaces is


φ2SB(R2) = 0, φ2SB(r2) = φp(r2), φp(r1) = φ1SB(r1) (17.21)


Analogously to the Earth potential energy (17.17) we put the potential energy of
rotation at the inner surface of vortex tube zero. The constants in the formulas
(17.3), (17.4) and (17.5) are equal


C2SB = 0


Cp = φ2SB(r2) =
(R2Ω2n)2


2(n + 1)(n + 2)


[
1 +


(
1 +


2


n


)
r2


R2


](
1− r2


R2


) 2
n


+1


=
(2πr1Ω1)


2


2
A


(
r1


R2


,
r2


R2


)
for


A


(
r1


R2


,
r2


R2


)
=


1


(n + 1)(n + 2)


 nr1R2


r2
2


(
1− r1


R2


)1/n



2 [


1 +


(
1 +


2


n


)
r2


R2


](
1− r2


R2


) 2
n


+1


C1SB = Cp +
(r1Ω1)


2


2


[
1 + (2π)2


]
= Cp +


(2πr1Ω1)
2


2


[
1 +


1


(2π)2


]
(17.22)


The maximum value of the potential is in the vortex center r = 0 and using
formulas (17.3) and (17.4) has form


φ1SB(r = 0) = Cp +
(2πr1Ω1)


2


2
A


(
r1


R2


,
r2


R2


)
=


=
(2πr1Ω1)


2


2


[
1 +


1


(2π)2
+ A


(
r1


R2


,
r2


R2


)]
(17.23)


Integrating the formula (17.12) across the tube from r = 0 to r = R2 we obtain


cp [T (R2)− T (r = 0)] = −
R∫


0


∂φ


∂r
dr = −φ2SB(r = R) + φ1SB(r = 0) = φ1SB


(17.24)
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This formula shows that the temperature difference between vortex core and tube
wall can be higher than follows from pure potential approximation (17.14).


17.3 Moment of momentum balance in vortex tube
Moment of momentum of the rotating fluid in a distance z from the inlet is given
by


dmz(z)− dmzdis(z) = 0 (17.25)


The moment of inertia of rotating fluid at the distance z is


dmz(z) =


2π∫
0


R2∫
0


z1dz∫
z


vz(r, z)
∂


∂z
(rρ(r, z)vϕ(r, z)) rdrdϕdz =


= 2π


R2∫
0


vz(r, z)ρ(r, z)vϕ(r, z)r2dr [Nm] (17.26)


The friction on the tube wall decreases the moment of momentum as


dmzdis = −
2π∫
0


R2τwR2dϕdz = −2πR2
2τwdz (17.27)


Integrating over the volume V = πR2
2L we obtain the decrease of the moment


of momentum at the end of the vortex tube


L∫
z=0


dmz = mzL −mz0 =


L∫
z=0


dmzdis = −2π


L∫
z=0


R2
2τwdz = −2πR2


2τwL (17.28)


Its value at the inlet is


mz0 =


2π∫
0


R2∫
0


vz(r, 0)ρ(r, 0)vϕ(r, 0)r2drdϕ (17.29)


The average velocity of the Poiseuille tube flow can be used for the evaluation of
the axial velocity vz(r, z), i.e.,


v̄z = π
(pin − pout)


8µL
R4


2 (17.30)


and it is taken as the constant along the all vortex tube.
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The initial value of moment of momentum (17.29) is the product of axial ve-
locity (17.30) and moment of inertia


Mz0 =


2π∫
0


R2∫
0


ρ(r)vϕ(r)r2drdϕ (17.31)


and for an adiabatic compressible fluid flow, the fluid density changes with the
flow velocity by the following formulas


ρ = ρsΛ
1/(κ−1), Λ = 1− κ− 1


κ + 1
λ2, λ =


vϕ


c∗
(17.32)


where


c∗2 =
2(κ− 1)cpTs


κ + 1
(17.33)


is the critical velocity of fluid. The maximum velocity of fluid (in the throat of
Laval nozzle) is λ = 1 and corresponding change of density for air κ = 1, 4


is ρ
ρs


=
(
1− 0,4


2,4


) 1
0,4


= 0, 63. We use for the first estimate the average density
ρav = (ρs + 0, 63ρs) /2 = 0, 815ρs and outer tube inlet radius equals to r2. The
moment of inertia (17.31) is


Mz0 = 2π · 0, 815ρs


r2∫
0


Ωrr2dr = 5, 12ρs
Ωr4


2


4
= 1, 28ρsΩr4


2 (17.34)


After redistribution of velocity into inner solid body like vortex and main potential
like vortex 1, see Fig. 17.2


vϕ1SB = Ω1r, r ∈ (0, r1) vϕP =
r2
1Ω1


r
, r ∈ (r1, r2) (17.35)


the moment of inertia of rotating fluid is


Mz =


2π∫
0


r1∫
0


ρvϕ1SBr2drdϕ +


2π∫
0


r2∫
0


ρvϕPr2drdϕ
.
= (17.36)


.
= 2π · 0, 815ρs


Ω1


r1∫
0


r3dr + σ2
1Ω1


r2∫
r1


r2


r
dr


 = 2, 56ρsΩ1r
4
1


[(
r2


r1


)2


− 1


2


]
1The potential vortex is taken like an approximation to obtain some approximate qualitative


results.
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Provided that the decrease of the moment of momentum (17.26) is at the outlet
region negligible then the moment of inertia (17.34) of the inlet fluid is equal to
moment of inertia of the fluid with potential vortex (17.36). Under this assumption
we can calculate the angular velocity Ω1, hence


Mz0 = Mz or 1, 28ρsΩr4
2 = 2, 56ρsΩ1r


4
1


[(
r2


r1


)2


− 1


2


]


Ω1 =


(
r2


r1


)4
Ω


2
(


r2


r1


)2


− 1


.
=


(
r2


r1


)2
Ω


2
(17.37)


To estimate the inlet angular velocity Ω we suppose that the maximum velocity in
the inlet vortex is critical velocity c∗ (17.33) i.e.,


v2
ϕmax = (r2Ω)2 = c∗2 =


2(κ− 1)


κ + 1
cpTs


∣∣∣∣
κ=1,4


=
cp


3
Ts (17.38)


and
Ω2 =


cpTs


3r2
2


(17.39)


17.4 Energy separation
Temperature difference between vortex core and outer part of vortex is approxi-
mately given by formula (17.14). Putting in this formula the relation (17.37) we
have the final relation for temperature difference, where Ω is the inlet angular
velocity (≈ vϕin/R2).


T (r2)− T (r1) =
(2π)2r2


1Ω
2


2cp


[
2
(


r2


r1
− 1


)2
]2


(
r2


r1


)8
[
1−


(
r1


r2


)2
]


.
=


(2π)2(r1Ω)2


8cp


(
r2


r1


)4
[
1−


(
r1


r2


)2
]


(17.40)


More general formula can be derived when the maximum inlet velocity (17.38)
is used


T (r2)− T (r1) =
(2π)2Ts


6


[
2
(


r2


r1


)2


− 1


]2


(
r2


r1


)6
[
1−


(
r1


r2


)2
]


(17.41)
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Figure 17.5: Change of temperature between outer and inner part of potential vor-
tex for the sonic flow velocity in the throat of the inlet nozzle.


Such conditions are applied at the commercially produced vortex tube. For exam-
ple for the middle vortex tube EPUTEC of the length 144 mm and diameter ap-
proximately 12,7 mm. If we guess the ratio r1/r2 = 1.05, the input pressure
approximately 2 bar ( to reach critical velocity) and the stagnation temperature
Ts = 290K, the formula (17.41) gives T (r2) − T (r1) = 163oC, see 17.4, this
value is not far from the temperatures in the table in the Fig. 17.6.


Reference
[1] F. Maršík: Continuum Thermodynamics, Academia Praha ,1999 (in czech)


[2] L.D. Landau, E.M. Lifshitz: Mechanics, Pergamon Press,2000 (3rd edition)
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Figure 17.6: Vortex tube
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 20.  Použijte  axiom časové nevratnosti (6.104) a určete dodatečná omezení obecného 
konstitutivního vztahu pro termoviskózní materiály (7.38). Uveďte základní tvary 
volné energie pro termoelastický materiál. 
 
Řešení  20.  
 
     Použijeme formálně stejný postup jako v kapitole 8 na konstitutivní vztahy v 
materiálové reprezentaci 


 { }( ) { }, , , , , , , , , , , .L LM L LM K
KL KL K


T
f s Q T X t f s Q T C C T X


x


∂ =  ∂ 
&  (20.1) 


Tenzor druhého řádu ( ),LM KT X t se nazývá druhý Piolův-Kirchhoffův tenzor napětí. 


Na rozdíl  od prvního Piolova-Kirchhoffova tenzoru napětí ( ), ,LM K kT X x t , viz vztah 


(6.40), je tento tenzor jednobodový a dává do relace napětí a deformace jen v 
referenční (materiálové) konfiguraci. Tenzor LMT  je jen formálně použitelný, neboť 
jeho praktickou nevýhodou jsou neměřitelné hodnoty napětí a deformací v 
referenčním (klidovém) stavu. Vznik napětí a deformace je vždy důsledkem 
působících sil. Při experimentech je nejčastěji používán jednobodový Cauchyho 


tenzor napětí ( ),li kt x t . Jeho nevýhodou je neznalost deformace v některých 


konečných stavech, např. při přetržení. Relace mezi používanými tenzory napětí je 
následující: 


 ( ) ( ) ( ), , , , ,
i L


Li K k LM K li k
M l


x X
T X x t T X t j t x t


X x


∂ ∂= =
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 (20.2) 
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X X
T X t j t x t


x x


∂ ∂=
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 (20.3) 


resp. 


 ( ) ( )1, , .
l m


lm k LM K
L M


x x
t x t j T X t


X X
− ∂ ∂=


∂ ∂
 (20.4) 


Jak ukážeme dále, je první Piolův-Kirchhoffův tenzor napětí (6.40) (někdy se používá 
pojem pseudonapětí) určován pomocí volné energie f, která je skalární funkcí tenzoru 
deformace CKL a teploty T. Jeho obvyklý zápis pro nestlačitelný elastický materiál je 


 2 .
l K


Kl
o K l


KM


f x X
T jp


C X x
ρ ∂ ∂ ∂= −
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 (20.5) 


Konkrétní tvary funkce f  budou uvedeny dále. Tenzor (20.5) nemusí být v důsledku 
vcelku libovolného tvaru deformačního gradientu F symetrický, viz (6.60). 
     Použijeme fundamentální termodynamickou nerovnost (6.104), která je 
ekvivalentní  axiomu časové nevratnosti ve tvaru 


 ( ) 0.
K


Ki i
o K K


Q T v
Ts u T


T X X
ρ ∂ ∂Π = − − + ≥


∂ ∂
& &  (20.6) 


Dosadíme konstitutivní vztahy (20.1) a na místo vnitřní energie u zavedeme pomocí 
Legendrovy transformace volnou energii 
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Volná energie je již funkcí dobře měřitelných veličin jako jsou teplota T a deformace 
CKL. Nerovnost (20.6) upravíme do tvaru 
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 (20.8) 


Materiálová derivace Greenova deformačního tenzoru je podle (4.211) rovna 


 2 .
k l


KL kl K L


x x
C d


X X


∂ ∂=
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&  (20.9) 


Podobně upravíme materiálovou derivaci deformačního gradientu (4.205) a (4.222) 
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 (20.10) 


kde dij a wij jsou postupně tenzor rychlosti deformace a tenzor spinu. První Piolův-
Kirchhoffův tenzor upravíme pomocí (20.2) a použijeme vztahy (20.9) a (20.10). 
Odpovídající členy v nerovnosti (20.8) přeskupíme, takže 


 


( )0


2 2


.


i j
Ki KMi


KL ij ijK M K
KL


k l k l
KM


o kl o klK L K M
KL KM


k l
KM


kl K M


v f x x
T C T d w


X C X X


f x x f x x
d T d


C X X C X X


x x
T w


X X


ρ


ρ ρ


∂ ∂ ∂ ∂− = +
∂ ∂ ∂ ∂


  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− = − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  


∂ ∂+
∂ ∂


&


 (20.11) 


Předpokládejme, že lze tenzor napětí TKL rozdělit na část termoelastickou 
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Za tohoto předpokladu bude možno splnit fundamentální termodynamickou nerovnost 
(20.8) za fyzikálně přijatelných podmínek, viz dále. 
      Dosazením úprav (20.11) a (20.12) do (20.8) a přeskupením členů dostáváme 
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Tato nerovnost je zaručeněn splněna, jestliže platí 
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a poslední tři členy nerovnosti jsou nulové. Člen obsahující antisymetrický spinový 
tenzor wkl je nulový proto, že druhý Piolův-Kirchhoffův tenzor je symetrický (plyne 
ze vztahu (6.60) při neexistenci vnitřních momentů hybnosti).  
     Poslední dva členy nerovnosti (20.13) jsou nulové proto, že předpokládáme, že 
volná energie nezávisí na gradientu teploty a rychlosti deformace. 
     Transformací tenzoru (20.12) do aktuálního stavu dostáváme Cauchyho tenzor 
napětí 
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 (20.16) 


Omezující podmínky (20.14), (20.15) na konstitutivní vztahy (20.1) jsou stejné jako 
omezující podmínky (8.15) až (8.18) odvozené pro aktuální konfiguraci. Volná 
energie f, stejně jako vnitřní energie a entropie jsou funkcemi pouze teploty T a 
deformace CKL. Změna volné energie je tudíž způsobena jak změnou teploty tak i 
elastickou deformací vyvolávající vnitřní napětí, tj. 
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Využijeme-li opět materiálové derivace Greenova tenzoru (20.9), obdržíme s ohledem 
na transformační vztahy (20.4) klasický vztah pro změnu volné energie (či vnitřní) 
energie 
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Jakobián deformačního gradientu j je důsledkem toho, že k popisu byla použita 
referenční (materiálová) konfigurace, tj. dv jd= V .  
      Většina tuhých materiálů (i biologických tkání) je nestlačitelná, tudíž 


( )det 1.i
Kj F= = Nestlačitelnost použijeme jako dodatečnou podmínku pro volnou 


energii 
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kde p je Lagrangeův multiplikátor. Jak bude patrno dále, má význam statického tlaku. 
Modifikovanou volnou energii (20.19) dosadíme do nerovnosti (20.8). Druhý člen v 
nerovnosti (20.13) nabývá tvaru 


 


el


el


det 1


det 1 0.


i
Ki i


o KLK K
KL


K l l l
Ki


ol K K L
KL


l l K l i


o L K l K K
KL


v f x
T C p


X C X


X v f x v
pj T


x X C X X


f x v X v x
pj p


C X X x X X


ρ


ρ


ρ


  ∂ ∂ ∂− + − +  ∂ ∂ ∂  


∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂


  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  


%
& &


%


%


&


 (20.20) 


Při úpravách jsme použili derivaci jakobiánu (4.283). 
      Za předpokladu symetrie a nestlačitelnosti, tj. 
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lze vztah (20.20) upravit 
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      První Piolův-Kirchhoffův tenzor napětí pro nestlačitelný termoelastický materiál 
je definován volnou energií ( ),KLf C T (opustíme označení “~”) vztahem 
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Po transformaci (20.5) dostáváme Cauchyho tenzor 
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           Následkem axiomu objektivnosti musí skalární funkce f záviset jen na 
skalárech – invariantech IC, IIC, IIIC (viz C1). Tyto invarianty jsou podle Caley-
Hamiltonovy věty (viz Dodatek C), koeficienty charakteristického polynomu (4.62)  
 3 2 0C C CI II III− + − + =C C C I  (20.25) 


a jsou i koeficienty tenzorového polynomu stejného řádu (viz vztahy C5, C6 pro n=3). 
Platí 
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Tento výsledek dovoluje odvodit další vztahy důležité pro mechaniku kontinua, např. 
vynásobením (20.25) inverzním tenzorem 
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dostáváme relaci pro jeho výpočet, tedy 
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Stopa Piolova tenzoru je s ohledem na (20.26) rovna 
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Ze vztahů (20.26) odvodíme derivace invariantů 
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Využitím vztahu (20.27) můžeme psát 
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Derivace (20.29) až (20.31)využijeme při odvození konkrétního tvaru tenzoru napětí 
(20.23) a (20.24) z volné energie ( ), , , .C C Cf I II III T  


    Nejobvyklejší tvary volné energie pro elastické nestlačitelné materiály (IIIC =j2 = 1) 
jsou  
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kde c1, c2 jsou neznámé materiálové konstanty. 
       V řadě praktických příkladů je třeba předepsat anizotropii materiálu, např. ve 
směru svalových vláken A. Deformace v tomto směru je vyjádřena vektorem 


 ( )2
, resp. .i i I i i K I


I Ii iKb F A b b F F A A= = = b  (20.33) 


Tudíž podmínka nějak definované anizotropie je 


 
2


0, resp. 0,K I i I
IKIC A A b F A b− = − =  (20.34) 


kde velikost |b| určuje odezvu materiálu na impulz charakterizovaný vektorem A. 
Častý tvar volné energie anizotropního materiálu je 


 ( ) ( ){ } ( )( ){ }, 1 1 2 2exp 3 1 exp , 1 1 ,C C Cf I II c d I c d t = − − + − −    X F A  (20.35) 


kde c1, c2 a d1 jsou materiálové konstanty a funkce d2(X,t) vyjadřuje nějakou aktivitu 
materiálu (např. nahrazuje vliv chemických reakcí). Pro d2(X,t) = konst. Je 
anizotropický materiál pasivní. 
       Využitím vztahů (20.29) a (20.30) dostane Cauchyho tenzor napětí (20.24) 
obvyklý tvar 
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Zde jsme zavedli Fingerův tenzor 
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a který je inverzní k tenzoru Cauchyho 
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Cauchyho tenzor napětí pro elastický nestlačitelný materiál ( )2 1CIII j= =  je 
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V tomto tvaru je často používán v biologických aplikacích, viz např. J. D. Humphrey: 
Cardiovascular Solid Mechanics; Cells, Tissues and Organs, Springer, New York, 
2002. 
 

























































































One Dimensional Hyperelastic Tube Law Model


Introduction


The tube material law is based on the following assumptions:


1. Tube deformation is only radial described by u = (ur, uϕ, uz) = (ur(R,Z), 0, 0)


2. Large deformations are assumed.


3. Material is supposed to be hyperelastic and incompressible, independent on the second
invariant I2 of the right Cauchy-Green deformation tensor.


We solve the problem in cylindrical coordinates, in the reference configuration denoted by
(R,Φ, Z) and in the current configuration denoted by (r , ϕ, z ). We suppose that the defor-
mation has the form


r = r(R,Z ) = R + ur(R,Z ),


ϕ = Φ,


Z = z .


The deformation tensor has the form


F =








∂r
∂R


1
R


∂r
∂Φ


∂r
∂Z


r ∂ϕ


∂R
r
R


∂ϕ


∂Φ
r ∂ϕ


∂Z
∂z
∂R


1
R


∂z
∂Φ


∂z
∂Z





 =








∂r
∂R


0 ∂r
∂Z


0 r
R


0
0 0 1





 . (1)


The left and right Cauchy-Green strain tensors have the form
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Incompressibility yields


J = detF =
r


R


∂r


∂R
= 1. (4)


From this, we get by integration


r =
√
R2 + c. (5)
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Using condition r(a0) = a we get


r(R,Z) =
√


R2 + a2(Z) − a2
0(Z). (6)


By setting R = b0 we get the outer radius b as a function of the inner radius a
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0
(Z ).


Using incompressibility condition ∂r
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r
, we get first invariant of tensor C in the form
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The left and right Cauchy-Green strain tensors are simplified to the form
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The stress tensor has the form


σσσ = 2
∂ψ


∂I1
b − pI. (8)


Ths stress values have to satisfy the equilibrium equations, valid in the current configuration
(volume forces are supposed to be zero)
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Considering the zero components of the left Cauchy-Green tensor (2), we get the following
identities: σrϕ = σϕz = ∂σϕϕ


∂ϕ
= ∂σzz


∂z
= 0. The second equation is therefore satisfied identically.


The remaining two equation are simplified to the form
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By integrating the first equation from a to b in the actual configuration and using the pressure
boundary conditions


σrr(r = a) = −pa ,


σrr(r = b) = −pb ,


we get
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0.1 Neo-Hookean Material


For the neo-Hookean material we get the following stress tensor
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It follows from computations, that the more convenient unknown instead of the inner radius
a is the crossection A:
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By inserting of the equations (10) and (11) into equation (9), we get
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Now we are ready to prepare derivatives of r(R,Z) with respect to Z
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By inserting of these derivatives into equation (12) we see, that we are really lucky, because


both terms containing the term
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disappear, and the equation (12) simplifies to
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Basic integration methods yield the final form
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Comparing this case, for which r = r(R,Z), to the case r = r(R), we have obtained one
aditional term containing the second derivative of the cross-section. This term has a proper


sign – if pa−pb < 0 then we expect the convex tube shape (i.e., ∂2A(Z)
∂Z2 > 0), if pa−pb > 0 then


we expect the concave tube shape (i.e., ∂2A(Z)
∂Z2 < 0), see Figure (1). (The natural logarithm


in this term is always positive.)


A''(z)>0 A''(z)<0


p - p  < 0
a b p - p  > 0


a b


Figure 1: Convex and concave tube shape for different values of transmural pressure pa − pb.
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