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Vypottite deformataf gradient F jednoduchéh smyku q
! = X'+ kX?
2 = X2
22 = X°

Provedte jeho polarni rozklad F = RU, a urcete jeho Greenfiv deformaéni tenzor
C = FTF. Stanovte objemovou zmé&nu deformovaného elementu.

Reseni:

cosy sinvy

(cos'y siny 0

0
= | —siny cosy 0 siny H'ir%"i 0 (1.1
0 0 1 0 0 1
pro k = 2tg~,
1 k& 0
Cixk=| k 14+k 0 (1.2)
0 0 1

Velikost objemu deformovaného elementu se neméni, protoze

dv=3jdV =V, j=(det|Crs|=I1IIY"=1. (1.3)






Piiklad 2.1

2 wg
UkaZte na pﬁkladuﬁCauchyho tenzory napéti t¥, 7e smér maximélniho smykového
nap&ti v néjakém materidlovém bodé P je kolmy k jednomu sméru hlavniho na-
pétf a pllf dhel mezi zbylymi dvéma. Jsou-li ng), n(z), n(3) hlavni sméry napéti o
velikosti 71, 72, 75 pak, napt. maximdlni smykové napéti v roviné vektord ny), n()
je rovno & = @—EE—), viz napfiklad M. BrdiCka, Mechanika kontinua, CsaAv,

tmazx

Praha 1959.

ReSeni:

Predpoklddejme, Ze soufadné osy v aktudlni konfiguraci splyvaji s hlavnimi
sméry tenzoru napdti t9, viz Obr. 2.1.1. Necht' je n = (1,12, v3) jednotkovy
vektor elementu plochy na kterou pisobi povrchovd sila - povrchové napétitm) =
(!, 12, t3); slozky normily n jsou smérové kosiny v; = cos; pro i = 1,2,3,viz
Obr. 2.1.1. Necht' velikosti hlavnich nap&ti jsou 71 > 75 > 73. V uvaZované
soustavé souradnic je tenzor napéti diagondlni a plati t'' = 7,1** = 7, 3% = 7.
Te¢né napéti t(n) plsobici na element plochy vyjadifme podle definice tenzoru
napéti (viz téZ vztah (6.38) TK 1999).

te = tome = (6B, t@ vy, t®ug) =

(tnl/l, t221/2, t331/3) = (’7'11/1, Talg, ’T3V3) (211)

Primét vektoru napéti t(n) do sméru normély plochy

tm,n) = (tini) n = mvi+ 1oV + TaV3 (2.1.2)

Velikost celkového napéti je
|6y |* = (ru)® + (1202) + (7av8)° = o, m) + tiny ) 2.1.3)

Celkové napéti se sklddd z nap&t{ normdlového k plosce #(n,n) @ napét{ teCného
tm,1)- S ohledem na jednotkovou normalu

i+ ivi=1 (2.1.4)

Dostavame tfi rovnice (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4), ze kterych miiZeme vyloudit slozky

normdly

)2 — t(2n, t) + (t(n,ﬂ) - 72) (t(n,n) - 7'3)
' (= 7'2) (rn — T3)

J2 = t(zn,t) + (t(n’n) - 73) (t(n,n) - Tl)
: (12 = 73) (12 — 71)

(2.1.5)

(2.1.6)

1






t(n

Obrazek 2.1.1: Hlavni sméry tenzoru napéti n;), n), (n) (3) Jsou totoZné se smery
soufadnicovych os iy, iy, i3. Silu t(n) rozloZime na komponenty (71, Tvy, Tv3) Ve
sméru komponent normdly n = (cos ¢, cos 2, cos v3), 1 = cos ;. Silu t(n)
muiZeme rozloZit i do sméru normély k plose t(n,n) @ do sméru te¢ného t(y, 1.

2 _ Yo+ (bmm —71) (t,m — 72)

v 217
8 (7'3-7'1) (7’3—7'2) ( )
Predpoklddejme
n—1>0, nm—-m13>0 m—-713>0 2.1.8)
Pak napt.
o) + ((@u)—72) (thym — ) > 0 2.1.9)
V roving £, ., %, o 1ze psét ve tvaru kruZnice
o+’ T — T3\
(tfn,n) - ) + by = ( 5 ) (2.1.10)

Velikost te¢ného napéti ‘t(zn, t)} k plo3ce s normdlou n, viz Obr. 2.1.1, vypodteme
ze vztahu (2.1.3)

t(Zn,t) = (7'11/1)2 -+ (’Tgl/g)z + (7'31/3)2 — (7'1V12 + ’7'21/22 + T3V§)2 (2111)

2
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Obrézek 2.1.2: Stanoveni teného a normélového napéti k plo3ce, jejiZ normdla
svird s osami soufadnic thly v; = cosa, V3 = cosay, V3 = cosaz. V bodech
1, 2 vzty&ime kolmice a od nich namé&fime dhly o, as. Ze stfedl kruZnic S, 53
kruZnic k,, ks opfSeme S4rkované kruZnice. V jejich prise¢iku jsou hledand napéti

t(2n9 t)’ t(zn, n)’

Extreméalni hodnoty tohoto nap&t{ nalezneme z podminky extrému (2.1.11) za
podminky (2.1.4). Dosazenim za v5 z podminky (2.1.4) do (2.1.11) dostdvame dvé
podminky

8 (tm )’
__.____...__( (’t)) = 41 (Tl—’/'g) |:(7'1—T3)V%+(7_2_T3)U%—l(71~T3):| =0
81/1 2
8 (tmy)”
_ ((’t)) — 4V2(T2_7-3) [(T1~T3)V%+(7'2"T3)U22_'];(T2_T3):| =0
81/2 2

(2.1.12)
Podminky (2.1.12) a (2.1.4) pro 11 > 7, > 73 lze splnit takto:

1. vy = vp = 0, v3 = +1; plodka le# v rovin& (z*, z?) a jeji norméla splyvé s
hlavnim smérem napéti 73. Na tuto plosku neplisobi Z4dné smykové napéti.

2. Stejnd situace pro vy = vy = 0, v3 = £1. Ploska v roving (z', %) a pisobf
na ni normdlové napéti 7. Stejn€ pro v; = vy = 0, v3 = 1.






1 =0, 1/2790, pak 1/2=:l: - V3 \/I

=[5
1 1

vy =0, 1 #0, pak u1=i\[§, V3=:i:\/; @2.1.13)
I

1
V3 =0, 1/1#0, pak I/1=:!:\/;, l/2=:|:\/;

Hlavni te¢nd napéti pak jsou

vroving  (2,2%), 7= +5 (15 — T3)
1

vroving  (z',2°), 73 = :I:-2— (13 —71) (2.1.14)
1

vroving  (z',2%), 7 = +3 (ry — 72)

Soudet te¢nych napétf je roven nule
7+ =0 (2.1.15)

Podle vztahu (2.1.2) je ziejmé, ¥e normalové napéti ve smérech extrémniho smy-
kového napéti (2.1.14) jsou

1 1 1
) = 5 (™ +13), T = 5 (st ), ¥ = 5 (n+m), (2.1.16)
Pro prenos vysledkd ziskanych v soufadnicové soustavé hlavnich napéti, viz Obr.
2.1.1, do libovolné kartézské soustavy soufadnic pouZijeme invarianty tenzoru na-
péti (viz vztahy (4.63), (4.64))

IT = 7'1+7'2+T3—"—"—7'11 +T22+‘T33 (2117)
2 2 2
I, = TiTy+ ToTs + T3T1 = T11To2 + TeaTas + T33711 — Tiz — T23 — T31
Oktaedrickd napéti

Pro udely plastickych deformaci a fazovych pfechodd, kde smykova napéti
hraji dominantn{ roli (jsou &asto inicidtorem p¥isluiné fazové transformace) se
zavédi napéti k ploSce s normélou, viz Obr. 2.1.3.

V), = lVp = Vg =

(2.1.13)

Sl






x‘t

Obrazek 2.1.3: Oktaedrické napéti, 1 = vy = v3 = =

S

Normalové a tené napéti na této plosce jsou podle vztahti (2.1.2) a (2.1.11)

~ ~

1 2
fa=c(m+ntm), h=c(F+m+7 —nn—nn—"n) (2.119)

3 9
Tato napiti miZeme vyjadfit pomocf invarianti (2.1.17)
1
fo=31n 2= 13- (12 - 311y) (2.1.20)

Definujeme intenzitu tenych napé&ti

§ = \/% (=) + (= 1) + (13— m)?] = (2.121)

1
N \/5 (11 — 722)* + (722 — 733)" + (7as — 711)" + 7% + 755 + 7]

které se i3 jen Ciselnym faktorem od teCného oktaedrického napéti (2.1.19) a
(2.1.20)

. 1
7= 9 (11 = 722)" + (722 — 788)” + (733 — 711)* + 6 (T + 75 + 73]
(2.1.22)
Tim je vyjddfeno extremdlni te€né (smykové) napéeti pomoci sloZek tenzoru na-
péti.







Reseni: @

. Oum, [, Oum,
2ep = b1 — ex = by — (lk - %lm) (ll aul 1m> =

6uk ou;  Ou,, Ou™

= Bal TGk 0ok 0l
Ve vélcovych soufadnicich je parcidlni derivace
vace, takZe

... tenzor koneénych deformaci (2.2)

Ou;

5o nahrazena kovariantni deri-

2ep = ugli + wilp — u™ U™, (2.3) i

Ou; m .. 0 0 1 r
kde wu; = 5o {ZJ }um, i,j,m=40, z,r,pro{ s }={0r }:;,{ 00 }=—r
(2.4)

Fyzikéln{ velikost sloZek vektoru posunuti (znadime ;) a jejich derivaci je
—r T o U =7 | e il — 2 - _
Ur = Uy, Uy = 2, u, = Uy, Ui|j = 2=, Pro g11 =r?, gog = gaz = 1

V5iigs5?
Geometrické slozky Fyzikalni slozky
Up|y = Qur Uy
rir ar _ 8r _
Urlo = Qur _ ue o8, ue
rl® = 3@ T 7'898__ r
u@lr - g’r - u_;@_ _ g‘r _
80 réQ _"'
u@l = dug Otug
4 ;z )2
U | — Dug Uz
210 = 59 798
u I — Bu 9ur
TiZ 2 g_z
u | — _% dug
Z|7T a,,.

Koneény tvar tenzoru deformace ve valcovych soufadnicich je (uvaZujeme jen
fyzikalni slozky, proto vypustime ())

_ ,0u, due \* ou, \ > Ou,\’
26”—2E~“<797) "(5;‘) —(ar> (2:5)
deo= O Oue _ue Do (Ouo  ur) OusBus Ou. (Our _ue
“e=90 T or 1 or \ro@ T 7 dr 100 or \ré® 1 )’
(2.6)
2,, = Qtr Q= Ouo Do Ou Bu, _ Ouy Qur (2.7)
“: =9 " or  or 6z  or 0z  or 6z :

o [ Oue Oue  u,\’ Ou, 2 Ou,  ue\’
2‘3@@—2(%* )"(7@6+?) “(736) “\re ) 38

Oue Ou, (8% Ur ) Oue  Ou, Ou, B ((?u,. z) ou,
r

e, = (2.9)

52 790 ~\r96 Bz 130 9z \ra®© b7

_ ,0u, due 2 Ou, 2 ou,
2622 = 2% - (‘a—z—> - (-g;-) — (ar) (210)






IZI Z geometrického nézoru, popf. uzitim Christoffelovych symbold, odvodte vy-
jadYeni sloZek deformace v poldrnich soufadnicich (* =@, (? =2, (3 =1r

Fyzikalni slozky vektoru posunut{ jsou u = (ue, u, u,)
26,'.7' = ui]j + uj|i — ulliullj , 1,)=1,2,3. (21)

ui|; ... je kovariantni derivace, kterd mé geometricky vyznam derivace v kar-
tézskych soufadnicich.

Viz napf. M. Brdi¢ka, Mechanika kontinua, CSAV, 1959
F. Marsik, Termodynamika kontinua, Academia, 1999







[E] Vypoététe materidlovou derivaci cirkulace I'w) vektoru rychlosti v, ktera je

definovana kfivkovym integralem

T = § vix = § vde*. (3.1)

P¥i Gipravé pouZijte vektorové identity

rot (f x g) =V x (f x g) = (gV)f +£(Vg) — g(Vf) - (fV)g, (3.2)
nebo ve sloZzkdch 3 o o
ek epm = 86 — 867, (3.3)
Zavedenim vektoru vifivosti
.8
w=rotv=V xv, resp. w'= e”kégvk (3.4)

ukaZte, Ze plati Kelvintiv teorém

f‘(v) = frot\'/da =f , vds. (3.5)

Diskutujte, jak se méni cirkulace pro Navierovu-Stokesovu tekutinu v gravitaénim
poli g = (0,0,—g) a vlivem Coriolisovy sily —2Q X v, kde  je vektor thlové
rychlosti rotace Zemé.

ov + (v.V)v = ~—%Vp + F—V(Vv) +vAvV+g—-20 XV (3.6)

Vo=

5t 3

ReSent: [3.]
Dosadime rovnici (3.6) do Kelvinova teorému (3.5)

L = —/ l"”ap'dwz"i‘/gidw’ —Z/Eijkﬂ’v"dm’ +/1/ 0 U’zdw’ (3.7
c p Oz* c ¢ ¢ (0z!)
1 b1 I —

I) Hustota nen{ funkef jen tlaku (ale i teploty) a proto tento integral je obecné
nenulovy. Jen v pfipad& barotropnich tekutin p = p(p) kdy lze psat

19p ., [0OP .
.L;awidx =/ 0w"dw , (3.8)

(nap¥. pro isentropicky proces p = konst p*) je tento integral roven nule.

IT) Gravitaéni silu miZeme vyjadrit jako gradient potencidlu, napf.

0
q=—7=p, p=ga°, =2 (3.9)

a pak je tento integral roven nule.
I1I) Coriolisova sila m4 silny vliv na cirkulaci a tim i na pohyb atmosféry.

IV) Viskézni sily maji vyjma mezni vrstvy téméf zanedbatelny okamZity inek,
ale jejich dlouhodoby vliv na Gtlum cirkulace je zasadni.






4.1 UkaZte na piikladu pistového stroje (spalovactho motoru &i kompresoru) vyZiti bilance
energie v pfikladu 4 a odvod'te vztahy pro vykon &i p¥ikon toho stroje pro ptipad piivodu,
resp. odvodu tepla Ak. Porovnejte nartst tlaku nad pistem nasledkem pfidéni dalsiho
plynu-vliv Daltonova zékona.

Reseni 4.1.

Pfipometime kratce vypodet vykonu W viech motord (v&etnd turbin)
vychézejicich z transformace energii a tedy vyhovujici zdkonu zachovéni energie, viz
ptiklad 4.

Jestlize m [kg/s] je protékajici hmotnost pracovni latky a

2
ho=h+—+p [Jke] )

je jeji celkové entalpie, pak vykon & naopak spotfeba energie piisluSného stroje je roven
W = m (hc out hc in ) [W=J/S] (2)
Indexy ,,in* a ,,out* oznaduji postupné hodnoty na vstupu do motoru a na jeho vystupu, viz
napt. Sazima et al. 1989.
Celkové entalpie 4, se sklad4 z:

T,
e entalpie h= [c,dT+Ah 3)
5

kde ¢, [J/(kg K)] je specifické teplo pracovni latky a Ah [J/kg] je energie (teplo)
uvolngné pfi chemické reakei &i kondenzaci (pak je A#>0, jde o teplo pfivedené) a
nebo naopak energie pfi takovychto zménach pohlcend, napi. vypafovani (pak je
AR <0, jde o teplo odvedené).

e kinetick4 energie pracovni latky v*/2 [J/kg]. M4 vyznam u leteckych proudovych
motori & vétrnych elekftraren.

e potencialni energie pracovni latky ¢ [J/kg] . Hlavni vyznam mé u vodnich elektréren.

Predpoklddejme, Ze nasatym plynem je vzduch popsany stavovou rovnici
p=pRT, kde R =286,87 S s Cpe =719,63 I K= Cpe =1,402 4
kgK kgK c

va

v disledku dod4dni mechanické energie p¥i adiabatické kompresi mezi body /, 2 se ohfeje
na teplotu 7, a z pivodniho objemu ¥ se stla¢i na objem V,, tudiz

x-1

1
g:ﬂ(&] , V;=V1(&j )
b b

a pfitom spotiebuje mechanickou energii (praci)





vanti’ = —B—I_I/l- (&JT —1 [J] : (6)

Va
Tuto hodnotu naleznete integraci '[ pdV pfi adiabatickém priibéhu tlaku (5). Napt. pii
n

kompresnim poméru 2210 je T, =1,93T, a V, =0,193V,. Pii teplot& nasatého vzduchu

by

17°C, tj. T, =290 K je T, =560 K, tj. asi 287 °C.

Vyména hmoty a energie

Vbodu “2” ob&hového diagramu (po skonleni komprese) se do teplého vzduch
vstfikne malé mnoZstvi kapaliny:

i) hotlavé latky, kterd uvolni mnoZstvi energie Ak >0 a pieds je vzduchu.

ii) mnoZstvi vody, kterd se pfeméni na p¥ehfatou paru. Vzhledem k tomu, Ze
k vypafeni vody je tieba teplo dodat (Ah<0, odebere se ztepla zkomprimovaného
vzduchu).

Abychom ukdzali dodateény G&inek parcidlniho tlaku vst¥iknuté vody soustfedime
se jen na pifpad ii). Vypafenim vody klesne teplota 7, vobjemu ¥, podle zékona
zachovéni energie pfibliZng€ na teplotu T' (zanedbavame ohfev vody na teplotu varu)

me,, (L,-T)=myh, [J],h,022MJkg" . N
Zde m, [kg] je mnoZstvi nasétého vzduchu a m, [kg] je mnostvi vsttiknuté vody

vobjemu V,, h, je vyparné teplo vody. UkdZeme, jak klesne odpovidajicim zpisobem i

tlak smési a jak se uplatni dodate¢ny tlak vodni pary podle Daltonova zdkona.
Oznalime p celkovy tlak smési vzduchu a pary

m
=p +p,kde pV, =—=2
p pa pw pa 2 M

LY g
RT, psz—Mw RT, R=8314 Jkmol" K" | (8)

kde p,,p,, M, = 28.96[kg kmol‘l:l a M, = 18[kg kmol'l:l jsou postupné parcialni tlaky a

molekulové hmotnosti vzduchu a vody. Pomér tlaku pary k tlaku vzduchu po vypateni
vody nalezneme tak, Ze podélime posledni dv& rovnice (8) a dosadime z rovnice energie

(7

x-1

M M, T a3
ELV_::cva a(Tz_T)__cva a’l (&j T

L = -= 9
pa Mwhlv Mwhlv pl T{ ( )

tvvr

Z tohoto vztahu je zfejmé, Ze relativng nejv&tdi parcidlni tlak vodni pary bude pfi nejnizsi
moZné teploté T, ta je vSak rovna teploté syté pary T =T, , kterd je na mezni kfivce (pfi
fazovém ptechodu) uréena jednoznaéné tlakem syté pary p, podle vztahu






Doy = exp(24.65 _:4%89_} [Pa]. (10)

Tento zjednoduseny vztah plati v oblasti teplot 0-500°C s dostatednou pfesnosti. Pfesny
vztah je uveden v publikaci Sifner, Klomfar, (1996). TudiZ nejvy$§im moZnym tlakem je
tlak nasycené pary (10) a to pfi teplot¥ T,. Tuto teplotu viak bude mit smés jen pfi urdité
mnoZstvi vstfiknuté vody m,. Teplotu T a mnoZstvi m, a parcidlni tlak pary p,,
nalezneme fe§enim rovnic (7, 9, 10).

Zavedeme oznadeni

1
_mRT _pRITz*

Dy (x-1)/x Uk
2w — Al —¢),kde p, = =pdr'",
Pa ( ) MY, M, (11)
MT
A:&.—f—l_, ”=&’ 1}=£,p1 =_m_a
M.k, b I "

Dosazenim z rovnice (10) dostdvame rovnici pro ¢

(12)

exp(24.65) =3.282-10° = Ap, (ﬂ-(lf—l)/x 3 0) exp(4889]

¢
Jejim fe$enim pro vyse uvedené podminky

p, =1.01325-10° Pa, 7=10, T, = 290K, 4 =0.1526 je z9=—;17=1.247, tj. 7 =361.6K(13)

1

Teplota smé&si klesne po vstiiku vody z hodnoty 7, =560K na teplotu T'=361.6K.
Vysledny tlak smé&si pak bude znateln€ niZzsi

p=p,+p,=p07" +p,=6.53-10°+0.68-10° = 7.21-10° =7.117 p, (14)
proti ptivodnim 10 p,.

Dusledkem tohoto poklesu tlaku je i pokles mechanické prace, kterou tato smés

miiZe vykonat. TudiZ prace spotfebovand na adiabatickou kompresi je vétSi nez nasledna
adiabatick4 expanze smési vzduchu a pary. Pro vySe uvedené podminky plati

P AP A4 { =] ] Wy 0755
w_.==L(10)x =1|>W, , ==——|(7.117) « ~1{|]], =———=0.807 (15
o I—K[( ) } -k (7.117) U] W 0935 (1)
Priblizné 20% piikonu se spotfebuje na vyrobu pary. Pistové zafizeni pracuje jako stroj na
vyrobu syté péry.

Energetickd spotieba pistového stroje se vstiikem vody.

Necht je m, mnoZstvi nasatého vzduchu, pak podle bilance energie (7) je mnoZstvi

vstfiknuté vody
My, (B =T) _mesTi( ™" ~9)
m. = =
N hIw hlw

potom price spotfebovand na jeden cyklus je déna rozdilem entalpii 4, -4, podle
vtahu (2)

=0.0648 m, [kg] (16)





Dy

h,,, = c,, T, +—-...entalpie nasatého vzduchu
al i
m m m M Ve 4
B = (—-—"— Coa +—“’cijT1 + ——pl————‘-”—h,v, kde m =m, +m,, ...entalpie vypusténé
m m pal + pa2 m

smési

MnoZstvi prace v jednom cyklu je

W =m(hpy—hey) 0 (m, +mw)[(ma c, +ﬂcijz; +__P_1_}_mwh,v —m, (Cvaﬂ +£1_} =
m m pal + pa2 p]

-m b, =-0.142m, [J], 17)

Spotfebovivany vykon je je pak imé&rny mnoZstvi protékaného vzduchu ,

W =-0.142-10° rn, [W] (18)

Tento p¥iklad mé&l ukazat, Ze vliv dodateéného parcialniho tlaku zpisobeného vypafenim
vody nemiize kompenzovat Gbytek tlaku zpiisobeny odebranim vyparného tepla.

Reference:
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Stfeda 1., Sazima M., Doubrava J.: Termomechanika, Ediéni stfedisko CVUT Fakulta

strojni, Praha, 1992

Sifner O., Klomfar J.: Mezindrodni standardy termofyzikélnich vlastnosti vody a vodni

péry. Academia, AVCR, Studie 1/1996











Priklad 4.2

Formulujte zdkony bilance elektrického a magnetického ndboje a bilance elektric-
kého a magnetického induk&niho toku a ukaZte, Ze lokdln{ tvar téchto zdkoni jsou
Maxwelloyy rovnice pro ogggggm@wgﬂgmeﬁgikglgyg,pm,s;iggi

ReSeni

Z fyzik4lntho hlediska je kaZzdy pohyb elektrického ndboje spojen s magne-
tickymi G&inky, &ili kazd4 zm&na elektrického pole (elektrického potencidlu) je
spojena se zm&nou magnetického pole, které zpétn€ ovliviiuje pohyb elektrického
néboje. Tyto vlastnosti popisuji Maxwellovy rovnice (viz napf. Straton [95]), které
1ze v obecn&jsfm pohledu povaZovat za soucasnou bilanci elektrickych naboji pe
a magnetickych n4boji p,,,. Provedeme-li soucasné i bilanci elektrického a mag-
netického indukénich tokd dostaneme dplnou soustavu Maxwellovych rovnic.

Oznadfme hustotu elektrického ndboje p. = p - e (kde e je hmotnostni hustota
elektrického ndboje). Vzhledem k tomu,Ze elektricky ndboj nikde nevznikd a ani
nezanikd, miZe se jen uvoliiovat & vdzat v prostfedi, je celkovd Casovd zména
elektrického naboje v objemu ) zplsobena jen jeho konduk&nim (vodivym) to-
kem j, pres hranici objemu 8V (viz Obr.4.1). Zdkon bilance elektrického ndboje

m4 pak tvar
d Ope .
— | pedv + / jeda =0, resp. 9Pe | div (pev +Je) =0, “4.1)
dt Jy oy at

Obrazek 4.1: Bilance elektrického a magnetického néboje v objemu V a bilance
elektrického a induk&niho toku ¥ plochou S, a magnetického indukéntho toku @
plochou S,






Definujeme vektor elektrické indukce D vztahem

Dda = / pedv, resp. divD = pe, 4.2)
av \

jeho¥ velikost v celém objemu V vyjadiuje celkové mnoZstv{ volného elektrického
niboje obsaZeného v objemu V.

Formdlné stejng formulujeme zdkon bilance magnetického néboje. Necht’ pr, =
p - m je hustota magnetického néboje (kde m je hmotnostn{ hustota magnetického
néboje), pak bychom dostali rovnici analogickou rovnici (4.1) pro pm a jm, kde
by j.m byla hustota toku magnetického néboje pfes povrch 6. Analogicky defi-
nujeme vektor magnetické indukce B vztahem

/ Bda = / pmdV, resp. divB = p, = 0. 4.3)
av v

Posledni rovnice vyjadiuje experimentélni fakt, Ze neexistuj{ volné magnetické
néboje (neexistuji volné magnetické monop6ly, a proto je p, = 0.

Z#kony bilance pak miZeme pséit v ndsledujici alternativni formg&. Bilance
elektrického ndboje rovnice (4.1) formulujeme jako bilanci elektrického induke-
niho toku

2 [ Dia+ / jeda =0, 4.4)
dt Jay oV
resp.
div [%]tz +vdivD + je] —0. 4.5)

Vzhledem k tomu, %e pro libovolny vektor A plati, Ze divrotA = 0, miZeme
bilanci elektrického ndboje (4.5) napsat ve tvaru

D
%? + vdivD + j, = rot H, 4.6)
kde je vektor H zatim nezndmy a musi byt experimentdlné uréen, viz dile. Defi-
nice operace rot viz dodatek A vztah (A.11).
Bilance magnetického néboje je analogicky rovnici (4.4) vyjidfena pomoci
bilance toku magnetické indukce B

d d :

EE o Bda = E \/;}le Bdv =10 (47)
resp.

div <%]?3 +vdivB -l—jm) =0 (4.8)






a s ohledem na neexistenci magnetickych nébojl (4.3) piSeme

0B
N +rotE =0, 4.9)

kde E je zatim nezndmy vektor, ktery musf{ byt rovné? experimentdlng uren.

Dosud nezndmé vektory H, E uréfme z experimentt tak, aby dobfe popisovaly
vlastnosti elektrickych ndboji pohybujicich se v materidlovém prostfedi. Jejich
velikost a tvar definujeme op&t pomoci zdkont bilance elektrického indukéntho
toku ¥ a magnetického induk&niho toku @ n&jakou plochou S, a Sy, Tyto plochy
jsou ohrani¢eny kfivkami C, a Cy,,, viz Obr. 4.1. Bilance obou tokt 1ze samoziejmé
provadét jen na jedné ploge, tj. S, = Sy, ale vzhledem k tomu, Ze vektory D a B
jsou na sebe témé&¥ kolmé (kolmé jsou jen ve vakuu), je ndzorn&j8{ provést bilance
na dvou riznych (na sebe kolmych) plochdch. Tyto plochy se nachdzeji uvnitf
objemu V.

V= Dda, &= / Bda. (4.10)
Se m

Casové zm&na zkoumanych tokd je obecng (i pro pfipad Easové prom&nnych ploch
Se = Se(t), Sm = Sw(t) a jejich hranic C, = C.(t)) ddna vztahy

\I/=-(i/ Dda=/ 59—Ii)—+rot (D x v) 4+ vdivD| da, 4.11)
dt Js, Lot
=2 [ Bda= / P—Bl +rot (B x v) + vdiv B] da. (4.12)

Podle obecného zdkona bilance miZe byt tato fasova zména zpisobena jen néja-
kym tokem J, resp. Jo,, tj.

i Dda + / J.da =0, v 4.13)
dt Js, 3
resp.
2 [ Biat+ [ Jnda=o0. (4.14)
dt Sm Sm

Dosadime-li za &asové zm&ny ze vztahd (4.11) a (4.12), ma bilance elektrického
induk¢niho toku tvar

/ [%—?— +rot (D x v) + vdivD + Je} da=0. (4.15)
Se

Podle Ampérova zdkona, protéké-li vodi¢em proud, budi kolem sebe magnetické
pole H. Celkovy proud je pak roven

J, =j.—rot H, (4.16)
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kde konduktivnf elektricky tok j. se jiZ v bilanénf rovnici (4.6) vyskytuje. Dosa-
zenim do rovnice (4.15) miZeme pro libovolny tvar plochy S, formulovat lokalni
tvar bilance (4.15)

D
%—t- + pev +je =rot (H +v x D). 4.17)
Podle Faradayova zdkona je Sasovd zm&na toku magnetické indukce kompenzo-
véna indukcf elektrického pole E’ zptisobujic tok

J,.=rotE. (4.18)

Dosazenim do rovnice (4.14) dostaneme s ohledem na rovnici (4.12) opét lokaln{
podminku bilance magnetického toku

0B

5t rot (E' —v x B) =0, (4.19)
protoZe ani konduktivnf tok j, ani konduktivni tok vdiv B magnetickych ndboji
neexistuje. Porovnanim rovnic 4.6) a 4.8) s experimentdlng ov&fenymi rovnicemi
4.17) a 4.19) uréime nezndmé vektory H a E. Vyjadfuji postupng intenzity mag-
netického a elektrického pole vdzané na n&jaké misto v prostoru

H=H +vxD, E=E —vxB, (4.20)

podobné jako je tomu u vektord B a D. Cérkované vektory H' a E' vyjadtujf
magnetické a elektrické pole, které vnimé n&jaky ndboj pohybujici se rychlostf v.
V pipadg, Ze jsou elektrické ndboje v klidu (unagivé rychlost je v = 0), je E = E/
a H = H'. Upln4 soustava rovnic popisujici pohyb elektrickych ndboji je pak

divD = p,, %% + pev + j. = rot H, 4.20
divB =0, %]ij- +rotE =0, 4.22)

které jsou dopIn&ny je§té dlasimi materidlovymi vztahy
D=¢-E, B=py-H je=0-E (4.23)

Zde £ = ¢,& je elektrickd permitivita, p = p,po je magnetickd permeabilita,
€0, o jsou hodnoty vakua a &, a u, jsou jejich relativn hodnoty pro konkrétni
materidly. Posledn{ z rovnic (4.23) je Ohmiiv zdkon, kde o je elektrickd vodivost.

Je uZitené pfipomenout fyzikélni rozméry a jednotky jednotlivych veli€in v
soustavé SI tak, 7e bude zfejm4 jejich fyzikéln{ interpretace. Elektrické napéti 1),
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m&¥ené ve voltech V je definovdno pomoci sily plisobici na jednotkovy elektricky
naboj velikosti 1 coulombu, kdyz 1C = 1A - 1s (A je jednotka ampér, takZe 1
coulomb je 1 ampérsekunda). TudiZ napti 1 V je rovno energii 1 J jednotkového
elektrického ndboje 1 C, tj. V = N-m/C = J/C.S ohledem na vztah 4.20 miZeme
stanovit sflu plisobici na elektricky ndboj ey pohybujiciho se v magnetickém poli
B rychlostf v. Intenzita elektrického pole vnfmaného pohybujicim se ndbojem je
E' = —grad 1.. Tato sila se nazyv4 Lorentzova a je rovna

Foey E=¢ (E+vxB) [N=C-V/m] (4.24)











a) Odvodte rovnici bilance celkové entalpie h. pro termoviskoelastické tekutiny.
Celkové entalpie je definovédna jako soulet vnit¥ni energie u a vSech ostatnich

mechanickych energii
2

he=h+ 3 +e, (4.1)
kde h = u+ 2 = h, + 7, c,dT je entalpie [J/kg],
1’—22— ... je kinetick4 energie [J/kg],
@ = gz ... je potencidlni energie [J/kg], pro %‘3 = 0.

il

b) Naleznéte vztahy pro vypodet vykonu pritoénych zafizeni, turbin, spalovacich
motorti a ¢erpadel.

Reseni:

(4.2)

b) W = 1t (hein — heout) » (4.3)
m = pvA ... pritoéné mnoZstvi
A[m?] ... velikost priifezu
v[m/s] ... pritoéné rychlost

kde hein a heous jsou celkové entalpie 1 kg vstupujici a vystupujici tekutiny.










5.1 OPTIMALNI UCINNOST TEPELNEHO STROJE U REALNEHO CARNOTOVA
CYKLU

Stanovte maximalni u¢innost redlného tepelného stroje. Predpokladejte, Ze transformace ener-
gie uvnitf tohoto stroje je vratnd, tzv. endoreverssible machine.

T, - termostat

Qy ——
REALNY PROCES
TH
Y A4
VRATNY w
TEPELNY >
STROJ
T, -
REALNY PROCES
A4 QL A

T,, - termostat

Obrazek 1. Schema redlného tepelného stroje, pracujictho mezi teplotami 70, T7,0. Vyuzitelna hladina teplot
jejen Ty, Ty.

Predpokladejte redlny prestup tepla jak na drovni vyssi tak i niZsi teploty , viz obr. 1

Qi Qs

i (Tro — T (1)) , o

= ar, (TL(t) — Tro) (5.1
kde ayy, o, jsou odpovidajici koeficienty prestupu tepla a ¢y, ¢y, jsou tepelné kapacity prenosového
media, potom dQy = cydly, dQ); = crdly. Tento predpoklad mizZeme pouZit jak pro tekutiny
tak 1 pevné latky. Schema redlného cyklu je na obr. 2. Analyzu uCinnosti redlného stroje aplikujte na
vodikovy palivovy Clanek.

Tho

S

Obrazek 2. Cyklus redlného Carnotova tepelného stroje.





Reseni:
Pribéh teploty pii kontaktu s termostatem je

dT'y (6721 T dTyy ay t2
_QH oy _ 4" _%H [T 52
dt Cy ( Ho H) Ty THO —TH Cy t ( )
ag
TH(t) = THO — (THO — THl) exp |:—C—(t — tl):| (53)
H

Prenesené mnozZstvi tepla na vyssi teploté je

to T> _
Qn = / dQp = / cadTy(t) = cu (THO — Th) [1 — exp {—Q—H) (ta — t1) } (5.4)

t1 T3 CH
Podobné pro vystup odpadniho tepla méame

dr, Q@ o
d—L = == (Tu(t) = Tro) . Tr(t) = Tro — (Tro — Trs) exp {——L(t — t3) (5.5)
t Cr, CL

0, / 1 40y = / 4 crdTy(t) = cx (Tro — Tra) {1 — exp {—%(M — t3)H (5.6)

t3 t3 CL

Vztahy (5.4) a (5.6) popisuji pfivod a odvod tepla. Teplo neni termodynamicky potencial (neni to-
tdlnim diferencidlem) a jeho velikost zdvisi na integracni cesté (napf. na zpusobu pfestupu tepla).
Vypocteme zménu entropie integraci od pocatku procesu ¢; do jeho konce ¢, viz obr. 2. Tato veli¢ina
je na integracni cesté nezavisla

& 2 dQu 2 dTy b2 Ty (t2)
AS :/ dS :/ —:/c—:/cdlnT :cln( )
w= ) =)y =), g, =, cedindm) = el s

Tro — (Tno — T1) exp [—?—5@2 - t1)]
T

(5.7)

:CHIH

analogicky pro vydej tepla

Tro — (Tro — Trs) exp [—%(tz; - t3)]
T3

ASL = Cg, In (58)

Vzhledem k tomu, Ze ptedpokladdme cyklus, ve kterém se celkova entropie béhem cyklu neméni, viz
Obr.2, pak
AS =ASyg+AS, =0 (5.9

a dostdvame relaci mezi v§emi parametry tepelného stroje ve vztahu

cH cr,

Tro — (Tho — Tr) exp [—i—g(tz - t1)] Tro— (Tro — Tr3) exp [%(M — 753)}

1= :
THl TL3

(5.10)
ktery vyjadfuje reversibilitu procesu. Pfedpoklddejme, Ze cyklus tepelného stroje je ustdleny v tom
smyslu, Ze doba pritoku energie () je rovna dobé odtoku energie Qy, tj. to —t; = t4, —t3 = 7, a
strojem vykonana prace je rovna





W=Qu+ QL (5.11)
kde dodané a odvedené tepla jsou s ohledem na vztahy (5.4) a (5.6) urCeny vztahy

Qu=cu(Tuo—Tm)1 —en), Qr=cr(Tro—Tr3)(1 —er) (5.12)

o ar,
kde ey = exp (——7‘) , €1, = exp (——7’)
cy CrL

Utinnost tepelného strojeje definovana obvyklym vztahem

w Qr
- =14 == (5.13)
K Qu Qu
Pro idedlni Carnotuv cyklus, kde
) . Tro
QL =—cTry, Qg =cTyo plati obvykly vztah 7o =1— T (5.14)
HO

Soustredime se na realny tepelny stroj a budeme hledat zavislost vykonané prace 117 na ucinnosti 7).
Ze vztaht (5.13) a (5.11) plyne

=2 Q. -w <L1> (5.15)
1 1

Vyuzijeme podminku reversibility (5.10), kterd spojuje vSechny parametry tepelného stroje. Vylou-
¢ime z ni pomoci vztaht (5.4) a (5.6) teploty Ty, a Ty,3. Abychom mohli analyticky odvodit hledanou
zéavislost W = W (n, Tgo, Tro, ¢H, €L, @i, o) zjednodusime materidlové vlastnosti

cg=cr=c, aFar, t. eygFep (5.16)

koeficienty prestupu tepla mohou byt rizné, coZ moZnosti této analyzy znacné rozsifuje. Rovnice

(5.4)a(5.6)
Qu Qr
Ty =Tygo— ———, Tpzs=T— —— 5.17
H1 HO c(l—en)’ L3 Lo c(1—ep) (5.17)
dosadime do podminky (5.10)
TtnTrs = [Tro — (Tro — Tur)en) [Tro — (Too — Trs)er] (5.18)
a dostdvame zavislost 0uQu(1
—ege
TroQu + TroQr — — a Hew) _ 0 (5.19)
c(l—ep)(l—ep)
do které jiz miizeme pomoci vztaht (5.15) zavést praci tepelného stroje
W2 —1)(1 —eger) —c(1 —eg)(1 — er)W [Tron + Tron(n — 1)] =0 (5.20)
Jedno feseni je trividlni W = 0, a hledand zavislost na G¢innosti je
1— 1— 1—n)Tyo—T
W (1, €0, ¢, Tro, Toro) = St )L = c)n (1 = )70 = T (5.21)
(1 —ener)(1—n)
Podminka maximdlni a¢innosti redlného tepelného stroje je
ow T
ar =0, (1-n?=2 (5.22)
677 €0,¢ Lo, THo Tho





Dostavame tzv. Curzoniiv - Ahlbormiiv vztah [2] !, ktery ukazuje, Ze maximdlni G¢innost realného
tepelného stroje je
Tro
mar = 1 — A = (5.23)
! Tro
a nezavisi na rychlosti pfenosu (transformace) energie 7, ani na velikostech tepelné vodivosti o, o,
a tepelné kapacité ¢ pracovniho media. Je zajimavé poznamenat, Ze vykonand price je rovna nule pfi
n = 0 a pti Carnotové u¢innosti 7, = 1 — %
HO
5.1.1 UCINNOST VODIKOVEHO PALIVOVEHO CLANKU
Ucinnost palivovych ¢lanli je definovana pomoci alternativni formulace bilance energie

AQ =TAS =AH - W, (5.24)
kde AH je zména entalpie a W, je elektricka prace.
Termickd ucinnost 7; je definovdna pomérem
o We ] TAS AG SAT n SAT
"EAH T T AH  AH AH M T AR

kde AG = AH — TAS — SAT je zména Gibbsovy volné entalpie béhem chemické reakce.
Za predpokladu, ze spalovani paliva (vodik + kyslik) probiha izotermicky, napf. pfi obvyklé teploté
T =298, 15K je

(5.25)

AG L B R W
N = Nteor = 47 Mol = fer = ] =0,83 (5.26)
AH |pygg,5 —286,028L S 1,482

Utinnost jsme vyjadfili i pomoci elektrického napéti na ¢lanku kde z. = 2 je pocet preddvanych
elektrond a F' = 9, 64853 - 10* [ } je Faradayova konstanta (e-mol je mnozstvi elektronii v 1
molu reagujici latky). Uéinnost (5. 26) je maximdlni a je dosaZena jen pfi nulovém vykonu ¢lanku, t.j.
pti Carnotové ucinnosti 7, = 1— TfIO = 0, 83. Abychom mohli vyuzit vztahu (5.21) pro praci redlného
tepelného stroje dosadime do ného podminky maximalni termické ucinnosti vodikového palivového
¢lanku. Pribéh prace (elektrického napéti) tohoto hypotetického tepelného stroje nalezneme tak, Ze

s Vs 1
vyjadiime T = (1_5120»

U c(l —en)(I —eL)
(1= heor) (L —m) (1 —epger)
kde veli¢ina .{( (T'ro) charakterizuje konkrétni materialové vlastnosti a procesy ve vodikovém palivo-
vém Clanku. Cldnek dodava maximdlni praci (elektrické napéti) pri ucinnosti [4]

Nmaz = 1 — /1 — Nteor = 0, 588 (5.28)

Maximalni price vodikového palivového ¢lanku je pak rovna, viz. obr. 3

W(n,Tro) = K(Two)

pro K(Tr) =

(5.27)

2
Winae(Tho) = K(TLO)% = 2,034K (Tyo) (5.29)

Poznamenejme, Ze jak konstanta K (77) tak i teoretickd G¢innost 7)., zdvisi na provozni teploté
Clanku. V pfipadé, Ze nedochazi pti spalovani vodiku a kysliku ke kondenzaci, je
AG —228,57  1,18]V]

eor — AN 17 = = - = 0,945 5.30
Ter = AH | yrg1s  —241,98  1,25[V] 30

vvvvv





a Nmaz = 0,765 a Winar(Tro) = 10,65 - K (7o) . Vzhledem k mensi hodnoté zmény entalpie (bez
kondenzace) nazyva se tato ucinnost LHV (Lower Enthalpy Value) a dcinnost (5.28) HHV (Higher
Enthalpy Value) [4]. V praxi se vétSinou pouzivd HHYV, takZe uc¢innost ¢lanku stanovime ze vztahu

v i V2 F
1,482 (i + djpss) 1,482 T

n NHg,act (531)

zde V je napéti na &lanku ve [V], i[25] proudovd hustota a i,.s[ 25| proudovd hustota ztracend vlivem

vnitfnich ztrat. Posledni vztah zahrnuje i vliv vyuzZiti paliva (vodiku), kde z. = 2 (pocCet elektront,
které se preddvaji pti spalovani) a I[A] celkovy proud, Ng, o.:[™2] pocet molii skutecn& spalenych.

S

1
09
08 0,83
07
06
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03

Efficiency n

02

0,1

2,034
0

0 05 1 15 2 25

: - W7, N Mo =M
Electric work (modified) K((T ’))=(l _]g ) —)n) for m,, =0,83
LO teor

Obrazek 3. Zavislost u¢innosti na praci (elektrickém napéti ) v hypotetickpalivovém ¢ldanku.
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@ Analyzujte ob€h kompresorového chladiciho, popt. topiciho zafizeni podle
pracovniho diagramu na obr. 5.1.

T

mezni kiivka pracovniho media

kapalina-para

S

Obr. 5.1: Pracovni diagram chladiciho zafizeni-chladnitky. Pfi ob&hu opaénym
smérem bude zafizeni v tiseku 32 teplo ziskdvat a bude fungovat jako zdroj me-

chanické energie, viz pf. , vztah (4.3).

Pracovni medium je nap¥. voda, R23 (CHF; - trifluormetan), R32 (CH,F; -
difluormetan). A = u + % je entalpie [;Jg-] ag>0 [é] je dodané teplo. Jednotlivé
casti procesu jsou:

1-2: isentropicka komprese, ¢12 = 0
2-3: isobaricky odvod tepla, go3 = hs — hy
3-4: skrceni; definovano jako isoentalpickd zména hs = hy

4-1: isobaricky pfivod tepla g4 = hy — hg = by — h3

ReSeni: @ Zékon bilance energie napiSeme pomoci entalpie. Pro 1 kg pracov-
niho media plati

dh = %dp-l—dq, (5.1)

viz napf. pf. , kde zanedbame rychlost v a potenciilni energii ¢, takZe () =
)

5; = d(.). Pro dodané teplo obecng plati dg = T'ds. Integraci rovnice (5.1) podle
kfivky na obr. 5.1 dostavime jednotlivé €asti pracovniho ob&hu. UvaZime-li, Ze
prace kompresoru je dw = %dp (vztaZeno na 1kg Cerpané tekutiny z tlakové
hladiny p; na hladinu p; + dp) lze pro odvedené teplo (pro pfipad chladnigky)
psat
gz =hs—hyg =hzg—h1+h1 — hy = —qq — w12, (5.2)
resp.
wiz = |qas| — lqa1]- (5.3)
Zde wyy = f} idf = %(pz — p1) je mechanickd prace kompresoru. Velikost této
prace je rovna rozdilu tepla odvedeného z chladni¢ky do okoli (o velikosti |gos|)
pfi teplot€ Ty a tepla pfivedeného (o velikosti |ga1|) z chlazeného prostoru pii
teploté Ty < Ts.






- 6.] V kosoltvereiné soustavé (rombické), kterd je typicka pro tzv. ortpt;ggpm
materidly, napf. dfevo, svaly, kosti, lamindtové materidly apod. je 9 negax;lslycfl
materialovych konstant. Tyto konstanty charakterizuji jeho vlastnosti tak, Ze
jsou invariantni vzhledem k otodeni o 180° kolem viech tfech os. Zavedeme-li
nésledujici oznadeni materidlovych konstant

. yli11 1122 1133
= yun, yiz, >

o11 012 =

_ 2233
= 3 ,

013 =
— 23333

| (6.)

4

2222
092 = z y 023 033

2323 1313 1212
.0'44=2 5 Os5 = X 5 Oe6 = 2

1ze Hookliv zékon

g =EHey (6.2)
zapsat ve tvaru

ty o7 o012 o3 0 0 0 e

tof o1g 02 023 0 0 0 €22

tg? — 013 023 033 0 0 0 €33 (6 3
2 0 0 0 o 0 O €23 ‘
¢ 0 0 0 0 o5 O €13

17 0 0 0 0 0 oes e12

Napiste zpfisob transformace matice elastickych koeficientdt 9% tak, abychom
mohli tyto koeficienty povaZovat za objektivni veli¢iny. Uréete vici kterym rota-
cim Q; mus{ byt invariantni matice £¥*, aby uvaZovany material byl ortotropni.
Kolik nezavislych elastickych konstant mé isotropni material?

Reseni: Matice elastickych koeficientii je reprezentovana tenzorem 4. fadu,
ktery se transformuje podle zédkona

ukl Q‘l Q] Qk Ql nmnpq (64)

Ortotropni material je invariantni vi& transformacim soufadnic

=Q' ™, pro (6.5)
{10 0\  (-10 0 (-1 0 0
i=10-10 }|,@,=| 01 0 |,@,=|0 ~-120
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

6.6)

Isotropni materidl m4 dvé nezévislé konstanty, protoZe se isotropni tenzor neméni
pfi libovolném natodent @', ; plati

Yk = 2k pro 4,5,k 0=1,2,8 (6.7)

resp.

S = ;6% +  (6%67 + 56*) (6.8)
Tudiz 21111 =7 + 2[:&, 21122 21133 n, 21212 —_ p]






Relace mezi mérnymi teply ¢, ¢, je vyjadfena pro termoelastické téleso vzta-
hem ="

T,
cp=Cu+ =2 A Cpg Y (7.1)

kde amn je tenzor teplotnich roztaZnosti a L™ je tenzor elastickych koeficientd.
Pro termoelastickou tekutinu plati vztah

9T o?
pxr ’

(7.2)

Cp = Cy t+

kde a je koeficient objemové teplotni roztaznosti

g (1 o (L
3a=p (—-5(%2) , XT=—P (—3%)—) (7.3)

a xr je koeficient izotermické stladitelnosti.
Naleznéte vyjadfeni vztahu (7.1) pro homogennf izotropni téleso s konstitutivnim
vztahem

tH = —3Ka (T — T,) 6" + new)s™ + 2fie™ (7.4)

a vztahu (7.2) pro termoviskozni tekutinu

th = —p(p, T)6", p=pRT (7.5)

el

Reéeni:

Uvézime-li, hodnoty £™"? pro izotropni téleso z ptikladu 6 a pro K = n+ % iy
Opg = @byq, dostavame vatah (7.2). Derivact stavové rovnice (7.5) dostédvame tzv.
Meyertv vztah

o —c=R. (7.6)






Uréete (v pibliZenf malych deformaci a za predpokladu nestladitelnosti, tj.
o = 1/2) korelaci harmonickych fluktuaci teploty a deformace

0T = AT,sin wt, ey = ¢, sin wt, (8.1)

jejichz ihlova frekvence je w a amplitudy AT, ¢,, tak aby byla zajisténa stabilita
termoviskoelastického materidlu i pfi ( 22) < 0).

8811 T
ReSenf:
Podminka stability termoviskoelastického materialu Kelvinova typu je d4na
podminkou

. 2
T = p 267y 1 (22 _ A (2T (—'—)2
Pod u—poTo(6T) + (8611>T(5eu) i ( 3y 3uldenn) <0. (8.2)

Zde X a p jsou materislové parametry vyjadfujici tepelnou vodivost a viskozitu
materidlu. Viskozitu pfedpokladéme ve tvaru obvyklém pro creep kovi

3(e 2qn—1
b= fho [—((321—1)—} y o = konst, (8.3)

a tepelnou vodivost A povaZujeme za konstantni. Pro n = 1 jde o Newtonovskou
tekutinu. Gradient teploty %‘Syz nahradime pomérem AIT", kterd vyjadfuje rychlost
poklesu fluktuace teploty v prostoru, { je néjaky charakteristicky rozmér v mist¥

ohfevu. Za téchto podminek m4 podminka stability (8.2) tvar

e [AT\? Op —
,:POE <—£;—> + (-a?II)T:l sin® wt = (8.4)
/\ ATO 2 . 9 3 n 2(77,—1) N\ 2n
— [Tolz ( - ) sin wt+2<—2—) o (€5) (sm wt) <0.

V pifpadé periodickych z vn&jsku vynucenych fluktuaci je tato podminka spinéna,
jen kdyZ bude platit

oy A o 2 i 2‘
PoC <_.'Zl> +<_ﬁ_]{) <8 pro sin® wt > 0 ' (8.5)
T, o Oeqy r > sin? wt < 0

Uvézime-li, Ze sin® wt = w sin (2wt) pro t € (0, g) jesin (2wt) > 0aprot € (g, ﬁ)
je sin (2wt) < 0, kde 7 = 27 je doba jedné periody fluktuaci. Aby byla splnéna
nerovnost (8.4), musf pi nastupu fluktuaci (deformace de;; a 6T) platit nerovnost

Op poty [ AT\ . ( 7')
(a—e;)T<—— T ( - ) , Vdcase t€ 0,8 (8.6)

avdlasete (g, E) plati nerovnost opaéné, tj.

Op pocy [ AT, ’
(8e11>T+ : (5> > 0. (87)






Nerovnost (8.7) je splnéna i v pfipadé spontalnich fluktuaci za podminek ¢, > 0,
(78 > 0

Odhadneme jedté potfebny charakteristicky as fluktuace 7 2z pravé strany
podminky (8.4). Tato podminka je nenulova na intervalu t € (0, i—) a TozZmeér

¢asu maji veli¢iny
-1
PoCul? pocy | AT 2
T v [To/l'a ( - . (8.8)

Odhadneme velikost T nap¥. pro hlinik pfi p, = 2,7.10% [kg/m?], A = 229 [W/mK],
¢, = 921 [J/kg] a charakteristickém rozméru struktury materidlu (vzdélenost dis-
lokaci, zlom# krystalickych rovin apod) I ~ 10~* [m]. Charakteristicky Cas je pak
p¥iblizng roven 7 ~ 107*[s], viz obr. .

o ()<-2(8L) L,
[Mpa] o o~ .
soutasny ohfev AT, 7 P
a protaZeni g, 7 L
300} I/\ﬁlitina
94 % Al
57% Mg
| = 0,1% Li
150 %1 02% Zr
. =—p°£Y(A1)2~ 104s—
L 1L L -
0 025 05 2.0 g =l-lo [1]
1 Lo

Vysledky experimentu protahovéni slitiny hliniku pfi soudasném ohfevu pri-
tokem elektrického proudu. Doba priitoku proudu a natahovani trvaly fadové
10~ s. Timto postupem bylo dosaZeno témeéf dvojnéasobného protaZeni vzorku.
Viz N. N. Beklemischev, N.M. Gorbunov at. al.: Plasti¢nost i pro¢nost metalli-
Eeskich materialov pri impulsnom vozdéjstvii vysokoenergeti¢eskovo elektromag-
nitnovo polja. Institut Problem Mechaniky, AN SSSR, Preprint No. 372, Moskva
1989.
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a) Urlete jaké tvary ry¢hlostnich profilé v, pfi dvourozmérném smykovém prou-
déni vy (z,y,1);0,(2;7,1) 56U §taBiln! vzhledem k malym fluktuacim §v,.
Predpoklédejte vazké isotermické nestlagitelné proudéni.

b) Porovnejte podminku stability nalezenou metodou maljch poruch s postadu-
jici termodynamickou podminkou stability procesti v tekutinich s konvekei
(9.145) (viz kniha Frantisek Mar$fk, Termodynamika kontinua, Academia
Praha 1999). Tam uvedenou podminku méZeme vyjadtit ve tvaru

OV 2 0 OV,
— —_ — 1 >0. .
T m ( y ) + Vzo y (‘L y ) 0 (9 1)

Jestlize v nékterém bodé rychlostntho profilu plati opaén nerovnost, ¥ika-
me, Ze je splnéna nutnd termodynamick4 podminka nestability proudového pole
(pravdépodobny nastup turbulentniho proudéni).

Reseni: a) Smykové proud&ni, nap¥. v blizkosti stény pevného télesa (mez-
ni vrstva) nebo v blizkém dplavu, je v p¥fpad¥ nestlaitelné isotermické, vazké
tekutiny, tj. p¥i p = 0,7 =0 a p # 0 popsino rovnicemi;

bilance hmotnosti

ov, Ov
Oz B—yy - (92)
a bilance hybnosti
Bv, Ov, O,  Op (0%, O%,
—a-t"“f'vx%'i—vy“@-l-%—ll(w-l-ayz), (9.3)
Ov, dv, vy, Op (0%, O,
ot +’Ua,-ax +'Uyay +ay—7/ o2 +a—y2‘ (9.4)

Zde jsme pro jednoduchost zépisu oznaéili tlak p(z, y,t) = %p(x, y,t) (je ekviva-

lentni pfedpokladu p = 1) a dynamickou viskozitu v = £ [’—"}]
Proudové pole v,, vy, p pfedpoklédejme jako superpozici referenéniho prou-
dového pole (znaéime inedexem ”0”) vz, = v4,(y), vy = 0, p =0 a poruch v,

0vy, Op, tudiz

vw($7y,t) 'Uaco(y) 5vm(m,y,t)
v(,y,0) | =| 0 |+ bv(zyt) |. 9.5)
p(z,y,t) 0 ép(z,y,t)






Pfedpokladejme harmonické poruchy

(6vgy 60y, 6p) = (80a(y), 504(y), 65(y)) e == (9.6)
Dosazenim vztahu (9.6) do rovnic (9.2) aZ (9.4) dostavame

ik, 60, + 60, =0, 9.7)

— §WED + kg (Voo + 605) 605 + (vl + 60L) 6By + iks6p =
= —v (260, — vl +69]) , (9.8)

— i + ik (Vo + 605 86, + 60,80, + 85 = —v (K260, — 60)) . (9.9)

Derivaci znalime ()’ = j‘%( ). Zanedb4nim &lent malych vyssich ¥add, tj. (69;)%,
60,60, apod. a viskozitnich Elendl na pravé strané rovnic (9.8) a (9.9) (v ~
1073 =2,

Predpokladame, Ze velikost poruch 69, 60, je fadu 1073-1075 (podobné jako
viskozita v ~ 10~5; smykova rychlost vy, je Fadu 10°).

Vychozi linearizovany tvar rovnic pro vySetfovani stability je

iko60s + 50/ + 06p =0,
(—tw + tkgVgo) 60 + v}, 00y + iky6p =0, . (9.10)
060, + (—iw+tkyvg,) 60y + 6 =0
Vyloudime 60,
— ko8P = (%; - vm) 66! -+ v, 50, (9.11)
a eliminaci §p ziskdme tzv. Rayleighovu rovnici pro amplitudu poruchy 69(y)
. Uzo . w
50;’ - (;;——-_C— -+ ki) 5’Uy = 0, pro c¢c= k_,,,- 3 (912)

pfi okrajovych podminkach

60y |,y = 8y =0, mnapf.pro Y, =0,y =00. (9.13)

y=u1

Resime diferenciélni rovnici (9.12) za okrajové podminky (9.13) pro néja-
ky znaémy rychlostni profil vz, = vg(y). P¥ipominime, Ze nezndmou poruchu
6vy(z,y,t) hleddme ve tvaru postupné viny

dvy(z,y,t) = 5ﬁy(y)eik”(””'°t) , pro k;>0, (9.14)

amplituda 83, (y) je obecné komplexni funkce prévé tak jako rychlost

Wy Wy
i (9.15)

c=c(z)=c +ic;i=

Prévé v p¥padé ¢; # 0, konkrétn& pro ¢; > 0 dochézi k zesileni poruchy a nebo k
jejimu zeslabeni v p¥slusném mist& (z,y) pfi ¢ < 0, tj. exp (kzcit)60,(y) exp (ikz).






Hled&me souvislost tvaru rychlostniho profilu vg,(y), resp. %g& s existen-

ci ¢; # 0. Vynsobime Rayleighovu rovnici (9.12) funkei komplexné sdruZenou
60%(y), takze

u 5AII v:,n,o k2 6‘A 6A*d — 6AI6A*I
‘/y vy_ 'Ua:o—'C+ e Yy vyy—(vy vy)

o

Y100 LD

- f 60,603 dy
Yo=0 Yo
H .
Vo (Vzo — € — 1C;)

1
B ]y (Vg0 = € + 16i) (Vo0 — € — ic;)

Y —00

+ k2] 66,80ydy = (69,807)"
_—/yi 61’};6’6:'dy . Y1 [UL(UE&___%Z + k2jl 5’l3y6’13;dy
Yo

Yo |vzo — €|

— f " _Deol st 60%dy = 0 (9.16)
%o |Vzo — €|

sw s s v A 12 A A v ’ v ’ v e
Uvézime-li, Ze (60, = 60,605 a Ze prvni clen na pravé strané je s ohledem
na okrajové podminky (9.13) nulovy, miZeme oddélit redlnou a imaginrni &ast
vyrazu

y 2 Y " |60,
- <t§ﬁ;| + k2 5ﬁy|2> dy = / ' (vgo — ¢r) Mﬂl—dy < 0, pro redlnou éast,
Yo Yo

I'U:L‘o - cl2
(9.17)
v v |69, % d
e / ’ W =0 pro imaginirni &4st . (9.18)
o vao - Cl

K zesileni & zeslabeni poruchy (9.14) dochézi jen tehdy, kdyZ je ¢; # 0. Z posled-
nich dvou vztahli plyne, Ze k tomu miZe dojit jen tehdy, kdyZ v né&jakém bodé
Y1 € (Yo,y1) méni v/ znaménko, tj. rychlostni profil vz,(y) mé v tomto bodé y;
inflexni bod. Jediné za této podminky miZe byt integral (9.18) nulovy pro ¢; # 0.
Plati Rayleighova vé&ta (1880): Nuitnd podminka pro nestabilitu rychlostniho
pole je vyskyt alespori jednoho inflexniho bodu rychlostniho profilu v, (y).

Tuto podminku muZeme pfeformulovat néasledujicim zptisobem. V inflexnim
bodé& yr je rychlost vgo(yr) = ver a integrél (9.18) miZeme psét ve tvaru

n v, |60,

(er — 'um-)/ —Edy =0. (9.19)
Yo |Vzo — ¢
Souétem s integralem (9.17) dostavame konedny tvar nutné podminky nestability

v (a0 — Vor) Vg, |60y [*

3
Yo |vz0 —

dy <0. (9.20)

Tato nerovnost je splnéna jen tehdy, kdy% existuje takové y € (¥, 1), Ze n&kde
v proudovém poli plati

2
dd;’g" <0. (9.21)

Tento vysledek shrnuje Fjortoftova v&ta (1950): Podminka (9.21) je nutnd pod-
minka pro nestabilitu rychlostntho proudového pole s inflexnim bodem yj.

(Uxo - 'U:z:I)






b) Termodynamickou podminku stability procesd v tekutinach s konvekei (9.1)
Ize pro v = & = konst psat ve tvaru '

9? [v2 .
3y? ('-;—) =a*20, pro y € (¥o,¥1), (9.22)

kde o? miZe byt i funkei .

Abychom odhadli désledky podminky (9.22) mfizeme ji povaZovat za dife-
rencialni rovnici rychlostniho profilu, ktery bude zarufené spliiovat podminku
stability vi¢i malym fluktuacim. Tuto rovnici Fe$ime za okrajovych podminek
pro yo =0,

dvgo Tw
Vpo(0) =0, —— =—. 9.23
( ) ? dy vom M ( )
Vyhovuje pouze linedrni profil, pro a = %
Tw
Ugo = z’ya pro y¢€ (07y1)7 (924)

tzv. Couettovo proudéni.
V piipad$, e mé4 rychlostni profil vse(y) v bodé yr inflexni bod s rychlosti
VeI = Vgo(yr), Plati pro transformované proudové pole

TUzo = Ugo + VzI (925)
a podminka stability (9.1) ve tvaru

o\ 0%V,
— — > v . .
( 3y ) + (Tzo — Var) 57 > 0, pro viechna ¥ € (Yo,¥1) (9.26)

Plat{ nésledujici tvrzeni: Postacujici podminka pro stabilitu dvourozmérného smy-
kového proudéni (9.5) s molekuldrni viskozitou y = konst a rychlostnim profilem
Tzo(y) je podminka (9.26). Této podmince zfejmé vyhovuje rychlostni profil na
obr. 9.1. ¢).
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a) Vgo <0 b)
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Yo Yo
A z
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X0 (Veom VxDV%0 > 0 Vyo <0 (Vo V1) Vao <0
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Obr. 9.1: Typické tvary stabilnich a nestabilnich rychlostnich profild
a), b) monotonni profily bez inflexnfho bodu; stabilni podle Rayleighova kriteria
c) rychlostn{ profil s inflexnim bodem stabilni podle Fjortoftova kriteria
d) rychlostni profil, ktery mfiZe byt nestabilni jak podle Rayleighova tak i

Fjortoftova kriteria.











Ukaite, ¥e nenulové Blasiovo FeSeni obtékani nekonené rovinné desky bez
tlakového gradientu splituje nutné podminky hydrodynamické nestability (9.21)
a nevyhovuje podmince termodynamické stability (9.1) z p¥ikladu 9.

Rovnice stacionérniho nestlagitelného vazkého rovinného proudéni s tlakovym
gradientem bez uvaZovéani tepelné vodivosti jsou:
rovnice bilance hmotnosti

OVgo  OUyo
o+ =0 (10.1)

a rovnice bilance hybnosti

O0Vzo Buge  10p _ 8%

L
—_— —_—t == , = 10.2
Vao gy T Yo Oy + p Oz Y 0 (102)
za okrajovych podminek, viz obr. 10.1
Ugo =0, v, =0, pro z€(0,4), y=0
Boo =0, vy =0, pro r<0,z>¢ (10.3)

Vzo = Vzoo pro y — o0

Obrazek 10.1: Vazké lamindrni proudéni v okol{ rovinné desky






Regeni:

Uloha (10.1) a# (10.3) byla zjednodusena Blasiem tak, Ze rovinné deska délky
¢ byla prodlouZena na £ — co. Potom okrajové podminky (10.3) nabyvaji tvaru

Upo =0, vy =0, pro z>0,y=0,
(10.4)
Ugo = Ugoos Uyo =10, pro >0,y — .

Provedeme kvalitativni analyzu proudového pole v blizkosti st&ny. V mezni vrstvé

N

tloustky 6(z) je pfiény gradient rychlosti mnohem v&tsf ne¥ gradient podélny

Ovzo . Aug, < Ovgo N Avg,

ox z Oy é

Podobné z rovnice bilance hmotnosti (10.1) plati

, Tresp. —i—<<1. (10.5)

Avg, 00— 150 Ugoo Avy, Vyo Vyo O
— = — :-—-—-—-——:—-—-——, . == -, 106
Az z—0 T Ay ) Tesp Ugoo & ( )

Uréime velikost poméru é/z z rovnice bilance hybnosti (10.2). PouZitim odhadt
(10.5) a (10.6) piSeme

v Usso _ Usoo  Ap

T00
Vzoo T + Uyo =V

) 42 0T

~~

a po upravé, pro nulovy tlakovy gradient (Ap = 0) dostdvame

v 1
= =, 10.7
Vgoo® Vv Re ( )
kde Reynoldsovo &islo Re = %22 je vztaZeno k podélnému rozméru z.

Z poméru geometrickych rozméri (10.7) vidime, Ze pomér %, [#22 ~ 1 posti-
huje relaci mezi podélnymi (setrvaénymi) a p¥inymi (vazkymi) silami ve smykové
vrstvé. Zavedeme nové proménné

2020 . VUgoo

==

SRS

resp.

_ [Uzo Y — Ugzo — — Uyo — __1_ 7
"=V e T o f), v= " \/g—;f(n)~ (10.8)
Ronici bilance hmotnosti (10.1) splnime zavedenim proudové funkee % (z, y)
0 o0y 1
u=e=fl), v=-3k=Jf). (109)

Podél povrchu desky je proudové funkce nulové (mé4 fyzikdln{ vyznam priitoéného
mnoZstvi), tj.

o= [ sy =2 [ san= [ e, o)

pro y = 0 je ¥(0) = 0.
VSechny potiebné derivace rychlosti vyjad¥ime pomoci nezndmé funkce

e(n) = 2/; f(m)dn. (10.11)






Plati

w=2 = [P = 50, (10.12)
R (g’_(’ll s ﬁgo'(n)g-g) = 2= o) - el
(10.13)
'Z—Z - % T (), (10.14)
-g—g = —Zlgnw”(n) : (10.15)
%2@}% - %E’?_(pm(n), (10.16)
%_g_z _ _'2%5%' (10.17)

Dosazenim do bilance hybnosti (10.2) dostévame oby&ejnou nelinedrni diferenci-
alni rovnici p
0" + oo + 277&% =0, (10.18)
Uva?ujme mejprve proudéni bez tlakového gradientu, tj., g’}] = 0 a za okrajovych
podminek
=0, ¢'=0, pro =0,
(10.19)
o' =2, pro n—+o00.

V p¥ipadé tlakového gradientu (10.17) plati daleko od stény ug—; + E,ﬁ—gﬁ =0
a je tfeba uZit nasledujicich okrajovych podminek:

(P=07 (10,:0’ pro 77:07

(10.20)
2 !
o =2, cp”=—7p7r7=—7r’, pro 71— 00.
Zde jsme zavedli bezrozmérny tlak 7
2 4
= -p—(Q, resp. m = dm z_dp (10.21)

U2 i pied

Posledni &len v rovnici (10.18) je vliv tlakového gradientu na tvar rychlostniho
profilu. Tento &len bude mit rozhodujici vliv na stabilitu proudového pole. Posta-
gujici termodynamickd podminka stability procesu (9.1) mé s ohledem na vztahy
(10.8), (10.12), (10.14) a (10.16) a s poufitim rovnice (10.18) tvar

03

00 nZo_ (R PRI 29
Tz (¢ = pp'y" — 2n¢'n') 20, pro Vye€(0,3) (10.22)

a podobné nutn4 hydrodynamickd podminka nestability (9.21) je
3

f)-é”ﬁj‘; (' () — &' () ¢"(n) < 0,pro y € (0,3). (10.23)






Nerovnice (10.22) a (10.23) posoudime podle kvalitativniho chovani (tvaru) feseni
rovnic
"+ " =0, (10.24)

¢ (¢" —py') 20, (10.25)

za okrajovych podminek (10.19).

Zjistime zda na profilu v,,(z, y) = Y222 () existuje ve vySetfovaném intervalu
n € (0,3) inflexni bod. Podminka 1nﬂexn1ho bodu je vzhledem k (10.16) déna
" = 0. UvaZime-li, Ze @ﬂ je v&3l neZ nula, tj. ¢" > 0 a profil vye(z,y) je

konvexni —-—”—%ﬁw <0, pak musf byt s ohledem na (10.24)
" =—pp" <0 pro ye€(0,3). (10.26)

Diky okrajové podmince ¢(0) = 0 a vztahu pro rychlost vg,(z,y) = %=¢/(n) > 0
musi byt i ¢(n) > 0 pro n € (0, 3). Podminka inflexntho bodu méize byt splnéna
jen na povrchu desky, tj. v bodé n = 0, kde je v8ak vy; = 0. Nutné podminka
hydrodynamické nestability Blasiova FeSenf (10.23) je tudiZ splnéna pro cely in-
terval.

Postagujici termodynamickd podminka stability proudového pole kolem ro-
vinné desky v Blasiové piibliZzeni (10.25) vede diky monotonnimu charakteru
rychlostntho profilu ¢” > 0 k nerovnosti

O/n[dn< ‘0) 2dn]d >0, (10.27)

kterou musi nezndm4 funkce ¢(n) spliiovat. Po integraci p¥i okrajovych podmin-
kéch (10.19) plati

d0) -2 -0+ T g - £ o aoay

Dalsi Gpravou

w(n) n

resp. (10.29)

Mld

L <
o(m) <p( )
Pro ¢(0) — 0+ _]de pravé strana nerovnosti k oo a tak i ¢(n) — 0—. TudiZ termo-

dynamické kriterium (10.25) rovn&% nepotvrzuje existenci nenulového stabilniho
Blasiova feSeni.







Reste obtékani rovinné desky z piikladu 10. metodou koneénych prvki.

Reseni:

Ukolem je nalézt numerické feseni nelinearni rovnice
"+ + f(n)=0, pro neV=/(0,3). (11.1)
Okrajové podminky

©(0)=0, ¢(0)=0, ¢(3)=2. (11.2)

¢ = 9
Y= X (11.3)
X' = —ox—f

v maticovém zapisu pro vektor neznamych

Y = (¢,¢,x)
d
YI = d_nYZF(Yvn)a F= (1/)7X7_90X_f) (114)
Za Dirichletovy okrajové podminky bez tlakového gradientu, tj., f(n) =0,
e(0) =0, ¥(0)=0, »(3)=2. (11.5)

V pripadé tlakového gradientu je v8ak tfeba s ohledem na vztah (10.20) uzit
okrajové podminky

2! _dx d_p
»(3)  prigdr’

Tuto nelinearni soustavu budeme linearizovat. Definujeme odchylku 0Y od pres-
ného teseni Y, (jestlize existuje)

90(0) =0, w(o) =0, ¢(3) =2, x=- (11'6)

Y =Y,+40Y, Y' =Y +§Y', (11.7)

dosazenim do feSené rovnice (11.4) a rozvojem kolem Y, dostavame linearni rov-
nicl

Y+ (%)O(%—Y)—F(%)zﬂ, (11.8)

0 1 0
(g—f:) = 0o o 1 |. (11.9)
0 - 0 —¢,

kde





Slabé formulace linearizovaného problému (11.8) je

F
/iYcSde—l—/ or Y,=Y)—F(Y,)| 0Ydn=0, (11.10)
dn oY
v v 0
kterd ma v metodé konecnych prvki tvar
Ng d @ 7/) 0
Z/ an vl =1 x +10 d(ep5 10, X)dn =
e=1y, X —Xo¥ — PoX —®PoXo + f

(11.11)
Reseni nelinedrniho problému (11.4) je prevedeno na posloupnost linedrnich pro-
blémii tak ze, po vyfeSeni linedrniho problému (11.11) poloZime
Y=Y,. (11.12)
Je-li napi. Y, = Y™ n-t4 iterace, tak Y = Y"*! je n 4 1-ni iterace. Vypocet
pokracuje az do okamziku, kdy je splnéna podminka presnosti reSeni
1Y =Y, [|=|| Y™ —Y" ||<e. (11.13)

Resen4 oblast V = Z 1 Ve je rozdélena na Np kone¢nych prvki a feSeni Y, jeho
odchylka 0Y a geometrle jsou aproximovany linearnimi funkcemi 1/)1, 1/)2, viz obr.
11.1

2
Y, = Zyez/;z, 0Y =30V, (11.14)
i=1 !
277 1/}17 pro 6:1727"'7NE (1115)
A 1-— - 1
1/11:T£, 1/12:%5, pro (e<—1,1> (11.16)

Pro vypocet integrace na e-tém kone¢ném prvku je treba vycislit integral

(11.11), ktery napt. pro slozku ¢ ma tvar
1
d dne

/ d—nso—w 5s0d77—/ Zgo 1/)2 Z&p wj dg_o (11.17)
Ve
Prechod od lokélni souradnice & ke globalni soutadnici n je zprostfedkovan trans-
formaci (11.15), tj

d'f]e 2 a,li&l 777161 777162 A’I’]e
=Xl T TR R T

)

(11.18)

Pti stejnomérném déleni oznac¢ime velikost konec¢ného prvku An, = A. Pfi vy-
hodnocovéni integralii pies aproximacni funkce ve vztahu (11.11) je tfeba vy¢islit
integraly

L r 2 1
Jy%&:l%@:§,/mw@=§, (11.19)

jWW&=[@%=§,1ﬁ%%:[%ﬁ%:é





a) e=1 ] 2 ] | 1I — I1 ] Ng Ly
2
Il1:1 1’12:[12:2 1151 \ ; Ne
An,
b) e|1]2]3 N, | Ng
123 Ngg | Ng
f,12 |34 Np | Ngtl

Obrazek 11.1: Metoda kone¢nych prvki
a) Rozdéleni oblasti V' =< 0,3 > na kone¢né prvky V..
b) Vztah mezi lokdlni notaci i = 1,2 na koneéném prvku a globalni notaci 1; pro
celou oblast.

Po dosazeni do obecného vztahu (11.11) jsme problém feSeni diferencialni rovnice
(11.1) prevedli na feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic

2
> <A ceYe + Be‘) Y. =0, (11.20)
P ’i,j:l nznj 1 n] nJ

kde v kazdém uzlu sité n; jsou t¥i proménné ©e, e, Xe. Vektor proménnych
Y = (Qph wla X1, P2, w27 X2y s PNp+1, wNE+17 XNEJrl) (1121)

ma dimenzi 3 (Ng + 1), kde Ng je pocet koneénych prvki. S ohledem na tuto
strukturu vektoru Y je z formalniho hlediska vyhodné rozdélit i matici soustavy

(11.20) (mé dimenzi 3 (Ng + 1)) na tii matice

Ac e =%Ac VA o +XA. o, (11.22)
kde
1 2 1 1
_§_§OZ_§OP (1)()()()() ......
-+ 30 0-30%x -3 0 0 0 0
0 00-%x—-500 -3 0 x -+ 0
YA =
1 1 4 1 1
ENE R B
...... 0 0 0 —% -3 0 £ —%
(11.23)
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(11.25)
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Vektor pravé strany také rozdélime na tii casti
Be =B, + wB,;; +XB (11.26)
kde nenulova je pouze cast XBnej. Prava strana je pak rovna
?B1 =0, YBy=0, XBjy=2Xlp, +X2¢p, + XL, + X2, — f(n)
¥By=0, YBs;=0,

XBg = X001 + X001 + 2 Qo2 + Xo2Po2 + %2002 + X8 003 + 2003 — 2 (12)

WB3NE+1 — 07 ¢B3NE+2 — 07

_ XoNp_;y XoNp XoNp_q XoNp+1
XB3NE+3 — 6 QOONE_l + 6 QOONE_l + 6 SOONE + XONEQOONE + 6 QOONE—F

o Xo
+X_évE_900NE+1 + L(;Eﬂ»_l()OONE-ﬁ-l - 2f(77NE)7

LpB3(NE+1)+1 - 07 ¢B3(NE+1)+2 = 07

XBy(Np )43 = “2 B pong + 22 ooy + X E ooy g 4 KRB o — f(Ivgt)
(11.27)
Dirichletovy podminky (11.5) aplikujeme tak, 7e v matici Ac . dosadime
ni,n;
Ay = I, Ao = 1;A3(NE+1)+2,3(NE+1)+2 =1 (11-28)

a ostatni prvky na fadcich 1, 2 a 3(Ng + 1) jsou nulové, tj.

Al? = A13 == A1,3(NE+1)+3 =0
A21 = 0, A2,3 = A2,3(NE+1)+3 = 0 . (1129)

Vektor pravé strany (11.27) je upraven takto
Bi=0, By=0, Bynpsnss=2. (11.30)
Vzniklou soustavu linearnich algebraickych rovnic
Ay (D) — p) (11.31)

feSime procesem (11.12).





Reseni bez tlakového gradientu (25 elementl)

| o W X

0 0 0] 1.3326
0.12] 0.0098[ 0.1601 1.3321
0.24] 0.0384] 0.3198| 1.3285
0.36] 0.0864| 04787 1.3188
048] 0.1532] 06357 1.3002
0.6] 0.2389] 0.7902] 1.2702
0.72] 0.3427 0.94| 1.2267
0.84] 04643 1.0841| 1.1688
0.96] 0.6025 1.22| 1.0983
1,08} 0.7567| 1.3467| 1.0104
1.2] 0.9253 1.462| 0.9132
1.32] 1.1071| 1.5655[ 0.8081
1.44] 1.3005] 1.6558 0.699
1.56 1.504] 1.7333] 0.5905
1.68] 1.7159] 1.7977| 0.4863
1.8 1.935| 1.8504| 0.3904
1.92] 21596] 1.8918] .0.3049
2.04f 23887 1.924| 0.2319
2.16 2,621 1.948] 0.1714
2.28] 2.8559| 1.9657| 0.1233
24| 3.0925 1.978 0.086
2.52] 3.3305 1.9867| 0.0586
2.64] 3.5692| 1.9924| 0.0385

n 2.76] 3.8086| 1.9962| 0.0248
2.88] 4.0483| 1.9985| 0.0152
3]  4.2882 2|  0.0095
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Ukaite, Ze postaduiici termodynamickou p gkd&mi;;;ggﬁ*sjggﬁlgjdggyﬁr&éesﬁ““""\‘f" prou-"

dicich tekutinach (9.1) (viz p¥iklad 9) lze splnit zavedenim viskozity zévislé na
prostorovych soufadnicich p = p(z,y,2), resp. v = v(z,y, z) pro nestladitelné
proudéni. Ve zjednoduseném piipadé smykového proudéni mézeme zdkony bi-
lance

OUgo  OVyo
| et e =0, (12.1)
Mzo Ovgo  Opo O [ Ougo 0 [ Oug
Voo By T U Byt or s (” B ) * 3y (” By ) (12.2)
splnit funkcemi
_ _a Opo _ _ u(y)
'U?;o = 'U:z;o(y) y Uyo = 07 Oz =V, V(y) - P) . (123)

Za predpokladu vyrovnaného smykového proudéni s nulovym tlakovym gradien-
tem je rovnice bilance hybnosti rovna

Opo _ O o )5%0
pdzr Oy v 0y

dUgo
) =0, resp. y(y)dly— = konst . (12.4)

Tuto diferencidlni rovnici pro rychlostni profil v,(y) fedime pii okrajovych pod-
minkach uréujicich obtékani rovné desky (viz rovnice (10.3) z p¥ikladu 10), tj.

'Ua:o(o) ; 'Ua:o(y = OO) = Uzeo » (125)

pro zatim neznimou funkei v(y), kterd je YeSenim rovnice (12.7).
Termodynamické podminka stability (9.1) mé za téchto pfedpokladi tvar

dvgo )" dudvg,  d®vg,
I T 2 ’ = :
u( 2 > + Vg ( oy T ) >0, pro p=u(y) (12.6)

je splnéna identicky pro molekuldrni viskozitu jen v pfipadé Stokesova proudéni,
tj. vz — 0 a v p¥ipadd vyrovnaného proudu d—gff — 0. V ostatnich pfipadech je
viskozita p(y) > 0 pro vg,(y) > 0 uréena diferencidlni rovnici

dp dvg, | d?vg,
pdy dy — dy?

=0 (12.7)
s okrajovymi podminkami

B ymy,, = #W)ymy, = Hmol - (12.8)

ol pp

L bte
e
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Podminka (12.7) je ekvivalentni bilanci (12.4), protoZe jsme navic (viz (12.4))
predpokladali, Ze tlakovy gradient %% = (. Termodynamické podminka stability

(12.6) ve tvaru
dvgo\
bk I 12.9
“( dy ) - (129)
je splnéna identicky.
Bod y;, je bod blizko pevné stény (vétsinou pfimo pevnd sténa y;, = 0), tj.

d?vg,

Uzo (yh) - 0) '@T

=0, (12.10)
iy '

bod g, je bod blizko vyrovnaného proudu (vétginou blizko smluvni tloustky mezni
vrstvy 6)

d*vg,o
? dy2

dvg,
dy

=0, (12.11)
Yiy

Vzo (ylz) = Vg0 »

Yiay

viz obr. 12.1. V blizkém okol{ t&chto bodd jsou splnény piedpoklady stabilniho
proudéni, tj. bud Re < 1, viz vztah (10.7) z piikladu 10 a nebo kriterium stability
(9.26) z piikladu 9.

Regeni:

Nagim tkolem je Fesit souéasng diferencialni rovnici pro rychlostni profil (12.4)
a diferencialnf rovnici pro viskozitu (12.7) za odpovidajicich okrajovych podminek
(12.5) a (12.8). Rovnici pro priibéh viskozity (12.7) upravime

d2vgo
dy? ____il__ dVgo z_i — 1 12.1
%;& dyln(dy) dyln,u Q, (12.12)

kde jsme oznaéili ji = %%. Integraci v intervalu y € (y;,y) dostavame

Ugo(¥) \ _ p(y) dvgo dzo
In ('U;,-o(yt)> =—In <m> , Tresp. N(y)—c—l-"l;— - ,U(yt) dy

= A = konst,
Yt

(12.13)
co¥ je rovnice bilance hybnosti (12.4).
Poznamka: Tento vysledek nep¥ekvapi, jestlize vyjdeme z obecného tvaru zakona
bilance hybnosti pro Newtonskou tekutinu

s Op d . . v vk
pvt + Er 5};75323 , U= p (b’x‘g + 5}7) (12.14)

a z obecného tvaru postadujici termodynamické podminky stability procesd v
tekutinach
. N G AL
5;;10_(7)%‘123) = td:fs'a—x—k‘:' -+ Uz"é—x‘f' = tdgséﬁ 14 -5- + 'Uz'a—x";r Z 0, (1215)
(viz vztah (9.127) v knize F. Marik, Termodynamika kontinua, Academia, Praha
1999). Odtud je zfejmé, Ze pro stabilitu proudového pole je nutné, aby disipoyané

. z . ki (')ui YNZ P . ’ I 'U.2
mechanické energie t3, 22¢ byla veétsi (nejvyse rovna) mechanicke energii p(—;—) +






v"%’%. Prvni €len v nerovnosti je vidy kladny a druhy &len je mechanicky vykon
tfecich sil, ktery je roven z vné doddvanému mechanickému vykonu. Jejich soudet
musi byt i v oblasti turbulence kladny, nanejvige roven nule. Nerovnost (12.15) je
pak podminkou pro vypocet turbulentn{ viskozity u(z!) jako funkce prostorovych
soufadnic.

V piipadé rovnob&iného smykového proudénf ( 12.3) pro vy, > 0 je podminka
stability (12.6), kterd vede na rovnici pro ”turbulentni viskozitu” (12.13) identic-
kou s rovnicf bilance hybnosti (12.4). Pojem turbulentni viskozita je pouZivan v
analogii s Prandtlovym vztahem, viz déle vatahy (12.33) a (12.34).

Konec poznamky.
Vyrovnané smykové pole rozdélime na tii &4sti, viz obr. 12.1

1. ¢ast stény s laminarnim prouddnim y > 0, tzv. vazkou podvrstvu,
2. Cést s turbulentnim proudénim,

3. Cast s lamindrnim proud&nim v okolé bodu Yl

» A\ lamindmi

turbulentni

dv

@

vazka podvrstva

¢!
>

X

rovna sténa

Obréazek 12.1: Schematické zndzornéni jednotlivijch proudovych reZimi ve vyrov-
naném smykovém proudu.

Ve vBech téchto oblastech musi turbulentni viskozita spliovat rovnici (12.13),
kterd je identickd s rovnici bilance hybnosti (12.4) s okrajovymi podminkami
(12.8), (12.10) a (12.11). Viskozitu budeme v okolf bodi y = 0, Y1, aproximovat
kvadratickou funkct

A
py) =a+by+cy’ = g—. (12.16)
dy
Konstanty a, A, b, ¢ uréime tak, abychom vyhovéli okrajovym podminkim na
rychlostni profil (12.5) a okrajovym podminkdm na viskozitu (12.8).
Integraci (12.4) vypocteme rychlostni profil

24 2cy +b
velV) = g e e

Konstantu B stanovime z okrajové podminky na rychlost, v,, v bods y=0a
Vzo = Vzoo (y—?) v bodé y;,. :

Tudiz

arctan ( ) +B, —D=4dac—b>0. (12.17)

b=0, B=0, pro y=0, (12.18)






b= —2cy,, B =10 (—y;lsi) , DIO Y=1Up,. (12.19)

Poloha bodu ¥, je nezndma, ale pii limitnim pfechodu y;, — ¢ musi byt splnény
okrajové podminky (12.8) a# (12.11). Z téchto dtvodd je pouzit faktor %2.
Odpovidajici rychlostni profily jsou

Vgo(y) = \/2% arctan (\/2%) , pro vazkou podvrstvu, (12.20)
2A 2¢c(y — i
Vgo(Y) = ﬁ arctan <—(5——:—_Dql—2—)) + Ugoo (%) , pro okoli ,. (12.21)
7 podminek na derivace rychlostniho profilu
dvgo| _A_ Tw e A 7 (1_%), (12.22)
dy 0 a Hemol dy i, a — Ccyj, Hmol 6

a s ohledem na okrajovou podminku (12.8) dostdvame

A="Ty, = tma,pro y=0; A=Tl( *%) ,a=umal+cy,22,proy=ylz.
(12.23)

Podobné pro obg &asti rychlostniho profilu plati
—D = 4cpmol - (12.24)

Konstantu ¢ uréime z empiricky nalezeného rychlostnfho profilu u stény, tzv.
zékona stény, viz dale. V okolf stény plati (12.20)

Tw c
Ugo = arctan , 12.25
20 = ettt (V o y) (12:25)

a vné smykové vrstvy (12.21)

Yia T Y, c
= — - t - . 2
Vzo Vzoo 5 + \/m ( 5 ) arctan l: Lol (y ylz)] (12 6)

Zavedeme bezrozmérnou spofadnici y* a t¥eci rychlost v,, tak jak je obvyklé v
teorii mezni vrstvy

* Ur * UT(S Tw Hmol
= , =, o= [ vpa = 12.27
v Vmoly Vol p mol P ( )
Rychlostni profily (12.25) a (12.26) p¥epiSeme do bezrozmérného tvaru

1

Uso — = arctan (k13") , (12.28)
UT ,‘ﬁl

'U:co _ Umoo QL}_ l . _ N
Z;— v ( ) ) + K3 arctan (Kl (y yl?)) J (12.29)

kde konstanta ¢ je stejné jak pro proudéni u stény tak i pro proudéni vné mezni
vistvy a nahradime ji konstantou 1,

Himol© , Kz= ,{1___12__;_ (1230)

Ky =






TYeci napéti spliiuji podminku 7; < 7, takZe i k3 > k. Velikosti 7; a k3 nejsou
pevné stanoveny.

Zavedeni 7; je &isté formalni, nebot souvisi podle (12.22) s derivaci 5‘%;& "
p 1
kter4 je velmi mald a v podstaté libovolna. Tyto konstanty maji vyznam Karma-

novy konstanty v Prandtlové teorii sméSovaci délky, viz dale.
Rychlostni profily (12.28) a (12.29) majf v linedrni aproximaci tvar

VUgo R * *

—1;- =¢y* pro y € (O,ytl) ) (12.31)
Vo _ Voo (Ua) L Ty V) () (12.32)
v, vy §* Tw o l2 .

a konstanty k1, k3 vypadnou. Vyloudenim ¢ ze vztahd (12.30) a pouZitim podmi-
nek (12.18), (12.19), (12.23) a (12.27) m4 turbulentni viskozita tvar

u(y*) = pmat (1+ K3Y**) , pro y* e (0.4 (12.33)

2
W) = bt [+ (" = 33)] oo w7 € (i) (12.34)

V turbulentni oblasti 2. ¥ € (yt,,Ys,) rychlostnfho profilu, viz obr. 12.1, nenf
na turbulentni viskozitu v rovnici (12.13) kladena Z4dna okrajovi podminka.
Pfedpokliaddme linedrni zavislost

p="by = ) (12.35)

a po integraci z bodu y;,

'U:co(y) = 'Uwo(ytl) +A;In (i> , pro A = = —, (12.36)

Y

Zavedeme bezrozmd&rné veli¢iny (12.27) a konstantu b uréime z empirického loga-
ritmického zakona stény tak, Ze poloZime

b= ﬁ%‘—"l = % (12.37)

Veli¢ina 7* = l—j’lil vystupuje v zdkonu stény
mo.

Uzo Yao (yfl)
T T
a stanovime ji porovnanim ¢lent
Ugo | YT 1
wo(t1)=-y—*lnyzrl+5, @*:E=2,44, (12.39)

T

Dosazenim opét do vztahu (12.35) dostavame tvar turbulentni viskozity v oblasti

2

1= fhmois = zz=ﬁ—"-”31-y*=w y* (12.40)
mo_.g moyk 2’44 molY - .






Spojenim vztaht pro turbulentni viskozitu (12.33), (12.40) a (12.34) dostévame
jeji pritbéh (obecné nespojity) nap¥i¢ vyrovnanym smykovym proudem.
Konstanty x; a g, rychlostnich profil (12.28) a (12.38) urtime ze spojitosti
rychlosti a jeji derivace v bodé y} . Tato spojitost je zarucena nésledujicimi dvémi
podminkami
E—arc’can (n *) —-lln v +5 (12.41)
K1 1 ytl e P ytl ) .
1 1
L+ (k)" ol
pro nezndmé k; a yj, pii zadané (experimentdlng urfené) hodnoté x = 1 /2,44 =
0,40984. Fyzikaln& mo7né feSeni vede na algebraickou rovnici

tfi- (2]

(12.43)

(12.42)

1 Y 1
—1n<—>~—arctanY+5=0, pro anlyZ‘l:—i
K K1 K1 2Ky

Numerickym feSenim nalezneme hodnoty x; = 0,094 a yi, = 44,2.

Poradavek spojitosti derivace rychlosti (12.42) vede s ohledem na obecny
vztah (12.16) na spojitost i turbulentni viskozity. Podobn& by bylo moiné fe-
Sit prechod mezi oblasti 2 a 3 nalezenim vztahu mezi yj, yj;, pro zadané x a
vypoétené ki, viz obr. 12.2.

0 R 7 y;;s

Obrazek 12.2: Schematicky pribéh turbulentni viskozity pro vyrovnané smykové
proudént.

Na obr. 12.3 je naméfeny pribéh stfedni rychlosti na obtékané rovné sténé.
Oblast vazké podvrstvy pro y* € (O,y;‘1 lze aproximovat rychlostnim profilem
(12.28)

3;&‘1 — 10, 64 arctan(0, 094y*) . (12.44)
§

V logaritmické oblasti plat{ vztah (12.38), tj.
Y20 _ 9 44lny* +5. (12.45)
-

Ve vn&j3{ laminarni oblasti lze pou¥it aproximaci (12.29), popf. (12.32). P¥edpo-
kladejme tloustku mezni vrstvy § a aproximujeme t¥eci napéti na sténé. Pro tiect
rychlost lze psat pfibliZny vztah

/7' \ dvge| . [ v
Vr = ”pﬂ = A| Ymol “d'é_ , =(C Vmal_%o's'a (1246)
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Obrézek 12.3: Naméreny pribéh rychlosti v turbulentni mezni vrstvé bez podél-
ného tlakového gradientu (podle L. P. Purtell et all., Physics of Fluids, vol. 2/,
pp. 802-811, May 1981. Copyright 1981 American Institute of Physics.)

Y, = vr9 = (] Usood = 01\/R65, pro Re; = vzooé. (12.47)

Vol VUmol Vrnol

UvaZovanim vztahdl (12.46) a (12.47) mbZe rychlost ve vné&jsl oblasti turbulentni
mezni vrstvy aproximovat

Vzo V4 R65 1
- = c + . arctan I:Iﬁ (y* — CI\/Ret;)] . (12.48)

Porovnénim s experimenty na obr. 12.3 zjistime, %e i parametr C; z4vist na
Regs, konkrétné pak C; =0, 218Re(15/ 5,
Poznamka. Ve vyrovnané smykové vrstvé tloustky § popsané modelovou rovnici
(12.4) by byla § = konst a Re; by se ménilo jen s vy a C; by pravdépodobns
bylo konstantou.
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Ukaite, Ze postaduiici termodynamickou p gkd&mi;;;ggﬁ*sjggﬁlgjdggyﬁr&éesﬁ““""\‘f" prou-"

dicich tekutinach (9.1) (viz p¥iklad 9) lze splnit zavedenim viskozity zévislé na
prostorovych soufadnicich p = p(z,y,2), resp. v = v(z,y, z) pro nestladitelné
proudéni. Ve zjednoduseném piipadé smykového proudéni mézeme zdkony bi-
lance

OUgo  OVyo
| et e =0, (12.1)
Mzo Ovgo  Opo O [ Ougo 0 [ Oug
Voo By T U Byt or s (” B ) * 3y (” By ) (12.2)
splnit funkcemi
_ _a Opo _ _ u(y)
'U?;o = 'U:z;o(y) y Uyo = 07 Oz =V, V(y) - P) . (123)

Za predpokladu vyrovnaného smykového proudéni s nulovym tlakovym gradien-
tem je rovnice bilance hybnosti rovna

Opo _ O o )5%0
pdzr Oy v 0y

dUgo
) =0, resp. y(y)dly— = konst . (12.4)

Tuto diferencidlni rovnici pro rychlostni profil v,(y) fedime pii okrajovych pod-
minkach uréujicich obtékani rovné desky (viz rovnice (10.3) z p¥ikladu 10), tj.

'Ua:o(o) ; 'Ua:o(y = OO) = Uzeo » (125)

pro zatim neznimou funkei v(y), kterd je YeSenim rovnice (12.7).
Termodynamické podminka stability (9.1) mé za téchto pfedpokladi tvar

dvgo )" dudvg,  d®vg,
I T 2 ’ = :
u( 2 > + Vg ( oy T ) >0, pro p=u(y) (12.6)

je splnéna identicky pro molekuldrni viskozitu jen v pfipadé Stokesova proudéni,
tj. vz — 0 a v p¥ipadd vyrovnaného proudu d—gff — 0. V ostatnich pfipadech je
viskozita p(y) > 0 pro vg,(y) > 0 uréena diferencidlni rovnici

dp dvg, | d?vg,
pdy dy — dy?

=0 (12.7)
s okrajovymi podminkami

B ymy,, = #W)ymy, = Hmol - (12.8)

ol pp

L bte
e

s






Podminka (12.7) je ekvivalentni bilanci (12.4), protoZe jsme navic (viz (12.4))
predpokladali, Ze tlakovy gradient %% = (. Termodynamické podminka stability

(12.6) ve tvaru
dvgo\
bk I 12.9
“( dy ) - (129)
je splnéna identicky.
Bod y;, je bod blizko pevné stény (vétsinou pfimo pevnd sténa y;, = 0), tj.

d?vg,

Uzo (yh) - 0) '@T

=0, (12.10)
iy '

bod g, je bod blizko vyrovnaného proudu (vétginou blizko smluvni tloustky mezni
vrstvy 6)

d*vg,o
? dy2

dvg,
dy

=0, (12.11)
Yiy

Vzo (ylz) = Vg0 »

Yiay

viz obr. 12.1. V blizkém okol{ t&chto bodd jsou splnény piedpoklady stabilniho
proudéni, tj. bud Re < 1, viz vztah (10.7) z piikladu 10 a nebo kriterium stability
(9.26) z piikladu 9.

Regeni:

Nagim tkolem je Fesit souéasng diferencialni rovnici pro rychlostni profil (12.4)
a diferencialnf rovnici pro viskozitu (12.7) za odpovidajicich okrajovych podminek
(12.5) a (12.8). Rovnici pro priibéh viskozity (12.7) upravime

d2vgo
dy? ____il__ dVgo z_i — 1 12.1
%;& dyln(dy) dyln,u Q, (12.12)

kde jsme oznaéili ji = %%. Integraci v intervalu y € (y;,y) dostavame

Ugo(¥) \ _ p(y) dvgo dzo
In ('U;,-o(yt)> =—In <m> , Tresp. N(y)—c—l-"l;— - ,U(yt) dy

= A = konst,
Yt

(12.13)
co¥ je rovnice bilance hybnosti (12.4).
Poznamka: Tento vysledek nep¥ekvapi, jestlize vyjdeme z obecného tvaru zakona
bilance hybnosti pro Newtonskou tekutinu

s Op d . . v vk
pvt + Er 5};75323 , U= p (b’x‘g + 5}7) (12.14)

a z obecného tvaru postadujici termodynamické podminky stability procesd v
tekutinach
. N G AL
5;;10_(7)%‘123) = td:fs'a—x—k‘:' -+ Uz"é—x‘f' = tdgséﬁ 14 -5- + 'Uz'a—x";r Z 0, (1215)
(viz vztah (9.127) v knize F. Marik, Termodynamika kontinua, Academia, Praha
1999). Odtud je zfejmé, Ze pro stabilitu proudového pole je nutné, aby disipoyané

. z . ki (')ui YNZ P . ’ I 'U.2
mechanické energie t3, 22¢ byla veétsi (nejvyse rovna) mechanicke energii p(—;—) +






v"%’%. Prvni €len v nerovnosti je vidy kladny a druhy &len je mechanicky vykon
tfecich sil, ktery je roven z vné doddvanému mechanickému vykonu. Jejich soudet
musi byt i v oblasti turbulence kladny, nanejvige roven nule. Nerovnost (12.15) je
pak podminkou pro vypocet turbulentn{ viskozity u(z!) jako funkce prostorovych
soufadnic.

V piipadé rovnob&iného smykového proudénf ( 12.3) pro vy, > 0 je podminka
stability (12.6), kterd vede na rovnici pro ”turbulentni viskozitu” (12.13) identic-
kou s rovnicf bilance hybnosti (12.4). Pojem turbulentni viskozita je pouZivan v
analogii s Prandtlovym vztahem, viz déle vatahy (12.33) a (12.34).

Konec poznamky.
Vyrovnané smykové pole rozdélime na tii &4sti, viz obr. 12.1

1. ¢ast stény s laminarnim prouddnim y > 0, tzv. vazkou podvrstvu,
2. Cést s turbulentnim proudénim,

3. Cast s lamindrnim proud&nim v okolé bodu Yl

» A\ lamindmi

turbulentni

dv

@

vazka podvrstva

¢!
>

X

rovna sténa

Obréazek 12.1: Schematické zndzornéni jednotlivijch proudovych reZimi ve vyrov-
naném smykovém proudu.

Ve vBech téchto oblastech musi turbulentni viskozita spliovat rovnici (12.13),
kterd je identickd s rovnici bilance hybnosti (12.4) s okrajovymi podminkami
(12.8), (12.10) a (12.11). Viskozitu budeme v okolf bodi y = 0, Y1, aproximovat
kvadratickou funkct

A
py) =a+by+cy’ = g—. (12.16)
dy
Konstanty a, A, b, ¢ uréime tak, abychom vyhovéli okrajovym podminkim na
rychlostni profil (12.5) a okrajovym podminkdm na viskozitu (12.8).
Integraci (12.4) vypocteme rychlostni profil

24 2cy +b
velV) = g e e

Konstantu B stanovime z okrajové podminky na rychlost, v,, v bods y=0a
Vzo = Vzoo (y—?) v bodé y;,. :

Tudiz

arctan ( ) +B, —D=4dac—b>0. (12.17)

b=0, B=0, pro y=0, (12.18)






b= —2cy,, B =10 (—y;lsi) , DIO Y=1Up,. (12.19)

Poloha bodu ¥, je nezndma, ale pii limitnim pfechodu y;, — ¢ musi byt splnény
okrajové podminky (12.8) a# (12.11). Z téchto dtvodd je pouzit faktor %2.
Odpovidajici rychlostni profily jsou

Vgo(y) = \/2% arctan (\/2%) , pro vazkou podvrstvu, (12.20)
2A 2¢c(y — i
Vgo(Y) = ﬁ arctan <—(5——:—_Dql—2—)) + Ugoo (%) , pro okoli ,. (12.21)
7 podminek na derivace rychlostniho profilu
dvgo| _A_ Tw e A 7 (1_%), (12.22)
dy 0 a Hemol dy i, a — Ccyj, Hmol 6

a s ohledem na okrajovou podminku (12.8) dostdvame

A="Ty, = tma,pro y=0; A=Tl( *%) ,a=umal+cy,22,proy=ylz.
(12.23)

Podobné pro obg &asti rychlostniho profilu plati
—D = 4cpmol - (12.24)

Konstantu ¢ uréime z empiricky nalezeného rychlostnfho profilu u stény, tzv.
zékona stény, viz dale. V okolf stény plati (12.20)

Tw c
Ugo = arctan , 12.25
20 = ettt (V o y) (12:25)

a vné smykové vrstvy (12.21)

Yia T Y, c
= — - t - . 2
Vzo Vzoo 5 + \/m ( 5 ) arctan l: Lol (y ylz)] (12 6)

Zavedeme bezrozmérnou spofadnici y* a t¥eci rychlost v,, tak jak je obvyklé v
teorii mezni vrstvy

* Ur * UT(S Tw Hmol
= , =, o= [ vpa = 12.27
v Vmoly Vol p mol P ( )
Rychlostni profily (12.25) a (12.26) p¥epiSeme do bezrozmérného tvaru

1

Uso — = arctan (k13") , (12.28)
UT ,‘ﬁl

'U:co _ Umoo QL}_ l . _ N
Z;— v ( ) ) + K3 arctan (Kl (y yl?)) J (12.29)

kde konstanta ¢ je stejné jak pro proudéni u stény tak i pro proudéni vné mezni
vistvy a nahradime ji konstantou 1,

Himol© , Kz= ,{1___12__;_ (1230)

Ky =






TYeci napéti spliiuji podminku 7; < 7, takZe i k3 > k. Velikosti 7; a k3 nejsou
pevné stanoveny.

Zavedeni 7; je &isté formalni, nebot souvisi podle (12.22) s derivaci 5‘%;& "
p 1
kter4 je velmi mald a v podstaté libovolna. Tyto konstanty maji vyznam Karma-

novy konstanty v Prandtlové teorii sméSovaci délky, viz dale.
Rychlostni profily (12.28) a (12.29) majf v linedrni aproximaci tvar

VUgo R * *

—1;- =¢y* pro y € (O,ytl) ) (12.31)
Vo _ Voo (Ua) L Ty V) () (12.32)
v, vy §* Tw o l2 .

a konstanty k1, k3 vypadnou. Vyloudenim ¢ ze vztahd (12.30) a pouZitim podmi-
nek (12.18), (12.19), (12.23) a (12.27) m4 turbulentni viskozita tvar

u(y*) = pmat (1+ K3Y**) , pro y* e (0.4 (12.33)

2
W) = bt [+ (" = 33)] oo w7 € (i) (12.34)

V turbulentni oblasti 2. ¥ € (yt,,Ys,) rychlostnfho profilu, viz obr. 12.1, nenf
na turbulentni viskozitu v rovnici (12.13) kladena Z4dna okrajovi podminka.
Pfedpokliaddme linedrni zavislost

p="by = ) (12.35)

a po integraci z bodu y;,

'U:co(y) = 'Uwo(ytl) +A;In (i> , pro A = = —, (12.36)

Y

Zavedeme bezrozmd&rné veli¢iny (12.27) a konstantu b uréime z empirického loga-
ritmického zakona stény tak, Ze poloZime

b= ﬁ%‘—"l = % (12.37)

Veli¢ina 7* = l—j’lil vystupuje v zdkonu stény
mo.

Uzo Yao (yfl)
T T
a stanovime ji porovnanim ¢lent
Ugo | YT 1
wo(t1)=-y—*lnyzrl+5, @*:E=2,44, (12.39)

T

Dosazenim opét do vztahu (12.35) dostavame tvar turbulentni viskozity v oblasti

2

1= fhmois = zz=ﬁ—"-”31-y*=w y* (12.40)
mo_.g moyk 2’44 molY - .






Spojenim vztaht pro turbulentni viskozitu (12.33), (12.40) a (12.34) dostévame
jeji pritbéh (obecné nespojity) nap¥i¢ vyrovnanym smykovym proudem.
Konstanty x; a g, rychlostnich profil (12.28) a (12.38) urtime ze spojitosti
rychlosti a jeji derivace v bodé y} . Tato spojitost je zarucena nésledujicimi dvémi
podminkami
E—arc’can (n *) —-lln v +5 (12.41)
K1 1 ytl e P ytl ) .
1 1
L+ (k)" ol
pro nezndmé k; a yj, pii zadané (experimentdlng urfené) hodnoté x = 1 /2,44 =
0,40984. Fyzikaln& mo7né feSeni vede na algebraickou rovnici

tfi- (2]

(12.43)

(12.42)

1 Y 1
—1n<—>~—arctanY+5=0, pro anlyZ‘l:—i
K K1 K1 2Ky

Numerickym feSenim nalezneme hodnoty x; = 0,094 a yi, = 44,2.

Poradavek spojitosti derivace rychlosti (12.42) vede s ohledem na obecny
vztah (12.16) na spojitost i turbulentni viskozity. Podobn& by bylo moiné fe-
Sit prechod mezi oblasti 2 a 3 nalezenim vztahu mezi yj, yj;, pro zadané x a
vypoétené ki, viz obr. 12.2.
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Obrazek 12.2: Schematicky pribéh turbulentni viskozity pro vyrovnané smykové
proudént.

Na obr. 12.3 je naméfeny pribéh stfedni rychlosti na obtékané rovné sténé.
Oblast vazké podvrstvy pro y* € (O,y;‘1 lze aproximovat rychlostnim profilem
(12.28)

3;&‘1 — 10, 64 arctan(0, 094y*) . (12.44)
§

V logaritmické oblasti plat{ vztah (12.38), tj.
Y20 _ 9 44lny* +5. (12.45)
-

Ve vn&j3{ laminarni oblasti lze pou¥it aproximaci (12.29), popf. (12.32). P¥edpo-
kladejme tloustku mezni vrstvy § a aproximujeme t¥eci napéti na sténé. Pro tiect
rychlost lze psat pfibliZny vztah

/7' \ dvge| . [ v
Vr = ”pﬂ = A| Ymol “d'é_ , =(C Vmal_%o's'a (1246)
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Obrézek 12.3: Naméreny pribéh rychlosti v turbulentni mezni vrstvé bez podél-
ného tlakového gradientu (podle L. P. Purtell et all., Physics of Fluids, vol. 2/,
pp. 802-811, May 1981. Copyright 1981 American Institute of Physics.)

Y, = vr9 = (] Usood = 01\/R65, pro Re; = vzooé. (12.47)

Vol VUmol Vrnol

UvaZovanim vztahdl (12.46) a (12.47) mbZe rychlost ve vné&jsl oblasti turbulentni
mezni vrstvy aproximovat

Vzo V4 R65 1
- = c + . arctan I:Iﬁ (y* — CI\/Ret;)] . (12.48)

Porovnénim s experimenty na obr. 12.3 zjistime, %e i parametr C; z4vist na
Regs, konkrétné pak C; =0, 218Re(15/ 5,
Poznamka. Ve vyrovnané smykové vrstvé tloustky § popsané modelovou rovnici
(12.4) by byla § = konst a Re; by se ménilo jen s vy a C; by pravdépodobns
bylo konstantou.
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Priklad 14

Ukazte, Ze zavedenim pole rychlosti v = v (x, t) v geometrickém prostoru (x, t)
pribude v tomto prostoru dalsi objemova sila (vedle sily f = —V® vyvolané po-
tencidlni energif), kterd souvisi s gradientem tlaku Vp, popf. s elasticitou prostoru
Vta (ter je tenzor elastickych napéti). Tato sila ptisobi na kazdy materidlovy bod
kontinua.

ReSeni: Existenci dal$i objemové sily ukdaZeme pomoci analogie s dynamikou
hmotného bodu

p=mv

%

x = x(t,,t) ... trajektorie

dx .
=—=x(t ,t
Y dt X(" )

5

X

1
X

Obrazek 14.1: Pohyb hmotného bodu v poli konzervativnich sil f

Podle Hamiltonova principu je pohyb hmotného télesa o hmotnosti m v silo-
vém poli s potencidlni energii ®,,, viz Obr. 2?2, urlen trajektorii x = x(t,, t)
- O(mo") OH : . . ., OH
) = =——, kd f=mut vt =3 = — 14.1
a hamiltonidn H (p’, z') = % +®,, je roven souctu kinetické a potencialni energie
télesa. Tudiz v kazdém okamziku ¢ a odpovidajicim bodé x plati
d(mv)  OH
- =0 N 14.2
5+ B [N] (14.2)
Pohyb néjakého materidlového bodu X, materidlového kontinua hustoty p,(X),
vyjadifme pomoci jeho trajektorie x = x(X,7) a rychlosti v = x =

ox _
E‘X -
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v(x, 1), viz Obr. 22. Rovnovaha sil (2?) md v jednotce objemu V obevny tvar (viz
napt. TK ? vztah (6.51))

Apv')  O(pv'dt) 9D Ot"

ot o~ Por o

Upravime setrvac¢nou silu na levé strané rovnice (??)

(14.3)

v

vV=v(x,t
e

/ -l—\ x=x(X,t)
x,p (x,t)

X,p, (X,t)

Obrazek 14.2: Pohyb materidlového bodu X v materidlovém prostfedi (kontinuu)

d(pv') | d(pv'v!) { op
ot

ot od &El} (144

81} 0 <1)2)
=p — ) = pv x rotv]'
x

ot

Predpokladdame, Ze se mnoZzstvi hmoty v objemu v zachovava L+ a(p ~ D=0a
konvektivni derivaci jsme upravili podle vztahu *

81} o [v? ;
Vol = B (5) — [v X rotv] (14.5)

Uvéazime-li, Ze se materidlovy bod pohybuje v poli objemovych sil s potencidlem
®(x), Ize rovnovéhu sil (??) v geometrickém bodé€ x v Case 7 vyjadfit ve tvaru

o(v')  Oe . 10t8
- = (v X —i— — N/k 14.6
2F. Marsik, Termodynamika kontinua, Academia Praha, 1999
3a x (b x ¢) = (ac)b — (ab)c nebo ve slozkdach  €;5,a"€"™b,,c,, = €616 a* b e =

(o707 — 6?5,:“)akbmcn = (aep)b; — (a¥by)c;
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kde celkovou energii materidlového bodu (vztaZzeno na jednotku hmotnosti, napf.
1 kg)jsme oznacili € a rotaci rychlostniho pole w) , tj.

2 ook
c= D40, weoroty, =Sl (14.7)

Porovnanim vztahu (??) s rovnici rovnoviahy sil (??) pro téleso o jednotkové
hmotnosti, tj.

o' OH _ov' 0= _
or T ow ot or

zjistime, Ze dodatecnd sila na pravé strané (??)

0, tudiz H=¢ (14.8)

(v x W)+ 1 0th
A% Y% -
p Oz

(14.9)

je disledkem pohybu materidlového bodu v materidlovém kontinuu a Ize inter-
pretovat jako disledek povrchovych sil (analogicky tenzoru napéti). Fyzikalni in-
terpretaci silovych uéinkd vyvolanych vektorem vifivosti w je vénovan priklad
15.






Example 17

Maxwell demon works? — Performance of vortex tube

The vortex tube was invented quite by accident in 1928 by French physics stu-
dent Georges J. Ranque. He was experimenting with a vortex type pump and he
noticed warm air exhausting from one end and cold air from the other. The com-
mercial potential was at that time so feeble, that the device producing the hot and
cold air without moving parts soon failed. The improved design of vortex tube
(Wirbelrohr) was proposed by German physicist Rudolf Hilsch and was published
in 1947. This is the main reason why this device is named as the Ranque-Hilsch
vortex tube.

COMPRESSED AIR

HOT AIR
up to 127°C

COLD AIR
up to -46°C

Figure 17.1: Sketch of the vortex tube performance.
(http : //en.wikipedia.org/wiki/V ortex_tube)

Current and widely accepted explanation of the Ranque-Hilsch vortex tube
performance is as follows:

Compressed air incoming tangentially creates vortex motion. This spinning
stream of air turns 90° and passes down the hot tube end in the form of a spinning
shell; see red curve in Fig. 17.1. A valve at the right end allows some of the
warmed air to escape. What does not to escape, heads back down to the left end
as a second inner vortex. In this inner vortex is the low pressure and consequently
the low temperature, see Fig.17.1 blue curve. The cold air exhausts through the
other end (inner valve).

17.1 Flow field distribution and evaluation of the potential energy
of the rotation

Starting with the definition of entropy

.0 2
Ti—he— 2 for hy=u+2+L +¢ 17.1)
pOot p 2

On the base of this definition the thermodynamic condition of stability follows,
see the formula (9.127) in [1]. Applying this concept we can conclude that the
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solid body vortex is at the margin of the stability and the potential vortex is stable.
The temperature redistribution - energy separation - is a consequence of the flow
field redistribution into two parts: stable part and unstable part. By thermodynamic
stability criteria the flow tends to the stable states; it is to the potential like vortex
flow, which spreads in some part of the vortex tube cross-section, see Fig. 17.2.
Due to the flow stability are the pressure pulsations and the entropy changes very
small; for first estimate at least. By the entropy definition (17.1) the total enthalpy
is constant.

The rotating fluid at some distance of the vortex tube can be divided into three
parts:

e the inner core - solid body like vortex,
e the central region - potential like vortex
e the outer region - retarded vortex,

see Fig. 17.2. On each fluid element (material point) rotating with the angular
velocity v4 affects the centrifugal force

v2 0
fromt = 2= 200 (17.2)
r or
This centrifugal force can be replaced by the volume force generated by the
potential ¢(r,t), see e.g. [2]. This potential represents the potential energy and
for the defined angular velocity can be calculated by the formula (17.2). After

integration we obtain

for the inner core

r?Q3?
VoisB = 18,  ¢isp = — 5 + CisB (17.3)
for the central region
27120} 27r20)°
Vo — i L ng:MWLCP (17.4)
r 2r
for the outer region
r %
Voose = (b (1 — ﬁ) T, (17.5)
2
2
Q2 R3n? 2\ r r\ !
= — 1 1+—)=|(1——= C
base 2(n+1)(n+2) Ut Ry Ry s





INITIAL STATE
Vo UNSTABLE T
v, =R,
v =0, v =Qr
9 )
 staoty
o(\,s‘i—q{’j/
)
T |--"" / .-
i — Lommn” instability
o S~ /
B v #0
: EE———,
r ry R,
FINAL STATE
inner core central region outer region
STABLE
UNSTABLE potential like vortex UNSTABLE
solid body like /&tarded vortex
vortex \EI)ISB / /T,
\/'(p \’\ ///,
¢P = 5,2 +CP //’
v . =Qr //’/ B anZI:(n+2)r+nRJ _r %”
@ISB =71 ) ,/’/T(V) O,q =+ 20 -r——l)(n-#Z) 1 R +Chsn
— > _@oyro,
// oF r
2 /
7, =1y - B2 '
26| ’/ Vo= -2 r
\‘ TO // ¢SB 2 R2
\A 3 v,=0
vV, # 0 v, #
T T 1
r r, R,

Figure 17.2: Supposed velocity and temperature distribution at the inlet and outlet

of the vortex tube





For very simplified conditions whose correspond to the steady state only, we can
suppose, that in the all vortex regions the entropy changes are very small (viscose
dissipation is negligible-it has influence for (Ov./dr)? > 0 only and no phase
transitions are present):

5=0 (17.6)

The change of the total enthalpy is given by the equation (17.1) and it is com-
pensated by local pressure changes only, i.e.,

75 = () = 2 = T + o)+ 5+ g ()

0 2P0 or o¢ 0
= 875<01,T+<I>—|—2—i-c p)—i—vr[cpar—i-a +a <
forr =v, (17.7)

We assume the steady state-very small pulsation at € (0, R»), i. e.,

0 V2 Po
a(cpTJr<I>+—+c2— 5

2
= 0,orc, T+ ® + Tr + 02@ = const  (17.8)
2 p p

Here we accepted state equation in the form

B dp (Op 0p 9 28 1

where ¢ = (9p/dp)s is speed of sound. The quantity (17.8) is constant in time at
each position r € (0, Ry).

The question now is, how to calculate the radial velocity v,. Under the as-
sumption (17.8) and when we accept that the radial velocity is small but is not
equal zero i.e. v, # 0, we can calculate the additional radial force v,.. When the
steady state is reached, the condition of the constant total enthalpy in the radial
direction follows directly from the condition of the constant entropy (17.7)

2

0 v
- T+ P+ -
o (cp + &+ 5

2
) :0,orcpT+<I>+VET:const

when the radial velocity is v, is not to high and the local changes of velocity are
considered very small (Ov,/0r — 0) the specific radial force [N /kg] is equal

ov, 0 v2 L doy\
Vrﬁ_5(?>_vﬁ_( dr+dr>_a(r7t) (17.10)





When the final steady state is reached the force v,. induced by radial movement
goes to zero. The centrifugal force is expressed by the potential (17.4) and the
radial equilibrium is established at the condition

ar \ 2 >
T 0¢

— Cp% —+ E —_

The energy transfer is performed by the radial velocity v, ; 0. By the thermody-

namic stability condition is the radial equilibrium established in the potential like

region only (see Fig. 17.2), hence

o [v2 2

then — a(r,t) 0 (17.11)

24092
dT’  0¢, B T (2m)*riQ3 B .12
Cp—— ——cp———3—0 (17.12)
dr or dr T
126

N 1= 0.005
§ r1=0.006
o} r=0.007
= r1=0.008

2=1000 —1=0.003
8 s} , H=0.01
c r1=0.011
g r=0.012
= 6f 3 N=0013 |
S r=0.014
o // M= 0.015
b=
©
—
@
o
5
l_

Figure 17.3: Change of temperature between outer and inner part of potential vor-
tex at angular velocity 2 = 1000 rad/s

The corresponding temperature in the potential region is calculated by the

integration
T 1 (2m)2r402
cp/%drz/%dr (17.13)
T1 T1
so that, the temperature difference is
2 Q 2 2
T(rs) — T(r)) = +<7”2";1> ( - %) (17.14)
Cp )





The temperature 7°(r,) in the core is unknown and can be determined after the
calculation of the temperature distribution in the adjacent vortices only.
By the same way we can as well to calculate the temperature redistribution in

the inner unstable vortex
dl'  O¢is

Cp dr or

and after the integration we obtain the temperature difference, see Fig 17.2

=0 (17.15)

T1

r1 )
Cp / Cji_zdr - / o dr = ¢158(0) — d1s(r1) = G, ;
0

or 2

(r1y)?
2¢,

0

or T(r=0) = T(r)—

(17.16)

The above-simplified analysis gets the temperature difference only qualitatively.
As was mentioned above, the energy separation is induced by the fluid flow in-
stability in the core vortex (17.16) and by the fluid flow stability in the central
potential like vortex region (17.14).

17.2 Potential energy distribution

Remark. Centrifugal force (17.2) can be interpreted as the existence of central
potential field, similarly as the existence of the gravitational force at the Earth.
The inverse distribution of temperature in the Earth atmosphere is explained by
the same manner (T.K., p.194). Potential energy generated by the gravitational

force
0oy,

f.=—g= 5 (17.17)

is ¢, = gz The potential energy of the air is growing with the height z. Under the
same assumption as for the vortex tube, see equation (17.6)the vertical velocity v,
can be evaluated
.10 .
hc——a—f = ¢I'+¢p+v,v,— P =—av,— P, +v,v,=0
p

10 dT
for 2 = v, Pt:;a—]tg and Oé:_<cpE

+ g)(17.18)
z=0

The solution of the differential equation (17.18) is

<~ (~ —10K/km)

(17.19)

dT
, >0 f —
s v or dz

t «
L= —at— |- 2y,
v (0% an' tV

z=0
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'§ ! 1o §
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| —e— Atmosphere Mass Density 7 100
—8&— Temperature
1.00E-12 0
NRLMSISE Standard Atmosphere Model

Figure 17.4: Temperature and mass density against altitude from
the =~ NRLMSISE-00 standard atmosphere model (the  eight  dot-
ted lines in each "decade" are at the eight cubes 8, 27, 64, ..,
729),http : | /en.wikipedia.org/wiki/Average_atmospheric_temperature

We conclude that the unstable state - clouds formation - starts when the Earth sur-
face is warmer and the temperature decrease with the height is less then —g/c,,
see Fig.17.4. Such unstable state reach up to stratosphere (approx up to 10 12 km)
where usually ends the upper base of clouds. The stable state - inverse weather
- starts when v, = 0 (or v, ~ 0, i.e., the enthalpy (temperature) decrease is
not so fast, Earth surface is cold. However, it is necessary mentioned, that the
total enthalpy h. (17.1) is not constant due to entropy change caused by the con-
densation or congelation (attended by the heat release). The movement of the air
down (v, < 0) satisfies the condition

ar

o >—g or ¢, [T(z)—T(2)] <g(z—2). (17.20)

The troposphere begins at the surface and extends to between 7 km at the poles
and 17 km at the equator, with some variation due to weather. The troposphere is
mostly heated by transfer of energy from the surface, so on average the lowest
part of the troposphere is warmest and temperature decreases with altitude. This
promotes vertical mixing (hence the origin of its name in the Greek word "trope",
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meaning turn or overturn), see formula (17.19). The troposphere contains roughly
80% of the mass of the atmosphere. The tropopause is the boundary between the
troposphere and stratosphere. The stable state in the atmosphere is the ozone layer
which is mainly located in the lower portion of the stratosphere from about 15-35
km , though the thickness varies seasonally and geographically &

We can show that very similar potential energy distribution corresponds to the
velocity distribution in the vortex tube, see Fig. 17.2. The potentials ¢1sg, ¢, and
¢osp are determined up to arbitrary constants. These constants can be calcula-
ted with the aim to reach the continuity of the potential energy across the whole
vortex. The continuity condition at the vortex interfaces is

PasB(R2) = 0, ¢agp(r2) = ¢p(r2), dp(r1) = P158(71) (17.21)

Analogously to the Earth potential energy (17.17) we put the potential energy of
rotation at the inner surface of vortex tube zero. The constants in the formulas
(17.3), (17.4) and (17.5) are equal

Cosg = 0

o - o1 B8 (10320 )

(27’(’7"191)214(7"1 2) for

2 Ry’ R
2

ror 1 nri R 2\ r ry \ 7

Al 2y 12 1+ (1+2) 2| (1-2

(RQ’RQ) (n+1)(n—i—2) 2 r 1/n + +n R2 R2

(1 #)
(7’191)2 9 (27’(’7’191)2 1
C = C 14 (2 =C 1 17.22
1SB Pt [1+ (27)?] pt 5 +(27r)2 ( )
The maximum value of the potential is in the vortex center » = 0 and using

formulas (17.3) and (17.4) has form

gblSB(r:O) = Cp"’MA(rl ’1"2):

2 Ry’ R,
(271'7’191)2 1 T To
= —— |14+ ——+A| —,— 17.23
2 + (27’(')2 + RQ’ RQ ( )
Integrating the formula (17.12) across the tube from » = 0 to » = R, we obtain
’ 0
[T (Ry) —T(r=0)] =— 8_de = —¢osp(r = R) + ¢158(r = 0) = ¢1sB

0
(17.24)





This formula shows that the temperature difference between vortex core and tube
wall can be higher than follows from pure potential approximation (17.14).

17.3 Moment of momentum balance in vortex tube

Moment of momentum of the rotating fluid in a distance z from the inlet is given
by
dm,(z) — dm,gis(z) =0 (17.25)

The moment of inertia of rotating fluid at the distance z is

27 Ro z1dz

dm,(z) = ///vz(r,z)%(rp(r,z)vw(r,z))rdrdgodz:
R2z

= 27 / v.(r, 2)p(r, 2)vy(r, z)r*dr  [Nm] (17.26)
0
The friction on the tube wall decreases the moment of momentum as

21
dm gis = — /RgTngdgpdz = 21 R37,dz (17.27)

0

Integrating over the volume V' = 7 R%L we obtain the decrease of the moment
of momentum at the end of the vortex tube

L L L
/ dm, =m., —m.o = / dm.gis = =27 | Raompdz = =21 R37,L (17.28)
z=0 z=0 z=0

Its value at the inlet is

27 Ro

My = / /VZ(T, 0)p(r, 0)v,(r, 0)r?drdy (17.29)
00

The average velocity of the Poiseuille tube flow can be used for the evaluation of
the axial velocity v,(r, z), i.e.,

- (pzn - pout)R4

Vo= me (17.30)

and it is taken as the constant along the all vortex tube.
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The initial value of moment of momentum (17.29) is the product of axial ve-
locity (17.30) and moment of inertia

21 Ro

Mzoz//p(r)vw(r)rgdrdgp (17.31)
00

and for an adiabatic compressible fluid flow, the fluid density changes with the
flow velocity by the following formulas

-1
P p AV ATy Y (17.32)
k+1 c*
where 5 DT
2 = M (17.33)

k+1
is the critical velocity of fluid. The maximum velocity of fluid (in the throat of
Laval nozzle) is A = 1 and corresponding change of density for air k = 1,4

is -pﬂ = (1 — %) = 0,63. We use for the first estimate the average density

Pav = (ps +0,63ps) /2 = 0,815p5 and outer tube inlet radius equals to 5. The
moment of inertia (17.31) is

T
; 4

Q
M,y =27 -0, 815,05/{27’7“2(17“ =5, 12p5% =1, 28p,0r; (17.34)

0

After redistribution of velocity into inner solid body like vortex and main potential
like vortex !, see Fig. 17.2

T%Ql

Veisg = S, r € (0,71)  vep = ——TE (r1,72) (17.35)
the moment of inertia of rotating fluid is
2m T 21 7o
M, = //pvwlsBrzdrdtp + //pvsoperrdap = (17.36)
0 0 0 0

T1 T2 9
2m - 0,815p; Ql/r:gdr—i—afﬁl/r—dr :2,56,08917“‘1l
r
0

T1

(2)-3]

I'The potential vortex is taken like an approximation to obtain some approximate qualitative
results.
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Provided that the decrease of the moment of momentum (17.26) is at the outlet
region negligible then the moment of inertia (17.34) of the inlet fluid is equal to
moment of inertia of the fluid with potential vortex (17.36). Under this assumption
we can calculate the angular velocity €2, hence

2
1
Mo, = M,orl, 28pSQr§ =2, 56p891r‘11 [(2) — 5]
(&

4 2
Q, = <T_2) —92 = (72) & (17.37)
™ 2<7~_2> 1 ™ 2

To estimate the inlet angular velocity 2 we suppose that the maximum velocity in
the inlet vortex is critical velocity c¢* (17.33) i.e.,

2(k—1) c
2 2 *2 P
Viomax = (1280)° = ¢ = ———=¢, T} = 2T, (17.38)
? K+ 1 g k=1,4 3
and -
0?2 = c;; (17.39)
2

17.4 Energy separation

Temperature difference between vortex core and outer part of vortex is approxi-
mately given by formula (17.14). Putting in this formula the relation (17.37) we
have the final relation for temperature difference, where (2 is the inlet angular
velocity (R Vyin/R2).

T(ry) - T(ry) = — 20N (2 ; [1 (z 2]
2c,,[2(7;—§—1)] (1) (2)
= —<27T);(C?Q)2 (%)4 [1 - (:—;)1 (17.40)

More general formula can be derived when the maximum inlet velocity (17.38)
is used

) = T(r) = — T () () .
T(ry) —T(r1) 6[2 m)er(m) [1 (7«2)] (17.41)





Temperature difference for different 7.

600

Ts=290
Ts=300
500+ Ts=310
Ts=320 [
Ts=330
Ts=340 [
Ts=350
Ts= 360
-Ts=370
Ts=380
Ts=390

Temperature difference 7(r,)-T(r)

)
145

/T,

Figure 17.5: Change of temperature between outer and inner part of potential vor-
tex for the sonic flow velocity in the throat of the inlet nozzle.

Such conditions are applied at the commercially produced vortex tube. For exam-
ple for the middle vortex tube EPUTEC of the length 144 mm and diameter ap-
proximately 12,7 mm. If we guess the ratio 7 /ry = 1.05, the input pressure
approximately 2 bar ( to reach critical velocity) and the stagnation temperature
Ty = 290K, the formula (17.41) gives T'(ry) — T'(r1) = 163°C, see 17.4, this
value is not far from the temperatures in the table in the Fig. 17.6.

Reference

[1] F. Marsik: Continuum Thermodynamics, Academia Praha ,1999 (in czech)

[2] L.D. Landau, E.M. Lifshitz: Mechanics, Pergamon Press,2000 (3rd edition)
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Vortex Tube

Vortex Tubes™ (Wirbelrohre)

Kaltluft mit einer Temperaturdifferenz von bis zu
—46° C (-50°F) aus lhrer Druckluftleitung — ohne
bewegliche Teile
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Figure 17.6: Vortex tube
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E Pouzijte axiom¢asove nevratnosti (6.104) a*ate dodaténa omezeni obecného
konstitutivniho vztahu pro termovisk6zni materiglf.38). Uvel'te zakladni tvary
volné energie pro termoelasticky material.

Reéen.

PouZijeme formath stejny postup jako v kapitole 8 na konstitutivrdtahy v
materialoveé reprezentaci

{f.sQ" T} (X t)={f.sQ" ,TLM}(CKL Cu T ,;TTK ,XKJ (20.1)

Tenzor druhéhgadu T (XK,t)se nazyva druhy PiiW-Kirchhoffav tenzor nagti.

Na rozdil od prvniho Piolova-Kirchhoffova tenzovapsti T (XK,xk,t) , Viz vztah

(6.40), je tento tenzor jednobodovy a dava do eelaagti a deformace jen v
referedni (materialové) konfiguraci. Tenzaf™" je jen formalg pouzitelny, nebo
jeho praktickou nevyhodou jsou néfitelné hodnoty nafii a deformaci v
referegnim (klidovém) stavu. Vznik na@t a deformace je vzdy udledkem
pusobicich sil. B experimentech je n&sgji pouzivdn jednobodovy Cauchyho

tenzor napti t“(xk,t). Jeho nevyhodou je neznalost deformace &ktemych

konenych stavech, nappii pretrzeni. Relace mezi pouzivanymi tenzory dtiafe
nasledujici:

TH (X", X ) =T (X*ﬁt)%: -%tli(xk 1), (20.2)
L M
T (XK,t):jaa))((l ‘?)((m t™(x,t), (20.3)
resp.
tm(xt)= 7 :;‘IL aa))((r; T (X*t). (20.4)

Jak ukazeme dale, je prvni RielKirchhoffav tenzor nati (6.40) (rekdy se pouziva
pojem pseudonai) uréovan pomoci volné energiektera je skalarni funkci tenzoru
deformaceCy. a teplotyT. Jeho obvykly zapis pro nestigelny elasticky material je
of ox . ox"
3 vl | et (20.5)
Ciy 0X ox
Konkrétni tvary funkcd budou uvedeny dale. Tenzor (20.5) nemusi byiislediku
vcelku libovolného tvaru deformiaiho gradientdr symetricky, viz (6.60).
PouZijeme fundamentélni termodynamickou newstn (6.104), ktera je
ekvivalentni axiom@asové nevratnosti ve tvaru
Q" ot T ov,
T ox* oX
Dosadime konstitutivni vztahy (20.1) a na mistdimhienergieu zavedeme pomoci
Legendrovy transformace volnou energii
oT oT

f (c:KL,CKL T ’ax_Kj =u —TS(CKL Co T ’ax_K) . (20.7)

T =2p,

M=p,(Ts-u)-

_>0. (20.6)





Volna energie je jiz funkci dab nefitelnych veltin jako jsou teplota a deformace
CkL. Nerovnost (20.6) upravime do tvaru

_ o (of of ) . « 0V
n= p(aT )T pO(aCKL]CKL T XK

Quor o oT L s g (208)
T ax~ Oa( T )axK “oC,
ax X
Materidlova derivace Greenova defokmino tenzoru je podle (4.211) rovna
- x< ox'
CKL = 2dk| aX—Kax_L (209)

Podobr upravime materialovou derivaci deforfmého gradientu (4.205) a (4.222)

ov, _dv ox' _ ox’

X< axl axk =(d +W“')axK’ (20.10)

kde dij a w;j jsou postupé tenzor rychlosti deformace a tenzor spinu. Prvolik-

Kirchhoffiv tenzor upravime pomoci (20.2) a pouzijeme vztéy.9) a (20.10).
Odpovidajickleny v nerovnosti (20.8)ipskupime, takze
i j
T ov. of ”) ox ox

Vi _ C. =T"™(d. +w | — =
axK poa KL KL ( j axM axK
of ox< ox' of ox<  ox'
-2 d =T _op & g, 2 4 (2011
P 3C, " ax< ax* ( '0°(6CKMD “oxcoxm T B0
X< ox
+THM .
Mo ax K ax ™

Predpokladejme, Ze Ize tenzor wdp T<" rozdilit na ¢ast termoelastickou

T.* (T,Cy ) @ nacast disipativniT,¢ (CKM Ce: T, a‘;—r jtak Ze plati

a M
Za tohoto pedpokladu bude mozno spinit fundamentalni termoahycleou nerovnost
(20.8) za fyzikals prijatelnych podminek, viz dale.
Dosazenim Uprav (20.11) a (20.12) do (204&eakupenintleni dostavame

T (X, 1) =T (T, CMN)+Td.K;(CKM Con T -2 j (20.12)

of : of ox*  ox
M=-p| —+s|T+| TM=-2 d +
'0°(6T j ( o p"acKMj 4 XK axM
X< ox “ oT
T (?r St (20.13)
X< X of  aT o
+TM - ~ Py — >0.
Y 5x K XV p°a( ot jaxK Pope O 20
XX
Tato nerovnost je zataren splréna, jestlize plati
__of wo—o, O (20.14)

G_T ’ el T 100 aCKM





. oxE X Qf oT
dis Kl 6XK GXM T 6XK 20 (2015)
a posledniii ¢leny nerovnosti jsou nulové€len obsahujici antisymetricky spinovy
tenzorwy je nulovy proto, Ze druhy Pint-Kirchhoffav tenzor je symetricky (plyne
ze vztahu (6.60)ipneexistenci vninich moment hybnosti).
Posledni dva&leny nerovnosti (20.13) jsou nulové proto, Zedpokladame, Ze
volna energie nezavisi na gradientu teploty a nathbeformace.
Transformaci tenzoru (20.12) do aktualnihonstdostdvame Cauchyho tenzor

napsti

ax< ox'
=t (20.16)
Omezujici podminky (20.14), (20.15) na konstitutivatahy (20.1) jsou stejné jako
omezujici podminky (8.15) az (8.18) odvozené préudahki konfiguraci. Volna
energief, stejré jako vnitni energie a entropie jsou funkcemi pouze teplbta
deformaceCy.. Zmeéna volné energie je tudiz #gobena jak z#nou teploty tak i
elastickou deformaci vyvolavajici vimi nagti, tj.
: _(of : of L e T
f(T,CKL)_(—] T+[ J Cy=-ST+=-C, . (20.17)
oT ), Cy /; 20
VyuZijeme-li ogtt materialové derivace Greenova tenzoru (20.9)rdbue s ohledem
na transforméni vztahy (20.4) klasicky vztah pro 2mu volné energied{ vnitini)
energie

tk| = J-l-K

(o]

Im
f=-sT+ j%‘d,m. (20.18)
Jakobian defornmiho gradientuj je disledkem toho, Ze k popisu byla pouZita
referertni (materialova) konfigurace, tfv = jd¥".
VetSina tuhych material (i biologickych tkani) je nestt#elna, tudiz
j :det(FiK): 1 Nestl&itelnost pouzijeme jako dod&mou podminku pro volnou

o, \_ : ~ ox )
f(T,CKL,aX—Kj—f(T,CKL) p[de{axK] 1J (20.19)

kdep je Lagrangév multiplikator. Jak bude patrno dale, ma vyznaatiského tlaku.
Modifikovanou volnou energii (20.19) dosadime dooveosti (20.8). Druhglen v
nerovnosti (20.13) nabyva tvaru

T2 CKL{de{aa;KJ_l}m

energii

¢ axk T°ac,,

X oV . of ox ov
+ OV _qxi - 20.20
Mo axx @ P 0C,, 0X* ox* ( )

5 of ox oV 0 ox* v | X )4 b= 0
°9C,, oX" ax" ox oXx~ X~
P¥i Upravach jsme pouZili derivaci jakobianu (4.283).
Za pedpokladu symetrie a nestitelnosti, tj.

o - agef X |=j=1 (20.21)
aC. oC, X






Ize vztah (20.20) upravit

TN -2 ——+ — |——=0. 20.22
o " aC,, oX" PH o |ax¥ ( )
Prvni Pialv-Kirchhoffiv tenzor nagti pro nestlaitelny termoelasticky material

je definovan volnou energif (C,,T) (opustime oznigeni “~") vztahem

of ox ox K } o

of ox X~ of X~
TN =2 - =2 - b 20.23
o =P aC,, ox* P ox Po 3 ox' P ox’ ( )

ax X
Po transformaci (20.5) dostavame Cauchyho tenzor

k k |
04 (x,t) = 22X 70 = _pg 4 2R 0T OX OX_ (20.24)

oX 0C,, 0X" oX

Nasledkem axiomu objektivnosti musi &kai funkce f zaviset jen na
skalarech — invariantech, llc, lllc (viz Cl1). Tyto invarianty jsou podle Caley-
Hamiltonovy &ty (viz Dodatek C), koeficienty charakteristickéghalynomu (4.62)

-C3+1.C*=11.C+IlI .l =0 (20.25)
a jsou i koeficienty tenzorového polynomu stejnédmtu (viz vztahy C5, C6 pno=3).
Plati

3
lc =trC=> Cy, 2ll,=tr’C-trC?,

= (20.26)

1. =L -Licwer+ Lrc = detc.
3 2 6

Tento vysledek dovoluje odvodit dalSi vztahylekité pro mechaniku kontinua, rap
vynasobenim (20.25) inverznim tenzorem

K L
C'=F7'F7|= axk aik,tzv. Pioliv tenzor | ,

ox" ox

dostavame relaci pro jeho vysd, tedy
-1 _ 1 _ 2\ — 1 _ 2\, _ 2

C —E(IICI 1.C+C )—m[(trzc trC’)1 -2(rcc+C?)]. (20.27)
Stopa Piolova tenzoru je s ohledem na (20.26) rovna

ret=dle (20.28)

.

Ze vztali (20.26) odvodime derivace invariant

Y vzhledem k definiciC = FTF plati Z_E =F',takZe Ize volnou energii povazovat

za funkci deforméniho gradientdr,

of __of of _ of ox
—F =—, resp. — = -
aC oF a( ox J aC,, 0X

X"






dl. _0Cy ol
—C ="K =450, =0,,, resp.—< = 20.29
aCIJ aCij KI™~KJ 1J p GC ( )
e _ycr-c. (20.30)
oC
Vyuzitim vztahu (20.27) d¥eme psét
6III =C?- trCC—ltrCzl +1tr2CI = IIICC‘T. (20.31)
GC 2 2

Derivace (20.29) aZz (20.31)vyuzijem# pdvozeni konkrétniho tvaru tenzoru gtp
(20.23) a (20.24) z voIné energfe(l ., 11, 111,T).
Nejobvyklejsi tvary volné energie pro elasticlestigitelné materialy If1c=j?= 1)
jsou
F(11,) = ¢ (lc—3) ---neo-Hookiv
@7\ e (Ie -3)+¢,(1lc -3 ... Money-Rivliniv
kdec,, c; jsou neznamé materialové konstanty.
V radk praktickych piklada je treba gedepsat anizotropii materialu, ffape
smeru svalovych viakei\. Deformace v tomto sénu je vyjadena vektorem

(20.32)

b =F' A", resp. hb' =FF' AA' =(b)’ (20.33)
Tudiz podminka &ak definované anizotropie je
Cq AA' ~[of =0, resp.|F'\ A'|~|o= 0 (20.34)

kde velikost iy urkuje odezvu materialu na impulz charakterizovanytmesm A.
Casty tvar volné energie anizotropniho materialu je

f(1c1c)=cfexp[d,(1c - 3] - }+c2{ expd,(X t)(F Al- )]~ }1 (20.35)
kdecs, ¢, ad; jsou materidlové konstanty a funkdgX,t) vyjadiuje néjakou aktivitu
materidlu (nap nahrazuje vliv chemickych reakci). Pmy(X,t) = konst. Je
anizotropicky material pasivni.

Vyuzitim vztah (20.29) a (20.30) dostane Cauchyho tenzorétiaf20.24)
obvykly tvar

tk.:_pdkuer()[af ol , of anc]axk X _

dl.dC, 0ll. dC, )oX< ax‘
9 +2,?o of ox* ox  2p, of e ox* ox

=-po r -
P ol aXX ax" j all,  axkoax*
(20.36)
_2p, Of Ox™ ox™ ox* ox _
j oll. oX":ox"  ox* ox*
B p+2,00Ilci 54 + 2p,( of of i of 1y _
i ol j Lol Call,
Zde jsme zavedli Fingév tenzor
k |
b :2;%, b=FF', (20.37)
a ktery je inverzni k tenzoru Cauchyho
-1 -1
b*=c¥, ¢ =b, ,bc=cb"=1. (20.38)

Cauchyho tenzor n&fi pro elasticky nesttatelny materlal( c=j’ :1) je





t=-pl+2p,| L p-T |, (20.39)
al.— oall.

V tomto tvaru jetasto pouzivan v biologickych aplikacich, viz hap D. Humphrey:

Cardiovascular Solid Mechanics; Cells, Tissues @mgans, Springer, New York,

2002.






Na ptikladu zatéZzovani duté elastické krychle naplnéné nestlagitelnou kapalinou,
viz obr. 21.1, ukaZte pouziti materidlového (Lagrangeova) a prostorového
(Eulerova) popisu. NapiSte zakony bilance hmoty a hybnosti a formulujte
okrajové podminky. ;

F 57{ up
S A B __n_ o nedeformované
deformované
aOVSO‘MI‘
n
A
z 8oVslow
Obr. 21.1

Deformace plasté elastické krychle o objemu % napln&né tekutinou o objemu
% . Horni povrch krychle 8%,  je zatizen plo$nou silou F[N/mzj a dolni povrch

sup
krychle 8%, je v kontaktu s pevnym (nepruznym) podkladem. P¥i deformaci se
materiglovy bod P, posune o #(X,,t)=x(X,,t)—X, a materidlovy bod Fybude mit

rychlost v, = v, (x,t).
Regeni:

21.11 Zdkony bilance v materidlovych souradnicich

Bilance hmotnosti:

(p7) =0, j=det 5‘3)5(7 ,pro X e /LY. @21.1)





Bilance hybnosti:
Ki

ox*x
Zde p=j"p, je hustota v aktudlnim stavu a P, Ve stavu pocateénim. Rychlost

PIV ———=pif', pro X e VU Y. 21.2)

materidlového bodu je v' =i a Gginek povrchovych sil je vyjadfen Piolovym-
Kirchhoffiivym tenzorem napéti
Ki . aX K I
T (X,x,t)=]-a—l—t (x,t), (213)
x

¢ (x, t) Je tenzor napéti v prostorovych soufadnicich, tzv. Cauchyho tenzor napéti. £
jsou sloZzky vné&jsi objemové sily.

Zdkony bilance v prostorovych soufadnicich

Bilance hmotnosti:

___+___.(pvl)=0, pro xe%u%. (21.4)

Bilance hybnosti:
li

. Of
o, +a—x,=pf’, pro xe % U%;. (21.5)

Materidlové vztahy

Pfedpokladejme, Ze jak pevné elastické t&leso?, tak i tekutina % jsou nestlagitelns,
tj. p, = konst., j= 1. Pevny materidl v % je navic elastické pti¢né izotropni t&leso
L Ou, Ou, ©Ou, ou
i ikl m m
tV=cY €y s 2ek1=—a—j+5_;’i—T5;cTna_)cT’ (216)
kde ey je Euleriv tenzor konecnych deformaci a M je matice elastickych konstant.
Tenzor elastickych konstant ¢¥ m4 pro obecny redlny material nasledujici symetrie
(viz kap. 8.2)
oM = oM _ ik =cjikl’ M = M (21.7)
Piiéné izotropni materidl (napt. kost, dfevo) je charakterizovén jen péti nezavislymi
materidlovymi konstantami
E =E,=15GPa, E, =18GPa, v, =v,, =0,2,
Vis =V =0,25,v =v,, =0,3, G, =G, =6GPa, G, =4,5GPa.
E je modul pruZnosti v tahu (Youngiv modul), v je Poissonovo &islo (v knize TK je
znaleno c) a G je modul pruznosti ve smyku (v knize T.K je znaden £ ). Uvéazime-li,
Ze v kazdé smykové roviné musi platit relace mezi Poissonovymi Cisly a Youngovymi

(21.8)

. E,
moduly G, « E,Gﬂ oc —L anavic G, =G, , plati podminky symetrie
v,

i
i Ji





Yo _Va Vi _Ya Vs _ Ve (21.9)

Nenulové prvky tenzoru elastickych konstant jsou v nésledujicim vztahu k
materidlovym konstantam (21.8)
1111 =_1_"1’33_‘_/3_2 222 _ 1=VisVs 3333 - 1-v,vy,
EEA "’ EEA° EEA°

1212 2112 1221 2121
== =" =Gy,

1313 3113 1331 3131
= =T =077 =0y,

2323 3223 2332 3232
c“v = =c" = =Gy,

C

L I Vi, T VoVa _ Vs TV Vis

EEA EEA ° (21.10)
AT Vist Vs _ Vot VoV
E,EA E,EA
M2 o Ya T Vas  Vie Vb
E,EA EEA
A= 1=V Vp) = VagVay = VaVis = 2V V3oV _
E1E2E3
Homogenni pevny (obecn? stlagitelny) elasticky material ma jen dvé nezavislé
materidlové konstanty, napf. ocel, E = 220 Gpa, v = 03 a plati
G= 5 (lli- ) = 85GPa . Tenzor napéti (21.6) pro nestladitelny materidl, tj. pro ¢, =0,
v
viz (4.184) a v=0,5 ma tvar
. (@ (o .
ﬂ:xn”,e%&—%m. Q1.11)
O tekuting predpokladejme, Ze je viskézni newtonskd s konstitutivnim vztahem
. " (o)
t/=—pé’+2ud’, (21.12)
kde p je staticky tlak a
(©) ! Y -
Jo- Lo v 20V i) (21.13)
2{ox/ ox' 30x

.1 .y Y g . ov' . .
V nestladitelné tekuting, napf. ve vodé je divv= EVT =0 a viskozita je
x

1=0,8-107 Nsm™. Pak je Cauchyho tenzor nap&ti (21.12) roven

y y Hn
t=—p6¥ + p| —+—1. 2114
P ﬂ(axj ox' ) ( )
Pocdtecni a okrajové podminky
Podateéni podminka:
u(X,,0)=0, pro X, €%, (21.15)

v, (x,0)=0, pro xe%;, (21.16)






p(x,0)=p,, pro xe%, (21.17)
kde p, je n&jaka pocate&ni hodnota tlaku v kapaliné, napft. p, = 10° Pa.

Okrajové podminky:
u(X,,t)=0, pro X, e%,, (21.18)
t"(x,(X,,t),t)n, = F'(¢), n=(0,1,0), pro X, €%, (21.19)
¢ (x,(X,.1),t)n, =0, pro X, €V, (21.20)
£ (x,(Xs,t),t)n, =t} (x,t)n,, pro X,e%,, (21.21)

kde ¢" atﬁ jsou tenzory napéti (21.6) a (21.12), n je vn&jsi normala elastického t&lesa.







Odvodte zakony bilance v kombinovaném Eulerové-Lagrangeové formulaci.
Kontrolni objem F{(¢) se miize deformovat pfedepsanym zpiisobem. Materidlovy
objem %(f) se méni podle redlné deformace dané piisludnymi zdkony bilance,
okrajovymi a po&atednimi podminkami a materidlovymi vztahy.

ReSeni

Skutetna deformace télesa o objemu %, na t8leso o objemu % (t) je popsina
zobrazenim x' = x’ (X ! ,t) 4.

x:Vox[O,?]—eV(z‘)cD 3 (2.1)
s deforma¢nim gradientem -?—xx— det __Bx_' =j#0
x” T )T
a7 (t)

Obr. 22.1

Kombinovany Euleriiv-Langrangedv popis. Oblast V(t) se deformuje n&jakym
predepsanym zplsobem y= p(X,7). Skutetnd deformace poCate¢ni oblasti % je
popsana zobrazenim x = x(X,?).

Piedpokladejme nyni ndjakou vhodnou &isté geometrickou (nemateridlovou)
deformaci t8lesa %, , viz obr. 22.1, z jeho po&ate&ni oblasti ¥, na oblast V(t) (n€kdy se

nazyvé kontrolnim objemem) n&jakym zobrazenim y' =y’ (X L t) 4.






y:Vox[O,E]aV(t)cD? (22.2)

Deformatni gradient tohoto zobrazeni je U det (_@2’_} = j, #0. Vzdjemna relace

ax'’ax!
skutetné deformace (22.1) a deformace geometrie (22.2) vyjadfuje deformaéni gradient
ox'  ox' ax’
3 = T (22.3)
Poloha a rychlost materidlového bodu v soufadné soustave ( ¥y, y3) ,viz obr. 22.1,
je
dy ow
y(X,t)=x(X,t)-w(X,t), = =¥, =v-—— » (22.4)
otly, ot |

kde w je relativni rychlost materidlového bodu viii hranici 0¥ (#)s normélou
X

n, v, je rychlost materidlového bodu v kontrolnim objemu V().

Formulace problému mechaniky kontinua pomoci n&jaké libovolné soustavy
soufadnic (22.2) se nazyva ,arbitrary Lagrangian-Eulerian description®, tzv. ALE
popis.

1) V ptipadg, Ze jey =X, tj.j,= 1, v, =0, kontrolni objem ¥ (¢) =V, je vklidua

pfes hranici 0¥ (¢) se pohybuji materidlove body materidlovou rychlosti v.
Tento popis nazyvéme prostorovy neboli Eulerv.

iy  Zapredpokladu, Ze y = x, tj. j, =j a hranice t&lesa oV (¢)=0% (t) se pohybuje
rychlosti v, =v, dostivame Lagrangetiv neboli materidlovy popis, viz obr.
22.1.

Zdkony bilance v ALE formulaci

Vyjdeme z obecného tvaru zdkona bilance, viz (6.2), néjaké extenzivni veliciny @ (1),
jejiz velikost v riiznych objemech oznalime

o(f)= [&(X, 047 = [ p(xt)dv="[o(nt),. (22.5)
% (1) 44]
asové zména této velitiny v nékterém z uvedenych objemi je
%?=¢=j(¢)+P(Q)’ (22.6)
kde celkovy tok (konduktivni) odpovidajicim povrchem je
J (@)= j JE (D) ddy = I j*(®)da, = j j* (@), da. 2.7)
3% (1) av(r)
Celkova produkce je
P(®)= [2(®)d7 = [ o(P)dv= fo@)d,. (22.8)
A 40! v(t)

Materidlova derivace integralu (22.5) pfes geometricky objem V(z) s nemateridlovym
povrchem #¥(f) d4na vztahem






_[qo y.t)dv, =—-— J‘(p yit)dv, + _"¢(v"—v,’5l)nkyvlda, (22.9)
Vi) V(l av(t)
viz prvni Reynoldsﬁv transportni teorém (6.12). Casovou derivaci integralu
vypoéteme tak, Ze jej pietransformujeme inverznim zobrazenim k zobrazeni (22.2) do
podatetniho stavu

d
;l;yf[)my’ g aj"’ 17 =
(22.10)
j £),1)4,)dY".

Do potateéniho stavu pretransformujeme i povrchovy integral

. ox*
.f p(».1) (v -k )1, da= Igp(y(X,t),t)(vk —vE ), o dd. @211)
40 ’ ' a7, ' dy
Elementy plochy a objemu se transformuji standartnim zpisobem (4.181) a
(4.167), tj.
K
L =J, av, m,,da =jy§§;dAK. (22.12)

PouZitim Gaussovy véty v povrchovém integrilu (22.11) a dosazenim do obecného
zékona bilance (22.6) dostaneme lokélni tvar zdkona bilance v ALE formulaci

d /. d . ). &l
“a‘t(ly¢)+ X~ {[(ﬂ(vk _vi‘,)—j" (@)]Jy ™ }—]yO'(@) =0. (22.13)

Dosazenim za ¢ hustotu p dostaneme zdkon bilance hmoty

9. d ox*
5;(]yp)+ 3x ¥ {[P (v -, )]Jy > } 0. (22.14)
Z4kon bilance hybnosti dostdvdme pro ¢ = pv,Jj H@)=t*,0(D) = pf.,
K
gt(fyp ) ajx {[PV ( k) ]Jy aaX } i,pf =0, (22.15)

li

2
Pro ¢ = p(YZ—J , f{(®@)=0,0(P)=v, %I—+ pv,f' obdrzime zédkon zachovani kineticke

energie

af . (v d v ox* ; OV
) 2B gonr o

Bilance momentu hybnosti se redukuje na vztah
t = pM? (22.17)
kde M? je produkce momentu vngj$imi objemovymi silami, viz (6.62).

Dosadime-li za ¢ = pu, j*(P) =—q*, o(®)=1" ?) k +q dostaneme rovnici bilance

vnitini energie u






. ) )
'g;(jypu)*‘ a;K {[Pu (vF =t )+qk}jy aa);k }—jy (tk’-g;:’j—+qj =0 (22.18)

kde ¢' je vektor vedeni tepla a c} jsou objemové tepelné zdroje, napf. v disledku

elektromagnetického zéfeni.
K

Snadno se piesvédcime, Ze v pfipadé i) kdy je y=X,tj.j,=1a ai =0% a

o
9() _9d() ox’
oxX* o' ax*’
(6.27), (6.51), (6.66), (6.62) a (6.85). Analogicky pro p¥ipad ii) kdy volime y = x, tj. j,
X -1
— = F*; je inverzni deformadni gradient F™", obdr¥ime
X

provedeme derivaci dostaneme zédkony bilance v Eulerové tvaru

=jjerychlost v, =va

zakony bilance v Lagrangeové tvaru.







Piiklad 23

Na konkrétnim piikladu tahové zkousky ukaZte rozdily mezi Cauchyho tenzoremnapstia l. a
2. Piola-Kirchhoffovymi tenzory napéti.

Re¥eni: UvaZujme tyé o priifezu A a délce L s podélnou osou podél I;. Ty¢€ je vystavena
jednoosému tahu a deformaci, ktera prodlouZi ty¢ na délku /, coZ odpovida relativnimu
prodloZeni A =(/ —L)/L adojde k natogeni o hel 6. P¥i protazeni dojde ke zméné priifezu

z pivodni hodnoty A na hodnotu 4, tudf? relativni zména je a.=(4-A)/A, viz Obr.23. 1.

x(X)

tn=gn

Xfl A
AL
-TyN n
g : —>
I, x
"
X:‘ P I:‘ L

Obr. 23.1: Priklad prvniho Piola-Kirchhoffova tenzoru napéti, povrchové sily plsobi pouze
v roving I, I,.

Predpokladejme, e na ty& neplisobi Zadné objemové sily a tyé se neohyba. Pti deformaci
dojde k natogeni ty&e jako tuhého t8lesa a k jeho protaZeni a zGZeni. Cauchyho tenzor napéti
je dan t= 0[n®n], kde o [Pa=J/m3] je konstantni napé&ti. Vn&jsi povrchova sila (v naSem
ptipadg tah) pisobi ve sméru normaly

n = cos 6i, +sinOi, (23.1)

k deformovanému prafezu, tj. v aktuélni konfiguraci (prostorovém popisu). Vektor napéti
pasobici na povrch s normalou n je potom t =on, jak je ukdzano na Obr. 1. Deformagni
zobrazeni je

x(X) = (AX' cos8— X sin 9) i+ (7»X1 sin 0+ aX? cos 9) i, + X, (23.2)

kde A je konstantni pomér prodlouZeni tyle. Slozky deforma¢niho gradientu mohou byt
vypoéteny nasledovne:

Acos® —osin® 0 ; acos® oasin® 0
ox . 4 oX 1 )
F=——=|Asin® ocos® 0| F =—=—[-Asin® Acos® 0 |, (23.3)
oX o' oA
0 0 1 0 0 oA






a determinant deformaéniho gradientu miZe byt vyhodnocen jako j=detF =aA, ukazujici,
¥e pomér deformovaného objemu k poéateénimu objemu je o). Vzhledem k tomu, Ze délka
tyée je zménénd o A, miZeme dojit k zdvéru, Ze oudivd pomér deformovaného a
nedeformovaného prifezu tyfe. Miizeme vypotitat slozky prvniho Piola-Kirchhoffova
tenzoru napéti nasledujicim zptisobem

Obr. 23.2 Definice 1. Piola-Kirchhoffova tenzoru napéti T,,, a Cauchyho tenzoru nap&ti t.

Uginky povrchové sily miZeme popsat jak v konfiguraci referenéni tak i v konfiguraci
aktualni. Jejich vyjadieni je Ty,popf. t, ve de ke dv€ma rliznym tenzorim

TydA =T, Ndd = t,da = tnda (23.4)

ve sloZkach
T!dA=t,da =Ty N,dA=Tyd4, =t'nda=1t"da, (23.5)

TudiZ 1. Piola-Kirchhoffiiv tenzor napétf je roven

cos’ 8 cosBsin® 0| cucos® —Asin® 0

X
Ty =T* =jt""—(§—x(—,;—=jtF’T =c|cosPsin® sin’0® 0| asin® Acos® 0 |=
0 0 0 0 0
(23.6)
oacosO 0 O
=c|asin® 0 0
0 0 0

jehoZz vysledkem je obecné nesymetricky tenzor

T,

oy = cocosBli; ®1,]+oosin6[i, ® ] (23.7)

kg






ktery se vaZe jak k aktudlnimu stavu (generovaného silovym pisobenim) tak i ke stavu
referenénimu. Pro spIn&ni bilance momentu hybnosti musi tento tenzor splnit dodategnou

7 T T
podminku T, F" =FT;,.

Druhy Piola-Kirchhoffiiv tenzor napéti miZe byt vypoditan jako
T= F“T(I) =jF'tFT (23.8)

kde Cauchyho tenzor napéti je roven
5 cos’0  cosOsin® 0
t=j T, F =¢ = j 7% 'a};"? =c|cosBsin®  sin’0 0 (23.9)
0 0 0

Relace mezi druhym Piola-Kirchhoffovym tenzorem napéti a Cauchyho tenzorem je pak dana
obecnym vztahem

X J
ox_ ox ¥ (23.10)

T= jF'FT, T8 =;
J YW

Pro ptipad nasi deformace (23.2) ze vztahu (23.8) nalezneme

ocosO asin® 0 |[oacos® 0 0
T=F'"T,; =T =—2_| -Asin@ Acos8 0 || asin® 0 0=

() 0 oxll 0 0 0
o 0 0 100 @.11)
73%[0 0 0 =% 000
0 00 000
ktery lze formalng zapsat
T =$}f’-[1, ®L] (23.12)

Druhy Piola-Kirchhoffiiv tenzor je na rozdil od prvniho Piola-Kirchhoffova tenzoru opét
symetricky.

Srovnénim vztahii (23.9) a (23.11) miZeme nalézt rozdil mezi nejjednodussi formulaci
Hookova zékona pro zatiZenf na obr. 23.1. Vidime, Ze ve sméru n plati

a:E@zﬂlL:E(z—l) Cauchyho tvar (23.13)

Ve sméru I, plati

= 9‘-/15 = ﬁf(z ~1) .. 2.Piola-Kirchhofiiv tvar (23.14)






*er







L

Priklad 24: y ferm et A a e’ ¢

Doka¥te v termodynamice &asto uZivané matematické 1dept1ty /3), @, (5)
Pfedpokladejte, Ze velidiny x, y, z jsou vazany fank&ni Zavisiosti

f(x,y,2)=0, resp.

x=x(y,2), y=y(%2), z=z(x).
Jestlize jedté navic je funkce w funkei libovolné dvojice téchto tii proménnych, tj.
w=w(x,»), popt. w=w(y,z) &w=w(xz), ¥)

plati nasledujici identity:
JIEEE
oy ) \az), \oz),’
ox) 1
(5);_—(@) ’ @
ox ) () (%) __
("a?l(az)x(ax)y : ©

Zavislost (2) si miizeme pfepsat do tvaru
x=x(w,y),y==y(w,z),z=z(w,x). (6)
Totalni diferencidly t&chto funkci jsou

dx— o dy+0dz—-(a—x) aw =0,
ay w aW y

(1)

~~

3)

Reseni:

Octx +dy (éy_) dz - (@) dw=0, ™
0z ), ow J,
(az] dx + 0dy +dz-—[—-a-z—) dw=0.
ox ), ow J,
Pfedpokladejme, %¢ w = konst, pak dw=0a soustava (7) ma tvar

dx - (a") dy+0dz =0,
),
0dx+dy—(@) dz =0, (8)
0z},

—(—a-z—) dx+0dy+dz=0.
ox ),

Jeji nenulové feSeni dx,dy,dz milZe nastat jen v piipadé, Ze determinant této soustavy
je nulovy, tj.






o o
w w Z w X w
0z ®
=1, 0, 1
&) |
~(8)-5)(2)
oz ), \oy) \oz),

Timto je dokazana identita (3).
Identita (4) plyne piimo z definice inverzni funkce, napft.

x=x(y,2), resp.x=x(y(x,z),z). (10)

Totaln{ diferencial této funkce vyhovuje podmince

x| & (@} =0,
oy J,\0x ),
(6xj 1 (11)
o), (éy_) '
VyuzZitim vlastnosti totalniho diferencialu funkei (1). Odvodime ildentitu (5), tj.

dx — o dy—(?ﬁJ dz=0,
), oz ),

g

X 4

—-(a—zj dx ~ a_zj dy+dz=0,
ox y oy ),

Diferencidly dx, dz, dy jsou feSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic (12) a
podminka nenulového feSeni této soustavy je nulovd hodnota determinantu matice
této soustavy






@ )
L(é— ; 5) ”
RIE-REE EE -

Vyuzitim identity (11) mizeme podminku (13) pfepsat do tvaru

HEE R o

Oznadime na okamzik vyraz

5)(2)() >
oy ) \oz ) \ox),

Pak podminka existence nenulovych diferenciali (13) ma tvar
X2 42X +1=(X+1)"=0. (16)

Regenim této rovnice je hledany vztah (5), tj.

oxY(oy)(oz) _
(sy‘l(‘a';)x(al‘ L (an











Priklad 30

Z formulace zdkona bilance hybnosti v integralnim tvaru

jpv'dv— [da + [pfiav (30.1)
setrvaéné sila pgvrchové sfla fl;_lemové sila

naleznéte bilanci mechamcké energle po proudnici.

Regeni: Pfejdeme k lokaInimu tvaru zékona bilance pro tenzor tlaku P? definovany z
povrchovych sil ¢ vztahem
t'=P'n,, da,=nda, kde P = p(p,T)5" ~ P! (30.2)

dis *

kde da=(da,da,, da3) =nda je orientovany element povrchu, p(p,T) je
hydrostaticky tlak a PJ je tenzor vazkych (disipativnich) napéti. Vychozi lokalni tvar
zékona bilance hybnosti je

8,0V' li
——é;——+a——,-(pvv +P")= Zpa (30.3)
Po dosazeni z (30.2) dostdvame a vynasobenim skalame vektorem rychlosti v
6(,0 Vi) i i O 1 6p
———tV v = (pV'V )+V =V ——P” + 30.4
at axl (,0 ) ax a 1+ dis Zpav f ( )

Timto formalnim postupem jsme dostali bilanci mechanické energie, tj. [W]
Upravime a pieskupime jednotlivé &leny

ne| op a(PVI) o(v? a ap 1 0p
(V)[6t+ o [Plal T Y o 2”” at”ax’_

(30.5)
0 (p + (0) Ii i OV’
PiY-PE = pro =— _.
at ax ( dxs) dis axl p gpa a zpa
VyuZijeme rovnice bilance hybnosti a definice materidlové derlvace
ap 6( PV ) . Op ,0p
=0, p=—=—+Vv — 30.6
o or PV o (30.6)
rovnici bilance mechanické energie pak miiZzeme psit ve tvaru
o(v? ) 0 (¥ o .0
—| =4+ |+V —| —+p | | +—+V ==
p(@t(Z q’] 6x’(2 I e
(30.7)

2 ot

Jestlize zanedbame tieni, tj. Pi =0 a procesy jsou stacionarni dostavame
nejjednodussi variantu zakona bilance mechanické energie, tzv. Bernoulliovu rovnici

B v—z——— p v2 2 ’Zp v2 v2
—tQ =dt=|—+¢ +j—dt= —+o| -| —+¢p
M Pl 2 D P 2 ), \2

) a(pte) 0 iy o OV
p[v—+¢]+p=—(w+a—x,(vf’£s)—f’d’u-a;r-

by
+ P _g (30.8)
Yo

1 A

1

Yy






kde integrace probiha po proudnici (84ra te¢n ke sméru rychlosti) s délkovym
(30.9)

parametrem s
dt =v'dx' =|v|ds.

Bilanci mechanické energie miZeme formulovat i obecngji. VyuZijeme bilance
!

. |
s |

hmotnosti a nasledujicich identit

|

o op [ .
s, e
ot Ox Ox P p P Y2, Ox (30.10)

. 0 01 & 0 o (1
S SR R A () | A ] A - VR
POt ot\ p ot POx ox \ p ox \ p
a dostavame bilanci mechanické energie v obecném tvaru
op+e) ' B
=-—£-—)+p§-—1;,’,.sg+-—7(va,’,s). (30.11)

_
v..pr
—t+ =t
p[ 2 p (oj ot
!
Odtud je ziejmé, Ze pro nevazkou a nestladitelnou tekutinu (= =0) plati, Ze soucet
x
kinetické, potencialni a tlakové energie jsou v kazdém mistg tekutiny konstantni, tj.
(30.12)

2
Y P + @ = konst.

e 22

2
Jde o jakysi ,,Zakon zachovéani mechanické energie®.











One Dimensional Hyperelastic Tube Law Model

Introduction

The tube material law is based on the following assumptions:
1. Tube deformation is only radial described by u = (u,, u,, u,) = (u,(R, Z),0,0)
2. Large deformations are assumed.

3. Material is supposed to be hyperelastic and incompressible, independent on the second
invariant 5 of the right Cauchy-Green deformation tensor.

We solve the problem in cylindrical coordinates, in the reference configuration denoted by
(R,®,7) and in the current configuration denoted by (7, ¢, z). We suppose that the defor-
mation has the form

r=r(R,7Z)=R+u(R,7Z),
v =12,
4 = z.
The deformation tensor has the form
o 1o or o g o
) Rge o oR | 0z
F = r—‘g Eﬁg r—§ = 0 5 0 (1)
9z 10z 0z 0
R RO® 0Z
The left and right Cauchy-Green strain tensors have the form
r or or or T B ar \2 9r \2 or
. arn 0 a7 an 00 (5) +(5z) 0O , 07
b=FF" = 0 5 0 g = 0| = 0 (%) 0 , (2)
. 0 0 1 % 0 1] i g’—; 0 1
[ Or r ro ] or\2 or Or
) o 00 o 0 & (52)" O , OR0Z
C=FF=| 0 3 0 0 % 0 =] 0 (%) 0 (3)
or or Or or
L 0Z 0 1 0 1 _ | 2R3Z 0 1 + (8_)
Incompressibility yields
r or
J=detF = —— = 1. 4
T ROR 4)

From this, we get by integration

r=vR:+c. (5)





Using condition r(ag) = a we get
r(R,Z) = \/R* + a2(Z) — a}(2). (6)
By setting R = by we get the outer radius b as a function of the inner radius a

b(Z) = \Jb(2) + a2(2) -} (2).

Using incompressibility condition % = %, we get first invariant of tensor C in the form

11:1+(%>2+<§>2+(3—;)2. (7)

The left and right Cauchy-Green strain tensors are simplified to the form

B+ (%) o % (5" o r
b =FTF = 0 (z)> 0 |, C=FF'=| 0o (3) 0
o7 0 1 20 1+ (%)
The stress tensor has the form
o=29h 1 (8)
ol

Ths stress values have to satisfy the equilibrium equations, valid in the current configuration
(volume forces are supposed to be zero)

00 N i 00, 00,  Op — Oy _0

or r Op 0z r
0o, 1004, 0oy, 2
- —Ur 07
or r Oy 0z * rre
a rz 1 8 z a zZ 'Z
o 1 9oy, o 1, —9

or r 0z 0z

Considering the zero components of the left Cauchy-Green tensor (2), we get the following

identities: o,, = 0,, = ag: = % = 0. The second equation is therefore satisfied identically.

The remaining two equation are simplified to the form
00 n 0o, n Orr — Oy

or 0z T

00, n 1 0
—Op; = U.
or r

By integrating the first equation from a to b in the actual configuration and using the pressure
boundary conditions

=0,

Urr(r - a) = —DPa,
O"r'r("ﬂ - b) = — Db,

\)





0.1 Neo-Hookean Material

For the neo-Hookean material we get the following stress tensor

2 2
R or(R,2) r(R,Z)
H |:<T(R,Z)> + ( a7 ) } -Pp 0

K=oz
— 2 . |
o 0 " <7~(1;,Z)> . 0 (10)
o) 0 i

It follows from computations, that the more convenient unknown instead of the inner radius
a is the crossection A:

A(Z
AZ) =7a(Z)? = r(Z2)= \/R2 + A2) _ ag. (11)
m
By inserting of the equations (10) and (11) into equation (9), we get

Pa — Db R? + A(Z — af R? R AR
neo Ja R _R2+M— 2] R

R

bo 2 bO 2
- (%) R A e e
w \0Z) Ty AN

Now we are ready to prepare derivatives of r(R, Z) with respect to Z

(12)

or 1 1

a1 0A(Z) _ (or t1 1 A(Z)\?
aZ_27T\/R2+M_a% 8Z 82 _4W2R2+@—a% aZ )
o%r 1 1 (&u)> 1 O*A(Z) (13)
072 472 <R2—|—M _a(%)g 27T \/R2 _ag 072

By inserting of these derivatives into equation (12) we see, that we are really lucky, because
2
both terms containing the term (%(ZZ)) disappear, and the equation (12) simplifies to

bo 1 R3 1 92A(Z R
p pb :/ o 2 dR <2 ) / A(Z) dR
2 ag R <R2 + M _ CL(2)> 27T o0z RZ CL(Q)

Basic integration methods yield the final form

pa_pb_l b()
=In|—

1t ap \| b2 + 2

=

N
P
N

™

- iaQA(Z)lnbg+@ —
A 042 A2)

(14)





Comparing this case, for which r = r(R, Z), to the case r = r(R), we have obtained one
aditional term containing the second derivative of the cross-section. This term has a proper

sign — if p, —pp < 0 then we expect the convex tube shape (i.e., 828’2(5) > 0), if p, —pp > 0 then
we expect the concave tube shape (i.e., aZéAZ(QZ) < 0), see Figure (1). (The natural logarithm
in this term is always positive.)

A"(z)>0 A"(z)<0

% Pa Py <0 % 3

P, P,>0

Figure 1: Convex and concave tube shape for different values of transmural pressure p, — p.





