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Resume

Tato prace je soubor osmi ptivodnich védeckych clanki, na kterych se autorsky
podilel Daniel Kral. Soubor je doplnén kratkym shrnutim hlavnich dosaZzenych
vysledki spolecné s jejich zasazenim do soucasného stavu poznani. Tento soubor
praci byl predloZen jako teze k ziskani titulu ,,doktor véd“ udélovaného Akademii
véd Ceské republiky.

Clanky v souboru tvoiicim tuto praci se zabyvaji aplikacemi kombinatoric-
kych metod v oblasti teoretické informatiky. TTi oblasti takovych aplikaci jsou
blize studovany: algebraické odstranovaci lemmata souvisejici s tzv. testovanim
vlastnosti, strukturalni vysledky o grafech velkého obvodu a algoritmy pro ma-
troidy s rozklady malé sitky.

Grafové odstranovaci lemma a jeho zobecnéni jsou jadrem mnoha algoritmit
v nedavno rozvinuté oblasti testovani vlastnosti. Historicky, takova tvrzeni byla
odvozovana ze Szemerédiho regularity lemmatu nebo nékteré z jeho variant. Te-
prve nedavno byl nalezen pfimy kombinatoricky dikaz grafového odstranovaciho
lemmatu. Green, inspirovan aplikacemi v ditkazech o existenci dlouhych aritme-
tickych posloupnosti v hustych mnozinach celych ¢isel, dokazal analogii Szeme-
rédiho regularity lemmatu pro abelovské grupy a odvodil odpovidajici odstra-
novaci lemma. Ve dvou ¢lancich predlozeného souboru, poddme kombinatoricksy
diikaz tohoto odstraniovaciho lemmatu, ktery umoziuje rozsitit tento vysledek i
na neabelovské grupy. Také dokazeme odstranovaci lemma pro systémy rovnic
nad celymi ¢isly v podobé, v jaké bylo vysloveno jako domnénka Greenem. Toto
lemma mimo jiné implikuje Szemerédiho vétu o existenci dlouhjch aritmetickych
posloupnosti v hustych mnozinach celych ¢isel.

Grafy bez kratkych kruznic lokalné pfipominaji stromy a je prirozené studo-
vat do jaké miry tato podoba zptisobuje, ze nékteré jejich vlastnosti odpovidaji
stromtim. Ve c¢tyfech clancich pfedlozeného souboru studuje chovani takovych
grafii vzhledem k barevnosti. Snarky jsou kubické grafy bez mostti, jejichz hrany
nelze obarvit tfemi barvami. Pro fadu slavnych otevienych problému v teorii
grafli, véetné Cycle Double Cover Conjecture a Berge Fulkerson Conjecture, se
vi, Ze je stac¢i dokazat pro snarky. Je znamo, ze existuji snarky libovolné velkého
obvodu (Jaeger a Swart vyslovili domnénku, Ze takové snarky neexistuji), ale my
na druhou stranu dokazeme, ze snarky velkého obvodu jsou cirkularné hranoveé
skoro tti-obarvitelné. Tento vysledek pak zobecnime na grafy s libovolnym maxi-
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malnim stupném. Vyznamnym problém v oblasti barevnosti grafti je domnénka
Behzada a Vizinga o totalnim barvenim grafi, ktera byla dokadzana ve zlomkové
verzi Kilakosem a Reedem. Reed vyslovil domnénku, ze zlomkova totalna barev-
nost grafii velkého obvodu je asymptoticky rovna trivialnimu dolnimu odhadu
A + 1. Jednim z nasich vysledkl je dilkaz této domnénky a jejiho zesileni pro
grafy se sudym maximalnim stupném.

Také studujeme, do jaké miry lze prenést znamé algoritmy pro omezené tiidy
grafii na t¥idy matroidi. Matroidy jsou kombinatorické struktury, které zobecnuji
pojem grafu a pojem linedrni nezavislosti vektorti. Je znamo, ze plati analogie
slavné Courcellovy véty o existenci linearniho algoritmu pro testovani grafovych
vlastnosti vyjadritelnych v monadické logice druhého fadu pro t¥idy grafi ome-
zené stromové sitky pro matroidy reprezentované nad konecnymi télesy s omeze-
nou vétvici sitkou. My zavedeme pojem rozkladové sitky, ktery nam umozni tyto
vysledky rozsitit i na matroidy, které nejsou reprezentované nad konecnymi té-
lesy. Také studujeme rozhodovani a hledani reprezentaci takovych matroidi nad
riznymi konecnymi télesy.



Summary

This work is a collection of eight research papers (co)authored by Daniel Kral
equipped with a short summary of the main results together with introduction
to the state of the art. This collection of the papers has been submitted to fulfil
requirements for obtaining the degree Doctor of Sciences given by the Academy
of Sciences of the Czech Republic.

The papers in the collection deal with applications of combinatorial methods
in theoretical computer science. Three areas of such applications are presented:
algebraic removal lemmas related to property testing, structural results on graphs
with large girth and algorithms for matroids admitting small-width decomposi-
tions.

The Graph Removal Lemma and its generalizations form cores of algorithms
in the recently developed area of property testing. Traditionally, removal lemmas
have been derived from the Szemerédi Regularity Lemma or one of its variants.
Only recently, a direct proof of the Graph Removal Lemma has been obtai-
ned. Green, inspired by applications in proofs of the existence of long arithmetic
progressions in dense subsets of integers, developed a version of the Szemerédi
Regularity Lemma for abelian groups and obtained an analogue of the Graph Re-
moval Lemma for such groups. In two of the papers in the collection, we provide
a combinatorial proof of his analogue of the Graph Removal Lemma which allows
us to extend the result to all groups and we prove a statement of the removal
lemma for systems of equations over integers in the form conjectured by Green.
This lemma, in particular, implies Szemerédi theorem on the existence of long
arithmetic progressions in dense subsets of integers.

Graphs with no cycles of short length locally resemble trees and it is natural to
ask to which extent this resemblances causes their behavior to be similar to that
of trees. In four of the papers in the collection, we study behavior of such graphs
with respect to coloring parameters. Snarks are cubic bridgeless graphs that do
not admit a coloring of their edges with three colors. Several important conjecture
in the area of structural graph theory, such as Cycle Double Cover Conjecture
or Berge Fulkerson Conjecture, are known to be enough to be proved for snarks.
It is also known that there exist snarks of arbitrary large girth (contrary to the
conjecture of Jaeger and Swart assuming that they do not exist) but we prove
that snarks with large girth are circullarly almost three-edge-colorable. We also
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establish an analogue of this result for graphs with arbitrary maximum degree. An
important problem in the area of graph colorings is the Total Coloring Conjecture
of Behzad and Vizing which has been proved in the fractional version by Kilakos
and Reed. Reed conjectured that the fractional total chromatic number of graphs
with large girth assymptotically achieves the trivial lower A+1. One of our results
is a proof of this conjecture and its strenghtening for graphs with maximum even
degree.

Finally, we also study the extent to which the known algorithms for restricted
classes of graphs translate to matroids. Matroids are combinatorial structures
that generalize the concept of graphs and the concept of linear independence of
vectors. A celebrated result of Courcelle on linear testablity of monadic second
order logic properties of graphs with bounded tree-width is known to hold for
matroids represented over finite fields with bounded branch-width. We introduce
a notion of the decomposition width of matroids that allows us to further extend
this results to matroid not necessarily representable over finite fields. We also

discuss deciding and computing representations of such matroids over various
finite fields.
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Kapitola 1

Uvod

Predlozena doktorska prace je tvorena souborem osmi ¢lanki ze t¥i oblasti teore-
tické informatiky, které patii mezi hlavni obory védeckého zajmu autora. Tento
soubor je opatien kratkym komentovanym shrnutim, které by mélo umoznit cte-
nari zarazeni predlozenych védeckych poznatkd do kontextu souc¢asné informatiky
a matematiky. Strucné téz zminime dalsi sméry budouci védecké prace autora
stejné tak jako i jeho dalsi vysledky, které sice nejsou obsahem predlozeného
souboru praci, ale na predkladané vysledky navazuji.

1.1 Vymezeni védeckého piinosu

Stru¢né pojmenujme hlavni védecky pfinos poznatkii obsazenych v ¢lancich, které
tvofi tuto praci.

kombinatoricky dikaz Greenova odstranovacicho lemmatu pro grupové rov-
nice, ktery umoznil zobecnéni lemmatu na neabelovské grupy [I]

diikaz Greenovy domnénky o existenci odstranovaciho lemmatu pro systémy
rovnic [II]

dikaz cirkuldrni relaxace tzv. Girth conjecture [III] a jeji zobecnéni pro
nekubické grafy [IV]

diikaz Reedovy domnénky o zlomkovém totalnim barveni grafi velkého ob-
vodu [VI] a jeji zesileni pro grafy sudého maximélniho stupné [V]

algoritmus pro pocitani reprezentaci matroidii omezené vétvici sirky repre-
zentovanych nad koneénymi télesy [VII]

zavedeni pojmu rozkladové §itky matroidu, ktery umoznil zobecnit algorit-
mické vysledky o matroidech omezené vétvici sitky reprezentovanych nad
koneénymi télesy na nereprezentovatelné matroidy [VIII]
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1.2 Zakladni pojmy teorie grafti

Predkladana prace je tvorena souborem c¢lanki, z nichz ¢ast patii do oblasti teorie
grafli. Ackoliv predpokladame, ze vétsina ¢tenai bude obeznamena se zakladnimi
pojmy teorie grafli, presto si dovolime zaradit velmi strucné predstaveni této
oblasti. Podrobnégjsi tvod do problematiky lze najit napf. v monografii [11] a
¢eskou terminologii pak v ucebnici [66].

Grafem rozumime dvojici (V, F), kde E je podmnozZina neusporadanych dvojic
prvkl z mnoziny V; prvky mnoziny V' nazyvame vrcholy a prvky mnoziny F
hrany. Pokud jsou dvojice v mnoziné E uspofddané, hovoiime o orientovaném
grafu, a pokud FE je multimnozina, hovofime o multigrafu. Pokud dva vrcholy u
a v tvoli dvojici e z mnoziny F, nazyvame je sousedy a hovorime téz o tom, zZe
jsou spojeny hranou e. Pocet sousedii daného vrcholu nazyvame jeho stupném.
Graf G je k-regularni, pokud kazdy vrchol méa stupen presné k. Grafy, které jsou
3-regularni, se nazyvaji kubické.

Piikladem grafu miize byt uplny graf K, ktery je tvofen n vrcholy, z nichz
kazda dvojice tvofi hranu. Jinym ptikladem grafu je kruznice C), tvofena n vrcholy
Viy...yUp A hranami V1V, V2V3, ..., Up_1Up a VUpU1.

Podgrafem grafu G = (V, E) je graf G' = (V/,E’), kde V' C V a E' C E.
Podgraf grafu G indukovany mnozinou vrcholi V' je podgraf, ktery obsahuje V'
a vSechny hrany, jejichz oba koncové vrcholy lezi ve V. Mnozina vrchola A je
nezavisla, pokud indukuje podgraf, ktery neobsahuje zadné hrany, tj. kazda hrana
obsahuje nejvyse jeden vrchol z mnoziny A. Graf, jehoz vrcholy lze rozdélit do
dvou disjuntnich nezavislych mnozin, se nazyva bipartitni.

Cestou P v grafu G je posloupnost vrcholt vy, . . ., v takovych, ze G obsahuje
hrany vyvy, v9vs, ..., vp_1v;; budeme téz tikat, Ze cesta P spojuje vrcholy v; a
vg. Graf je souvisly, pokud kazdé dva jeho vrcholy jsou spojeny cestou. Pokud
graf neni souvisly, 1ze ukazat, ze vlastnost ,byt spojen cestou“ je ekvivalence
na mnoziné vrcholt. Podgrafy indukované jejimi tfidami se nazyvaji komponety
grafu. Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje kruznici jako podgraf, a les je graf,
jehoz kazda komponenta souvislosti je strom. Hrana, jejiz odebrani zvysi pocet
komponent, se nazyva most.

Nekteré grafy lze nakreslit do roviny tak, ze vrcholy grafu odpovidaji bodim
roviny a hrany, které je spojuji, jsou kiivky v roviné, které se kromé bodi odpo-
vidajicim jejim koncovym vrchol nikde nekiizi. Sténa v takovém nakresleni je
¢ast roviny, kde 1ze kazdé dva body spojit kiivkou neprotinajici nakresleni grafu.
Grafy, které maji takové nakresleni, se nazyvaji rovinné grafy.

V této praci se téz budeme zabyvat hypergrafy, které jsou zobecnénim grafi.
Hypergraf H je usporadand dvojice (V, ), kde mnozina F je tvofena nékterymi
z neprazdnych podmnozin mnoziny vrcholi V. Tyto podmnoziny se nazyvaji, po-
dobné jako v pripadé grafli, hrany. Pokud kazda hrana obsahuje pravé k vrchol,
fekneme, Ze hypergraf H je k-uniformni.



Kapitola 2

Regularita kombinatorickych
struktur

V této kapitole predstavime vysledky o regularité grafi a jejich pouziti v al-
goritmech pro testovani vlastnosti velkych kombinatorickych objektt. Nasledné
pak zformulujeme poznatky z ¢lankd [I] a [II] o analogickych vysledcich pro alge-
braické struktury, které tvori soubor ¢lanki predlozenych jako soucast této prace.

2.1 Regularity lemma

Szemerédi v sedmdesatych letech dvacatého stoleti zformuloval lemma, které se
stalo jednim z nejvyznamnéjsich nastrojt pro praci s hustymi grafy. Hustym gra-
fem zde minime n-vrcholovy graf, ktery obsahuje alesponi Q(n?) hran. Toto lemma
je v literatufe bézné oznacovano jako Szemerédiho regularity lemma (SRL).

Pred preciznim vyslovenim lemmatu si struéné popisme jeho znéni na abs-
traktni rovni. Szemerédiho regularity lemma garantuje, ze vrcholy kazdého grafu
1ze rozdélit do konec¢né mnoha mnozin stejné velikosti tak, ze hrany rozkladaného
grafu budou mezi vétsinou dvojic téchto mnozin rozlozeny pseudonahodné. Nyni
jednotlivé pojmy zadefinujeme formalné.

Necht X a Y jsou dvé disjunktni podmnoziny vrcholi grafu G. Jako e(X,Y)
si oznac¢me pocet hran mezi mnozinami X a Y'; hustota dvojice X a Y, kterou
budeme znacit d(X,Y) je e(X,Y) /| X||Y|. Dvojici X a Y nazveme e-regulérni pro
e € (0,1), pokud pro kazdou podmnozinu X’ mnoziny X s alespon ¢| X | prvky a
kazdou podmnozinu Y’ mnoziny Y s alespon €|Y| prvky plati nasledujici:

(d(X",Y) —d(X,Y)|<e.

Méné formalné — dvojice X a Y je e-regularni, pokud hustota hran mezi libo-
volnymi dvéma podmnozinami X a Y, které nejsou prilis malé, je zhruba stejna
jako hustota hran mezi X a Y. Parametr ¢ pak kontroluje vyznam ,,pftilis malé
a ,zhruba stejna‘“.
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Necht G je graf. Rozklad mnoziny V' (G) jeho vrcholi do disjunktnich pod-
mozin Vi, ..., Vi nazveme rovnomeérny, pokud se velikost kazdych dvou z téchto
mnozin lisi nejvyse o jedna, tj. plati ||V;| — |V;|| < 1 pro kazdou dvojici ¢ a j
s 1 <1< j < k. Vyslovime nyni Szemerédiho regularity lemma.

Lemma 2.1 (Szemerédiho regularity lemma [96]) Pro kaZdé redlné cislo
€ > 0 a kaZdé prirozené cislo kg, existuje prirozené cislo Ky takové, Ze kaZdy graf
G mad rovnomeérny rozklad mnoziny svych vrcholi na podmnozZiny Vi, ..., Vi, kde
ko < k < Ky, takovy, Ze alespon (g) — ek? dvojic mnozin V; a V;, 1 <i<j <k,
je e-requldrnich.

Szemerédiho regularity lemma se stalo vyznamnym néstrojem pouzivanym
pro studium hustych grafii. V oblasti hypergrafii se ukazalo, ze formulace a dikaz
dostatecné silné varianty regularity lemmatu neni jednoduchy a dostatecné silné
tvrzeni se podafilo dokdzat az v [84]. Formulace verze lemmatu pro hypergrafy
je vsak znac¢né slozitd a presahuje ramec této prace.

2.2 QOdstranovaci vlastnosti

Nyni si popiseme jednu z prvnich aplikaci Szemerédiho regularity lemmatu. Jedné
se o tzv. odstratfiovaci lemma (removal lemma). Nejdfive vyslovime a jeho nejjed-
nodussi verzi pro trojuhelniky, dokdzanou Ruzsou a Szemerédim. Jako ilustraci
metod pouzivanych v této oblasti podame i kratky dikaz.

Lemma 2.2 (Odstrafiovaci lemma pro trojahelniky [85]) Pro kazdé redl-
né cislo g > 0, existuje redlné cislo &g > 0 takové, Ze pro kazdy graf G na n
vrcholech plati alespon jedno z nasledugicich tvrzeni:

e Graf G obsahuje alespori Son? trojihelniki.

o Graf G obsahuje mnoZinu hran F, |F| < ggn?, takovou, Ze kaZdy trojuhelnik
v G obsahuje alespon jednu hranu z mnoZiny F, tj., graf G\ F nemd Zddné
trojuhelniky.

Strucné si vysvétleme vyznam tohoto tvrzeni: Lemma fika, ze bud kazdy graf
G obsahuje hodné trojuhelnikti, kde hodné znamena konstantni ¢ast jejich ma-
ximéalniho mozného poctu (g), nebo graf G obsahuje malou mnozinu hran (kon-
stantni ¢ast jejich maximalniho poctu, ktery je (Z)), jejimz odebranim vznikne
graf bez trojihelniki.

Zamysleme se, jak by mélo znit odstranovaci lemma pro obecny graf H jako
podgraf. Druhy zavér by mél ziistat zachovan — pokud méa graf G malo podgrafi
H, pak existuje mald mnozina hran F, Ze graf G'\ F' neobsahuje H jako podgraf.
Zbyvé tedy definovat, co znamena ,malo* podgrafi H. Pokud podgraf H ma k
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vrcholl, je maximalni mozny pocet podgrafii grafu na n vrcholech k!(Z), tedy
polynom stupné k, pokud je k pevné. Takovéto tvrzeni skutecné plati a je znamo
jako obecné odstraniovaci lemma pro grafy (removal lemma for graphs).

Lemma 2.3 (Odstratiovaci lemma [85]) Pro kazdé redlné cislo eg > 0 a pro
kazdy graf H na k vrcholech, existuje redlné cislo oy > 0 takové, Ze pro kazdy graf
G na n vrcholech plati alespon jedno z ndsledugjicich tvrzeni:

o Graf G obsahuje alespori Son* rizngjch podgrafii izomorfnich grafu H.

e Graf G obsahuje mnoZinu hran F, |F| < eon?, takovou, Ze kaZdy kaZdy
podgraf grafu G, ktery je izomorfni grafu H, obsahuje alespon jednu hranu
z mnoziny F, tj., graf G\ F nemd Zadny podgraf izomorfni grafu H.

Odstrartiovaci lemma bylo zobecnéno na orientované grafy, hypergrafy [37,70]
a obecné rela¢ni struktury [97]. Nyni zformulujeme odstraniovaci lemma pro hy-
pergrafy, které tvori jeden z nasich nastroji. VSimnéme si nasledujicitho: Protoze
maximaln{ pocet hyperhran (-uniformniho hypergrafu je (}) = ©(n‘), pocet hran
v mnoziné F' je nyni omezen polynomem stupné /.

Lemma 2.4 (Odstranovaci lemma pro hypergrafy [70]) Pro kaZdé realné
cislo eg > 0 a pro kazdy (-uniformnni hypergraf H na k vrcholech, existuje redlné
cislo 69 > 0 takové, Ze pro kaZdy (-uniformni hypergraf G na n vrcholech plati
alespon jedno z ndsledugjicich tvrzeni:

o Hypergraf G obsahuje alespori Son”* riznych podhypergrafis izomorfnich hy-
pergrafu H.

o Hypergraf G obsahuje mnoZinu hran F, |F| < ggn®, takovou, Ze kazdy kazdy
podhypergraf grafu G, ktery je izomorfni hypergrafu H, obsahuje alesporn
jednu hranu z mnoZiny F, tj., hypergraf G \ F nemd Zadny podhypergraf
izomorfni hypergrafu H.

Vsechny znamé ditkazy odstranovacich lemmat vyuzivaly Szemerédiho regu-
larity lemma nebo nékteré z jeho zobecnéni. V tomto sméru bylo dosazeno pred
dvéma lety velkého pokroku, kdy Fox [22] dokdzal ostraniovaci lemma pro troja-
helniky pfimo a pozdéji sviij diikaz zobecnil pro obecné grafy. Jeho postup vedl
k vyraznému zlepseni zavislosti 0y na ¢y v odstranovacim lemmatu.

2.3 Aplikace odstranovaciho lemmatu

V této sekci bychom radi predvedli dvé aplikace odstranovaciho lemmatu. Prvni
z nich ma vztah k teorii ¢isel a znamé Szemerédiho vété o existenci aritmetickych
posloupnosti v hustych mnozinach celych ¢isel. Druhou je pak algoritmus pro
pravdépodobnostni testovani vlastnosti velkych struktur (property testing).
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2.3.1 Teorie c¢isel

Zformulujme Szemerédiho vétu o existenci aritmetickych posloupnosti v hustych
mnozinach celych ¢isel:

Véta 2.5 (Szemerédiho véta [95]) Pro kaZdé prirozené cislo k a kaZdé redlné
¢islo € > 0, existuje ng, Ze kazdd podmnozina X C {1,...,n} pron > ng a
| X'| > en obsahuge aritmetickou posloupnost délky k.

Specidlnim pripadem této véty pro k = 3 je Rothovova véta.

Véta 2.6 (Rothova véta [83]) Pro kaZdé redlné cislo € > 0, existuje ng, Ze
kazda podmnozina X C {1,...,n} pron > ny a |X| > en obsahuje triprvkovou
aritmetickou posloupnost.

2.3.2 Testovani vlastnosti velkych struktur

Vyznamné jsou aplikace odstranovacich lemmat v informatice v oblasti testovani
vlastnosti (property testing) [20,35]. V nasem vykladu se omezime na vlastnosti
grafli. Uvazme, néjakou vlasnost P grafii; na P se divejme jako na mnozinu grafi,
které maji danou vlastnost. Reknéme, ze graf G na n vrcholech je e-daleko od
vlastnosti P, pokud neexistuje mnozina hran F, |F| < en?, takovd, ze GAF € P.
Graf GAF je graf, ktery ziskdme z G odebranim hran z F' N E(G) a pfidanim
hran z F'\ E(G).

Odstranovaci lemmata umoziiuji navrhnout pravdépodobnostni algoritmy,
které s velkou pravdépodobnosti pfijmou graf G, pokud mé vlastnost P, a s velkou
pravdépodobnosti graf G odmitnou, pokud je e-daleko od vlasnosti P. Naptiklad
pro vlastnost ,nemit trojihelnik“, Lemma 2.2 zarucuje, ze pokud n-vrcholovy
graf G je e-daleko od této vlastnosti, pak G obsahuje Q(n?®) trojuhelniku. Lze
tedy navrhnout takovy pravdépodobnostni algoritmus, ktery po precteni ndhodné
vybrané konstantné velké ¢asti grafu GG pfijme, pokud nema trojihelniky, a s vy-
sokou pravdépodobnostni odmitne, pokud G je e-daleko od vlastnosti ,nemit
trojihelnik®.

2.4 Algebraické odstranovaci vlastnosti

Green, inspirovan pouzitim odstranovaciho lemmatu v oblasti teorie ¢isel, zformu-
loval regularity lemma pro abelovské grupy [36]. Ze své verze regularity lemmatu
pak vyvodil néasledujici odstranovaci lemma pro grupové rovnosti.

Lemma 2.7 (Odstrafiovaci lemma pro abelovské grupy [36]) Pro kaZdé
celé cislo k a kazZdé redlné cislo g > 0, emistuje redin€ cislo oy > 0 takove,
ze pro kaZdou abelovskou grupu G tddu N a kazZdé podmnoZiny Xy, ..., Xy jejich
proki plati alespon jedno z nasledujicich tvrzensi:
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o FExistuje alespori 6oN*~1 k-tic v, € X1, ...,z € X}, takovych, Ze 1 + -+
xr =0 (kde 0 znaci neutrdlni prvek grupy G).

o Ezistuji podmnoziny X| C Xy,..., X, C X takové, Ze | X; \ X]| < N,
i=1,...,k, apro kaZdouk-ticizy € X1,...,x, € X}, plati v1+- - -+x; # 0.

Pov§imnéme si, ze Lemma 2.7 je analogii odstranovacich lemmat pro grafy:
maximalni pocet feseni rovnosti je nejvyse N*~! (zachovdvidme tedy stupefi po-
lynomu, analogicky k po¢tu podgrafii) a mnoziny, ze kterych vybirdme hodnoty
neznamych, maji maximalni velikost N (tedy opét zachovavame stupen poly-
nomu). Poznamenejme, ze Lemma 2.7 implikuje Rothovu vétu (Véta 2.6).

V préci [I], kterd je predmétem predkladaného souboru praci, jsme spolecné
s Serrou a Venou, odvodili Lemma 2.7 z grafového odstranovaciho lemmatu pro
obecné (tedy ne nutné abelovské) grupy. Poznamenejme, ze metody pouzité Gre-
enem k dikazu jeho vysledkou jsou zaloZeny na Fourierovské analyze a je tedy
nepravdépodobné, ze by je bylo mozné vyuzit k dikazu tohoto zesileni. Zformu-
lujme nase zesileni.

Lemma 2.8 (Odstrafiovaci lemma pro grupy [I]) Pro kazZdé celé ¢islo k a
kazdé redlné cislo g > 0, existuje redlné cislo o9 > 0 takové, Ze pro kaZdou
grupu G radu N a kazdé podmnoZiny X1, ..., Xy jejich prvki plati alespon jedno
z nasledugicich tvrzeni:

o Ezistuje alespori SoN*~' k-tic x1 € X1, ..., 2, € X}, takovych, Ze 1 + - - +
x =0 (kde 0 znaci neutrdlni prvek grupy G ).

o Ezistuji podmnoziny X| C Xy,..., X, C X takové, Ze | X; \ X!| < N,
i=1,...,k, apro kaZdou k-ticizy € X1,...,x € X}, plati v1+- - -+x) # 0.

Green ve svém Clanku [36] vyslovil jako domnénku tvrzeni, které by bylo
zobecnénim Lemmatu 2.7 na systémy rovnic nad celymi ¢isly. Tato domnénka
implikuje Szemerédiho vétu o aritmetickych posloupnostech (Vétu 2.5).

Domnénka 2.1 Pro kaZdou reguldrni celociselnou ¢ X k-matici A a kazZdé redlné
cislo g > 0, existuje redlné cislo o9 > 0 takové, Ze pro kaZdych k podmnoZin
X1, ..., X mnoziny {1, ... ,n}, plati alespon jedno z nasledugicich tvrzeni:

o Eristuje alespori Son*~* k-ticx1 € X1, ...,z € Xy, které leZi v jadru matice

A.

o Ezistuji podmnoziny X| C Xi,..., X, C Xj, takové, Ze | X; \ X[| < eon,
i=1,...,k, a Zddnd k-tice x; € X1,...,x, € X, nelezi v jadru matice A.
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Céstecné vysledky sméfujici k ditkazu Domnénky 2.1 byly ozndmeny Cande-
lou [7]. Plny dtikaz Greenovi domnénky jsme pak podali spoleéné s Serrou a Venou
v ¢lanku [IT], ktery je rovnéz obsazen v souboru predlozenych praci. Diikaz je zalo-
zen na redukci Domnénky 2.1 na hypergrafové odstranovaci lemma (Lemma 2.4).
Nezavisle na nas, jinou redukci na hypergrafové odstranovaci lemma, dokazal Gre-
enovu domnénku také Shapira [91,92]. Zformulujme hlavni vysledek ¢lanku [II],
ktery implikuje Domnénku 2.1.

Véta 2.9 Pro kaZda dveé celd cisla k a { a kaZdé realné cislo g > 0, existuje
realné cislo 69 > 0 takovée, Ze pro kaZdé konecné téleso F' radu q, kaZdou reguldrni
{ x k-matici A nad F' a kazZdé podmnoziny X1, ..., Xy jeho prvka, plati alesporn
jedno z nasledujicich tvrzeni:

o Existuje alesponi 60q" " k-ticxy € X1, ..., 2, € Xy, které leZi v jddru matice
A.

o FExistuji podmnoziny X; C Xy,..., X} C Xy takové, Ze | X; \ X!| < eoq,
i=1,...,k, a Zadnd k-tice x1 € X1, ...,z € X] nelezi v jadru matice A.

Ve Véte 2.9 vidime stejné dvé moznosti jako v predchozich piipadech: jadro
matice A je tvofeno ¢*~* k-ticemi prvki télesa F' (a tedy opét hledame podet
FeSeni homogenni rovnice dané matici A asymptoticky shodny s jejim maximalnim
poctem FeSeni) nebo mnoziny Xj, ..., X} umime linedrné zmensit tak, aby zadna
k-tice jejich prvku nelezela v jadru matice A.

Ve své soucasné védecké praci se snazim na zkuSenosti a poznatky z této
oblasti navazat a usiluji o ziskdni zobecnéni Véty 2.9 na systémy polynomi;
bohuzel se nam vsak zatim nepodarilo dosahnout dostatecné silnych vysledki,
které by zde bylo mozné zminit.



Kapitola 3

Barevnost grafii velkého obvodu

Velmi zivou oblasti teorie grafi je oblast barevnosti grafi. Otazky studované
v této oblasti jsou motivovany jak praktickymi problémy souvisejicicimi s apli-
kacemi v oblasti pridélovani frekvenci tak i zakladnimi problémy matematiky
souvisejicimi s rozklady kombinatorickych struktur a jejich extremalnimi vlast-
nostmi (napf. Ramseyova teorie). Barevnost grafti patii stéZejni oblasti vyzkumu
autora predkladané prace a byla téz hlavnim tématem jeho habilitacni prace.
V souboru ¢lanki, které tvoii tuto praci, je oblast barevnosti grafi zastoupena
¢tyFmi ¢lanky studujicimi barevnost grafii velkého obvodu (Zadny z téchto ¢lanku
nebyl soucasti habilita¢ni prace autora).

V této kapitole nejprve podame struény tvod do oblasti barevnosti grafi a
predstavime zakladni vlastnosti grafii velkého obvodu. Poté predstavime vysledky
z ¢lanka [I1I), [IV], [V] a [VI], které tvoii soubor ¢lanki obsazenych v této praci.
Rovnéz zminime i dalsi vysledky autora prace v této oblasti a naznac¢ime mozné
budouci sméry vyzkumu.

3.1 Barevnost grafti

Funkci ¢ : V(G) — {1,..., k} nazveme k-obarveni grafu GG, pokud kazd4 z mnozin
c1(i), i = 1,...,k, je nezavisla. Nejmensi ¢islo k, pro které existuje k-obarveni
grafu GG, se nazyva barevnost grafu G a znaci x(G). Pokud ¢islo k je zfejmé
z kontextu, mluvime o ¢ jako obarveni, popf. jako o obarveni pomoci k£ barev.
Jeden z nejstarsich a nejslavnéjsich problému teorie grafii je Problém ¢ty ba-
rev, ktery se ptal, zda lze kazdy rovinny graf obarvit pomoci ¢tyr. Tento problém
zformuloval kartograf Francis Guthrie v roce 1852. V pribéhu 19. stoleti se obje-
vilo nékolik chybnyjch dikazt tohoto tvrzeni, z nichz zminme zejména Kempeho
dikaz [55] a Taittv dikaz [98]. Kempeho metoda zmény obarveni pomoci fetézct
se ale stala jednim ze zakladi dnes zndmych dikazi tohoto problému [2,80], které
se opiraji o analyzu konfiguraci pomoci pocitace. Taittiv dikaz spocival v pre-
formulaci problému do dualni verze, které je ekvivalentni neexistenci snarki,
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kubickych grafii bez mosti, které nejsou hranové tribarevné. Tyto grafy budeme
blize studovat v ¢asti 3.3.

Je zfejmé, Ze barevnost grafu G je nejvySe maximalni stupenn A(G) grafu G
zvétseny o jedna. Brooksova véta charakterizuje souvislé grafy, pro které je tento
jednoduchy odhad nejlepsi mozny.

Véta 3.1 (Brooksova véta [6]) Pokud G je souvisly graf s mazimalnim stup-
ném A(G), ktery nent ani uplny graf ani kruznice lich€ délky, pak barevnost grafu
G je nejugse x(G).

Elegantni dikaz Brooksovy véty podal Lovéasz [64]. Brooksova véta byla
uspésné rozsifena na obecnéjsi typy barveni, z nichZz jmenujme zejména barev-
nost hypergraft [59], tzv. seznamové barveni [18] nebo problém ptidélovani frek-
venci [61].

Barevnost grafu je celoc¢iselny parametr a proto se jevi pfilis hruby na méfeni
barevnosti nékterych grafii. Jako motivacni priklad zminme kruznice liché délky
20+1, které maji barevnost t¥i. Pfesto intuitivné citime, ze kruznice Cygo; je blizsi
grafu s barevnosti dva nez kruznice C7; nebo dokonce C3. Tento jev pomahaji
forméalné zachytit necelociselné relaxace barevnosti. Dvé nejvice studované jsou
cirkularni a zlomkova barevnost, které si nyni zavedeme.

Cirkularni barevnost byla zavedena Vincem [101] pod pojmemem hvézdova
barevnost. Nyni je pojem cirkularni barevnosti jiz ustalen pod timto nazvem a
tento koncept je velmi studovan v teorii grafii, o ¢emz svédci nékolik prehledovych
¢lankt [106,107]. Cirkuldrni barevnost lze definovat nékolika navzijem riznymi
zpusoby, z nichz tfi si nyni uvedeme.

Prvni definice vychazi z predstavy barev na kruznici v roviné. Cirkularni ba-
revnost grafu G je nejmensi ¢ takové, Ze existuje zobrazeni ¢ : V(G) — S, kde S
je kruznice s obvodem /¢, takové, ze pro kazdou hranu uv € E(G) maji oba dva
oblouky kruznice S urcené body u a v délku alespon jedna. Lze ukazat, ze takové
nejmensi ¢ vzdy existuje (nabyvéa se minima).

Druhé definice vychazi z predstavy barev jako ¢isel modulo néjaké vétsi ¢islo.
Cirkularni barevnost grafu G je infimum hodnot p/q, p,q € N, takovych, zZe
existuje zobrazeni ¢ : V(G) — {0,...,p — 1} takové, ze pro kazdou hranu uv €
E(G) plati ¢ < |e(u) — ¢(v)| < p — ¢, tj. hodnoty c(u) a ¢(v) se lisi alesponi o ¢
modulo p. Neni tézké ukazat, ze i v této definici se infimum nabyva.

Tteti definice je preformulaci druhé definice do feci grafovych homomorfismi.
Zobrazeni f : V(G) — V(H) z vrcholu grafu G do vrcholi grafu H nazveme
homomorfismem, pokud pro kazdou hranu uv € E(G) plati f(u)f(v) € E(H).
Pokud takové zobrazeni existuje, fikdme téz, ze graf G je homomorfni grafu H.
Necht graf K, ,, p,q € N, je graf, jehoz vrcholy jsou ¢isla 0,...,p — 1 a dva jsou
spojeny hranou, pokud ¢ < |¢(u) — ¢(v)| < p — . Cirkularni barevnost grafu G je
infimum hodnot p/q, p,q € N, takovych, ze graf G ma homomorfismus do grafu
K, ,. 1 v této definici se infimum vzdy nabyva.
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Cirkularni barevnost grafu G se znadi x.(G) a plati, ze x(G) = [x.(G)], tj.,
X(G) =1 < x.(G) < x(G).

Druhou relaxaci barevnosti grafii je zlomkova barevnost. Tato relaxace vy-
chézi z formulace problému barveni grafi jako celociselného programu a nasledné
linearni relaxace tohoto programu. I zlomkova barevnost patii mezi velmi stu-
dované a rozsitené koncepty v teorii grafli, viz napt. monografie o zlomkovych
parametrech v teorii grafi [86].

Necht G je graf. Barevnost grafu G je fesenim celo¢iselného program s pro-
ménnymi x; € {0,1} indexovanymi nezavislymi mnozinami grafu G, s podmin-
kami ) 15071 = 1 pro kazdy vrchol v a s cilovou funkci min > xr. Uvazme
nyni linedrni relaxaci tohoto programu, tj., podminky z; € {0,1} nahradme
0 < z7y < 1. Optiméalni feseni tohoto linearniho programu nazveme zlomkovou
barevnosti grafu G a budeme znacit x(G).

Opét plati, ze zlomkova barevnost grafu je vzdy omezena jeho barevnosti, ale
narozdil od cirkuldrni barevnost, zlomkova barevnost mize byt libovolné mensi.
Jako priklad si uvedme znamé Kneserovy grafy. Kneseriuv graf K(a,b), a > 2b,
je graf, jehoz vrcholy jsou vSechny b-prvkové podomnoZiny mnoziny {1,...,a}
a dva vrcholy jsou sousedni, pokud jim odpovidajici mnoziny jsou disjunktni.
Lovéasz [63] ukazal, Ze barevnost grafu K(a,b) je rovna a — 2b + 2. Na druhou
stranu, pokud jako [;, j = 1,...,a, oznacime nezavislou mnoZinu tvofenou témi
vrcholy, které odpovidaji mnozindm obsahujicim j, pak z;, = 1/b a 21 = 0
pro I & {Iy,...,1,}, je feseni vySe uvedeného linearniho programu. Plati tedy

xf(G) < a/b. Pomoci Erdé-Ko-Radovy véty [17] lze ukézat, ze yx = (Z:i)fl,
X € ({1"1')"“}), je TeSeni dudlniho programu a tedy plati x;(G) = a/b. Volbou b
dostatecné velkého, pak ziskame grafy se zlomkovou barevnosti libovolné blizkou

dvéma a barevnosti libovolné vysokou.

3.2 Grafy velkého obvodu

V ¢lancich, které tvori tuto praci, se zabyvame barevnosti grafii velkého obvodu.
Pripomenme, ze obvod grafu je délka jeho nejkratsi kruznice. Grafy velkého ob-
vodu tedy vypadaji lokalné jako stromy a bylo by proto mozné se domnivat, ze
jejich barevnost bude omezena. Tomu vSak tak neni, jak ukazal Erdés [16], ktery
pravdépodobnostnim argumentem ukézal, zZe pro kazda prirozena cisla g a k exis-
tuje graf s obvodem ¢ a barevnosti k. Pozdéji byly nalezeny i explicitni konstrukce
takovych grafii. Nejznaméjsi konstrukci v této oblasti je Mycielského rekurzivni
konstrukce [69] grafi velké barevnosti, které neobsahuji trojihelnik jako podgraf.

Vidime, ze barevnost grafi velkého obvodu neni omezena zadnou konstantou.
Nabizi se otazka, jak se chova barevnost takovych grafii, pokud omezime jejich
maximalni stupen. Nejjednodussim ptripadem jsou kubické grafy. Podle Brooksovy
véty (Véta 3.1) je barevnost kubickych graf bez trojihelnikt nejvyse tfi a pokud
takovy graf obsahuje lichou kruznici, coz neni ve sporu s pozadavkem na libovolné



12 KAPITOLA 3. BAREVNOST GRAFU VELKEHO OBVODU

velky obvod, tak je barevnost rovna tiem. Podivejme se blize, jak se barevnost
takovych grafti chova vzhledem k necelo¢iselnym relexacim barevnosti, které jsme
predstavili v minulé sekci.

Zaméime se nejdiive na ty grafy, kde zakazeme kruznice nejkratsi mozné
délky, tedy kubické grafy bez trojthelnikti. Heckman a Thomas [40,41] vyslovili
domnénku, ze zlomkova barevnost rovinnych kubickych grafii bez trojihelnikt
je nejvyse 8/3 a zlomkova barevnost obecnych kubickych grafi je pak nejvyse
14/5. Obé hodnoty by byly nejlepsi mozné, protoze jsou znamy konstrukce n-
vrcholovych rovinnych kubickych grafti bez trojuhelnik s maximalni nezavis-
lou mnozinou velikosti 3n/8 a takovych obecnych grafi s maximalni nezéavislou
mnozinou velikosti 5n/14. Naopak, se vi [40,53,93], Ze kazdy kubicky graf bez
trojihelnik s n vrcholy obsahuje nezavislou mnozinu velikosti alesponi 5n/14 a
rovinné kubické grafy dokonce velikosti 3n/8 [41].

Prvni netrividlni horni odhad 3 — 3/64 na zlomkovou barevnost kubickych
grafii bez trojihelniki lze nalézt v praci Hatamiho a Zhua [39]. Tento odhad
byl pozdé&ji vylepsen postupné na 3 — 3/43 [65] a na 3 — 1/11 [19]. Pro grafy
s maximalnim stupném A, které neobsahuji trojihelnik, Johanson [52], Ze jejich
barevnost je omezena funkci O(A/log A).

Zaméfme se nyni na kubické grafy velkého obvodu. V oblasti cirkuldrni ba-
revnosti takovych grafd je centralni Nesettilova domnénka znamé jako Pentagon
Conjecture [71]. V fedi barevnosti graft tato domnénka tika, ze existuje pfirozené
¢islo g takové, ze kazdy kubicky graf obvodu alespon g méa cirkuldrni barevnost
nejvyse 5/2. V sérii praci [38, 58, 104] se podafilo ukazat, ze v této domnénce
nelze 5/2 nahradit 7/3.

Ve své praci [39] Hatami a Zhu ukazali odhady na zlomkovou barevnost ku-
bickych grafii s obvodem g, které maji pravdépodobné limitu 8/3 (jejich odhad je
feSenim algebraické rovnice a nepodafilo se jim v jejich préaci tuto limitu uréit).
Soucasny nejlepsi znamy horni odhad lze nalézt v ¢lanku [54]: existuje obvod
g, ze kazdy kubicky graf s obvodem alespon g méa zlomkovou barevnost nejvyse
2.2978. V ¢lanku [54] 1ze téZ najit velmi kratky diikaz zesileni zmitiovaného vy-
sledku Hatamiho a Zhua na grafy, které neobsahuji kratké liché kruznice. Tento
dikaz pouziva souvislost zlomkové barevnosti a pravdépodobnostnich distribuci,
kterou vysvétlime v nasledujicim odstavci.

Zlomkova barevnost tizce souvisi s existenci vrcholové uniformnich pravdeé-
podobnostnich distribuci na nezavislych mnozinach v grafu a pro kubické grafy
velkého obvodu téz s existenci velkych nezavislych mnozin v ndhodnych kubic-
kych grafech. Z definice zlomkové barevnosti 1ze snadno nahlédnout, ze graf G
ma zlomkovou barevnost nejvyse £ prave tehdy, kdyz existuje pravdépodobnostni
distribuce na nezavislych mnozinach grafu G takova, ze kazdy vrchol je v nezavislé
mnoziné ndhodné zvolené dle této distribuce s pravdépodobnosti alespon 1/k. Je
také zndmo, ze ndhodny kubicky graf obsahuje jen omezené mnoho kruznic délky
nejvyse . Lze tedy po odstranéni konstantné malé ¢asti takového grafu aplikovat
vysledky o zlomkové barevnosti kubickych grafti velkého obvodu a ziskat (velkou)



3.3. HRANOVA BAREVNOST GRAFU 13

nezavislou mnozinu v ndhodném kubickém grafu.

3.3 Hranova barevnost graft

V této casti prace se budeme zabyvat tzv. hranovym barvenim graf. Pokud G je
graf, pak jeho hranovy graf je graf L(G), jehoZ vrcholy jsou hrany grafu G a dva
jeho vrcholy jsou sousedé, pokud odpovidajici hrany maji spole¢ny vrchol v G.
Obarveni grafu L(G) dava obarveni hran grafu G takové, Ze hrany se spole¢nym
vrcholem v G maji rtiznou barvu. Nejmensi mozny pocet barev nutny k takové-
muto obarveni hran grafu G se nazyva hranova barevnost grafu G a oznacuje se
X' (G).

Pokud G je graf s maximalnim stupném A, jeho hranova barevnost je alespon
A, nebot hrany u vrcholu stupné A musi dostat vesmés rizné barvy. Vizingova
véta [102] 1ik4, Ze barevnost grafu (bez nasobnych hran) se od tohoto trividlniho
odhadu nemtze prilis lisit.

Véta 3.2 (Vizingova véta [102]) Necht G je jednoduchy graf s maximdlnim
stupném A. Pak hranovd barvenost grafu G je rovna A nebo A + 1.

Pro A =1 je takovy graf G nutné tvofen izolovanymi vrcholy a hranami a
jeho hranova barevnost je tedy vzdy jedna. Pro A = 2 jsou takové grafy sjed-
nocenim vrcholové disjunktnich cest a kruznic a jejich hranova barevnost je dva
pravé tehdy, kdyz jedna z jejich komponent neni licha kruznice. Z algoritmického
hlediska je tedy jednoduché (polynomiélni) rozhodnout, zda hranova barevnost
grafu G s A =2 je dva. Pro A = 3 je v8ak situace jind. Holyer [49] dokazal, Ze
rozhodnout, zda dany graf maximalniho stupné tii ma hranovou barevnost tii,
je NP-tplny problém. Analogické tvrzeni plati i pro grafy vyssiho maximalniho
stupné.

Je tedy zfejmé, ze struktura kubickych grafli, jejichz hranova barevnost je
¢tyti, bude velmi obtizné popsatelna. Takové grafy nazveme snarky. Formalné,
snark je hranové 3-souvisly kubicky graf, pokud jeho hranova barevnost je ¢tyfi.
Poznamenejme, ze v literatufe se riizni definice snarku s ohledem na podminku
netriviality jeho souvislosti a lze nalézt jak definice vyzadujici jen neexistenci
mostl tak i pozadujici hranovou cyklickou 4-souvislost. Snarky se ve strukturalni
teorii grafii casto vyskytuji jako tézké instance znamych problémt. Naptiklad je
znamo, ze slavné oteviené problémy jako Cycle Double Cover Conjecture, Tut-
teho hypotézu o 5-toku nebo Berge-Fulkersonovu hypotézu staci dokazat jen pro
snarky. Problém ¢tyt barev, ktery jsme diive zminili, je ekvivalentni tvrzeni, ze
neexistuje snark, ktery by bylo mozné nakreslit do roviny [98].

Ackoliv snarky tvoii ,,jadro“ mnoha znamych tézkych problémi, je jich mezi
vSsemi kubickymi grafy relativné méalo. Naptiklad je znamo, ze ndhodny kubicky
graf neni skoro jisté snark, tj. ndhodné vybrany hranové 3-souvisly kubicky graf
na n vrcholech je snark s pravdépodobnosti p,, kde p, — 0 s n — oo. V roce
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1980 vyslovili Jaeger a Swart [51] domnénku, Ze kazdy snark nutné musi obsa-
hovat kratkou kruznici, tj. existuje konstanta gy takova, ze kazdy snark obsahuje
kruznici délky nejvyse go. Tuto domnénku vyvratil Kochol [57], ktery zkonstruo-
val snarky libovolné velkého obvodu.

Dle Vizingovy véty (Véta 3.2) hranova barevnost kubickych grafi bez mostt
miize nabyvat jen dvou hodnot: tii a ¢tyfi. Zaméfme se nyni na hranovou ba-
revnost grafu vici jedné z relaxaci barevnosti, které jsme diive zavedli. Hranova
cirkularni barevnost x’.(G) grafu G je cirkuldrni barevnost grafu L(G); cirkularni
obarveni grafu L(G) pfirozené odpovidaji cirkuldarnim obarvenim hran grafu G.
Afshani a kol. [1] ukdzali, Zze cirkuldrni hranovd barevnost kubickych grafi bez
mostl je vzdy nejvyse 11/3. Petersentiv graf, ktery je Kneseruv graf K(5,2), je
ptikladem kubického grafu bez mosti, jehoZ cirkulédrni hranova barevnost je 11/3
a tedy tento vysledek je obecné nejlepsi mozny.

Cirkularni hranova barevnost je zndma pro nékteré tiidy snarki [32-34,67] a
Petersentiv graf je jedinym znadmym snarkem, jehoz hranova barvenost je vétsi nez
7/2. Ve spole¢ném ¢lanku s Macajovou, Mazakem a Serenim [60] jsme ukazali, Ze
cirkularni hranova barevnost kubického grafu bez mosti obvodu Sest je nejvyse
7/2 a vyslovili domnénku, Ze Petersen je jedinym kubickych grafem bez mosti,
jehoz cirkularni hranova barevnost je vétsi nez 7/2.

V ¢lancich, které tvori predlozenou praci studujeme cirkularni hranovou ba-
revnost grafi velkého obvodu. V [III] jsme ukézali, Ze jiz zmitiovand domnénka
Jaegera a Swarta, ktera se ukazala nepravdivou, asymptoticky plati pro hranovou
barevnost kubickych grafi.

Véta 3.3 Pro kazZdé redlné cislo € > 0, existuje prirozené cislo g takové, Ze kazdy
kubickych graf bez mostu obvodu alespori g md cirkuldrni hranovou barevnost
nejvyse 3 + €.

vV

niho stupné.

Véta 3.4 Pro kazZdé redlné cislo € > 0 a kazdé prirozen€ cislo A, existuje priro-
zen€ cislo g takové, Ze kazdy graf s mazimdlnim stupném A a obvodu alespori g
md cirkularni hranovou barevnost nejuyse A + €.

Zajimavym problém v této oblasti je zobecnéni vysledku od Asfahni a kol.,
ktery podava horni odhad na cirkularni barvenost kubickych grafii bez mostt na
grafy vys§iho maximélniho stupné. V ¢lanku [III] jsme formulovali jako problém,
zda plati, ze kazdy k-regularni hranové k-souvisly graf mé cirkularni hranovou
barevnost nejvyse k+ 1 —1/k pro k > 3. Podminka na souvislost takovych graft
je zvolena tak, aby zarucovala, ze tyto grafy maji vidy tzv. perfektni parovani,
jehoz existence tzce souvisi s existenci hranovych obarveni pomoci méalo barev.
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3.4 Totalni barevnost graft

Na konci této kapitoly se budeme zabyvat typem barveni, které je kombinaci
barveni vrchol a hran grafu, tzv. totalni barevnosti. Totalni barevnost grafi je
podrobné studovdna v monografii [105], kde ¢tenaf mize nalézt podrobny tvod
do této oblasti. Totdlnim grafem T'(G) grafu G je graf, jehoz vrcholy odpovidaji
vrcholiim a hrandm grafu G a ktery obsahuje nasledujici hrany:

e dva vrcholy T'(G) odpovidajici vrcholim u a v grafu G jsou sousedni, pokud
uv je hrana v grafu G,

e dva vrcholy T'(G) odpovidajici hrandm e a f grafu G jsou sousedni, pokud
hrany e a f maji spole¢ny vrchol v grafu G, a

e dva vrcholy T(G) odpovidajici vrcholu u a hrané e jsou sousedni, pokud
vrchol u je koncovym vrcholem hrany e.

Obarveni totalniho grafu T'(G)) dava obarveni vrcholi a hran grafu G, které ome-
zeno na vrcholy G je dobré obarveni vrcholit a omezeno na hrany G je dobré
obarveni hran. Totalni barevnost x”(G) grafu G je barevnost grafu T'(G).

Podobné jako u hranové barevnosti, totalni barevnost grafu G's maximalnim
stupném A je alesponn A+ 1: pokud v je vrchol stupné A, pak vrchol v a A hran,
které jej obsahuji, musi dostat vesmés rtizné barvy. Behzad [3] a Vizing [103]
vyslovili domnénku, Ze totalni barevnost grafu G s maximalnim stupném A je,
analogicky k hranové barevnosti, nejvyse A + 2. Tato domnénka dosud nebyla
roziesena.

Z Brooksovy véty plyne, ze totalni barevnost grafu s maximalnim stupném
A je nejvyse 2A. Odhad s multiplikativnim faktorem jedna u A byl nalezen
Molloyem a Reedem [68], ktefi ukazali, ze totélni barevnost grafu s maximalnim
stupném A je nejvyse A + 10%.

Kilakos a Reed [56] ukazali, Ze vySe uvedend domnénka o totalni barevnosti
grafli plati ve zlomkové verzi, tj. zlomkova totalni barevnost grafu G s maximal-
nim stupném A je nejvyse A + 2. Grafy, pro které je tento odhad nejlepsi mozny,
pak byly popsany Item, Kennedym a Reedem [50]: takové grafy jsou pouze tiplné
grafy se sudym poctem vrcholl a uplné bipartitni grafy s partitami shodné veli-
kosti. Tento vysledek vedl Reeda k vysloveni nasledujici domnénky:

Domnénka 3.1 (Reed [79]) Pro kazdé redlné cislo ¢ > 0 a kazZdé prirozené
cislo A, existuje prirozené cislo g takové, Ze kazZdy graf s maximdlnim stupném
A a obvodu alespon g ma zlomkovou totdlni barevnost nejvyse A + 1+ <.

V pracich [V] a [VI], které jsou souc¢asti souboru predloZenych praci, jsme tuto
domnénku dokézali. Pro grafy s maximalnim stupném A, kde A je sudé ¢islo jsme
dokonce dokazali silnéjsi tvrzeni. Vyslovme nyni hlavni vysledky nasich praci [V]
a [VI].



16 KAPITOLA 3. BAREVNOST GRAFU VELKEHO OBVODU

Véta 3.5 Pro kazdé redlné€ cislo € > 0 a kaZdé prirozené cislo A, existuje priro-
zen€ cislo g takové, Ze kazdy graf s mazimdlnim stupném A a obvodu alespori g
md zlomkovou totdlni barevnost nejuyse A + 1+ ¢.

Véta 3.6 Pro kazdé sudé cislo A > 4, existuje prirozené€ cislo g takové, Ze kaZdy
graf s mazimalnim stupneém A a obvodu alespori g ma zlomkovou totdlni barevnost
A+1.

Dikaz Véty 3.5 byl podén pro A = 3 v [V] a pro zbylé liché hodnoty A
v [VI]; Véta 3.6, kterd implikuje Vétu 3.5 pro sudé hodnoty A, byla dokdzana
v [V]. Zajimavym otevienym problémem v této oblasti zlisutava, zda lze dokézat
Vétu 3.5 v uniformni verzi, tj. zda plati, Ze pro kazdé ¢ > 0, existuje pfirozené
¢islo g takové, ze kazdy graf s maximalnim stupném A a obvodu alespon g ma
zlomkovou totalni barevnost nejvyse A + 1+ e.



Kapitola 4

Algoritmicka teorie matroidt

V této kapitole nejprve struc¢né predstavime matroidy. Poté zminime Sitkové pa-
rametry pro grafy a jejich analogie pro matroidy a uvedeme tyto parametry do
souvislosti s existenci efektivnich algoritmii. V zévéru kapitoly pak predstavime
vysledky, které jsou obsazeny v ¢lancich [VII] a [VIII] a také nékteré dalsi nové
dosazené vysledky autora v této oblasti.

4.1 Matroidy

Matroidy jsou kombinatorické struktury, které zobecnuji a zahrnuji fadu vlast-
nostni hran graft a linedrni nezavislosti vektorti. Podrobny tvod do teorie mat-
roidi 1ze nalézt v monografii [77], popi. vice specializovanéjsi uvod v [100]. Zde
se omezime pouze na predstaveni zakladnich definic a pojmu, které budeme po-
tfebovat ve zbytku kapitoly.

Uspoiddanou dvojici M = (E,Z), kde T C 2¥, nazveme matroidem, pokud

mnoziny v Z spliuji:
e 7 obsahuje prazdnou mnozinu,

e pokud mnozina [ lezi v Z, pak kazda podmnozina I’ C I je také obsaZzena
vZ,a

e pro kazdé dvé mnoziny I, 1’ € T s |I'| < |I] plati, ze existuje prvek x € I\ I’
takovy, ze I' U {z} € T.

Prvky mnoziny F nazyvame prvky matroidu a mnoziny, které jsou obsazené v 7 se
nazyvaji nezavislé. Lze ukazat, zZe vSechny v inkluzi maximalni nezavislé mnoziny
matroidu maji stejnou velikost. Takové mnoziny jsou baze matroidu M. Kruznice
matroidu je mnozina prvki, ktera neni nezavisla, ale kazda jeji podmnozina je,
tj. kruznice jsou minimalni (v inkluzi) zavislé mnoziny matroidu.

Rank mnoziny F' C FE je velikost maximalni nezavislé podmnoziny F',
tj. maxpcp ez |F'|; rank mnoziny F' oznacujeme 7y (F'), popf. r(F), pokud

17
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matroid M je zfejmy z kontextu. Rankem matroidu M je ry,(FE). Lze ukizat, ze
pro funkci r : 28 — NU {0} existuje matroid takovy, Ze r je jeho rankova funkce,
praveé tehdy, kdyz r splinuje nasledujici:

o r(F) < |F| pro kazdou mnozinu F C E, a
o r(FLUFy) +r(FiNFy) <r(Fy)+r(Fy) pro kazdé dvé mnoziny Fi, Fy C E.

Prvek x € F matroidu se nazyva smycka, pokud r({z}) = 0, a nazyva se mostem,
pokud r(E \ {z}) =r(F)— 1.

Necht M je matroid a F' je podmnozina jeho prvkt. Matroid M\ F' je matroid,
jehoz prvky tvoii mnozinu £\ F' a podmnozina F' C F'\ F je nezéavisla v M \ F,
pokud F’ je nezavisla v M. Budeme fikat, ze matroid M \ F byl ziskdan z M
smazanim prvkd v mnoziné F. Restrikce matroidu M na podmnozinu F' jeho
prvki je matroid, ktery ziskame z M smazanim prvki, které nejsou v F'. Matroid
M/F je matroid, jehoz prvky tvoii mnozinu E \ F' a podmnozina ' C E\ F
je nezavisld v M/F, pokud spliiuje ry (F U F') = ry(F) + ry(F'). Matroid
M/F je matroid ziskany z matroidu M kontrakeci mnoziny F. Lze ukézat, Ze
ryyp(F') = ry(F U F') —ry(F) pro kazdou mnozinu F' C E \ F. Matroid M’
je minorem matroidu M, pokud matroid M’ lze ziskat postupnym mazanim a
kontrahovanim prvkt matroidu M.

4.1.1 Priklady matroida

Nejjednodussim piikladem matroidu je uniformni matroid U, ;; tento matroid
obsahuje n prvki a podmnozina jeho prvki je nezavisla pravé tehdy, kdyz ma
velikost nejvyse k.

Matroidy lze téz ziskat z grafi. Pokud G je graf, pak matroid M (G) je matroid,
jehoz prvky jsou hrany grafu G a mnozina F' hran grafu G je nezavisla, pokud G
neobsahuje kruznici tvofenou hranami jen z mnozinami F'. Rank matroidu M (G)
je tedy n — k, kde n je pocet vrcholi grafu G a k je pocet jeho komponent.
Neizomorfni grafy mohou byt asociovany se stejnym matroidem, napi. pokud
G je libovolny strom na n vrcholech, pak matroid M (G) je izomorfni matroidu
Up-1n—1. Pokud pro matroid M existuje graf G takovy, ze matroidy M a M(G)
jsou izomorfni, pak budeme fikat, ze M je grafovy matroid.

Dalgim piikladem matroidi jsou vektorové matroidy. Necht F je téleso a
W C F? je mnoZina d-dimenzionalnich vektori nad F. Definujme matroid M (W)
nasledujicim zptisobem: Prvky matroidu M jsou vektory z mnoziny W a mnozina
W' C W je nezavisla, pokud vektory v mnoziné W' jsou linedrné nezavislé. Lze
ukézat, Zze rank mnoziny W' C W je roven dimenzy linedrniho obalu vektort
z W'. Pokud je matroid M izomorfni matroidu M (W) pro mnozinu vektorda W
nad télesem F, pak fekneme, ze matroid M je reprezentovatelny nad télesem F.
Bijekci mezi prvky M a vektory z M (W) budeme nazyvat reprezentaci matroidu
M nad F.
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Matroidy, které jsou reprezentovatelné nad konecnym télesme fadu dva, jsou
binarni matroidy. Matroid je binarni pravé tehdy, pokud neobsahuje matroid izo-
morfni matroidu M, » jako minor [99]. Matroidy, které jsou reprezentovatelné nad
libovolnym télesem, se nazyvaji regularni. Lze ukazat, ze kazdy grafovy matroid
je regularni.

Velkym otevienym problémem v oblasti reprezentovatelnosti matroidi je Ro-
tova domnénka [82].

Domnénka 4.1 (Rotova domnénka) Pro kazZdé konecéné téleso I, existuje ko-
necnd mnozina matroidi M takovd, Ze matroid M je reprezentovatelny nad F
praveé tehdy, kdyz M mneobsahuje jako minor matroid M’ izomorfni nékterému
z matroidi v mnoziné M.

Pro téleso F tadu dva, tato domnénka plati dle vyse zminovaného Tutteho
vysledku [99]. Pro téleso faddu tii byla domnénka nezavisle potvrzena v ¢lan-
cich [4,88] a neddvno byla tato domnénka téZ potvrzena pro konecné téleso rfadu
Ctyfi [26].

4.1.2 Algoritmy pro matroidy

Prvnim problémem, ktery je tfeba vytesit, pfi studiu algoritmt pro matroidy, je
zadani vstupniho matroidu. Protoze by pfi zadani matroidu vyctem jeho neza-
vislych mnozin mohla byt velikost vstupu exponencialni v poc¢tu jeho prvki, je
tfeba vstupni matroid zadat jinym zptsobem.

Nejobecnéjsi model je zadani matroidu pomoci ¢erné skiinky (oracle). V ta-
kovém modelu je matroid zadan pomoci funkce, které pro zadanou mnozinu jeho
prvki vrati, zda je ¢i neni nezavisla. Méné obecnym zptsobem zadani matroidu,
je jeho zadéani reprezentaci nad télesem F', nad kterym je matroid reprezentova-
telny. Timto zptisobem vsak lze samoziejmé zadat jen matroidy reprezentovatelné
nad télesem F'.

Casovou slozitost algoritmtl pro matroidy obvykle méfime jako funkeci poctu
prvki vstupniho matroidu. Rozhodnout, zda je matroid zadany cernou skfinkou
reprezentovatelny nad néjakym télesem, je obecné tézké. Napriklad pro problém
rozhodovani, zda je matroid bindrni, Seymour [90] ukazal, Ze neexistuje algorit-
mus subexponencialni v po¢tu prvki matroidu. Tato skutecnost je v protikladu ke
znamé charakterizici bindrniho matroidii pomoci zakdzanych minora [99] nebo ke
skutecnosti, Ze nalezeni binarni reprezenace matroidu zadaného ¢erného skrinkou
za predpokladu, ze matroid je opravdu binarni, je snadno polynomialné resitelny
problém.

Nejznaméjsim polynomialnim algoritmem pro matroidy je hladovy algoritmus
na hledani nejlehci baze: v tomto problému méa kazdy prvek pfifazenu vahu a ci-
lem je nalézt bazi matroidu takovou, Ze soucet vah jejich prvkl je co nejmensi.
Problém priniku matroidi (matroid intersection problem) je jednim z velmi stu-
dovanych problémii v oblasti kombinatorické optimalizace. Polynomialni algorit-
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mus pro Teseni tohoto problému nalezl uplatnéni v mnoha oblastech optimalizace
(viz monografie [87]). V tomto problému jsou zadany dva matroidy M; a M, na
stejné mnoziné prvki F a cilem je nalézt nejvétsi mnozinu F' C E, ktera je ne-
zavisla v obou matroidech M; a M,. Tento problém lze polynomialné vytesit jak
v nevazené verzi (hleddme takovou F' s nejvétsim poctem prvki) tak i ve vazené
verzi v modelu, kdy je matroid zadan Cernou skrinikou.

4.2 Sitkové parametry

Rada algoritmickych problémii, které jsou obecné té&zké pro grafy, je polynomislné
fesitelna pro specialna tiidy grafti. Takové tiidy grafii mohou byt tfida rovinnych
grafl, t¥ida grafti s omezenou velikosti dominujici mnoziny apod. Jednim z nej-
rozsifen€jsich parametrt v této oblasti je stromova Sitka, ktera méri, jak je dany
graf blizky stromu.

Stromovym rozkladem grafu G je strom T s funkci o : V(T) — 2V ktera
splituje nasledujici:

e pro kazdou hranu vv’ grafu G, existuje vrchol u ve stromé 7' s {v, v’} C ¢(v),
a

e pro kazdé dva vrcholy u a v’ stromu T a kazdy vrchol u”, ktery lezi na cesté
z u do v’ ve stromé T plati, ze p(u”) C p(u) N e(u').

Druhéa podminka ik, Ze pro kazdy vrchol v grafu G vrcholy u stromu 7' s v €
¢(u) indukuji souvisly podstrom. Sitka stromového rozkladu je max,cv(r) |¢(u)]|—
ukazat, ze graf ma stromovou §itku jedna pravé tehdy, kdyz je les.

Ackoliv je NP-uplné rozhodnout, zda dany graf G ma stromovou $itku nejvyse
k, pokud k je na vstupu, pro kazdé pevné k existuje linedrni algoritmus [5], ktery
rozhodne, zda stromova sitka grafu na vstupu je nejvyse k a v kladném ptipadé
nalezne optimalni stromovy rozklad.

Prestoze stromovou §ifku lze definovat i pro matroidy [47, 48], ptirozenéjsim
rozkladovym parametrem pro matroidy je pojem vétvici sitky. Sitka rozkladu
mnoziny prvkd matroidu na dvé disjunktni mnoziny A a B je r(A) + r(B) —
r(AUB)+ 1. Vétvici rozklad matroidu je ternarni strom 7', jehoz listy odpovidaji
prvkim matroidu. Kazda hrana e stromu 7' rozdéluje strom na dva podstromy,
které pfirozenym zptusobem indukuji rozklad prvki matroidu na dvé mnoziny A,
a B, — prvky matroidu matroidu piifazené listim téchto dvou podstromi. Sitka
hrany e rozkladu 7T je sifka rozkladu A, a B,. Sitka rozkladu je pak maximalni
rozkladu.

Vétvici §itka matroidu M(G) odpovidajiciho grafu G a stromova $itka grafu
G jsou tzce svazany [81]: vétvici sitka M(G) je nejvyse stromova $itka grafu G
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a naopak stromova sifka grafu G je omezena linedrni funkci vétvici sitky M (G).
Algoritmické vysledky pro matroidy s omezenou vétvici sitkou tedy odpovidaji
analogickym vysledkiim pro grafy s omezenou stromovou sitkou.

Pro matroidy reprezentovatelné nad koneénym télesem navrhl Hlinény [43]
kubicky algoritmus, ktery pro matroid M dany svou reprezentaci nad pevnym
koneénym télesem bud urdi, ze vétvici sitka daného matroidu je vét$i nez pevné
¢islo k, nebo nalezne vétvici rozklad matroidu M sitky nejvyse 3k. Pozdéji Hlinény
a Oum [46] navrhli kubicky algoritmus, ktery rozhodne, zda ma matroid vétvici
sitku nejvyse k (Cislo k je pevné) a v kladném piipadé zkonstruuje vétvici rozklad
této Sirky.

Oba vyse uvedené algoritmy pozaduji, aby byl matroid zadany svou reprezen-
taci nad pevnym konec¢nym télesem; tedy vstupni matroid musi byt reprezentova-
telny nad konecnym télesem. Algoritmus pro hledani vétviciho rozkladu obecnych
matroidi zadanych ¢ernou skifitkou byl navrzen Oumem a Seymourem [78]. Ca-
sova slozitost tohoto algoritmu je vSak odhadnuta polynomem stupné 3k + O(1),
kde £ je sitka hledaného vétviciho rozkladu, a tento algoritmus tedy neni tzv. FPT
algoritmus. Existence takového algoritmu je otevienym problémem.

Pro nékteré typy algoritmt je omezeni stromové Sirky vstupnich graft prilis
hrubé. Zavedeme nyni jemnéjsi pojem lokalné omezené stromové §itky. Rekneme,
ze tfida grafi G ma lokalné omezenou stromovou sitku, jestlize existuje funkce
f : N — N takova, ze stromova sitka podgrafu grafu G indukovana vrcholy
Ny(v) je nejvyse f(d) pro kazdy graf G € G, kazdy vrchol v € V(G) a kazdé
prirozené ¢islo d. Jako Ny(v) oznacujeme d-té okoli vrcholu v, tj. mnozinu vrchold
v grafu G, které lze spojit s v cestou délky nejvyse d. Prikladem tridy grafi, ktera
nema omezenou stromovou sitku, ale méa lokalné omezenou stromovou sifku, jsou
napf. rovinné grafy.

Definovani pojmu analogického k lokalné omezené stromové siice pro matroidy
je komplikované neexistenci pojmu vzdalenosti (cesty) v matroidu. V ¢lanku [25]
jsme navrhli nasledujici definici, pro kterou se nam podafilo dokazat analogické
algoritmické vysledky k vysledktim o tridach grafti s lokalné omezenou stromovou
Siikou. Rekneme, Ze t¥ida matroidéi M mé lokalné omezenou vétvici §iiku, jestlize
existuje funkce f : N — N takova, ze vétvici sifka restrikce matroidu M na prvky
Ny(e) je nejvyse f(d) pro kazdy matroid M € M, kazdy prvek e matroidu M
a kazdé prirozené ¢islo d. Mnozinu Ny(e) definujeme jako mnozinu téch prvku
matroidu M, které lezi s prvkem e na kruznici velikosti nejvyse d. Plati, ze pokud
tfida grafi G ma lokalné omezenou stromovou $irku, pak tfida matroidi M =
{M(G),G € G} ma lokalné omezenou vétvici sitku [25].

Poslednim typem ttid grafi, které zde chceme zminit, jsou tiidy grafti s ome-
zenou expanzi. Tyto tiidy graft byly zavedeny a podrobné studovany v sérii praci
Nesetfila a Ossony de Mendeze [72-74]. Minorem grafu rozumime graf, ktery lze
ziskat smazanim nékterych jeho vrcholii a hran a néaslednou kontrakci né€kterych
jeho souvislych podgrafii. Kontrakci rozumime nahrazeni podgrafu jednim vr-
cholem, ktery spojime hranou s témi vrcholy, které sousedily v ptvodnim grafu
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alespon s jednim vrcholem kontrahovaného podgrafu. Minor je /-mélky, pokud
kazdy kontrahovany podgraf ma polomér nejvyse ¢, tzn. obsahuje vrchol v, ktery
je spojeny cestou délky nejvyse ¢ s kazdym vrcholem podgrafu.

Pro t¥idu grafii G oznacime jako GV/ tiidu graft, které 1ze ziskat jako (-mélky
minor nékterého z graft ve t¥idé G. Rekneme, ze tiida grafi G ma omezenou
expanzi, pokud existuje funkce f : N — N takové, ze pocet hran libovolného grafu
G € GV/{snvrcholy jenejvyse f(¢)n pro kazdé pfirozené ¢islo ¢. Piiklady rtznych
tiid grafi s omezenou expanzi lze nalézt v [75]. Koneéné, tiida grafit G ma lokalné
omezenou expanzi, pokud pro kazdé ¢islo d t¥ida grafi G; = {G[Ny(v)],v €
V(G),G € G} méa omezenou expanzi. TTidy grafi s lokdlné omezenou expanzi
zahrnuji t¥idy grafti s omezenou stromovou sitkou, t¥idy grafi s lokalné omezenou
stromovou sifkou nebo tiidy grafii s omezenym maximalnim stupném.

4.3 Algoritmické metavéty pro grafy

Algoritmické metavéty jsou vysledky z oblasti navrhu algoritmu takové, které
zarucuji existenci efektivniho algoritmu pro urcité typu problémt pro urcitou
t¥idu vstupt (grafi). Uvod do této oblasti lze nalézt v prehledovém ¢lanku [62].

Grafova vlastnost je vyjadritelnd v monadické logice druhého fadu, pokud
existuje sentence ¢ slozena ze zakladnich logickych spojek, z kvantifikatort pres
proménné pro vrcholy a hrany vstupniho grafu a jejich mnoziny a z relac¢nich
symbolti €, = a ~¢, kde symbol ~ reprezentuje binarni relaci ,,byt sousedé” na
mnoziné vrcholt vstupniho grafu G, takova, ze G |= ¢ pravé tehdy, kdyz G ma
uvazovanou vlastnost. Grafova vlastnost je vyjadritelna v logice prvniho fadu,
pokud existuje takovato formule neobsahujici kvantifikdtory pres proménné pro
mnoziny vrcholt a hran.

Jednim z prvnich a nejslavnéjsich vysledki, ktery lze oznacit za algoritmickou
metavétu, je Courcellova véta [8]. Poznamenejme, Ze prvnim krokem algoritmu
v ditkazu nasledujici véty je aplikace jiz zminovaného Bodlaenderova linearniho
algoritmu [5] pro konstrukci optiméalnich stromovych rozkladi.

Véta 4.1 (Courcellova véta [8]) Pro kaZdou grafovou vlastnost vyjddritelnou
v monadické logice druhého rddu a kaZdou tridu grafi G s omezenou stromovou
sirkou, existuje linedrni algoritmus, ktery rozhodne, zda vstupni graf ze tridy G
ma tuto vlastnost.

Ackoliv tiidy grafti s omezenou stromovou sitkou jsou relativné obecné, né-
které vyznamné t¥idy grafii, napt. rovinné grafy nemaji omezenou stromovou
sitku. Na druhou stranu je napiiklad znamo, ze testovani existence pevného grafu
jako podgrafu je Fesitelné v linedrnim ¢ase [13,14] pro rovinné grafy a obecné grafy
vnotitelné na pevnou plochu. Na druhou stranu nelze ocekavat, ze by bylo mozné
Vétu 4.1 zobecnit na tiidy grafil, které zahrnuji rovinné grafy, nebot napiiklad
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problém 3-barevnosti rovinnych grafii, ktery je vyjadritelny v monadické logice
druhého fadu, je NP-uplny pro rovinné grafy [24].

Zobecnéni Véty 4.1 pro rovinné grafy tedy nutné musi znamenat omezeni
mnoziny uvazovanych grafovych vlastnosti. Frick a Grohe [21] vyuzili Gaifma-
novu vétu [23] o lokdlnosti sentenci prvniho fadu a dokézali takové zobecnéni,
kdyz ukazali, ze kazdou grafovou vlastnost vyjadritelnou v logice prvniho fadu
lze rozhodovat ve t¥idé rovinnych grafi v linedrnim case. Ve své praci [21], téz
ukazali, ze grafové vlastnosti vyjadritelné v logice prvniho fadu lze ve t¥idach
graft s lokdlné omezenou stromovou sifkou testovat ve skoro linearnim case. Al-
goritmus nazveme skoro linearni, pokud pro kazdé € > 0 je jeho casova sloziotst
omezena funkci O(n'*¢). Tento vysledek zobeciiuje Eppsteiniiv linedrni algorit-
mus [15] pro testovani existence pevného podgrafu v minorové uzavienych t¥idach
grafi s lokalné omezenou stromovou sitkou.

Tyto vysledky o rozhodovani vlastnosti prvniho fadu byly dale zobecnény
v [9] a v [73]. Nejobecnéjsim vysledkem je pak linedrni algoritmus pro rozhodo-
vani vlastnosti prvniho fadu pro t¥idy grafii s omezenou expanzi a skoro linearni
algoritmus pro t¥idy grafi s lokdlné omezenou expanzi [12]. Analogické vysledky
byly téZ ozndmeny v [10], ale prvotni verze diikazu v [10] nebyla Gplna.

4.4 Algoritmické metavéty pro matroidy

Nyni se zaméfime na to, jak lze pravé predstavené vysledky pro grafy zobec-
nit na matroidy. Matroidy v plné obecnosti jsou z algoritmického hlediska po-
mérné slozité, viz napf. jiz zminovany Seymourtv vysledek [90] o neexistenci
subexponencialniho algoritmu pro testovani, zda je matroid zadany ¢ernou skiin-
kou binarni. Strukturalni vysledky o matroidech, zejména [27-31], naznacuji, ze
struktura matroidii reprezentovatelnych nad konecnymi télesy je blizka grafiim,
a proto se nabizi pfi studiu algoritmi pro matroidy omezit na takové matroidy.

V sentencich popisujicich matroidové vlastnosti se misto symbolu ~¢, ktery
popisuje vstupni graf, vyskytuje symbol I,,;(X), ktery reprezentuje predikat ur-
¢ujici, zda mnozina X prvkt matroidu je nezavisla ve vstupnim matroidu M.
Hlinény [42,44] dokazal nésledujici analogii Courcellovy véty (Véta 4.1) pro ma-
troidy.

Véta 4.2 Pro kaZdou matroidovou vlastnost vyjadritelnou v monadické logice
druhého radu a kaZdou tridu matroidiu M s omezenou vétvici sirkou, které jsou re-
prezentovatelné nad pevnym konecnym télesem, existuje kubicky algoritmus, ktery
rozhodne, zda vstupni matroid ze tridy M zadany svou reprezentaci md tuto vlast-
nost.

Jiz zminované vysledky o algoritmech pro nalezeni vétviciho rozkladu tako-
vychto matroidi z [43,46] implikuji, Ze algoritmus z Véty 4.2 mtze jako sviyj prvni
krok spocitat vétvici rozklad omezené sitky pro vstupni matroid v kubickém case.
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Zamétme se nyni na algoritmy pro rozhodovani reprezentovatelnosti matro-
idt. Jak jsme jiz zminili, nelze v subexponencialnim c¢ase rozhodnout, zda matroid
zadany Cernou skfitikou je bindrni [90]. Na druhou stranu, pokud je matroid za-
dany svou reprezentaci nad racionalnimi cisly, existuje polynomialni algoritmus,
ktery rozhodne, zda je bindrni [89]. Tento vysledek se v8ak nezobectiuje pro repre-
zentovatelnost matroidi na koneénymi télesy vyssiho fadu: Hlinény [45] ukézal,
ze je NP-uplné rozhodnout, zda matroid reprezentovany nad realnymi ¢isly vét-
vici 8irky nejvyse tii je reprezentovatelny nad koneénym télesem pevného radu
g, q =>4

Nabizi se tedy otazka, zda lze rozhodovat reprezentovatelnost nad kone¢nymi
télesy matroidi, které uz jsou reprezentovany nad jinym konec¢nym télesem a maji
omezenou vétvici sitku. Pro ty pfipady, pro které plati Rotova domnénka (Do-
mnénka 4.1), Véta 4.2 implikuje existenci kubického algoritmu, ktery rozhodne,
zda matroid omezené stromové Sitky zadany reprezentaci nad kone¢nym télesem
je reprezentovatelny nad koneénym télesem, pro které je znamo, ze Rotova do-
mnénka plati. Tedy takovy algoritmus existuje pro rozhodovani reprezentovatel-
nosti nad konecnymi télesy radu dva, tTi a ¢tyti. Pro télesa ostatnich fada by bylo
mozné takovy algoritmus ziskat pouzitim vysledku o dobrém usporadéni matro-
idi omezené stromové Sirky reprezentovatelnych nad konec¢nym télesem pomoci
minorové relace [31].

Clanek [VII], ktery je obsazen v souboru ¢lankt tvoricich tuto praci, obsahuje
explicitni algoritmus, ktery reprezentovatelnost takovych matroidi rozhodne pro
konecna télesa vSech fadd a navic v kladném pripadé nalezne i reprezentaci. Nale-
zeni reprezentace nad jinym télesem je diileZité z algoritmického hlediska, nebot,
jak jsme jiz vidéli, fada algoritmi pro matroidy predpoklada zadani matroidu
jeho reprezentaci. Zformulujme nyni hlavni vysledek tohoto ¢lanku:

Véta 4.3 Pro kazdé mocniny prvocisel q a ¢’ a kaZdé prirozené cislo k, existuje
polynomidlni algoritmus, jehoZ stupen polynomu nezavisi na q, ¢ ani k, ktery roz-
hodne, zda vstupni matroid vetvici sirky k zadany svou reprezentact nad konecnym
télesem Tddu q je reprezentovatelny nad koneénym télesem vddu ¢ a v kladném
pripadé najde takovou jeho reprezentaci a urci celkovy pocet jeho neizomorfnich
reprezentaci nad télesem rvadu ¢’

Postupy pouzité v ¢lanku [VII] vedly k zavedeni pojmu rozkladové sitky pro
matroidy v ¢lanku [VIII], ktery je také obsazen v souboru ¢lanka tvoricich tuto
préaci. Vysledky ¢lanku [VIII] umoZnily zobecnéni Véty 4.2 pro matroidy ne nutné
reprezentovatelné nad konecénym télesem.

Zavedme si nyni pojem rozkladové §irky forméalné. K-rozklad matroidu M
s mnozinou prvki E, K > 1, je zakofenény binarni strom 7', jehoz listy vzajemné
jednoznacné odpovidaji prvktim matroidu M, spolecné s funkcemi ¢, a @], kde
0, :{0,...,K}> = {0,...,K}a ¢ :{0,...,K}* - NU {0}, které jsou defino-
vanymi pro kazdy vnitfni vrchol v stromu 7' (kofen stromu 7' povazujeme také
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za vnitini vrchol). Nékteré listy stromu 7 jsou navic oznaceny jako ,specidlni®.
Funkce ¢, a ¢} navic splnuji:

e ©,(0,0) = 0 pro kazdy vnitini vrchol v stromu T,
® ¢, je identicky rovné nule pro kofen stromu 7' a

e 0'(0,2) = ¢l(x,0) = 0 pro kazdy vnitini vrchol v stromu 7" a kazdé x €
{0,...,K}.

Pro K-rozklad T definujeme funkci rp : 2 — NU{0} nasledujicim zptisobem.
Necht F' je podmnozina E. Kazdy vrchol v stromu 7" mé na zakladé mnoziny F
prifazenu barvu:

e pokud v je list odpovidajici prvku e € E, pak v m4 barvu 1, pokud e € F
a v neni specialni,

e pokud v je list odpovidajici prvku e € E takovému, ze ¢ ¢ F, pak v ma
barvu 0,

e pokud v je specialni list, pak v ma barvu 0 a

e pokud v je vnitini vrchol stromu 7' s potomky barev b a V', pak barva v je

0y (b, V).

Déle kazdy vrchol v stromu T mé prifazeno jedno celé nezdporné ¢islo a to na-
sledujicim zpiisobem:

e kazdy list ma prirazeno takové c¢islo jako je jeho barva a

e pokud v je vnitini vrchol stromu 7" s potomky barev b a b, které maji
pfifazeny ¢isla ¢ a ¢/, pak vrchol v mé pfifazeno ¢islo ¢+ ¢ — ¢! (b, ).

Hodnota r(F) je pak definovana jako ¢islo pfifazené kofenu stromu 7'. PovSim-
néte si, ze pokud F' je prazdnad mnozina, pak vSechny vrcholu stromu 7' maji
barvu 0 a maji pfitazeno ¢islo 0.

Rekneme, 7e K-rozklad reprezentuje matroid M, pokud plati ry; = ry.
Nejmensi ¢islo K, pro které existuje K-rozklad reprezentujici matroid M, se na-
zyva rozkladova Sitka matroidu M. Lze ukazat, ze rozkladova sitka matroidu
s n prvky je nejvyse 2", tedy tento pojem je dobie definovany. Existuje line-
arni algoritmus [VIII], ktery pro pevné ¢islo K rozhodne, zda zadany K-rozklad
reprezentuje néjaky matroid.

Nésledujici véta z [VIII] ukazuje, Ze pojem rozkladové §ifky zobecnuje vétvici
rozklady malé sitky matroidl reprezentovanych nad konec¢nymi télesy.
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Véta 4.4 Pro kaZdou mocninu prvocisla q a kaZdé prirozené cislo k, existuje
prirozené cislo K takové, Ze kaZdy matroid reprezentovatelny nad konecnym te-
lesem Tadu q, jehoZ vétvici sirka je nejvyse k, md rozkladovou sirku nejvyse K.
Navic existuje polynomialni algoritmus, jehoZ stupen polynomu nezdvisi na q ani
k, ktery pro matroid vétvict sirky nejvyse k zadany svou reprezentaci nad télesem
radu q nalezne K -rozklad, ktery jej reprezentuje.

Véta 4.4 spoletné s nasledujici vétou z [VIII] implikuje Vétu 4.2, kterou jsme
jiz diive vyslovili.

Véta 4.5 Pro kaZdou matroidovou vlastnost vyjadritelnou v monadické logice
druhého Tddu a kaZdou tridu matroidi M s rozkladovou Sirkou nejvyse K, ezistuje
linedrni algoritmus, ktery rozhodne, zda vstupni matroid ze tridy M zadany svym
K-rozkladem ma tuto vlastnost.

Jiné zobecnéni Véty 4.2 lze nalézt v ¢lanku [94], kde jsou predstaveny de-
kompozici vzniklé lepenim reprezentovatelnym a omezené velkych matroidi pres
separace §ifky nejvyse 2. Spolecné zobecnéni Véty 4.5 a vysledkii z [94] pak bylo
nedavno dosazeno studentem Toméasem Toufarem pod vedenim autora této prace.
Tyto vysledky v soucasné dobé pripravujeme k publikaci.

V ¢lanku [VIII] 1ze také nalézt néasledujici zobecnéni vysledk pro vypocet a
evaluaci Tutteho polynomu [44, 76].

Véta 4.6 Pro kaZdou tridu matroidi M s rozkladovou sitkou nejvyse K, existuje
linearni algoritmus pro vypocet hodnoty Tutteho polynomu v zadaném bodé pro
vstupni matroid ze tridy M zadany svym K-rozkladem. Ddle existuje polynomi-
alni algoritmus, jehoZ stupen nezdvisi na M ani K, ktery spocitd hodnoty vsech
koeficientu Tutteho polynomu pro takovy matroid.

Na zavér této kapitoly zminme novy vysledek o testovani vlastnosti prv-
niho fadu v matroidech, které jsou analogické k jiz zminovanym vysledktim
z ¢lanku [21]. V [25] jsme dokéazali nésledujici vétu:

Véta 4.7 Pro kaZdou matroidovou vlastnost vyjadritelnou v logice pruniho radu a
kazdou tridu reqularnich matroidi M s lokdlné omezenou vétvici sirkou, existuje
polynomidlni algoritmus, jehoZ stupen polynomu nezdvisi na uvazZované vlastnosti
ani na tridé M, ktery rozhodne, zda vstupni matroid ze tridy M md uvaZovanou
vlasnost.
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