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KAPITOLA 1. UVOD



Kapitola 2

Prehled poznatku

V této kapitole jsou shrnuty veskeré informace, které jsou potiebné pro studium dal-
stho textu. V prvni c¢asti se zabyvame nékterymi méné zndmymi aspekty termody-
namiky, zejména jeji aplikaci v mechanice pevnych latek. Starsi, avsak znamenitou
ucebnici je Kvasnicova kniha [14], fada materidlovych modeld je probrana Ogdenem
[18], Holzapfelem [12] a Hauptem [9]. Aniz bychom v této fazi zabihali do zbyteénych
jednoosé napjatosti, ktera nastava v osové zatizenych prutech. Cilem je zde predevsim
ukéazat funkci termodynamickych zakont, vyznam disipa¢ni nerovnosti pro navrh kon-
stitutivnich vztahli a soucasné upozornit na nékteré matematické operace, které se pri
tom casto pouzivaji.

Druh4 ¢ast se zaméiuje na rekapitulaci zakladnich pojmi tensorové algebry. Ackoliv
tato sekce neni ani zdaleka vycerpavajici, tvori inherentni soucast avodniho ptehledu.
Jednim z divodi, proc¢ bylo nutno zatradit tuto alespon stru¢nou informaci, je potieba
zavést systematicky pristup k oznacovani tensorovych veli¢in a operaci s nimi. Tato
koncepce se pozdéji prolind s obsahem navazujicich kapitol. Doporucena literatura je
citovana v tvodu sekce.

Ve treti casti se vracime k rovnicim elasticity, tentokrat vsak s diirazem na prosto-
rovy charakter deformace a napéti a dusledky z toho plynouci. Pro snaz§i pochopeni
materidlovych symetrii je vyhodné pouzit invarianty tensorii a jejich derivace. Za-
jimava je téz otazka konvexnosti (pozitivnosti energie), ktera hraje podstatnou roli
v matematickych dikazech existence a jednoznacnosti reseni. Témi se sice nebudeme
zabyvat, vysledky vSak budou uplatnény pti diskusi elastickych parametri a pozdéji
téz koeficientii viskozity. Jiny, neméné uzitecny pohled, zalozeny na grupovych trans-
formacich, nabizi Brdickova kniha [5].

2.1 Termodynamika pevnych latek

Uvazujme jednoosou tlohu podle Obr. 2.1. Zkusebni homogenni ty¢ o délce [ a prifezu
A je staticky zatizena silou F. Méfime téZ absolutni (termodynamickou) teplotu 7
v kelvinech.
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T
F F
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Obr. 2.1: Jednoosa napjatost. Priifez tyce je A, délka [.

Deformace povazujeme za malé, tj. nerozliSujeme mezi vychozi a okamzitou délkou,
[ = Iy, stejné tak prurez zistava priblizné konstantni, A = Ag. Z toho divodu mizeme

snadno definovat napéti

F
0=~ (2.1)

a pomérné prodlouzeni

Al
o
Napéti je zjevné homogenni — v kazdém priifezu stejné — a neni tudiz funkei souradnic.
Rozlozeni teploty rovnéz predpokladdme homogenni. Pozdéji se na tato zjednodusSeni
(malé deformace a homogenni pole) omezovat nebudeme, pro zacéatek je vsak vyhodné
problém maximalné zjednodusit.

€ (2.2)

V této chvili jesté nebyl specifikovan material, z néhoz je ty¢ vyrobena, a v tomto
ohledu je naSe uloha zcela obecna. Obr. 2.1 mize napiiklad znédzornhovat valec s plynem
apod.

2.1.1 Prvni zdkon termodynamiky

Vnitini energie U predstavuje soucet vSech forem energii obsazenych v tyci. Hustotu
energie, vztazenou na jednotku objemu, ozna¢me jako u, tj.

U

u= g [J/m?] (2.3)

Tepelny vykon Q ve wattech definujeme jako kladny, pokud teplo proudi dovnitf ma-
teridlu, a jako zaporny, pokud je odvadéno ven. Hustota tepelného toku je

. Q

i =3 W/n) (2.4
Analogicky pro mechanicky vykon
W
W= — [W/m?] (2.5)
V
Tento vyraz mizeme jesté upravit
W Fi
[ = — = — = 2 2.6
YTy T (2:6)

Posledni vzorec je naprosto univerzalni. Pozdéji ukazeme, ze platii ve tfech dimenzich,
pro velké deformace a pro libovolny material. Mtzeme jej proto pouzit jak v mechanice
pevnych latek, tak v mechanice tekutin.
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Prvni zakon termodynamiky bilancuje celkovou energii, mechanickou praci a pfi-
vedené teplo
(2.7)

2.1.2 Druhy zakon termodynamiky

Zavedeme entropii S a jeji hustotu n pomoci

S

n=1 [J/m?K] (2.8)
Zakladni formulaci druhého zakona prevezmeme z termodynamiky plyni
.4
> 4 2.9
= (2.9)

Pro obecné nehomogenni rozlozeni teplotniho pole v kontinuu bude pozdéji nutno
tuto formulaci zobecnit. Na tomto misté pouze pripomenme, ze vyskyt rovnitka “="
v predchozi nerovnosti je nutnou podminkou pro to, aby byl termodynamicky déj
vratny. Neni to vSak podminka postacujici.

Funkce u a 7, vstupujici do obou bilanci (2.7) a (2.9), musi byt pfedem dény
a urcuji typ materialu. V dalsi ¢asti ukdzeme, ze identifikace vnitini energie a entropie
vskutku definuje vSechny podstatné materidlové vlastnosti. Tak napriklad Hooketv
zakon, popisujici odezvu pruzného télesa, jednoznacné vyplyva z jisté struktury u a 7.
To se miize zdat na prvni pohled ponékud prekvapujici.

2.1.3 Disipac¢ni nerovnost

Tepelnd verze druhého zdkona termodynamiky (2.9) mize byt nahrazena tzv. disi-
pacni nerovnosti. Ac¢koliv se jedné o ekvivalentni vyjadieni druhého zékona (v tomto
odstavei nebudeme zavadét zadné nové fyzikalni predpoklady), v mechanice kontinua
se s takovou nerovnosti mnohem snaze pracuje.

Uzitim (2.7) nejprve eliminujeme ¢, coz vede k nerovnosti
AT > ¢ =t — (2.10)

Casového piiriistku entropie se nyni zbavime obratem znamym jako Legendreova trans-
formace. Clen na levé strané se doplni na derivaci sou¢inu (podobné jako pfi integraci
per partes) _

T =0T) —nT (2.11)

Dosazeni zpét do (2.10) dava po jednoduché tpravé
T+ > 10— (nT) = (u—nT) (2.12)
Obla zavorka ma fyzikalni rozmér hustoty energie, coz motivuje nasledujici definici

Y =u—Tn[J/m?] (2.13)
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Nové zavedena energie, 1, se nazyva Helmholtzova volna energie. Znaménko “:="

budeme pouzivat ve smyslu “je definovano.”

Findlni tvar disipac¢ni nerovnosti je

T+ > o (2.14)

Zhruba teceno, Cast privedené mechanické energie za jednotku casu w se v materidlu
ulozi ve formé vyuzitelné energie ¢ a zbytek se disipuje. Odvozenad nerovnost plné
nahrazuje formulaci (2.9) a v tomto tvaru ji také budeme dale vyuzivat.

2.1.4 Helmholtzova volna energie

Volna energie ¢ je definovana vztahem (2.13). Pro jeji ndzornou interpretaci uvazujme
isotermickou zménu T = konst. mezi rovnovaznymi stavy 1 a 2. S takovou situaci
se setkavame dosti ¢asto, napt. v klasické pruznosti. Podle disipa¢ni nerovnosti musi
platit

Rozdil energii na pravé strané nas upozoriuje na to, ze ¢ je stavova veli¢ina. M4 smysl
mluvit o ¢/, jako o energii pritazené stavu 1 a o 1), pritazené stavu 2. Naopak prace
neni stavova veli¢ina, takze Aw # we —w;. Symbol Aw je tfeba chapat vcelku, pficemz
prislusny integral z w je drahové zavisly.
Ptejdeme nyni k cyklickému (kruhovému) déji 1 — 2 — 1. V pribéhu zatizeni, pti
prechodu 1 — 2, plati
Aw, > 1y — (2.16)

Po odlehceni do ptivodniho stavu, 2 — 1, zase mame
Awy > Py — 1y (2.17)
Zarazenim obou nerovnosti za sebe
Aw, > 1y — 1 > —Aw, (2.18)

Predpokladejme navic, ze pri zatizeni je tfeba dodavat praci, Aw, > 0, a pii odlehcéeni
se Cast energie ziska zpét, Aw, < 0. Takto se napiiklad chova stlacovana a uvolhovana
pruzina. Je tedy Aw, = |Aw,| a Aw, = —|Aw,|, a proto

Aw,| > i — > [Auw,| (2.19)

Je vidét, ze z materidlu nemiizeme dostat vice energie, nez tam bylo vlozeno, coz neni
jisté nijak prekvapujici. Zajimavéjsi je si uvédomit, ze 1) hraje roli deformacni energie.
Je to v principu vyuzitelnd energie, ktera se rovna vykonané praci pouze tehdy, kdyz
cely proces probéhl idedlné. V opac¢ném piipadé se sice energie neztrati — zachova se
jako vnitini energie — ale nebude jiz plné k dispozici. To je podstata disipace.

Pojem deformacni energie se pouziva v mechanice, pojem Helmholtzovy volné ener-
gie v termodynamice. Pfes terminologickou riznost je fyzikalni obsah téchto pojmi
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presné stejny. Jsou to synonyma. Zajimava je jesté jedna otazka: jak dalece se 1 lisi
od vnitini energie? Odpovéd dava bilan¢ni rovnice (2.7). Jeji integraci ziskime

Ag+ Aw = uy — uy (2.20)

a protoze Aw je ptiblizné rovno ¢, —1); (v idedlnim pripadé dokonce presné), je ziejmé,
ze rozdil mezi obéma energiemi zavisi na mnozstvi tepla, které se béhem deformac¢niho
procesu vymeéni s okolim. To se mlze zdat na prvni pohled zanedbatelné, pravy opak
je véak pravdou. Ciselnou predstavu dava piiklad na konci Sekce 2.1. Z né&j vyplyva, 7e
rozdil mezi ¢ a u je znacny, takze tyto funkce nesmime v zadném pripadé zaménovat.

2.1.5 Termoelasticita

Podivejme se nyni na nékteré priklady, které ukazuji, jakym zpiisobem se termodyna-
mické zakony vyuzivaji v mechanice materiali.

Necht je stav materialu zkusebni tyce jednoznac¢né popsan dvéma stavovymi ve-
licinami: pomérnym prodlouzenim € a teplotou 7. VSechny ostatni stavové velic¢iny,
Y, u, n a o, budou podle tohoto predpokladu vyjadieny jako funkce dvou nezavisle
proménnych € a T'. Takovy hypoteticky materidl nazyvame termoelastickym.

Casovou derivaci volné energie vypoc¢teme podle pravidla o derivaci slozenych

funkci o o0
h=—Zé+ =T 2.21
V=St ar (2:21)
Tento vyraz dosadime do disipa¢ni nerovnosti (2.14)
0y, v
—nT > — 2.22
nT + w B é+ — 8T (2.22)
Podle (2.6) je w = o¢, ¢imz lze predchozi vztah prevést na
o\ o
T >0 2.23
(e gr) e (- 5) =

Ukazeme, ze pro splnéni pravé odvozené podminky je nezbytné, aby byly obé zavorky
nulové, tj.

_
= 2 (2.24)
a soucasné
_ 9y
n=-a0 (2.25)

Tim jsme ziskali dva velmi dilezité konstitutivni vztahy. Disipac¢ni nerovnost je splnéna

13 ”

trividlné se znaménkem “=".

Diikaz se opird o podobné argumenty, jako odvozeni metody Lagrangeovych mul-
tiplikdtori. Podminka (2.23) plati obecné, musi tudiz platit i ve specidlnim pripadé
T = 0. Potom

f(e,T)éE>0 (2.26)
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kdyz jsme oznacili

f(e,T):=0— %—i) (2.27)

Pokud by f nebyla nulova, nastala by jedna z nasledujicich moznosti
f>0=€>0 nebo f<0=¢€6<0 (2.28)

Podle predpokladu vSak f nezavisi na casové derivaci €, kterd muze byt volena libo-
volné. To vede ke sporu — kdyby napiiklad byla v jistém stavu f(e, ') > 0, mohli
bychom pii konstantni teploté deformaci zmensit, € < 0, coz by v (2.28) porusilo prvni
pozadavek. Proto f = 0 a plati (2.24). Analogicky se prokaze platnost (2.25).

Nakonec miizeme vypocitat sdélené teplo. Z definice (2.13) nejprve uré¢ime vnitini
energii a tu derivujeme podle casu

0 o . -
uw = (p+Tn) = 8—1fé+8—;ﬁT+Tn+To‘7 (2.29)

Vzhledem k (2.25) se prostiedni dva ¢leny zrusi a pomoci (2.24) vyjde
o =cé+Tn=w+Tn (2.30)

Porovnani se zakladni formulaci prvniho zdkona termodynamiky (2.7) vede k vysledku
¢ = Tn, a tudiz pro tento model plati

.4
= = 2.31
= (2.31)
To je ovSem (2.9) se znaménkem “=" takze v tomto smyslu se jedna o ideélni proces.

Na zavér jesté jednou zrekapitulujeme hlavni rovnice materidlového modelu termo-
elasticity. Predpokladame, Ze existuje deformacni energie ¢(e, T') s vlastnostmi

o o
_ 77 = _ 2.32
o= e oT (2:32)
Prenos tepla se urci ze vzorce
Gg=1Tn (2.33)

Funkei (e, T') je nutné navrhnout ve shodé s experimentem. O tom pojednava dalsi
odstavec.

2.1.6 Duhameliv-Neumannuv model

Nejjednodussi pojeti termoeleasticity vychazi z toho, ze celkové pretvoreni je dano
souc¢tem deformace od napéti a teplotni dilatace

€= % + AT (2.34)

Modul pruznosti E a soucinitel délkové roztaznosti a budeme povazovat za konstantni.
Teplotni rozdil
AT =T — T, (2.35)
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je vztazen k teploté okoli Tj , napt. Ty = 300 K. Vyjadienim napéti ziskame Duhamel-
twv-Neumannuv model materidlu

o= E(e— aAT) (2.36)

Jak dalece je tento model kompatibilni se vztahy (2.24), (2.25) a (2.31)7

Integraci napéti podle deformace ur¢ime volnou energii

1
(e, T) = §E8 — EaATe+ f(T) (2.37)
kde f(T) je libovolna funkce teploty. Entropie plyne z (2.25) jako
o df
T)=——=Fae — — 2.

Ze vztahu (2.31) dostaneme sdélené teplo

G=Tn=TEaé — ﬁ:ﬁ (2.39)
d7?
Oznacme ry
o(T) := _Tﬁ (2.40)
Jelikoz f(T') byla libovolné funkce, ziistava i ¢(T') prozatim neurcena. Pro penos tepla
tak dostavame

¢ =aTFé+cT (2.41)

Prvni ¢len predstavuje tzv. termomechanickou vazbu. Je to mnozstvi tepla generované
¢i pohlcené deformovanim kontinua pii konstantni teploté. Tak napiiklad pii zatizeni
tlakem je ¢ < 0 a nema-li dojit k ohfevu (T = 0), teplo je zapotiebi odvadét ven. PFi
zatizeni tahem by naopak bylo nutné teplo privadét.

Vsimnéme si jesté parametru c. Evidentné se jedna o soucinitel tepelné kapacity.
Ackoliv jsme povazovali E a « za konstantni, vysledek (2.40) naznacuje, Ze ¢ je funkei
teploty. Vstupni predpoklady jisté nebyly zcela presné, presto vSsak miizeme usoudit,
ze tepelna kapacita bude mnohem citlivéjsi na zménu teploty nez na zménu deformace
¢i napéti. To se skutecné experimentalné potvrzuje, takze u pevnych latek vétsinou

nerozliSujeme mezi ¢, a c,.

Priklad

Uvazujme isotermickou tahovou zkousku vzorku z oceli a zatizeni 100 MPa. Odhad-
neme sdélené teplo a pretvarnou praci.

Ag = aTEAe = aTAoc ~ 107° x 300 x 100 x 10° = 3 x 10° [J/m?]
Pretvarna prace je
1 o? (108)2
A == — = —
YT T 9 T ax a2 x 100

Pro typické hodnoty materidlovych konstant je vynalozend prace priblizné desekrat
mensi nez sdélené teplo!

=0.25 x 10° [J/m?]
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2.1.7 Cviceni

1. Odvodte (2.25) z podminky (2.23).
2. Uvazujme Duhameliv-Neumanniiv model s konstantnimi parametry o, E a c.

(a) Dokazte
T
n(e,T) = aFEe+ cln T

r

kde T, je referenc¢ni teplota, pti niz n(0,7,) = 0.

(b) Urcete ne — n; a ukazte, ze tento rozdil nezavisi na volbé T,.

3. Dosadte a = 1075 1/K, E = 2 x 10° MPa, ¢/p = 500 J/kgK a p = 8000 kg/m?.
Vypocitejte zménu entropie a porovnejte vysledky pti téchto procesech:

(a) Ohfev volné ty¢e z 20° C na 100° C.

(b) Isotermické zatiZeni napétim z nuly na 100 MPa.
4. Zvolme T, = Ty a uvazujme isotermicky déj T' = Tj.

(a) Urcete 1(€) n(e) a u(e).
(b) Zakreslete grafy funkci ¢(€), Ton(e) a u(e).

2.2 Vektory, matice a tensory

Pod pojmem tensor si inzenyr zpravidla predstavi matici, zkuseny fyzik symbol ové-
Seny indexy a matematik linedrni zobrazeni. Maticové a predevsim indexové pojeti,
zalozené na slozkové definici tensoru, je znamenité zpracovano v Brdickové Mechanice
kontinua [5] a v dalsich uéebnicich, napt. [10]. V podstaté z néj vychéazi famézni Ency-
klopedie fyziky z roku 1965 [7]. Velmi rozumny, ¢tivy a pro nase tcely zcela postacujici
hybrid nabizi [6, 13] a vyuziva jej i Gurtin [8]. Matematicky piistup tihnouci k dife-
rencialni geometrii [16] je dnes sice moderni, aviak velmi abstraktni a podle nazoru
autora mnohdy zbytec¢né zatemnujici fyzikalni smysl véci. Vedle toho existuji desitky
jinych pouzitelnych ucebnic, pii jejichz vybéru pochopitelné hraje roli i vkus ¢tenare.
Smyslem této podkapitoly neni suplovat objemnou specializovanou literaturu, ny-
brz vysvétlit systém oznacovani velicin a popsat zakladni algebraické operace s tensory.
Vyuzivat budeme vSechny tii typy zapist, tj. pfimy (symbolicky), slozkovy (indexovy)
a maticovy (algebraicky). Vyhodou piimé notace je prehlednost a obecnost, vétsinu vy-
razi vSak budeme odvozovat v kartézské bazi bez aplikace narocného matematického
aparatu. Posledni dvé varianty, maticova a indexova, jsou ziejmé ekvivalentni.

2.2.1 Definice, znaceni a operace s vektory

Vektory budeme chapat jako orientované usecky. Vektoru v v systému {z} kartézskych
soufadnicovych os je prifazena trojice ¢isel vy, v9 a v3, ktera definuji polohu jeho kon-
cového bodu. Tato ¢isla se nazyvaji kartezske slozZky vektoru a mohou byt usporadana
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do jednosloupcové matice
U1
v={v}=< v (2.42)
U3
Pro vektor tak mame k dispozici tfi druhy zapisu. Prvni z nich, v, oznacuje vektor

jako takovy, dalsi dva, {v} a v;, jeho kartézské slozky. Obvyklym zptisobem definujeme
skalarni soucin

u-v = wup, = {ul {v} = {v}" {u} (2.43)

Opakujici se index, zde k, implikuje soucet. Norma vektoru

Vil =vv-v (2.44)

je délka tusecky.
V kartézském systému lze rovnobézné s osami definovat trojici ortogonalnich jed-
notkovych vektort eq, e; a es, tvoricich ortonormalni bazi

lproi=7y

0proi#j (2.45)

ei-ej = 51']' = {

kde 6;; je Kroneckeriv symbol. Slozky vektoru, v;, jsou pravotihlé priméty na sourad-
nicové osy, tj.
Vi =V € (246)

Libovolny vektor miizeme vyjadrit jako linearni kombinaci bazovych vektort

(2.47

Koeficienty linearni kombinace jsou primo slozky vektoru.

Uvazujme nyni kartézskou ortogondlni transformaci
[A] : {2} — {2} (2.48)

Matice prechodu [A] obsahuje po fadcich smérové kosiny novych os z}, =, a x} vzhle-
dem k puvodnim osam x1, x5 a x3, tj.

Az’j = e'--ej (249)

2

Tato matice je ortonormalni

A] Y = (4] (2.50)

Transformacni pravidla pro slozky se odvodi snadno

{v} =[AH{v}, v = Ay (2.51)

pro libovolny vektor v.
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Pfijeti obvyklé geometrické predstavy o vektorovém souc¢inu! umoziuje elegantni
definici slozek Lewvi-Civitova tensoru jako

Yijk = €;-(e; X ey) (2.52)

V pravotocivém systému bude tato veli¢ina rovna 41 pri sudé, resp. liché permutaci
indext 123 a bude nulova, pokud se prinejmensim dva indexy budou shodovat. V le-
votocivém systému vyjdou znaménka opacné. Vektorovy soucin nyni miizeme vyjadrit
v indexovém zapise pomoci

V=wXTr = U ="YkWiTk (253)

Pokud bychom naopak jako primdarni piijali permutac¢ni definici koeficient ~;;1, bez
zietele na béazi ¢ viibec vyuziti v tensorovém poctu, vektorovy soucin (2.53) by mél
v rizné orientovanych systémech riizna znaménka. Nebyl by to pak pravy vektor, nybrz
tzv. azridlni vektor.

2.2.2 Tensor jako linearni operator

Predpokladejme, ze slozky néjakého vektoru t linedrné zaviseji na slozkach jiného
vektoru v. Takova situace vznikd pomeérné casto, napt. slozky vektoru napéti jsou
linedrnimi funkcemi slozek normaly plochy, na niz napéti pisobi, moment hybnosti
télesa linearné zavisi na jeho thlové rychlosti atp. Ve vSech téchto pripadech plati

{t} = [U{v}, ti=Usv; (2.54)

pro né&jakou matici [U]. Vektory t a v podléhaji pii zméné baze transformaci (2.51),
takze
A = U)A{Y = {1} = [AJU)[A] {v'} (2.55)

Ukazuje se, 7e i v ¢arkovaném systému plati maticovy vztah (2.54), jestlize

[U’] = [A] [U] [A]T s U-,- = Aik:Alekl (256)

]

iikdme, ze je dan tensor druhého rddu U, definovany svymi kartézskymi slozkami Uj;
vzhledem ke zvolené vektorové bazi. Transformacni pravidlo (2.56) je plné konzistentni
s drive odvozenou transformaci slozek vektori.

Vyse uvedend definice tzv. kartézského tensoru zavadi veli¢cinu U nepfimo. Tento
nedostatek se da snadno odstranit. Zapomenme na chvili na predchozi pristup a jed-
noduse predpokladejme, 7e je dano linearni zobrazeni

t = L(v) (2.57)
Ve slozkach
ti =t- e, = ei-E(vjej) = ei-E(ej)vj (258)

I'Vektorovy souéin ¢ = a x b produkuje vektor ¢, ktery je kolmy k a a b, pficemz jeho orientace
je dana pravidlem pravé ruky: sméruji-li prsty od vektoru a k vektoru b, palec mifi ve sméru c.
Rigorosni definici 1ze nalézt v pojednéni [4].
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Jakmile je linedrni zobrazeni znamo, lze pripravit cisla
Ui' = ei-ﬁ(ej) (259)

Rovnice (2.58) pak piejde piimo v (2.54) a dosazeni transformacnich vztaht za bazové
vektory v definici (2.59) ihned dava (2.56). Oznac¢ime U = L a piSeme

t=L(v)=U(v)=Uv (2.60)

Oblou zavorku byva zvykem vynechavat, nebot zobrazeni je linearni. Timto zpisobem
je tensor druhého radu U definovan jako linearni zobrazeni typu

U:V—>V (2.61)

kde V je vektorovy prostor. Kartézské slozky tensoru jsou urceny (2.59) a transformuji
se podle (2.56). Pro vypocet slozek vysledného vektoru pouzijeme maticovy vztah
(2.54).

Z uvedeného je ziejmé, ze existuje tésna souvislost mezi maticemi a tensory druhého
radu. Kazdému tensoru U je pfifazena matice jeho kartézskych slozek [U] a obréacené,
kazda matice reprezentuje tensor druhého radu, pokud koeficienty této matice inter-
pretujeme jako slozky vztazené k urcité vektorové bazi. Symbolicky zéapis (2.60) je
formalné stejny jako maticovy vyraz (2.54). Existuji i dalsi analogie: uvazime napf.
slozené zobrazeni

t = T(U(v)) = T(Uv) = TUv (2.62)
To je ekvivalentni, vyuzijeme-li (2.54), indexovému vztahu
ti = Tij(Uppvr) = TyjUsevr,. = {t} = [T][U{v} (2.63)

Maticové nasobeni v tomto smyslu odpovida slozenému zobrazeni. Podobnym zptso-
bem je mozné zobecnit operace U~!, UT a det |U|. Snadno se dokaze, Ze vysledky
téchto operaci spliuji transformaéni pozadavek (2.56). Kazdému maticovému vztahu
muzeme takto priradit formalné shodny tensorovy vyraz a z Sirsitho pohledu lze dokonce
ve vétsiné aplikaci tensory a matice ztotoznit.

Na zavér jesté definujeme tensorovy neboli vnéjsi soucin. Tento typ soucinu sice
nebudeme pouzivat, ¢asto se s nim v8ak setkdme v literature. Necht jsou slozky tensoru
druhého tadu utvoreny takto

T = {a}{8}" . Ty = ai, (2.64)
Potom slozky vektoru t = Tv, kde v je libovolny vektor, Ize vyjadrit jako
ti = Tijv; = (bjv;)a; (2.65)
Tensor T, vytvoreny vnéjsim souc¢inem dvou vektort a a b, zapisujeme
T=a®b (2.66)
a podle predchoziho ma vlastnost

Tv=(a®b)v:=(b-v)a (2.67)
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pro kazdy vektor v. Pomoci vnéjsiho soucinu nyni zkonstruujeme jednotkovou tenso-
rovou bazi. Dokazeme, ze libovolny tensor druhého rfadu U lze vyjadrit jako

U = Uijei (%9 €; (268)

Diikaz je snadny. Pro libovolny linedrni operator U a libovolny vektor v plati
Uv = (Uijvj)ei = Uij(ej-v)ei = Ui]‘(ei (24 ej)v (269)

¢imz ziskdme rozvoj (2.68).

2.2.3 Hlavni osy symetrického tensoru

Necht U je symetricky tensor druhého fadu, tj. tensor uréeny symetrickou matici [U].
Podle Pfilohy A.1 mtzZe byt [U] rozloZena na soudin t¥i matic

U] = [@][A][@]" (2.70)

Spektralni matice [A] je diagonalni matice, slozend z vlastnich ¢isel Ay, kdezto modalni
matice [®] je ortonormalni a obsahuje po sloupcich uspofadané vlastni vektory {py}.

Ptejdéme nyni k novému kartézskému systému {z'}, jehoz osy mifi ve sméru vek-
tortt {¢;}. V prvnim fadku matice prechodu budou smérové kosiny osy ', tj. koefici-
enty umisténé v fadkovém vektoru {¢;}7. Druhy a tfeti fadek budou tvofit fadkové
vektory {2} a {p3}”. Matice prechodu ma proto pro tento specidlni soufadnicovy
systém tvar

[A] = [o]" (2.71)

Dosazenim do transformace (2.56) dostaneme
(U] = [@]"[U][@] = [@]" ([BJ[A)[®]") [] = [A] = diag[h Az As] (2.72)

Matice tensoru nabyva diagonalni podoby.

V kontextu mechaniky byla zavedena néasledujici terminologie. Vlastnim vektortim
se Tika hlavni smery a vlastnim c¢islim hlavni hodnoty tensoru. Osy soutradicového
systému, definované hlavnimi sméry, nazyvame hlavnimi osami. Oznaceni hlavnich
hodnot byva vétsinou odvozeno od znaceni tensoru. Naptiklad hlavni hodnoty tensoru
deformace €, znamé téz jako hlavni deformace, jsou obvykle oznacovany €, €5 a €3.
Jedinou vyjimkou jsou hlavni hodnoty pravostranného tensoru protazeni U, diskuto-
vaného v Sekci 3.1.4, u kterych se pridrzime puvodniho znaceni A, A\ a A3. Divodem
je to, ze levostranny tensor V ma stejna vlastni ¢isla. Modalni matici bude vzdy re-
prezentovat symbol [®].

2.2.4 Invarianty

Invariant je tensorovy vyraz, ktery se zachovava pti transformaci soutadnic. Soustie-
dime se zejména na skalarni funkce typu

fR*xR)* >R (2.73)
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Necht € je symetricky? tensor druhého Fadu a €; a €;; jeho slozky ve dvou rtiznych
kartézskych systémech. Pokud plati rovnost

I'= flei;) = f(e55) (2.74)

pro kazdé dva kartézské systémy, nazveme cislo I invariantem. Pravdépodobné nej-
znaméjsim prikladem invariantu je stopa tensoru, tr(e€), coZ je souet diagonalnich
slozek

tr (6) = €y (275)
Ackoliv se jednotlivé slozky pii transformaci méni, neni obtizné dokazat, ze jejich
soucet zlstava zachovan. Diikaz je ponechan jako cviceni.

Vyznamnymi invarianty jsou hlavni hodnoty tensoru. Uloha vlastnich ¢isel mé tvar

[e{er} = ex{pr} (pFes k se nescita) (2.76)

Dosazenim transformace (2.56) a vyndsobenim matici prechodu zleva dostaneme

[€[Al{er} = ex[Al{pr} (pFes k se nescitd) (2.77)

Oznacime-li

{¢'} =A@}, e =e (2.78)
vidime, 7e (2.77) predstavuje stejnou ulohu jako (2.76), ale v ¢arkovaném systému.
Tim je dokazano, ze se hlavni hodnoty tensoru zachovavaji, zatimco hlavni sméry se
transformuji jako oby¢ejné vektory. Tento fakt ma dalekosahlé disledky. Funkce (2.74)
muze byt vycislena v libovolném systému, tedy i v hlavnich osadch. Potom

[ = f(61,€2,63) (279)

Odtud ovsem vyplyva, zZe libovolny invariant zavisi pouze na tiech ¢islech, €, a také
to, ze jen tii invarianty mohou byt soucasné nezavislé.

Vlastni ¢isla se obtizné pocitaji. Predchozi tivaha nas vSak privadi na myslenku,
ze bychom hlavni hodnoty mohli nahradit jinou, snaze dostupnou trojici invarianti.
Rozepsanim charakteristické rovnice

—det|e = M| =X —TIAN2+ LA —13=0 (2.80)

zjistime, Ze jeji koeficeinty I, I a Iy musi byt invarianty. Cisla I}, se totiz daji vyjadfit
jako TeSeni soustavy t¥i linedrnich rovnic (2.80) napsanych opakované pro t¥i obecné
rizné koreny kubické rovnice. Protoze jiz vime, Ze tyto kofeny nezavisi na volbé sou-
fadnicového systému (hlavni hodnoty jsou invarianty) a I jsou jejich funkei, musi byt
I}, rovnéz invarianty. Linearni invariant je dan vyrazem

I = €11 + €22 + €33 (2.81)
kvadraticky
L=det| ™ 2 | fdet| ® P |4det| M (2.82)
€21 €22 €32 €33 €31 €33

vy
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a kubicky
I3 = det |€ (2.83)
Tyto tii koeficienty se nazyvaji hlavni invarianty tensoru.

Ani s trojici hlavnich invarianti nemusime byt zcela spokojeni, protoze s determi-
nanty se obtizné manipuluje. Misto toho lze zavést tzv. mocninné invarianty

- 1
I,:=—tr(e" 2.84
~tr (€) (2.84

kde n je prirozené ¢islo. Mocnina tensoru €” je definovana prostrednictvim mocniny
matice [¢]”, viz téZ Ptiloha A.3. Protoze €" je tensor a stopa tensoru je invariant, jsou

~

funkce I, také invariantni. Ve slozkach

A

s s 1
L =¢€i, ©Lb=36i€6;, I3= 36,66k (2.85)

Porovnanim dvou skupin invariantii, hlavnich a mocninnych, ziskdme tyto vztahy

2—1,, =3 —11,+1, (2.86)

Ilzllztr(e), 12:

1
6

Ukazuje se, ze trojice I, jednoznacné urcuje trojici I a ta zase, diky charakteristické
rovnici (2.80), hlavni hodnoty tensoru. Jakoukoli invariantni funkei lze tudiz vyjad-
it pomoci hlavnich hodnot, hlavnich invarianti anebo mocninnych invarianti. Tento
vysledek se znamenité uplatiuje v teorii elasticity.

2.2.5 Cviceni
1. Odvodte inverzni transformaci k (2.56).
2. Dokazte, ze definice slozek (2.59) implikuje transformaé¢ni pravidlo (2.56).

3. Necht matice [U] a [V'] reprezentuji tensory druhého radu. Ukazte, Ze jejich soucin

se rovnéz transformuje jako tensor druhého radu.

4. Vyhledejte v literatuie, jak lze pifmo definovat transpozici tensoru UT. Dokazte,
7e odpovidajici matici je [U]T.
5. Je dana realnd matice
Un U
U] =
vl l U Us

(a) Urcete vlastni ¢isla A\, Ay jako funkce Uiy, Uja, Usy a Uss.

(b) Dokazte, 7ze pokud [U] je symetrickd, jsou tato ¢isla redlna.
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6. Ukazte, ze modalni matice typu 3 X 3 je ortonormaélni, takze plati vztah
[@]"[®] = [1]

Presvédcte se o tom roznasobenim a vyuzitim faktu, ze vlastni vektory tvori
ortonormalni systém.

7. Dokazte, ze positivné definitni matice ma kladné vlastni ¢isla a obracené, tj.
[U] sym+def < Mg >0
Navod: Pouzijte spektralni rozklad.

8. Dokazte, ze tr(e€) je invariant.
Névod: Dokazte €}, = €.

9. Odvodte (2.86).

2.3 Tensorovy tvar modeli elasticity

Prejdeme nyni k prostorové napjatosti. I tentokrat budeme predpokladat existenci
deformacni energie, avSak pfi isotermickém zatizeni T" = konst. Hustota energie bude
zaviset na vSech slozkach tensoru deformace

= (e;) (2.87)

Analogicky jako rovnice (2.24) se odvodi

9

;i =
" aEi]‘

(2.88)

V tomto okamziku se jedna jen o intuitivni tvrzeni, nebot prozatim nemame k dispozici
prostorovou verzi disipa¢ni nerovnosti ani vyraz pro vykon vnéjsich sil. Pozdéji, v Ka-
pitole 5, vSak bude platnost tohoto vztahu exaktné dokazana, a to dokonce v kontextu
velkych deformaci.

Ze struktury konstitutivniho modelu (2.88) vyplyva, ze jednotlivé slozky tensoru
napéti na sobé nemohou byt nezavislé — jsou totiz odvozeny z jediného potencialu.
Tim se také tento, tzv. hyperelasticky model dostava do rozporu se starsim Cauchyho
pfedpokladem, v némz byly slozky o;; obecné poklddany za nezdvislé funkce typu

Uij = O-ij(ekl) (289)

Cauchyho hypotéza je sice obecnéjsi, ale fyzikalné nepodlozena, nebot nezarucuje exis-
tenci elastické energie. V dalsim proto ddme prednost relaci (2.88) a budeme zkoumat
skryté vazby, které tento pristup k popisu elastického pretvoreni latek nabizi.
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2.3.1 Symetrie

Tensor napéti, jak bude dokazano pozdéji, je symetricky, proto plati

O O

— =0 =
c%ij J

=05 = — (2.90)
Jt
86]'2'
Takovy pozadavek splituje symetrickd funkce symetrického tensoru, pro néjz €;; = €;;.
Je obecnou skutec¢nosti, ze symetrie tensoru napéti a deformace se vzajemné podminuji,
coz bude podrobnéji objasnéno v ¢asti 4.4, vénované prvnimu zakonu termodynamiky
a energeticky konjugovanym tensortim.

Konstitutivni rovnice je ¢asto uzitecné linearizovat vypoctem totalniho diferencialu

ﬁai-
dO'Z'j = aT]:l dEkl = CYR dEkl (291)

Definujeme te¢ny modul C, coz je také Hessova matice nebo Hessian funkce 1, pro-
strednictvim slozek

v

Cijri =
J 862-]-86“

(2.92)

Tec¢ny modul je tensor ¢tvrtého radu, ktery umoznuje vyjadrit zavislost mezi malymi
prirtstky napéti a deformace v linearnim tvaru

doy; = Cijrr deg (2.93)
Diky jiz zminénym symetriim obou tensort vstupujicich do vypoctu lze zaménovat
indexy 7 a j stejné jako k a [, tudiz
Cijkt = Cjirt = Cijuk (2.94)
Jednd se o tzv. malé symetrie.

Velice diilezitou vlastnosti tecného modulu je wvelkd neboli energetickd symetrie.
Pokud je ¢ dostatecné hladka funkce, miizeme zaménit poradi derivovani, odkud ihned

plyne

Cijkl = Cklij (295)

Zde je na misté jista opatrnost. Existuji nékteré materidlové modely, napt. model
neasociované plasticity, u nichz spojita diferencovatelnost energie do druhého radu
vcetné neni predem zarucena a tangencialni matice nemusi byt symetricka. Ve vétsiné
pripadi se vSak s podobnymi obtizemi nesetkavame.

Vénujme se jesté Voigtoveé zapisu, jenz se s vyhodou pouzivd v experimentalni
mechanice a také v numerickych metodach. Rozepsanim rovnice (2.93) a s uvazenim
symetrie tensort napéti a deformace

(doy; ) [ Ciinn Crizz Cusz Ciie Chgs Cusi | [ denn )
dog Cyir Oz Cogzz Chora Cagaz Cogsy degy
doss _ Cs311 Czzop Cszzz O3z Czzoz Csssy dess (2.96)
doiy Ciair Chiazz Chazs Ciaiz Cizez Chasi 2de;p .
dogs Cai1 Cazaz Cozzg Cazia Cozaz Cagsy 2 degs

([ dos ) | Cs1i1 Caizz Csizz Csiio Caigg Cizn | | 2des;
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Matice soustavy [C] obsahuje 36 materidlovych parametri. Pokud jsou splnény pod-
minky energetické symetrie (2.95), stava se tato matice sama symetrickou. Napiiklad
pravy horni koeficient (1137 je totozny s levym dolnim koeficientem C3q17 atd. Vysledny
pocet parametri se tim redukuje na 21. Poznamenejme, 7e do vektoru deformace na
pravé strané (2.96) dosazujeme zasadné dvojnasobky tensorovych slozek. Misto toho
by se také daly vynasobit koeficienty v pravé poloviné matice faktorem 2, tim by vsak
matice ztratila svou pripadnou symetrii.

Nase tivahy zakonc¢ime praktickou poznamkou. V metodé konecnych prvki se pra-
cuje s matici tuhosti ve tvaru

K] = [ [BI"[C][B)dv (2.97)

kde [B] je matice derivaci tvarovych funkci. Pokud je splnéna podminka energetické
symetrie, tj. funkce ¢ ma spojity Hessidn, matice tuhosti je zarucené symetricka.

2.3.2 Isotropni material

Deformacni energie je obecné funkci Sesti nezavislych slozek tensoru deformace. Alter-
nativné lze pouzit hlavni hodnoty €y, €5 a €3, spolecné se specifikaci hlavnich os. Pokud
je material isotropni, ma ve vSech smérech stejné vlastnosti a orientace hlavnich os
prestava hrat roli. Volna energie je pak funkci pouze tii proménnych

Y = P(e, €2, €3) (2.98)

V Sekei 2.2.4, pojednévajici o invariantech, jsme dokazali, ze trojice hlavnich deformaci
muze byt nahrazena mocninnymi invarianty, tedy

b =111, Iz, I5) (2.99)

Deformacni energie v tomto pripadé nabyva vlastnosti standardniho invariantu.

Napéti ziskdme z hyperelastické rovnice (2.88). S vyuzitim véty o derivovani slozené

funkce . . .

o — 8_¢8Il 8_¢812 a_¢813

Yo0 Oeij  Ol,0€¢i; Ol O€ij

Déle je treba vypocitat naznacené derivace. Ukdzeme to na piikladé druhého invari-
antu. V indexovém zapise

(2.100)

j2 = %tr (62) —_= %6”6‘]2 (2101)

Tento vyraz derivujeme jako soucin funkci

8[2 aéij 86ji
ale a€kl J J c%kl
Pii derivovani chapeme slozky tensoru deformace jako nezavislé proménné: derivace ;;
podle € je rovna jednicce pouze tehdy, kdyz ¢ = k a soucasné j = [, jinak je nulova.

2 (2.102)

ol
286—2 = 5ik5jl€ji + eijfsjkfsil = €k + €k (2.103)
kl
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Na zavér uplatnime podminku symetrie

o1,
2 —p = 2.104
Dery €1k = €kl ( )
Stejnym zpisobem se ukaze
8f1 ajg aj?)
=6, —— =€, — = €€k 2.105
c%ij J (%ij €ij aEi]‘ CikChj ( )

Mocninné invarianty se derivuji podobné jako polynomy.

Nyni se vratime k tensoru napéti. Dosazenim do rovnice (2.100) dostaneme

0
O;i = —0;i + ——€;5 + —— €€ 2.106
T Ton " Tan, Y an M (2.106)

nebo v primé notaci

_ 9y + i + % o2 (2.107)

o=— -
ol 0l 0l
Odvozena rovnice predstavuje nejobecnéjsi model isotropni elasticity. Jedna se o po-
lynom druhého stupné v proménné €, jehoz koeficienty jsou funkce invarianti tensoru
deformace. Tento na prvni pohled mozna prekvapivy vysledek je primym disledkem
Cayleyho-Hamiltonovy véty, kterou zde vSak nebudeme pouzivat.

2.3.3 Hookeuv zakon

Omezime-li se na malé deformace, coz je vétsiné pripadii zcela dostacujici, mizeme rov-
nici (2.107) linearizovat. To se d& provést nékolika zptisoby. Ziejmé nejjednodussi a sou-
¢asné i instruktivni postup je vybrat takové varianty universalniho modelu (2.107),
které jsou linearni.

Analyzu hyperelastického vztahu (2.107) zacneme od konce. Ma-li byt zavislost
napéti na deformaci linedrni, je nezbytné, aby vymizel kvadraticky c¢len, tj.

0
1{) =0 (2.108)
ol
Deformacni energie je proto funkci pouze prvnich dvou invarianti
v =(I1, 1) (2.109)
Druhy ¢len v rovnici (2.107) je linearni v €, takze
o
— =2 2.110
on ( )

kde 2p je materidlova konstanta. Odtud integraci

O =2uly + (1) (2.111)
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Prvni élen vyrazu (2.107) nésobici jednotkovy tensor musi byt rovnéz lineérni, proto

% _ ¥ _ A, (2.112)
oL, dL

kde X je druh4 materialova konstanta. Substituci I; = tr (€) a dosazenim derivaci zp&t
do vztahu (2.107) obdrzime vysledek ve tvaru

o= \tr(e)l + 2ue (2.113)

To je rozsiteny Hooketiv zakon, obsahujici dva nezavislé materialové parametry. Kon-
stanty A a p se nazyvaji Lamého konstanty a maji rozmér Pa.

Kromé Hookeova zakona jsme ziskali i odpovidajici vztah pro energii. Integrace
skalarni funkce (2.112) dava

) = IAI? + konst. (2.114)
V kombinaci s rovnici (2.111) dospéjeme k
¥ = NI+ 2ul; + konst. (2.115)
nebo
Y = sAtr?(e) + ptr (€2) (2.116)

Aditivni integracni konstantu jsme bez Gjmy na obecnosti polozili rovnu nule.

2.3.4 Kalibrace

Poté, co byly navrzeny konstitutivni vztahy, muzeme prikroc¢it k identifikaci mate-
ridlovych konstant. Model je predevsim tifeba specializovat pro nékteré jednoduché
zatézovaci médy.

Pro potreby tahové zkousky uvédzime nejprve jednoosou napjatost, kdy o1 # 0
a ostatni slozky napéti jsou nulové. Rozepsanim diagonalnich ¢leni (2.113) dostaneme

011 = Atr (6) + 2/11611
0 = Atr(e)+ 2uexn (2.117)
0 = Atr(e)+ 2puess

Zbyvajici rovnice jsou identicky rovny nule. Z poslednich dvou radkt plyne

A
A 9.118
20+ p) (2.118)

Materidlova konstanta na pravé strané ma vyznam soucinitel kontrakce, znacime ji v
a nazyvame Poissonovo cislo.

€20 = €33 =

‘622 — €33 — — V€11 ‘ (2119)

Stopa tensoru deformace je rovna tr(€) = (1 — 2v)ey; a dosazenim do prvniho radku
soustavy (2.117) vyjde linearni vztah

011 = )\(1 — 21/)611 + 2[11611 (2120)
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Ten mtzeme zapsat jako

212)

V tomto okamziku lze koncipovat tahovou zkousku podle Obr. 2.2. Méfenim pomér-
ného prodlouzeni €;; ve sméru puisobiciho napéti zikaAme modul pruznosti £ a podari-li
se navic zjistit kontrakci zkusebni tycky ey, 1ze odtud vypocitat Poissonovo cislo v.

kde E je Younguv modul pruznosti.

011
on = Eeyy
€11
€29 = —VE€11
011

Obr. 2.2: Schema tahové zkousky.

Alternativni vysledky nabizeji dynamické experimentalni metody, zalozené budto
na méteni rychlosti Sifeni elastickych vin [19], jak to ostatné jiz v roce 1807 uskutecnil
Thomas Young, nebo moderni postupy vyuzivajici resonanéni spektroskopii [17].

Dalsim dilezitym zatézovacim stavem, zndzornénym na Obr. 2.3, je hydrostaticky
mod, charakterizovany tlakem p. Stejné jako v predchozim pripadé rozepiseme diago-

nalni rovnice
—p = Atr(e) +2uen
—p = Atr(e) +2uexn (2.122)
—p = Atr(e) + 2ues;

zatimco ostatni slozky jsou nulové. Resenim je

-D
€11 = €22 = €33 = m (2-123)

Oznac¢me pismenem a rozmér stlacené krychle na Obr. 2.3 a ur¢eme pomérnou zménu

objemu, #, definovanou jako
3_ 3

ag

= (1+e1) —1~3e, (2.124)

kde ag je rozmér krychle pred zatizenim. Pokud je deformace mald, mizeme zanedbat
vy$8i mocniny €7, jak v rovnici (2.124) naznaceno, a vztah (2.123) je pak ekvivalentni

215

Zde K je modul objemové pruznosti.
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023611
—p=K0

|

Obr. 2.3: Trojosé zatizeni hydrostatickym tlakem.
Nakonec se budeme vénovat zatizeni smykem 7 podle Obr. 2.4. S ptihlédnutim
k symetrii (€12 = €91) je aktivni jen jedna rovnice (2.113), a to
T = 2/€12 (2.126)
Zavedeme-li jako zkos dvojnasobek pomérné deformace, v = 2¢15, a modul pruznosti

ve smyku G = p, mizeme psat
o177

Tato zatézovaci konfigurace se nazyva cisty smyk a neméla by byt zaménovan s pojmem
prosty smyk, coz je kinematicky mdéd diskutovany pozdéji na str. 43.

v = 2612
! T =Gy

Obr. 2.4: Zatizeni ¢istym smykem.

Postupné jsme definovali t¥i pary elastickych konstant: matematické (A, p), inze-
nyrské (E,v) a fyzikilni (K, G). Pfevodni vzorce jsou prehledné shrnuty v Tab. 2.1.
Kazda z téchto dvojic se nejlépe uplatni v jiné situaci. Matematické (Lamého) kon-
stanty prirozené vyplyvaji z termodynamické teorie; inzenyrské konstanty jsou jednak
primo méritelné a jednak je lze vyuzit v techniky dilezitych pripadech c¢istého smyku
a jednoosé napjatosti; prednosti fyzikalnich konstant zase vyniknou v materidlovém
modelovani. Velkou vyhodou tensorového ptistupu, ktery byl popsan v této kapitole,
je, ze zavislosti mezi parametry, napf. znamy vztah

G = _E (2.128)
2(1+v)

apod., automaticky plynou z obecné teorie a neni nutné je nijak specialné odvozovat.

2.3.5 Konvexnost

Témér vzdy se predpokladé, ze deformacni energie musi byt kladnd, presnéji, ze musi
byt splnéno
Ve#0:¢9 >0, ¢(0)=0 (2.129)
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Tabulka 2.1: Elastické konstanty.

2 E E
K: - = —————_ —= = —
AT ST 30— ) C=1= 50
Ev 2 E
A= —K- =G == =@
1+ v)(1—2v) 3 h =5+
o IKG  pu(3X+2p) L 3K —2G A
C3K+G A +p T 2BK+G) 200+ p)

Tento zdanlivé samoziejmy predpoklad, obvykle prijimany bez jakéhokoliv vysvétleni,
vsak nejenze neplyne z zadného fyzikdlniho zdkona, ale navic je obecné i nespravny.
Napriklad materidly, které za jistych podminek existuji ve vice fazich, vykazuji ne-
stability v priubéhu energetickych funkci, coz paradoxné mize vést ke spontannimu
uvolhovani energie (poklesu 1)) dokonce z vychoziho rovnovazného stavu. Ukazuje se,
ze pozadavky positivnosti, konvexnosti ¢i polykonvexnosti volné energie nesouviseji
s termodynamikou, nybrz se stabilitou systému, a tim i s existenci a jednoznacnosti
reseni.

Pro linearné elasticky material, uréeny funkei (2.116), a pro malé deformace lze
ovsem predpoklad positivnosti rozumné akceptovat. V hlavnich osach potom plati

V(€)= sMe +e+e) 4+ puleE +e3+€e) >0 (2.130)

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze splnéni nerovnosti pro libovolny tensor € vyza-
duje, aby Lamého konstanty byly kladné. Z této domnénky vychéazi i Brdicka ve své
knize [5]. Skutecnost je v8ak prekvapivé jina! Pfedevsim si uvédomime, Ze vySe uvedena
funkce je kvadraticka forma ve tfech proménnych. Tu je mozno zapsat v maticovém
tvaru

A+2u A A €
Qw = {61 €9 63} A A+ 2/L A €9 (2131)
A A A + 2,& €3

Ridici matice této kvadratické formy musi byt positivné definitni.

Podle Cvic¢eni 7 na str. 21 je symetrickd matice positivné definitni pravé tehdy,
kdyz jsou vSechna jeji vlastni cisla kladna. Tento vysledek nyni mtzeme s vyhodou
vyuzit. Prvni vlastni vektor uhodneme snadno: je evidentni, ze

A+ 2 A A 1 1
A A2 A I p=0BAx+2p)¢ 1 (2.132)
A A A42p 1 1

Fyzikalné to znamena, 7e se podarilo najit takové zatizeni, které vyvolava proporcialné
stejnou deformaci. V konkrétnim pripadé jde o hydrostaticky méd, v némz jsou vSechna
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hlavni napéti shodna a rovna hydrostatickému tlaku. Na zakladé této analogie snadno
najdeme dalsi vlastni vektory. Vyzkousime cisty smyk,

[ A+ 24 A A 1 1
A A2 A 1 Y =oud —1 (2.133)
A A A+2p | 0 0
anebo ) )
A2 A A 1 1
A A+ 2pu A 0 »=2p 0 (2.134)
A PURD WP I 1

V situaci, kdy je soucet hlavnich napéti roven nule, mluvime o devidtorovém zatizeni.?

Zbyvajici devidtorovy madd jiz neni nezavisly, ale je linearni kombinaci predchozich
dvou. K dispozici tak mame tii vlastni c¢isla

K1 = 3\ + 2/11 =3K 5 Ko 3 = 2G (2135)

Prvni z nich je jednoduché, druhé a treti dvojnasobné.

Z podminky positivni definitnosti vyplyvaji pozadavky na moduly pruznosti ve
smyku a objemové pruznosti takto:

FE
> (0 asoucasné 3K =

2G =
1+v 1-—2v

>0 (2.136)
Nic nebylo prozatim feceno o E. Predpokladejme E < 0, coz vynucuje
1
v < —1 asoucasné v > — (2.137)

2

Tuto podminku neni mozné splnit, proto £ > 0, a tudiz

E.K,G>0, ve(-1,32) (2.138)

Poissonovo ¢islo miize byt zaporné! Vratme se k Lamého konstantam. Ziejmé pu > 0

a podle Tab. 2.1 je

Ev
A= () € (—00,00) (2.139)

Vhodnou volbou E a v lze vytvorit libovolnou hodnotu A.

2.3.6 Cviceni
1. Odvodte (2.96) z (2.93).

2. Ovéite symetrii (2.96) a dokazte, Ze pocet nezavislych koeficienti v matici di-
menze N je N(N + 1)/2. Je to Gaussiv vzorec pro soulet aritmetické rady
s diferenci jedna.

3Termin devidtor vznikl ze slova deviace-odchylka. Rozumi se tim odchylka od perfektni napjatosti,
kterou by zptisobil dokonale isotropni tlak. Devidtor je vlastné ‘odchylnik’ od esteticky optimalni
konfigurace.
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. Dokazte, Ze matice tuhosti (2.97) je symetricka.

Navod: Transponujte matici v integrandu.

. Odvodte (2.105).

. Vyhledejte znéni Cayleyho-Hamiltonovy véty a vysvétlete, pro¢ se v rovnici (2.107)

vyskytuje nejvyse druha mocnina.

. Odvodte vztahy uvedené v Tab. 2.1.

. Odvodte (2.131) z (2.130) a dokaZte, Ze matice kvadratické formy je Hessidn

energie vyjadreny v hlavnich osach.



Kapitola 3

Kinematika

Zékladni kinematické veli¢iny vyplyvaji z Obr. 3.1. Bod télesa, definovany privodi-
¢em X, nazyvame materidlovy bod (nékdy téz hmotny bod nebo ¢astice). Pro oznaceni
bodu pouzijeme stejny symbol jako pro jeho privodic. V tomto smyslu budeme psat
X € . Libovolna ¢astice X se v ¢ase t premisti do nové pozice x vektorem posunuti u.

Je tedy
1)

Polohovy vektor x € R? specifikuje bod prostoru. Privodi¢e X a x umoziuji zavést
dva typy souradnic: materidlové souradnice X; (Lagrangeovy) a prostorové souiadnice
z; (Eulerovy). V8echny souradnice budeme vztahovat ke spolecné kartézské vektorové
béazi.

t=20 t>0
X27x2

Xlaxl

X3, 3

Obr. 3.1: Pretvoreni kontinua.

Kinematicky rozbor je v rdmci této kapitoly rozdélen na dvé ¢asti. V prvni ¢asti je
vysvétlen Lagrangeiv popis. Pro néj je typické zavedeni dvou mnozin: pevné zvolené
referen¢ni oblasti €2y a pretvorené oblasti €2;. Pfetvorena oblast je proménnd a obsahuje
v Case t tytéz materidlové ¢astice jako referenéni oblast na pocatku, ¢t = 0. Eulerovsky
popis je naopak charakterizovan tim, ze se v prostoru pevné zvoli kontrolni objem 2,

31
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ktery oviem bude v riiznych ¢asech obsahovat rtizné ¢astice. Ulohu nebudeme linea-
rizovat ani jinak zjednodusovat, tj. deformaci kontinua budeme obecné povazovat za
velkou. Za tohoto ptedpokladu jsou oba kinematické pristupy zcela rovnocenné.

3.1 Lagrangeuv popis

V lagrangeovském (materidlovém) pojeti jsou v8echna fyzikalni pole definovdna vzhle-
dem k € jako funkce soutadnic X;. Primarni veli¢inou je pole posunuti u(X,t), které
prostfednictvim (3.1) zavadi funkci

x =X +u(X,t) = x(X,1) (3.2)

s pocatec¢ni podminkou
X(X,0) =X (3.3)

Tato funkce mapuje v libovolném c¢ase t oblast €2y na €2;, neboli
X:Q — (3.4)

Znaménko ‘=:" v (3.2) bylo i tentokrat pouzito ve vyznamu definice.

Predstavme si nyni, ze jsou v €}y dany dva rizné body X4 # Xp. Podle Obr. 3.2
se tyto body zobrazi na jiné dva body x4, xp € €);. Predpokladame-li, ze dvé rizné
materidlové c¢astice nemohou v tomtéz case zaujmout stejné misto v prostoru, bude
x4 # xp. Jak je vidét z Obr. 3.2, kazdému X Ize pak jednoznac¢né priradit x a obracené.
Zobrazeni x je tudiz regularni a existuje inverze

X7 = Qo (3.5)
Ziejmé muzeme psat
X =x"(x,1) (3.6)

Odtud mimo jiné vyplyva, ze kazdé fyzikdlni pole mize byt vyjadFeno budto jako
funkce argumentt X;, ¢, nebo x;,t. Zobrazeni (3.4) a (3.5) budeme pokladat za dosta-
tecné hladka.

Obr. 3.2: Regularnost deformace.
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3.1.1 Gradient posunuti a deformacni gradient

Vektor posunuti u zavisi na souradnicich X;, takze lze zavést dvouindexovou veli¢inu

T ax,

(3.7)

Celkem snadno se ukaZze, Ze koeficienty z;; spliuji pravidla pro transformaci tensoru
druhého radu. Proto ma smysl piimy zapis

(3.8)

v némz z nazyvame gradient posunuti.

Operaci ‘gradient’ je mozno uplatnit na libovolny skalar, vektor nebo tensor, ¢imz se
rad velic¢iny zvysuje o jednicku. Napriklad gradient skalaru je vektor a gradient vektoru
je tensor druhého tadu. Velké pocatecni pismeno operatoru ‘Grad’ nas upozornuje
na to, ze se derivuje podle materidlovych soutadnic v €2y. Vice o tensorové analyze
nalezneme ve skvélé Gurtinové knize [8]. V konkrétnim pripadé je vyznam pojmu
gradient jasny ze slozkového vyrazu (3.7).

Podobné jako vektor posunuti, je téz pruvodic¢ x funkeci X;. Dospéjeme tak k definici

IR
70X,

(3.9)

neboli
(3.10)

Tensor druhého Ffadu F je v mechanice kontinua znam pod nazvem deformacni gra-
dient. V matematickém kontextu se vzhledem k (3.4) jednad o Jacobiho matici zobra-
zeni x. Tim se budeme jesté zabyvat podrobnéji.

Souvislost mezi obéma gradientnimi veli¢inami vyjde najevo, pokud dosadime za z;

do (3.9). Dostaneme

0
Fij = a—Xj(Xi + i) = 05 + i (3.11)

Kroneckertiv symbol, d;;, predstavuje prvky jednotkové matice, takze
F=2z +1 (3.12)

Prepocet mezi F a z je velice snadny.

Jacobian zobrazeni

Jak jiz bylo feceno, deformacni gradient F odpovidd z matematického hlediska Jaco-
biho matici zobrazeni Qy — ;. Disledkem ptedpokladané hladkosti zobrazeni (3.4)
a (3.5) je pozadavek

J :=det |[F| #0 (3.13)

Z Obr. 3.3 je navic okamzité ziejmé, ze determinant .J musi byt budto kladny, anebo
zaporny, a to vsude v 2y. Ve skutecnosti totiz nemiize nastat situace zndzornéna na
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obrazku, kdy by byl v nékterém bodé J > 0 a v jiném bodé J < 0. To by znamenalo, ze
by se oblast €2y dala rozdélit na dvé nebo vice ¢asti, mezi nimiz by probihala hranice,
kde by se hodnota jacobianu ménila z kladné na zapornou. Podle predpokladu je vSak
J spojita funkce souradnic X;, takze podél hranice by pak muselo byt .J = 0, coz jsme
predem vyloucili.

Obr. 3.3: Pozitivnost jacobianu.

Zbyva rozhodnout o znaménku. K tomu je tifeba vyuzit vétu o substituci v inte-
gralech. Objem télesa v case t je dan kterymkoliv z integrali

dv, = [ JdVy >0 (3.14)

Q4 Qo

Protoze objem regularné zdeformovaného télesa musi zistat kladny, je nutné aby

J=det|F| >0| vSudev Q (3.15)

Rovnost (3.14) plati nejen pro celé téleso, ale téz pro kazdou jeho ¢ast. Zvolime-li velmi
maly kontrolni objem Vy C €y, na némz bude funkce J prakticky konstantni, vyjde

Vi~ JVy (3.16)

kde V; C (). Jacobian tudiz interpretujeme jako pomér lokalnich objemi.

Zjistili jsme, ze deformacni gradient mize byt reprezentovan v podstaté libovolnou
realnou (obecné nesymetrickou) matici typu 3 x 3. Tato matice v8ak musi byt regularni
a musi mit kladny determinant. Stav J = 0 na sebemensim objemu by predstavoval
nekonecné velkou kompresi, pii niz by se kone¢ny objem stlacil do bodu s nulovym
rozmérem. Tim by vznikla singularita. Zaporny objem, J < 0, dokonce odpovida
bizarni predstavé materidlu obraceného naruby.

Inverze deformacniho gradientu

Stejnym zptsobem, jakym jsme pracovali se zobrazenim y, mizeme nalozit i s jeho
inverzi y~!. Derivaci funkce (3.6) definujeme

0X;

Fyl = o

al'j

(3.17)
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Presvédcéime se, ze pro prislusné matice v dusledku této definice plati

[F][F] = [1] (3.18)
V indexovém zapise
1 P ¢ = ¢ = 0;:
Fa bl = 50 0%, = ax, ~ 00 (3.19)

kdyz jsme vyuzili vétu o derivovani slozené funkce.

Deformac¢ni gradient F m4 svou pfirozenou inverzi F!, kterd vznikne budto jako
gradient inverzni relace, nebo pfimym invertovanim matice [F]. Ukazuje se, 7e pro
kartézské tensory jsou i v tomto piipadé symboly F~!' a [F]~! zaménitelné.

Priklad 1: zobrazeni oblasti
Uvazujme transformaci soutradnic

xy = X+ at?

2y = Xo+bXot + ct? } a,b,ceR (3.20)

Uvedend transformace je zcela smyslend a nemda bezprostfedni predlohu v zadném
fyzikalnim problému. Uelem tohoto piikladu je pouze ilustrovat vlastnosti pravé de-
finovanych kinematickych velicin.

V prvni fadé je nutné se presvédcit, zda navrzena transformace viibec v principu
odpovida néjaké uskutecnitelné deformaci kontinua. Na poc¢atku procesu musi privo-
dice vSech bodu splyvat s jejich vychozi polohou. Dosazenim ¢ = 0 zjistime

xl(XlaX%t:O) - Xl

(X, X0t =0) = X, (3.21)

Tim je ovéfena pocatetni podminka (3.3). Dale musime vySetfit regularnost. Inverzni
zobrazeni ziskdme FeSenim soustavy rovnic (3.20) vzhledem k X;, X, jako

X, = x,—at?
X, - Ty — ct? (3.22)
1+ 0t

Evidentni podminkou tesitelnosti je 1 4+ bt # 0. Je-li b kladné ¢islo, nevznika zadny
problém, nebot ¢ > 0. Pokud je b zdporné, feseni existuje jen pro ¢as mensi nez 1/|b|.
V obou ptipadech je

14+0t>0 (3.23)
Transformace (3.20) je tedy v zasadé korektni a predstavuje jistou deformaci kontinua.

Nyni stanovime deformac¢ni gradient v maticovém tvaru.

[Flzlé 1£bt] (3.24)

Jacobian je determinant
J=det|F|=1+bt (3.25)
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Vidime, ze pozadavek pozitivnosti jacobianu je ekvivalentni podmince fesitelnosti
(3.23). Invertovani matice (3.24) dava

1 0
[F] ! = [ 1 (3.26)

1+ 0t

coZ je presné stejny vysledek, jako kdybychom derivovali (3.22) podle x; a z.

Predstavime-li si oblast 2y jako jednotkovy ¢tverec, bude se oblast 2; posouvat
a soucasné pietvafet v obdélnik. Sitka obdélniku ztistane zachovana, zatimco vyska
bude mit okamrzity rozmér 1 + bt. Nyni je jasné, ze pro b < 0 bude dochazet ke
kontrakci, az v ¢ase t = 1/|b| obdélnik zkolabuje do tsecky. Dalsi popis déje by ztracel
smysl. Naopak pri kladném b existuje feSeni v celém intervalu ¢ € [0, 00). Jacobian zde
vyjadiuje pomér plochy obdélnika k piivodni jednotkové plose ¢tverce.

3.1.2 Greenuv-Lagrangeuv tensor deformace

Dobrym vychodiskem pro posouzeni deformace kontinua je geometrickd interpretace
deformaé¢niho gradientu. Vypoctem totalniho diferencidlu zobrazeni (3.2) obdrzime

_ 0w

dz;
TTOX;

coZ je nasobeni matice [F] vektorem d{X}, tedy

d{z} = [F]d{X} (3.28)

V této souvislosti chapeme deformacni gradient jako linearizované zobrazeni, které
mapuje orientovanou usecku dX z referencni oblasti {2y na deformovanou tsecku dx
v aktudlni konfiguraci €2;. Situace je zndzornéna na Obr 3.4.

dX dx

Obr. 3.4: Pretvoreni infinitesimalni tsecky.

Potteba mérit vzdalenost soumeznych bodi motivuje zavedeni metriky. Oznacme
jako dL délku usecky v €y. Pomoci Pythagorovy véty uré¢ime

dL = || dX]| = vV dX-dX (3.29)
Zde je vyhodnéjsi prejit k algebraické notaci

(dL)* = d{X}Td{X} (3.30)
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Stejnym zpisobem zmétrime délku pretvorené tsecky
() = d{z}" d{a} = YXY[FI[F]d{X} = d{X}T[C]d{X} (3.31)

Oznacili jsme
T

[C]:= [F]'[F] (3.32)
Tato matice je symetrickd a pozitivné definitni (diikaz neni obtiZny a je ponechén jako
cviceni). Z (3.31) je vidét, ze Tidici matice kvadratické formy, [C], zobeciiuje Pytha-
gorovu vétu pro vypocet vzdalenosti. Kromé toho vime, Ze vynasobenim dvou matic
prislusejicich tensorim druhého faddu vznikne ve vztahu (3.32) opét matice tensoru
druhého radu. Ten je znam jako metricky tensor,

sym-def (3.33)

V mechanice kontinua se metrika C nazyva Cauchyho-Greeniv deformacni tensor.
Vratme se k diskusi problému, jenz je zndzornén na Obr. 3.4. Rozdil kvadrati délek
usecek je
(dI)? = (dL)* = d{X}7([C] = 1)) d{X} = 2d{X}"[e] d{ X} (3.34)

kde .
le] = 5 (1€ = [1]) (3.35)

Symetrickd matice [e] tudiz pFedurc¢uje zménu délky libovolného tseku, a to nezavisle
na jeho orientaci. Pokud v néjakém bodé kontinua vymizi slozky e;;, je v libovolném
sméru dl = dL. Tim jsme ziskali objektivni miru pfetvoreni. Greentuv-Lagrangeiv
tensor deformace, ve skratce GL tensor, je definovan jako

1
e:= 5(FTF —I)| sym (3.36)

Dosazenim gradientu posunuti z (3.12) a rozndsobenim dostaneme jiny vyraz
e=3(z+z" +2"72) (3.37)

nebo ve slozkach

1 <8uz~ Ou, n Ouy, 8uk> (3.38)

Crs = —
Y 2\0X; 09X,  0X;0X;
Greeniiv-Lagrangetiv tensor neméa piimy geometricky vyznam — vznikl na zakladé ode-

cteni ¢tvercl vzdalenosti. Prestoze je to abstraktni velic¢ina, jiz v nasledujici Sekei 3.1.3
bude mnohé objasnéno na jednoduchych prikladech.

Tensor malé deformace

V redlnych problémech byvaji derivace posunuti podle souradnic malé cisla. Napriklad
pii deformaci metrového objektu o jeden milimetr budou slozky gradientu posunuti
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fadové 1072, Za takovych okolnosti mizeme zanedbat kvadraticky ¢len v (3.37), coz
nas privadi k definici tensoru malé deformace

e:=3(z+z")| sym (3.39)
Ve slozkovém zapise
1 auz an
o= = 3.40
i 2<3Xj+axi> (3.40)

Nebylo by dobré se domnivat, 7e € je néjaka priblizna veli¢ina. Pravé naopak, definice
(3.39) je exaktni a zachovava si sviij presny vyznam i pro velké hodnoty z;;.

Otazka, kterou je nutno si spise polozit, je tato: za jakych podminek se d& tensor
malé deformace bez potizi pouzit a za jakych nikoli? V této chvili mizeme pouze
tvrdit, ze € — e, kdyz z — 0, ale to je prozatim velmi netplna informace. Vice bude
ziejmé z prikladii, uvedenych v sekei 3.1.3.

Matematické vlastnosti GL tensoru

Ze vztahu (3.34) je ziejmé, ze pro e = 0 je dl = dL. Kdyby se nam podafilo dokézat
také obracené tvrzeni, platilo by

le=0 & VdX:dl =dL| (3.41)

Implikace zleva doprava je jasna, zbyva dokazat druhou.

Problém formulujeme v algebraickém tvaru nasledujicim zptisobem. Mame dokazat
VIX}{XYX} =0 =[] =] (3.42)

Obecné to tak zcela jisté byt nemize; staci si predstavit antisymetrickou matici, ktera
kazdému vektoru pritazuje vektor k nému kolmy. Kvadratickd forma na levé strané
(3.42) je v takovém piipadé nulova, ackoliv sama matice nulova neni. My vSak vime,
ze e je symetricky tensor, coz zasadné méni situaci. Ze spektralniho rozkladu plyne

[e] = [®][¢][®]F, kde [¢] = diag[ei, es, €3] (3.43)
Dosazenim do (3.42)
(XM [e{X} = (YUY} = e + e2)5 + esYy (3.44)
Oznadili jsme
{v}:=[@]"{X} (3.45)

Protoze [®] je regularni matice (je dokonce ortonormalni), jsou v této substituci oba
vektory ekvivalentni: kazdému netrividlnimu { X } odpovida netrividlni {Y} a obrécené.
Podle predpokladu se mé vyraz v (3.44) rovnat nule pro libovolny vektor { X'}, a tudiz
i pro libovolny vektor {Y'}. To je mozné pouze tehdy, kdyz

€1 =— €2 = €3 — 0 (346)
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Hlavni deformace jsou nulové, proto e = 0 a plati (3.41).

Podarilo se nam tak dokazat velmi dilezité tvrzeni. Ukéazalo se, ze Greeentiv-
Lagrangetiv tensor je jednoznac¢né pritazen deformaci kontinua v tom smyslu, Ze jeho
slozky vymizi pravé tehdy, kdyz se v zddném sméru neméni délka elementarni tisecky.
Zbyvé vytesit otazku, zda se pri e = 0 také zachovavaji thly. Véc neni zdaleka tak
jednoduché, jak by se snad na prvni pohled mohlo zdat.

Uvazujme podle Obr. 3.5 dvé infinitesiméalni tisecky, dX a dY, svirajici v referenc¢ni
konfiguraci tthel ¢y. Po deformaci budou tyto tisecky zobrazeny na dx, dy a budou
svirat ahel ¢.

F

dX dY dx
dy

Obr. 3.5: Zména tuhlu.

Pro posouzeni zmény thlu mizeme vyuzit vlastnosti skalarniho souc¢inu, podobné
jako jsme to ucinili v pfedchozim piipadé. V referenc¢ni konfiguraci bude

dX.dY = [|dX]| - || dY]| cos g = d{X}T d{Y} (3.47)
a v aktualni konfiguraci
dx-dy = [[dx|| - || dy|lcos o = d{a}" d{y} = d{X}"[C]d{Y} (3.48)
Rozdil skalarnich soucini tak bude opét zaviset na GL tensoru
dx-dy — dX-dY = 2d{X}7[e]d{V} (3.49)

Pokud e = 0, plati rovnost
dx-dy = dX-dY (3.50)

vvvvv

rovnic (3.47) s (3.48) vyplyva
cospy =cos = |po| = |p| (3.51)

Dospéli jsme tak k zavéru, ze vymizeni slozek GL tensoru indikuje zachovani libovol-
ného thlu v absolutni hodnoté, ne vsak jeho orientace. Tento vysledek je znazornén na
Obr. 3.6. Z néj je patrno, ze nase tloha pripousti dvé zrcadlové obracena reseni.

Skutecné, Greeniiv-Lagrangeiv tensor byl odvozen z metriky, kterd si v§ima pouze
¢tverclt vzdalenosti dvou bodii, nikoliv orientace prostoru. Pomoci metriky napiiklad
neni mozné rozlisit mezi objektem a jeho obrazem v zrcadle, nebot vzdalenost mezi
kazdymi dvéma body zistava v obou pripadech stejna. Pokud pti deformaci kontinua
zaznamename e = 0, budou, az na pripadnou translaci a rotaci, vzdy existovat dveé
feSeni: budto bude mit téleso stejnou podobu jako v referenénim stavu, nebo dojde
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dx dy dy v dx

J=+1 J=-1
Obr. 3.6: Zrcadleni.

k jeho zrcadleni. Ve druhém pripadé je ovsem .J = —1 < 0, stav jenz nemohl vznik-
nout regularnim piretvorenim. Ze striktné formalniho hlediska nakonec nevznika zadny
problém, nebot zobrazeni se zapornym jacobianem jsou automaticky vylouc¢ena a tim
je soucasné obnovena jednoznac¢nost feSeni. V numerické analyze je nicméné existence
druhého (nefyzikalniho) FeSeni se zapornym jacobidnem ur¢itou nepifjemnosti, vyza-
dujici neustalou pozornost. Vice o tom pozdéji.

3.1.3 Elementarni kinematické mody

Typické vlastnosti Greenova-Lagrangeova tensoru a tensoru malé deformace nyni de-
monstrujeme na jednoduchych ptikladech. Néasledujici tlohy ptedstavuji tii zakladni
mody pretvoreni kontinua — jednoosou deformaci, prosty smyk a rotaci. K témto du-
lezitym piiklad@im se budeme pritbézné vracet, proto jsou oé¢islovany. Cislovani 24
navazuje na jiz diskutovany Ptiklad 1, ktery byl zadan na str. 35. VSechny vzorové
ulohy jsou souhrnné zaznamenany v Priloze B.

Piiklad 2: jednoosa deformace

Deska o pocatecnich rozmérech [y x hg je zatizena tak, ze se jedna jeji hrana prodlouzi
o Al. Prodlouzeni Al nepredpokladame malé, mize byt dokonce Al > [y. Zadani ulohy
spolu s odpovidajicim polem posunuti je zakresleno na Obr. 3.7.

Xot

e N
UI(XI;X2) = l_Xl
0
ho
UQ(Xl,XQ) = 0

lo Al X

Obr. 3.7: Jednoosa deformace desky.
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Nejdiive ur¢ime zakladni kinematické veliciny. Gradient posunuti ziskdme derivo-
vanim zadaného pole

Al 0
[z =1| Iy (3.52)
0 0
a po pricteni jednotkové matice mame deformacni gradient
1+ Al 0
[F] = lo (3.53)
0 1
Jacobiadn musi byt kladny
Al
J:det|F|:1+l—>0 (3.54)
0
Velikost prodlouzeni je z tohoto divodu omezena na interval
Al € (—ly, ) (3.55)

To je ostatné ziejmé i z Obr 3.7. Kdyby Al < —ly, deska by se nejprve zkratila na
nulovy rozmér a pak by se jeji objem zménil na zaporny. Ovérime, ze jacobian je pomér
objemu. Pri jednotkové tloustce

Al

Vi _holo+AD AL (3.56)

Vo o holo 1y

Nakonec ur¢ime tensor malé deformace a GL tensor. Ze vztahu (3.39) je

Oy
[l = 1 (3.57)
0 0
a pri¢tenim kvadratického ¢leno podle (3.37) dostaneme
g _|_1 g i 0
el=1 1, "2\ (3.58)

0 0

Tyto tensory nyni porovname. Na Obr. 3.8 jsou zakresleny pribéhy slozek deformace
v zavislosti na prodlouzeni.

Slozka €;; tensoru malé deformace je reprezentovana tecnou k parabole e;;. To
znamend, ze v okoli bodu Al = 0, tj. pro malé deformace, lze tlohu linearizovat
nahrazenim tensoru GL tensorem €. Vysrafovany poloprostor v levé ¢asti je zakazana
oblast, v niz by doslo k poruseni podminky (3.54), a tim k vytvofeni ziporného objemu.

Nabizi se také tato zajimava otdzka: v ¢em je vlastné pribéh slozky eq; lepsi nez
pribéh €7 a proc je pouziti tensoru malé deformace omezeno jen na mala prodlouzeni?

vvvvvvvvvv
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deformace |
€11

€11

- 2ZN ’ Al

Obr. 3.8: Pribéhy riznych mér deformace.

méla prinést, jako kompenzaci za vétsi pracnost, néjakou vyhodu. Po pec¢livém pro-
zkoumani Obr. 3.8 vSak s prekvapenim zjistime, ze tomu tak neni. Naopak, prubéh
€11 dava konstantni prirastek deformace pro pevné zvolené Al, bez ohledu na oka-
mzity rozmér desky, kdezto konvexni parabola progresivné zvysSuje vliv inkrementu
s narustajicim [. A pokud si jiz pfejeme pracovat s nelinedrnim vztahem, bylo by mno-
hem logic¢téjsi definovat slozku deformace napiiklad takovym zptsobem, jakym to ¢ini
logaritmicka kiivka (na obrazku vpravo).

Podrobnéjsim studiem riiznych mér deformace se na tomto misté nebudeme za-
byvat; diskusi odlozime do Kapitoly 6. Zde vSak musime zdiraznit t¥i velmi dilezité
poznatky: (a) Pouziti tensoru malé deformace (pfinejmensim v tomto kontextu) neni
omezeno jen na mald prodlouzeni. Velikost veli¢iny Al/ly neni nijak fyzikalné ani geo-
metricky limitovana. (b) Obé kiivky, ej; a €11, jsou v povolené zéné monotonni, a tudiz
matematicky ekvivalentni. Vylou¢ime-li pfipad J < 0, lze ze vztahu (3.58) nebo (3.57)
jednoznacné vypocitat Al. Jinymi slovy, zname-li kterykoliv ze dvou tensori defor-
mace, je tim plné urcen tvar desky, a tak mizeme podle potieby prepocitat e;; na
€11 a obracené. (¢) Kdybychom se zabyvali pouze jednoosym pietvorenim, nebylo by
nutné, kromé pomérného prodlouzeni, zavadét zadnou dalsi geometrickou veli¢inu.
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Priklad 3: prosty smyk

Deska o po¢ate¢nich rozmérech Iy x hy je zdeformovana prostym smykem! podle
Obr. 3.9. Uhel zkosu v miize byt libovolné velky, samoziejmé, v absolutni hodnoté
nesmi presdhnout /2.

Xo

/\ uy (X1, Xp) = Xy tany

UQ(XI,XQ) = 0

lo 2y

Obr. 3.9: Zkoseni desky prostym smykem.

Stejné jako v predchozim piikladé ur¢ime gradient posunuti

| 0 tanvy
[2] = l 0 0 ] (3.59)
deformacni gradient
| 1 tanvy
[F] = l 0 1 ] (3.60)
a jacobian
J=det|F| =1 (3.61)
Deformace je isochoricka, coz ihned vyplyva z vypoctu plochy rovnobéznika
Vi, = Vi = lphg x tloustka (3.62)
Ze vztahi (3.39) a (3.37) postupné ur¢ime tensor malé deformace
1 0 tanvy
= 2 l tany 0 ] (3.63)

a Greentiv-Lagrangetiv tensor

1 0 tan vy

S l tany tan2vy ] (3.64)

Pribéh smykové deformace je zakreslen na Obr. 3.10.

'Pod pojmem prosty smyk rozumime rovinny kinematicky mdd. Jiny podobny, ¢asto pouzivany
termin je cisty smyk, ktery oznacuje silové zatiZzeni kontinua smykovym napétim. Pro isotropni pro-
stfedi oba pojmy viceméné splyvaji, obecné vSak mezi nimi musime rozliSovat. V nasi tloze jsou
okrajové podminky predepsany kinematicky, proto se jedna o prosty smyk.
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€12 = €12 }

|
NI=!
]
NI=!

2

Obr. 3.10: Pribéhy slozek e a €15 pti deformaci smykem.

Pro maly thel zkosu, ¥ — 0, je mozno linearizovat funkci tangens, tany ~ v. To
odpovidd zndmému tvrzeni, ze mimodiagonalni slozky tensoru malé deformace pted-
stavuji polovi¢ni zkosy. Jak jsme vSsak méli moznost se pravé presvédcit, v exaktnim
reSeni se nevyskytuji zkosy, nybrz tangenty téchto thli a slozka tensoru malé defor-
mace €15 ma obecné nelinearni pribéh.

K aproximaci tan v o~ v nas pritom nevedou zadné racionalni diivody. Funkce tan
je dokonce lepsim vyjadfenim pretvotreni nez tihel sdm. Jak plyne z pozice asymptot
na Obr. 3.10, kdyz v — 4 /2, deformace métend funkei tangens vzrista nade vsechny
meze, coz odpovida prirozené predstave.

Urcité je také zajimavé konstatovat, ze slozky s indexy 12 jsou totozné pro GL
tensor a tensor malé deformace a ze tedy, v tomto ohledu, neni mezi obéma tensory
zadny rozdil. Ten se projevuje pouze v Clenu ey = %tan2 v, jenz spravné reflektuje
prodlouzeni pivodné svislé tsecky hy. Konecné, také pri zkoumani této tlohy musime
nakonec pripustit, ze definice tensoru malé deformace neni omezena jen na maly zkos.

Priklad 4: rotace

Uvazujme pevny disk o poloméru Ry, ktery se miize volné otacet kolem své osy. Na-
toceni disku o thel ¢ jako dokonale tuhého télesa znazornuje Obr. 3.11. Uvedené pole
posunuti plati exaktné pro libovolné velky thel, naptiklad pro nékolikanasobné otoceni
disku apod.

V tomto pripadé je instruktivni ukazat téz odvozeni zadaného pole posunuti.
K tomu ¢elu nam poslouzi pomocny systém kartézskych os {X'}, ktery je pevné
spojen s diskem a spolu s nim se nataci. Matice prechodu [A] : {X} — {X'} obsahuje
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Xy
X
ur (X1, Xo) = Xi(cosp — 1) — Xy sing

© ue (X1, Xo) = Xysinp + Xy(cosp — 1)
Xy

Obr. 3.11: Rotace disku.

smérové kosiny carkovanych os
[A] = l s Sy ] (3.65)
—sinp cosy

a pro polohové vektory mame

{X} =[A{X}, {e} =[A{=} (3.66)

Nyni zvolime libovolny bod disku X a zahajime rotaci. Vzhledem k systému {X'} se
disk nepohybuje, proto budou slozky {z'} v ¢ase konstantni a ¢iselné bude platit

{z'} = {X} (3.67)

Pomoci (3.66) pak jiz snadno ziskdme hledané pole posunuti

{u} = {2} = {X} =[A]"{«'} - {X} = (4" - [ID{X} (3.68)
nebo ve slozkach ‘
up = Xi(cosp—1) — Xysingp (3.69)
uy, = Xjysing + Xs(cosp — 1) '
coz je totéz co v Obr. 3.11.
Obvyklym zptisobem urcime kinematické veli¢iny. Gradient posunuti

| cosp—1 —singp
[Z]_l sin Coscp—ll (3.70)

a deformacni gradient

[F] = l@sw _Smw] (3.71)
sing  cosy

Vsimnéme si, ze deformacni gradient vznikl transpozici matice prechodu. Tak je tomu
pri pohybu dokonale tuhého télesa vzdy a z odvozeni dokonce plyne, 7e stejny vysledek
musime zaznamenat i ve 3D.

J =det |[F| = cos’ p +sin*p = 1 (3.72)
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Pohyb je samoziejmé isochoricky. Tensor malé deformace je

| cosp—1 0
Greentiv-Lagrangetv tensor urc¢ime nejsnaze z (3.36)
2le] = [F'[F] = [1] = [A][A]" — [1] = [0] (3.74)

a podle ocekavani vyjde nulovy.

Zjistili jsme, ze tensor malé deformace neni invariantni vici rotaci télesa jako
tuhého celku. Pro malé tihly natoceni je sice cos ¢ ~ 1, avsak v praktickych tlohach
mize i mald odchylka hrat podstatnou roli. Uvazujme naptiklad ¢ = 1°. Potom €;; =
—1.5 x 107%, takze fadova chyba v napéti bude vice nez 30 MPa. To je necekany
vysledek!

Cim si lze tedy vysvétlit, Ze se v inzenyrstvi tensor malé deformace pfesto s Gspé-
chem pouziva, a to navzdory faktu, ze se s jednostupnovou rotaci muzeme setkat
pomérné casto? Je to proto, ze v drtivé vétsiné pripadii je zatizeni realizovano silami
a ne predepsanymi posuvy (jako tomu bylo v tomto piikladé), takze chyba vypoctu se
obvykle projevuje v nespravné urcené deformaci. Ta nas vSak zpravidla zajima méné
nez napéti. Vice bude zfejmé z vysledki Cviceni 9.

V kazdém pripadé je jasné, ze nespravny popis rotacniho moédu v principu diskva-
lifikuje € jako exaktni miru deformace. Ta musi byt v obecném ptipadé definovana
pomoci Greenova-Lagrangeova tensoru, anebo prostfednictvim nékterého z tensortu
zavedenych v ¢astech 3.1.5 nebo podrobnéji v 6.1.

Diskuse vysledkt

Jakkoliv se nase tilohy mohou zdat trivialni, ve skutec¢nosti popisuji libovolnou kinema-
ticky pripustnou deformaci kontinua. Kazdy gradient posunuti totiz mizeme rozlozit
na tfi zakladni kinematické médy podle vzorovych Prikladd 2, 3 a 4 a pokud by pole
posunuti nebylo linearni, staci si predstavit parametry ly, hy a Ry infinitesimalnich
rozméri. Ve skutecnosti jsme tedy analyzovali zcela obecny problém!

7 Prikladi 2 a 3, které predstavuji zakladni tvary pretvoreni tahem, tlakem a smy-
kem, vyplyva velmi dobra pouzitelnost linedrni miry €. Lze dokonce konstatovat, ze
slusejici GL tensoru. Skutecny deficit tensoru malé deformace tak paradoxné nespociva
v neschopnosti popsat velka pretvoreni, jak by snad napovidal jeho nazev, nybrz v ge-
nerovani fiktivnich deformaci (stlaceni) zptisobenych lokalni rotaci.

Jakym zptsobem se tedy ma pristupovat ke geometricky nelinedrnim tlohdm?
Rada problémii technické praxe, jako je stabilita prutii a tenkosténnych skofepin, kmi-
tani ¢i Siteni vin v predepjatych strukturach — prikladem mohou byt kmitajici struny,
vibrace obéznych kol kompresort a turbin, jejichz lopatky jsou predepjaté velkou od-
stfedivou silou, atp. — je sice nelinearni, ale vlastni deformace ziistavad mala. Je to dano
tim, ze typickd hodnota napéti je srovnatelnd s mezi kluzu, takze elastickd deformace
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se pohybuje v fadu 1072, a dokonce i v téch pi¥ipadech, kdy vznika plasticky tok,
permanentni deformace zpravidla nepfesahuje 10~2. V takovych situacich se vyborné
osvédcuje Geeniiv-Lagrangeuv tensor, ktery je invarianti vaci rotaci, ale jinak se, pro
takto nevyznamné pretvoreni, prilis nelisi od tensoru malé deformace.

Dalo by se také rici, ze kvadraticky ¢len v GL tensoru odstranuje potize s natac¢enim
kontinua, ale na popis samotné deformace nema ve vétsiné pripadu témér zadny vliv.
Teprve kdyz je treba tesit ulohy se skuteéné velkou deformaci, vznikajici napt. pti
namahani pryzovych komponent nebo tvareni kovi, kdy deformace mohou dosdhnout
az nékolika set procent, stoji za ivahu pouziti jiného tensoru. Tim se zabyva odstavec
3.1.5 a predevsim samostatna kapitola 6.1, ktera rozebira pravé tyto méné casté, ale
presto dulezité pripady.

3.1.4 Polarni rozklad deformac¢niho gradientu

Ptedchozi rozbor nas upozornil na to, jak dilezitou roli hraje spravné rozliseni médu
rotace a vlastniho pretvoreni kontinua. Pro hlub$i porozumeéni problému a zavedeni
vhodné definice miry deformace je vyhodné aplikovat vétu o polarnim rozkladu defor-
macniho gradientu:

|F = RU = VR (3.75)

Vystupuje zde tensor rotace R, ktery je spoleény obéma variantdm, pravostranny
tensor protaZeni U a levostranny tensor protaZeni V. Deformacni gradient ma podle
predpokladu kladny determinant, tensor rotace je ortonormalni a jeho determinant je
rovny +1; tensory protazeni jsou symetrické a positivné definitni, takze

J = det |F| = det |U| = det | V| (3.76)

Vyuzili jsme toho, ze determinant souc¢inu matic lze rozepsat jako soucin determinanti.
Celkem snadno se zjisti (je ponechéno jako cviceni), ze vlastni ¢isla A; jsou pro oba
tensory U a V stejna a nazyvaji se hlavni protaZeni. Polarni rozklad je jednoznacny.

Poté, co bude véta formalné dokdzana, se zaméfime na vlastnosti jednotlivych
¢lent. Ukazeme, 7e tensor rotace popisuje nataceni kontinua, zatimco tensory protazeni
souviseji vyhradné s jeho deformaci. To uz ostatné naznac¢uje vztah pro jacobian (3.76),
ktery vyjadiuje zménu objemu a nezavisi na R. Nakonec se budeme vénovat vyznamu
poradi matic v (3.75) pii jejich ndsobeni a multiplikativnimu rozkladu tensort obecné.
Dikaz a postup vypoctu
Uvazujme néjakou symetrickou, positivné definitni matici [U] a ozna¢me

o -1
[R] := [F][U] (3.77)
MaA-li byt [R] ortonormalni, je nutné aby

[RI'[R] = [U]'[Cl[U] " =[] (3.78)
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Pfi Gipravé jsme prihlédli k tomu, Ze [U] je symetrickd a pouZili jsme definici Cauchyho-
Greenova tensoru

(C] = [F"[F] (3.79)
Z podminky (3.78) plyne [C] = [U]?, takze je t¥eba zvolit [U] jako odmocninu

U] = yIC] (3.80)

Presna definice, vypocet a diikaz jednoznac¢nosti odmocniny matice je uveden v Pri-
loze A.2.

Déle se presvéd¢ime o tom, Ze kazdy ortonormalni tensor (matice) mé jednotkovy
determinant.

det |R|det |R| = det |[R” | det |R| = det |R"R| = det [T (3.81)
Determinant jednotkové matice je roven jedné, tudiz
det’R|=1 = det|R|=+1 (3.82)

O znaménku rozhoduje orientace.! Jak jiz bylo fec¢eno, v daném piipadé je J > 0 a rov-
néz det |U| > 0, proto plati (3.76). Také je nyni zfejmé, Ze vétu o polarnim rozkladu
lze pouzit pro libovolnou regularni matici, pricemz hodnota jejitho determinatu urcuje
znaménko v (3.82).

Jednoznacnost: uvazujme konkurenéni matice [R] a [U] se stejnymi vlastnostmi
jako mély [R] a [U], takze existuji dvé verze rozkladu

[F] = [R|[U] = [R][U] (3.83)
7Z predpokladanych vlastnosti matic (bez ohledu na to, jak jsme je urcili) plyne

(€] = [F"[F] = [U)"[R]"[R][U] = [U]"[U] = [U]? (3.84)

Ze stejného diivodu musi byt [U]? = [C], a proto
U] =y/[C] = [U] (3.85)

Podle Prilohy A.2 je vSsak odmocnovani jednoznacna operace.

Na zavér zopakujememe algoritmus vypoctu, do néjz jsme pro prehlednost vlozili
téz vypocet odmocniny matice.

1. Je dan deformacni gradient F, jehoz determinant je kladny. Ur¢ime Cauchyho-
Greentiv tensor

C=F'F

o némz vime, ze je symetricky a positivné definitni.

LOrtonormélni zobrazeni s kladnym determinantem nazyvéme rotace. Kdyby det |R| = —1, mluvili
bychom o zrcadleni. Nap¥. matice pfechodu mezi stejné orientovanymi kartézskymi systémy (pravoto-
¢ivymi, nebo levoto¢ivymi), mé determinant rovny +1. Pokud by byly systémy orientované vzijemné
rizné (jeden pravotocivy a druhy levotocivy), byl by jeji determinant roven —1.
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2. Pro pridruzenou matici fesime problém vlastnich c¢isel. Ta jsou vesmeés kladna.
Jejich odmocnénim ziskdme hlavni protazeni.

[CHer} = mdon}, M= >0

Z vlastnich vektort slozime po sloupcich modalni matici [®] a z hlavnich pro-

tazeni diagonalni matici [A] := diag[A; Ay \3]. Poradi ¢isel Ay musi odpovidat
vektoriim ve [®], jinak neni striktné predepsano (existuje Sest rovnocennych moz-
nosti).

3. Prostiednictvim spektralniho rozkladu definujeme tensor protazeni a dopoc¢teme
tensor rotace

U] = [@][A][®]", [R]:=[F]U]"
Pro vypocet inverze je vyhodné&jsi pouzit Cramerovo pravidlo (22 FLOPS), nez
spektralni rozklad (30 FLOPS), pfestoze jej mame k dispozici!
Tensor rotace

Uvazujme nejprve specidlni pripad, kdy je deformacni gradient representovan ortonor-
malni matici. Vzhledem k jednoznacnosti polarniho rozkladu musi platit

F=R, U=V=I (3.86)

Podle definice (3.36) vyjde
L o L or
e=3(E"F-1)= S(R"R—1) =0 (3.87)

Ze Sekce 3.1.2, kde jsme se podrobné zabyvali vlastnostmi Greenova-Lagrangeova ten-
soru, vime, ze pii € = 0 nedochazi k deformaci kontinua. Blizké okoli bodu, v némz
e = 0, se pak mize jen posunout a natocit, viz Obr. 3.12.

dVy _

Obr. 3.12: Pohyb infinitesiméalni oblasti jako tuhého celku.

Odvozeni pole posunuti pri rota¢nim pohybu na str. 45 vysvétluje obraceny po-
stup, tj. zpusob, kterym je mozno zkonstruovat deformacni gradient ze znamych uhla
natoeni. Vyslo [F] = [A]". Miizeme tudiZ konstatovat, ze F je ortonormalni prdvé
tehdy, kdyz dochazi k lokalni rotaci, a odpovidajici thly natoceni jsou jednoznacné
urfeny pridruzenou matici [F].
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Tensor protazZeni

Necht je deformacni gradient symetricky a positivné definitni, tedy

F=U=V, R=I (3.88)

vvvvvv

tensoru U geometricky interpretovat. Vice odhali vyjadieni v hlavnich osach, zalozené

na spektralnim rozkladu
U] = [@][A][@]" (3.89)

Piejdeme-li pomoci [®]7 ke kartézskému systému {X'}, dostaneme
[U'] = [A] = diag[A1 A2 A3] (3.90)

kde Ar > 0 jsou hlavni protazeni. Deformacni gradient zprostiedkovava linearni vztah
mezi elementarnimi tseckami. Ten musi platit v kazdém systému, proto

d{z'} = [U")d{X"} (3.91)
anebo v rozepsaném tvaru
dzy, = M\ dX]
dzy, = X\ dX; (3.92)
dey = XN3dXj

Posledni rovnice ovSem ukazuji, ze dochazi k prosté deformaci podle Obr. 3.13.

U=V

dVp —_— dV;

Obr. 3.13: Deformace infinitesimalniho objemu v systému hlavnich os.

Vyslo tedy najevo, ze tensor protazeni popisuje elementarni deformaci v tom smyslu,
7e vzdy existuje souradnicovy systém takovy, ze se v ném pretvoteni jevi jako super-
pozice tii navzajem kolmych jednoosych deformaci. To je dilezity vysledek. Kartézsky
systém si totiz pro vypocet muzeme zvolit podle potieby, tfeba jako hlavni osy. Pak
je ale ztejmé, ze positivni definitnost deformacniho gradientu automaticky znamena
deformaci podle Obr. 3.13 a obracené pomoci jednoduchych rovnic (3.92) l1ze vytvorit
libovolny tensor protazeni. Zbyva vytesit otazku, jak zkombinovat rotaci a protazeni
do jednotného popisu.

Multiplikativni rozklad

Vyjadreni tensoru jako soucinu nékolika souciniteli matematicky odpovida kompozici
zobrazeni. V konkrétnim piipadé se budeme zabyvat rozlozenim deformac¢niho gradi-
entu na soucin dvou ¢leni (jako je tomu v RU rozkladu), nicméné z kontextu bude
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ziejmé, ze podobné bychom mohli postupovat i pti vice ¢initelich. S néasledujici teorii
prisli v roce 1967 Lee a Liu [15], ktefi se v souvislosti s konstruovanim protiatomovych
krytt zabyvali problematikou Siteni Sokovych vin v horninach.

Uvazujme pohyb télesa rozfazovany do tii casovych okamziki ty, = 0, t,, > to
at > t,. Tomu odpovidaji oblasti, zvané konfigurace, g, €2,,, a ;. Prvni se nazyva
pocateéni nebo téz referen¢ni konfigurace, druhd intermedialni konfigurace a treti je
aktualni konfigurace. Ozna¢me jako F( deformac¢ni gradient s komponentami

ox™
FY .= ¢ )
Sk (3.99)

kde 27" a X; jsou kartézské slozky privodict bodi x,, € Q,,, a X € €. Jako referen¢ni
konfiguraci mizeme také zvolit €2, a definovat

ox;
o= 3.94
L al‘;n ( )
Podle véty o derivovani slozené funkce je celkovy deformacni gradient
ox; Ox; Ox}
Fj= o=tk = gt (3.95)

an N al‘Zl aX]

Dospéli jsme tak k fundamentalnimu poznatku

(396)

Priristky vyjadrené pomoci deformacniho gradientu se nesc¢itaji, nybrz nasobi.

Jako ilustraci multiplikativniho rozkladu pripomenme kinematickou tvahu, ktera se
Siroce vyuziva v teorii plasticity a ktera byla poprvé predstavena v originalni praci [15].
Pro malé deformace obvykle ptijimame predpoklad aditivity

€E=¢€ +¢ (3.97)

Elasticka ¢ast deformace €, se méni s napétim a pokud vzorek tplné odleh¢ime, v mate-
ridlu zbude jen permanentni plastické ¢ast €,. Podle predchoziho bychom vSak spravné
méli psat

F =F.F, (3.98)

se stejnou fyzikalni ideou. Jak dalece jsou oba piistupy konsistentni? Dosadme za F
ze vztahu (3.12), tj.

F = (2, + I)(z, + 1) (3.99)
Odtud
z=F-1=2.+2,+zz2, (3.100)

Pro malé deformace mizeme zanedbat kvadraticky ¢len a pomoci definice (3.39) do-
staneme

€= %(ze +zl) + %(zp + ZZ;) (3.101)
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coz je aditivni rozklad (3.97). Nejenze je tedy starSi teorie obsaZena jako specidlni
pripad, ale navic jsme ziskali dobry odhad mezi jeji pouzitelnosti. Pro tispésnost te-
orie plasticity s malymi deformacemi je nezbytné, aby jak elasticka, tak i plasticka
deformace byly nezavisle na sobé malé. Prvni predpoklad byva splnén skoro vzdy,
druhy nikoliv (napf. p¥i tvareni kovii). V fadé technickych aplikaci proto musime dat
pirednost multiplikativnimu rozkladu (3.98).

Vratme se nyni zpét k polarni dekompozici F = RU. Ptetvoreni kontinua je zde
rozdéleno do dvou fazi, viz Obr 3.14. V prvni fazi se uplatni tensor vyskytujici se
v rovnici zcela vpravo, tedy U, a ve druhé fazi tensor vedle rovnitka, R. Tato iivaha

V
‘—>
A

R R

dVy | ——— | dV,

Obr. 3.14: Geometricky vyznam polarniho rozkladu.

a Obr. 3.14 ndm poskytuji nadzornou geometrickou interpretaci. V. RU rozkladu se
kontinuum nejprve zdeformuje protazenim U; cely proces je ptritom ekvivalentni jed-
noduchému linearnimu prodlouzeni ¢i zkraceni tii vzajemné kolmych tsecek a da se
tedy chapat jako superpozice t¥i jednoosych deformaci. Teprve poté nasleduje rotace
R, pfi niz se jiz materidl nedeformuje, ale pouze nataci. Ve verzi F = VR je tomu
obracené. Polarni rozklad nam tak poskytuje mimoradné jasny obrazek o lokdlnim
pretvoreni kontinua a stava se neocenitelnym pomocnikem pfti analyze rtiznych definic
tensortt deformace. O tom pojednava nasledujici sekce.

3.1.5 Klasifikace tensoru deformace

Tensor deformace je totalni veli¢ina, kterd se vaze ke dvéma konfiguracim: referenc¢ni
a aktudalni. Pti jeho urceni nehraje roli zptisob, kterym se systém dostal z jedné konfi-
gurace do druhé, rozhodujici je pouze vychozi a findlni stav. Protoze vypocet tensoru
deformace nezavisi na parametrizaci (historii, trajektorii) pfetvoteni, jsou obé varianty
polarniho rozkladu, zndzornéné na diagramu v Obr. 3.14, rovnocenné. Nabizeji se tak
dva koncepcné rizné pristupy.

V prvnim piistupu zaznamename protazeni U, ignorujeme R a definujeme

E = f(U) (3.102)
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Veli¢inu E nazyvame obecnym tensorem deformace lagrangeovského typu. Analogicky
definujeme tridu tensori eulerovskéeho typu jako

A= f(V) (3.103)

Funkce f je tzv. isotropni tensorova funkce, splhujici

FQIuQI") = [l (UDIQT (3.104)

pro kazdou ortonorméalni matici [@]. Je to z toho diivodu, Ze vySe uvedené definiéni
vztahy musi platit v libovolném soutradnicovém systému, neboli

[E] = f([U]) asoucasné [E'] = f([U']) (3.105)

pri stejném operatoru f. Dosazenim transformacnich pravidel a porovnanim obou vy-
razi dostaneme (3.104). Vlastnosti isotropnich funkei jsou podrobnéji popsany v Pii-
loze A.4.

Na tensorovou funkci f jsou kladeny jesté dva dalsi pozadavky. Jednak je ziejmé,
ze jednotkovému protazeni musi odpovidat nulova deformace, takze

fI)y=0 (3.106)

a jednak predpokladame invertovatelnost v celém oboru. Z posledniho pozadavku
plyne ekvivalence tensort stejné tiidy. Je-li dan jisty tensor E, mizeme z néj zpétné
vypocitat

U=f"E) (3.107)

a ze znamého U pak jakykoliv jiny lagrangeovsky tensor deformace. Pokud bychom
si prali prejit ke druhé skupiné, museli bychom mit k dispozici jesté tensor rotace.
Z (3.75) plyne

V = RURT (3.108)

a protoze f je isotropni
A = f(V) =Rf(UR" = RER" (3.109)
Kazdému lagrangeovskému tensoru deformace tak odpovida eulerovsky tensor, dany
stejnym funkénim predpisem, a obracené.
Jestlize nyni vime, ze vSechny tensory konec¢né deformace jsou de facto ekvivalentni,
diskuse o vyhodnosti toho ¢i onoho pristupu se mohou zdat ponékud akademické.
7 vyssiho hlediska tomu tak snad je, z praktického nikoliv. Predstavme si napriiklad,

ze deformace F, pro kterou jsme urcili vSechny porebné kinematické velic¢iny, byla
pozdéji nasledovana rotaci Q. Vysledny deformacni gradient bude

F* = QF = QRU = QVR (3.110)
Tensory protazeni a rotace se zméni na

Ur=U, vVi=QvQ?’, R'=QR (3.111)
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Dodatecnd rotace proto neovlivni lagrangeovské tensory deformace, E* = E , avSak
vSechny eulerovské se zméni na

AT =QAQ" (3.112)
Kdybychom naopak rotaci predradili, dostali bychom

AT=A, E"=Q"EQ (3.113)
V situacich, kdy pracujeme pouze s invarianty (tj. u isotropnich materiald) je jedno,
zda se pouzije E nebo A, nebot invarianty nejsou natoc¢enim nijak ovlivnény a navic
jsou pfi stejné funkci f pro oba typy tensorti shodné — U a V maji stejna vlastni
¢isla. Pro anisotropni prostiedi je vsak podstatna orientace tensoru deformace viici
materidlovym osam. Ty jsou zadény ve vychozim a ne koncovém stavu (ten nezname,
je teprve predmétem FeSeni) a v tom piipadé je snazsi vyuzit tensory lagrangeovského
typu. Tomuto a dalsim podobnym namétim se vénuje samostatna Kapitola 6.

Tuto ¢ast uzavieme nékterymi priklady ¢asto uzivanych mér pretvoreni: Greenova-
Lagrangeova tensoru, tensoru malé deformace, Biotova tensoru a Henckyho logarit-
mického tensoru. Jako representanta eulerovské skupiny zminime Almansiho tensor
deformace.

GL tensor

Dosazenim RU rozkladu do definice (3.36) obdrzime

1, 7 1 R
e=S(FTF—1)=(C—1I)= (U~ 1) (3.114)

Greentiv-Lagrangetv tensor deformace je tedy kvadratickou funkci U, a proto spada
do kategorie E-tensorti. Zdiraznéme, ze pro jeho vypocet nebudeme pochopitelné pou-
zivat polarni rozklad, nybrz pivodni definiéni vztah (prvni v rovnici). Tim se vyhneme
zbytecnému feSeni vlastnich ¢isel a dobereme se cile podstatné rychleji. Pro jiné ten-
sory je nicméné urceni U, a tudiz i vypocet vlastnich ¢isel, neprijemnou nutnosti.

Tensor malé deformace

Polarni rozklad tentokrat dosadime do definice (3.39), takze s vyuzitim symetrie ten-
soru protazeni vyjde

1
€= 5(RU+URT) ~1 (3.115)

Tento vyraz jiz nelze dale redukovat tak, aby nezavisel na R. Veli¢ina € proto neni
tensorem lagrangeovského typu a stejnym zpiisobem bychom mohli ukazat, ze nepatii
ani mezi eulerovské tensory. Neodstranitelna zavislost na R indikuje, 7e tensor malé
deformace neni invariantni viici rotaci, a nemize byt proto pouzit pro reseni obecnych
problémt mechaniky kontinua. To jsme ostatné jiz drive zjistili pri feSeni Prikladu 4.
Na druhé strané je zajimavé si vSimnout limity R — I. Pokud je rotace mala, bude

pribizné platit
e~U-1 (3.116)
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Ze struktury tensoru protazeni vime, ze U — I predstavuje pomérné prodlouzeni, napft.
v systému hlavnich os je ¢, = A\ — 1 atd. Pri zanedbatelné rotaci se tak € stava funkci
pouze U, a tudiz aprorimuje tensor lagrangeovského typu. Také to jiz vime z TeSeni
vzorovych ptikladi — pokud nedochézi k vyraznému nataceni, lze tento tensor tispésné
pouzit pro popis nejen malych ale i velkych pretvoteni.

Biotuv tensor

Ptedchozi tivahy nés vedou k nasledujici myslence. Co kdybychom vztah (3.116) pouzili
jako novou definici?
bi=U-1I (3.117)

Takto definovany tensor, znamy jako Biotiv tensor, a priori nezavisi na R, miize byt
pouzit pro tlohy s libovolné velkou rotaci a pritom si zachovava priznivé vlastnosti
a geometricky vyznam tensoru malé deformace. Jeho jedinou nevyhodou je nutnost
stanovit vlastni ¢isla, ¢imz se zvysuje pracnost vypoctu.

Henckyho tensor

Jako posledni ptiklad lagrangeovské veliciny uvedeme Henckyho logaritmicky tensor
deformace [11]. Jeho dobré vlastnosti se osvédéily v fadé praci [1, 2, 20]. Definujeme

h:=InU (3.118)
kde tzv. tensorovy logaritmus ziskdme pomoci spektralniho rozkladu tensoru protazeni
In[U] := [®]In[A][®]" (3.119)

a logaritmus diagonalni matice je definovan jednoduse jako
In[A] := diag[In A; In Ay In A3] (3.120)

V Prikladu 4 vyjde Henckyho tensor jako nulovy, stejné jako v Piikladu 2 s vyjimkou
diagonalniho ¢lenu hy; = In(l/ly). Namisto logaritmu mtize byt podobnym zptsobem
vyuzita i jina realna funkce — viz Kapitola 6.

Almansiho tensor

V Sekci 3.1.2 byl odvozen Greentiv-Lagrangetv tensor deformace. Jako vychodisko
jsme uvazili rozdil ¢tverclt vzdalenosti

(dl)? — (dL)? = d{z)}" d{z} — d{X}Td{X} (3.121)

a v ném jsme pomoci vztahu (3.28) eliminovali vektor d{z}. Stejné tak dobfe jsme
ovSem mohli dosadit inverzi tohoto vztahu a vylou¢it tim vektor d{X}. V tom pripadé
by vyslo

(dl)? — (dL)* = 2d{x}"[a] d{x} (3.122)
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kde 1
la] == 5 (U] = [FTT[F]7) (3.123)
Matice [a] definuje slozky Almansiho tensoru deformace. Dosazenim VR rozkladu
1 et 1 L
a:§(I—F F ):§(I—V ) (3.124)

Zjistili jsme, 7ze a je tensor eulerovského typu.

3.1.6 Cviceni
1. Zadany jsou tyto vztahy pro posunuti

UI(XI,XQ,t) = kXQt
up( X1, Xo,t) = 0

kde k je realné cislo.
(a) Zakreslete deformaci jednotkové oblasti Q5 = (0,1) x (0, 1).

(b) Urcéete x~! a dokaZte regularnost.

(c) Ozna¢me jako X4 ¢astici, kterd se v ¢ase t = 1 nachézi v misté

{x}:{ 141rk}

o3}

v Case t = 1/k. Dokazte, Ze se jednd o jednu a tutéz ¢astici, tj. X4 = Xp,
ktera se pohybuje prostorem.

(d) Jaka je poloha X4 v oblasti Q47

a Xp ¢astici v misté

2. Dokazte, ze gradient posunuti je tensor druhého radu.
Névod: Dokazte [2'] = [A][z][A]".

3. Dokazte, ze deformacni gradient je tensor druhého radu.

4. Dokazte, ze Cauchyho-Greeniv deformacni tensor je symetricky a positivné de-
finitni.

5. Uvazujme thlopricku desky v Prikladu 2,

{X}:{ }l;; } o délce /12 + h3

Jaka bude délka této thlopticky po deformaci? Pouzijte vzorec (3.31) s metric-
kym tensorem a vysledek ovéite pfimym vypoctem.
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10.

11.
12.

13.

Jak se zméni délky thlopticek desky v Prikladu 37 Postupujte stejné jako v pred-
chozim Cviceni 5.

Uvazujme Piiklad 3 a dvé elementarni tisecky, orientované podél hran desky

wn-{4). - 4]

Z Obr. 3.9 je ziejmé, ze po deformaci budou tyto tsecky svirat thel 7/2 — .

(a) Pomoci (3.49) urcete hodnotu skaldrniho soucinu dx- dy.
(b) Z (3.28) zjistéte d{z}, d{y} a vypoctéte normy || dx||, || dy||.

(c) Porovnejte soucin téchto norem se skalarnim souc¢inem dx-dy a odtud ur-
cete velikost thlu mezi tseckami dx a dy. Co musi vyjit?

V Ptikladu 4 vypocitejte produkt [2]T[z] a pomoci vztaht (3.37), (3.39) ukazte

] = [ + 5 (o712 = 0]

Tim je potvrzen vysledek (3.74).
Oblast 2y ma tvar kruhu o poloméru Ry se stfedem v pocatku.

(a) Urcete pole posunuti odpovidajici € = 0.

(b) Dosadte okrajovou podminku

(c) Zakreslete tvar oblasti €.

(d) Urcete Greentiv-Lagrangetv tensor deformace. Pro¢ neni roven nule?

Vime, Ze existuje pravostranny rozklad deformac¢niho gradientu F = RU. Tento
rozklad je jednoznac¢ny. Dokazte

F=VR, kde V=RUR"
rovnéz jednoznacné.
Dokazte, ze tensory protazeni U a V maji stejna vlastni ¢isla.
Necht [¢] je modalni matice [U]. Dokazte, Ze [R][¢] je modalni matice [V].
Zadano je toto zobrazeni

l'l(Xl,XQ) = aX1 +bX2
l'Q(Xl,XQ) = —CI/Xl + bX2

kde a > b > 0 jsou redlna cisla.
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(a) Zakreslete deformaci jednotkové oblasti Qo = (0,1) x (0, 1).
(b) Pocitejte F = RU.

(c) Kdy je deformace isochoricka?
14. Pocitejte F = RU pro Priklad 2 a Priklad 4.
15. Pocitejte F = RU pro Cviceni 9.

16. Dokazte, ze [U]™' a [U]™, kde m je pfirozené ¢islo, jsou isotropni funkee [U].
Tim je dokadzana isotropnost operaci, které definuji Greentiv-Lagrangeiv, Biotiv
a Almansiho tensor deformace.

3.2 Eulertv popis

V Lagrangeové popisu jsme vysli z fixni (referen¢ni) konfigurace télesa, k niz byla poté
vztazena vSechna fyzikalni pole. Eulerova formulace nepovazuje za vychozi zadnou
konkrétni mnozinu hmotnych bodi, nybrz pevné zvolenou oblast prostoru, Q ¢ R3.
Primarni veli¢inou je rychlostni pole v(x,t) definované v €2, jak je schematicky zné-
zornéno na Obr. 3.15. Oblast € nazyvame kontrolni oblast nebo téz hovorové kontrolni
okno. Timto nepohyblivym oknem, zamérenym na jedno misto prostoru, pozorujeme
rozliéné mechanické déje, napiiklad proudéni tekutiny ¢i posuv a deformaci téles.

T2

|

T3

Obr. 3.15: Kontrolni oblast v Eulerové popisu.

V této fazi by bylo netcelné uplné opustit Lagrangeovo pojeti. Pro korektni odvo-
zeni nékterych rovnic je tfeba nalézt kinematické relace mezi materidlovymi a prosto-
rovymi poli. Pfedevsim je nutné zjistit vztah mezi riznymi defini¢nimi oblastmi. To
1ze uéinit nésledujicim zptisobem. Identifikujeme vsechny materidlové ¢astice,! které
se v jistém c¢ase 7 nachazeji v kontrolni oblasti €2, a najdeme jejich vychozi polohy.

IPfipomenme, Ze pojmy materidlovy bod, hmotny bod a ¢astice chipeme jako synonyma.
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V case t = 0 vyplni tyto ¢astice oblast €27. Takto definovana referenc¢ni konfigurace
ma tu vlastnost, ze v konkrétnim case ¢t = 7 bude platit

Q=0 (3.125)
Identifikator 7 pro prehlednost vypoustime a struc¢né piseme
Q,=Q (3.126)

pritom ovsem mame potrad na zreteli, ze pro kazdy ¢as ¢ je nutno vytvorit specifickou
referencni oblast €2 tak, aby platila ekvivalence (3.126), tj. aby ‘zdeformované téleso’
ve zvoleném case presné vyplnilo kontrolni okno.

Ze zpusobu zavedeni kontrolni oblasti je jasné, Ze se v ni v riiznych c¢asech nachézeji
rizné castice. Jakym zpusobem je pak definovano prostorové rychlostni pole? K tomu
je tfeba nejprve identifikovat Castici, kterd se v ¢ase t nachazi v bodé x. Podari-li se
pak néjakym zpiisobem urcit okamzitou rychlost této ¢astice, oznacme ji v, miizeme
prifadit vektor rychlosti danému mistu prostoru a ¢asu. Funkce v(x, ) tudiz nepted-
stavuje rychlost jediné castice, jak tomu bylo v Lagrangeové popisu, ale okamzitou
rychlost hmotného bodu, ktery se pravé ted nachazi ve zvoleném misté prostoru.

3.2.1 Trajektorie, rychlost a zrychleni ¢astic

Je-li ddno rychlostni pole v(x,t), mizeme vyuzit zobrazeni x = x(X,t) a definovat
slozenou funkci

v(x,t) = v(x(X,t),t) = V(X,1) (3.127)

Tim jsme ziskali lagrangeovské pole V, které sice neméa v Eulerové formulaci piimé
uplatnéni, budeme je vSsak pozdéji potiebovat pro korektni odvozeni vektoru zrychleni.

vvvvvv

a tudiz mizeme také psat
V(X,t) = V(x '(x,1),t) = v(x, ) (3.128)

V dalsim budeme vychazet z popisu trajektorie c¢astice a jejich dvou parametrickych
derivaci.

Trajektorie Castice

Zvolme pevné materidlovy bod X identifikujici konkrétni ¢astici a nechme plynout
¢as. Predpis
x = x(Xo, t) (3.129)

predstavuje t¥i parametrické rovnice, definujici trajektorii ¢astice X, v prostoru R3.
Opsana draha je znazornéna na Obr. 3.16.

Z geometrického hlediska znamenaji substituce (3.127) a (3.128) paralelni pfenos
vektoru mezi misty x a X, v daném piipadé x a Xy. V&jir vektort V (X, ¢;), vychazejici
z bodu X, a sestaveny pro rizné casy t;, se nazyva hodograf. Obrazek ilustruje dva
typické vektory hodografu, které vznikly paralelnim prenosem v Casech t; a 5.
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Obr. 3.16: Trajektorie ¢astice a hodograf.

Rychlost jako parametricka derivace

Rychlostni pole v(x,t) je v Eulerové popisu zpravidla pfedmétem feSeni pohybovych
rovnic, lze je vSak také ziskat parametrickou derivaci funkce y. Derivaci trajekto-
rie (3.129) pro pevné zvolenou ¢astici X, dostaneme

d
rychlost ¢éstice = Ex(Xo,t) (3.130)

Céstice byla vybrana libovolné, proto vypoustime index a zavadime definici

ox 0
V(X,t):= i ax(X,t) (3.131)

Operator V se vyskytuje proto, ze struktura funkce x(X,t) odpovidd materidlovému
popisu. K Eulerovu vyjadieni se dostaneme prostiednictvim substituce (3.128). Postup
je to mozna neohrabany, ale jina cesta k cili nevede.

Vypocet zrychleni

Zrychleni je druha parametrickd derivace trajektorie. Analogicky jako v predchozim
odstavci definujeme

ov
AX,t) == — 3.132
X0 =" (3132)
a dosadime za X, ¢imz vznikne Eulerovo pole
A(X, 1) = A (x,1), ) = alx, ) (3.133)
a obracené
a(x,1) = a(x(X,1), 1) = A(X, ) (3.134)

Pro vypocet zrychleni existuje znamenita alternativa, dovolujici uré¢it a(x,t) pfimo
z pole v(x,t), aniz bychom museli zavadét Lagrangetiv popis.
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Vyjdeme z véty o derivovani slozené funkce. Substituci (3.127) dosadime do defi-
nice (3.132) a zderivujeme

0 0 ov Jdr; Ov
A(X, 1) = aV(X,t) = aV(X(X,t),t) = %a_tj + 5 (3.135)
J

Derivace souradnic z; davaji podle vzorce (3.131) slozky rychlosti, takze

]

5 Vi(X,t) = vi(x,t) (3.136)

Tentokrat jsme vyuzili substituci (3.128). Proto

v 0
AX, 1) = a—‘t’ + a_;-”f — a(x, 1) (3.137)
J

Dospéli jsme tak k ¢isté eulerovskému vyjadieni. Clen v;0v/0x; predstavuje slozkovy
zapis prostorové konvekce (gradv)v, tim se vSak ted nebudeme zabyvat a piejdeme
rovnou k prikladu.

Priklad
Pokracujme v feSeni Prikladu 1 na Str. 35. Zadano bylo pretvoreni kontinua

1 = X+ at?

Ty = Xyt bXot 4 cf? (3.138)

v némz a, b a ¢ jsou realna cisla. Inverze je

X, = x,—at?
X, — Ty — ct? (3.139)
1+ 0t

Slozky rychlosti ziskame derivaci zobrazeni (3.138) podle ¢asu

Vi = 2at
Vo = bXs+ 2ct (3.140)
Substituci za X, prejdeme k Eulerové popisu

vy = 2at
Ty — ct? (3.141)

UQZb

Presvédéme se, ze se oba rychlostni popisy shoduji. Sledujme napt. pohyb castice,
kterd se v ¢ase t = 0 nachazela v poc¢atku a v ¢ase t = 2 se v souladu s rovnici (3.138)
premistila do polohy z; = 4a, x5 = 4c. Je tedy tieba ovérit, ze

V(0,0,2) = v(4a,4c, 2) (3.142)
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Skutecné, Vi = 4a a V5, = 4c je presné stejny vysledek, ktery dostaneme z Eulerova
pole (3.141), vy¢isleného pro aktudlni souradnice ¢astice.

Nyni vypocteme zrychleni. Derivace materidlového rychlostniho pole je snadnd

a ihned dava
Al = 2a
A2 = 2c

V tomto konkrétnim ptipadé zrychleni neni funkci soutadnic, a proto je a; = A; = 2a
a ay = As = 2c. Stejny vysledek vSak musime ziskat i z formule (3.137). Mame

_Ovy  Ov

a|p =

(3.143)

1
—+ —v; =2 0+0=2 3.144
Y +8xjv] a+0+ a ( )

coz souhlasi. Vypocet druhé slozky je mnohem komplikovanéjsi. Nejprve ur¢ime

vy b—2ct(1 +bt) — (w9 — ct?)b

2 3.145
ot (1+0t)? e ( )
a potom
0vy b Ty — ct?
—v;, = b 2ct 3.146
o, 1+bt< 1o o °° (3.146)
Sectenim a upravou ovérime, ze
8'U2 8'U2
— 22 22 9 3.147
a2 = — + oz, vj ¢ ( )

vvvvvv

tomu ale obecné neni, jak ukazuje hned nasledujici priklad.

Priklad

V Prikladu 4 dosadme ¢ = wt a predpoklddejme, zZe disk se otaci konstantni tithlovou
rychlosti. Pro slozky posunuti pak plati

u = Xi(coswt—1) — Xysinwt
uy = Xjsinwt+ Xy(coswt — 1) (3.148)
a pro nové polohy castic
1= X +u = Xjcoswt— Xysinwt (3.149)
T9 = Xog+uy = Xgsinwt+ X,coswt '
Derivovanim podle ¢asu
Vi = —w(X;sinwt+ X, coswt) (3.150)
Vo = w(Xjcoswt — Xy sinwt) '

Standardné bychom nyni méli invertovat systém (3.149) a dosadit za X7, X3, do rych-
lostniho pole. Tento velice pracny postup nastésti mizeme obejit, pokud si vSimneme,
ze se na pravé strané rovnic (3.150) reprodukuji vyrazy pro soufadnice x5 a xq, takze

VT = —WIT9
Vo = Wx

(3.151)
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Vypocet zrychleni podle vztahu (3.137) je trividlni

oV,
a,=0+0+ 8—U2 = —w’r
O, T2 (3.152)
ay =0+ —0,+0 = —w’ry
8.1'1
Ve vektorovém tvaru
a=—w’ (3.153)

rozpoznavame dostredivé zrychleni. Podobné bychom mohli vyjadrit rychlost pomoci
vektorového soucinu. To je ponechano jako cviceni.

3.2.2 Materialova derivace

Elegantni proces, kterym jsme ziskali eulerovské zrychleni, 1ze zobecnit v podstaté pro
jakékoli fyzikalni pole. Necht T predstavuje néjakou fyzikalni veli¢inu — skalar, vektor
anebo tensor. Existuji dvé zakladni vyjadieni

T = 6(X,1) = p(x,1) (3.154)
Samoziejmé predpokladame, ze polohové vektory X a x jsou spojeny obvyklou trans-

formaci x = y(X, t). Casova derivace veli¢iny T méfené podél trajektorie ¢astice X se
nazyva materialovd derivace, znac¢ime ji teckou a definujeme predpisem

. 0¢
T:=— 1
Y (3.155)
Vyuzitim pravidla pro derivovani slozené funkce
op 0 0 dp O0r; Oy
L ZH(X ) = = X. 1), 1) = ——L 4 - 3.156
5t = 52X 1) = 5re(x(X 1), 1) o, ot (3.156)
a s ohledem na relaci (3.136) mame
0p _9¢ , 9p
— 1
ot ot on,” (3.157)

Ukazuje se, ze vyskyt slozek v; nesouvisi s veli¢inou, kterd se derivovala, at to jiz
byla rychlost, jako tomu bylo v predchozi sekci, nebo zde obecné T, ale se samotnou
geometrickou strukturou Eulerova popisu.

V tomto okamziku je vyhodné zapis zjednodusit tim, ze akceptujeme notaci, jez
se ustalila zejména v termodynamice. Parcialni derivace funkce ¢(X,t) podle ¢asu se
pocita pti konstantnim X, proto piseme

o (0T
5 = (Wl{ (3.158)
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Index X pripomina, ze T byla pred derivovanim vyjadiena pomoci prvni reprezentace
ve funkei (3.154). Analogicky

dp (0T
o (a) (3.159)
Dale 5
v
o, v; = (grad T)v (3.160)

Malé pocatecni pismeno gradientniho operatoru naznacuje, ze se diferencialni operace
vztahuji k x. VSimnéme si, ze prostorovy gradient je linearni funkce ptirazujici libovol-
nému vektoru v tensor stejného ¥adu, jako byla pivodni veli¢ina T, napf. (gradv)v
je vektor apod. Vztah (3.158) je, jak jiz vime, materidlova derivace, vztah (3.159)
nazyvame derivaci lokdlni a vztah (3.160) derivaci konvektivni.

Materidlova derivace T je veli¢ina odvozena z T. Prestoze je naSe nova definice
jednoznacnd, vyraz se vycisluje riiznymi zpiisoby podle toho, zda se jedna o Lagrangetv
nebo Eulertv popis. Souhrnné

T := (%—T)X = (%—T)I + (grad T)v (3.161)

Odpadla tak nutnost zavadét tii symboly, tj. T, ¢ a ¢, pro kazdé fyzikilni pole.
Rychlost a zrychleni budeme od této chvile disledné znacit malymi pismeny v a a,
¢imz opoustime komplikovanou notaci predchozi sekce. Vektor rychlosti je nyni dan
vztahem

v=x=1 (3.162)

a zrychleni

a=v=x=1 (3.163)
Operace T je linedrni vzhledem k T, proto plati obvyklé véty o derivovani soucinu,
podilu a slozeni funkci.

Instruktivni je nésledujici priklad. Uvazujme proudéni kapaliny v kandle podle
Obr. 3.17. Rychlost proudu je v. V kandle jsou umistény dva teploméry. Pevny teplo-
mér méti teplotu 77 (¢). Druhy teplomér je unisen kapalinou a zaznamenava teplotu
T5(t). Uréime-li ¢asové zmény naméienych signali, ktera z téchto zmén bude odpovidat
materidlové derivaci?

Prvni teplomér je nepohyblivy a m4 stale misto v prostoru x. Casovd zména se
déje pti pevném x, neboli
dT; ar
— == (3.164)
dt at ).

To je lokalni derivace. Ve druhém pripadé se teplomér pohybuje spolu s latkou, na-
chazejici se v tésném okoli ¢astice X. Z toho divodu

dr, (0T :
2 _ (&) —7 1
dt <8t >X (3.165)
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o~

e

pevny teplomeér plovouci teplomeér

Obr. 3.17: Tlustrace rozdilu mezi lokilni a materidlovou derivaci.

Materidlovou derivaci tudiz méri teplomér plovouci. Malad modifikace tohoto ptikladu
umoznuje interpretovat téz derivaci konvektivni, coz je predmétem Cviceni 4.

Jaky je fyzikdlni vyznam rfiznych zptisobi zjistovani teploty? Udaje odectené
na stacionarnim teploméru neodpovidaji teploté zadného konkrétniho objektu. Je to
vlastné totéz, jako kdybychom pohybovali teplomérem v nehybné kapaliné. Zména vy-
sledkti v ¢ase by pak daleko spis odpovidala rychlosti pohybu méridla, tak jak by pte-
chazelo mezi misty s rtiznou teplotou. Plovouci teplomér naopak zaznamenava teplotu
latky, kterda se v dusledku predpokladané spojitosti pretvoreni stale nachazi v bliz-
kém okoli ¢astice X a je spolu s touto ¢astici unasena. Z toho mizeme usoudit, ze do
bilanc¢nich zakont je treba dosazovat materidlovou, nikoli lokalni derivaci. Naptiklad
zména vnitini energie je dana vztahem

i =cT (3.166)

kde ¢ je tepelna kapacita. Toto prozatim intuitivni tvrzeni bude pozdéji rigorosné
dokazano — podstatnou roli zde hraje Reynoldsiiv transportni teorém.

Na zavér jesté dvé dulezité poznamky. Tecka nad symbolem, znamenajici operator
materidlové derivace, by neméla byt zaménovana s oznac¢enim mechanického nebo te-
pelného vykonu, W & Q. Neexistuje totiz pole Q(X,t), jehoz ¢asova derivace by byla
Q(X,t). Teplo ani mechanickd prace nejsou stavové veli¢iny, a tak je v tomto pri-
padé nutno chapat tecku jako nedilnou soucast celého symbolu. Za druhé, materialova
derivace se nékdy zapisuje jako

i DT 3.167)
- Dt (3.
a nazyva derivaci Stokesovou nebo téz absolutni. Tuto terminologii vSak pouzivat

nebudeme.

3.2.3 Rychlostni gradient

Zakladni kinematickou velicinou Eulerova popisu je rychlostni gradient. Jeho slozkova
definice je

8’1)2'
ij *=

8.%']'

L (3.168)
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Slozky L;; se transformuji jako tensor druhého radu, v pfimé notaci

109

Zrychleni miizeme podle predchozi sekce vyjadrit jako

ov
—v=[— L 3.170
a=v ( T )m +Lv ( )
Z pravidla pro derivovani slozené funkce plyne
ov; 0X ox; T

= an al'j N an

Vyuzili jsme faktu, ze materidlova derivace probiha pii konstantnich hodnotach sou-
radnic Xj. Dospéli jsme tak k rovnici

L = FF (3.172)

To je vyznamny vysledek zajistujici propojeni mezi Lagrangeovym a Eulerovym popi-
sem.

Kazdy tensor druhého rfadu miize byt jednoznacné rozlozen na symetrickou a anti-
symetrickou c¢ast. Zde
(L+L") + (L -L7) (3.173)

Symetricka ¢ast
D :=(L+L") (3.174)

reprezentuje deformaci kontinua, zatimco antisymetricka c¢ast
W .= %(L - LT) (3.175)

odpovida rotaci. Tensor W se nazyva virovy tensor nebo téz spin. Prvni nazev se
pouziva v mechanice tekutin, druhy v mechanice materiali. V souctu

(3.176)

Existence tohoto rozkladu je evidentni, dikaz jednoznacnosti ponechavame jako cvi-
ceni.

Stejné jako tomu bylo v pripadé deformacniho gradientu v Lagrangeové popisu,
i tentokrat se nabizi zajimava geometrickd interpretace. Vytvorme totalni prostorovy
diferencial

j
nebo v maticové notaci
d{v} = [L]d{z} (3.178)

Rychlostni gradient pritazuje ¢astici v misté x + dx relativni rychlost jejiho pohybu
vici bodu x. Zména rychlosti je schematicky zakreslena na Obr. 3.18 spolecné s ¢astmi



3.2. EULERUV POPIS 67

N
dUH ~

dv

/ \dvy = Ddx

/

dx
dv i

dv, = Wdx
Obr. 3.18: Aditivni rozklad rychlostniho gradientu.

odpovidajicimi D a W. Nezbytné je upozornit zejména na to, ze antisymetricka cast
dv, je sice kolméa k dx, nejednd se vSak o ortogonalni primét dv, jak se nékdy
nespravné kresli!

Nejprve dokazeme, 7e antisymetrickd c¢ast dv,, je vskutku kolma k dx. Dokazeme
dokonce obecné, 7e kazda antisymetrickd matice [W] pfitazuje libovolnému vektoru
{a} vektor k nému kolmy. Vytvotime skaldrni soucin

{a}" WHa} = (WH{a}) {a} = {a} W] {a} = —{a}" [W]{a} (3.179)

V prvni Gpravé jsme vyuzili symetrie skaldrniho soucinu, ve druhé pravidla pro trans-
ponovani souc¢inu a nakonec antisymetrie fidici matice. Pfevodem pravé strany na
levou

2{a}"W1{a} =0 (3.180)

Vidime, 7Ze obraz [W]{a} je kolmy k pivodnimu vektoru a ze stejného divodu je téz
rychlost dv,, kolma k privodic¢i dx. To znamenad, ze antisymetrickd ¢ast rychlostniho
pole ma tendenci uiseckou otacet, avsak neménit jeji délku.

Nyni si vSimneme symetrického prispévku a ukazeme, ze vektor dv, neni automa-
ticky rovnobézny s dx, a v disledku toho miize mit ortogonalni primét dv, jinou
délku ne7 || dv,||. Nejsnazsi je vypocet v hlavnich osach, tedy

D1 d.fU’l
d{v,} = [D']d{z'} = diag[D; Dy Ds]d{z'} =< D,dx, (3.181)
D3 d.’L’g
kde Dy, Dy a D3 jsou hlavni hodnoty tensoru D a ¢arka oznacuje slozky v prislusné
bazi. Je jasné, ze rovnobéznost zarucuje podminka D; = Dy = Ds, kterd ovSem
nebude obecné splnéna. Podrobnéjsi analyza geometrického vyznamu komponent D
a W nasleduje v dalsich dvou sekcich.

3.2.4 Okamzita rychlost deformace

Pro posouzeni rychlosti deformace kontinua budeme sledovat pohyb elementarni isecky
a zménu jeji délky. Zvolme pevné X a materidlovy segment dX. Céstice obsaZené
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v tomto segmentu vyplni v ¢ase ¢ prostorovou tsecku
dx = F(X,t)dX (3.182)

Protoze jsme zvolili X a dX pevné, vektor dx zavisi pouze na case, takze

d . X
E(dx) =FdX =FF 'dx=Ldx = dv (3.183)

Kromé toho je v = x, a tudiz

d
E(dx) = dv=dx (3.184)

Vidime, ze poradi diferencovani lze zaménit. Nyni jiz snadno zjistime zménu kvadratu
délky useku

%(dl)2 = %(dx- dx) = dv-dx + dx-dv = 2dx-dv (3.185)
nebo v maticovém tvaru
d

—(dI)? = 2d{z}" d{v} = 2d{z}"[L) d{=} (3.186)

dit

Tento vysledek napadné pfipomind rovnici (3.34), a tak bychom radi postupovali stej-
nym zpusobem, jako tomu bylo v pripadé Greenova-Lagrangeova tensoru. Jediny pro-
blém je v tom, Ze matice [L] neni symetrickd. V minulé sekci jsme ale nastésti zjistili,
ze produkt s antisymetrickym tensorem je nulovy, proto

d

E(dl)2 = 2d{z}7[D]d{x} (3.187)
Ridici matice kvadratické formy tim nabyla symetrie a mizeme zahajit presné stejné
operace jako v Sekci 3.1.2. Nakonec dojdeme k analogii rovnice (3.41), kterd ma ten-
tokrat podobu

ID=0 <& Vdx: dl = konst.| (3.188)

Z matematického hlediska mé symetricka ¢ast rychlostniho gradientu D stejnou struk-
turu jako GL tensor v Lagrangeové formulaci.

Souvislost s materidlovym popisem vynikne jesté vice, pokud se nam podafi nalézt
relaci mezi D a é. Toho dosdhneme nasledovné. Derivujeme defini¢éni vztah GL tensoru

é=L(F"F+FTF) (3.189)
a vynasobime zleva i zprava inverzi deformac¢niho gradientu. Dostaneme

FTeF ' = LJ(FTF +FF ) = {(L”+L)=D (3.190)

(3.191)

a odtud



3.2. EULERUV POPIS 69

Podle ocekavani musi slozky obou tensorti vymizet soucasné, pokud je rychlost pre-
tvoreni kontinua nulova, tedy

D=0 < é=0 (3.192)

Obecné se da dokazat, 7e vztah mezi materidlovou derivaci libovolného tensoru defor-
mace E a rychlostni velicinou D je linearni,

E = £(D) (3.193)

Odvozeni presného tvaru operatoru je dosti komplikované, nebot je nutno pracovat
s polarnim rozkladem F = RU ve spektralni bazi. Z tohoto divodu je explicitni re-
prezentace £ uvedena az v posledni kapitole. Samotna znalost faktu, ze zobrazeni je
linearni, je nicméné dilezita a bude vyuzita mnohem diive v sekci vénované konjugo-
vanym napétim.

Obratme nasi pozornost téz ke slozkovému zapisu. Rovnice (3.174) se da indexové
vyjadrit jako

. 1 . 1 (%i 81)]- . 1 8uz 8u]
Dyj = 5(Lij + Lji) = 5 (axj + 8xi> =3 (axj + ('hri) (3.194)

Prakticky stejnou podobu mé ¢asova zména tensoru malé deformace

. 1 (0w Ouy

Jediny, zato vSak postatny rozdil spociva v soutradnicich, podle kterych se derivuje.
Zatimco ve druhém pripadé lze materidlovou derivaci ze zavorky vytknout, v predchozi
rovnici to mozné neni, nebot soutradice z; samy o sobé zdviseji na case. To ma jeden
zcela zasadni dusledek, totiz ze

t
/ D dr zéavisi na integracni cesté (3.196)
0

V porovnani s tim

/Ot Edr = E(X,t) - E(X,0) (3.197)

jelikoz prirtistek tensoru deformace je evidentné dan pouze vychozim a konec¢nym
stavem. Z toho dale vyplyva
AE . E=D (3.198)

tedy, ze neeristuje zadny lagrangeovsky tensor deformace, jehoz materialova derivace
by se pfimo rovnala D. Na druhé strané vSak vime, ze mame k dispozici vztah (3.193),
ktery je jednoznacny a navic dokonce linedrni. Stejné tvrzeni plati i pro eulerovské
tensory A, definované prostrednictvim levostranného rozkladu.

Zaména € za D je v literatute bohuzel ¢asta a extrémné nebezpec¢na. Zavislost inte-
gralu (3.196) na parametrizaci zptisobuje, Ze kumulativni hodnota D nemiize vstoupit
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do energetické funkce ve stejné roli jako tensor deformace a nasledky toho se pozdéji
projevi pii vypoctu napéti. Vice se tim budeme zabyvat v nésledujicich sekcich.

Jistou vazbu vsak lze presto vysledovat. V teorii malych deformaci zanedbavame
zménu tvaru referencni oblasti, coz je ekvivalentni predpokladu x ~ X. Mtzeme proto
ocekavat D ~ é. Presnéji, v case t = 0, je F =1 a rychlostni gradient

L=FF'=F=73 (3.199)
Jeho symetricka cast
D=3(L+L") =3(z+2z") (3.200)

Gradient posunuti z se vztahuje k X, materialovou derivaci lze vytknout a dospéjeme
tak k identité
D=¢ vdiaset=0 (3.201)

Pokud deformace ziistava mald, je mozno tento vyraz akceptovat jako aproximaci i pro
t > 0. Jinou nazornou ilustraci nabizi Cviceni 8 na konci kapitoly.

3.2.5 Virovy tensor (spin)

Dtive nez zacneme studovat vlastnosti virového tensoru, budeme se zabyvat rota¢nim
pohybem dokonale tuhého télesa. Pohyb bodu po kruznici popisuje rovnice

V=wXX (3.202)

Stejna rovnice odpovida téz rotaci kontinua, pokud jeji osa, dana okamzitou uhlo-
vou rychlosti w, prochazi poc¢atkem. V indexovém zapisu ma vektorovy soucin po-
dobu (2.53), tedy

Vi = YijkW; Tk (3203)

kde 7;;x, jsou slozky Levi-Civitova tensoru. Prvni dva soucinitele na pravé strané pied-
stavuji dvouindexovou veli¢inu
Qik = Yijrw; (3.204)

ktera se transformuje jako tensor druhého radu. Vektorovy souc¢in mizeme vyjadrit
v maticovém tvaru

v = Qg ,  {v}=[Q{z} (3.205)

Diky vlastnostem Levi-Civitova tensoru je matice [Q2] antisymetricka, explicitné

0 Y132W3  Y123W2 0 —ws )
Q= | vews 0 owr | = w3 0 —w (3.206)
V321W2  Y312W1 0 —wy W 0

Z toho je zfejmé, ze vektorovy soucin w X () je antisymetricky tensor druhého ¥adu
a obracené, libovolny antisymetricky tensor predstavuje rotaci thlovou rychlosti w.
Slozky tohoto vektoru urc¢uje matice (3.206), napt. wy; = 239 apod.
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Virovy tensor W je antisymetricky, a tudiz separujici rotac¢ni ¢ast rychlostniho
gradientu. Podle predchoziho receptu definujeme tthlovou rychlost w takto:

(v Ovy )
81'2 8.1'3
w1 Wy
1
{wp=Q w2 p =9 Wiz p =3 Qv 0va (3.207)
2 81'3 8.1'1
w3 Wa
v, Ou
\ al‘l 8.1'2 )

V poslednim sloupci se vyskytuje diferencialni operator rotace, coz dovoluje zapsat
vektor thlové rychlosti jako

w = irotv (3.208)

2

Pro tocivou cast lokalniho pole tak mame k dispozici dva ekvivalentni produkty
dv, = Wdx =w x dx (3.209)

Druhy zptisob zapisu sice nebudeme vyuzivat, ale je z néj okamzité vidét, ze nas vzorec
vyjadiuje otaceni infinitesimalniho okoli bodu jako tuhého celku. Pokud se pritom
kontinuum také deformuje, jedné se jen o zpriimérovanou rotaci.!

Vratme se jesté k obrazku na str. 67. Slozka dv, je primét skutecéné rychlosti ¢as-
tice, nachéazejici se v misté x4+ dx, do sméru kolmého k dx. Oproti tomu dv,, je fiktivni
rychlost, kterou by se tataz ¢astice pohybovala, kdyby nedochéazelo k deformaci. Z toho
je patrno, ze rozdil téchto rychlosti musi byt

dUL - || deH = dUdL (3210)

coz ostatné potvrzuje i Obr. 3.18 a exaktné to plyne z aditivniho rozkladu (3.176).
Radialni primét dvg, je ovSem totozny s dv), protoze v tomto sméru jde jakakoli
zména rychlosti na vrub ptetvoreni.

Tim jsme ziskali nezavislé vysvétleni, pro¢ mize mit deformaé¢ni vektor dv, v pod-
staté libovolny smér. Je to proto, ze deformace ma dvé ortogonalni slozky: radialni,
zpusobujici zménu délky elementarni tsecky, a tecnou, indukovanou thlovym pribli-
zovanim ¢i vzdalovanim radialnich paprskii. Na toto deformacni pole se nasledné su-
perponuje dv,, jako nezavisly rotac¢ni pohyb.

3.2.6 Cviceni
1. Ovéite spravnost vysledku (3.147).

2. Rychlostni pole je dano predpisem

!Pfesny vyznam slova ‘primér’ specifikuje operator ‘rot’, respektive, ve smyslu Stokesovy véty,
integral cirkulace. Tuto interpretaci vSak nebudeme potiebovat.
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(a) Urcete zrychleni a(x,t) v Eulerové popisu.
(b) Urcete trajektorie ¢astic x(X, ).

3. Dokazte, ze pro materidlovou derivaci plati véty o derivovani

(a) soucinu funkei,
(b) podilu funkei,

(c) slozené funkce.

4. Uvazujme proudéni kapaliny v kandle podle Obr. 3.17. Oba teploméry jsou ten-
tokrat umistény napevno v malé vzdélenosti h od sebe. Odhadnéte rychlost
proudu. Navod: vyuzijte vzorec pro materidlovou derivaci a polozte T ~ 0.

5. Dokazte, ze rychlostni gradient je tensor druhého radu.
6. Dokazte, ze D je symetricky tensor a W antisymetricky.
7. Dokazte jednoznacnost aditivniho rozkladu

L=D+W

8. Pocitejte € L a D pro Piiklad 1 a zakreslete pribéhy funkei éx2(t) a Das(t) do
jednoho grafu. Porovnejte vysledky.

9. Pocitejte L, D, W a w pro Priklad 4 a ukazte, ze

V=w XX

10. V Prikladu 3 dosadte tany = kt, pocitejte L, D, W, & a pro tento piiklad ukazte
W+#0, é=F'DF
11. Cviceni 9 a 10 doplnte vypocty FaF'a pro oba tyto priklady ukazte, ze
FF =L
12. V Cviceni 10 ozna¢me jako h; = hy/ cos+y levou hranu kosodélnika v case t.

(a) Urcete trajektorii a rychlost koncového bodu hrany, tj. ¢astice, jejiz poc¢a-
tecni soutradnice byly X; =0, Xy = hy.

(b) Pro tutéz ¢astici urcete rychlosti vq a v,, a ukazte, ze
V=V4+ Vy

(c) Ovéite, ze vektor vy, je kolmy k h;.
(d) Vypocitejte vy, vgs a ||vy|| a zakreslete jejich pribéhy v zavislosti na v do
jednoho grafu.

(e) Urcete ¥4 ze vzorce tanvy = kt a vysledek porovnejte s hodnotami podili
vy /h a ||Vyl||/he. Jakou rychlosti se méni ihel mezi hranami h; a ly?



Kapitola 4

Zakony zachovani

Zakladnim a v podstaté jedinym axiomem klasické mechaniky je Newtontv zakon za-
chovani hybnosti. VSe ostatni se z néj da odvodit. Tvrzeni o zméné hybnosti hmotného
bodu se nejprve jednoduchou superpozici rozsiii na soubor vétsiho poctu castic a pro
tento systém doplni vétou o zachovani momentu hybnosti. Déle je mozno zavést ki-
netickou energii, impuls a silu jako podil impulsu a c¢asu. Velké statistické soubory
lze zpracovat stejné jako molekularni systémy v kinetické teorii plyni, vzniknou tim
pojmy, jako je napt. teplota a vnitini energie, anebo pomoci limity prejit k integralim
popisujicim odezvu tuhych a poddajnych téles. Abstraktné je tato strategie celkem
srozumitelna, potize vSak nastanou, jak uz to casto byva, pokud si zacneme vSimat
detaili.

Ukazeme to na prikladé definice hustoty, ktera je jen zdanlivé snadna. V mnoha
ucebnicich je hustota zavedena ponékud vagnim predpisem

Am

= X7 (4.1)

p

aniz by bylo feceno, jak Am zavisi na AV. Z praktického hlediska je samoziejmé
jasné, co se takovou limitou mysli, matematicky je vsak limitni prechod formulovan
nekorektné. Pokusme se proto uvedenou myslenku rozvést a upresnit.

Predstavme si, ze se v objemu V nachazi velké mnozstvi ¢astic, napt. atomu. Cel-
kovy objem mizeme rozdélit na mensi dily AV; a v kazdém z nich definovat primérnou

hustotu
_ Amy;

Pi = AV
kde Am; je hmotnost veskerého materidlu obsazeného v objemu AV;. Atomy maji
nicotné rozméry, a tak se bude i ve velice malém AV vzdy nachazet dostate¢ny pocet
¢astic, aby vzorec (4.2) ddval smysl.! Potom lze priimérnou hustotu p; povazovat za
lokalni hustotu p(x) pfifazenou kazdému bodu prostoru x € AV;. Jak jiz bylo Feceno,
prakticky je takova predstava snad dostatec¢na, matematicky nikoli. Paradox je v tom,
ze pokud budeme skutec¢né limitovat AV; — 0, dfive ¢i pozdéji nastane okamzik, kdy
se v objemu AV; bude nachéazet jen jediny atom a pozdéji uz ani ten ne. Nakonec
p(x) = 0 témér viude!

(4.2)

INapt. v 1 mm? kovu je fddové 1020 atomt, takze definiéni objem miiZze byt vskutku nepatrny.

73
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Rozpor mizeme elegantné obejit tim, ze za primarné danou nebudeme povazovat
hmotnost, nybrz pravé hustotu, a libovolnému objemu V' prifadime integral

m(V) = /VpdV (4.3)

Existenci pole p(x) nezavislého na volbé V' axiomaticky predpokladame. Timto po-
stupem jsme de facto nedefinovali funkci p, ale jednu ze zdkladnich vlastnosti hypo-
tetického kontinua. Soucasné jsme vysvétlili, co mame na mysli pod pojmem ‘spojité
rozlozeni hmoty.’

Podobnym zptusobem muzeme interpretovat také dalsi fyzikalni zakony a krok za
krokem upresnovat definici pojmu kontinuum. Naptiklad slova ‘spojity pienos sil’ pro
nas budou znamenat existenci spojité vektorové funkce t(x) s rozmérem napéti takové,
ze vysledna sila piisobici na plochu S bude

vyslednice := / tdS (4.4)
S

apod. V nasledujicim textu se jiz nebudeme pokouset o takto exaktni vyklad, nicméné
kazdé nové formulaci by mélo byt pravé v tomto duchu rozuméno.

4.1 Zakon zachovani hmotnosti

Z referencni oblasti €2y vybereme libovolnou podoblast V; a zobrazime ji materidlovou
funkei x(X,t). Obrazem je odpovidajici mnozina bodt ve zdeformovaném télese

x: (Vo€ Q) — (V; C Q) (4.5)

Protoze obé oblasti, Vi V;, obsahuji tytéz c¢astice, museji mit také stejnou hmotnost

m(Vo) = m(Vi) (4.6)

Tvrzeni zakona zachovani hmotnosti je natolik samoziejmé, Ze se v mechanice soustav
castic a tuhych téles obycejné ani nevyslovuje. V mechanice kontinua, jak jesté uvidime,
je nesmirné vyznamné.

4.1.1 Zmeéna hustoty

Nejprve se zaméfime na Lagrangeiiv popis a zjistime, jak se méni hustota p(x,t) s de-
formaci. V case t = 0 oznacme

p(x,0) = p(X,0) = po(X) (4.7)

Podle predchozich tvah je hmotnost referenéniho objemu rovna

m(Vo) = [ mdy (4.8)
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a v aktudlnim stavu

m(Vi) = [ pdVi= /V TpdVy (4.9)

Druhy integral jsme transformovali do referen¢ni konfigurace. Pokud si obé mnoziny
materialovych bodi odpovidaji, musi podle zdkona zachovani hmotnosti platit

[ (oo = Tp)avi =0 (4.10)

Nulovost integralu sice jesté neznamena nulovost integrandu, v tomto pripadé jsme

vsak zvolili V; libovolné, tudiz
an

Tento vysledek neni prekvapivy, kdyz si uvédomime, ze jacobidn predstavuje podil
lokalnich objemii.

Vzorec pro prepocet hustoty se v praxi zridkakdy pouziva, hraje vSak vyznamnou
roli jako pomocna véta v radé odvozeni. Jednu zajimavou a uzitecnou aplikaci ukazuje
nasledujici priklad.

Priklad: invariantnost matice hmotnosti

Matice hmotnosti [M] vystupujici ve vypoc¢tové mechanice, zejména v metodé konec-
nych prvki, ma tvar
M) = | po[NJ[N] Vs (4.12)
0

kde [N] jsou interpola¢ni funkce, odpovidajici zvolené aproximaci. Tuto matici snadno
sestavime, protoze vychozi hustota i tvar télesa (vypoctové sité) jsou predem znamy.

Logicky se nabizi otazka, jak se matice hmotnosti méni s deformaci, jinymi slovy,
jak vypada matice

M) = [ pINTTINav; (4.13)

Vi

Transformaci integrélu a uzitim vztahu (4.11) dostaneme
) = [ JpINTINI AV = [ po[NI"[V]dVy (4.14)
0 0

To je vSak ptivodni matice! Ukazuje se, ze [M] se s deformaci sité nijak neméni, zistava
konstantni v pribéhu celého vypoctu, a proto ji lze pripravit predem.

4.1.2 Reynoldsuv transportni teorém

V mechanice kontinua se ¢asto setkavime s potfebou derivovat integraly s proménnou
mezi. Pokud se v integrandu vyskytuje soucin hustoty p s néjakou fyzikalni vel¢inou T,
plati nasledujici pozoruhodna verze Reynoldsovy véty

d .
— T = T 4.1
7 /. eravi /th av; (4.15)
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Prestoze jsou V; i p funkce ¢asu, zaména poradi integrace a derivovani je mozna, jako
kdyby to byly konstanty! Obyc¢ejna derivace se pritom méni na materialovou.

Jako priklad uvazujme hustotu vnitini energie u, vztazenou na jednotku hmotnosti.
Celkova energie obsazena v objemu V; bude

UV = [ puavi (4.16)
Vi
coz je integral zminéného typu. Zména energie se pak spocita snadno

d .
EU = thud‘/} (4.17)

Praveé z tohoto diivodu se v teorii velkych deformaci, kdy V; se podstatné lisi od Vj, vy-
plati vztahovat vSechny energetické veli¢iny na jednotku hmotnosti s rozmérem J/kg,
spise nez na jednotku objemu, jak jsme ¢inili v ivodni kapitole.

Diitkaz Reynoldsova teorému neni obtizny. Veli¢ina T mtze byt skalar, vektor nebo
tensor libovolného tadu. Jako obvykle mame k dispozici dvé reprezentace

T = (X, 1) = p(x, 1) (4.18)

Integral, ktery se chystame derivovat, nejprve prevedeme na pevnou referenc¢ni oblast
| petetydVi= [ Tpo(X,t)aV = [ peo(X, 1)V (4.19)
Vi Vo Vo

Ve druhé tpravé jsme vyuzili zdkon zachovani hmotnosti. Nyni mizeme pohodlné
derivovat 9

d .
S oxndio= [ w2 av= [ pbav, (4.20)
dt Jvq Vo o Ot Vo

Parcidlni derivace Lagrangeova vyjadieni T = ¢(X,t) se déje pii konstantnim X,
proto se jedna o derivaci materidlovou. Nakonec se vratime na ptivodni oblast

/ pgTd%:/ JpTd%:/ pTdv; (4.21)
Vo Vo Vi

¢imz je tvrzeni véty dokazano.

4.1.3 Rovnice kontinuity

Vratme se k lokalni formulaci zdkona zachovani hmotnosti (4.11). Vychozi rozlozeni
hustoty po(X) nezavisi na ¢ase, proto je materidlovad derivace tohoto pole nulova.
Derivovanim vztahu (4.11) dostaneme

po=(Jp) =Jp+Jp=0 (4.22)

Pro derivaci jacobianu plati

J = Jdivv (4.23)
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Diikaz je obtizny a abychom nenarusili plynulost vykladu, odsunuli jsme jej az na konec
sekce. Dosazenim do rovnice (4.22) a vykracenim ¢isla J > 0, dojdeme k proslavené
rovnici kontinuity

|6+ pdivy =0 (4.24)

Jednd se o tvar s materidlovou derivaci. Pokud je latka nestlacitelnd, je p = 0, takze
divv =10 (4.25)

Tento vysledek lze také p¥imo ziskat tim, Ze v rovnici (4.23) polozime J = 0. Nestla-
¢itelnost implikuje nulovou zménu objemu.

Vsimneme si jesté jednoho zajimavého tvaru zdkona zachovani hmotnosti. Roze-
psanim operatoru materidlové derivace

p= (%)I + (grad p)v (4.26)

dosazenim do podminky (4.24) a prechodem k indexovému zapisu

dp dp v,
— —vj+p=—=0 4.27
(at>m+axj”7+paxj (4.27)
Posledni dva ¢leny miizeme sloucit
op ov; 0 .
pa- =5 (pvy) = div (pv) (4.28)

—v; +
ij J &rj &rj

Ziskali jsme tak vyjadreni s lokalni derivaci

(%)m +div (pv) = 0 (4.29)

Pro piimé porovnéni pepiSme materidlovou derivaci v rovnici (4.24) pomoci zavorkové
konvence

(%)X + pdiv (v) =0 (4.30)

Oba vztahy se na prvni pohled lisi pouze vytknutim p z operatoru divergence. Hus-
tota vsak nemusi byt konstantni, takze vytknuti mé za nasledek zménu typu derivace
v prvnim ¢lenu. Na tyto nuance je tfeba neustale davat pozor.

Vypocet derivace determinantu

Stat o rovnici kontinuity uzavieme odvozenim klicového vztahu (4.23). Dikaz roz-
lozime na dvé casti. Nejdiive se budeme zabyvat rfadkovym rozvojem determinantu
a jeho derivaci podle koeficientu matice. Ziskame tim dilezity mezivysledek, ktery
pozdéji vyuzijeme jesté k dalsim tcelim. Ve druhé ¢asti prikroc¢ime k casové derivaci,
kterou budeme chapat jako derivaci slozené funkce. Existuje i jiny, kompaktnéjsi diikaz,
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uvedeny napf. v Gurtinové knize [8]. Zde nabizené odvozeni je sice ponékud rozvleklé,
avsak jednoduché, srozumitelné a nevyzaduje znalost zadné vyssi matematiky.

Determinant mtzeme vyjadrit rozvojem podle libovolného radku. Jako priklad,
avsak bez Gjmy na obecnosti, uvazujme rozvoj podle 2. radku

J - F21F21 + FQQFQQ + F23F23 (431)
kde ¢isla oznacena pruhem jsou tzv. dopliky prvkid matice, coz jsou subdeterminanty

@1 = Fi3k3 — Fiokss

Fy = FukFss— FizFy (4.32)
Fyy = FioFy — FuuFs

7 definice téchto subdeterminanti je zfejmé, 7e zadny z nich neni funkci ani jednoho
z prvki druhého fadku matice. Derivovanim rozvoje (4.31) proto dostaneme

0J _ 0J _ 0J _

_F — F — —_F 4.33
Podobnou tvahou pro 1. a 3. fadek bychom dospéli k obecnému vztahu
oJ _
= F;; 4.34

To jesté neni konec¢ny vysledek. Prace s dopliky je totiz dosti nepraktické, a tak je
radéji nahradime prvky inverzni matice. Pouzitim Cramerova pravidla

1 _
Fjt= ngz (4.35)
a dosazenim za F}j do predchozi rovnice
0J
T JE;! (4.36)
ij

Tento vyznamny vzorec si peclivé zaznamename pro pozdéjsi vyuziti. Zdiraznéme, 7e
pii vypoctu inverzni matice doslo k transpozici a tim se stalo, ze indexy ¢ a j jsou
prehozené.

Zbytek je jiz snadny. Jacobidn zavisi na prvcich Fj;, které jsou zase funkce refe-
renc¢nich souradnic a ¢asu. Pomoci véty o materidlové derivaci slozené funkce

oJ .

Jj= oF; Fy = JF].;lFij (4.37)
Z relace (3.172) dale plyne
iy dv; .
F;'Fyj = Lj; = a—é =divv (4.38)

Vyraz (4.37) tudiz nabyvéa tvaru J = Jdivv, coz jsme chtéli dokézat.
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4.1.4 Cviceni

1

Rychlostni pole je dano predpisem

X
V=——
1+ 2¢2

Je deformace isochoricka?
Uvazujme rychlostni pole v Ptikladu 1.

(a) Vypocitejte divv a Divv. Pro¢ se vysledky lisi?

(b) Dosadte vypoctenou divergenci do rovnice kontinuity a integrujte s poca-
tecni podminkou p(0) = py.

(c) Ziskané feSeni porovnejte se vzorcem Jp = pq.
Prvni slozka rychlostniho pole je dana predpisem

14t

U1

a ostatni slozky jsou nulové. Urcete funkci p(x;) tak, aby byla splnéna rovnice
kontinuity.

Odvodte alternativni verzi Reynoldsova teorému

d dp
o Vtgo(x,t)dvt_/Wadwju/stgo(x,t)(v-n)dst

a tuto rovnici porovnejte se vzorcem (4.15). Jak Ize jednu vétu odvodit z druhé?

4.2 Zakon zachovani hybnosti

Zvolme libovolnou podoblast V; C €2; a vyjménéme ji ze zdeformovaného télesa. Tako-
vou oblast zndzornuje Obr. 4.1. Po jejim uvolnéni se na povrchu objevi plosné vnitini
sily, reprezentované vektorem napéti t(x, t). Jednotkou napéti je N/m?, coz je Pa. Téz
na vnitiek oblasti mize piisobit spojitd objemova sila b(x, t), kterou méfime v N/m?.
Objemova sila byva generovana gravita¢nimi nebo inercialnimi tcinky.

n = jednotkova vnéjsi normala

t = vektor napéti v N/m”

b = objemov sila v N/m”

Obr. 4.1: Sily piisobici na uvolnénou oblast.
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Vyslednou silu F , pusobici na vyjmutou oblast, ziskdme jako soucet povrchového
a objemového integralu

F=[ bdv, + £ (4.39)

Vi

Symbol Sipky jsme vyjimecné pouzili proto, aby nedochézelo k zdméné znaceni tohoto
vektoru s oznacovanim deformacniho gradientu F. Plosna vyslednice miize byt vzta-
zena nejen k celému uzavienému povrchu S;, ale také k nékteré jeho ¢asti AS; C Sy,
tedy

F(AS) = | tds; (4.40)

Na tomto misté je dilezité poznamenat, ze oba integraly, objemovy i povrchovy, se
daji transformovat na referencni konfiguraci €2y. Ziejmeé

bdV, = [ JbdV; (4.41)
Vo

Vi

kde J = det |F| je jacobidn zobrazeni x : Q¢ — €. To nds opravihuje k definici
objemové sily na referenc¢ni konfiguraci

B:=.Jb (4.42)

takze potom
bdV,= [ BdVj (4.43)
Vo

Vi

Podobné miizeme zpracovat plosné sily tak, aby platilo
/ tdS,= [ TdS, (4.44)
ASy ASo

Posledné zminéna transformace je ovSsem dosti komplikovana, a proto se ji budeme
specialné vénovat ve dvou samostatnych Sekcich 4.2.2 a 4.2.3. Vysledkem bude exaktni
definice nominalniho napéti — pojmu dobie znamého z teorie pruznosti.

Hybnost je produkt hmotnosti a rychlosti. V mechanice kontinua prechazime ke
spojitému popisu a definici hybnosti rozsirujeme takto

p(t) = /V pv v, (4.45)

Pti vypoctu zmény hybnosti s vyhodou vyuzijeme Reynoldsiv teorém

d
P / pv dV; = / padV; (4.46)
At w Vi

Evidentné se jedna o analogii znAmého vzorce dp/dt = ma. Transformaci na refe-
rencni oblast

padV; = / JpadVy = / poadVj (4.47)
Vi Vo Vo
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Soucin hmotnosti a zrychleni je invariantni viici volbé konfigurace. Druhy Newtontiv
zakon dava do souvislosti zménu hybnosti a sily ptisobici na objekt. V tomto pripadé

bdV; + t dS; (4.48)
Vi
Podle predchoziho mtzeme psat
/ padV = / bdV, + [ tdS, (4.49)
Vi Vi St
v aktualni konfiguraci anebo
/ ppadVy — / BdV, + / T dS, (4.50)
1% Vo So

v referenc¢ni konfiguraci. Zbyva najit lokalni tvar zdkona, ktery poskytne soustavu
diferencidlnich rovnic k feseni.

Posledni krok neni snadny. V prvni fadé je tfeba sjednotit vSechny integrac¢ni ob-
lasti. Plosné integraly v rovnicich (4.49) a (4.50) lze pfevést na objem pomoci Gree-
novy véty, pokud se ndm podaii dostat do integrandu normalu. Jiz v ptisti Sekci 4.2.1
odvodime tzv. Cauchyho teorém, podle néjz existuje tensor druhého radu o tak, ze

t=on (4.51)

Tensor o se nazyva Cauchyho tensor napéti a n je jednotkova vnéjsi norméala podle
Obr. 4.1. V Sekci 4.2.2 dokazeme Nansonovu vétu, kterd umoznuje uspésné zajistit
transformaci (4.44). Tato ¢ast je dosti naro¢na. Poté se ale jiz celkem snadno ukaze,
ze také v referencni konfiguraci plati

T = PN (4.52)

kde P je 1.Pioluv-Kirchhoffuv tensor napéti a N jednotkova vnéjsi normala k hranici
referencéni podoblasti V. Jak jiz bylo naznaceno, nasleduje aplikace Greenovy véty
a odstranéni integrac¢nich znameni. Dulezitou roli pfi tom hraje fakt, ze uvolnéna
podoblast V; byla zvolena libovolné.

4.2.1 Cauchyho tensor napéti

Rozdélme téleso €2, rovinnym Fezem na dvé ¢asti a obé uvolnéme. Podle Obr. 4.2 je fez
veden kolmo na souradnicovou osu z;. Na levou ¢ast plisobi vektor napéti t, na pra-
vou —t. Predpokladame platnost principu akce a reakce. Kartézské slozky vektoru t
oznac¢me jako oy, 091 a 031, cOZ Zznamena

ty o1
{t}=9 t2 p =1 ou (4.53)
t3 031
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Prvni index odpovida sméru slozky, druhy prfipomind smér normaly rezu. Vedeme-li
postupné dva dalsi fezy kolmo ke zbyvajicim dvéma soutadnicovym osam, muizeme
zkonstruovat kompletni matici, definovanou po sloupcich jako

011 O12 013
[O’] = 0921 092 0923 (454)
031 032 033

Pozdeéji ukazeme, 7e se jedna o tensor druhého radu, prozatim se vSak pridrzme skrom-
néjsitho terminu matice napéti.

)
/) N

t i
/ 011 a1 0921 ; \
-t

4 AN

Obr. 4.2: Definice kartézskych slozek napéti. Osa x5 neni zakreslena.

Orientace slozek vektoru napéti, pisobiciho na pravou ¢ast télesa, je podle principu
akce-reakce obracena. Podrobnéji

—t = —tiei = 0'11(—61) + 0'21(—62) + 0'31(—63) (455)

Prvni sloupec matice [o] je proto kartézskym vektorem napéti pro obé mozné orientace
souradnicového Fezu (levou i pravou), pokud ovSem pouzijeme adekvatni lokalni bazi.
Ta je totoznda s globdlni bazi e; na kladné orientovanych rovinach, tj. na rovinach,
jejichz normala mifi v kladném sméru nékteré ze souradnicovych os; v opa¢ném pripadé
je definovana jako —e;. To vede ke vzniku znamého nacrtku na Obr. 4.3. Je tieba
zdtiraznit, Ze jde jen o pomocné schema, které slouzi k interpretaci prvki matice oy
a ke kvalitativnimu popisu sméru a orientace vnitinich sil, nikoli ke zndzornéni jejich
velikosti. Naptiklad slozka o4y, piisobici doleva v misté z;, ma obecné jinou hodnotu
nez napéti o1, ptsobici doprava v misté z; + dx;.

022,
o
T _ | 012
021
Ty 011 011
T3 d%
0921
012
022"

Obr. 4.3: Elementarni krychle. Slozky o3, 023 a 033 nejsou zakresleny.
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Nyni pfistoupime k analyze ¢tyisténu, jehoz geometrii uréuje Obr. 4.4. Ctyistén je
tvofen tiemi vzadjemné kolmymi soufadnicovymi fezy, prochazejimi bodem xq. Ctvr-
tym fezem je obecné sklonéna rovina A ve vzdalenosti s od prisec¢iku xq. Jednotkova
normala roviny, n, je na obrazku vyznacena. Trojuhelnikové stény, kolmé na souradni-
cové osy, oznacme jako Aq, Ay a Az, podle sméru jejich normal. Velikosti téchto ploch
jsou priméty

Al = A(n-el) = A’I’Ll
A2 = A(H'GQ) = A’I’LQ (456)
A3 = A(l’l'eg) = A’I’Lg
Objem ctyfsténu je
V =31As (4.57)
Takto definovany ttvar vyjmeme ze zdeformovaného télesa €2;, coz odpovida volbé
Vi, = V. Hranici S; tvori sjednoceni vSech ¢tyt trojihelnikovych ploch.

€3
A
n
//
A; s T2
s
[
Xo

X

Obr. 4.4: Geometrie ¢tyrsténu.

Ctyistén uvolnime, ¢im7 se na jeho povrchu objevi plogné sily. Ty jsou reprezento-
vany vektorem napéti t na plose A a prvky matice o;; na plochach A;, jak je zndzornéno
na Obr. 4.5. Je dobré si uvédomit, ze plochy A; jsou vesmés zdporné orientované ve
smyslu Obr. 4.2 a 4.3, a proto vSechny slozky o;; miii proti sméru souradnicovych os.

€3
t
n
012 -
i )b 2

X

Obr. 4.5: Zatizeni uvolnéného ¢tyrsténu.

Zvolme pevné Cas t a v tomto Case rozepiSme pohybovou rovnici (4.49). Ve sméru
osy x1 musi platit

3
dV:/de /t s, — / S 458
/Vpal t . 1 t + N 1 t ]2:1 Ajalg t ( )
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Déle pouzijeme vétu o stfedni hodnoté. Postup ukdzeme na prikladé vypoctu integralu,
vedeného pres plochu A. Je evidentni, ze kazdy integral se da vyjadrit jako soucin miry
integracni oblasti a jistého ¢isla, v tomto pripadé

Podle Weierstrassovy véty nabyvéa spojitd funkce ;(x) na uzéavéru oblasti A minima
a maxima. Pro integral tak mame omezeni

Apmin < / £ dS, < Apme (4.60)
A
Kombinaci poslednich dvou vztahti ziskaAme nerovnost

min < ) < grmax (4.61)
Méni-li se spojitd funkce z hodnoty #™" na #"® musi nékde uvnit¥ oblasti A projit
také hodnotou ¢;. Z toho plyne neobycejné dileZity poznatek, Ze ¢islo ¢; neni ledajaké

¢islo, nybrz néktera z funkénich hodnot ¢;(x) na plose A, tedy
dxeA: t=4(x) (4.62)

Timto zptisobem upravime vSechny integraly. Pohybova rovnice (4.58) nabude tvaru
~ B 3
7j=1
Po dosazeni geometrickych vztahi a vykraceni plochy A dostaneme
~ B 3
%(m — bl)S = tl - Z 5’13'71]‘ (464)
7j=1

Nésleduje limita s — 0. Leva strana vymizi a vSechny body X piejdou do bodu x.
Ziskali jsme pomeérné jednoduchy vysledek

tl = 011N + 012N + T13N3 V bodé X0 (465)

Analogickym zpusobem bychom odvodili podobné vztahy ve smérech =5 a x3, a to
v libovolném bodé prostoru. V maticovém tvaru tudiz plati

{t} = [o[{n} (4.66)

Dospéli jsme tak ke slavnému vzorci, ktery dava do linearni relace vektor napéti a vnéjsi
normalu plochy, vii¢i které napéti vztahujeme.

Zbyvéa dokazat tensorovy charakter matice [o]. V predchozim odvozeni jsme se
neomezili na konkrétni kartézsky systém, takze i v jiném systému, odliSeném carkami,

miizeme psat
{t'y =[o'{n'} (4.67)
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Vime, Ze t a n jsou vektory, proto se daji sloupcové matice {t'} a {n'} vyjad¥it pomoci
vektorové transformace. Dosazenim

[A{t} = [0'] [Al{n} (4.68)
kde [A] je matice prechodu. Odtud
{t} = [A]"[0][A]{n} (4.69)

Porovname-li vztahy (4.66) a (4.69), dojdeme k rovnici

(lo] = [AT [o"][A{n} = {0} (4.70)

Matice v zavorce je zfejmé singuladrni. Nejen to, kazdym bodem prostoru lze vést
nekone¢né mnoho ploch S;, jejichz normaéla je libovolné sklonéna. Z tohoto divodu
musi byt rovnice (4.70) splnéna pro kazdy vektor n, a tudiz

(o] = [A]"[0"][A] = [0] (4.71)

Vidime, ze prvky matice napéti se transformuji jako slozky tensoru druhého fadu, coz
nas opraviuje ke slozkové definici

o= 0;j€ Qe (4-72)

Jak jsme jiz zminili v ivodu, tensor o se nazyva Cauchyho tensor napéti a linearni
vztah

t=on (4.73)
je znam jako Cauchyho teorém.

Fakt, Ze tensor napéti je tensor, nemuze byt nijak prekvapivy, uvazime-li vyznam
samotného slova. Pravidlo pro transformaci slozek napéti bylo znamo jiz v devate-
nactém stoleti. Pozdéji se ukazalo, ze i jiné fyzikalni veli¢iny se pri zméné systému
chovaji obdobnym zptisobem, a tak zacaly byt nazyvany tensory — veli¢cinami napéti
podobnymi. VSe je ostatné, podle Sekce 2.2, jen prosty diisledek linearnosti funkéniho
pritazeni n — t, coz je, zajisté, i v jinych situacich velice ¢asty modelovy ptipad.

Na zavér poznamenejme, ze o velicindch o a t mluvime jako o skutecném napéti.
Jednd se totiz o vnitini sily definované v aktudlni konfiguraci €2, které redlné piisobi
na material télesa ve zdeformovaném stavu. V Sekci 4.2.3 bude zaveden jesté pojem
nomindlniho napéti. Toto napéti sice formalné sleduje stejnou strukturu rovnic vzhle-
dem k referen¢ni konfiguraci €2y, avsak z fyzikalniho hlediska nepopisuje konkrétni sily
v této oblasti, nybrz sily prenesené z €2;. Nominalnimu napéti se proto také nékdy rika
fiktivni napéti.

4.2.2 Nansonova véta
Nansonova véta je zcela klicovym nastrojem pro transformaci plosnych integrali dru-
hého druhu, tj. integrali obsahujicich norméalu. Pro nas je zejména dilezitd rov-

nice (4.40). Dosadime-li do ni Cauchyho vztah, vidime, Ze

F(AS;) = /A Jtasi= [ onds, (4.74)
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a ze se tedy jednda pravé o pripad integrace s norméalou. Nasim nejblizsim cilem bude
najit takovou substituci, aby integral presel na odpovidajici referencni plochu ASy, coz
nam pozdéji umozni definovat nomindalni napéti vzhledem k referenc¢ni konfiguraci.

Vedeni touto motivaci, uvazujme ted obecné néjakou veli¢inu, kterd méa dvé stan-
dardni reprezentace
(X, ) = p(x,t) (4.75)
Symbol T, zavedeny pro obecny tensor, tentokrat radéji vynechame, aby nedoslo k za-
méneé za vektor nominalniho napéti. Nansonova véta tvrdi

_ -T
/Astgo(x,t)ndSt - /Asoqb(X,t)JF N dS, (4.76)

kde N je jednotkova vnéjsi normala k odpovidajici referen¢ni plose. Diky specidlni
struktufe integrandu, tento famoézni vztah neobsahuje plosny jacobian explicitné, ny-
brz jen prostfednictvim objemového jacobidnu J = det |F|. Nansonovu vétu nejprve
dokazeme pro uzavienou plochu a pak se teprve vratime k obecnéjsi forumalci.

Uvazujme uzavienou plochu S;, obklopujici oblast V;. V takovém pripadé mizeme
pouzit Greenovu vétu. Ve slozkach

e
tn; dS; = dV; 4.77
/StW(Xa )n; dS; v om; W (4.77)
Objemovy integral transformujeme obvyklym zptisobem

dp 09 0Xy 0¢
o Vi= | o ae Vo= | oy T v, 478
vidr; © JwooXg ox; 0 Jwox, R TP (4.78)

Ukazuje se, ze ¢len JF,;]-1 se chova viici derivovani podle X}, jako konstanta, neboli

0

a—Xk(JF,;jl) =0 (4.79)

To je tzv. Piolova rovnost, kterou dokdzeme separatné na konci této sekce. Operator
derivace podle X se tak da vytknout ptred cely integrand v poslednim ¢lenu rov-
nice (4.78), tj

8¢ 0

Fl= F 4.
Po dalsim vyuziti Greenovy vety, tentokrat na referenéni konfiguraci, dostaneme
99
92 JFZ vy = JE) AV = [ 6(X, )T Ny as 4.81
V an kj 0— Vo an (d) kj ) 0 — So ¢( ) kj +Vk 0 ( )

Zjistili jsme, ze Nansonova véta plati pro uzavienou oblast.

Nyni zvolme AS; C S; libovolné. Funkce ¢(x,t) je definoviana na AS;. Jeji defini¢ni
obor rozsitime na celou uzavienou plochu tako

| e(x,t) pro x € AS,
Y= { 0 jinde na S; (4.82)
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Je-li ¢ spojitd na AS;, integral na levé strané rovnice (4.76) existuje a je roven

/A , #lx.nds; = /5 olx.f)nds, (4.83)
protoze na zbyvajici ¢asti plochy S; \ AS; je funkce nulovad. Déle postupujeme az
k rovnici (4.81). Pfi tomto procesu musime vzit v ivahu piipadnou nespojitost funkce
@(x,t) na kiivce OAS; ohranic¢ujici pivodni, nerozsitenou plochu AS;. Podél této
krivky miize dochazet ke skoku mezi obecné nenulovou hodnotou ¢ a nulou. Tento
typ nespojitosti vSak nastésti neni v obvyklych pripadech pro Greenovu vétu prekaz-
kou. Konec¢né

/ $(X, 1) JF TN dS, = / 6(X, 1) JF TN dS, (4.84)
So ASO
Referenc¢ni plocha je totiz zobrazena funkci
X' AS, — AS) (4.85)
ktera je stejnd, jako ve vztahu
X = x"'(x,1) (4.86)

Tim jsme dokazali Nansonovu vétu pro obecné neuzavienou plochu AS;, coz bude
v dalsich sekcich vyhodné pro vypocet ¢astecnych vyslednic, at jiz silovych nebo te-
pelnych.

Piolova rovnost

Vratme se jesté k tvrzeni (4.79), které je zapotiebi dokazat. Zavorku zderivujeme jako
soucin o]
0 oJ F,.

—(JFk_'l) = av. e

00Xy, J 00Xy, 0Xy

Derivaci jacobidnu podle slozek deformac¢niho gradientu jiz zname. Je to rovnice (4.36),
kterou jsme si pripravili v souvislosti s odvozenim rovnice kontinuity. Vysledek nyni
vyuzijeme tak, ze jacobidan v prvnim ¢lenu budeme derivovat jako slozenou funkci, tj.
o0J el 0J 0F,, __ 0F,,

— 7l = Fl'=JF !
0X, ¥ 0F,, 0X, " P X

Fil+J (4.87)

F! (4.88)

Prostiedni dva soucinitele doplnime na derivaci souc¢inu a uvédomime si, ze

o 0

—(F 'F,,)=——(6,,) =0 4.89
an ( qp PQ) an ( QQ) ( )
takze dostaneme 5 o
J " -1
R s

Vsechny slozky deformac¢niho gradientu rozepiseme

o (0X,\ Oz, IX;
an ﬁxp an ij

0J

— Ft=—J
0xX, ™

(4.91)
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Derivace podle X a posledni soucinitel tvori dohromady derivaci slozené funkce vzhle-
dem k vnitini proménné z;, proto

0.J X, ox
— Fl = g P 4.92
0X;, ki Jaxpaxj 0X, (4.92)

Rozepisme jesté druhy ¢len rovnice (4.87). Bude

OFy' _ JaF,;jl On, _ 5 0°Xy O

= 4.

Vidime, 7e pravé strany rovnic (4.92) a (4.93) jsou az na znaménko stejné a ve
vztahu (4.87) se odectou. Je tedy

0 _
coz jsme chtéli dokazat.

Tento diikaz Piolovy véty je mozna zdlouhavy a zcela urcité nevzhledny. Na dru-
hou stranu ztustava korektni, aniz by pritom vyzadoval hlubsi znalosti z matematiky.
Inspirace pochézi z Brdickovy knihy [5], konkrétné ze stati o tensorech na kiivoc¢arych
souradnicich. Piolova rovnost ma podobnou strukturu jako soucinitele afinni konexe
a Christoffelovy symboly, slouzici pro definici kovariantni derivace. Zadna z takovych
specialnich znalosti vSak pro sledovani predlozeného ditkazu neni nutna.

4.2.3 1. Pioltv-Kirchhoffiv tensor napéti
4.2.4 Pohybové rovnice

4.2.5 Cvicéeni

1. Zatizeni od vlastni tihy je dano integralem
F = / pgdV;
Vi

kde g je gravita¢ni zrychleni. Identifikujte objemové sily b a B. Jaky to ma
dusledek v MKP pro vypocet odpovidajiciho vektoru uzlovych sil?

2. V Piikladu 2 dosadte Al/l, = ct®> a urcete celkovou hybnost p(t) oblasti ;.
Pocatecni hustotu py predpokladejte homogenni. Pro tento ptriklad ptfimym vy-
poctem ovérte rovnosti

()

povdVp = / pvdV;
Q

Qo
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(b)
dp
== /Q padV;

3. V Piikladu 3 dosadte tany = kt a urcete celkovou hybnost p(¢) oblasti €.
Pocatecni hustotu py predpokladejte homogenni. Diskutujte vysledek.

4. Je dano homogenni pole napéti o = konst. Urcete vektor napéti t na pravé a levé
sténé krychle podle Obr. 4.3. Pro vypocet pouzijte Cauchyho vztah.

5. Urcete N(X) a n(x) pro Priklady 3 a 4.

6. V Prikladu 3 oznac¢me jako h; pravou hranu kosodélnika. Podle Nansonovy véty
musi platit
nh; = JE TNhg

Tento vzorec ovéite pfimym vypoctem.

7. Je dana deformace podle Piikladu 2 a Cauchyho tensor napéti
| 011 O12
o= o]
21 022

Urcete 1. Pioltv-Kirchhoffiv tensor napéti a diskutujte vysledek.

8. Je dana deformace podle Prikladu 3 a Cauchyho tensor napéti

[ ] . 8(.’1)1 - lo)l‘Q h% — 41‘%
A= hE— a2 0

(a) Ovétte statickou rovnici rovnovahy dive = 0.

(b) Urcete 1. Pioltv-Kirchhoffav tensor jako funkci P (X, X5).
(c) Ukazte, 7e DivP = 0.

4.3 Zakon zachovani momentu hybnosti

Zachovani momentu hybnosti neni v klasické mechanice nezavislym zakonem, nybrz
pouhym dtisledkem zakona zachovani hybnosti. Diitkaz tohoto tvrzeni je ponechén
jako Cviceni 1. Zvlastnosti mechanika kontinua je to, zZe pro spojita prostiedi se stejny
vyrok nedd prokazat ani jinak odvodit, a ze jej tedy musime akceptovat jako jeden
z primarnich axiomi. Predpokladejme tedy

d
< Xvath:/ x xbdV, + [ xx tdS, (4.95)
dt Jv; Vi St

Na levé strané je zména integralu elementarniho momentu hybnosti a prava strana
predstavuje moment objemovych a povrchovych sil, piisobicich na uvolnénou oblast V;.
Nyni, jako obvykle, zjistime lokalni tvar zakona. Ten bude tentokrat prekvapivé jed-
noduchy. Jeho jedinym, zato vSak podstatnym vysledkem je to, ze Cauchyho tensor
napéti je symetricky.
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4.3.1 Symetrie Cauchyho tensoru

4.3.2 Cviceni

1. Odvodte vétu o zméné momentu hybnosti pro systém N ¢astic ze zdkona zacho-
vani hmotnosti, tj. dokazte, ze

kde F; jsou vnéjsi sily. Predpokladejte, ze vzajemné interakce mezi libovolnymi
dvéma casticemi probiha vyhradné podél spojnice téchto castic a ze pro odpovi-
dajici vnitini sily plati princip akce-reakce.

2. Jaky dodatecny axiom bychom museli akceptovat v mechanice kontinua, aby se
zachovani momentu hybnosti dalo odvodit podobné jako v klasické mechanice?

3. V Prikladu 4 ptredpokladejte homogenni hustotu disku py. Dokazte, ze moment
hybnosti se rovna Jw, kde I = Lpym R

4. Uvazujme pole posunuti z Prikladu 3. Necht na horni plochu piusobi smykové
napéti 7 tak, ze 019 = 7 a 099 = 0. Prava bo¢ni zkosena plocha necht je rovnéz
zatiZena smykem 7,. Tento vektor je tedy kladné orientovan podél hrany A, Sikmo
vzhtru.

(a) Urcete 1, v zavislosti na 7 tak, aby te¢né sily byly v momentové rovnovaze.
(b) Zkompletujte Cauchyho tensor napéti.

(c) Pro tento ptiklad ovéfte momentovou podminku, kladenou na P.

4.4 Zakon zachovani energie

4.4.1 Bilance mechanické energie

4.4.2 Pioltv tepelny vektor

4.4.3 2. Pioluv-Kirchhoffiv tensor napéti
4.4.4 Rovnice vedeni tepla

4.4.5 Cvicéeni

1. Uvazujme stacionarni déj « = 0, u = 0 a D = 0. Predpokladejme platnost
Fourierova vztahu
h=—-AgradT , \= konst.

Ukazte, ze rovnice vedeni tepla prechazi v Laplaceovu rovnici

VT =0
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2. Je dan Cauchyho tensor napéti

o= | o 0]

021 0922

a deformace podle Prikladu 2. Urcete 2. Pioltv-Kirchhoffiv tensor napéti. Po-
rovnejte S a P.

3. Dokazte, ze {P,F} jsou energeticky konjugované tensory, tj.

o:DdV, = [ P:FdV,

Vi Vo
4.5 Clausiova-Duhemova nerovnost

4.5.1 Lokalni formulace
4.5.2 Clausiova-Planckova nerovnost

4.5.3 Disipac¢ni nerovnost
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Kapitola 5

Formulace zakladnich uloh

5.1 Mechanika pevnych latek

5.1.1 Velké termoelastické deformace
5.1.2 Model vedeni tepla

5.1.3 Velka posunuti a rotace

5.1.4 Sifeni Sokovych vin

5.1.5 Cviceni

1. Prizmaticka ty¢ o pocatecnim pritezu Ay a délce [ je osové zatizena silou F'. Ma-
teridlové vlastnosti jsou popsadny Hookeovym zdkonem s Greenovym-Lagrange-
ovym tensorem deformace.

(a) Uréete pomér prutezi A;/Ay jako funkei protazeni A = 1/lj.

(b) V jakém intervalu se mize ménit A, aby J > 07
Navod: Polozte A; = 0 a odtud \,,,; = 2.08 pro v = 0.3.

2. Pro stejny material (Cviceni 1) feSte pfipad prostého smyku (Pfiklad 3).

(a) Urcéete Cauchyho tensor napéti jako funkci zkosu ~.

(b) Najdéte aproximaci v — 0 a porovnejte s FeSenim znamym z linedrni pruz-
nosti.

3. Fouriertiv zdkon vedeni tepla ma tvar
h=-)\gradT

Vyjadiete tento zdkon v Lagrangeové popisu, tj. urcete H jako funkci Grad T
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5.2 Mechanika tekutin

5.2.1 Nevazké proudéni

5.2.2 Idealni plyn

5.2.3 Navierova-Stokesova rovnice
5.2.4 Reynoldsovo c¢islo

5.2.5 Cvicéeni

1. Automobil jedouci rychlosti 36 km/h narazi do zdi. Odhadnéte velikost kontakt-
niho tlaku.

2. Laminarni dvourozmeérny proud tekutiny v pfimém kandle o vysce L je charak-
terizovan parabolickym rychlostnim profilem

2o\ 2
V1T = Vo [1-4(%) ]
Vo = 0
(a) Urcete charakteristickou rychlost proudu jako

L/2

1
V= Z / () d.ng
—L/2

(b) Vypoctéte Reynoldsovo ¢islo

L
Re = /-

14

(¢) Urcete velikost viskozniho ¢lenu vV3v.

(d) Urcete velikost konvektivniho ¢lenu v - grad v.



Kapitola 6

O deformaci a napéti

6.1 Totalni popis
6.1.1 Jednoosa deformace

6.1.2 Sethovy-Hillovy tensory

6.1.3 Konjugovana napéti
6.2 Inkrementalni popis

6.2.1 Pohyb tuhého télesa

6.2.2 Zarembova-Jaumannova-Nollova a jiné derivace
Dienestiiv priklad

Dalsi pokusy o korektni formulaci

6.2.3 Objektivnost

6.2.4 Cviceni

1. Je dan pravostranny tensor protazeni U a symetricka ¢ast rychlostniho gradientu
D. Dokazte
U=0 < D=0

2. Dokazte, ze Greenova-Naghdiho derivace je objektivni.
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Priloha A

Pouzité operace s maticemi

A.1 Spektralni rozklad

Véta: Necht [U] je redlnd, symetrickd matice fadu n. Této matici prisluseji
realnd vlastni ¢isla A\, k = 1,2, ..., n a redlné vlastni vektory {¢x}. O nich

miizeme predpoklddat, ze jsou ortonormélni, tj. {;}"{¢}; = d;;, kde d;;
je Kroneckeriiv symbol. Vyjadieni
U1 =3 Mfort{on}" (A.1)
k=1

nazyvame spektralnim rozkladem matice [U]. Alternativné mizeme psat
U] = [@][A)[@) (A-2)

kde jsme zavedli ortonormalni modalni matici [®] sloZzenou po sloupcich
z vlastnich vektori

@] = [{e1} {e2} -+ {en}], [@]7 =[2]" (A.3)
a diagonalni matici vlastnich cisel
[A] = diag[Ai Ao -+ Ay (A.4)
Dukaz: Problém vlastnich ¢isel prepiSeme do maticového tvaru. Po sloupcich
[U][®] = [[UK¢e1} [UHpe} [UKws}] = [P][A] (A.5)
—_—— —— ——

Afer} Aa{epa} As{ps}
JelikoZ {py} tvoif ortonormdlni systém, je [®]7[®] = [I], neboli [®] ! = [®]T a z (A.5)
ihned plyne [U] = [®][A][®]T. Zapisy (A.1) a (A.2) jsou ekvivalentni, jak se lze snadno
presvédéit rozndsobenim maticového vyrazu (A.2).

Poznamka: Véta o spektralnim rozkladu ma predevsim teoreticky vyznam, nebot
usnadnuje fadu ditkazi a odvozeni. Z praktického hlediska se snazime vypoctu vlast-
nich ¢isel, jako numericky dosti ndkladné operaci, spise vyhnout. Pokud je to presto ne-
zbytné, davame prednost numerickym metodam, zejména Jacobiho metodé, viz napr.
[3]. Pro matice fadu 3 a vyssiho je tento postup rychlejsi nez analytické Feseni a pro
matice typu 2 X 2 je pracnost srovnatelna.
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A.2 Odmocnina matice

Véta: Méjme symetrickou, positivné definitni matici [C]. Potom existuje
rovnéz symetricka a positivné definitni matice [U] takové, ze [U][U] = [C].
Strucné piseme

[C]=1UT", [Ul=yIC] (A.6)

Vypocet odmocniny je jednoznacny.

Priklad: Popsana operace se snadno aplikuje na diagonalni matice.
9 0 3 0 . -3 0
[C]_[04] :>[U]—l0 Q]avsak[U];él 02]

Tento piiklad naznacuje, ze pozadované vlastnosti [C] jsou nezbytné proto, aby se dala
odmocnina viibec provést, zatimco predpoklady kladené na [U] zajistuji jednoznacnost
vysledku.

Existence: Diikaz existence je mozno spojit s popisem algoritmu vypoctu.

1. Vypoc¢teme vlastni ¢isla yy a vlastni vektory {¢x} matice [C].

2. Jelikoz [C] je positivné definitni, jsou vSechna vlastni ¢isla kladna a mitizeme je
odmocnit: A\, = /i, > 0. Sestrojime modélni matici z vlastnich vektori [C]
a diagonalni matici odmocnin vlastnich c¢isel

(@] = [{w1} {wa} -~ {en}], [Al =diagh Az -+ A (A7)

3. Definujeme
U] = [@][A][@] (A.8)

Takto ziskand matice je urcena svym spektralnim rozkladem. Z né&j vyplyva, ze [U] je
symetrickd a positivné definitni (jeji vlastni ¢isla A, > 0). JelikoZ

[A]? = [AJ[A] = diag[AT XS -+ 7] = diaglur po <+ pun] (A.9)
méme pro [C] spektralni vyjadien
[C] = [@][A]*[@]" (A.10)
Soudasné
U] = [@][A][@]"[@][A][@]" = [@][A]*[@]" (A.11)

Je tedy [U)? = [C].

Jednoznac¢nost: Ozna¢me jako [[7 ] libovolnou matici spliujici podminky véty o od-
mocniné. Pro kazdé vlastni ¢islo p a odpovidajici vlastni vektor {¢} matice [C] je
splnéno

(01 + VEI)([U] = VilD{e} = (U - ulIl){e} = {0} (A.12)
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Oznadime-li {z} = ([U] — Vi) {e}, musi platit
(101 + v 1) {z} = {0} (A.13)

To je mozné jediné tehdy, kdyz budto {z} = {0}, anebo —,/z je vlastni cislo [0].
Druha moznost nepfichazi v tvahu, protoze positivné definitni matice nemize mit
zaporné vlastni ¢islo. Zbyva

{z} = ([0) = Vi) {p} = {0} (A.14)

Odtud plyne, ze /1, {¢} jsou vlastni ¢islo a vlastni vektor [U]. V tom piipadé vsak

Ize matici [U] vyjadiit pomoci spektralniho rozkladu ve tvaru (A.8), takze [U] = [U].
Tento elegantni dikaz byl predlozen Stephensonem [21].

A.3 TUmocnovani matic

Definice: Necht [U] je redlnd symetrickd matice, se spektralnim rozkladem

U] = [@][A][@]" (A.15)
Necht m je redlné ¢islo. Symbolem [U]™ rozumime matici definovanou jako
U] = [@][A]"[2]" (A.16)

kde
[A]™ == diag[A]" A3" AY'] (A.17)

Matici [U]™ nazyvame m-tou mocninou [U] nebo také mocninou [U] na
exponent m.

Poznamka: Nové zavedend definice musi byt kompatibilni s obvyklymi pojmy. Pro-
véfime proto nékteré specialni pripady. Necht m je ¢islo prirozené. Potom

o = [Uliv]--- U] (A.18)

Dosazenim spektralniho rozkladu a vyuzitim toho, Ze modalni matice je ortonormalni,
takZe se vSechny vnitini matice [®] vykrati, dostaneme

O] = [@][A][A] - - [A)[@]" = [@][A]™[@]" (A.19)
coz je kombatibilni s definici (A.16). Pro inverzi matice plati
O]~ = ([@)[A)[@]") " = [@][A]'[@]" (A.20)
ale inverze diagonalni matice dava
[A]7! = diag[A\T" A5 A3 (A.21)
a to je opét v souladu s (A.16) pii m = —1. Podobnym zptsobem se presvédcime, 7e
[U]° =[I] a [C]% = 4/[C] jsou dalsi specialni pfipady. Poznamenejme, 7e pro vysoka

celd ¢isla m miize byt spektralni metoda umocnovani podstatné rychlejsi nez primy
vypocet podle (A.18).
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A.4 Isotropni funkce

Definice: Necht [U] je redlnd matice. Necht f je funkce pfifazujici kazdé
realné matici [U] redlnou matici f([U]). O funkci f fekneme, Ze je isotropni
pravé tehdy, kdyz plati

fQIulQr) = [RIA (U (A.22)

pro kazdou ortonormalni matici [@Q)].

Isotropni funkee jsou napf. [U]™! a /[U]. V predchozi sekci A.3 jsme definovali
obecnou mocninu symetrické matice na realny exponent. Dokazeme, Ze tato operace je
isotropni a vySe zminéné funkce (inverze a odmocnina) se daji chapat jako jeji specialni
ptipady. Pro symetrickou matici [U] mame k dispozici spektralni rozklad

U] = [@][A][@]" (A.23)

takze [Q][®] bude modélni matice sou¢inu [Q][U][Q]" = [Q][®][A][®]"[Q]". Z defi-
nice (A.16) potom ihned plyne

([QUUNQI)™ = [QI[@lA™[e] [Q]" = [QIUT™ QI (A.24)

Piimé dikazy istotropnosti nékterych jednoduchych funkci, bez omezeni na symetrické
operatory, jsou ponechany jako cvic¢eni na konci Sekce 3.1.

Vratme se jesté ke spektralnimu rozkladu (A.23). Vzhledem k tomu, Ze modélni
matice je vzdy ortonormalni, musi platit

F([U]) = [@]f(AD[@] (A.25)

Pro symetrické matice nam to umoznuje zavést celou tiidu isotropnich funkci genero-
vanou obyc¢ejnymi funkcemi jedné proménné (napf. sinus) jako

F([A]) = diag[f (A1) f(A2) f(As)] (A.26)

Do této kategorie spada napriklad Henckyho tensor deformace, definovany v ¢asti 3.1.5
s f(+) :== In(+). Déle je zajimavé poznamenat, 7e isotropni funkce aplikovana na dia-
gonalni matici dava zase diagonalni matici — o tom pojednava nasledujici véta. V di-
sledku toho predstavuje vyraz (A.25) spektralni rozklad a matice [U] a f([U]) maji
shodné vlastni vektory [®]. V kontextu tensorového poctu to znamena, Ze isotropni
funkce zachovava hlavni osy tensoru, pricemz prislusné slozkové matice se diagonalizuji
ve stejné bazi.

Véta: Necht [A] je diagonalni matice a f isotropni funkce. Matice f([A])

je rovnéz diagonalni.
Dikaz: Myslenka je prevzata z Gurtinovy knihy [8]. Diagondlni matice [A] ma jed-
notkové vlastni vektory. Oznacme jako {t)} prvni z nich, tedy

1

{} =40 (A.27)
0
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Zvolme ortonormalni matici (@] timto zptisobem

Q] = diag[-111] = [Q{¢} = —{y} (A.28)
ProtoZe f je isotropnf funkce, bude
[QRIF(ADIR]" = FIRIAIQI") = F([A]) (A.29)
Tuto rovnici vynésobfme zprava vektorem [Q]{¢)} a s vyuZitim (A.28) dostaneme
[QIF(AD{w} = FIADIQIY} = = f([AD{v} (A.30)

Vektor f([A]){1} oznaéme jako {v}. Posledni rovnice ptejde do tvaru [Q]{v} = —{v}

anebo ve slozkach
[Q{v} = { v; } = { —v; } = —{v} (A.31)

Resenim je vy = v3 = 0, a tudiz

FOAD () = {v} = { 8 } o (A.32)

Vidime, ze {1} je vlastni vektor nejen [A], ale také f([A]). Stejnym zpiisobem zpra-
cujeme i zbyvajici dva vlastni vektory, {0 1 0}7 a {0 0 1}7, takze f([A]) je diagonalni
matice.



Priloha B

Vzorové priklady

V této ptiloze je prehledné uvedeno pét vzorovych prikladi, které byly podrobné ro-
zebirany v predchozim textu a které jsou mnohdy potiebné pro vypracovani cviceni.
Komentare k prikladim jsou na tomto misté omezeny na minimum.

B.1 Priklad 1: zobrazeni oblasti

Je dano zobrazeni 2y — €); pomoci transformace souradnic

ry = X1+at2

Ty = X2+bX2t+ct2} abeccR (B-1)

V case t =0 je x; = Xy a x5 = X,. Inverzni zobrazeni

X1 = T — at2
x, = %= ct? (B.2)
1+ 0t
Podminka resitelnosti
1+bt>0 (B.3)
omezuje, v pripadé b < 0, ¢asovy interval na ¢t € [0,1/]b]). Deformaé¢ni gradient
1 0
Fl= lo 1+bt] (B-4)
jeho inverze
R
[F]™' = o L (B.5)
L0 5 )
a jacobian
J=1+bt (B.6)

Matici [F]~! lze pocitat jak inverzi (B.4), tak derivovanim (B.2). Slozky rychlosti

Vi = 2at

Vo = bXy+2ct (B7)
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Substitutci za Xy prejdeme k Eulerové popisu

vy = 2at
Ty — ct? (B.8)
= b 2ct
2 Lo C

Zrychleni
Al = 20 = o
Ay = 2¢ = ay

V tomto konkrétnim pripadé zrychleni neni funkci souradnic.

B.2 Priklad 2: jednoosa deformace

Xo

R T— N
ul(XlaXQ) = l_Xl
0
ho
U9 (Xl, XQ) = 0
lo Al X1
Gradient posunuti
Al
2] =1 I (B.10)
0 0
Deformacni gradient
1+ Al 0
Fl=| ' (B.11)
0 1
Jacobian Al
J:1+l—>0 (B.12)
0
odpovida pomeéru objemii. Tensor malé deformace
Al 0
=1 T (B.13)
0 0

Al+1 Al 2 0
lo 2\ 1, (B.14)
0
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Polarni rozklad F = RU = VR

Al Al
10 1+— 0 1+— 0 10
[F] = l ] lo = lo [ ] (B.15)
0 1 0 1 0 1 0 1
B.3 Priklad 3: prosty smyk
Xy
/\ U1 (Xl, XQ) = XQ tan Y
0
’ U9 (Xl, X2) =0
lo X1
Gradient posunuti ]
_ | 0 tanvy
2] = 0 0 ] (B.16)
Deformacni gradient
| 1 tanvy
[F] = l 01 ] (B.17)
Jacobian
J=1 (B.18)
Deformace je isochoricka. Tensor malé deformace
1 0 tanvy
= 2 l tany 0 ] (B.19)
Greentiv-Lagrangetv tensor
1 0  tanvy
le] = 2 [ tan~y tan?-y ] (B.20)

Polarni rozklad F = RU = VR

7 - il 2 ]2
1

) ] (B.21)

kde g = tan~y.



B.4. PRIKLAD 4: ROTACE

B.4 Priklad 4: rotace

Xo

X
uy (X1, Xo) = Xi(cosp — 1) — Xy sinp

ue (X1, X3) = Xysinp + Xp(cosp — 1)

Ry

Gradient posunuti
[2]

Deformacni gradient

Jacobian

Xy

—sinp
sin ¢ cosp — 1

| |

J=cos’ p+sinp=1

cosp — 1

-| |

[F]

—sing
Cos

Cos ¢
sin @

Pohyb je isochoricky. Tensor malé deformace

(] =

Greentiv-Lagrangetv tensor

0
cosp — 1

cosp — 1
0

|

2le] = [F]"[F] - [1] = [0]

|

Polarni rozklad F = RU = VR

—sinp
cos

cos
sin

7=

Dosazenim ¢ = wt
Uy

10
0 1

10
01

—sinp
cos

CoS ¢
sin @

Lo 1= vl |

Xi(coswt — 1) — Xy sin wt

uy = Xjysinwt+ Xy(coswt — 1)
Ptepocet soutradnic
1 =X;+u; = Xjcoswt— Xosinwt
To = Xog+uy = Xisinwt+ X,coswt
Slozky rychlosti
Vi = —w(Xjsinwt+ Xocoswt) = —wry = vy
Vo =  w(Xjcoswt — Xosinwt) = wrp = vy
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a zrychleni
a) = —w2x1
o = —w2x2

(B.31)

B.5 Priklad 5: jednoosa napjatost



Priloha C

Znaceni

Poznamkou (alt) jsou opatieny ty symboly, které se vyskytuji ve vice vyznamech. Jde
spiSe o vyjimecné pripady, u nichz je z kontextu vzdy zfejmé, jakou veli¢inu na da-
ném misté oznacuji. Napt A mize byt Lamého konstanta v Hookeové zakoné, druhé
viskozita v Newtonové-Stokesové modelu vazké tekutiny, tepelna vodivost nebo ko-
ne¢né pomér A = [/ly predstavujici jednoosé protazeni. Ani v tak extrémnim piikladé
mnohondsobného pouziti vsak velké nebezpeci konfliktu nehrozi.

Oznacovani tensorovych veli¢in je vysvétleno v prehledu poznatki, v Sekci 2.2.
Koncepcné je kazdy tensor definovan prostiednictvim svych kartézskych slozek a ty
jsou, tam kde je to mozné, usporadany do matice. Naptiklad tensor druhého radu E
ma slozky Fj;, takze je mu prifazena matice [E]. V tomto prehledu jsou uvedeny pouze
generické symboly, napr. E.

Recka pismena

« soucinitel délkové roztaznosti v 1/K

Yijk Levi-Civitiv permutacni symbol

I, hranice €2,

dij Kroneckertv symbol

Al prodlouzeni; posuv

Aq teplo dodané p¥i zméné stavu na jednotku objemu v J/m?
ASy ¢ast plochy ASy C Sy

AS; ¢ast plochy AS; C S;

AT teplotni rozdil; AT =T — Ty

Aw prace vn&jii sily vztaZend na jednotku objemu v J/m?

€ pomérné prodlouzeni; e = Al/l

€ tensor malé deformace

n hustota entropie v J/m3K (tvod) nebo J/kgK (hlavni ¢ast)
0 pomérna zména objemu

K tepelny zdroj ve W/m? v aktudlni konfiguraci

K tepelny zdroj ve W/m? v referen¢ni konfiguraci

A Lamého konstanta v Pa

107



Latinka

Z (alt)
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druha dynamicka viskozita v Pa-s

tepelnd vodivost ve W/mK

jednoosé protazeni A =1/l

hlavni protazeni; vlastni ¢isla [U] a [V]
spektralni matice [A] = diag[A; Ay Ag]

Lamého konstanta; p = G

prvni dynamické viskozita v Pa-s

Poissonovo ¢islo

kinematicka viskozita v m?/s

hustota v kg/m3

poc¢atecni hustota v kg/m3

napéti v Pa; o = F/A

Cauchyho tensor napéti

napéti konjugované k E

Eulerovské vyjadieni veli¢iny T = ¢(x;, 1)

tthel

vlastni vektory

Lagrangeovské vyjadieni veli¢iny T = ¢(X;, t)
modalni matice [®] = [¢1 @2 @3]

zobrazeni 0y — Q,; vyjadiené jako funkce x(X,?)
zobrazeni 0, — Qg vyjadiené jako funkce X(x, t)
hustota volné energie v J/m?® (tivod) nebo J/kg (hlavni ¢4st)
uhlova rychlost

axialni vektor tthlové rychlosti

kontrolni objem v Eulerové popisu

referen¢ni oblast (konfigurace) v Lagrangeové popisu; téleso
aktualni konfigurace; zdeformované téleso

vektor zrychleni

Almansiho tensor deformace

priifez v m?

matice prechodu (smérové kosiny)

pocatecni pritrez

eulerovsky tensor deformace; A = f(V)
zrychleni jako funkce v Lagrangeové popisu
objemové sila v N/m? v aktudlni konfiguraci
Biotiiv tensor deformace

objemova sila v N/m3 v referen¢ni konfiguraci
soucinitel tepelné kapacity v J/m3K
Cauchyho-Greentiv deformacni tensor; metricky tensor
teCny tensor; Hessian energie

prostorovy operator divergence vzhledem k z;
délka elementarni tsecky dx



(alt)
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délka elementarni tsecky dX

materidlovy operator divergence vzhledem k X,
symetrickd cast rychlostniho gradientu
Greeniiv-Lagrangetiv tensor deformace (GL tensor)
jednotkové vektory; ortonormalni baze

modul pruznosti v Pa

lagrangeovsky tensor deformace; E = f(U)

sila v N

vektor sily

deformacni gradient; F = Grad X

prostorovy gradient vzhledem k z;

vektor gravita¢niho zrychleni v m/s?

modul pruznosti ve smyku v Pa

materidlovy gradient vzhledem k X

délkovy rozmér; vyska desky

pocatecni rozmeér

vektor tepelného toku ve W/m?

Henckyho logaritmicky tensor deformace
Pioliv vektor vedeni tepla ve W/m?

hlavni invarianty

mocninné invarianty; I, = L tr (")

jednotkova matice

jednotkovy tensor definovany slozkami d;;, resp. []
jacobian zobrazeni Qy — Qy; J = det |F|

modul objemové pruznosti v Pa

kinetickd energie v J

délkovy rozmér; délka tyce nebo desky
pocatecni délka

charakteristickd délka v m

rychlostni gradient; L = grad v

1. Pioliv-Kirchhoffiv tensor napéti (1PK tensor)
hustota tepelného vykonu ve W/m?

tepelny vykon ve W

Reynoldsovo ¢islo

tensor rotace

Euklidovsky prostor

entropie v J/K

uzaviend plocha (hranice) obklopujici 1}
uzaviend plocha (hranice) obklopujici V;

2. Pioltv-Kirchhoffiv tensor napéti (2PK tensor)
stopa tensoru; tr(€) = €11 + €23 + €33

cas

vektor napéti v Pa

termodynamicka (absolutni) teplota v K
teplota okoli v K, napt. Ty = 300 K
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T, referenc¢ni teplota v K, napt. T, = Tj

T vektor napéti v referencni konfiguraci v Pa

T (alt) zastupny symbol pro obecnou tensorovou veli¢inu

T materidlova derivace veli¢iny T

u vnitin{ energie v J/m? (tivod) nebo J/kg (hlavni ¢4st)

u pole posunuti

U vnitini energie v J

U pravostranny tensor protazeni

v vektor rychlosti

V objem v m?

V' (alt) charakteristickd rychlost v m/s

Vo libovolné zvolena podoblast télesa; Vi C €2

Vi libovolné zvolena podoblast zdeformovaného télesa; V; C €,
\% levostranny tensor protazeni

V(X;, 1) rychlost jako funkce v Lagrangeové popisu

V vektorovy prostor

w hustota mechanického vykonu ve W/m?

W mechanicky vykon ve W

\%\% virovy tensor; spin

T prostorové (Eulerovské) soufadnice; slozky vektoru x

x € R? bod prostoru; radiusvektor v c¢ase t > 0

X; materidlové (Lagrangeovské) souradnice; slozky vektoru X
X € Qy materidlovy bod (hmotny bod, ¢astice); radiusvektor v ¢ase t = 0

z gradient posunuti; z = Grad u
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