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=②♣❡ E♣❛❝❡E

c

LMpθ,ω(R
n, v) ❛♥❞ ✇❡✐❣❤=❡❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦11❡②✲=②♣❡ E♣❛❝❡E LMpθ,ω(R

n, v) ❛1❡ ❝❤❛1❛❝✲

=❡1✐③❡❞✳ ■♥ ♣❛1=✐❝✉❧❛1✱ =✇♦✲E✐❞❡❞ ❡E=✐♠❛=❡E ♦❢ =❤❡ ♦♣=✐♠❛❧ ❝♦♥E=❛♥= c ✐♥ =❤❡ ✐♥❡H✉❛❧✐=②

(∫ ∞

0

(∫

B(0,t)

f(x)p2v2(x) dx

) q2
p2

u2(t) dt

) 1
q2

≤ c

(∫ ∞

0

(∫

cB(0,t)

f(x)p1v1(x) dx

) q1
p1

u1(t) dt

) 1
q1

, f ≥ 0

❛1❡ ♦❜=❛✐♥❡❞✱ ✇❤❡1❡ p1, p2, q1, q2 ∈ (0,∞)✱ p2 ≤ q2 ❛♥❞ u1, u2 ❛♥❞ v1, v2 ❛1❡ ✇❡✐❣❤=E ♦♥ (0,∞)
❛♥❞ R

n
✱ 1❡E♣❡❝=✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣1♦♦❢ ✐E ❜❛E❡❞ ♦♥ =❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ❞✉❛❧✐=② =❡❝❤♥✐H✉❡E ✇✐=❤

❡E=✐♠❛=❡E ♦❢ ♦♣=✐♠❛❧ ❝♦♥E=❛♥=E ♦❢ =❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ 1❡❧❛=✐♦♥E ❜❡=✇❡❡♥ ✇❡✐❣❤=❡❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦11❡②✲=②♣❡

❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥=❛1② ❧♦❝❛❧ ▼♦11❡②✲=②♣❡ E♣❛❝❡E ❛♥❞ ✇❡✐❣❤=❡❞ ▲❡❜❡E❣✉❡ E♣❛❝❡E✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇E =♦

1❡❞✉❝❡ =❤❡ ♣1♦❜❧❡♠ =♦ ✉E✐♥❣ ♦❢ =❤❡ ❦♥♦✇♥ ❍❛1❞②✲=②♣❡ ✐♥❡H✉❛❧✐=✐❡E✳
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❚❤❡ ❝❧❛EE✐❝❛❧ ▼♦11❡② E♣❛❝❡E Mp,λ ≡ Mp,λ(R
n)✱ ✇❡1❡ ✐♥=1♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈✳ ▼♦11❡② ✐♥ ❬✷✻❪ ✐♥ ♦1❞❡1

=♦ E=✉❞② 1❡❣✉❧❛1✐=② H✉❡E=✐♦♥E ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛1 ✐♥ =❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉E ♦❢ ❱❛1✐❛=✐♦♥E✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛E ❢♦❧❧♦✇E✿

❢♦1 0 ≤ λ ≤ n ❛♥❞ 1 ≤ p ≤ ∞✱

Mp,λ :=

{
f ∈ Lloc

p (Rn) : ‖f‖Mp,λ
:= sup

x∈Rn, r>0
r

λ−n
p ‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

}
,

✇❤❡1❡ B(x, r) ✐E =❤❡ ♦♣❡♥ ❜❛❧❧ ❝❡♥=❡1❡❞ ❛= x ♦❢ 1❛❞✐✉E r✳
◆♦=❡ =❤❛= Mp,0(R

n) = L∞(R
n) ❛♥❞Mp,n(R

n) = Lp(R
n)✳
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❛♥❞ 3❤❡ ✐♥✈❡(3✐❣❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❢✉♥❝3✐♦♥❛❧✲❛♥❛❧②3✐❝ ♣,♦♣❡,3✐❡( ♦❢ 3❤❡♠ ❛♥❞ ,❡❧❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡(❡ (♣❛❝❡(

✇✐3❤ ♦3❤❡, ❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝3✐♦♥ (♣❛❝❡( ✭(❡❡✱ ❢♦, ✐♥(3❛♥❝❡✱ ❬✶✷✱ ✶✱ ✷✼✱ ✶✼✱ ✶✽❪✮✳ ❲❡ ,❡❢❡, 3❤❡ ,❡❛❞❡, 3♦

3❤❡ (✉,✈❡②( ❬✷❪ ❛♥❞ ❬✸❪ ❢♦, ❛ ❝♦♠♣,❡❤❡♥(✐✈❡ ❞✐(❝✉((✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❤✐(3♦,② ♦❢ LMpθ,ω ❛♥❞

c

LMpθ,ω✳

▲❡3 A ❜❡ ❛♥② ♠❡❛(✉,❛❜❧❡ (✉❜(❡3 ♦❢ R
n
✱ n ≥ 1✳ ❇② M(A) ✇❡ ❞❡♥♦3❡ 3❤❡ (❡3 ♦❢ ❛❧❧ ♠❡❛(✉,❛❜❧❡

❢✉♥❝3✐♦♥( ♦♥ A✳ ❚❤❡ (②♠❜♦❧ M
+(A) (3❛♥❞( ❢♦, 3❤❡ ❝♦❧❧❡❝3✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ f ∈ M(A) ✇❤✐❝❤ ❛,❡

♥♦♥✲♥❡❣❛3✐✈❡ ♦♥ A✳ ❚❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤3 ❢✉♥❝3✐♦♥( ✭❛❧(♦ ❝❛❧❧❡❞ ❥✉(3 ✇❡✐❣❤3(✮ ♦♥ A✱ 3❤❛3 ✐(✱
♠❡❛(✉,❛❜❧❡✱ ♣♦(✐3✐✈❡ ❛♥❞ ✜♥✐3❡ ❛✳❡✳ ♦♥ A✱ ✐( ❣✐✈❡♥ ❜② W(A)✳

❋♦, p ∈ (0,∞]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 3❤❡ ❢✉♥❝3✐♦♥❛❧ ‖ · ‖p,A ♦♥ M(A) ❜②

‖f‖p,A :=

{ (∫
A
|f(x)|p dx

)1/p
✐❢ p <∞

ess supA |f(x)| ✐❢ p =∞
.

■❢ w ∈ W(A)✱ 3❤❡♥ 3❤❡ ✇❡✐❣❤3❡❞ ▲❡❜❡(❣✉❡ (♣❛❝❡ Lp(w,A) ✐( ❣✐✈❡♥ ❜②

Lp(w,A) ≡ Lp,w(A) := {f ∈M(A) : ‖f‖p,w,A := ‖fw‖p,A <∞}.

❲❤❡♥ A = R
n
✱ ✇❡ ♦❢3❡♥ ✇,✐3❡ (✐♠♣❧② Lp,w ❛♥❞ Lp(w) ✐♥(3❡❛❞ ♦❢ Lp,w(A) ❛♥❞ Lp(w,A)✱ ,❡(♣❡❝✲

3✐✈❡❧②✳

❚❤,♦✉❣❤♦✉3 3❤❡ ♣❛♣❡,✱ ✇❡ ❛❧✇❛②( ❞❡♥♦3❡ ❜② c ❛♥❞ C ♣♦(✐3✐✈❡ ❝♦♥(3❛♥3(✱ ✇❤✐❝❤ ❛,❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥3 ♦❢ ♠❛✐♥ ♣❛,❛♠❡3❡,( ❜✉3 ✐3 ♠❛② ✈❛,② ❢,♦♠ ❧✐♥❡ 3♦ ❧✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡, ❛ ❝♦♥(3❛♥3 ✇✐3❤ (✉❜(❝,✐♣3

(✉❝❤ ❛( c1 ❞♦❡( ♥♦3 ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐✛❡,❡♥3 ♦❝❝✉,,❡♥❝❡(✳ ❇② a . b✱ ✭b & a✮ ✇❡ ♠❡❛♥ 3❤❛3 a ≤ λb✱
✇❤❡,❡ λ > 0 ❞❡♣❡♥❞( ♦♥ ✐♥❡((❡♥3✐❛❧ ♣❛,❛♠❡3❡,(✳ ■❢ a . b ❛♥❞ b . a✱ ✇❡ ✇,✐3❡ a ≈ b ❛♥❞ (❛②

3❤❛3 a ❛♥❞ b ❛,❡ ❡W✉✐✈❛❧❡♥3✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦3❡ ❜② 1 3❤❡ ❢✉♥❝3✐♦♥ 1(x) = 1✱ x ∈ R✳

●✐✈❡♥ 3✇♦ W✉❛(✐✲♥♦,♠❡❞ ✈❡❝3♦, (♣❛❝❡( X ❛♥❞ Y ✱ ✇❡ ✇,✐3❡ X = Y ✐❢ X ❛♥❞ Y ❛,❡ ❡W✉❛❧ ✐♥

3❤❡ ❛❧❣❡❜,❛✐❝ ❛♥❞ 3❤❡ 3♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ (❡♥(❡ ✭3❤❡✐, W✉❛(✐✲♥♦,♠( ❛,❡ ❡W✉✐✈❛❧❡♥3✮✳ ❚❤❡ (②♠❜♦❧ X →֒ Y
✭Y ←֓ X✮ ♠❡❛♥( 3❤❛3 X ⊂ Y ❛♥❞ 3❤❡ ♥❛3✉,❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ I ♦❢ X ✐♥ Y ✐( ❝♦♥3✐♥✉♦✉(✱ 3❤❛3 ✐(✱

3❤❡,❡ ❡①✐(3 ❛ ❝♦♥(3❛♥3 c > 0 (✉❝❤ 3❤❛3 ‖z‖Y ≤ c‖z‖X ❢♦, ❛❧❧ z ∈ X✳ ❚❤❡ ❜❡(3 ❝♦♥(3❛♥3 ♦❢ 3❤❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ X →֒ Y ✐( ‖ I ‖X→Y ✳

❚❤❡ ✇❡✐❣❤3❡❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦,,❡②✲3②♣❡ (♣❛❝❡( LMpθ,ω(R
n, v) ❛♥❞ ✇❡✐❣❤3❡❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥3❛,② ❧♦❝❛❧

▼♦,,❡②✲3②♣❡ (♣❛❝❡( LMpθ,ω(R
n, v) ❛,❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✿ ▲❡3 0 < p, θ ≤ ∞✳ ❆((✉♠❡ 3❤❛3

ω ∈M
+(0,∞) ❛♥❞ v ∈ W(Rn)✳

LMpθ,ω(R
n, v) :=

{
f ∈ Lloc

p,v(R
n) : ‖f‖LMpθ,ω(Rn,v) <∞

}
,

✇❤❡,❡

‖f‖LMpθ,ω(Rn,v) :=
∥∥‖f‖p,v,B(0,r)

∥∥
θ,ω,(0,∞)

,

❛♥❞

c

LMpθ,ω(R
n, v) :=

{
f ∈∩t>0Lp,v(

c

B(0, t)) : ‖f‖ cLMpθ,ω(Rn,v) <∞

}
,

✇❤❡,❡

‖f‖ c

LMpθ,ω(Rn,v) :=
∥∥‖f‖p,v, cB(0,r)

∥∥
θ,ω,(0,∞)

.



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✸✻

❘❡♠❛$❦ ✶✳ ■♥ ❬✺❪ ❛♥❞ ❬✼❪ ✐+ ✇❛- ♣/♦✈❡❞ +❤❛+ +❤❡ -♣❛❝❡- LMpθ,ω(R
n) := LMpθ,ω(R

n,1) ❛♥❞

c

LMpθ,ω(R
n) :=

c

LMpθ,ω(R
n,1) ❛/❡ ♥♦♥✲+/✐✈✐❛❧✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥-✐-+- ♥♦+ ♦♥❧② ♦❢ ❢✉♥❝+✐♦♥- ❡<✉✐✈❛❧❡♥+ +♦

0 ♦♥ R
n
✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

‖ω‖θ,(t,∞) <∞, ❢♦/ -♦♠❡ t > 0, ✭✶✳✶✮

❛♥❞

‖ω‖θ,(0,t) <∞, ❢♦/ -♦♠❡ t > 0, ✭✶✳✷✮

/❡-♣❡❝+✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ -❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥ ✐- +/✉❡ ❢♦/ LMpθ,ω(R
n, v) ❛♥❞

c

LMpθ,ω(R
n, v) ❢♦/ ❛♥② v ∈

W(Rn)✳

❚❤❡ ♣/♦♦❢ ♦❢ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -+❛+❡♠❡♥+ ✐- -+/❛✐❣❤+❢♦/✇❛/❞✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳ ✭✐✮ ■❢ ‖ω‖θ,(t1,∞) =∞ ❢♦# $♦♠❡ t1 > 0✱ (❤❡♥

f ∈ LMpθ,ω(R
n, v)⇒ f = 0 ❛✳❡✳ ♦♥ B(0, t1).

✭✐✐✮ ■❢ ‖ω‖θ,(0,t2) =∞ ❢♦# $♦♠❡ t2 > 0✱ (❤❡♥

f ∈
c

LMpθ,ω(R
n, v)⇒ f = 0 ❛✳❡✳ ♦♥

c

B(0, t2).

▲❡+ 0 < θ ≤ ∞✳ ❲❡ ❞❡♥♦+❡ ❜②

Ωθ : =
{
ω ∈M

+(0,∞) : 0 < ‖ω‖θ,(t,∞) <∞, t > 0
}
,

c

Ωθ : =
{
ω ∈M

+(0,∞) : 0 < ‖ω‖θ,(0,t) <∞, t > 0
}
.

▲❡+ v ∈ W(Rn)✳ ■+ ✐- ❡❛-② +♦ -❡❡ +❤❛+ LMpθ,ω(R
n, v) ❛♥❞

c

LMpθ,ω(R
n, v) ❛/❡ <✉❛-✐✲♥♦/♠❡❞

✈❡❝+♦/ -♣❛❝❡- ✇❤❡♥ ω ∈ Ωθ ❛♥❞ ω ∈
c

Ωθ✱ /❡-♣❡❝+✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -+❛+❡♠❡♥+- ❛/❡ ✐♠♠❡❞✐❛+❡ ❝♦♥-❡<✉❡♥❝❡- ♦❢ ❋✉❜✐♥✐✬- ❚❤❡♦/❡♠ ❛♥❞ ✇❡/❡ ♦❜✲

-❡/✈❡❞ ✐♥ ❬✺❪ ❛♥❞ ❬✼❪✱ ❢♦/ v = 1✱ /❡-♣❡❝+✐✈❡❧②✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳ ▲❡( 0 < p ≤ ∞ ❛♥❞ v ∈ W(Rn)✳ ❚❤❡♥

✭✐✮ LMpp,ω(R
n, v) = Lp(w)✱ ✇❤❡#❡ w(x) := v(x)‖ω‖p,(|x|,∞), x ∈ R

n
✳

✭✐✐✮

c

LMpp,ω(R
n, v) = Lp(w)✱ ✇❤❡#❡ w(x) := v(x)‖ω‖p,(0,|x|), x ∈ R

n
✳

❘❡❝❛❧❧ +❤❛+ +❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ /❡❧❛+✐♦♥- ❜❡+✇❡❡♥ ✇❡✐❣❤+❡❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦//❡②✲+②♣❡ -♣❛❝❡- ❛♥❞

✇❡✐❣❤+❡❞ ▲❡❜❡-❣✉❡ -♣❛❝❡-✱ +❤❛+ ✐-✱ +❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣-

Lp1(v1) →֒ LMp2θ,ω(R
n, v2), ✭✶✳✸✮

Lp1(v1) →֒
c

LMp2θ,ω(R
n, v2), ✭✶✳✹✮

Lp1(v1) ←֓ LMp2θ,ω(R
n, v2), ✭✶✳✺✮

Lp1(v1) ←֓
c

LMp2θ,ω(R
n, v2) ✭✶✳✻✮

❛/❡ ❝♦♠♣❧❡+❡❧② ❝❤❛/❛❝+❡/✐③❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✳

❖✉/ ♣/✐♥❝✐♣❛❧ ❣♦❛❧ ✐♥ +❤✐- ♣❛♣❡/ ✐- +♦ ✐♥✈❡-+✐❣❛+❡ +❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ /❡❧❛+✐♦♥- ❜❡+✇❡❡♥ ✇❡✐❣❤+❡❞

❝♦♠♣❧❡♠❡♥+❛/② ❧♦❝❛❧ ▼♦//❡②✕+②♣❡ -♣❛❝❡- ❛♥❞ ✇❡✐❣❤+❡❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦//❡② +②♣❡ -♣❛❝❡- ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡/-❛✱

+❤❛+ ✐-✱ +❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣-

c

LMp1θ1,ω1(R
n, v1) →֒ LMp2θ2,ω2(R

n, v2), ✭✶✳✼✮

LMp1θ1,ω1(R
n, v1) →֒

c

LMp2θ2,ω2(R
n, v2). ✭✶✳✽✮



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✸✼

❚❤❡ ❛♣♣'♦❛❝❤ ✉+❡❞ ✐♥ /❤✐+ ♣❛♣❡' ❝♦♥+✐+/+ ♦❢ ❛ /❤❡ ❞✉❛❧✐/② ❛'❣✉♠❡♥/ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐/❤ ❡+/✐♠❛/❡+ ♦❢

♦♣/✐♠❛❧ ❝♦♥+/❛♥/+ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣+ ✭✶✳✸✮ ✲ ✭✶✳✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇+ ✉+ /♦ '❡❞✉❝❡ /❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ /♦ ✉+✐♥❣

/❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❛'❞②✲/②♣❡ ✐♥❡?✉❛❧✐/✐❡+

∥∥‖H∗f‖p,u,(0,·)
∥∥
q,w,(0,∞)

≤ c ‖f‖θ,v,(0,∞), f ∈M
+(0,∞), ✭✶✳✾✮

✇✐/❤

(H∗f)(t) :=

∫ ∞

t

f(τ) dτ, t > 0,

✇❤❡'❡ u, v, w ❛'❡ ✇❡✐❣❤/+ ♦♥ (0,∞) ❛♥❞ 0 < p, q ≤ ∞✱ 1 < θ < ∞✳ ❚❤❡'❡ ❡①✐+/+ ❞✐✛❡'❡♥/

❝'✐/❡'✐❛ ❢♦' /❤❡ ✈❛❧✐❞✐/② ♦❢ /❤❡+❡ ✐♥❡?✉❛❧✐/✐❡+ ✭❢♦' ♠♦'❡ ❞❡/❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦'♠❛/✐♦♥ +❡❡✱ ❢♦' ✐♥+/❛♥❝❡✱

❬✶✾❪ ❛♥❞ ❬✷✵❪✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉+❡ ❝❤❛'❛❝/❡'✐③❛/✐♦♥+ ❢'♦♠ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ❬✷✷❪✳

◆♦/❡ /❤❛/ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣+ ✭✶✳✼✮ ✲ ✭✶✳✽✮ ❝♦♥/❛✐♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣+ ✭✶✳✸✮ ✲ ✭✶✳✻✮

❛+ ❛ +♣❡❝✐❛❧ ❝❛+❡✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❜② /❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛'✐❛❜❧❡+ x = y/|y|2 ❛♥❞ t = 1/τ ✱ ✐/ ✐+ ❡❛+② /♦ +❡❡

/❤❛/ ✭✶✳✽✮ ✐+ ❡?✉✐✈❛❧❡♥/ /♦ /❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

c

LMp1θ1,ω̃1(R
n, ṽ1) →֒ LMp2θ2,ω̃2(R

n, ṽ2),

✇❤❡'❡ ṽi(y) = vi(y/|y|
2)|y|−2n/pi ❛♥❞ ω̃i(τ) = τ−2/θiωi

(
1/τ

)
✱ i = 1, 2✳ ❚❤✐+ ❛❜+❡'✈❛/✐♦♥ ❛❧❧♦✇+

✉+ /♦ ❝♦♥❝❡♥/'❛/❡ ♦✉' ❛//❡♥/✐♦♥ ♦♥ ❝❤❛'❛❝/❡'✐③❛/✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✼✮✳ ❖♥ /❤❡ ♥❡❣❛/✐✈❡ +✐❞❡ ♦❢ /❤✐♥❣+

✇❡ ❤❛✈❡ /♦ ❛❞♠✐/ /❤❛/ /❤❡ ❞✉❛❧✐/② ❛♣♣'♦❛❝❤ ✇♦'❦+ ♦♥❧② ✐♥ /❤❡ ❝❛+❡ ✇❤❡♥✱ ✐♥ ✭✶✳✼✮ ✲ ✭✶✳✽✮✱ ♦♥❡

❤❛+ p2 ≤ θ2✳ ❯♥❢♦'/✉♥❛/❡❧②✱ ✐♥ /❤❡ ❝❛+❡ ✇❤❡♥ p2 > θ2 /❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❛'❛❝/❡'✐③❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡+❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣+ '❡♠❛✐♥+ ♦♣❡♥✳

■♥ ♣❛'/✐❝✉❧❛'✱ ✇❡ ♦❜/❛✐♥ /✇♦✲+✐❞❡❞ ❡+/✐♠❛/❡+ ♦❢ /❤❡ ♦♣/✐♠❛❧ ❝♦♥+/❛♥/ c ✐♥ /❤❡ ✐♥❡?✉❛❧✐/②

(∫ ∞

0

(∫

B(0,t)

f(x)p2v2(x) dx

) q2
p2

u2(t) dt

) 1
q2

≤ c

(∫ ∞

0

(∫

c

B(0,t)

f(x)p1v1(x) dx

) q1
p1

u1(t) dt

) 1
q1

,

✇❤❡'❡ p1, p2, q1, q2 ∈ (0,∞)✱ p2 ≤ q2 ❛♥❞ u1, u2 ❛♥❞ v1, v2 ❛'❡ ✇❡✐❣❤/+ ♦♥ (0,∞) ❛♥❞ R
n
✱

'❡+♣❡❝/✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♣❛♣❡' ✐+ ♦'❣❛♥✐③❡❞ ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✳ ❲❡ +/❛'/ ✇✐/❤ ❢♦'♠✉❧❛/✐♦♥+ ♦❢ ♦✉' ♠❛✐♥ '❡+✉❧/+ ✐♥ ❙❡❝✲

/✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ ♣'♦♦❢+ ♦❢ /❤❡ ♠❛✐♥ '❡+✉❧/+ ❛'❡ ♣'❡+❡♥/❡❞ ✐♥ ❙❡❝/✐♦♥ ✸✳

✷ ❙"❛"❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ♠❛✐♥ +❡,✉❧",

❲❡ ❛❞♦♣/ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉+✉❛❧ ❝♦♥✈❡♥/✐♦♥+✳

❈♦♥✈❡♥%✐♦♥ ✶✳ ✭✐✮ ❚❤"♦✉❣❤♦✉& &❤❡ ♣❛♣❡" ✇❡ ♣✉& 0/0 = 0✱ 0 · (±∞) = 0 ❛♥❞ 1/(±∞) = 0✳
✭✐✐✮ ❲❡ ♣✉&

p′ :=





p
1−p

✐❢ 0 < p < 1,

∞ ✐❢ p = 1,
p

p−1
✐❢ 1 < p <∞,

1 ✐❢ p =∞.

✭✐✐✐✮ ❚♦ 2&❛&❡ ♦✉" "❡2✉❧&2 ✇❡ ✉2❡ &❤❡ ♥♦&❛&✐♦♥ p→ q ❢♦" 0 < p, q ≤ ∞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

1

p→ q
=

1

q
−

1

p
✐❢ q < p,



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✸✽

❛♥❞ p→ q =∞ ✐❢ q ≥ p✳
✭✐✈✮ ■❢ I = (a, b) ⊆ R ❛♥❞ g ✐' ❛ ♠♦♥♦*♦♥❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦♥ I✱ *❤❡♥ ❜② g(a) ❛♥❞ g(b) ✇❡ ♠❡❛♥

*❤❡ ❧✐♠✐*' limt→a+ g(t) ❛♥❞ limt→b− g(t)✱ 4❡'♣❡❝*✐✈❡❧②✳

❖✉( ♠❛✐♥ (❡-✉❧/- ❛(❡ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /❤❡♦(❡♠-✳ ❚❤(♦✉❣❤♦✉/ /❤❡ ♣❛♣❡( ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦/❡

Ṽ (x) := ‖v−11 v2‖p1→p2,B(0,x), ❛♥❞ V(t, x) :=
Ṽ (t)

Ṽ (t) + Ṽ (x)
(t > 0, x > 0).

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✶✳ ▲❡* 0 < θ2 = p2 ≤ p1 = θ1 < ∞✳ ❆''✉♠❡ *❤❛* v1, v2 ∈ W(Rn)✱ ω1 ∈
c

Ωθ1 ❛♥❞

ω2 ∈ Ωθ2✳ ❚❤❡♥

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2) ≈
∥∥‖ω1‖

−1
p1,(0,|·|)

‖ω2‖p2,(|·|,∞)

∥∥
p1→p2,v

−1
1 v2,Rn .

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳ ▲❡* 0 < p1, p2, θ1, θ2 <∞ ❛♥❞ θ2 6= p2 ≤ p1 = θ1✳ ❆''✉♠❡ *❤❛* v1, v2 ∈ W(Rn)✱
ω1 ∈

c

Ωθ1 ❛♥❞ ω2 ∈ Ωθ2✳

✭✐✮ ■❢ p1 ≤ θ2✱ /❤❡♥

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥‖ω1‖
−1
p1,(0,|·|)

∥∥
p1→p2,v

−1
1 v2,B(0,t)

‖ω2‖θ2,(t,∞);

✭✐✐✮ ■❢ θ2 < p1✱ /❤❡♥

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0

∥∥‖ω1‖
−1
p1,(0,|·|)

∥∥p1→θ2

p1→p2,v
−1
1 v2,B(0,t)

d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

.

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✸✳ ▲❡* 0 < p1, p2, θ1, θ2 <∞ ❛♥❞ θ2 = p2 ≤ p1 6= θ1✳ ❆''✉♠❡ *❤❛* v1, v2 ∈ W(Rn)✱
ω1 ∈

c

Ωθ1 ❛♥❞ ω2 ∈ Ωθ2✳

✭✐✮ ■❢ θ1 ≤ p2✱ *❤❡♥

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−1
θ1,(0,t)

∥∥‖ω2‖p2,(|·|,∞)

∥∥
p1→p2,v

−1
1 v2,B(0,t)

;

✭✐✐✮ ■❢ p2 < θ1✱ *❤❡♥

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0

∥∥‖ω2‖p2,(|·|,∞)

∥∥θ1→p2

p1→p2,v
−1
1 v2,B(0,t)

d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,t)

)) 1
θ1→p2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

∥∥‖ω2‖p2,(|·|,∞)

∥∥
p1→p2,v

−1
1 v2,Rn .

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✱ ❚❤❡♦(❡♠- ✷✳✶ ✲ ✷✳✸ ❛(❡ -/(❛✐❣❤/❢♦(✇❛(❞ ❝♦((♦❧❛(✐❡- ♦❢ ❬✷✼✱ ❚❤❡♦(❡♠ ✸✳✶❪

❛♥❞ ❬✷✼✱ ❚❤❡♦(❡♠ ✹✳✷❪✳

❚♦ -/❛/❡ ❢✉(/❤❡( (❡-✉❧/- ✇❡ ♥❡❡❞ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐/✐♦♥-✳

❉❡✜♥✐.✐♦♥ ✶✳ ▲❡/ U ❜❡ ❛ ❝♦♥/✐♥✉♦✉-✱ -/(✐❝/❧② ✐♥❝(❡❛-✐♥❣ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦♥ [0,∞) -✉❝❤ /❤❛/ U(0) = 0
❛♥❞ limt→∞ U(t) =∞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ -❛② /❤❛/ U ✐- ❛❞♠✐--✐❜❧❡✳



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✸✾

▲❡$ U ❜❡ ❛♥ ❛❞♠✐++✐❜❧❡ ❢✉♥❝$✐♦♥✳ ❲❡ +❛② $❤❛$ ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ ϕ ✐+ U ✲6✉❛+✐❝♦♥❝❛✈❡ ✐❢ ϕ ✐+

❡6✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ ❛♥ ✐♥❝8❡❛+✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦♥ (0,∞) ❛♥❞ ϕ/U ✐+ ❡6✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ ❛ ❞❡❝8❡❛+✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥

♦♥ (0,∞)✳ ❲❡ +❛② $❤❛$ ❛ U ✲6✉❛+✐❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ϕ ✐+ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡8❛$❡ ✐❢

lim
t→0+

ϕ(t) = lim
t→∞

1

ϕ(t)
= lim

t→∞

ϕ(t)

U(t)
= lim

t→0+

U(t)

ϕ(t)
= 0.

❚❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡8❛$❡ U ✲6✉❛+✐❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥+ ✐+ ❞❡♥♦$❡❞ ❜② QU ✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳ ▲❡$ U ❜❡ ❛♥ ❛❞♠✐++✐❜❧❡ ❢✉♥❝$✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡$ w ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛$✐✈❡ ♠❡❛+✉8❛❜❧❡ ❢✉♥❝$✐♦♥

♦♥ (0,∞)✳ ❲❡ +❛② $❤❛$ $❤❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ϕ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ϕ(t) = U(t)

∫ ∞

0

w(τ) dτ

U(τ) + U(t)
, t ∈ (0,∞),

✐+ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥$❛❧ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ w ✇✐$❤ 8❡+♣❡❝$ $♦ U ✳ ❖♥❡ ✇✐❧❧ ❛❧+♦ +❛② $❤❛$ w(τ) dτ ✐+ ❛ 8❡♣8❡+❡♥✲

$❛$✐♦♥ ♠❡❛+✉8❡ ♦❢ ϕ ✇✐$❤ 8❡+♣❡❝$ $♦ U ✳

❘❡♠❛,❦ ✷✳ ▲❡$ ϕ ❜❡ $❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥$❛❧ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ w ✇✐$❤ 8❡+♣❡❝$ $♦ U ✳ ❆++✉♠❡ $❤❛$

∫ ∞

0

w(τ) dτ

U(τ) + U(t)
<∞, t > 0,

∫ 1

0

w(τ) dτ

U(τ)
=

∫ ∞

1

w(τ) dτ =∞.

❚❤❡♥ ϕ ∈ QU ✳

❘❡♠❛,❦ ✸✳ ❙✉♣♣♦+❡ $❤❛$ ϕ(x) <∞ ❢♦8 ❛❧❧ x ∈ (0,∞)✱ ✇❤❡8❡ ϕ ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ϕ(x) = ess sup
t∈(0,x)

U(t) ess sup
τ∈(t,∞)

w(τ)

U(τ)
, t ∈ (0,∞).

■❢

lim sup
t→0+

w(t) = lim sup
t→+∞

1

w(t)
= lim sup

t→0+

U(t)

w(t)
= lim sup

t→+∞

w(t)

U(t)
= 0,

$❤❡♥ ϕ ∈ QU ✳

❚❤❡♦,❡♠ ✷✳✹✳ ▲❡" 0 < p1, p2, θ1, θ2 <∞✱ p2 < p1✱ θ1 ≤ p2 < θ2✳ ❆&&✉♠❡ "❤❛" v1, v2 ∈ W(Rn)✱

ω1 ∈
c

Ωθ1 ❛♥❞ ω2 ∈ Ωθ2✳ ❙✉♣♣♦&❡ "❤❛" Ṽ ✐& ❛❞♠✐&&✐❜❧❡ ❛♥❞

ϕ1(x) := sup
t∈(0,∞)

Ṽ (t)V(x, t) ‖ω1‖
−1
θ1,(0,t)

∈ Q
Ṽ

1
p1→p2

.

✭✐✮ ■❢ p1 ≤ θ2✱ "❤❡♥

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2) ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ1(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x) ‖ω2‖θ2,(t,∞).

✭✐✐✮ ■❢ θ2 < p1✱ "❤❡♥

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ1(x)

(∫ ∞

0

V(t, x)p1→θ2 d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

.



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✹✵

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✺✳ ▲❡" 0 < p1, p2, θ1, θ2 < ∞✱ p2 < p1 ❛♥❞ p2 < min{θ1, θ2}✳ ❆))✉♠❡ "❤❛"

v1, v2 ∈ W(Rn)✱ ω1 ∈
c

Ωθ1 ❛♥❞ ω2 ∈ Ωθ2✳ ❙✉♣♣♦)❡ "❤❛" Ṽ ✐) ❛❞♠✐))✐❜❧❡ ❛♥❞

ϕ2(x) :=

(∫ ∞

0

[Ṽ (t)V(x, t)]θ1→p2 d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,t)

)) 1
θ1→p2

∈ Q
Ṽ

1
p1→p2

.

✭✐✮ ■❢ max{p1, θ1} ≤ θ2✱ "❤❡♥

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2) ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)

Ṽ (t)‖ω2‖θ2,(t,∞);

✭✐✐✮ ■❢ p1 ≤ θ2 < θ1✱ "❤❡♥

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0

ϕ2(x)
θ1→θ2·θ1→p2

θ2→p2 Ṽ (x)θ1→p2

(
sup

t∈(0,∞)

V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

)θ1→θ2

× d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)

Ṽ (t)‖ω2‖θ2,(t,∞);

✭✐✐✐✮ ■❢ θ1 ≤ θ2 < p1✱ "❤❡♥

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x)

(∫ ∞

0

V(t, x)p1→θ2d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

(∫ ∞

0

Ṽ (t)p1→θ2d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

;

✭✐✈✮ ■❢ θ2 < min{p1, θ1}✱ "❤❡♥

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0

ϕ2(x)
θ1→θ2·θ1→p2

θ2→p2 Ṽ (x)θ1→p2

(∫ ∞

0

V(t, x)p1→θ2d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) θ1→θ2
p1→θ2

× d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

(∫ ∞

0

Ṽ (t)p1→θ2d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

.

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✻✳ ▲❡" 0 < θ1 < p < θ2 < ∞✳ ❆))✉♠❡ "❤❛" v1, v2 ∈ W(Rn) ∩ C(Rn)✱ ω1 ∈
c

Ωθ1

❛♥❞ ω2 ∈ Ωθ2✳

‖ I ‖ cLMpθ1,ω1
(Rn,v1)→LMpθ2,ω2

(Rn,v2) ≈ sup
t∈(0,∞)

∥∥‖ω1‖
−1
θ1,(0,|·|)

∥∥
∞,v−1

1 v2,B(0,t)
‖ω2‖θ2,(t,∞).



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✹✶

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✼✳ ▲❡" 0 < θ1, θ2 < ∞ ❛♥❞ 0 < p < min{θ1, θ2}✳ ❆((✉♠❡ "❤❛" v1, v2 ∈ W(Rn)
(✉❝❤ "❤❛" v−11 v2 ∈ C(Rn)✳ ❙✉♣♣♦(❡ "❤❛" ω1 ∈

c

Ωθ1✱ ω2 ∈ Ωθ2 ❛♥❞

0 < ‖ω−12 ‖θ2→p,(x,∞) <∞

❤♦❧❞( ❢♦3 ❛❧❧ x > 0✳
✭✐✮ ■❢ θ1 ≤ θ2✱ "❤❡♥

‖ I ‖ cLMpθ1,ω1
(Rn,v1)→LMpθ2,ω2

(Rn,v2)

≈ sup
x∈(0,∞)

(
Ṽ (x)θ1→p

∫ ∞

x

d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,t)

)

+

∫ x

0

Ṽ (t)θ1→p d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,t)

)) 1
θ1→p

‖ω2‖θ2,(x,∞)

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)

Ṽ (t)‖ω2‖θ2,(t,∞);

✭✐✐✮ ■❢ θ2 < θ1✱ "❤❡♥

‖ I ‖ c

LMpθ1,ω1
(Rn,v1)→LMpθ2,ω2

(Rn,v2)

≈

(∫ ∞

0

(∫ ∞

x

d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,t)

)) θ1→θ2
θ2→p

(
sup

0<τ≤x
Ṽ (τ)‖ω2‖θ2,(τ,∞)

)θ1→θ2

×d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

+

(∫ ∞

0

(∫ x

0

Ṽ (t)θ1→pd

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,t)

)) θ1→θ2
θ2→p

Ṽ (x)θ1→p‖ω2‖
θ1→θ2
θ2,(t,∞)

×d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

+ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)

Ṽ (t)‖ω2‖θ2,(t,∞).

✸ !"♦♦❢% ♦❢ ♠❛✐♥ "❡%✉❧-%

❇❡❢♦)❡ ♣)♦❝❡❡❞✐♥❣ /♦ /❤❡ ♣)♦♦❢ ♦❢ ♦✉) ♠❛✐♥ )❡4✉❧/4 ✇❡ )❡❝❛❧❧ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥/❡❣)❛/✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛)

❝♦♦)❞✐♥❛/❡4 ❢♦)♠✉❧❛✳

❲❡ ❞❡♥♦/❡ /❤❡ ✉♥✐/ 4♣❤❡)❡ {x ∈ R
n : |x| = 1} ✐♥ R

n
❜② Sn−1

✳ ■❢ x ∈ R
n\{0}✱ /❤❡ ♣♦❧❛)

❝♦♦)❞✐♥❛/❡4 ♦❢ x ❛)❡

r = |x| ∈ (0,∞), x′ =
x

|x|
∈ Sn−1.

❚❤❡)❡ ✐4 ❛ ✉♥✐>✉❡ ❇♦)❡❧ ♠❡❛4✉)❡ σ = σn−1 ♦♥ Sn−1
4✉❝❤ /❤❛/ ✐❢ f ✐4 ❇♦)❡❧ ♠❡❛4✉)❛❜❧❡ ♦♥ R

n

❛♥❞ f ≥ 0 ♦) f ∈ L1(Rn)✱ /❤❡♥

∫

Rn

f(x) dx =

∫ ∞

0

∫

Sn−1

f(rx′)rn−1dσ(x′)dr

✭4❡❡✱ ❢♦) ✐♥4/❛♥❝❡✱ ❬✶✺✱ ♣✳ ✼✽❪✮✳



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✹✷

■# $❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦#❡❞ #❤❛#

c

LMp1θ1,ω1(R
n, v1) 6 →֒ LMp2θ2,ω2(R

n, v2) ✇❤❡♥ 0 < p1, p2, θ1, θ2 ≤ ∞
❛♥❞ p1 < p2✱ ✇❤❡0❡ v1, v2 ∈ W(Rn)✱ ω1 ∈

c

Ωθ1 ❛♥❞ ω2 ∈ Ωθ2 ✳ ❚♦ $❡❡ #❤✐$✱ ❛$$✉♠❡ #❤❛#

c

LMp1θ1,ω1(R
n, v1) →֒ LMp2θ2,ω2(R

n, v2) ❤♦❧❞$✳ ❚❤❡♥ #❤❡0❡ ❡①✐$# c > 0 $✉❝❤ #❤❛#

‖f‖LMp2θ2,ω2
(Rn,v2) ≤ c ‖f‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)

❤♦❧❞$ ❢♦0 ❛❧❧ f ∈M
+(Rn)✳ ▲❡# τ ∈ (0,∞) ❛♥❞ f ∈M(Rn)✿ supp f ⊂ B(0, τ)✳ ■# ✐$ ❡❛$② #♦ $❡❡

#❤❛#

‖f‖LMp2θ2,ω2
(Rn,v2) =

∥∥‖f‖p2,v2,B(0,t)

∥∥
θ2,ω2,(0,∞)

≥
∥∥‖f‖p2,v2,B(0,t)

∥∥
θ2,ω2,(τ,∞)

≥ ‖ω2‖θ2,(τ,∞) ‖f‖p2,v2,B(0,τ) ✭✸✳✶✮

❛♥❞

‖f‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1) =

∥∥‖f‖p1,v1, cB(0,t)

∥∥
θ1,ω1,(0,∞)

=
∥∥‖f‖p1,v1, cB(0,t)

∥∥
θ1,ω1,(0,τ)

≤ ‖ω1‖θ1,(0,τ) ‖f‖p1,v1,B(0,τ). ✭✸✳✷✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✸✳✶✮ ✇✐#❤ ✭✸✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛$$❡0# #❤❛#

‖ω2‖θ2,(τ,∞) ‖f‖p2,v2,B(0,τ) ≤ c ‖ω1‖θ1,(0,τ) ‖f‖p1,v1,B(0,τ).

❙✐♥❝❡ ω1 ∈
c

Ωθ1 ❛♥❞ ω2 ∈ Ωθ2 ✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ #❤❛# Lp1(B(0, τ), v1) →֒ Lp2(B(0, τ), v2)✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❛

❝♦♥#0❛❞✐❝#✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐$ #0✉❡✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳ ▲❡" 0 < p1, p2, θ1, θ2 < ∞✱ p2 ≤ p1 ❛♥❞ p2 < θ2✳ ❆))✉♠❡ "❤❛" v1, v2 ∈ W(Rn)✱
ω1 ∈

c

Ωθ1 ❛♥❞ ω2 ∈ Ωθ2✳ ❚❤❡♥

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

=





sup
g∈M+(0,∞)

‖ I ‖p2
cLMp1θ1,ω1

(Rn,v1)→Lp2

(
v2(·)H∗g(|·|)

1
p2

)

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)





1
p2

.

./♦♦❢✳ ❇② ❞✉❛❧✐#②✱ ✐♥#❡0❝❤❛♥❣✐♥❣ $✉♣0❡♠❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ #❤❛#

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

= sup
f∈M+(Rn)

‖f‖LMp2θ2,ω2
(Rn,v2)

‖f‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)

= sup
f∈M+(Rn)

1

‖f‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)

sup
g∈M+(0,∞)

(∫ ∞

0

(∫

B(0,τ)

f(x)p2v2(x)
p2 dx

)
g(τ) dτ

) 1
p2

‖g‖
1
p2

θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)

= sup
g∈M+(0,∞)

1

‖g‖
1
p2

θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)

sup
f∈M+(Rn)

(∫ ∞

0

(∫

B(0,τ)

f(x)p2v2(x)
p2 dx

)
g(τ) dτ

) 1
p2

‖f‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)

.



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✹✸

❆♣♣❧②✐♥❣ ❋✉❜✐♥✐✬- ❚❤❡♦2❡♠✱ ✇❡ ❣❡6 6❤❛6

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

= sup
g∈M+(0,∞)

1

‖g‖
1
p2

θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)

sup
f∈M+(Rn)

(∫

Rn

f(x)p2v2(x)
p2

(∫ ∞

|x|

g(τ) dτ

)
dx

) 1
p2

‖f‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)

= sup
g∈M+(0,∞)

1

‖g‖
1
p2

θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)

‖ I ‖
cLMp1θ1,ω1

(Rn,v1)→Lp2

(
v2(·)H∗g(|·|)

1
p2

). ✭✸✳✸✮

 !♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦!❡♠ ✷✳✹✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 6❤❛6

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

= sup
g∈M+(0,∞)

1

‖g‖
1
p2

θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)

‖ I ‖
cLMp1θ1,ω1

(Rn,v1)→Lp2

(
v2(·)H∗g(|·|)

1
p2

).

❙✐♥❝❡ θ1 ≤ p2✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❬✷✼✱ ❚❤❡♦2❡♠ ✹✳✷✱ ✭❛✮❪✱ ✇❡ ♦❜6❛✐♥ 6❤❛6

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈





sup
g∈M+(0,∞)

sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−p2
θ1,(0,t)

‖H∗g(| · |)‖ p1
p1−p2

,(v−1
1 v2)p2 ,B(0,t)

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)





1
p2

.

❇② ✉-✐♥❣ ♣♦❧❛2 ❝♦♦2❞✐♥❛6❡-✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 6❤❛6

‖H∗g(| · |)‖ p1
p1−p2

,(v−1
1 v2)p2 ,B(0,t) = ‖H

∗g‖
p1

p1−p2
,ṽ

p1−p2
p1 ,(0,t)

, t > 0,

✇❤❡2❡

ṽ(r) :=

∫

Sn−1

(v−11 v2)(rx
′)

p1p2
p1−p2 rn−1dσ(x′), r > 0.

❚❤✉-✱ ✇❡ ♦❜6❛✐♥ 6❤❛6

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈





sup
g∈M+(0,∞)

sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−p2
θ1,(0,t)

‖H∗g‖
p1

p1−p2
,ṽ

p1−p2
p1 ,(0,t)

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)





1
p2

.

❚❛❦✐♥❣ ✐♥6♦ ❛❝❝♦✉♥6 6❤❛6

∫ t

0

ṽ(r) dr =

∫ t

0

∫

Sn−1

(v−11 v2)(rx
′)

p1p2
p1−p2 dσ(x′)rn−1dr

=

∫

B(0,t)

(v−11 v2)
p1p2
p1−p2 (x) dx = Ṽ (t)

p1p2
p1−p2 , ✭✸✳✹✮



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✹✹

✭✐✮ ✐❢ p1 ≤ θ2✱ &❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❬✷✶✱ ❚❤❡♦4❡♠ ✸✳✷✱ ✭✐✮❪✱ ✇❡ ❛44✐✈❡ ❛&

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2) ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ1(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞);

✭✐✐✮ ✐❢ θ2 < p1✱ &❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❬✷✶✱ ❚❤❡♦4❡♠ ✸✳✷✱ ✭✐✐✮❪✱ ✇❡ ❛44✐✈❡ ❛&

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ1(x)

(∫ ∞

0

V(t, x)p1→θ2d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

.

❘❡♠❛$❦ ✹✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❘❡♠❛4❦ ✸✱ ✐❢

lim sup
t→0+

Ṽ (t)‖ω1‖
−1
θ1,(0,t)

= lim sup
t→+∞

Ṽ (t)‖ω1‖θ1,(0,t)

= lim sup
t→0+

‖ω1‖θ1,(0,t) = lim sup
t→+∞

‖ω1‖
−1
θ1,(0,t)

= 0,

&❤❡♥ ϕ1 ∈ Q
Ṽ

1
p1→p2

✳

 !♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦!❡♠ ✷✳✺✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❬✷✼✱ ❚❤❡♦4❡♠ ✹✳✷✱ ✭❝✮❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ &❤❛&

‖ I ‖ c

LMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)



 sup

g∈M+(0,∞)

‖H∗g(| · |)‖ p1
p1−p2

,(v−1
1 v2)p2 ,Rn

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)





1
p2

+





sup
g∈M+(0,∞)

(∫ ∞

0

‖H∗g(| · |)‖
θ1

θ1−p2
p1

p1−p2
,(v−1

1 v2)p2 ,B(0,t)
d

(
− ‖ω1‖

−
θ1p2
θ1−p2

θ1,(0,t)

)) θ1−p2
θ1

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)





1
p2

.

❇② ✉#✐♥❣ ♣♦❧❛+ ❝♦♦+❞✐♥❛.❡#✱ ✇❡ ❤❛✈❡ .❤❛.

‖ I ‖ cLMp1θ1,ω1
(Rn,v1)→LMp2θ2,ω2

(Rn,v2)

≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)





sup
g∈M+(0,∞)

‖H∗g‖
p1

p1−p2
,ṽ

p1−p2
p1 ,(0,∞)

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)





1
p2

+





sup
g∈M+(0,∞)

(∫ ∞

0

‖H∗g‖
θ1

θ1−p2

p1
p1−p2

,ṽ
p1−p2

p1 ,(0,t)

d

(
− ‖ω1‖

−
θ1p2
θ1−p2

θ1,(0,t)

)) θ1−p2
θ1

‖g‖ θ2
θ2−p2

,ω
−p2
2 ,(0,∞)





1
p2

:= C1 + C2.



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✹✺

❆##✉♠❡ ✜(#) )❤❛) p1 ≤ θ2✳ ❇② ✉#✐♥❣ )❤❡ ❝❤❛(❛❝)❡(✐③❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡## ♦❢ )❤❡ ♦♣❡(❛)♦(

H∗
✐♥ ✇❡✐❣❤)❡❞ ▲❡❜❡#❣✉❡ #♣❛❝❡# ✭#❡❡✱ ❢♦( ✐♥#)❛♥❝❡✱ ❬✷✽✱ ✷✺❪✮✱ ✇❡ ❛((✐✈❡ ❛)

C1 ≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)

Ṽ (t) ‖ω2‖θ2,(t,∞).

✭✐✮ ▲❡) θ1 ≤ θ2✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❬✷✶✱ ❚❤❡♦(❡♠ ✸✳✶✱ ✭✐✮❪✱ ✇❡ ♦❜)❛✐♥ )❤❛)

C2 ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x) sup
t∈(0,∞)

V(t, x) ‖ω2‖θ2,(t,∞).

❈♦♥#❡H✉❡♥)❧②✱ )❤❡ ♣(♦♦❢ ✐# ❝♦♠♣❧❡)❡❞ ✐♥ )❤✐# ❝❛#❡✳

✭✐✐✮ ▲❡) θ2 < θ1✳ ❇② ✉#✐♥❣ ❬✷✶✱ ❚❤❡♦(❡♠ ✸✳✶✱ ✭✐✐✮❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ )❤❛)

C2 ≈

(∫ ∞

0

ϕ2(x)
θ1→θ2·θ1→p2

θ2→p2 Ṽ (x)θ1→p2

(
sup

t∈(0,∞)

V(t, x)‖ω2‖θ2,(t,∞)

)θ1→θ2

× d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

,

❛♥❞ )❤❡ #)❛)❡♠❡♥) ❢♦❧❧♦✇# ✐♥ )❤✐# ❝❛#❡✳

▲❡) ✉# ♥♦✇ ❛##✉♠❡ )❤❛) θ2 < p1✳ ❚❤❡♥✱ ✉#✐♥❣ )❤❡ ❝❤❛(❛❝)❡(✐③❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡## ♦❢

)❤❡ ♦♣❡(❛)♦( H∗
✐♥ ✇❡✐❣❤)❡❞ ▲❡❜❡#❣✉❡ #♣❛❝❡#✱ ✇❡ ❤❛✈❡ )❤❛)

C1 ≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)

(∫ ∞

0

Ṽ (t)p1→θ2 d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

.

✭✐✐✐✮ ▲❡) θ1 ≤ θ2✱ )❤❡♥ ❬✷✶✱ ❚❤❡♦(❡♠ ✸✳✶✱ ✭✐✐✐✮❪ ②✐❡❧❞# )❤❛)

C2 ≈ sup
x∈(0,∞)

ϕ2(x)

(∫ ∞

0

V(t, x)p1→θ2d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) 1
p1→θ2

,

❛♥❞ )❤❡#❡ ❝♦♠♣❧❡)❡# )❤❡ ♣(♦♦❢ ✐♥ )❤✐# ❝❛#❡✳

✭✐✈✮ ■❢ θ2 < θ1✱ )❤❡♥ ♦♥ ✉#✐♥❣ ❬✷✶✱ ❚❤❡♦(❡♠ ✸✳✶✱ ✭✐✈✮❪✱ ✇❡ ❛((✐✈❡ ❛)

C2 ≈

(∫ ∞

0

ϕ2(x)
θ1→θ2·θ1→p2

θ2→p2 Ṽ (x)θ1→p2

(∫ ∞

0

V(t, x)p1→θ2d

(
− ‖ω2‖

p1→θ2
θ2,(t,∞)

)) θ1→θ2
p1→θ2

× d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p2
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

,

❛♥❞ ✐♥ )❤✐# ❝❛#❡ )❤❡ ♣(♦♦❢ ✐# ❝♦♠♣❧❡)❡❞✳

❘❡♠❛$❦ ✺✳ ❆##✉♠❡ )❤❛) ϕ2(x) <∞, x > 0✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❘❡♠❛(❦ ✷✱ ✐❢

∫ 1

0

(∫ t

0

ωθ1
1

)− θ1
θ1−p2

ωθ1
1 (t) dt =

∫ ∞

1

Ṽ (t)
θ1p2
θ1−p2

(∫ t

0

ωθ1
1

)− θ1
θ1−p2

ωθ1
1 (t) dt =∞,

)❤❡♥ ϕ2 ∈ Q
Ṽ

1
p1→p2

✳



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✹✻

 !♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦!❡♠ ✷✳✻✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❬✷✼✱ ❚❤❡♦7❡♠ ✹✳✷✱ ✭❜✮❪✱ ✇❡ ❣❡= =❤❛=

‖ I ‖ c

LMpθ1,ω1
(Rn,v1)→LMpθ2,ω2

(Rn,v2)

=





sup
g∈M+(0,∞)

sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−p
θ1,(0,t)

‖H∗g(| · |)‖∞,(v−1
1 v2)p,B(0,t)

‖g‖ θ2
θ2−p

,ω−p
2 ,(0,∞)





1
p

.

❘❡❝❛❧❧ =❤❛=✱ ✇❤❡♥❡✈❡7 F,G ❛7❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛=✐✈❡ ♠❡❛B✉7❛❜❧❡ ❢✉♥❝=✐♦♥B ♦♥ (0,∞) ❛♥❞ F ✐B ♥♦♥✲

✐♥❝7❡❛B✐♥❣✱ =❤❡♥

ess sup
t∈(0,∞)

F (t)G(t) = ess sup
t∈(0,∞)

F (t) ess sup
τ∈(0,t)

G(τ). ✭✸✳✺✮

❖❜B❡7✈❡ =❤❛=

‖H∗g(| · |)‖∞,(v−1
1 v2)p,B(0,t) = sup

τ∈(0,t)

sup
|y|=τ

(
v−11 (y)v2(y)

)p
H∗g(|y|) = ‖H∗g‖∞,˜̃v,(0,t) ✭✸✳✻✮

❤♦❧❞B ❢♦7 ❛❧❧ t > 0✱ ✇❤❡7❡ ˜̃v(τ) :=
(
sup|y|=τ v

−1
1 (y)v2(y)

)p
✱ τ > 0✳

❇② ✉B✐♥❣ ✭✸✳✺✮✱ ✇❡ ❣❡= =❤❛=

‖ I ‖ cLMpθ1,ω1
(Rn,v1)→LMpθ2,ω2

(Rn,v2) =





sup
g∈M+(0,∞)

sup
t∈(0,∞)

‖ω1‖
−p
θ1,(0,t)

‖H∗g‖∞,˜̃v,(0,t)

‖g‖ θ2
θ2−p

,ω−p
2 ,(0,∞)





1
p

=



 sup

g∈M+(0,∞)

‖H∗g‖∞,‖ω1‖
−p

θ1,(0,·)
˜̃v(·),(0,∞)

‖g‖ θ2
θ2−p

,ω−p
2 ,(0,∞)





1
p

.

❇② ✉B✐♥❣ =❤❡ ❝❤❛7❛❝=❡7✐③❛=✐♦♥ ♦❢ =❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡BB ♦❢ H∗
✐♥ ✇❡✐❣❤=❡❞ ▲❡❜❡B❣✉❡ B♣❛❝❡B✱ ✇❡

♦❜=❛✐♥ =❤❛=

‖ I ‖ c

LMpθ1,ω1
(Rn,v1)→LMpθ2,ω2

(Rn,v2)

≈ sup
t∈(0,∞)

‖ω2‖θ2,(t,∞)

(
sup

s∈(0,t)

‖ω1‖
−1
θ1,(0,s)

˜̃v(s)
1
p

)

= sup
t∈(0,∞)

‖ω2‖θ2,(t,∞)

(
sup

s∈(0,t)

sup
|y|=s

‖ω1‖
−1
θ1,(0,|y|)

v−11 (y)v2(y)

)

= sup
t∈(0,∞)

‖ω2‖θ2,(t,∞)

(
sup

x∈B(0,t)

‖ω1‖
−1
θ1,(0,|x|)

v−11 (x)v2(x)

)

= sup
t∈(0,∞)

‖ω2‖θ2,(t,∞)

∥∥∥∥‖ω1‖
−1
θ1,(0,|·|)

∥∥∥∥
∞,v−1

1 v2,B(0,t)

.

 !♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦!❡♠ ✷✳✼✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❬✷✼✱ ❚❤❡♦7❡♠ ✹✳✷✱ ✭❞✮❪✱ ❛♥❞ ✉B✐♥❣ ✭✸✳✻✮✱ ✇❡ ❣❡=



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✹✼

"❤❛"

‖ I ‖ cLMpθ1,ω1
(Rn,v1)→LMpθ2,ω2

(Rn,v2)

≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞)



 sup

g∈M+(0,∞)

‖H∗g‖∞,˜̃v,(0,∞)

‖g‖ θ2
θ2−p

,ω−p
2 ,(0,∞)





1
p

+





sup
g∈M+(0,∞)

(∫ ∞

0

‖H∗g‖
θ1

θ1−p

∞,˜̃v,(0,t)
d

(
− ‖ω1‖

−
θ1p
θ1−p

θ1,(0,t)

)) θ1−p

θ1

‖g‖ θ2
θ2−p

,ω−p
2 ,(0,∞)





1
p

:= C3 + C4.

❆❣❛✐♥✱ ❜② ✉-✐♥❣ "❤❡ ❝❤❛0❛❝"❡0✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡-- ♦❢ H∗
✐♥ ✇❡✐❣❤"❡❞ ▲❡❜❡-❣✉❡ -♣❛❝❡-✱

✇❡ ♦❜"❛✐♥ "❤❛"

C3 ≈ ‖ω1‖
−1
θ1,(0,∞) sup

t∈(0,∞)

Ṽ (t)‖ω2‖θ2,(t,∞).

✭✐✮ ▲❡" θ1 ≤ θ2✱ "❤❡♥ ❜② ❬✷✷✱ ❚❤❡♦0❡♠ ✹✳✶❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ "❤❛"

C4 ≈ sup
x∈(0,∞)

(
Ṽ (x)θ1→p

∫ ∞

x

d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,t)

)

+

∫ x

0

Ṽ (t)θ1→p d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,t)

)) 1
θ1→p

‖ω2‖θ2,(x,∞),

❛♥❞ "❤❡ -"❛"❡♠❡♥" ❢♦❧❧♦✇- ✐♥ "❤✐- ❝❛-❡✳

✭✐✐✮ ▲❡" θ2 < θ1✱ "❤❡♥ ❬✷✷✱ ❚❤❡♦0❡♠ ✹✳✹❪ ②✐❡❧❞- "❤❛"

C4 ≈

(∫ ∞

0

(∫ ∞

x

d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,t)

)) θ1→θ2
θ2→p

(
sup

0<τ≤x
Ṽ (τ)‖ω2‖θ2,(τ,∞)

)θ1→θ2

×d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

+

(∫ ∞

0

(∫ x

0

Ṽ (t)θ1→pd

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,t)

)) θ1→θ2
θ2→p

Ṽ (x)θ1→p‖ω2‖
θ1→θ2
θ2,(t,∞)

×d

(
− ‖ω1‖

−θ1→p
θ1,(0,x)

)) 1
θ1→θ2

,

❛♥❞ "❤❡ ♣0♦♦❢ ✐- ❝♦♠♣❧❡"❡❞ ✐♥ "❤✐- ❝❛-❡✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥+,

❚❤❡ ❛✉"❤♦0- ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ "❤❡ "❤❛♥❦ "♦ ❛♥♦♥②♠♦✉- 0❡❢❡0❡❡ ❢♦0 ❤✐-✴❤❡0 ✈❛❧✉❛❧❡ ❝♦♠♠❡♥"-✱ ✇❤✐❝❤

✐♠♣0♦✈❡❞ "❤❡ ♣0❡-❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠❛♥✉-❝0✐♣"✳

❚❤❡ 0❡-❡❛0❝❤ ♦❢ ❆✳ ●♦❣❛"✐-❤✈✐❧✐ ✇❛- ♣❛0"✐❛❧❧② -✉♣♣♦0"❡❞ ❜② "❤❡ ❣0❛♥" F✷✵✶✲✶✸✲✶✹✼✹✸❙ ♦❢ "❤❡

●0❛♥" ❆❣❡♥❝② ♦❢ "❤❡ ❈③❡❝❤ ❘❡♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ❘❱❖✿ ✻✼✾✽✺✽✹✵ ❛♥❞ ❜② ❙❤♦"❛ ❘✉-"❛✈❡❧✐ ◆❛"✐♦♥❛❧ ❙❝✐✲

❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛"✐♦♥✱ ❣0❛♥" ♥♦✳ ❉■✴✾✴✺✲✶✵✵✴✶✸ ✭❋✉♥❝"✐♦♥ -♣❛❝❡-✱ ✇❡✐❣❤"❡❞ ✐♥❡X✉❛❧✐"✐❡- ❢♦0 ✐♥"❡❣0❛❧

♦♣❡0❛"♦0- ❛♥❞ ♣0♦❜❧❡♠- ♦❢ -✉♠♠❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❋♦✉0✐❡0 -❡0✐❡-✮✳



❊♠❜❡❞❞✐♥❣( )❡❧❛,✐♦♥( ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛)② ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ▼♦))❡②✲,②♣❡ (♣❛❝❡( ✹✽

❘❡❢❡#❡♥❝❡&

❬✶❪ ❚$✳ ❇❛(❜♦❧❞✱ ❨✳ ❙❛✇❛♥♦✱ ❉❡❝♦♠♣♦&✐(✐♦♥& ❢♦+ ❧♦❝❛❧ ▼♦++❡② &♣❛❝❡&✱ ❊✉4❛$✐❛♥ ▼❛(❤✳ ❏✳ ✺ ✭✷✵✶✹✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✾✕✹✺✳

❬✷❪ ❱✳■✳ ❇✉4❡♥❦♦✈✱ ❘❡❝❡♥( ♣+♦❣+❡&& ✐♥ &(✉❞②✐♥❣ (❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡&& ♦❢ ❝❧❛&&✐❝❛❧ ♦♣❡+❛(♦+& ♦❢ +❡❛❧ ❛♥❛❧②&✐& ✐♥ ❣❡♥❡+❛❧

▼♦++❡②✲(②♣❡ &♣❛❝❡&✳ ■✱ ❊✉4❛$✐❛♥ ▼❛(❤✳ ❏✳ ✸ ✭✷✵✶✷✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✶✶✕✸✷✳

❬✸❪ ❱✳■✳ ❇✉4❡♥❦♦✈✱ ❘❡❝❡♥( ♣+♦❣+❡&& ✐♥ &(✉❞②✐♥❣ (❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡&& ♦❢ ❝❧❛&&✐❝❛❧ ♦♣❡+❛(♦+& ♦❢ +❡❛❧ ❛♥❛❧②&✐& ✐♥ ❣❡♥❡+❛❧

▼♦++❡②✲(②♣❡ &♣❛❝❡&✳ ■■✱ ❊✉4❛$✐❛♥ ▼❛(❤✳ ❏✳ ✹ ✭✷✵✶✸✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ✷✶✕✹✺✳

❬✹❪ ❱✳■✳ ❇✉4❡♥❦♦✈✱ ▼✳▲✳ ●♦❧❞♠❛♥✱ ◆❡❝❡&&❛+② ❛♥❞ &✉✣❝✐❡♥( ❝♦♥❞✐(✐♦♥& ❢♦+ (❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡&& ♦❢ (❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

♦♣❡+❛(♦+ ❢+♦♠ ▲❡❜❡&❣✉❡ &♣❛❝❡& (♦ ▼♦++❡②✲(②♣❡ &♣❛❝❡&✱ ▼❛(❤✳ ■♥❡J✉❛❧✳ ❆♣♣❧✳ ✶✼ ✭✷✵✶✹✮✱ ♥♦✳ ✷✱ ✹✵✶✕✹✶✽✳

❬✺❪ ❱✳■✳ ❇✉4❡♥❦♦✈✱ ❍✳❱✳ ●✉❧✐②❡✈✱ ◆❡❝❡&&❛+② ❛♥❞ &✉✣❝✐❡♥( ❝♦♥❞✐(✐♦♥& ❢♦+ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡&& ♦❢ (❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♣❡+❛(♦+
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