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Pi'tedmluva

Frot~jěkam a doplňkem mechanizace a automat~~~q, prací ve výrob~ je

mechanizace a automatizace prací v p~íprav~ výroby, V jej~m fizení a v ekono­

mics$ Rozhodujíc! úkol zde ptipadá výpočetní tecnpt~e, pfedevAím čís11cov~

počítačOmo Velk~ počítače p~edstavuj! velkou invest1ci4 ~oto je obvyk~~ mo­

hou používat ke zkvalitněni své práce konstruktáři jen ve velkých závodech.

Do konstrukčních kancelá~:í i meněích závadO pronikají "ěak ma14č:ťsl:J.cová po­

čítače,kter~ jsou mnohem mán~ náročná na. obsluhu i údr~bu, lze je instalovat

prakticky všude a představuj! vynikajíci pomoc pro b~žnou i ná~očnějš! výpQ­

četni práci.

Účelem tohoto sem1ná~e je uvést některé pQ~n8tky z numerické matemat~1.

nezbytné pro p~áci s jale;ýmkoli číslicovým počítaěem, a p~ík18dy vy-ulit! ma­
lých číslicových počítačl~ v konstrukční prax1e Semináfa je tt,rčen konstr.uktárdm

~ techn1kOm, kte~í nemají zvláštní matematickou prdpravu, a sna!! se jim po­

skytnout takové informace a podněty, aby mohli efektivně a správn~.vyu!!vat·

výpočetní techn1ku@

Pracovníci Domu techniky ČVTS v Praze jsou p~esvědčeni, ~e tímto sem1n~

f'ert rřispěji ke zkvalltn~ní práce konatruktér~ a techn1k'~ v naěicn závodech,

Sl tím i k plnňní náročných úkoló šesté Pětiletky~

Fr of\ Inge Cyr 11 Hoschl
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'Kdo :él1Y~*i)8.t.~1~<

jil stoJ~>.opodál.

Jan Ne'rl~da

.b ÚVod

Nezbytnou pom~ckoustarA:í generaee:konstruktérd bylo logaritmické pra­
v:!tko'O Je'drioduchost, 8 jakou lze na n§m násobit, ·dilit l . umocňovat a odmocňo­

v~t, 1 jeho maltf ro~5ry,1'ee Sl prakticky bezp(jl'uchový, bezhlučný. próvoz
činí z log81'1tmlckáho prav!tka dodnespoě:!tac! sf-roj "par exce·llence". P.co
náročnlj!ínumer ick4 .výpoěty ee· pouiíva~y tabulky, popf\.· meé~~nická polStťací

.stroje. Pozd~j1 byly tytoetroje U)J118V$nytak,a}»)' násob~nía-d~lení na nich
pl"obíhalo automaticky. Dnes na ně .pohlíl:!.me~akonamuze~ln.t strojst ačkoli

jeět~ nedávno patf-ily k velkým vymo~enostem v$počatmtechntky. Jso'U velké,
h~mbtné a pomalá, .nemohou tedy konkurovat mnoHemyýkonn~j!ímelektronickým
k&lkula6n1m a počítacím stroj~~o Zminy,~kterátyto ~ode~rú8trOjezpd8obu3:!f

jsou d81eko8áhl~.

Mění se nejen ZfÓsob vj'poětdt ale1ňáplii'8x.gktních technických nauk.,
počítaje v to ·1.s~u numerickou máť.emat1ku.

ď

Mzné grátlclt' li p,očetxu metoc1y.
kterými se ja§tě ~nes hemJí učebn1ée na n~kterých Akolách, rychle- ztrácej:!
význam a jsou nahrazovány nOv')fmi. DO jisté míry se m~ní 1 zpdsob technického
myělení, pi\edevAímz~sobt'ormu18Ct1t11oh. Klade sedo.raz na obecnost, li exakt'=­
nos t ~eěenť, kde! to rozsah nUlier J.clctch výpočtd v b4llnl konstruktérské pra:x1
pf'estal být - až na vjjimky~' Iimltujícímčtn1telem&

Nap~íklad výpočet deformací statlc~~ neurčitě uloleného osazovanáho h!i­
dala s uvalováním vllvupoHuvaj:!cích s11 .je nyní jednoduAět $ kratěí 8 mno­
hem p~esnějěít ne! bylo gr8ť1ck~ feěeni prdhybu bez vlivu posouvajících 811
s výpočtem reakcí pomocí pl-íč1nkových činiteld e Jsst111e ee tyto pf-íělnkov'

činitele odečítaly z grsi"1ckáho f'e!enf prťihybfi, stávalo se, .Ie jejichpfes­
nost nepostačovala pro numer:lc1rýv!početstaticky neurčitých reakci ze ApatD~

podmíniná soustavy lineárních rovn1c0Řeěení pak bylo u 81olit~j!1ch dlah ne­
j~n pracn~t ale dokonce 'nemo!n~, nebot vedlo numericky k taleAný,m výsledlrOm@i
Čistě numer1clfá řeěsní takových úloh 'bylo natolik pracn~, a tedy i nákladM,
la se dávala pfaednoet rOzllým zjednoduě~ním úlohy (vynechávaly Su něktel'E! pod­

poryaj&)to

Zjednodu§ovánť úloh až do snadno f-eš1telných fyzikáln!ch a matematických
modelt\ je 1 dnes' pracovnimetodou.ka!dého konstruktára-výpoětáfas$Rozdíl je
v~a~ v tom, !edneění konstruktér používá tyto silně zjednoduAené pfedstavy
a modely jen l( pfedbě!námu feěení úlohy III Detailní výpočet mOže být - CdZ nad­
měrné námahy - odvozen z modelť1 mnohem slož1tějěích, kter~lápe vystihují
skutečnost~
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Poul!válli t.bulek l'~\zX\tch fun1(o! ,- ažn$ speclálrú funkce - sestává
zb:y'ť.'Stt". :el.ektJlt),nlcká ltalkul&6nl etroje, a počítače jsou 8chopnygenerovat
b~;.f1.f~ulík"ce 8 velkou pi'esností pro jakoukoli ,hodnotu 'argumentu (v rozumném
rto.sehu}, -takže odpadá nutnost interpolace. Některé ěásti numer leká matemati-­
ky prQtu postupně ztrácejí vý~nam a jiné - napf$ aproximace funkcí racionál~

Uml funkcemi - jej ziskávají~ Protože jiJ nejs1l1e v'ázáni tabulkami, jež měly

J1~j!'a8tiji e~rv1distantní hodnoty argumentu, zís~ává Gaussova metoda numerická
kvadraturypi\evshu nad tradičn1ml metodami, v;,"cházejicími z lichoběžníkového

aebo g·impsonova prav1dls6 Uplatňuji se maticová métody" diferenční počet, ita­
i'alínť metody, Zvláitní ddls'I1tost získávají 1problém,y odhadu dosažitelná

pfesBo,ati a stability nu.merlckého výpočtu~ Řaěima-11 např~ lineárníaoustavu

~avnl0, Ohoeme vědět nejen je·li teoreticky feěitelná, ale je-li řeěitelná

taká ~aktlck~'~ tj. tlEunohouOlilao,li nezbytným zaola:eouhlovláním čísel vzniknout ne­

pfttpuata. chyby"

!'ato ak1'1pta nemohou náhrad1t učebnice numerické matematiky~ Probereme
V nioh', Jen nejQd1eil1:ijě:í poznatlry bez nárolcO. na úplnostfl. Výběr látky přiz~­

sobíme pQt~ebám p-vaoovr...:fkti, ttefí :mohoupou!ívatmalé elektronická číslicová

1}oa1taa, k biln$m vjpočtdm lobo:ru me'·ehaniky, pfedevě:!m pružnosti a dynamiky~

Ohceme Je UpOD~ft1tDa IIvlMtn1mstody, která mohou s výhodou použít, a na

n~kter~ pl'oblémy ftume~iok~ matematiky, je~ pro ně mohoum:ťt vjz_nam0 Pr~obe.reme

tak4 základy někte~ých metad#kter~ se pou~!vají v knihovmchprogramech ma­
l/ch poěttačd. P.roto!e se programovací jazyky těchto počítačO navzájem značně

l1.I!. nebudeme se techn1ckouetránkou programování zabývat; tuto problematiku

zvládne kala;; sám II několika dnech i dá-li si práci s prostudováním firemního

!.lávodu~

Malá počitače pracují zpravidla v systému pohyblivé desetinné čárky,

takle počítají s velkou numerickou pf\esnosti, avěak mají mslý rozsah operační

pam~t1. Zvětěovánf paměti ulitím p~idavných blo1n\ je možná a účelné jen do
určitá míry, daná pom~rně malou operační rychlostí počítače. Budeme' probírat'
metody, vhodná pro tento typ počitačll (nap~$matodu matic přenosu) a nikoli
tYi které se hodí jen pro vel~é počítače (napf~ metodu konečných prvkó)e

Vezpi1aobu výlcladu dáváme p~ednost induktivní metodě a názorným pfoikla­

d~m pfoed exaktními dedukcelQ1. nebot se domníváme, že takový zp~sob výkladu
je technlkO:m bliiě:!~ Ty, ktei'í si chtěj! nebo potf'ebuji dále prohloubit a
zpfesnit Iv4 znalosti, odkazujeme na l1t,eraturu podle připojenéhoseznamu0

I:e studiu alrP1pt potfoebujeme jen základní poznattey z diferenciálního a in­
tegrálního počtu a základy maticové lineární algebrY0 Ty jsme opakovaně pro­
bírali v nedávných sem1nář:ťch, po~ádaných DomAm techniky ČVTS v Praze.,

Autor slcript oceňuje náročnou práci všech pr,gcovniků Domu technik.); ČV"TS

v P.raze, ktef't ~a podíleli na p~ípravě semináře a na vydáni těchto s~erlpt,

a up~ímně j 1m za tuto spolupráci děkuje I)
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2e Pr~ce a malými č!s11c~~ým1 počitači

stanu se menším a ještě menším,
a.~ budu ne.jmenším na celémavět.·ě~

Jiří Wolker

Tyto počítače mají zpravidla základní jednotku, která se prodává samo­
s·tat:ně, Si pf-:íslufienství podle volnéh~) výběru~ Základní jednotka slouží k př:!~

mým ~qkalkulač'kovýmu výpočtdm 1. k uskuteČ.něn! pz'ogramovaných výpočtt1~Pamět

bývá společná pro program 1 numerická datslJ tj. pro krátký program m{ižeme po­

u~ívat mnoho numerických dat a naopwe~ Kromě b~žných aritmetických operac!
bývají vestavěny programy pro' gal1\~rováni. ro.zných. funkc! (logaritmických, ex­

ponenciálních, goni.ometrick;)fch) ~ které vyvoláváme pouhýmst1aknutím tlač:C"tka.l'I

Některé počí+aěe jsou př1zptia()b~ny 1 výpočtOlt\ 5maticem1, popř. s komplexními
ěísly~ Počítače jsou schopny vykonávat také logická operace '('zj1štovat, kter~

ze dvou číaelje větěíatd@ a. podla toho rozhodnout, 'V které programové větvi

se má pokračovat) 6' Vn~jěí pamět představují magnetické ětítky, pásky nebo vý­
jimečně i jiná za~ízen:l$ Výstupem z počitače bývá tiskárna, někdy však jen

display (číslicová obrazovka) ~ Tiskárna je velmi užitečná, nehot umožňuje

snadnou dokumentaci výpočto.9 Lze vytis'knout a uložit program, vstupní i v.Ý­
stupni dats0To umo!ňuje i dodatečnou kontroluvýpočto. a vylučuje nebezpečí

chyb vzniklých nepozorným opisováním číslic z dieplayea

Velkou pomoci' pro programátora je automat1..cká, okam!1tá indikace .chyb

pf.i vkládání programu, poruší-li programátoti prav'idla syntaxe (chybějíc! z~

vorka, nelogický nebo nesprávný sled znakfi aj$)~ Některá chyby jsou 1nd1ko'l4­
ny i v prl~běhu výpočtu (pi4ahlcení nebo podhleení počítače, dělení nulOll , od­
luocnlna ze zápornáho čísla apod.) \\ Ve styku s počí.tačem mO.ža t@K programátor
ihned opravit chyby,jež vznikají nepozornost,! nebo nedostatečně d'dsledným

myšler.t:ím~ To má velký vliv na jeho výchovu. :r.rogramátor napfíětEi ,,:!,. nač má
zaměfit pozornost, aby sa znovu nedopouětěl stejné chyby~

Ani nejpečliv~.j1 sestavený program nebývá tak dokonal$, aby nemohl být

ještě do'konalejěí, tj$účelnější a úsporněj§í6) To se pozná teprve pfa'i jeho
pou~ívání~ Proto je vždy výhodné, zpracovává-li programy tý~ pracovník, který
je pak používáe Dobl'e osvědčená a vyzkouěené programy Se mohouzafeazovat do
manuálO, takže je pak poul1vají 1 dali! pracovn1cl~

~!slu~enst.vím základní jednotky podle volného výběru'uživatele bývá
doplňková operační pamět, r-ozě1řuj:ící kapacitu počítače", Periferními zaříze­

ními pak b~ýVají vnější psmět, souřadnicový zapisovací stroj, který umožňuje

rychlé RTaflc~é zpraco~ání výsledkó, a přístroj k p;r.evodu zadaných k~lvak na
dtgitální údaje pro dalši nwner 1cteé zpracování ~

Má-li sepočiteč 'á(~elně využít, je nezbytná, aby práce s ním byla dob~e

zorganizována~ Každý p:racovni~, který to potřebuje, by m~l mít k n~mu pi\í~

e'tiup, a to v čase, kdy potřebuJe~ Předpol('ladem však tje~ aby byl dokonala se­

známen s činností počítače a uměl aktivně používat všechn;y' jeho vymoženosti~

Zbytečným laborováním nezaškolených prscovni1{1:J, se ztráci mnoho času. a zvět~u.;...

Je se r izikopoě'rozeni poč~tače nesprávnou obsluhou~ Ztráty vznlkají 1 při

ne dost obrAtn~ sestavených propramech, nHpř0 dává-li se tisknou.t zbytečně
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mnoho dat, kreslí-li se kf'lV'ky se zbytečně malým krokem argumentu, vkládají­

11 ssruěněznovu data, která by mohla být registrována ve vn~jěí paměti, ne­

VyuŽí\Vě·jť-ll se všechny mo!nosti. počítače spodo

Jednou z mo!nýoh forem práce s malým počítačem je zf':(d1t výpočetní con­

t.rum 8n~ko11lra stálými prscovní1r.y, ltteftí přebírají požadavky ostatních prs..

oo:vn!ka. vypracovávaj:! programy, obsluhují počítač B dodávají hotová výsled­

ky. Za vhodn~j§í v~ak povalujeme, jsou-li pro práci s počítačem vyškoleni

valcha! praccvn!cl t kte~i výpočty pot~ebujít a pracují pak s počítačem sami
podle mo·!nost!, která Jim dává společný časový plán& Pracovník, odpov~dný za
počítač. obstarává vypracováni tohoto plánu (dispečln..1c), 'stará se o údržbu a
o provozní materiální zásobováníG D~vodem pro tuto druhou alternativu je prá­

vi vIle uvedená zpětná vazba: počítač si vychovává své uživatele, nebot ten,
kdo prakticky a ze svá zkuienoet1 ví, co věechno počítač dovede, ví také, co
.d!e od po-čítače očekávat. PonenáhlupftizpOsobuje SV~ pracovní i výpočtové

metody mo!nostem počítače; jen tak lze dosáhnout největěího užitku, který
.dle pOčítač poskytnout.

Lze taká doporučit, aby ee neěetf'110 ng pf'islušens'tví počítače; zejména
roz!1fení paměti mnohonásobn~ zvětěí jehou~itečnost při technických výpoč­

tech. Ale i grafický výstup,tj. souřadnicov,ý zapie~vačJ j,9 neobyčejně výhod­
ným zafízením0Graf funkce je pro n~'která l.1čely vhodnější výstup z počítače

ne!málopltehledná numerická tabulks$ Tímto za~ízením lze také ušetřit velkou

práci 1 čss p~1 kreslen! slo!it~j§íeh obrázkd a grafO, která pot~ebujeme pro
nejrdzn~j§:ClÍčely.

Výrobce zpravidla dodává s počítačem t.ak~ sbírku nejdOle!itějších pro­

gramd. Bývají vypracovány velmi ddmyslně a tak, aby byly co nejuniverzálněj­

iiG N~kdy je v~alť právě tato jejich univerzálnost na závadu. Potřebujeme-li

napfe uskutečnit sled maticových operaeí, která na sebe navazuji, nebude se
nám pfí11i hodit program vypracovaný společn~ pro' sečítání a násobeni matic,

do něho~ musime vidy znovumat1ce vkládat a registrovat mezivýsledky, a.čkoli

je nepotitebujeme. Pro inverzi, která by mohla následovat, máme jiný program,

který nenavazuja0 V takovém případ~ bude mnohem výhodnějěí, sestavíme-li si
sami programová bloky pro jednotlivá operace. jež m~žeme stavebnicově skládat

ve vět!! celky podle pot'febYe Proto!e do těchto programO dobf'e vidíme, není

pro nás obtížné dosáhnout návaznosti blo~ tak, aby mezivýsledky, po~ud na
nich nemáme zájem, zťistáva1y v operační pam~t i a aby se postupně 19 přemazáva­

ly", neni-li j leh už tf-eba. Tim se uvolní Ptlmět pro další operaceo K takové­

to tVl1rčí práci s počítačem je nutná mít zkušenost 61 Tu rychle získáme, bude­
me-li samostatně promýšlet a zpracovávat.programy pro jednodušěi úlohy a

budeme-li se zároveň snažit 1 o jejich conejúčelně~šíuspořádání0

Každý program, pokud je to možné, kontrolujeme pomocí jednoduchého vzo­
rového příkladu9 Není-li to z praktických d~vod~ možné (výpočet kontrolního
pfe:íkladu by byl časově velmi náročný), snažíme se takto kontrolovat alespoň

dfiležité části programu~ Podle možností používáme také různé kontrolní testy,

abychom si ověřili správnost a popře numerickou přesnost výsledk5~
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Jestliže jsme na počátku označili logaritm1ck~ pravítko za velmi ~ita~
ný a stále moderní počítací atroj, musíme tytéž a jeětě lep!:! vlastnosti pf-1­
past i kapesnímu ele1rtronic1rámu kalkuláto:, u, který proniká i do ~kol jako

učební pomOcka. Rozsah jeho použitelnosti se však ~ přes všechny nesporn~

v'ýhody - podstatně liší od aplikačn:íeh možnosti programov~telnýeh poč:!tačd,

na n~1 se v dal§ich úvahách zamě~ím~.

Figurky stojí rok co rok»

figurky pestré, laškujíci~

Je marno hráti na l1tok•
.je marno hráti na pc,z101.

'Viktor Dyk

.3 * O podmín~nosti lineárních soustav rovnic

VEitšina problémo. technická praxe vede k úloh..áml1neárfÚ mechaniky; Jim.
pak v algebře odpovídá feěení soustav ltDeárn1 ch rovnic. Taková soustavy do­
stáváme často 1 při jiných úlohách, napf. pf-i zpracování empirických dat
(lineární regresi), při aproximaci funkcí aj<§ V maticovém tvaru fešíme sou~

stavu

formálně jednodu§e tak, !e k čtvercové matici
A-1

je regulární, najdeme inverzní matici

{~ 1 .. [A r t
{b 1

(l)

A ~ o ní! pfaedPDkládáme ~ 10

i\eiian:! je pak

( 2)

Z matematického hlediska jde o jednoduchý problém; z numerického hlediska
t,omu tak není ~

Uvědomíme-li si, že prvky matice A raO.!eme zaznamenat jen e konečn1m

počtem desetinných mist t vidíme, že p~1dáním jakýchkoli čísel mimo rozeah
těchto míst nemóžeme matici A změnit~ Pl-ičtema-li napf$ k číslu a::
:: 0,234567@lQ2 číslo b = 0, 135468elO-4 ajsme~li pf~itomomezenl v man-
tlae čísla ěesti c:i.fram1, dostaneme součet a + b :: C ~ 0,2345670102 = a ~
Číslo b se v součtu wbec neuplatní, 'takže čísla a. ,c jsou .,,~l~~uner·ic5!

e~vivalantníJ ačkoli se sob~ n8rovnají~ Nemáme možnost je v našich výpočtech

rozlišit, nemáme-li v mantise vice než ěest míst; jsou to tady "'praktlcl(y~

stejná čisla~ Informace obsažená v číslu h se pffitom ztrácí., Jiným ddvodem

nerozlišitelnosti dvou čísel nr1že být jejich empirický po.vod@ Vzniklo-li č!s-

10 a. měřením nějaké veličiny a je-li číslo b v mezích pozorovacích

ch'yb~ představuje součet c = a + b numer lcky mo!nou hodnotu veličiny lL *

Jinými slovY1 koeficienty v soustavě (1) jsou upo~eaženy šumemu vzniklým bud

nutnJ'ID zaol~rouhlováním čísel, nebo nepřesností fyzikálních dat, pop~~ obojím6>

-- II -



Uvedme napt. tuto soustavu:

X. + Y :; 2,000 Ol,

)(, + 1,000 Ol Y = 2,000 020

AeAení Je

x :: 1,000 Ol, Y = 1$

()

( 4)

( 6)

( 7)

prs-

KdJby pravá strana soustavy ()) vznikla mě~ením nějaké veličiny s přesnosti

1 J)1'.omile, udávaly by obě rovnice tot~!t tot ii součet Je, ... Y = 20 K se pa,"'·

raci obou neznám10h bychom potřebovali jeětě rozdíl x - y ,avšak jeho
výpočet ze soustavy (3) nE),má smysl, neboŤ tato rJoustava pro to neobsahuje

dostateěnou informaci; !ádná matemat1ckákouzla to nespraví$ Pomohlo by te­
prve extr~mní zvý§en! ~esnoeti našeho měl-aní , což nebývá vždy možnée Roze­

bereme tento p~ípad podrobn~jl. Zavedeme nová promanné

! · 1(x, +y )
Pak soustava () dá

2'f = 2,00001,

2,000' Ol J -0,000 Ol ~ :: 2 t 00002~

tbned vidíme, !e veličina , je II soustavě slabě zastoupens(g Kdyby na

v~ straně posledni rovnice bylo 2,001 00 místo pfesné hodnoty 2,000 02
(chyba O, 5 promile), vyšlo by f:!: 1, 1 = 100, takže řeěeni by bylo

t = 101, Y = - 99,

zcele rozdílná od dfívějěiho i'-ašení (4)0

Abychom mohli posoudit chyby, které vznikají uvedeným zp.'sobem, potřebu­

Jeme nějak definovat "velikost" matice, pOP~e vektoru. K tomu je nutno přiřa..,.,

d1tmaticl nějalré číslo, j9~ by tuto velikost charakterizovaloe Budeme je

nazývat normoumatice A a značit II A~' '4 Má-li mít norma požadovaný
smysl, musi vyhovovat těmto požadavkľ~m:

IIAn:: o.
Zápornou normu tedy nepřipouětíme, podobně jako nezavádíme zápornou hmotnost
t~las~ Rovnost II AII := O bude pl-ísluěet j'3nom nulové IDsticie

(C je libovolné číslo).

To je přirozený požadavek& Chceme t aby se norma zvětšila napřtl dvakrát,

zv~tšíma~li matici také dvakrát~

.... 12 -



Jde o trojúhelníkovou nerovnost, zobecněnou na případ obecné normy. Dálka
jedné strany trojúhelníku je v!dy maně! ne! souče't(nebo nana,jvýě rovna sou­
ětu) druhých dvou stran.

To je Schwarzova nerovnost'*>

Z mnoha mo!ností, jak definovat normu matice. uveame dvě:

s) eu~lidovaká norma

b) spektrální norma

IIA~! .. VI: L a~j

II A1$ ar mťx. VAj. (A
T A) .

V tomto druhám pfípadě znač! Ai (ArA) vlastní hodnoty ~i, matice ATA
Je-li matice A reálná, je součin ArA symet.r1c~á a poz1t1vn~ sem1def1~

nitní mat1C6&

Pro vektor X dostaneme podle obou def1nicstejně

Nyní se ul mO~eme vrátit k úloze (1). Misto táto soustavy řeA!ma vlastni
jinou soustavu, a to

(A + [)y OD (b + Il» ( S)

Označení matic závorkami Jsme pro stručnost vynechali. Matice E 8 vektor ~
·f

pfedstavuJ1 ruě1vý .. ěum" , který z~sobí, la místo správného vektoru .t ~ A b
dostaneme jiný vektor Y:I (A 'I E)e1 (b + I!». Chceme nyní vidět, jak·á bude rela­

tivní chyba výsledku. VyjádHme ji poměrem norem IIt-yll/ !Ix.1I . Nejprve vy­
počteme

x,-y" A· f b-{A+Ef1(b+I3)" x.-(A4oEt 1 (Ax.+ I!J) ...

"'(AtEf1[(A"'E)x, -(Atrlb)} '" (9)

= (A ~ Ert f E.t - ~ }

") Jd~ o p~enesený sl!lysl slova; o skutečné délce lze hovo~1t jen II vektorťi

druhého nebo t~etiho fáduG Pod odmocninou je součet čtvercO prvkd vekto-

- 1) -



8 pak e pou~it!m Sehwarzcvy a trojúheln!~ove nerovnosti

~~-yll ~ 1(A+[rf~ tllEII "1,11 111.>11) I

Ir,1~ IIAft Ib II .
( 10)

Posledn:C vztah dostanemG z nerovnosti IA II· UK-II ~ II b ft , uvědomíme-li s 1, !e
norme n.mdle být záporná. Dělerdm první z nerovnost! (10) normou Dx, II vyjde

ft"" - y R ~ "CA +ET
'
1 (Rf I + !AJ'-), (ll)Ir,U II '" B D1., U ~

Protole II I!J ft je velmi malá číslo, D.tOleme v posledním členu bez nebezpečí

velké chybl zaměnit normu I,f,. U no~mou II A 11-1
11 bll podle druhé nerovnosti

(10) ft V lIlatemat1ce se dokazlljeBsnachova věta, podle ní!

( 12)

DoI'ssením 'do (ll) tedy po malá \iprav§ dostanem'3 pro hledanou relat ivní chybu

nerovnost

B U. ~ A-111 · ~ A~ [" E II 1113/1 1
r,1~1 ~ 1- ~ A-1~ ·1It~1HA1 + fbif J · (1)

Uvadom!me-l1 sl, h norma ěumu II E II Je malá, mOžeme druhý člen ve jmano­
vats,li zanedb&t, anU se tím plí,li! zmenší pravá strana (13) (aniž se tedy

znehodnotí odhad daný touto nerovností) ft Konečně tedy máme

( 14)

Ve e,lolená závorce ,je relativní velikost šumu na vstupu, na levé straně je
pak relst1vni ve11~o8t ~umu na výstupu~ Nerovnost (14) tady ~íká, že relativ­
ní Aum na výstupu mdle být sl K(A) krát větě! než na vstupu, pf-lčemž

K(A) == II A-111 · II A/I (15)

je tzv~ kondiční číslo mat.ic,G A, GI JS'lDli K(A) :: 1, je matice A dokonale

správně podmíněná, není relativn1 chyba na vystupu větší než relativní chyba
na vstupu. Je-li naopak K(A)- 00 , je matice 'singulárnío Veli~oBt kondičn:!­
ho čísla je mírou špatné podmíněnosti matice A 'l>

Použijeme-li spe'tctrální normu, dostaneme pro l~ondiční čfslo vztah

K(A) =
7t (Ar A) maN,

i\ (A T A) tnin

-- 14 -
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( 17)

Ar A2Je-li matice A souměrná, Je A:: a. vztah (16) se z~ednoduší na

I<. (A)::: I i\ (A)m(tt I
I A (A)mitt I

Je to tedy pom~r největ!í 8 nejmenii sbeolutni vlastni hodnoty.

Poznamenejme, !e 'velk4 kond1čn1 číslo znamená mo!nost, avěak nikoli nut·
nost velkého zkreslení výsledku vlivem l1.epfesnosti vstupních dat nebo vlivem
zaokrouhlování@

Mohlo by ee zdát, ~a dobrou mírou nepf'esnost1 ~eěeni by mohla být norma

II r II Sf VrT r zbytkováho vektoru

r~Ay·.. bf7 (18)

To je vAak mylný názor~ Dotá!ame to na tomto p~ťk18du:

0, 180 ~1 + 0,536 tl. :: O, 217,

0, 913 t.., .... 0,659 LZ :: 0, 254.

Porovnáme-li podle normy D,.11 dvě pf-:1blUná hěem, prvm {0,341; -0,081{
8 druhé {0,999; -l,OOl}T ,zjistíme, fe prvn!by mělo b!t lepi!. PfesDé
f'eěen! {1; _l}T je v!ak mnohem blíta k druhámu p~ib11~námu ~eěení.'ll

1.& úloha~ Dokažte nerovnost 1 ~ K(Jl) < 00 II

Řešení $ Aplikujte Schwarzovu nerovnost na identitu AA-1
19 I~.

2. dloha~ Dokažte t !a platí

K( A) .I1.!:!L
lib II

-1
Řeěení-a Nejprve dokažte, že y - ~ =Art pak aplikujte Schwarzovu narovn()et~

Výsledek naznačuje, že meněímu zbytkovému vektoru. p'físluěí meněí chyba.
Nesmíme však zapomenout, ž·e jde jen o omezení chyby shora, nikoli o jej! v/­
počet. Jak jsme viděli, mOža větší chyb~ p~ísluěet i maně:! zbytkový vektor)
avěak v mezích nerovnosti z t~todlohy~

3. úloha. Je dán prtostě podep.ť'ený nosnik~ p~i jehož zatížení vznikají v ma-
tech 1 a 2 prdhyby ~:; 0,351 mm, ~:: 0,402 mm. V mistech 1 a

2 pt'idáme tuhé podpory a chceme určit velikost reakcí v nich pomocí p:f!<@

činkových činitel1~. Abychom je zjistili, zatíží.me nosník s110u 1 MN nejprve
v mistě 1, pak v místě 2 , a určíme a.,t::: 0,800 mm, 4.,2 = a2t :: 0, 780

mm, a22 ::: 0,810 mm ( ajk :: pro.hyb v místě i pf-i zatížení silou 1:MN
v míst~ k. ,přičemž j t k = 1, 2) 0 Pro neznámé reakce dost~lneme sou-
stavu rovnic

-- 15 -



A B

~
1 2

Obr. 1

Posudte p~e8nost. s jakou dostaneme reakce
X, 9 ~2' jsou-li chyby naěeho m~~ení

ss1 2 $. Nosník je znázorněn na obr. 1.

Řeěení ti Matice A je souměrná. Anulová­
ním determinantu

dostaneme kvadratickou. rovnici 111 - 1,610 A ... 0,0396 = 0, z ní~ vypočte-

me vlastní hodnoty i\., , 7lz. a kondiční číslo

K(A)= += 1,585/0,025 = 63,4.
2.

Chyba feleni bude tedy meDií ne! asi 127 ~. Jak bude skutačn~ velká. to však
neY1me. Jisto je, !e metodat kterou jsme poulili, nedává záruku. ~e dostaneme
uI1t.~n' výsledky.

4. dloha. Doka!te, 18 čtverec euklidovské normy matice A je stopa součinu

ArA (tj. součet prvlrd na hlavní diagonále tE!to matice) @

lešení. S poui1tťm ~tvrt4 dlahy; stopa matice se rovná součtu jejích vlast­
ních ě1sel 8 ten musí být vidy VětA! nel největAí vlastní čísloo Rovnost
vznik' jen, jde-li o jednoprvkovou matici nebo jsou-li ostatní vlastní čísla

nulová.

6. dloha. Vypočtěte euklidovskou a spektrální normu matice

2 1 O

A :: -1 3 O

O O 1

hAení@ II AOE ::: 4; nA "s . 3,19@

- 16 -



1. dlaha.. Je dána souměrná a poz1t1vn~ semidefinitní matice
vitA! vlastní číslo označme A1 • DokaEte, le vlastni č!sla

(a - 7\1 I) jsou nekladná ( I je jednotková matice).

8 . Jej! nej­
~~ matice

fte!en1 II Podle definice vlastních ě1eel matice musí platit, le (Jj - "1 I) ~ -=

,. ~ * " ,tak!e B l. ID (i\, + )\ * ) X, 8 Součet i\1 + í\1t je ted~

vlastní číslo ~i matice 8 49 Proto jllf .. Ai, - í\" ti:: 1, 2, e e It t n.
AvAak Ai ~ 7\1 t tl tedy ~ ft ~ O ~ col Jsme měli dokázat.

s. ~loha D Do'ka~te, le spektrální normu matice A lze zapsat ve tvaru

IIA lis OB m~ I ~ilL :: m2'J(, F~;:'~- ·
Řeěení. Pro libovolný vektor ~ plat!, ie

JA..t1l1
1. x,TATAx.

II .t1l2- - IAlis IlO x,T x. - A, =
x. r (A rA - J. 1 I ).t .

X,r~

Vzhledem k výsledku sedmé dlohy je ěitatel negativně sem1defln1tn1@ To zname­
ná~ Je uvedent výraz je vždy meněi M! nula nebo neJvýě roven nule (v pf:!pac1A~

že XJ je vlastní vektor p~íslu§n! vlsatIÚmu číslu ~1 ) o Toto tvrzeni t"fO~

ft - spolu s definicí spektrální normy. - hledaný ddkazQ

Vždy wsí! nko. ztrat1t

8 n~ěeho se vzdát t

je líp aenenavrát1t
a jenom vzpomnat@

Jaroslav seifert

46 O f-eěenú lineárních soustava o inverzi matic

V p~edchozí kapitole jsme v1dáli, !e uěpatně podm1n~ných .matic moho~

malé chyby koaf1c1ent~ soustavy zpOeoblt vel~á chyby vJsledku. ~to chyby
mohou vznikat zaolcrouhlová.n:íme Zda velká chyby ekuteč~ vzniknou I} jak budo\!
velká t to ml1!ama do určité miry ovlivnit volbou postupu ~eěan:! Bou8tavyrov~

nic, Bvěok jen za p~edpo'.eladu9 !.e vstupní údaje jsou zcela pi\esná čísl&~

Pochází-li nep~esnost těchto údajO z jejich fyzikální povahy (jde-li o ~daje

získané 'mě~ením), nem~ža žádný matecatic~ý postup odstranit nedostatek vstup­
nich informací 11I

- 17 -



:Nemá-l'in~ postup pd$obit zb,tečnou ztrátu i*esnost1, musíme všem in­

tormac1m, která v~tp.puj.1 donaě~ ulohy,pftikládat zhruba'stejIlou váhu. tjo

lIU$tme 8e postarat o to, eby!ádná ro·(niceneměla mimo~ádně velké koeficien­
ty ve srovnání.s jinýmio Nejlápa toho dosáhneme normalizací soustavy, která
·spOČívá v násobení či dělení rovnic tak, aby v kfl~dé rovnici měl koeficient
I neJvitA1 absolutní hoqnotou jednotkovou velikost,

ft~lllesi naP'l'. matice A :: I 2 ll. t která mů kondiční čislo
J< CA) ll\l J. Kdybychom první 1.2 .

""ek dil:11i tisícem, mili bychom

A*:: [0':02 0,:01]
a1cond15n:í ~~slo by bylo K (A*).= 1661& Neopatrným zacházením se soustavou
A* JC,. b* - t:feba nahrszen!mprvní rovnice součtem obou rovnic $9 zaokrouh­

lenímna tf'iplatná mista -. by mohla v~n1knout vellfá chyba (informace z prvni
rovnice by se ztratila) $ . II soustavy At «ll b fA u· rut1nn1ch metod f'ešeni sou­
,·tav l1neárních rovnic taková chyba nehroz.í,nebo-l se proměnnd ellmlnujíaya­
tematicky a rovnice sep~1tom vlastně norma11zují~ Uká~eme to např~ u Gaue~o­

vy-Jordanovy metočtY$1 .Je dána soustava

0,0033 ~1 -+ 0,0016 ~l + 0,0072
"~

:::: 0,0)59

24 1,., 10 1,2, 57 t 3
::: - '?81 ( 19)

- 8 x" 4- 1(,z - 17 tJ :: - 85

,. prvním faádku y;ybereme hlavni prvek, tj9 prvek a 'největší absolutní hodno­
touO,0072G Jím dělíme první rovnici, takže koeficienty této rovnice budou

0,4;8 333 0,222222 1 4,986 110

Nyní vyloučíme prvky -51 a -17 ve třetím sloupci násobením normalizovaného
prvního' fádku postupri§ 51. popř& 11 8 sečtením s druhou, popt'e B třetí rov­
:o1c10 Koeficienty pak budou

0,458 333 0,222 222 1 4,986 II

2,124 98 2,666 65' O 3,208 27

-0,208 339 -0,222 226 O -0,236 13@

Tím jsme vyloučili proměnnou ~3 z druhého a třetího řádku~ Nyní vybereme

hlavní prvek ve druhém i4ádkut tj~ 2,666 65<11 Dělíme jím tento řádek, takže
jeho normalizované koeficienty budou

0, 196 872 1 o 203 l08~

Násobíme je -0,222 222, popř 0 0,222 226 a sečteme s prvním, POpř0 s třetím

řádkam~ Vy jda

- 18 ...



0.,'281 250 O 1 4,'n-8 75

0, 196 672 1 0, ,~·,,203·:q

-0,031 253 O O 'Q,031 2J2

'Podobn~ vylouěťme izbývej:ťc1. p.romAnnouadoetltn~ma

o

O

1

o

1

O

1

Ci

O

5,000 19

2,000 52

-1,00067.

VěilnnEime si t že pořadí neznámých, jak je dostáváIr.t:3 z, jed~o~:livýel:trovn1CJ je,

dáno výběrem hlavního prvku. v každám fádkua·nem tedy p1'e~e~ ~t8noveno,

lhr~daným postupem lijEme 'dostali trsnefor,movano\1 soustavu rovn1c"~'

~3 ::: ',000 ,19

~2 = 2,000 5,2

X,1 = -1,00067.

(20)

E.~ .. }tf: I, rovná S8 rela+bni'Rovná-li se tedy relativní chyba čísla JG

chyba čísla y Ol,

Ey =Ii I = !1 =1+I eX, •

Přesné fte~ení je viak x,., == -1, Jl,~ =2, tJ:P, 5.:jelť se snadno- přesv~Q.l!!-,

ma dosazením do dan~ souatavY4 Ačkoli jsme poč!tali s ptesnost1 10-6, vý~led~
ky jsou správné s p~eanost:( jen 10-4• Pf'esnost by byla jeAtEi,horěí. kdyhi­
chom byli postupovali bez výběru .hlavního prvku, tjo b~z vyhledá"án! prvku;

e nejv~těi abso,lutn1 hodnotou~ Výběrem hlavn!ho prvkll tot11 př&dcbáz;i'm~ ope~'

,raci dělení pf':íliě 'malým dělitelem, která má za následek vzrťlet zaokrouhlova~,

cich chyb. Je-11 "totiž chyba čísla X, označena dl, t palc chyba čála yaf
je

Máme-lil x,·I« 1t je ly» lx, ~ Poroto, musíme-li rovnici děliti zvolím.e děli­

tele s ,co možno největáí absolutní hodnotou~ Výb~r hlavního prvku je tedy

dOležitý, zvláět:ě u větěích 8oustav~ a to i tehdy, počítáme-li II aoustavĚi

s pohyblivou desetinnou čárkou.

Chceme--li najít k matici A její inverzi A-1 , stačí; nap:ťěame-l:l
do soustavy koeficientO místo pravé atra~y jednotkovou mat1ci0 Pro matici A
z ~~íkladu (19) tak dostaneme

0,0033

-24

- 8

0,0016

-10

.... 4

1

O

O

o
1

O

o
O

1
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DSUípostup je stejný jako ,dfíve•.Po t.ransformaci vyjde

o O ·1 26 664 O,ó66 61 a,999· 1

o 1 O' 79 992 2~ 499 83 25,497 4

1 o o -96 657 -2,666 46 -31,996 9.

Poloha Jednotek v levá části schématu naznačuje. !eřádky v pravé části mají
po~adíJ. 2, 1 8 ie jetf-eba Je pfeslrupit~ Výsledek tedy je

-96 657 -2,6ó6 46 -31, ~96 '9
-1A = - 79 992 . 2,499 83 25,497 4

26 664 0.66661 8,999 1

K dopln!ní na!eho výtlBdu uvedeme jaltě podrobněJi t v čem spočívá pod­
stata Gaussovy-Jor4anovy me-tody_ Dano\! matici postupně tK~ansf'ormujeme na

Jednotkovt)u mat1ci e To mdleme vyjádt\1t pomoci tr,snsťorw-Gačť1ích msti-co K mati­
ci hledáme transforma.ění matice ,Ti takov4, ié

( 21)

Jak tyto tl'anaformační matice ~e8tavujemet u.kážeme na pf'ikl's'du mat ies

4

2

1

2

3

2

1

2

3

Nejprve vezmeme prvlÚ sloupEťc a v něm prvek 4 11 = 4. ,Jeho pfevrácená hod­

nota t '1 ::: 1/4 zaujme ~tejn4 - tj Cl první - místo v matici 1; . Ostatní
prvky v prvním sloupci matice' r, budou záporn~ vzatá ste\jnolehlé prvky

z matice A p d~lené 0,.,., . První fádek pak doplníme nu19mi a ve zbývajic:ťfJ1.llll:}

~tvercov~m poli 2 x 2 napíěeme jednotkovou matici , takl.

1
O OT

~
1 1 Og - 2

1
~4

O 1

.... 20 ..



Násobením dostáváme

1 ml- l.
2 4-

B = 71 A - O 2 3
-:2

O ..l.. II
2 T

Matici 7;.. vytvoI4:!me z matice B obdobně jako jsme pf-edtím vytvořili ma-
-'I

tlel 71 z matice A 6 Po vyplnění druháho fádku (prvkem t 22 :: 4 22 =:

= 1/2 a na zbývajících místech nulami) vyplníme 1 druhý sloupec. Op~t bereme
stejnolehlé prvky v matici A , zm~n1me znaménko a dělime či:t:t,i telern a22 ~

Zbudou dvě čtvercová matice velikosti 1 x 1, kamzap:íšeme jednotkové matice
(v tomto pf-ípadě to jsou prostě jednotky, proto!e jde o mat1ceprvního ~ádu)~

Do zbývajících polí zapíěeme nuly (vpravo nahoře a vlevo dole)~ Vyjde

1 1 O-4

J; O 1 O=:: 2

O J 1-4

Násobením získáme

1 O 1
-8

C ~B
=: O 1 3

= 4

O O 13a-
Dále zcela obdobně

1 O 1 1 O O
1)

1; = O 1 6 D == ~C~ O 1 O-ff

O O 8 O O 113

Pak

; ~4 1

A-1 == T3 T2 T
1

= 1 -4 II ~Q6

13
1 -6 8

- 21 -



Výpočet tJ1 .;zjednodu§~I!1e, bude1Pe~l! ná.sobit matiee:J1i Ti nikoli matici A"
ale roz~:!:f'enou obdéln!kovou mat ic1 [A:' I) Dostaneme

Tff Tn - 1 • ,. Tl. T1 (A: IJ= CI: A-1] (22)

Nehledáme-li ~l1verzni matici, ale řeě:Cme-li soustavu Ax =- b , ·dostaneu:.e

~eěení výpoětem ze vzorce

(23 )

POÍ'ad:l eloupcO lze pod~ídit výběru hlavního prvku, zachová-li se číslováni

slóupco. 1 pti změně jejich pof-adíe Ukážeme to na jeětě jednom pf',:ťkladu&

.P;ro matle i

2 1 O o 4

[A b] 1 O 1 J- -4
=: (24)

O 1 1 -2 2

1 1 1 1 O

dostaneme

r_:
O O O

1 O O
2

Ti ::

O O 1 O

1 O O 1-2

a po vynásobení matice (24)

1 1 O O 22

O 1 1 ) -6
[A b] -2

~
=::

O 1 1 -2 2

O ~ 1 1 -2
2

V druh~m řádku částečně transformované matice je hlAvní prvek ) ve čtvrtém

sloupc1~ Vyměníme proto druhý a čtvrtý sloupec, ab,Y se hlavní prvek dostal

ne hlavní diagonálu, takže po~adí sloupcó 1, 2, 3, 4 se změni na. 1, 4~ 3~ 2.
Dále dostaneme

- 22 -



- [I .tJ =

1 O O 1
22"

O J 1 - l.. -·62

O -2 1 1 2

O 1 1 1 -2"2

1 O O 1 2~

O 1 1 1 -23 -~

o o t 2 -23

o o 2 2 O3 1"'

1 I
1 O O 2 I 2

I

-~
J ao 1 o -I
I
~,-

I
o o 1 ..s.. I 6

5 » ~,
r
1

o o o .l.. I t5 !

1 o o o 1

o 1 o o -- I

Q o 1 o - 2

o o o 1 2

S Přihl~dnutím k pořgdířádkd 1, 4, 3 t 2 je tedy

x,2. :: 2,

P.rogl'amy k řešeni lineárních soustav algebraickich rovnic na mal=fch po­
aiťač:ích bývají v~tšinou zpracovány na základ~ Gaus.8ovy nebo Gaussovy-Jo::da­
novj' metody s výběrem hlavniho prvku~ 'l1moto bývají II knihovnách tichto po­

~ítsč'~ také tzv~ ú8porné progrsmyt které umožňujífaě1t větě! soustavy~ 8V!ak

Qezvýb~ru hlavního prvku tO Zabírají móně reísta v pam~ti poěi.tača a vedou
~.lIchleji k cíli~ Lze Je však použit jen u dobf'e podmíněných matic, u nich!
as .ou P!Jvll:y s největ.ěími absolutn:í~i hodnotami na hlavní diagonála Sl prvky

~zaiilené od této diagonály jsou absolutně mal~b V jiných p~ípadech mohou tyto
t5aporné progro~y dávat fale~né výsledJ..y; příčinu takového nazdar\.]. jsme se
~n~~11i objasnit0

-- 2) .~



Ukáleme' jaAt~, jak lze snaono 1nVQ-rtovAt t~ojúhel1Úkovou 'matici, která
má nad blavni di~80n~lou nulová prvky. NQzv~~e Ji [p] ~ [pij)' Je tedy
I'i,j' == O pro 1, 1(; ~. 7nV81't'&ftť matice 'bc.de Qpěttrojl1h,lntková .8 označíme

Ji .' [ Q].' . '.

Nejprve sl pi\1prav:lme pole pro ma.tlci Q a čo n~ho zapíěeme na hlavní
diagonálu pttevrácenES prvky z .hl.avn! diagonály mat,ies P , tekla budeme mít

-1f ,i lIB Piti, • Pak 40 pravého horního trojdbelníku doplníme transpozicí pr'trky
z _atice P ~ Budeme te4y m!t tuto matlei:

P21

fu
P31 . o • t pni

PJ2 e o .. pn2

Cf,3:> ••• pn3

" ." .
" I

"~ '111

Nyn1 vypočteme prvky matlca Q v lev~m dolním tro.júhelmku& Začneme s hlav­

ním (podt.r!eným) prvkem 'Lit a postupujeu18 vlevo k prvkť\m tLiJf,-1 ; 'Iv i) i-1.
atdtp Začínáme s hodnotou i:: 2 a 'končíme i= Tl tl Pf\itom prvek Cf,-Ll<

( i > k) dostaneme tak, ~e mezi sabou násobíme k. -tý a i ~tý ~ádak počínaje

prvkem 'l,ii, seěítáme a postupujeme vlevo tak dlouho, sl "narazíme~ na
prázdné místo! nad ním! je 'tJ< k -t~m fád'ku prvek lf,kk ~ Vzniklý součet náso­
bíme - ~kl( a zap:!§eme na misto CL ik "

Uká!eme to na p~!kladu. .Je dána matice

- 24 -



Vy510

~21 =-(q,22P21)'l11 ll: - (0;2 • 3) • O., tw -0,3 ,

'!32 =-(q,3SP32)tl22 =-0,1.(-7). 0,2::::01 14,

~Jf ll: -elfu tJ31 + 'l321'21) 'tf1:: ... • O ... 0,14. ). 5 =. "".0,21

atd 111 , a~nakonec dostaneme

$ 6 .... 8) 9 O -+ 32) 3 J.o, 5

Výsledek je

O!l5 O O

Q p-1= 3 0,2 O
== 21 0,14 Otl

02 -1,32 -Ot 8

o
O

O

1

1 2 1

A $$ 3 .2

) O 2

fieěeni. Eroto!e jde o matici pouze tfettho ~'du~ mo~n@ DSpsat1nverznť

matici pomocídoplĎkovycnsubdeterminanto. př:ťmo'll Pou!ijeme Geussovu-
-Jordanovu metodu a vzorec (22)$ Vyjde

2 0,2 0,2

0,45 O~O5 -0,2

0,3 3 0,2

h:orní7 jste byste

ie§ení~ Pfevedli bychom ji transpozici na dolní
di\íve odvozen~



Oblázky'vlna je nejklidnějěí 8och~f

Egyptané to věd~11.

Vítězslav Nezval

'0 O harmonické analýze

!h~ní jlst~ bez zajímavosti, !e rozvoj periodická funkce "e Four1erovu
fadu znal u! Lagra.nge. (1736 a! 181)) ~ Domníval Ge, že superpozicí analytlc-­
k$ch (t.~1. do nekonečna derivovstelných) funkcí musíme dostat zase ~jen snaly­
t1ckou f'unkci. Proto omezil po~ltí harmonick~ analýzy jen na funkce, kta:rti
lze 11bovoln~ derivovat. Fourier (1768 až 1830) věak dokázal v knize vydané
l'l1oku 1822, že takové omez~ni není nutná a že ~adou goniometrickýcb funkcí
lze vyjádflt funkce znaěně libovolná. Dirichlet (1805 až 1895) později z~es­

nil podminky, kterým muo1 tyto fun~.~ce vyho\tovate Jinou Fourierovou zásluhou
jsp ~e rozěi~il ui1tí harmonické analýzy i na neperiodické funkce, které lze
pova!ov~t zallmitIÚ případ periodických funkcí s nekonečnlJu periodou~ To

jsou v~"ehno dobfee známé p'oznstky, najdeme je v každá učebnici matematiky Q

neb~déme je tedy opakovatě

Budeme se zabývat bpíěe numer1c1r{)u strárJrou v~él~ Často je dán prliběn

zatě!ujic:! síly jako výsledek nějakáho m~ření.. Chceme-li 1*1 per iodickém n(t"t,

máhání stanovit odezvu konstrukce na tot" bilová buzení, pot~ebujeme určit

jednotlivé harmonická 81o~ky daného prdběhue Také tehdy, analyzujeme-li
exper1mentáln~ zj1ět~ný tv'ar kmitu či závislost posuvu.na čase ~i obecné~

lineárním period1ckám kmitáni, potttebujeme f-ešit stejnou úlohu" 'S'tarě! pra~

covníci s1 jistě vzpomenou, ~e se v teorii pístových strojťi probírala gra­
tická metoda harmonické analtzy krouticího momentu na klice.

Chceme-li f-eěit tuto úlohu a větší pf'esností a pohodlněji a nemáme-li
kdlspozici harmonický analyzátor nebo·j iž vydaný program pro náš počíta'čj
je nej14pe postupovat tak, ~e interval dané periody rozdělíme na dostatečni

velký, lichý počet stejnýctl dílO a odečteme v dělicích bodech funkční hodno~

ty~ Dostaneme tak tabulku údajd pro liché n

1(0 t y., } a. , Yn-1 yn YoJ

kde Ve m y (~i) *I L

Interval t =: X - X, tr ans.ťormuj ame na 2rr , takže budeme mitn o

( i :: O, 1, ~ ~ @ ~ 12 ) ( 25)

hledaná ~ada trigonometrických funkcí bude mít tvar
171

f(t) = i ao+ [ (aj cos jx' + bi sinjx.),
1=1

- 26 -.

12rn <­2 ( 26)



(28)

ao , aj, bi i'sdy (26) nyní určíme tak, aby sou~etětv~rco.

n-1 .. 2

= ;;; [Yi. - f (Xi>]
Budeme tedy hledat· 8prox~..acj funkce tr±~onometrlcký!'polyr!oqo"

s
Koeficienty

byl mi.nlmáln:!~

!!!.i! (26) ~

Je zl'eJmé, !s přldastatačně.vel'rém. počtu člend. V ,řadě (26) bude aprQ~1~":(:

mující fu.nJrce pltocházet věemi zadan~i body Yi,::: Y(A::i-)' • V 'tclm pft:ípad~~OS~Q~':':

neme tr...180I!!?~~cTrouinterE!?~, i'eprvetehdy, zv()l!me~l:i'ne.ko~ečně velkou
"hustotlt~·: boo.o ~i" tjq, . spoj :~.i:ou tunkc1y= y (.t), do~.~aneme z rovnice . (?6)
a z podmínky (27), která získá integrál~i tvar

S :: ,J2
i: [r (x;) - f(X)]~ dx. "" min)

tl

'F~,urierovu,yadu<) Mezi Four1erovu řadou s- trigonometrickou aproximaci či

interpolací je ten rozdíl, :tG zvštěením počtu. členti v :fadě (26) se dosud'vy~

počtené koeficienty Fourierovy i4ady neměnit kdežto II trigonometrické aproxi­
mace či interpolace ano o ·Rozdil je tím menši, čím v~těí počet bodd Yi ve~

meme za základ naě! aproximace (interpolace)~

Algoritmus, -který poulijeme, uvedeme zde bez odvozenťtat Z rekm-esntního
vztahu

Uk}1- ... VI< t. 2 cos X.iUk.~1d - Uk+2,i
8 z počátečních hodnot

(29) -

u~ ~ ~ O}uli
vypočtem~ hodnoty Uk}
hodnoty Vn "'1; i Un.-2,i
dostaneme pak ze vztahO

U1t 1- 1d :=0. (30t

tím) !e začneme u k on 10& 1 li postupně vypočteme

, ••• , U2.,j' Uj Ji, · Koeficienty i"aciy (26)

()1)

~itom

Výpočet-lze snadno programovat pro jakýkoli lichý poěet n bodd
(pro sudý počat by nutno vzorce jinak uprav1t)~

Uvedeme př:íklad9ll Necht je dána fWlkca Yi =- Y (x;,) touto tabulkou:

r O 1 2 3 4- ( n ~ 5)

x,~ O o 72 o 144 o 216 o 288 o (360 0)
(

Y} 1,000 1,S51 1,588 O~412 °i 049 (1,000)
'----- --*.

.... 27 -



Podle ( 29) a ()O) postupnA vypočteme pro i:: 0, Xi:: O

Ulto =0,049
I

UJIJ =: 0,412 + 2.0,049 :; 0,510 ,
I

U2,o= 1,588 + 2.0,510 - 0,049 =2,559.

U1.0= 1,951 + 2.2,559 <W 0,510 ::: 6,559.
I

Podle prvnť z rovnic ()1)

ao= ~ (1 + 6,559 - 2,559) :;: 2.

Dále vyjde p1'O j::: 1, t.i :;: 72 o (okrouhle)

U+;1'= 0,49,

u,t= 0,412 .... 2e~,309 * 0,442- 0,049 = 0,442,
I

U~1~' 1,588 + 260.309 $ 0,442 - 0,049 ::: 1,812,

U1/1=1,951 + 2.0,309 • 1,812 - 0,442 ::: 2,629.

Podle ()l)

aj == ~ (1 + 2,629 • 0,309 - 1,812) ; O,

b1 '" ; • 2,629 • 0,951 =1.

Podobnti vyjdou az ' bl. nulová ( m ::: 2 < 2.5 = fl /2) ~ Skutečně, zadaná.
funkce byla - 81 na chyby zaokrouhlováním -

1 +

Uvedená metoda má velkouv!hodu pfl analýze experimentálních výsled~

~at1!enÝch ruě1vým šu.mem·VY8olr~ ~ekvencao Zvolíme-li početčlenO v :fadě (26)
tak velký, aby byl daný pr'1b~h dostatečně věrně popeán,avša"e zase tak malý,
aby frekvence posledních členO fady byla menší ne~ frekvence ruěivého šumu,

.mhme ruUvý ěUll1 .. odf'iltrovat" nahrazením f'unkce y (x.) její aproximací f (t)}

která p~1tom bude naatrann§ určena metodou nejmeněích čtvercO s použitím
v!ach registrovaných hodnot Yi =: Y ("i) e

Uvedeme jeětě zpl~sob, jak zlepšit konvergenci derivace Fourierovy foa'!l.~

Napí!eme Four1erovu ~adu v komplexním tvaru:

-00

c e ik~
k ( 32)

Abychom naěli činitele cle, musíme tuto f'adu· násobit e -';'jl(, a integrovat

v mezích jedné periody

- 28 -



(i =(1) .1ft, 1). co 1'4
-IJ/; FCt) e -"1" d~ :: ~ cI(· -ff ef,(lc-j)x. dx.. = 211: ci

Zaměníme-li v p'cslední rovnici indexy i, k, f do.staneme

li'"
1 f ,-ik~

Ci( :: 2 ft . (x..) e d ~ .
-'IC

Z rovnice ()2) mO!ema prakticky vzít do vypočtu jen omezen! počet

dostaneme tak
",,,1

{,,lL) :: L Ck eikx.
/<::-(m-1)

Zbytek hdy 1m (1.) • !Cy.) -ftn tX) pak bude

() f (' ik~ C....
I
• e-i,k~ J'11J1. t, = L. .. CJr. e . + ....

k=M

Tento zbytek lze upravit "posunutím 1nd,eX't~u takto:

~m ex.) .. eimr, .f". (K,) + e-im.r. f-m (x.) J

kde 00

fm (X) =: I Cmi-k
eikx.

kilO'
)'

«)

f-m (x;) =L C
... i,kz,

...(11trk} e
k=O

(33) ,

členů;

(34)

(35)

(36)

Rovnice (36) je totožná tl rovnicí (35) ~ Z jejího tvaru Je zi'e'41m~, 18 p~i

velk~m 4fYL dostáváme z~ytek 'lm (t) jako modulovanou nosnou vlnu~ mNoená
vInan e"'mL , popfa~ eo»1rm(, má velkou frekvenci!) kdelto její' modulace <@

- amplituda fm. CIC) ,popi". ,P-m (e) - se m§ní v závislosti. na (, jen zvol­
na~ Darivujemtz-li tedy Four1erovu fadu, dostaneme zbytek

)

(

\ 0 im.x, () t e imlC, DL (v)1lit K. ) = t m e j'm X. JO'. ~

i ln e
ď

LmJC, f-m (x.) + e-1.mx.'p~m. (x.)

Vidíme, že prvni a t~etf člen na pravé straně (37) jsou násobeny velkým čís~~

lem m a že tedy především tyto členy z~sobují zhorěení (nebo i ztrátu)
konvergence F'ourierovy řady~ Derivovali jsme modulaci i nosnou vlnu;lepěí

výsledky bychom asi dostali, kdybychom derivovali jen modulaci bez nosná
vlny~
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Toho dosáhneme, nahradime-11 derivování konečnými diferencemi @ Pou!ijeme
Dperátor

()8)

Dostaneme

a ( ) 111, [ .. i (m" ., tlC) ( ~) i(mx, -t;i) ( qc')J
"v1lJ. ~frI,.t := 1 'lC e p1Tl. x; t m - e ffll. t - m ~ t

nt [ -i(mx, +fiC) (ii) -i(mt - fl) ( 'íi. )]+ "1m; e . p_m(x,t;" e p-m K,- ~ •

V rovnici (39) již nejsou obsa!eny ns!ádoucí derivace nosná vlny. Tento zp1­
sob '*nedokonaléhon derivování Four1erovy :fady je formálně e1evlvalantni s mo­
d1tl1rací p\vodní Four1erovy itedy, kterou dostaneme, p~isoudíma-ll k -tému
l!lenu :fady UváhuOt

( 40)

( 41)

Váha (40) se nezrněni sni tehdy; použijeme-li Fourierovu řadu v reálném tvaru~

Jako příklad uvedeme funkci (Cx.) , pro kterou

y (- .()
y (~) =:

y(O)

- y(x),

0;5
y{w;) O.

- 30 -
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Funkce je znázorněna na obr~ 25 Odpovídá jí Fouriarova~ada

ICt.) .. i- (sin K. + ~ sin jx. + ; sin. 5x. + ... ) }
která konverguje na celém lntervalu -< -Cji } 9f> k .funkc1 y(r;) • Konvergence
je všale pomalá~ Dar lvace

í/(t) = ~~ :: O

existuje v§ude na intervalu -fC<r, ( O 11 POP~eO<.1J <.ťj[: ~ V bodě Je,:: O
neexiatuje.Avěak derivace

p(x.) :: ~ ( COS K, + COS J t.. . +- cos SJC, +- • •• )

nekonverguje v Udnám bodě (3 výj imkou !í .. :t 1 ). Nahradíme nyní P(j(.) mo­
difikovanou ~adou

o . (2 m, - 1)~ ]
St 11. 2 m. ( 2· 1)+ (2m,-1)f1t cos m- x.

2m
Ta bude konvergovat e rostoucím m k nula pro ka~dá ~ z intervalu
-CU; < ~ <qr; 8 výj trnkou bodu x., = 0, kde bude divergovat $

ApHkac\3 činltelO Ok. na phodní řadu f (11.) podstatně _zmeněu,1e

G1bbsóv~ v mistě nespojitosti ~ = O (srov@ obr~ 3)$ Modifikovaná ~gnkc~

věak není ~nejlepěí aproxlmac:C'o da.ná funkce ve smyslu metody nejmenších
čtvarc6~ nebot neminimalizuje součet S podle (27)~

ll~ úloh8@ Odvodte obyčejnou i modifikovanou Fourlsl"oVU ~adu. pro D:lrscovu
Ndelta-funkci~ f(~), která je věude nulová s výjimkou bodu ~ =O. Plat!
pro ni, že f (O) =00, zároveň však, že

Jt f (X-) dx, = 1 .
-l
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o

1 ~ Four1erova řada s konečným

poětem člertJ

2 - modifikovaná Four1erova fada

3 - Fourisrova řada s nakonačn~ým

počtem ělenO.

Obre 3

teAe.ní. VyjádříIItEi ji na intervalu -CiC <.(, < liL Fourierovou ~adou

fClC) .. Jr ( ~ + COS.t .,.. COS 2J(, r •. • ) .

Omez:1me-li 8.a na. dvanáct 'Hsrmon1cktch slo~ekt bude m:: 12,

§ 9f:k
Stn 12..

II
f2

takle

fm.c")=i (0.5 + 0,9886 cos Je, + 1,5549 cos 2)(; +

+0,9001 cos 3~ ... 0,8270 cos 'tJ(, + ~O$ + 0,0899 cos 11x,)~

Obr0 4
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( 42)

Výsledek je zakreslen na obr aP 4. ~esv~dčte se, ~e

9i'

1 fm, (x,) d~ ." 1.
-fJC

Věimněte si, že modifikovaná ~sda ve srovnání s pOvodni ~adou poměrně rychle
kornrerguja,~ dVEnáctá harmonická dokonce ~"ymiz:ť~

Chci hladit vaši ručičkue

Snad byste mi pak patřila vy celá0

Vit~zslsv Nezval.

6~ O Taylorově řad~,a O diferenčních vzorcích

Mocninná řada, kterou objevil Taylor v roce 1715, umožňuje popsat p~běh

funkce f(() , známe-li její hodnotu a hodnoty jejích derivací v jediném
bodě Xo ~ Z podrobných znalostí funkce v jediném bodě a v jeho 1nfinitez1­
málním okolí se tedy snažíme p~edv:!dat p.rO.běh funkce v ostatních bodech defl,,~

ničního 1ntervalu~

l'ri1Mh funkce f ex) je popsán mocninnou i"adou

f(K) 0.0 1" a,1 (x - lo) t Q,z (;c- ;Co/'" .... )
která je konvergentní uvnit~ konvergenčního kruhu~ Střed tohoto kruhu je
v bodě Xo a poloměr kruhu je dán vzdáleností tohoto bodu od nejbližěího

singulárrúho bodu 1.1 funkce f Cz) v ll:omplemí Gaussově :rovině.

Eroto!e ~ jak známo - koeficienty

ao = f (Xo)) a, = r(Xo)) aZ = ·1 (l)(Xo») ... ) ak = i! f(kJ (Xo), •••

závisejí na hodnotách funkce f (x) v nekonečně bl:ízk~m okolí bodu Xo I

kdežto fada (42) platí pro vAechna X uvnit~ konvergenčního kruhu, znamená
Taylorova ~ada extrsEolaci z bodu X:J Xo tl Extrapolace je pravideln~ mén~

p~esná než 1nterpolsc6 t proto se ~~eme domnívat, ~e ax1,stují vhodnějěí zpd­

snby náhrady funkce mocninnou řadou, založená na interpolacilll To je skutečně

pIl 8vda, pokud jde o obor !'sálných funkcí" Tím se budeme později ještě podrob­

ně zabývat * V ob~r" komplexní proměnné však bude

f (z) = ao "" a1 (Z - ZD) t · · · t ak (Z - Ze)k +

Dosadíme-li sem Z - Zo '" r eir (r = konat), bude nyní

( 43)

00

f (z) = [
.. --. ......,.

k.=O

( 44)
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(47)

(45 )

(46)

znamenat Four1erovu f>adu. ř'unkce f (z) se skutečné jeví na kružnici
I z - Zo I 3 r jako periodická fu.nkce 'dhlu cp a I'!Óže tedy být rozvinuta ve

Four1erovu :foadu (44) ~ Tato řada v§a1<: pltedstavuje "nejlepší aproximaci" podle

kritéria nejmeněich čtvercO. ~ NemOžeme proto doufat) že bychom nalezli vhod­
nij~! mocninnou ~edu než Taylorovu, která by popisovala ~omplaxní funkci

feZ) uvnitf> konvergenčního kruhu.

V dslAim výkladu se omezíme ne obor reálná proměnn'~ Zvolíme-li uvnltf
konvergenčního intervalu bod ve vzdálenosti h od bodu x.. ~ bude v něm

funkce f nabývat hodnoty

f(X + h) == f (x) .,. t(l() fl + 1f)) (J{) h2 T ~. fIl)(J1 ) h?1 )

kde )(;i!1 ~ X +fl. Podobně

) -{ f)) h2 1 f»)· ~!ex-n) .. feJ() - f (x)h t 2: . (X) - 6" (2)h)
kde ~-h~ fl~ X Odečtením obou posledních rovnic

fCx+h) - !(K-h) == 2htex) ~6 h?> [{ll (f1) t (ll) (Jl) ]
Je-li fCJ() dostatečně hladká, jsou Ueti derivace malé, ta'rže první deri-
vace f) (It) je fl dobrou p~ibli!ností vystižena vzorcem

f)(X) '" fex-I-h)- !(x-nt + o(h 2)' 0 (4

2h
O(h/znamená zbytkový člen, který má tu vlastnost, že limita zu rllO(hj

z\1stává pH h ~ O konečná. ZmenUme-li tedl krok na polovinu .• a je-li
pi"Hom h dost malé, takh (\f1) ~ pl(JZ) ~ f' (x)- zmenši se zbytkový člen
na čtvrtinu0 O absolutní chyb~, které vznikne nahrazením první derivace zlom­

kem na pravé straně (48), tím však nic ne~íkáme~ Je nap~$ možné, že vzorec
Ci :fádem chyby O(hlf.) dá větěí chybu než vzorec s řádem chyby O(h') 1< Při po­

lovičním kroku se vi3sk chyba prvního vzorce zmenši 16krát, druhého jen
krát~

Pojmema--li do ~ad (45) a (46) na pravé straně ještě o jeden člen více,
zruší se sečtením obou rovnic na pravé straně členy obsahující liché
h a bude

f(uh) tf Cx -h)'" 2f (X) + f))(X) hl t /'t [rJ(}1) + f(~) (JJ] hJr .

Odtud

f
»
(x)

Takto mžeme

hodnot v oddělených (t.j

tři o ,a to

derivace funkce (x) v bodě X pomocí funkčních

diskrétnich) liš vzdálených bodech" Volili. jsme

X - h ; X ; X + h !> rt~oh 1 i om j i ch v ě ak vol i t
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více a nemusely by být ani ve stejntS vzdálenosti. Dostáv~me tak diferenční!

,~orce, které nám proltá~í výbornou službu plti numerickém výpočtu derivaci
tAbelovaných :funlrci 1 při numer1ckécn řesení diferenciálních rovnic. Řád chyby
O(h") (či "rychlost konvergence U

) diferenčniho vzorce dostaneme pfitom ze
~bytkových členO příslušných Taylorových řad~

il1'2. úloha. Určete přibližný vzorec pro výpočet první derivace p(x) pomoci

runkčních hodnot HJ(). f (J( .;. h) ,f (J('" 2n).

!~ňen:í: Z Taylorových řad pro f (Jé +h) • f ()( .,. 2h) vylouěíllled1"uhou derh~~
a dostaneme

p(X) = [- 3fC)() t 'rf(lťrh) -f(i{1- 2h)J/ 2h + o(h'") •

f
l)

lJ8i úloha0 Jaké cnyby se dopustíme, vezmeme-li hodnotu druhé derivace
v bOdě x+ h tak, že j i prostě nahradíme hodnotou t (Jť) podle (49)1

i'le§eni. Rychlost konvergence bude jen O{h) místo O(h2.); při malém h
se tady chyba zvětší záměnou uvedených hodnot h-1 krát(o

14~ úlohaa> Přepište do diferenčního t.varu diťerenc1ální rovnici ohybové čá­

ry pružného nosni1cu uloženého na W:inklarově pružném podkladu ~t;;. + ~ \lil' '" {cu) .

Ře~eni "

x- h ,
ČtVI'tou derivaci vyjádf'íme pomoci funkčních hodnot v bodech x- 2h ,
X j X +h , X 't. 217 a dost.aneme

K řešeni této rovnice se vrátime později v 21~ úloze~

15. úloha. Vyjádřete první derivaci tCi) pomoci funkčIÚch hodnot f(x- 2h)9
f (l( - h), l(X + h) , f (X 1- 2hr

Řeš3ni~ V:yloučenim druhé e třetí deri,race z TS;llorových ~ad vyjde
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Netrap se bezdtěěně,

já vím, co mi chceě ~ict,

za ouěko dám ti třešně

na místo náušnic.

Jaroslav Seifert

1. Aproximace funkce Čebyěevovými po~ynomy

Apr-oximace funkce {Cx) Taylorovou :fadou s konečným počtem člertt má tu

nevýhodu,~e chyba aproximace je nejmenAí kolem bodu, k n~mu~ Tayloro\'u f'adu
vztahujeme, avšak se vzdáleností od tohot~ bodu rychle vzrastá. Je tO j .jak
jsme jU uvedli, extrapolačni vzorec, pf-i němž funkci f(ť) v bodě )( =- Xo
derivujeme. Místo toho ~!eme požaňovat) aby chyba byla rovnoměrně rozdělena

po celám intervalu. To nás p~ivade spíše k tomu, abychom danou funkci inte­
grovali. Nebud'eme tedy pf'edem zvýhúdňo'vat žádI\Ý bod definičního intervalu ..

Nejprve naši ~unkci upravíme lineární transformací tak, aby dofiniční

interval byl - 1 ~ X á 1. Toho nóžemtj vl.dy dosáhnout@ Potom položíme

x lD- co.s t, takže daná f'.mkce bude mít tvar

( 50)

Stane se tedy sudou periodickou funkcí, rozvinutelnou ve Fourierovu řadu;

ta Je, jak jsme ll! vyloI11!, nejlepěí aproximací podle metody nejmenšich
čtvercO co Dostaneme

~ (r) =Í aj) t 0" cosr 1- aJ. cos 2r t · · · )

J
~

a1( = ~ l Cr.> cos kr dr ·
o

Vrátíme-li S8 k ~vodní proměnná ~ llB10 cos rt dostaneme

{eX) = ~ ,ao t aj ~ (x) r al 7; (x) t ... · )

'kde

Qk = ~ f1 fex) ~ (x) Ý1~:2
-1

S použitím identity

(51)

(5J)

(54 )

dostaneme rekurentní vzorec

~+-1 (x) = 2)( ~ (x)

2 cos Cf cos kr

~-1 (x)

(55)

(56 )
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počátečními hodnotami

~ (x) .. 1 ) ~(X) = x. ( ;7)

(58)

~ rovnicích (53) až' (5 znamenají Tk(J() proslulá Čeh4 ševovy pť?~l;'lpo&t ~.)

~imiž zobecňujeme výborné vlaa+nosti Fourierovy ř'ady do oboru mooninných řad~

Z rovnic (56) a \57) dostaneme

Ta (X) ~ 1

~ ex) ~ x
7; (x) 2 ~~ 1
T:, (x) _. 4'x3 - 3x

~ (x:) .. g xlt - 8 i 1- 1
J; (x) :;: 16 }(5 -- 20x' jo 5 x

~ (x) == 32 X6_~Sx~ + 18 x2
- 1

atd.,

Čebyševovy' polynomy vyhovují podmínlrám ortogonality

\
O pro r + A

f1 T,. (x) ~ (x)
dx Cii pro rP:3,6~O .(59)..

V~1 ~ Xl

l-1 q;
rem~+O~T pro

.Osciluji mezi hodnotami .t 1., Tak napY;~ 16 (x) osciluje podle obr@ 5~

Obr~ 5

Panfu+i~i Lvovič Čebyšev (1821 ~:1Ž 1894), petrohradský mntematik0
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fiadu

Z rovnic (58) móžeme určit tyto inverzní vztahy:

1 m To
x T1

l - }- (To + r; )
x~ = ~ ( .3 ~ t ~)

é= :(3Ta + ~~ +~)

x~ = 1~ (10 ~ Ť 5 ~ + Ts)

x
6
~ 3!f2 .( 10 Ta + 15 Tz + 6 ~ + ~) .

(60)

23'1-
+ X -- X + X ( 61)

mOžeme tedy na intervalu < -1, +1 > přepsat takto:

y = 2,1875 To - 2,375 r, + 1,46875 ~ -- 0,5625 TJ +

T -r ,. (62)
+ 0,3125 ';. - 0,0625 /5 + 0,03125 '6"

V če1!lse liší řady (61) a (62)1 ObE.ahov~ v ničem, obč jsou totožné$

Formáln~ je věak mezi nimi velký rozdíl. P~vní z nich má součinitele +1,
-1, +1, -1, I4l ~., tedy v absolutní hodnotě stejné, druhá klesající 111 U druhé

víme, že vynecháním posleclniho členu d09taneme polynom pátáho stupně, který
bude na daném intervalu aproximovat tunk'c,i y s ch.ybou nejvýše : 0,031259

Nena§li bychom polynom pátého stupně, který by délval na cel~m intervalu men­
Ai absolutni chybu$ Vynecháme-li dva poslední členy, dostaneme polynom čtvr­

tého stupně, který se bude od y(~ liěit na celém intervalu nejvýěe o

! (0,0625 + 0,0)125) = ! 0,093750

Zde vidíme dalekosáhlou výhodu t'ady (62) proti řadě (61) ~ Umožňuje 8 nej'Clon....

ěí absolutní chybou snížit. stupeň polynomu, tj0 "teleskopicky zkrátit." moc--'
n1nnou ~adu.

16. úlpha. Nahradte funkci y = ol v intervalu < Oj 1 > kvadratic1l:ou
2

funkci Ý= ao .,.. aj x 1" G.z)( s nejmenší absolutní chybou$

Ře§ení. Nejprve upravime interval < O; 1> pro X na interval < -1;

+ 1 > pro t m ix + J3 ~ hfusi platit, že krajni bod,,! si odpovídají ~ 'takže



Odtud t m 21.-1 čili x=: 0,5 (t f 1) o Dosazením dostaneme

Y'" 0/125 (e f Jt t + 3t T 1) "" 0,125 P(t).

PolJlnorn P(t) lze rozepsat pomocí ČebYšdvoVÝ'ch poJ.ynon.'ll1

t 3

°1 15 Tf
1.1 t 2 1, .5 To.j

.3 t = ~, T1

1 .::: To_..~ ...._----
P(t) :: 2/5 To t 3 15 ~/ I

._----
1, 5 T~ 1- !Ol 25 T

3

Zanedbáním posledního členu dostaneme hledanou aproximaci

s chybou

Zpětným dosazením máme

y'" 0,125[:;(21\-1)2+ 3}15(2x-1) +1]
'" o} 031 25 - 0,562 5 ll; + 1/5](2.

Chyba této aproximace vyhovuje nerovnosti

IY - 91 ~ 0,125 I P - PI = 0/031 15.

Postup by se pon~kud zkrátil, kdyb,ychom póu~ili tzv .. posunuté Čebyěevovy_

;,ol~nomyt definované na intervalu <: O'; 1 > w Platí. pro ně vztahy

To*(x) '/
T1

ft (x) .- 1 .,. 2x
r;it (x ) 1 - Bl{ .j- 8 x2

T: (;<) =- - 1 t 18}{ - 1.;8x1. + 32
Od '~ud (,1031 i.inpme ;)římo

T
k

-1+ (x)

cos r
T/ (x)

cos kr )
2X - 1

T/«2x-l).

1 -~= I O

1 ("* T*'j(=-- T·t )
2 o ·f i

x2
= .i. ( 3 T* I. T'* ;- T-It )8 ,otT 1 .2

l", 3I- (fo T/ t 15 ~ fr + 6r/' T T~-It )

9 = '-3~ (10 T/ T 15 T/ + 6 T/)

Oj Ojl 25 - 0/ 562 5 x r



Bude-li z nás z k~emene,

je celý národ z kvádru~

GaussOVA metoda numerickph~

zřídkA~ tato metod~

~_,ron~A~~l?~~, d~né nul

.- iI~Ac i,,:,nélni čí sla ~

lichob§lníkov~ho

álu se až 00 nedávna
neekvidistantní

lal na 1'00-

vice sea
Elektronická ače však ods
běžn~ uvAdi v knihovnách

Sudem:; c:anou funkci transfox~movali do intervtJlu.

- 1 ~ X ~ 1

kterÝ 11i

@ $ ~ )(11 označíme Y1' Y2
dO, awšak o jejich rozmístěni

t tl bo'~

prve sestr

(6.3)

(64)

(X)pro :n :: 4 bude

"\ 't"llt::'l n ''ll 'U' c.~"t e 1 i jetat é ž c O včl t a,~·

1 va zlomku v rovnici (64)
zn3či derivaci x

Obdobne tvrzení o všech
rovná jed·,,,,

J

činitel (X

fuisto x Q

.~ nu::::» ~'~ If"'~ 1:'lI''':;~ Y f) 1

)

x. x~

1 ~ pr1 0 t.

(63)@ S itím Kroneckerova
k a nUle pro j t k ~ ID5. žeme

čita t e 11 (64) n

avěak 8 hodnotou

v je

1 Y)1 (x) T- ex) + (x)
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('68)

Funkce y ~ ~-1(X) procházívěemi zadanými body. Nahradime-li ji danoufunk­
ci Y" f (x) , dostaneme mstopi"esného integrálu

A = J1 f (I() d~ . (6 7)

"'1

~jeho pl~~ibližnou hodnoi~u

_J1 1'1 f
A - ~-1 (X)d,J< '" I v" J QJ< (;d dx

'''1 k,1S11 .. ,

Integrál

1

'Hk :: J Qk (l() dx (69)

-1

m.~žeme považovat za váhu, kterou připisujeme hodnotě Yk ,takže A dOBté..,~
váme jako "vážen,ý součet$' funkčních hodnot

ft

ft. .. 2 Wk Yk · ( 70)

kSJ1
Vá'la \'vl< závisí jen na volbě' úseček )ti ,nikoli na p.r~b~hu funkce Yi

Vzorec (70) nahrazuje integrál váženým součtem jistého počtu pořadnic,

což je podstata kt.erékoli numerick~ 1ntegračnť metody. Gauss věat měl geniál­
ní nápad : zkoumat změnu, která nastane, pl-:l.dáme-li jeětě jeden bod Xnr1

s funkční hodnotou Y1tfo1 0 ~ definice je zřa,jmé, ~e Qn+ 1 bude úměr~ ~ (X)/g

NApř,. pro n. = 3 vyjde

GIt-(X) .. (X- X1)(x- Xz.Ji K- x~ :; konst. (x,-x.,)(x-xJ(x-x~)=konst. F. (x).
(X/t-X')(X/t-X 2)(Xt -XS) 3

Proto váha

Wn+1 =: konat. J1 Fn (J<) dl( . (71)

-1
Nový bod '1+. 11 +1 mžeme zvolit tak, aby se součet (70) nezměni10 Stačí tot1!~

aby vyělo w~+1 = O~ V takovám p~ípadě Jsme sice p~ida11 Jeden bod X~r1

ale funkční hodnotu Yn.t 1 v tomto bodě ani nepot~ebujeme znát, nebot její

váha je nulová~ Výpočet: Sll tady nijak naz'eomplikuJa .snl. nepr9dlouží~ Podmínka

\"(!~.. +-1 :: O znamená jednu vazbu mezi souřadnicemi Xi J JX 1 , Ql •• }' )(11;

tomu lze vyhovět vhou~louvolbou těchto velič1n~ Pak. zvolíme~laětě jede-n bod,

a to AtL rl "Opět budeme požadovat, aby W'n.+ 2 = 04P.Ta~ Ilťi~ame postupovat
dále-, až budeme-mít celkem 211 bod~ ~ Z podmínek nulových vah dostanemen
rov-nic

(x) dx o

- 41 -
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j1.n:t! lze vyhov~t Jen zcela ·určitou volbou Jlodnoi; xj , X2.' o G~, Xn. ~

Zvolíme-li tedy souřadnice x1 a! x~ shodn~ S požadavkem (72), dostaneme
~ rovnice (70) hodnotu Á s takovou přesností, jako kdybychom zvolili 2n
bodO,a.čkoli jich va skutečnosti volíme Jenom tJ o w)

Podmínka (72) vy!aduje, aby F.", (JC) ,bylo ortogonální (a vahou 1) k mocni-
nám x J., ('J, =0, 1, ,. •• , n,. -1). Takovou vlastnost maj! známé Legendreovy
polynomy. itunkce F,., (x) je násobkem 12 -tého Legendreova polynomu a čin1te'le

ve funkci 6~ (t) musí být - má-li (12) opravdu platit - koItenovými ělnitel.!

'Legendreových polynomO $ KOf'eny těchto' polynon'Ó jsou tedy hledanými Boufadni-

cemi Xi Cl ;Najdeme je spolu s vahami Wi v t8b~ 1~

Tabullca 1 Hodnoty Xi, a váhy lNi pro Gaussovu lcvadraturu

r---...--------,,---~-'-------------

2

3

5

6

1

8

9

0, 511 350 269 2

o
0,774 596 669 2

0,339 981 04) 5
0,861 136 311 6

o
0,538 469 310 1
O,906 1 79 84-5 9

0t238 619 186 1
0,661 209 386 5
0,932 469 514 2

o
0,405 845 151 4
0, 741 531 185 6
0, 949 107 912 3

0, 183 434 642 :>
0,525 532 409 9
O t 796 666 471 4­
0,960 289 856 ;

o
0.324 253 423 4
0,613 371 432 7
0, 836 031 107 )

0,968 160 239 5

1

0,888 888 888 9

0,555 555 555 6

0,652 145 154 9
0,3478548451

0,568 888 888 9
0.478 628 670 5
0,236 926 885 1

0,4679139346
9,360 761 573 O

O, 1 71 324 492 4

0!t417 959 183 7
0,381 830 050 5

0, 279 705 391 5
0,129 404 966 2

0,362 683 783 4
,0,313 706 645 9
0,223 810 344 5
0,101 228 536 3

0,330 239 355 O
0,312 347 077 O

0,260 610 696 4
O, 180 648 160 7

0,081 274 368 4

N) Volíme tedy "dvojité" body, tj$ ft bodO s n tečna~i v nich-
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V matematické literatufe se udává 'Pro odha4 chyby Ga-us·sovykvadra.tůry

vzorec

~ · [-f2nn~~lr ~::+;. ~7::fj- ) (3)

kde J je nějaká hodnota mezi t 1 a . f(~:l znač:! Zn -tou derivaci.
.d2~ • Tento vzorec není pH1iě uiitGčn$, neb::>t vylaďuje znalost ·2n-t4
d~;ivace, kterou integrovaná funkce an1 nemusí !ÚL Lanczos uvádí jtn~ odhad.
totiž

1 r@-_-1_[fU)tf(-1}-fl.- t 'WS.KIt t(l(J,;)]ď.~
211, ., 1 k M 1 )

vy~adující zns.lost ll! jen prvních der1v~cí ve zvolených bodech~

'" :: 1 ·

Odtud

( 74)

-.~ (Xi'" X1 .,. )(3) - 2](1)(1 x~ ... O I

22)5" t "3 ( X1 ;(1 .,. X2 )(3 1" 1(3 Xi O)

- ~ ( )( 1 .,. x2. .,. )( 3 ) - ~ )( 1 X 2 ]( 3 • O.
Srovnáním první a tf-a t:( rovnice dostaneme 1ft -1'" Xl t tJ" Ot x'1 J( 2 )(s .: 0&
Zvolíme X2.= O J )(1 m - )(3 ~ Z druhé rovni.ce vyjde

)(1 = - X:; = ~ ~ ! :!: OD 774 596 669 2.

Váha ~fi vyjde ze ~J'zorcó (63) a (69); výsledek m~~eme kontrolovat poromá-
ní~ n údaji v tabq 1.

18 .. !-.1}oha,. S po'.,!ži tím Gnnssova vzorce pro 11.:: 5 určete integrál

(Ir 1te dJ( .
J
O
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Řešení..,» Nejprve transformujeme pro!fl~nnou X 'z o'boru « 0 f 1 > na, proměrr

nClU t z oboru < ~l; +1;> ~ Vyjde x:= 2 (t r 1) ll! S tout.o substitucí

d'ostaném~

A

PodleC 10) vYPočteme

leda

1 oJe čteme

4" ::'V1 906 845 9~

469 310

- Of2J6 926 885 1,

~ O~478 628670 5

A - ~59B 136 63

A OJP.J

1\ f)"O

nocl~Doli po

ohně pas áč:kl1 ~,

František Halas

je vhodná tehdy, použ! vá-

bodu a toto okolí d<lsfa·tečně

ji \tBak cht~11 t pro velký 1. ozsah a. llwchom
ek11idistantni 1stil! že ma omeze .....

kter~ bereme za základ naší intarp.9J.aee.,z[sreáváme
nd ivočeJái.

u
průbé.b~, na při-

·..... ·,,-c"'·>J..,~,.;··f'~...""""'(;:l""""U ~ V n3kterém intervaltfnemQs~I()1Conce

~rllba c k dané funk(~1~ 8čl{ol i to nií:ta
;~rozumná~~ I} ~Je o zémodno omezlt. z ických i z'teo~fJ''f::LO~SbvC·lt•
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počet bodO, která tvoří základ pro interpolaci, apou!ivat, eV r~znych inter­
valech rl\zné interpolačn:í polynomye

V poslední době sek interpolacipou~ívaj:c tZVe spline-funkce J co! jsou
polynomy nízkáho stupně (zpravidla t:i\et!ho). Pro ka~dý ~krok't argumentu pla­

ti obec:ně jiný takový polynom~ Jeho koeficienty jsotlvoleny tak, aby celá
aproximace byls "co najhladší it

~

Podstatu metody snáze pochopíme, uvědomíme~ll si, c.o"~.plina" (splajn)
znamená: to anglický název pro elastické pravitko (zpruhu) f které se
dttiva používalo ke 'k':realení d1/".iliých ~1:"6k(na~. na výkresech lodních bokll)
v k-onstru'ečnich leancelářích pro stavbu lodť. Tvar prohybovky byl ~itomurčen

nělr-olika body~ Diferenciální rovnica te~-rová PI"Oh,ybovky má plti malých prdhy­
bac-ll tvar

(75>

Tomu vyhovuje polynom t~etiho stupně

2-y == ao + a1 X +- CL2 X

Máme-li nyní zadány funkční hodnoty

( 76)

Yo" y(xo)) Y1= Y(X1)j ••• ) Yn. ... Y(X1'j,) i (11)

zvolime integrační konstanty pro katdý interval (Xi-f j J( i) j iliak a tak. &.b1
polynomy (76) měly v hraničních bodech nejen společnou hodnotu y~ t -ale
i první II druhou derivaci (zleva a zprava) & Dálka i -tého inter~nlu je

(78J

( 79)

Spline-funkce (76) věak pfedsta­
vují elastickou prdhybovku Jen
tBnkrát, platí-li pro prl~hyb

lineární diferencIální rovniee
( 75) 'l je-li tedy prl1hyb relativněObr~ 6

Hledaná f'unkce def:.1novaná poljr'Wl>

no-my.· (76)· pfedstavuje ttldy elas­
tickoupr6hybúvku nosníku pralo­
~aného zadanými body, na ktert
se nepi'enášají.!ádná vnějěi za­
titan! (a výjimkou osamělých

realccí lY zadaných bodech)~ })ruhé
derivace maji p~ltom význam ohy­
bových momentO~ ~měrných k~1vosti$

Zavedeme pro ně pomocná označení

(obr ~ 6)
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malý, takh 1y) 12 « 1 . P1"1 větších l\~hybech" se obě kfbky (spline..tunkce

aelestlka) nav~ájem 11!í0

snadno se přetlvěděíme~ lev intervalu Xi,.,4 ~x ~ Xi vyhovuje uvedeným
pQiaQa'kd~ pQ~nom

y .. ~i (Xi - X) Y.-1 t :{, ( X- Xi,-1) ťi, t

t /h;, [(Xi, - X)3 - hi2.{ Xi - "J] 'ti-1 +

T 61h. [( X .,.. Xi-1)~ - 11: ()( - Xi-1)] Xi. •
~ .

Ten lze ~apsat v maticovám tvaru

y (X) .. [ N(x) }T f í 1
zvolíme-li

( 80)

( 81)

(.N(x) \ =_1t j 6h·. 1,

6 ("i - x)

6(X- Xi-1)

(Xi - xt-h: (Xi.. - )( )

(x - Xi-1)~ - ht( X - X.~-1),

Yi, -1

YiJ

iti-1

,,~

( 83)

. (84)

:P.rotol~ ro:vnic·e (81) platí je:n pro i -tý interval, označíme j 1 přísluěným

indexem

Yi(X)" {Ni}T{~i}' (82)

Podmínka hladkost! yi {xtJ .. Y~"1 (xi) dává

{Ni
l
(Xi l} [~i.} .. f N~>'1 (xi) } f 2: i, 1- 1 l

col je celkem rL - 1 podminekpro n - 1 neznámých hodnot Zj' 'Jel' @ li @ ,

~fl,-1 ~ Za ]to a :Jen volíme n~j8ká hodnoty, napi\. nuly (tím zvolime kf-i-
vost v po~átečn!m a v koncovém bodě)~ Rovnice (83) dává

hi, 1(,;'-1';' 2(h;, 1- hid)Jti, T hi + 1 1ti,+1 =

= 6(Yi+1-Yi,) _ 6 (Yi - Yi,-1)
)

h~+1 h~

co! není nic j ináho než zn~á Clapeyronova "tř~momentová@g rovnice ~ Soustavu
rovnic (84) mO!ame rovně~ zapsat v maticov~m tvaru

( 85)
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Zde A znaat ttídiagonáln! matic'-

2 (h, r h,)

h1

(A] =:

(nu fy)

(nuly)

........... ......

h~_;' ~~hn:::1h~)j

(86)

ti dále

;}ft

del,
t
I
$
I
i
I

ln.,-1

{b} = 6

ť:t ... rl __ _rl - YO a

h% hl

y,,-rz - ~1-rt-
h~ ba. '. ,

J' .
ft

I
I
i

y" - Y~-f _~ft,-I - .!tn-4t
hfi ht;,<M1

Vyřaňíme-li soustavu (85), máme
vektor ~i a tím "1 poly-

nomy Yi lat() ~

~íd1ag9nální metlc1 (16)
mO!eme invertovat jako trojdhel­
nikovou.< "o.zdělíme.li ji p~edem

na čtyf1 submatice, podle schtSma-
tu na. obr 4' 7~ Matice Afl

Dostansm6 & 7

Ai1 ~ t Afl ~

Au ~ t A22 ~
Odtud vypočteme

(

a dosadímo do druhé z rovnic (88)

- 47 -
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Pc

ť ~ (A ~~
1 21

I~l'~®~'~ ze mat iť':'~~ ( fj
W . 112-1

mat 1.e~w (skalái~) @

A;; A
11
f 1 (B

2
- A22 A~1 Bi) . (91)

A
11

) K~0čl.ni obt:(~e, nabot je to jednoprvková

pro ni pfejepsány okrajov~ podmínky

se však snáza řgši diferenční rovnice s počá­

= c ~ Rovnici (84) upravíme na rekurentní

-'i 1ei -1 ]

b , t()ti~

( 92)

~ C (~l~eálné

volíme 'i::
c.l~a0jov·é podm.ince

g;*3 závis!

( 93)

(a nepot~abi1jeme tedy ani místo
~ V jednom cyklu vypočteme pro

číslo) z rovnice (92) věechna ~j

2, ~eJ~' fl --1$ Nyní ovšem :ft:;' ()e

2(11,:: O, naxr.O žama voli t hodnotu C

na volbě de
1

, že tedJ1

) %.. (
to

Z'2 Q\J, t; H.,~I l.ť. 'IDat 1~ci

k inva.ťzi

(
1~.'1 tysr t v'fl9 t
kte.cáho

gadsné Jet) ~ O ,
Pl~O 1:: 2 až fl -;

CH:1cems,...ll vyhovět druhé
libO'flf)lRlě~~ tl~Yědomima~ig,

( 94)

lb
volíme

pro i < 12

známa sprá,Y~

11; doplnění

,který po--

poly.....
velmi

proběhnout~ aniž hodnoty ~~

třetím cy~lu, kdy ul
,použ sms jednotlivé hodnoty

S ním ihned dostávWrlEl polynomYi (,K)

pt?kud počítáme

kraslílll€ křivku Yi (x) pro i ~ti interval
k i.ndexu o vétěímU0 znám(~

u~ Potřebs paměti počítače je taknom
lYlal ái~

px~vk(1 do oru

necháváme v paměti

n.aba na
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Sp11ne-funkcelze pou~!t 'R,e:Jank interpolaci (k tomu máme tlstatně 1 J1­
~á interpola($ni vzorce)" al-e iks'nalytlckému ·pop1suexperlme.ntáln~získa~

ných křivek (rdzných charakteristik ap'Od~). V jednotlivých intervalech je

pak máma popsány polynomy tf'etího stupně, které na sebe hla.dce navazu.ji
(v dělicích bod.ech máme společnou fu~kč'ní hodno~u, tečnu i o,skulačni ,kružni­
ci) 0 Spline-f"unkce mohou být 'velkou pomoci také v technickém kresleni (1;-«3

spojení se souf'adnleow-ým zapl~ovač6m), odkud ostatně·'" jak jam.a již uvedli -'
získaly svůj název~

19ó úloha~ Prolo~te aplina.....kfi~vku body y (O) =
y()=l~ y(4)'" y(5) =2.

y(1)=3 t y(2)=2,

Řaěaní \ll Máme fl =: ;, intervaly jsou jednotkové e Prvky vektoru b vyjdou

podle (93) takto:

by :: 6 (2 - 3) "'l'2' 6 () .....4 1) :: - 18,

~= 6 (1 -- 2) ..- 6 (2 - 3) :: 0,

b3 =6 (1 ...... 1) 6 (1 - 2) :; 6,

.bit = 6 (2 eP» 1) ""li> 6 (1 -1) = 6$

Rovnice (85) je

4 I 1 O O
I

1 I 4 1, O

O 1 14 1__ -1 . _

O I O 1 4

x., -1: I
it2,

:::

-~-r
'ts

:Je;

1 O

:: -4 1

1; ~4

o

O :: [56 ~l; 4J
1

41

~l
:: 209,
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-18
-I B, [56 -15 4 ] OA

Z2
A

12
:: :: -984,

6

~ ::: 6 +- 984 = 90- - 19209 ,

r 1 O

:1
-18 4 18

~
:: l-4 1 O + i~ 1 ::: ..L 1819

15 -4 lJ 6 O 24

Celkem tedy m.áma

{ Jt (=: 1; [-90 18 18

Matici A Jsme mohli invertovat přímo, protože je jen čtvrtého ~ádu0 Ověři­

11 jsme Qi však platnost v~orcO (90) a"(91)~

lCdybychom postupovcli podle vzorce (92), . t 1~

'f,i.+f = bi - lt Xi - dti-1 '

vyAlo by pro jť,o:: ~1= O

Je20 :: - 18 -. O :: - 18,

dt 30 :: O + 72 -- O :.: 72,

ZItO =: 6 - 288 + 18 :: ·-264,

1{,SO:: 6 + 1056 -. 72 = 990@

ho 'to:: 0, svěak Je 1 ::: 1. bychom dostdli

1&2i :g -18 - 4 - O :: -22,

1t31 := O + 88 - 1 :: 87,

~tf E 6 - 348 + 22 = -320,

/e S1 ::: 6 + 1280 - 87 = 1199.

Podle (96)

( a)

4(,50 990
'Je", = --~-= 990 - 1199

, ~50 - 2&51
=-

S touto počáteční hodnotou vyjde ze vzo.pce (a)

-2.Q.
~2 ~ - 18 + 4 19

-50 -

= .16 ..
O 1.9 .••. '



"3 ::: O 4 18 +
..2Q. = 18- 19 19 19 ,

Jet .... G - 4- 18 - 18 :: 24-
19 19 l~

,

~5 := 6 -. 4 M. -- 18 = OG19 19

Vidíma, !e tento druhý zpdsob výpočtu je rychlejší a lze ho snadno programo~

wat@ Tuto zkušenost využijeme jašt~ v pfí~tí kapi+olee

Nyní u! IIÓ!eme sestavit spline-funkce pro kterýkoli interval, napf<_

Jr 6(1-x) 6x

1

3

O

90 ..
- 19

1

f :1
6(}{ -1) (2 -xt-(2· x) (X- 1t'-(X.-1)]". I =

~jQ
19

J&
19

PrOběh těchto funkcí je zakreslen na obr~ 8~

4'~-_._---~

3

2

1

o 1 2 345
Obre 8
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Každáho dne se něco počíná,

něc~ p~ekráaného se počíná.

Jaroslav Seifert

qgýhodné bylo řeěaní rovnice (85) 9

rovnici s čním!

ObdobnOlá ·'i'1"·<I.~rnlr,ni~

~ešaním

hledáni ického

(x)
E

( 97)

alo za počáteční úlohu« Typ rovnice

v němž hledáme řeěení~ Oba
n' . vliv zaokltouhlovacích

rozdíl v pojeti úlohy však vede ~ pod­
již ukázali v předeělé

uebu.dems,wáll j 1. OVOU,

neměn: se ~ni :rt1.nkční

m rCHlrlOCerUl'5 a vedou «@ až

chyb lf= ks si:

t&tatnš

Pl.-sdpokládajme ~ ,žs noslt1ík prostě podep~an li že jeho délka je zvolena
čeho! lze' doaábnout transformací nezávisle ~ Okra-

= O) .(98)

Budeme že d9$p~ lvac i \t:I »
(49) ~ Jf: tOJllU X0Qzdělime lntsrval ( 1,. na

\fgalt:

v dělicích bodech označíme

nahradíme diferenčním vzorcem
n ných dí~~ (nemusily by

i)~. dil má dél1{u

~ takže

( 99)

bodu~ Dělení volíme tak
ižena posloupností

i ~tém ........ '~4"'_.I'.... "U

čně podrobně

hodnota 1?unkc':)

fhtlSté $

fo' f1 1 ••• ,

U osazovaného hřídele funkce jej() spojitá jenom po částech (nastá-

i tam skokové změny velikosti momentu setrvačnosti próřezu}e Padne-li dě-

bod do místa Hostl, volíme za fi· ar metlc1tý prt'1měr hodnot
'a'll'Wll,l""4>/Cj,~~~yJ"il,~ l~JD i tou zlclvB a zprava <9



Vynec'háme-ll v rovnici (100) člen 0::(11""]' , nedostaneme ui správné',hod-

noty 'No· w(O), w1 :: \wI(h) atd., ale jen jejich aprox~mace ~O:'I ~·i'•. ••"

wn , které budou vyhovovat diferenční rovnici

'" - h~ {l . (101)

Tu bychom mohli pi'épsat a pou!ltím (99) do maticového t\7aru.

~2 1
I'V

f1VJ'i
1\1

1 v~2 1 W'z. 12I
1 .".2 1 t 1

I - i (102)
I

. f

1 I

1 I I
I

i I

1 -2 IV

{11-'1Wn .. -t

a feěit inverzí tříd1agonální matice (fl, -1) ního řádu" Tomu Se však mO.žeme
vyhnout, převedema--11 naěi úlohu na'probl~m s počátečními podmínkami~Nejpr~

ve budeme feěit pomocnou,úlohu, v ni! proměnnou veli(1inu. ozno.č1mepruhem~

Zvolíme počáteční podmínky

W :: O,
O J

(103)

a z rovnice (101) dostaneme pro osta·tní hodnoty v' pomocné dlaze vztah

(104)

i :: 2, 0 @ ~ , ft - 1) 0 Tak vypočteme všechny hodnoty \Vii -~~_.V r~~p~.u

s po!adavkem (99) věa'k nyní nebude Wn obacn~ nulovéG

Rovnice (104) má naětěstí takový tV8r t ~e k ~eěeni lze připočítat i~h)

aniž ee tím poruěí plat.nost diferenční :rovnice (104) ~ pop~~ (101) o Dostaneme

(105)

(105) nesplňuje druhou z počátečních podmínek ,pomocná \11ohy (103) el

Zavedeni konstanty JI do výpočtu umožňuja,abychom místo toho splnili dru­
hou okl~ajovou podmínku (99) ~vodní úlohy, totiž \Vn a O @ Dostaneme

O :: w'i~ <fa tl J.. h .

Odtud vypočteme ih a z rovnice (105) dostaneme hledanou aproximaci prOhy~

bu

Protože hodnotu

pl' o i.== 1 , 2, "'" '" ~

známa toprve po proběhnutí celého

tl ..,. musili bychom všechny hodnoty \Vi

- 53 -
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v paměti počitače t abychom s nimi do.datečn~ vypočítali ~i pomocí (106) ..

To by mohlo vadit. pi"i velkém lL • Proto bude lépe, necháme-li celý cyklus

proběhnout, aniž registrujeme pI'\~běžné hodnoty, s· potom - s vypočtenou hod-

not.ou wn ~ spustíme celý cyklus znovu, tentokrát spolu s výpočtem \Vi
podle (106) v ka~dém kroku. Zapisovač mó~e přitom zakreb11t p~hybovku v po-
třebném zvětšen!~ Zapisovač .spoji body· wo " w(O), w1 • w(h), 9. &, Wi =
:: ; (ih) , ~ ~. , Wn =r W(1) ú8ečkami~ P.1ěř:ítko pro pořadnlce roža počítač zvo-

lit sám podle vypočts.né hodnoty Wn ' určíme-li to v programu. Takový pro­

gram se pak hodi pro výpočty a popře kreslení nejro znějěích pr\ihybovek, aniž

musíme předem zadávat rozsahy souřaunic. Zároveň si móžeme pfedepsdt, aby

počítač uchovával v paměti extrémní hodnotu próhybu (nebo velikost průhybu

v ptedem zvoleném místě, máme-li na tom z6jem) a nakonec ji vytisklo Samo­
zřejmě by nebylo účelné ani rozumné, kdybychom pf'edepisovall tisk věech hod-

'"not \Ni ~

Zbývá ještě rozhodnout, jak velký počet n díl~~ m'~íme zvolit, aby­

chom zís~ali velikost próhybu s potřebnou přesností. Podle (lOO) by se ~ohlo

zdát, že chyba ve výpočtu maximálního průhybu W'm41: bude řádu O(h~) •
To b)' v§sk byl zcela nesnrávný názor0 Taková t.ot iž bude chyba součtu

IV 2 '" AJ , hl l) (W'i-1 - \\(Ii'" 'Nii''' § nahradíme-li jím vyraz W Xi); nani to tedy chy'.řJS
IV

jednotlivé hodnotywi ~

Budeme se snažit odhadnout největší ·chybu vYPočfen&ho průhybu, která

vzniká diskretizací

( 101)

Nazývá se globální d1skret lze·ční chyba.. PrOhyb Wi jsme získali z dife-

renční rovni ce (100) ~e zanedbaným členem O(h~) , tedy z rovnIce (lOlJ, popř ~

(102)0 Proti tomu W (xi)značí hodnolu w v bodě Xi f získanou· feěenim

diferenciální rovnice (97), takže napfG W(Xi-t1) 1= W (xi + h).
Budeme předpokládat, že funkce W(A) má alespoň čtyři derivace$

Z Taylorových f'ad pro 'II (x +h) \I resp19 W(K - h) dvstaneme sačteníma úpravou

1 [w (x - h) - 2 w ()( ) +- W (X to h)J =
f1

kde

( 108)

)( ~ fz ~ x + h ·

Rozdíl

I h1[w(x-h) - 2w(x) +w(xrIJ)] - w"(x)!

ma 54 -
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značí lOltál'ní disk1'etizační chybu.. 'Je to chyba, která vzn~á, nahradíme-li

der 1vac1 w» (1ť)diťerenčním vzorcem aplikovaným na přesnou funkci w(x) •
Lze dokázat, !e 't(x, h) pod·le (109) limituje k nule pro h --> O ~

Srovnáním rovnic (108) a (109) vyjde ohraničeni

rc(x, h) <:. 1; t1J,.h2.) (110)

je-li t1lj- největší z absolutních hodnot čtvrtých derivací w podle x

= max I W (If) (x) I .
0< :«1

( 111)

Nejvíce nás bude zajímat globální diakretizační chyba (107) a Abychom ji

mohli posoudit, zavedeme lokální chybu hodnot

ei ... W (XJ - Wi ) (112)

ta1rže 7= max I e i I · Z rovnice (97) dosadíme do rovnice (109) a dostaneme

W(Xi-1) - 2w(xtJ + W(Xi+1) +h2 fe Xi>1 = h'J.7;(xiJ h). (113)

Hodnoty wi vyhovují rovnici (101)

Wi-1 - 2wi + wi+1 + hl f (xi) • O. (114)

Odečtením posledních dvou rovnic vyjde s použitím (112)

I ei-1 - 2 ei + ei r 11 hli[;" (Xi 1 h) · (ll;)

Rovnice (115) je zřejm~ obdobou rovnlce (101). Je to tedy diferenční p~ep1s

pro diferenciální rovnici

(116)

Prot ože na koncích intervalu jsou hodnoty w přesnd (toti! nulové podle
ok'rajových podmína1(), platí podmínky e(O) =O ,e(1)s O ~ Rovnice (116) je

tady diferenciální rovnicí .....ppo prOhyb e prostě podep~eného nosníku s' ohy-
bovými momenty re(x, h) @ N~hr8díme-11 ~ mezn,í hodnotou (110), dostaneme

nosnil{ s konstantním ohybovým momentem ma" 1~ 114 h1
• pro jeho~ největěí prO.-

hyb vyjde z element ární teorie hodnota 1n; tll.. 'ffIo.. f'lilth:t- • Je tedy

3 globální diakreti;;:,;::.ční chyba

~ .. mal( I e(x)1 ~ q~ 111; h2
•

Hodnoty Wi budou záviset na velikosti kro'cu h i proto mlžeme napsat
(107) s použitím (118) také takto:

( 117)

( 118)

( 119)
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To je odpcnrěd na naš i otázku g chyba va výpočtu priihybu difer snční metodou

bude p~i čně malém h konvergovat k nule rychlostí. O(h")" Zmeněí-=
me~li krok nap~~ na polovinu, zmen§í se chyba čtyřikrát~

tady lrlharentni pi~i výpočtu prťthybu prostě pode·,,,,,

z rovnice~ K ni přistoupi

:!,"áni~*, jejíž odhad je obtí~nějě:!~ Při "výpočtech na malých elektronických p<r~

~ítaěieh v soustav~ e desetinnou čárkou numeri(;kého

výpočtu dootatačná~ ne"qolima~li vel1cé n ~ To že c!\ybe ID.a .."

tody nad zaokrouhlováním~ Volíme=li však ft bude
c~hyba zaokrouhlováxl:!m rozhodující; vZl1:tkne že v diferenčním vzorci bude''',

ma odečítat velmi malou~ veličinu od vallcého čislse Velilcost zaokrouhlovací
chyby ne tak g ~a pro r~zně velké
a porovnáme odhady exaktmeh řešeni pomoci Rlchsrdsonovy :rnetody, o k:telg e se

se krocích lišit, je to
oobeno vzr~stem zúokrow11ovacf chyby~

metodou počítali nosník na jedn~m konci vetknutý 8 na
dl~uhám volný, nahradili bychom ové podmínky w(O)=O) w)(O):O podmínkami

()
)

] ;:

( 12])

~ nule~ Zá~ladní od které odečítáme prfihyby, je pak
od osy r!a~atiženého :n,oantku odkloněna o úhel r (obr ~ 9)

w'(O) == O(h)~

maximálního prohybll tím vzroste o

o(h) . (124)

O( h2
) t1 bude chyba II určeni maximálního

O( h) ~ ( 125)

než II nosníku prost~ podep~eného~ Globální d_~~«>,

ne enom na lokální diskretizačn! c bě ala~

___"""""""'~~_~ ~__~_.JL.-am~e_._o_kr_... .:.-.a~~yé podmin~49 Musíme se proto ana2:it~

stejný uvni tř definičního ObOI u 1 na jeho



w
( )

o

Obrfd 9

Známs«r~li

w (x) ze dvou
O(h Tfl

) p ntt~ama odhadnout přesné řešení

,;.~ ( X I h:t.) 't Platí totiž~ že

(126)

Odtud m.~žema vyloučit neznámou. konstantu C. a dostaneme

odhadu p.ri6SIlenlO ř'eěení je znám jak:o Hichardsonova extr:-,tp~~~!:

r~"o vetknutý nosník je m:: 1, pro prostě podepřený m = 2~

J'ak uvidíme 'tf kapitola, II diferenčních m.stod čí

~fz~5stu zaokrouhlovacích (~hyb zpOsobené nestabilltou ~ašení~ Pl~oto se k při~

řešení nosníku jeět~ vrátíme Vl~ 24~ \11oze~

diferenciální rovnici w"(x) = s
podmi11,ka.lDi (a) vu(n} o: O;~ w(1)~o·~ (b) \v(O):::O, \1\I)(O)::O~

Rovnice (
prve zvolíme hrubé děleni i~ntervalu~ např& 11 :; 4, h _. 0,25f.\

je
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s počátečn!mi. hodnotami WQ lI& O ~ W1:ll O vyjdou hodnoty uvedené v tabe 2~

TNto hodnoty pf·edstavují aproxima.ci hledaná funkce 'pro okrajové podmínky (b).

Podle (106) pal( vypočteme hodnoty Wi ' které platí pro o'Jatajovápodmínky

(s). Jsou rovně~ uvedeny v tabo 2.

Tab. 2 Výpočet hodnot \i(I.'

"
i O 1 2 I 3 4

w.. O O 1 3 6t
'V

O -1,5 -2 -1,5Ws O
\.

Nyní. zvolíme poloviční krok, tj$ n = 8 t h = 0,125. Dost·aname dife­

renl!fÚ rovnici

Wi.,..1 ::. 2Wi - 'Ni,-1 .,. 0,25

fl její f-eěení podle tab. 3~

Tab. 3 Výpočet hodnot YVi pro h = 0.125

II

O 1 2 3 4 5 6 7 8"t

~o O O 0,25 0,15 1,50 2,50 J,75 5,25 1,00\.
I'V O -0,875 -1,5 ...,1,875 -2 -1,875 -1,5 -0,875 Ow.G

1,

Tab 0 4 Srovnání vypočtených maximálních hodnot

R1chardsonova ~e6ná

Úloha n :::: 4- 11 = 8 extrapolace hodnota

(a) 2 2 2 2

(b) 6 7 8 8

V tabulce 4 je pak porovnána maximálni hodnota I IN Imax :: IW(O;5)1 pro
okrajové podmínky (a), respe WfflQ~ = w(1) pro okrajové podmínky(b) pro
ro.zné zpOsoby výpočtu~ Pro R1chardsonovu extrapolac i vyšlo podle (~21) pro
pfi pad (b ) ( m = 1)

= 0,25 @ 7 - 0,125 0 6 = B.
0,25 - 0,125

Výsledky jsou překvapivě p~esné, nebot daná úloha je velmi jednodllchá~
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21. óloha. Odvodt~ diferenční vzorec pr~numer1ck'fe!en!diferenciální

rovnice

e okrajovými podmínkami

1 (a)

sto
w (1) = O,
wn(j) = o. (b)

'ltato rovnice popisuje prt1hyb rovnomtJrně zatí!eného, prosta podepfeného no.sní..
ku na pru!néJl podkladu. Určete taká f-ád chyby metody.

Řešení. Diferenční vzorec pro čtvrtou dQrivac1n~Jsnáze odvodíme dvojíap11­
kací vzorce (49) pro druhou derivac;.• ·Ozn~čim.e ,ji p:= w»(x);ze schématu na
obr~ 10 doat~~eme pro ekvidiatantn1 ~~gumenty

(cl

1
= hlt

Obr& 10

Okrajová podmínky jsou

rv

Wo = O)
W- 1 - 2Wo ol- w1 :; O) o~

(cl)

Definiční obor jsme rozšířili o 2h přidáním fikt ivních uzlO ·i $ .. 1 ~

TJ t- 1 , Abychom mohli vyjád~ i t ol<:rajovépodminky, obsahujicí druhou deriva­
ci, pomocí (49)e Di~erenční rovnici můžeme tedy napsat pro i = 1 až i =
::: n -- 1, tJ & 11 - lkrÁt G Nezl:ámých je celkem n + 3 & Připočt.eme-li
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(e)

k n - 1 rovnicím čty~i okrajové podmínky, dostaneme n + 3 rovnic, tj~

právě kolik je neznámých~ Řešení této soustavy by tedy vyžad~valo

invex~zi mS'cice -- po vyloučení okrajových podmínek - řádu f) -. lili

Px~ozkonmáme ~ zda by možno í~ašlt dlf'erenčni rovnici
podmínek rekur9ntnim zpfisobem0 Vypočítali

+2 '" 't 1-1 - (6 r I!>hlf
) Wi r 4- wi-1 - wi-2 + hlt

pro i ~

11 na
&~~, n = 10 Shodně fl okrajovými

definičního intervalu

nnlsíl!Ao volit

oude vztah

a1l

J
až '3 dostaneme fsšaním pf~ípadu f Zl O 1 ;~ I)

dostaneme PI~O J*Jj 1 !:l 1:: O 0 Konečně a 1t. , Q'22. ~ a~2

V<o"""",...... _ ...... ""'~.."'.... podmínek f ~~ O ~ ? m t w0 Řefíani musíme' třlkrát

určil:t prvky matic [A J a { c} fa POdle okrajových

rAsl! má

IV

1 :]
WYu' 1

[: :]
a 11 a

t2

I; 1+
"\Jl 1
Wn ::: a2t a22O O
'-.I a31 a~2
V/t}~1

[:
1 :] c. 1 :~ .+ c

Zl
::: (j)

O
O jC

3

~--..---_._--

W) Vzhledem k linearitě

funkcemi j . ? '
'\I

musí být hvdnoty wi lineárnimi
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(Zl

{fl '[ QZ1 Q.Z21-
1

{.. Cl l· (k)
~ ... - . a 11 .,. a,!J1 Q,12 + a. 5:d .C1 +- CJ j

S těmi to hodnotami pak proběhne celý, cyklus počtvrté; ten~okráte, llŽ.budot;{

splněny v§echn;y okraJovt1 podmínky ~

Zdálo by se, ~e čtY~l!ásobné p,rob:íhán1 výpočtov4ho ,,~ytclunen:! výhodnJ.&,
,Nezapomeňme věak j že jde o pom~Itně malý počet 'krokll - ·zpravidla volf.ma ."

~ádov~ desítky ~. a 16 jd.e o nejjednoduěěi algebraické operaC8$Ve skuteénQst1

1.1e jedinou nevýhodou metody možná ztráta numerické přesnosti vlivemzaokr~;)lm..
lovacích ch,yb př\1 volbě p~íliě malého kro·lcu@ Pltesl;lé řešeni na!;! dlt)hy.na.ni

s ies obtižná~ ,ry~aduje věak gfJlH3rov'án.i l1Yperbolickycha goniometrických f~~~

IJi~ Stalo by se v~ak obtí.~ným.s n'avýh·o'dhým.,: kdýby v.a pravá straně (a) ::Oyl~

obeená~ po částech nespojitá funkce X <) (,btížn(\st numeri.ckého feš~ní by ~~e

iim v'šek pl"akticky nezměnils.w"

ě odhadnerne ~ád chyby metody ~ Lokální ·diskret1začni chyba

'C" ( IX I h) ::< I ~t [ W ()( - 2h) - t IN ( X - h) ,.. 6 IN ( K) -

- 'tw(x+h) + w{x+2h)] ~It)(x)l

nerOvntH3t

(m)

Do vzorce pro lo l<:álni diskret 1za.čni chybu dosadíme čtvrtou derivaciw(4J(x)
z diferenciální rovnlca~ Pak od tohoto vzorce odečteme diferenční rovni-
ci pro Wi.. Za rozdíl W ÚCi) - Wi dosadíme ei. li dostaneme

I ei.-2 - lt ei-1 T 6 e{. Ir e{, d T f'i, 1"2 + I3hlJ.ei I ::<

(n)
<

Tuto rovnici máme ~ešit spolu s okrajovými podmínkami, z nichž první dvě pla~

ti druhé dvě jsou zatíženy lokální d1skretizační chybou

eo OJ €n O)

€-1 2 eo t e1 I :::. h2 1: (O, h) <' -L fl hlf (o)12 l; )

ellt1 1 "-' h2 -
hlt ~- 2 t (1, h) < f1lj-12
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ŇIf značí ma:x Iw\ll(x) I I

....h< x< h
Nit = maxi w)~(x) I.

Jf-h< x <1+h

( p)

~oto!e daná difer~nciálni rovnice platí pro jednotkové spojité zatížení, po-
znáváme arovnán!m diferenčních rovnic (c), (d) a (n), (o), že ei znamená
prO.hyb a4ruženáho nosníku uloženého na témže prUžném podkladu a zatí~eného' .. ' .. '" 6'
spojitou s1iou feádlJ:. h2 (ne.bof h u h1." hf ) ~ Olcrajové podmínky pro ti zna-
menají, že náě nosník je na okrajích zatížen ohybovými momenty. Pro ohybové
momenty toti~ platí, !e jsou. úm~.rná druhé derivaci, tady

m'" wl) (O) :. ;~ [w(-h) - 2w(O) 1- w(h)] )

mlV wllU) .;. ~2[ w(1-h) - 2w(1) + w(11'h)]
Okrajové momenty sdruženého nosníku jsou rovněž úměrné h2 ~ K tomu dojdeme
srovnéníll1 (o) a (p)~ Průhyb nosníku bude proto taká úměrný h2

t takže glo­

bální dlskretizační chyba (chyba metody) bude

= ( q)

Zatím jsme se spokojili a určením f'ádu m 'Jhyby O(hm) 0 Kdybycho~

vAak pou!11i hodnoty ziskaná numerickým~eěenímk odhadu Nb , R~ , ň~ ~

~e8pe p~ímo k výpočtu '~(x,h), mohli bychom přibližně vypočítAt z diferenč­

ních rovnic (n) a (o) horní mez, popřQ 1 skutečnou vell~oat globální diskre­
tlz8čn:!cbyby~ K tomuto cíli věak' rychleji 'vede Richardsonova extrapolace §

Ai chci co chci~ za krátký čas

se věechno jinak zvrtna zaso

Jan Neruda

11~ O stabilitě řešení diferenciálních a diferenčních rovnic

Diferenciální rovnice pro pró.hyb nosníku, jejíž numerické teěeni jsme
v m1nul~ kapitole naznačili, ea praktic~y vždy teš! na uzavfeném konečném

intervalu, a tedy a omezeným počtem kroleO. u diferenční metody li> Najít pl·~hyb

nosníku je typická okrajová úloha~ Jestliže jsme zvolili jiný z~sob řešeni

pomocí počátečních podmínak tl byl to jen formální obrat, nebot nakonec jsme
splnili okrajová podminky na obou koncích nosníku& Popisujeulivšak n-ěkterá

diferenciální rovnice děj, který sa rozvíjí na polonekonečnémtntervalu

(obvykle v čase), jsou zadány jenom počáteční· podmínky a počet krok"O. o veli­
kosti h,. O není omezen~ Pak se mže stát, že malá nep~esnost v počátečních

podmínkách zp1sobi velkou chybu výsledkue Chyba bez omezení vzrostlá. když se
vzdalujeme od počátečního bodu, a mže být velká, i když sapřtiře§~lní úlohy

omezíme jen na konečný interval (sledujeme děj jen po určitoU.(}oouOd jeho
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počátku)~Chyba věak ~~e vudat 1 tl okrajových úloh, zmenšíme-li krok nad
určitou m!ru nebo f'eěíme-l1 některou úlohu na relativně dlouheminte.rvalu.
Některý typ úloh je velmi citlivý k takovým chybám a ~e!en! se snadno
"zvrtna" k falešným výsledkO.m, kd6!to jiný typ úloh Je "imunní" e<Budeme nyní

sledovat p~ič1ny těchto jav~$

Uvedeme nejprve pfíklad "sien:! soustavy diferenciálních rovnic

~~t ...... y,. )

1ť- = rl
(128)

s počátečními podmínkami

y., (O) .. ~

Přesná f'ešení je

-ty., (t) ,. e (129)

nepatrně pozměníme jednu z počátečních podmine~ a pozměn~néřeěen!

označíme st~i§kou~ Buda

1 + t
J

Přesn~ ~eěani

91 (t ) = ~. (2 -I- (,) e- t
-I- i é. et )

92 (t) '" - -1- (2 i- é) e-t
.

( 130)

( 131)

Je z~ajmé~ že pro jakkoli malá nenulové I l I poroste absolutní hodnota
členu. ; ee-b s časem t exponenciálně do nekonečnst tak~c pro chybu taěo­

ní máme

lim I Yi (tJ
t~oo

Řešení je tGdy nestabilní, nebotEočátečl}f c!1lba bude n,eomezen~ n~!'tato

Chyba mOže být dána bud nepřesností počátečních podmínek (a ro~tla by 1 pfi
abs olutné přesném nw 'ar ick#~IU poč! táni), nebo zaokrouhlováním v prOběhu vý-
počtu (v dalěim II pOsobí taková chyba stejně jako chyba počátečn!ch

podmínek) !J

Soustavu (128) wJžeme zapsat ve tvaru

( 132)
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čili

fy}'=f(fy}))
.16...11 {y} .. (1'1 y.1 r. Pravá strana by mohlaaxpl1c:itně záviset na t • tsk­

!é obecn~j1 by b~lo

( 133)

Po~.ovnáma-li foeěaní { y} s pozměněnýn.1 faěením {'I} (při změněných počá-·

tačních podmínkách), mOžeme definovat t~1 případy statility" Existuje-li
k danému e > O číslo cr} O takové g !e pro počáteční podminky vyhovující

nerovnosti

II { y(O)} - {9 (O) } II ~ O (134)

sptňuJ·a ~eěaní nerovnost

II {y(t)} - {9(t)} II
je f-e~en! {y(tl} s·tab1lní~ Platí-li,!e

II {y(t}} - { 9(t)} 11- O)

řeěeni !l8Y1l1Ptoticky stabilní$ Konečn~ pro

t-++oo

(135 a)

(135 b)

(135 c)

ř'®šent _relativně .stabilní~

Obdobn~ definice plstí i pro diferenční rovnice; ty lze .zapsat ve tvsru

obdobném (133)

[y1ki-1 == f({Y}k l k).
Pro ks!dé é. ) O hledáme d> O tak~ aby pro počáte::ní podminky

(136)

(137)

je ~ešení stabilní)~ nebo

(asymptoticky stabl1~f)~ nebo

IIf y1k - { 9},JI ~ t II [ y )J
(relativně 8tabilní)~

(138 a)

(138 b)

(138 c)
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Jde-li o diferenční rovnici, která je konzistentní s danou diferenciálrJ.i

rovnicí, vymizí.na celém intervalu 1Jro 11m h ...... 00 loká~lní diskreti~a~n~ chy­
ba~ H) Má-li diferenční rovnfce stabilní fešení a je-li zárov~ň konzistentn!
s danou diferenciální rovnici, konverguje ~ešení d ferentní rovni~e pro lim
h -+0 ~ ~ešeni d1ferenciálni rovnic6$ To znamená, ~d v limit~ vymizí ta~é

globální diakretiz89pí chyb~0

22<1 úlohao Posudte stabilitu feěaní diferenciální rovnice y)) +- ,3 p) .,. 2y :: O
s počátečními podmínkami y(O) .. Yo yl (O) :: 1'1 • I

Řeěeni~ ~aěení má tvar

Změníme-ll okrajové podmoky na y" Yo l' éo ' Yf:: 7', .,. (.1' bude pozměněnéře­

šení 9(t) a rozdíl

9(t) - r(t) = (2 eo +- ft) e- t
- (lo r l,) e'2t •

Protože se oba členy s rostoucím t zmenšuJí k nule, j~ řeěpni nejen stsbjl­
ni~ ale 1. asymptot1.c'tey stabilni~

23~ úloha~ Posudte stabilitu ~aěeni diferenční rovn~ce

B počátečnimi hodnotami Yo Y1

r~ed~o~ládáme ~ešení ve tvaru geometrické ~ady, takže Yk = AYk-1 ~ Doa9ze~

ním do dané rovnice získámd charakteristický polynom

p(i\ ) '" 11.2 .,. .•~ i\ l' 2 == O)

jehož kořeny jsou A1 = -1,

Y = C (- 1)k
k o

i\2 :: -2e

C1 (- 2? .
Je tedy

Integrační konst.anty vyjdou z počátečních podmínek

- 2C- 1

:w) Konz:stentní :: d6s1edný, shodný pevnÝj dtisledně @fze,padajicí U do dané

struktury.,
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Odtud vypočteme Co' Ci a dostaneme

Yk" (2yo + y,)(-1t -('10 + Y1)(-2)k.

PLoo zm~n~né počátečn:( podminky 90 .. yD 'fo to' 91" Y1'" t, vyjde rozdíl

910: - Yk ::: (2 to .,. t f )( -1)k - (Eo + t1 )( - 2)k •

Řešení není stabilní, je však relativně stabibú, pokud Yo + y 7:- O. Pro dané & > O lze totiž

vždy naj,!t cf > O takové, aby pro

ll{ ~} - { ~: HI =11{ ~:} II =

byla pro vektor (Y}k a {Yk} splnana nerovnost '(138 c). Chyba sice roste geo­
metrickou fadou s počtem kroltO. k ,~však zl\stává řádově é -krát maně! ne~

norma správného řešení, která rovn~~ rosts0

24. úloha. Posudh stabilitu Ž'ešení rovnice (101) pro li = CL = konat.
a poC!átečn:(m1 podmínkami wo = a, w?.: b ~

Ae§eni~ Jde o rovnici

(a)

Budeme předpokládat feěení zkrácené homogenní rovnice ( ~ =O) va tvaru geo­
metric1(:é řady W

k
" ),,J'wo • Dosazením do zlcrácené rovnice dost.aneme charakteris­

tický polynom

,,1.... 2A + 1 ~ O (b)

který má dvojnásobný kořen Á1 = A2 =: 10 Obecný integrál proto bude

W
k

.. Co ·1 k
+ C1 k · 11< '" Co 1- C1 k (c)

Partikulární integrál úplné rovnice

1 h2 kl
wpk = -- T 'L

dává s obecným integrálem dplný integrál dané diferenční rovnice (a)

z počátečních podmínek máme

a

( d)

(e)

(f)

b C f­o
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a tedy

a + (b - a) k

Zm~ní-li se počáteční podmínky na , bude

(g)

(h)

Řešení je tedy nastabil:o.:í~ PXJotoža chy'ba lďwkl poroste spočtem.krok~ k ~

Je však relativně stabilní, nabot zároveň roste i hodnota iwk' a relativní
chyba I oW& I ziistane omeze'flá~

IWkl

.A .novou zemi hledá,

by starou světa b!du ptenes tam~

Jaroslav Vrchli.cký.

12$ O maticich přenosu

Soubor velič1nt ktará nás mohou zajímat v některém řezu konstrukce, tvo~

ří ~!avový vektor {,z) 9 Jde-li o závěsěroubov1 té pružiny namáhané tahem
či tlakem~ tvo~í takový vektor dva prvky.~ Jsou to posuv závěsu z rovnovážná
polohy a sila. přenáš'ená závěsem~ Jde~li o kroucený hřídel, tvoři stavový vek­
tor úhel ot.očení řezu a- krouticí moment, který v něm pasobí$ Jde-li o rovirmý
ohyb nosníku, má stavový vektor čty~i prvky: průhyb, úhel otočení teči~~ Qhy~

bový moment a pos0uvající sílu~ U obecného prostorového ohybu k~ivého prutu
má stavový vektor dvanáct prvkfi: t~1 slo~ky posuva, tři složky úhlu otočenif
tři složky výsledné silové dvojice (dva ohybové a jeden krouticí moment) a
tři složky síly (dvě posouvající a jednu normálovou).

Nyní jda o tet stanovit vzájemnou souvislost mezi stavovými vektory
v rO zných řezech~ Ome zíma-ll se na obor lineární machanil~y, musí být stavoVé

vektory ve dvou ~eze~h vázány nějakuu lineární !~~neformací, kterou mOžeme za~

past v matlcovém tvaru pomoci čtvercové matice; ta se nazývá matice přenosu.

V l1teratute najdeme též názvy "pfecosová matice", "pfechodová ~atice"t pop~~

ukaskádni matice"o

321
k

~r

Matice přenosu \lttČujs& jak bude vypadat stavový vektor {Zi} lt na výt-3tu-
pult, bude-li dán vektor {Zi, .. 1) u na vstupufé do pole (i - 1 1 i) ~

~sobí-li v některém řezu

osamělá Bíla~ liěí se stavový
vektor vlevo od této síly od
s1avového vektoru vpraVOě Proto

l{ stavovým vektorOm připisujeme

vpravo nahoře inde~ L (levá
strana) nebo P {pravá strana) 0

Obr & II
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Uvedeme nyní několik p~ikladO~

dvou hwot na pružině podle obr. II
p

vynecháme-li ~ávorkYt budou to 1 ,

X a silami N v ~~zech 1P a

P NP
XL X + ~
2 1 k.

V maticov~m tvaru to bude

Pro voln~ km1t~jící netlumenou soustavu
budeme potfebovat pět stavovjch vektorG1

Lp l. P
Z2 22 ZJ Z3 o Me~:I. POSUVt'

2L bude platit, ~e

( 139)

čili zkráceně

A Z
p

2 1

~1tom

( 140)

( 141)

A2 značí matici přenosu pro 12018 1~' 2 (f1ald ,transfer maŤ.:rix),

Zl' jsou stavová vektoryc
2

J$ w - •

2-
mflxl

Obr~ 12

Vazba mezi stavovými vekt.ory Z; ,
zi bude vyjadřovat skokovou změnu

síly N Q aetrvačnou silu - tYJ x2 &

Jde o volné parmonické kmitání s kruho­
vou fr9~veno:ť J2 , takžo a.mplituda té·",

2
to síly bude mJ2;(l 0 Pro gmplitud,y

sil a pro posuvy budou tedy platit tyto
rovnice (viz obrG 12):

NP
::= NL

:2 2

x: = X;
V maticovém tvaru budeme mít

( 142)

(143 )
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a ve zkráceném zápisu

kde

(144)

znač:! matici pro bod 2 {point transfer matrix)~ Obdobn~ dostaneme

ZL ~ AJ p
Bol z~ (145)

Z2 ) :: »J

kdo

A3
.- [: 2~ ] ) B = [_~~1 :]J

Hovn1ce (
veki'orY<t Mezi

, (144) fl (145) umolňuji výpočet 'V'szhy mezi kterjmikoli d'l'ěma

a posledním vektorem nap~@ plat!s le

kde

.,P:= 8· A B A zP :: U ''1 P
LJJ j .2 l 1 &.1 (146)

(147)

U značí matici p~enosu mazi z; a zf • Prvky této matioe závleeji
na kruhové fra 1evenci ~ ~ Z okrajových podmínelc dostaneme, že

xP
m O NP :: O ~., ) :}

'Proto

{~31 [Un 1{:,1.=, I
U

21 J
a po r

o
«,1 '

žer.;e ve'rtor

S označením

ani nepotřebujeme znát, nabot se násobí nulou~ ~~oto md-
zkrátit, Ci v matici pf"f3nosu A;1 vynechat

::r m Sl" dostaneme mat iei U tímto liásobanin~
k
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r : ] {Nt; ·

[_~~1 ~] [t:pa] {Nt: ­

[:2;] [1 ~pl] {N t: -
1 O .l.:Jt

{N( zP {:3}
2k -:8

J

-2mSZ1 1 1- pl 1

V tomto schématu zapisujeme součin dvou matic P , Q takto ::

(149)

[ Q ]
[p][PG]

Součin tf! matic P

[ R]
[G][GR]
[p ] [PQRl

Q , R p:!§eme obdobně

V;feledkem naAaho ~eěení Je maticová rovnice

{5J · (150)

Dllluhá z těchto rovnic vyiadujs, aby

tedy

Odtud

( 151)

rl
2

:: k (2.- lf})
iltl, m 'J ,

()1 __ L ý3
11!J (2 + 3) e

2 m ( 152)

To jsou vlastní kruhové frekvence volně kmitajicí n~tlumené soustavy~ znázor­
něné na obr~ ll~ ňesení lze zobecnit i pro lineárně tlumené soustavy zavede­
nim komplexních čísel, tím se však nebudeme zabývat ..
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Splněním podminky (151) vyhovíme druhá z rovnic (1;0) p~i jakákoli ho4~
p -

not~ N1 (avěak konečné). ·Volíme Ji tf'eba tak, aby vyšlg x3 =1. T!m
norma11zqjQme velikost vlastního kmitu. Dostan~me

(153)

m]~m~~N;
. . . .C!

Obr. 13

N~.......-l

Máme dvojí molnost volby ~ pl'Q "a~dou vlastní frekvenci jednu, tak~e existují'. .,. p
dva tvary vlastních km1td. Nypí ut ~!eme za {N~,= 'Nf dosadit do rov-

nic (149) a vypočítat vektory -z; t I: J 1~ • Tím dostaneme tvary vlas~-

nťch km i to. (výchylky Xz t x:!i ) a velikosti si-i N1- 2 N2 - J přlnormo~

vaných veli~ostech vlastních kmitO ( x3 =1).

Jak bychom feě11i vynucen~ kmitání? ~&dpokládámet ~e ~~p~, na hmotu 2
~sobí síla ~cos wt li na hmotu 3 síla ~ (0$ lA1t • Jde-li oust~le~~ ,kmity:
se zanedbatelným tlumením, budou výchyl~~ x2 t x3 v tála (nebo v opač~é)

fázi Jako ~sobící síly a budou mít stejnou
frekvenci. Abychom d'oeta11 s:!ly ~ , F~

do výpočtu, rozšíříme stavová vektory
o třeti (.jednotkový) prvek. Tale budeme po­
stupovat v!dy, pOjde-li o nahomogenn! sou­
staV1! rovnic. Pod1e.obr.13 Je

NP
= NL - mW2 xL - F,.2 .2 Z

xP .- xL.
1 2

čili v matieovám tvaru

lOl O
I
I

""MW'- 1 I -F1---------;-----
O O I 1

N

1

L

2

(15;)

To označíme z~áceně (stejně jako dfíve)

(156)

Rovnice (139) se nezměpí., ,jen .se dO'plní identitou 1:: 1, jak s1 žádá zavede·...
ni tříprvkových vakto~r~ l~StO (140) nyIÚ bude

(157)

p

1

x

N

1

o1 1
k

O 1 I O------.,._.- -
O O I 1

• L
X

2

N

1
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zkráceně

Z L == A zP
.2. . 2 1 (158)

Obdobně rozšíříme i matice A
3

t 8
3

ti) VýsJ..edkem řešerí ~ie rovnice (146),

avěa'<" matice U má nyní velikost 3 x 3 * Její první sloupec ntižema vynnchat,

nebot x( = 0, takže bude

[ _N1~lP = [;1~I= [:: l ~::] !1jP (159)
J 14;1- T-U3~ 1

Vyjde U
3l

2St O , oU,J3 =1 ; posledni ~ádek ja identitou 1.:: 1, kterou jsme
pOvodně z formálních dOvodd p~1dallo Soustava (159) je nehombgenní$ Pokud

(}J :f ~ , dá

N
p __ U.i~

---)

1 U:' 2
P (I'f2 U 23 ( 160)

X3 = U,22 + U 1:

Je-li U22
11 O ,tj. plaf.i-li (151), na~tává rezonance a kmity rostou bez

omezení (pokud p~edpokl~<:áme platnost line-árni teor 1e) •

Rovnice pro ustálené vynucené 'kmitání platí ve zvláštním případě i pro
staticky zatíženou konstrukci (stačí dosadit fA) = O) o .

Př'i ~ešení praktických úloh nenásobíme matice přenosu v jJjich obecném
tvarut jak jsme je násobili v soustavě (149), ale numer"cky, tj& d.osadime do

nich hned zvláštní čislEl s násobení ponechtune počífačio Protože všsl{ při "ý.­

počtu vlastních frekvenci hod.l0tU JG :předem neznáme, zvolíme ji~ Okra\jové

podmínky na výstupu prk nebudou splněny, leda ,<~e .by naše volba padla právě

na některou vlastni kruhovou frekvanc1~ což Je -velmi -nepravděpodobnéfO I1,"oto
-

musíme vÝPOČgt opHKovat s jinou hod-
notou J2 a sledovat změny, lcteré
nastanou v okrajových hodnotách sta­
vových ve'rt.or\1* V 113Ší úloze bychom

nap~o zvolili p2 a dostali

U22 = ,}" - 4- f + 1 '" f (Ti) ·

2
P

Obr9 14

1
Tuto funkci si můžeme znázornit
- pomocí vypočtených bodů - v pravo­
úhlých sou~adnicích (obr$ 14)~

V tomto pfípadě jde o ~vadratlckou

parabolu, avěak II soustav s větším

počtem stuprn~ volnosti by tato funk­
ce byla polynomem vyššího stupně a
obecně by mohla být - jak později

uvidíme - i transcendentní0 Nulové
hodnoty této funkce určují vlastní kruhové :frekvence@

Než ptistoupime k rozboru složitějSich pfipndó, ukážeme aplikaci rr~tic

přenosu ještě na někter$'ch dalších př"íkladech~

f( p)1
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25. úl0h~e Najd~te vlastní frekvence pro
torzní lemlty p~ti kotoučO &Aenehmotná~

h~ídel~ podle pbr~ .l..5! Je dá~o: .

.4 :: ~ :: ~ =: 8
3

:: 10 kg ml, .

8+- :: 20 leg m2,

~ = kl:: kJ :: 1, 5 • 106 Hm,

kit =: 2. 106 Hm.
Obr. 15'

Ře§ení0 Stavové vektory budou obsahovat ~lel otočení prd~ezu ~ a kro"ticí
moment Hk 0 Mat les pf'enosu pro pole i -1 , i vyjde z ~ovn1c

}

(a)

Bude tedy

(e)

(b)

i -tý

p

pfenosu

1
T1

{

CP L =

111<. O 1
i i

Čtvercová matice v této rovnic! je hledaná matice
bod (kotouč) budou platit rovnice

P L ('jl Lil L.
Mk i := Mk i -ulA C'li <ft }

" .

rf 'ft
a tedy

(d)

Čtvercová matice v této rovnici je Bi • Zvolíme-li
Ai' Bi vyč1s1it~ Pak dostaneme

z;... Bit Alt B3 A3 Bz Al B1 A1 Bo z; (8)

čili

Cf}
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Rozepíšeme-li poslední romici, dostaneme

{~41 [::: ::J [~f (g)

Je zf'ejmá t že druhý sloupec U, 12 U22 nepot~ebujeme znát, tak~e druhý
sloupec v matici p~enosu Bo md!ema vynechat~ Vyjde

<fit <hit fo )

O = UZ1 ro ll!

Druhá z rovnic (h) vy~aduje j aby

U
21

= f (.nn =r O~ (1)

2.To je í'rekvenční rovnice 0 Je to polynom pátého stupně pro ~ t a to bez

sbsol utmho členu, takže jeden koi'en je nulový. Pro ;funkci f (.Q~ dostaneme
opakovaným výpočtem tyto hodnoty:

ni o 100 200 300 400 500 600 700 800

10-5f (,al) o ..... 4,27 01 18 t 6 19,4 -35,9 -44,6 285 .... 931

Ma!eme je poulit ke grafickému znázorněni funkce f(~) ~ Nulové body odečte­

n' z výkresu pak mO~ema zp~asnit pomocí 1nterpolace~ Nakonec dostaneme tyto
vlastní frekvence:

[[,1 ::: 215 -1 S2.1 440 8 ..... 1 ,s ::

,a3 :::: 625 nt :: 750 a-1 0

Hodnota !?so::: O znamená rovnoměl'nou rotaci hf-ídele (kmit s .l1skonečnou pe­
riodou).~

frekvenčni rovnice tvar po~ynomu, rrtižeme její ko~eny samozřejmě

vypočítat také pomoci speciálních progranii pro výpočet ko~em algebraických

rovnic, které bývají uvedeny v knihovnách počítača, dodaných výrobcem~

260 úlohs0 Odvodte matici přenosu pro pole 1 - 2 tenkého nosní~u při rovin­
nám ohybu podle obr~ 16~ Uvažujte jen deformace vzniklé
Ohybová tuhost f J 0
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1

.1

Obr. 16

fie§ení~ Máme stanovit prvky čtvercové mat1ca pfenosu ve vztahu

m. W
2

a.
1t Q,fZ CLf3 O,11r .. w

1

ť2 t4.21 0,22. CY2:> Q,Z'r !ft
-- (~}.

/12 Q,31 a,~2 a
33 4 3; M,

Tl aJt1 a'l at~ (lItJ;. r;
Záporné znaménko u prOhybu wi jsme volili z formáln!ch ddvodd, ktel'é vy­

světlíme později. Jak známo. platí pro pole nosní,ku dvě -podmfl1ky ~OVftOváhy

=
(b)

a dv~ deformační rovnice

11." -.I:z.- e2
<ft +- U" + 2 EJ )

Rovnice (c) dostaneme nap~@ tak, že řešíme diferenciální rovnico

(o)

w' (x) == - <f(X) )

v intervalu O ~ X ~ 1 s okrajovými podmínkami

Přitom
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z ř'ovnlc (b) "8 (c) nyní sest&v1me rmat1covou rovnici (a). Čtvercová matice
v ni bude mít tvar

1 t t'. tJ
2EJ 6EJ

O 1
e ta

.A:· TJ 2!J"

O O :J.
,

O O O 1

(d)

Je t.otrojdhelníková matice s prvky soumar~ýml k. vedlejěí d.lagonále (tuto
soumlrnost bychom ztratili, kdybychom nezvolil! u prvního prvku stavových
vektord záporn4 znamdnko) •.

( a)

2

Aelení. Vekt:or p
bude k.z1

O

zP
O- Obr. 171 /1,

~.

a vektor

-w
3

zP = Cf3
J O

O

Dále budeme mí t

p.
B3 AJ 82 Al z; .Z -3

27.' dloha. Najd~te vlastní frekvenci kmitání
u.8oust8vyzakreslené na obr. 17. Hmotu nos­
mku a pl'uliny zanedbe.3te.

Pro matice
Ul'~lt B

2

máme rovnici '(dl z p~edeělá úlohy. Zbývá tedy
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Podle obr. 18

"WP ".. 2r: ta

./1P =
2

rP =2.

takle

(b)

-w.P 1 O O O
2

rl o 1 o o
==

MP o o 1 o
2

r.P ms~2 o o ·12

TL
1

M
L

( 1. M: .
2'

T P .
2 .

mn~\'
2

Obr. 18 Obr. 19

.. ··.(0),

Č,tvercová 'mat ice v' rovnic 1 (c) je práv~ B1 • Pro bod 3 bude matice
pfoenosu B

J
stejná jako B2 I nahradíme-li prvek ",Jl,1 prvkem -k •

Bude tedy - viz obr. 19 -

1 O O O

O 1 O O
83

= (d)
O O 1 O

-k O O 1

Protože vektor zP obsahuje shora dv~ nuly, mOžeme v matici AJ. prv-
1

ní dva sloupce vynechat. Po vynásobení matic dostaneme
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..,.. w
3

13
O
O

Spomoeným označením

Ulit

UlIJ.

UJ1f.

lL*-

t3 :=
SG2

m e3

.3,9 fJ

Ce)

(f)

·11

)

e1

'U13 SB foJ (2 I- 3fj )

U2~ = f~ (2 to 9/JJ)

U)J'" 1 .,. 1g/3

u+-3 =I t [ 18,& ~ ol, (2 t 3~)) j

1),1+ = /; ( j + 13) )

e2
(u2; = EJ 2 +- J /!; ) )

U~'t '" e(1 i- 613) ..)

u* = [1 + 61.> - cl (t t 13)]

Poslední dva fád"<."y v soUBtav~ (e) mQj'u~ut plat.it jen pro :/11 = 0, ~ = O

nebo pro

( g)

Odtud vypočtelnsvlaatní frekvenci~ Vyjda

Dále dostaneme

a z prvního řádku (a) pr o w3 :: 1

7: ::; - tL 3J f1 = U 3/f

1 . U,1lt U 3J - u 13 tL.), 1 U1lt U 3j - U 13 u3lf.

Tím je vektor z; určen a a jeho pomoci najdeme i ostatní stavové ve1{tory
pro normalizovaný vlastní hni t ( wJ = 1) 0
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1 2 3
q

EJ

1 1

Obr~ 20

28e úloha~ Najděte stavová vektory
Tf bodech 1, 2 a 3 u staticky zatí­
-!eného nosníku podle ob~., 20.

lle~~ni~ !roto!e je nosník zat:!~en

vn~jěí (apojit~ rozdělenou) silou,
je prOhyb popsán nehomogenní rovn1cí@
Proto do stavových vektord pi4idáme

a. mat ice pi'enosu rozěíf'íma~

Z alemant~)ní teorie ohybu tenkých
nosník~ snadno odvodíme, ~e

(cl

(b)

P
'IiIl'W

Cf

ti (a)

r

1
1

_ ~tt .
2ltEJ

2, tJ
- 6EJ"

tlC2

-~1

el

2E1
6W

e
EJ=6

t 3 ,

6EJ I

.e2 I
2EJ J

I

e I
I

O 1 I - 'Le
I ...""'--...------- T-.- --

O O I 1

-w L

f
1 e

r O 1

f1 = O O

T O O
0l&0IW00~~~~~

1 O O
2

čili ve zkráceném

ZL = A2
zP

ill2 1

Vektor

zP ::; ZL
1 2

a matice

(

1

o

o

o

oo

1

e

o

1

o

o

o

o

1
e3

6EJ i
I

II I

2EJ I
1
I
t
I

O O O 1 I O
- - -- -- - - - - ~ - - - 1- __

I
J

:::::
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daj1. nakonec

(e)

Rozep!!ema-li poslední rovnici, dostaneme

",3 U1/t u,S
Nf

U2~ U2~ UJZ5
=: ~ (f)

u'33 UJ;. UM
1

o
O
M3

~ u,«.~ u'1f+ u'1f.5

~u~i11 jsme to, ~e W1 =0, ~ =0, a vynechali jsme také identitu 1 = 1
(posledni řádek)~ Z rovnice (f) vyjde

Tím je určen vektor zP
1

u.1/f ] -1 { U 16 1
U,2~ u'21f u,2s1

(a tedy i ostatní vaktory)~

Tz ;: - ~ tte j

t1J = --fr 9.. e2 ·

Nakonec vyjde

( g)

22. dlohs@ NajdElte matici pf'enosu pro kroutivé kmitání hřídele 8 rovnoměrně

rozd~lenou hmotou~

~e§eníG Na obrG 21 je zakreslena část

h~tdele mezi řezy ve vzdálenosti )( t

poP~. Je + d" 8 Pdsobí na ni krouticí
moment

dx

a setrvačný moment
Obr~ 21

Oba momenty jsou podle d'Alembertova principu v rovnováze~ takže

Zde

cl Mk := J'f ť dx r·
'irdl,J" .. 32 a f je měrné hmotnost. Poměrné zkroucení hřídele

( s)

(b)
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Derivací (b) a vyloučením Nk dostanem~ z posledních dvou rovnic

Řešeni předpo~ládáme ve tvaru

( d)

(harmonické kmitání)$ Bude

Pl) fo II/ p :t O, (e1

kde IJ " w (-t ; p m p(x) značí amplitudu kmitání v místě Jl • Furkce
p(x) popisuje tvar výkmitové ěáry~ f~Gšením (e) dostaneme

(f)

Okrajové podmínky jsou:

cp a p (O) 3 ;PO J

P ~ P(e) ~ Pf

{hl

Dostaneme

M .= W J .r-oc;- . -fo cos J!, Cl ~;c) + ~1 cos /Jx.
k tJ f r \7 sin !bl

Posledni rovnici jsme odvodili pomoc:! (bl. Stavový vektor zvolíme [ ťj , Nkf',
Hledáme čtvercovou matici pf'enosu A t pro kterou bUOl-3 platit rovnice

[~kt [ a11 aa ] r p }= t nI< o '0,21 Q,Zl

Druhá z rovntc (h) dává [Ira x = 0, popř~ X == e
f1k.O C [ - Po COs I!J e i- P1]

I1k1 - C [ - Po fo P1 cos ~e]

kde

C :;
_ lAJ JE! (p G-

Sin 13 e

(1 )

(j)
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První z těchto rovnic mOžeme srovnat s prvním řádkem (i); tak dostaneme

a == cos !!Je )
11

a =:.L:. sin ~e
12 C Úl Jp (fT

Ze soustavy (j) pak vyloučíme P1 a dostaneme srovnáním s druhým řádkem (i)

Matice přenosu. bude

cos 16 e
A :;

- w J." (fG sin l3e

)

sin l3e

cos I3t
(k)

Pro velmi malé W (statické zatíženi) nebo pro velmi malé §> (nehmotný

hMdel) dostaneme v limitě

:: ['0
1

Gl~,ó] ~A* = lim A
wVf+o

Tuto matici jsme použili v úloze 25; plati, že k '" -GiF- .

(!)

30. dlohSe Odvodte matici p~enos~ pro ohybově kmitající nosník na pružném
podkladu (rovinný ohyb) s uva!ováním vlivu posouvající sílse

ňeAení0 V rovině ohybu zvolime souřadné osy x , 1 ~ a posuv ve směru

osy l ...,. tj e prOhyb - označime w (obr~ 22) 0

'f

X

-.....

+dT

Obr~ 22
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(a)

(b)

POsobením oh.vbového momentu 11, se element nosní~u zakřiví, takže úhel

normál soumezných řezd se změní z nuly na df

dJJ = Ei dxo
I ~. r

P~sobením posouvající síly r se soumeznéf*ezy rovnoběžně posunou o

( Cf + Pf) (ÍJ(, takže

T == (1.11A (j) +dw J'
tJ I dX ..

V této rovnici závis! 13 na tvaru pri1řszu ( lb = '6/5 pro obdélník, 32/21'­
pro kruh), A je plocha prdfoezug G modul pružnosti ve smyku.

Kromě momentu 11 a posouvající síly T pťisobi na element nosníku'
reakce- podkladu -k1

lN dx a setrvačná síla o amp11tudf§ CcJ2j>Aw ctK $ Do výpoč­

tu zahrneme též otáčiv~ účinky pružného podkladu - k2. <f aK a setrvačný moment
vzniklý ne:rovnom~rným natáčením prOřezu, jehož amplituda je w2pJy <fl dK
Z rovn~v~v elementu nosníku dostaneme

dM .. Tdx. o/- kl 'f dl( - w2f Jr 'f dx )

d T "" k1 \XI dl( - Wlf AW dl< •

Zde Jy"~ (ZI)2d.A značí plošný moment aetrvačnosti k oae

těžištěm próřezuo Z posledních dvou rovnic vyloučime

užitím (8) -

(e,)

y) t která procház!
T a dostaneme - s po-

-~J = (k, - W2 fA) w 1- ( k2 - ,if Jy )E1y • (d)

Potom z rovnic (a), (b) vyloučíme f a za ~ dosadíme z druhé z rovnic
(c); vyjde

~x~ t E~; = G~··· (k,- w
2
fA)w. (e)

Z posledních dvou rovnic vyloučíme 11 ED Po upravě bude mít diferenciální
rovnice tvar

(f)

kam jsme zavedli bezrozměrové veličiny
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AJ{
Budeme pifaedpokládat ~eěe1Ú rovnice .Cf) ve tvaru W:.ft eT
vá) t ta'kžecharakteristicleá rovnice bude

(i\ bezrozměro-

(g)

ŘeAení (f) je pak

W.. C
1

cosh .11 f + C2 sinh i\f .,. e3 COS A2 j .,. et sin .1 2 J ) (h)

značí-li J ~ + bezrozměrovou so~adnic1o

Označíme-li veličiny v prdfezu J =O indexem "O", v prdfezu J= 1
indexem "lfl t bude matice pfenosu popisovat transformaci

Zo = A Z1 }

kterou mO~ame rozepsat takto:

( 1)

(j)

Q,33 a3Jt /11

a~3 a~ T1
musíme nejprve vypočítat podle druhé z rovnic
t z rovnice (8) ohybový moment 11:L M(x) a

'f = 'f (x) • Dostaneme K)

[ Z (IC) J == [H (K)] 1Cl)

-wo aft

'fo aZ1
=:

Ho a31 a32

To a.Jt1 a...z
Abychom ziskali prvky aiJ'
(c) posouvající silu r. (ex)

z rovnice (a) nebo (b) úhel

kdA [ C) je vektor integračních konstant C1 až Cit' [H (x)] je čtver-

cová matice složená z funkcí prom~nná X e Složené a hranaté závorky pro
stručnost budeme v dal§ím textu vynechávat~ Z okrajových podmínek

Zo = H(O) C )

*} pti integraci druhé z rovnic (c), tj~ při výpočtu posouvající sily,
odpadne integrační konstants@ To je zřejmé ze srovnání se vztahy (a)t

(b)0 Ve výpočtu tedy z6stanou jen čtYři integrační konstanty~
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li tedy Jr)

z(x) =::; H(x) H-1 (O) Zo

Pro Je = e odtud dostaneme

Z1 = H(e) H-1 (O) ZO

tak!e

A ::: H(f) H-i(O) ~

Nakonec vyjde

(k)

(m)

a
12

w

a
32

:::.

/fo - ()(2 )

e [ 61-( 6' \' t ) (3 ] J

cL (1 )

~elt [ - 6' 1(1 + (I~lj. + 6'%) r.>] }

~J
}{o - ~!2.)

c(, ((1 - ~-4:J­
t

ol. ta. J

~
Jv

i [- 'l; [1 i- ( {!)lf + 1;2) (J ] J

:K) Inverzi H-1(0) vypočteme nejsnáze tal(, že přeskupíme matici H(O) J která

obsahuje z poloviny nuly, a rozdělíme na submatice druhého řádu0
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,a1t2 =

kde
1

A (í\
2
'l h í\2 "1 )

J \ COS . ~ 1 r I 1 CoS 1\ 2 I

( ~' í\~ )%1 = ..1\ 11
1

sinh í\1 t 1; sin ~ 1. J

%í = A ( cosn Ai - COS A2 L
A (1 . ~ h í\ - Lsin í\2) ... .:tf St.n 1 íl2

Zvolíme-li ve zvlá§tním případ'ě 1<2. = O (tj~ zanedbáme otáčivé účinky pod­

kladu) a zanedbáme-li vliv posou.vajícich sil ( C. = 00 t tedy ():: O), bude

gro ejr1 J,Jí aitJ
f31t to Iv olg!T /f3 T~ť1

A = 13~ (Jlfif ):

J::/Ií J;;'Jj 'fo l,f1

(31f 13~' !ť. /(0,uft 7:%2 t tJ"
kde

gó :sr ..i.. ( cosn /!, + COS A) )2

%1 = 1 ( sinl> I!J + .sÍtI /!J )26 )

t2 1 I

cosh /!, cos t3) )= 261 ( -

[3
-I ( sinh !'J '- . Sin A) )=-

21S3

..... 86 -
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Let = EJ
IJ.If == _((J__2....p_A_.__-_k...:."_ JJ 'r ~
/J " EJ ~ ..r

dwv tom připadě <f - d,x. Matice (n) lze u!1t u štíhlý\;h nosnikt:1 na

Win~lerově pružn~m podkladu.

strom za s~romem mnou prochá~el

s pavoučím avě~la ve vatv!ch~

František Hrubín

13~ Rozvětvená konstrukce

Nyní ukážeme. ja1t s~ pomocí matic p:fanosu ~eě-í složitějAí pfipady.

Na obr~ 23 je za1rreslena rozvět''lená

rovinná rámová konstrukce s'tuhými
styčníky B , C ~ Kdyby ělo o jedno-
duchý rám A8 CD bez větví E8 ,
Fe ~ dovedli bychom určit transfor­
mační vztahy mezi vektory z: '

L P L. P L. tl-Za' la ' z, t ze a ~D z,·
sobem uvedanJ~ v přtedchozíkapit1ole,.g

V daném případě však musíme do výpoč­

tu začlenit i vliv postra,nníc'hvětvi,F
což se neobejde bez uva~ování normá-
lových s119 Proto stavový vektor roz- Obr~ 23
~íříme př~dánťm osového posuvu U a
normálové si ly N ~ St avový vektor bude mít ěest slo~ek:;

'U

=

-'.tJ

r
M

t ~
= {~-} (161)

se

Sldádá se ze dvou subvektorťi, a to z deformací 'Iv :: [u -w ť]T a ze si-
lových veličin Q = [f1 T N]T e

As

Začneme s vektorem i: ~ stanovíme~ pomocí transformační matice AEB
vektor ~;" (sťřiškou vyznačujeme" že jde o vedlejší větev). Vektor .l~
vztahuje: obecně k jinému, so~a:dnému systému než z~ fl z;' nebot mezi

,fě t " emi AB, EB j e úha1 rlv

Vektor z: je zh)oloviny známý; je tam tot iž pl-edepsáno u:: O
r '" O (lrdyby byl konec E kloubově uložený, platilo by U' O
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). Vynecháme-li v něm nulové prvky, dostaneme zmenšený stavový vektor
8 '.rransíormační vztah pro v~teV' fB bude možno zapsat takto'

{-~-} = [-~~] fo/E) )
B

kde pro deformace máme i'" {-i L' pro silové veličiny Q;:;;:

Dále Y-E = {!t(na vetknutém konci). Matice [-tj je složena

( 162)

{fl
8

ze tf'í sloup-

cd matice přenosu

pak tvoří vektor

, odpovídajících nenulovým prvkOm vektoru (ty

Rovnioi (162) rozepíěema li vyloučime neznámý vektor VE Vyjde

Tato rovnice tedy vyjadřuje vazbu mezi deformacemi konce větve E8 a silo-
vými veličinami p~sobícím1 na témže koncle Mezi vedlejňí a hlavní větví

existuji transformační vztahy

[ i 8! = IG1 I {~81)
Ia:J-f a~} =f ~ Ga) = [Gl ] {Gs J

\ 164)

Obr ~ 24
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Pro náš případ (obre 24) zřejm~ plat:!, ~e

{), = .f' sin J., - 'wB cos cl, )
8 ~B

...... cos ~ WB sz~n J., )-- WB .... - Us -
"" fa<fa

.ma

tak!e v maticovém tvaru dostaneme
A

sin Jv cos cl, tJ l<la Us

A .... cos ~ sin JJ O I ( 165)- Ws = -WB

A O G1 1
I

1'8 J 1a
To je první z rovnic (164). Dále platí

NL ~

t1
P

+- NB -..
8 Jl

TL A A

r.P+ Tl) cos l - NB sini =
8 8 )

NL A

rB NP
+ Na cos J., + sin tk' =8 13

Tsto vztahy pfevederee op(!jt do waticováho tvaru

o

(166)

1
- sin J~ jl

cos ~sin J.,

o

cos J~o
1

o
=

To je druhÁ z rovnic (164)e Z nich a z rovnice (163) dostaneme

~ ~ QB) : [ G:t ] [ R2 ] [ R1rl
{ is) = [ G2 ] [ Rl ][ ~r 1

[ G1 ] [~a1·
Foslední rovnici zapíěeme stručně jako

kde

f II QB~ = [S ] f cz'B)'

[ S] = [C2 ] [ RJ [ R1 ] -1 [G1 ]

(167)

( 168)

jeE!'užinová matice~ Název je analogický pojmu $tpl~už1nová konatanta llt
, což

je zatížení vyvolané jednotkovou deformací (u šroubovité'válcové pružiny je to síla působící

jednotkové prodloužení pružiny).
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Nyní už r:1džeme napsat vztah mezi vektory z~ a z: . POdledefinlce

je {AQ" l:: fQ; J .. 1Q~ ~ • Pomoc:! (167) sestavíme maticovou rovnici

{-~-r - [-ft-i] {-t-J: ) (169)

8
CO~ je vlastně hledaný vztah

zP == Ba zL (170)a 8

Matice p~enosu pro styčník B je tedy dána čtvercovou maticí v rovnici (169)

= [-§1-~-] ( 171)

Má velikost 6 x 6, submatice jsou 3 x 3~

S pou!1tím vztahu (169), popře (170) se dostaneme v hlavní větvi rámové
konstrukce p~es bod B a mO!eme ve výpočtu pokračovat$

Někdy neni styčník obou větví tuhý;
spoj mOjq mít jeden nebo několik stupňo

volnosti (u rovinných rámových konstruk­
ci jade-n nebo dva stupně) .. Pak je třeba

výpočet poněkl1duprav1te Jako pfíklad
uvedeme konstrukci podle obr~ 25, kde
vedlajěí prut BIJ je připojen kloubam~

Podle dřívějěího výkladu budeme mít
- obdobně rovnici (162) -

odkud

Obr $ 25

{-i-t = [-~~] t ~b )
( 172)

( 173)

V rozepsaném tvaru
A

U11 n11 n
'2

n13
'" "'"T ::::: fJ21 "22 nlJ; -\tl ( 174)
A "
N nj1 n31 n3~ r

8 B
A

Protože nyní musí být tl8 ll: O (kloubem se moment nepřenáší), nejsou deformace
nezávlalé~ Z prvniho ~ádku (174) dostaneme
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(175)

Oddělíme-ll nulové prvky ve vektoru &8 (v na~em pfípad~ oddělíme první
prvek fl, ,n~kdy věak mus!mematice nejprve p~eakup1t), mů~eme roatice
v rovnici (174) rozdělit na 8ubmat1oa

{-~;t [ N,~ I N~6] {-f;}:::::= - Ňt&~- rN~; ....
B

Rozepsáním dostaneme

O N~J,
A

Nelij
A

== 'L~
fa

'L~ )

'"
N/!>J..

1\

Q/J " NIJ13
::

Z~ +- CLI.>

(176)

( 171)

A
Prvni Z rovnic (177) je toto!ná s rovnici (175) II Vypočteme z ní 'iri.t (v nae..

"ěem případě Ua ) a dosadíme 40 druhé rovnice t; Dostaneme

ď./J "" (N/Jf.> - NA/. N;: NJ.I!1) 2A (17S)

Oznaěime-li matici druhého i'áO'u

(179)

získá (178) tvar

(180)

o 123

4-~

To je vztah, na který Ba zr9du~uje rovnice (173) ,pop~" (174), Abychom pro
další výpočet zachovali pdvodn! velikost matic a po~adí prvkO v nich, p~idá­

me identitu O::::: O II prv1Úm ~ádku a dostaneme

" If1 O O O
A

I
tL

A ---T--"--"""'''''"-
'"T :: O I A «&W (181)

A I N A

N O I tf
B

Tato rovnice tady na~:'jtoupí místo (163)" Dalěí výpočet je stejný jako df'íve~

Nyní se ještě zminim~ o p~ípadu

tuh~ podpury nebo naopak kloubu v ně­

která větvi rámová konstrukcB& Takový
připad je zakreslen na obr~ 260 Podle
vý~ladu v Dředchozí kapitole jsme

Obr~ 26
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A
1

zP
O

Al P ( 182)
Z1

:::: A3
zP

2

schopni napsat mati.ce přenosu pro jednotlivá pole a sestavit tyto tranafor­

mační vztahy:

zL.
1

ZL
2

ZL
3

Potfebujeme Je~tě matice
v podpoře 1 je W/NI =

81 t popf' * 82 pro bod 1 , reap~ 2 ~ Protože
O, bude první z rovnic (182) vypadat takto:

( 183)

o L

tf'
n
T

1
První f-ádek v této rO"lnlci váže mezi sebou oba neznámé prvky vektoru
Jeden z nich móžeme proto vyloučit

T. - _.!!JL UJ
O -- a 12. TO

( 184)

Po dosazeni (184) do (183) dostaneme

O L O

Cf
_1_(a, a - 0.,11 a 22. ) p

=
Q,12 II 21 [ <p} . ( 185)

f1 -L (a a31 - a 11 a32 )
ai2 12 o

T 1 ( CLlf2 )- a, Q.,it1 - aft
1

CLil 12

Prvlty matice v hranaté závorce jsou zf'ejmě determinanty druhého řádu, d~lené

a 12 ~ Zavedeme pro ně speciální označeni@ Podle schématu

Sloupec q Sloupec r
I I
I i

Řádek j - -- - - a· - ~ - - - - - - a · - - -
. lJ't ,Ir

I I

i1ádek k -- -- ~hl"-------- ~kr - --
I ,

budeme značit

a ­kl' ( 186)

Determinant sestavený z prvkó vyznačených ve sch~matu dělíme levým hornim
prvkem$ Potom (185) bude mít jednoduchý tvar
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o L
(ll 211

<fl 112 211

ft? (= (187)
t1 113 211 O
T 114 211

1
nebot 111 211 :: Oe

Misto neznám~

známá reakce Rf

rP
Zl

1

~ t kterou jsme vylouč11it vstoupí nyn!do výpoč~u n~~

v podpoře 1 0 Bude totiž platit, la

( 188)

Protože ji zav·ádíme jako vnější sílu, musíme matici p~enoau roz§:1!'it (., jeden

sloupec; budeme mít

1
Tím jsme se dostali za bod

-w p

tf
M
T

:.

111 21

:1112 21

f~:} . {189)
(13 21

~ J114 21

1 e Po vynásobení zleva matic! A2 dosténeme

- W L -w P b b
11 12

tf _ [AzJ 'f = b21 bl2 [<f<RO.

1

};:'
M M b

31
· b

J2

L T 2. T 1 blf1 bIJ-Z
Nyní však /12 :: O, takže d 31 <fo +- d 32 Rtl!! OG Vyloučíme. reakci R,
ní zavedeme do výpočtu úhel ~2' který budou svírat tečny k ohybové
zleva li zprava v bodě 2 (v ohybové čáf'e zdebuda zlom). Vyjde

R = b31 <.p
1 - b

32
1°

takže

(190)

a místo
čáře

(191)

-;r 31 21 I O

32 21 I 1

[~: ]
; r

= ( 192)
33 211 O

)4 21 I O
2

Determinanty I jk q;1 zde počítáme pomocí prvkO b· · z rovnice (190). Náso-
bením zleva maticíA3 konečně Vyjdb

t]
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- w:: o L
C'11 C

12 1r :: o C21

;: J [~2 }=
11 C31

T C'H elf2.
.3

Odtud získ."ámu frekvenční rovnici

( 193)

= O ( 194)

'fo = 1
a tím i

a vztah mezi ob~ma neznámými úhly

S nOl'mali~ační podmínkou
I {21

dostaneme ovl = - C22

věeehny stavové vektory~

Jde-li o vynucené kmitáni,
p6pf. o statický p~ípadt dostane­
me vn~jší zatížení do výpočtu

roz~í~ením vektoró a matic jaKo
u ostatních dříve probraných ne­
homogenních úloh$

31 0 úloha. S pou~itím matic p~e­

nosu najd~te vlastní frekvenci
torzní soustavy ~akrealené na
obro 27q;

~eěení~ Za hlevní větev budeme
považovat 012 , za vedlejěí 3"'5"
Abychom mohli případ l~pe popsat,
odd~líme funkci převodu mezi ko­
ly 1 a 5 od jejich setr­
vačných účinkó tak, že schéma
pře~reslíme (obr <! 28) q; U kotou-

če 1 pa~( budeme mí t tři ře zy:

levý (L), střední (5), a pravý
(P)~ Přidané fiktivní kotouče

jsou nehmotné a zabezpečují pře­

vod spojení obou v~tvi~ Vektor
z~ zpoloviny známe

3

( 195)

2

Obr~ 28
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[~ }. (a)

Rovnici

zP ::: 85 A5 Bt A
1 ~ ZL Uz~5 3

přeoíšeme do tvaru

'"
p

[~ ]
cp

f $3 )=
A )

ft R
2

5
odkud

Ap A

R" 1 ,Ar.

Ns :: R2 <Ps1

Z rovnice pro pfevod odvodíme vztahy

.!}.~
A

c?1 = -- r1 5 :: - Je cfs

tiP nS '1 Ap
.;: - -- tl1 1 :Jt 5

Cz = ;: ) }

(b)

( c)

( d)

( e)

A I\p
Z rovnic (d) tl (e) vyloučíme ip~ a 115

MP = NS 1 R'" RA.-1 ,~s
I /1 1 t If,". 2 1 'ť1

dostaneme

(f)

(g):] {~r
1

1

{ ť/Cf!P = [
.LRR~1
~2. 2 1

1
Vztah (g) umo~liuje výpočet hlavní větve dřive popsaným zpOaobem& MOžems jej
napsat ve zkráceném označení takto:

v maticovém tvaru

Zp == C "}' S
1 1 '1 (h)

Pak plat.i, že

čili

(j)
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Odtud

(frekvenční rovnice),

(tvar kmitu) &

Ach, káž ještě chvíli mohu
dívati se na oblohuG

Jiří Orten

140 Matice přenosu (pokračování)

tJ konstrukci stroj"~ se velmi často setkáváme s rotačně souměrnou válco­
vou sko~epinout a to nejen u tlakových nádob a potrubí, 91e i u nejr1znějších

pfírubových spojO, dutých hřídelO apoda

ce

1

Obr~ 29

tenké rotačně souměrné válcové

Jak zn.ámo, vede řešení rotačně

souměrné válcové skořepiny n.a ob­

dobnou diferenciální rovnici, jaká
popisuje prOhyb nosníku na pružném
podkladu~ Mohli bychom tedy využít
výsled~y odvozen~ ve JO. úloz9$
Bude věak jednodušěí, probereme-li
případ rotačn~ souměrné válcové
sko~epiny zvlá~t0

Smysl kladných posuvť!, úhli1
otočení, ohybových momentO a posou­
vajících sil zavedeme shodně s obr$
2ge Budeme předpo~ládat, že skoře­

pina je staticky zatížena jen na
o~rajích x = O a x = t posou­
vající s iIou Ti, a ohybovým momen-
tem Ni (i = 0, 1) $ Pro prlThyb

skořepiny pleti diferenciální rovni-

o) (196)
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kde

f'A'­
h -
r -

Poissonovo čislo,

tloušfka stěny,

at~9dní poloměr~

Pro ~ ::: 0,3 vyjde charakteristická dálka ..ó == 0,78 fř7) . ~e~eni (196)

napíšeme ve tvaru

(197)

1<"de J= ~ značí bezrozměro"lou souřadnici a Vi (j) Krylovovy :ťunkce, defi-
nované takto:

V1 (f) ::: COSli 1 cos J ,

V2 (1) = (cosh ~ sin j + sinh J coa j ) /2,

V3(!) ::;: ainh J sin j /2,

Vit (f) = (cosh j sin j - sinh j cos J ) /4~

Z teorie sko~epln dosteneme tyto vztahy:

r = D ~31(~= D
lr (1 Vl - 't C2 V.; - Jr (3 VJj.r elf Vf

,óJ

D :: ohybová tuhost skořepiny~

Pomoci okrajových podm~nek

M(O)

T (O) =

ft (f)

T(~)
( 198)

vypočtemt",} integrační konstant.y C1 až Cit a sestavíme vztah mezi stavo-
vými vektory
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Vi ,6 V2
JJ2 - ,,9-

-U, ---\i --\I: - 'Uo1 D 3 D 'f
Jr -

~
_A.Q A2 -

f1 - - \l --U fo1> lf D 2 D 3

==
!J:J2. - J:A.- - - ( 199)/11 1>1 ~ ..& V;. ~ 4~ 11

0

!tlL - LtD - _..!L~ -
~ .&3 ~ 7~ .ó Jr ~ To

Zde jsme zkráceně označili Vi:: Vi (+). Čtvercová matice v poslední rovni-
oi je matici přenosu A1 $ Rovnici (199) tedy mdžeme zapsat takto:

L A1
zP (200)

Z1
;:;

O

Prozkoumáme nyní vlastnosti matice přenosu A, (O Je-li skoře;->ina velmi krát-

ká, je (, ve lm! malé, takže v.,!: 1, Vz.:~, V;) == 2~~ I Vlf == 6~) •

Pak

1 t C2 l3
-If) - 6D

O 1 _1. _.Jl
A1 ==

D 2D
( 201)(pr-oť« ,6 ) e

O O 1 t

O O O 1

Odtud a z rovnice (200)

10 e
ff el To e3

U 1 Uo - .,.. o +== 27) 5/)

f1 % ..- Not To t 2

= -D- 2D

=

=

Pro velmi krátkou sko~epinu tedy platí stejné vztahy ja~o pro nosník~ Až na
n~která znaménka je totiž matice (201) totožná s maticí z úlohy 26$ Odlišnost
ve znaménkách souvia:ís jinou definicí smyslu kladného prl~hybu a úhlu otOČd­

n!~

Pro velmi dlouhou s1{ofepinu je cosh 1
ta~le matice pfenosu se zjednoduěí na tvar

- 98 -
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c a" _ A1d _~3b

T tD *D

.1 b c Q,,6 ,ó2d
-~ - 2D - 2DA1

:: eJ> (pro e» I> ),
2Dd Db 0,.6
,42- T C T

2 Da. ~ b c
~ AS1 -~

( 202)

Zde jsme pro stručnost zavedli tato označení:

c l
::::: cos 7)

sin ..L Cos j =(2 (e tl)ct =. + sin -:6 +T 1
~

cL = sin .j
b ~ t cos l :; VI sin (; - ~) ~= Ston Ar -

Čtvercová matice v rovnici (200) má zvlášt.ní s·trukturu. MOžeme j 1 rozdělit

na submatice a napsat v tomto tvaru~

K I Al
t I ---N2DA = e~ -----t------

1 M.N I K
4 1 I

kde

[ _c~
~

K.
2-

=
C

( prol';) A ) t

d
N =

( 203)

Snadno se (dosAzením) pfesvědčime, ~a platí zajímavý vztah

(204)

T
Fyzikální dOsledek posledni rovnice je, že deformace '!o:: ["'1'0 fo ] jsou se
s Ham i Qo· [/'10 To ]1'u dlouh~ skoře piny vázány stejným vztahem, at je konec

x:: t vetknutý ( tL1 = O) nebo volný ( Q1 = O) 0 Rozepíěems .... li tot1i rovnici

{-~~ =
( 205)

dost~name v obou ·případech st.ejný výsledek

,62 -1 __ L
9.-0 := Ti) K N Qo - 2D

- 99 -

( 206)



Z t~to rovnice plyne výpočtem

[
Tento výraz lze upravit (dosazením za D a použit~m vztahu pro -6 ) ~ Vyjde

kde .)

1
:.

T (207)

Matematický do'slede'k vztahu (204) je, že mat.ice přenosu A1 je 8ingulárni~_. ·1
Pro inverzní matici X=A; by totiž musilo platit., že

[_, -~-l--~~J [_X1
.
1._L Xfl

_]+- N : . K J X21 : X22

kde k '" t~ · Rozepsáním dosta.neme

K X11 - k NX21 I

t NXf1 '*' KX21 O)
Vyloučíme-li napf'~ X11 ,dostaneme pro

- k N X22
= 0,

+ K X2 2. ::: I
X

21 rovnici

) ( 208)

kterou nelze fešit. nebo!

N .- KK-1 N :: N - N == O ~

To znamená, že ttdozmváni ft silových úč1nkO v dlouhá skořenině porušuje

vazbu mezi stavovými vektory ve vzdálených ~ezecho Místo ní vzniká pouze jed­
hoduchá vazba f207) mezi prvky téhož stavového vektoru~

Praktický d~slede~ toho je, že p~i aplikaci matice přenosu z rovnice

(199) na skořepinu o délce v~těí než asi e::. 6..6 se projeví špatná podmíně­

$lost soustavy rovnic pro výpočet neznámýoh vzro.st.em zaokrouhlovacích chybe

Pak je tf'eba zakončit výpočet okl'ajovou podmínkou (207) platnou pro počáteč­

ni vektor v dlouhé Bko~ep1n~~

!V) Jde o Pasternakovy příčinkové činitele 10 Srov~ HOSCHL? C~:

Pružnost a pevnost ve strojnict.ví .. Praha, SNTL/ALFA 1911, SaI 230 ..
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~2& úloha. Určete napjatost v
okolí rovného mezikruhového ~na

spojujícího plášt tlakovénádo­
'by s hrdlem podle obr. 30. Vše-
clmy části jcou z téhož materi­
álu, teplota je konstantní. Ná­
doba je zatížena vnitřním

př~et lakem tJ q Plášt nádoby

i hrdlo jsou relativn~ dlouhé
(e » ~). Axiální posuvy ne­

jsou oroezenyló
Obr. 30

Ře~en:í 0 KdybychODl zruělli myšlenými řezy ohybové momenty a POSOIlya c11cis:(ly
v místech O t 1 li 2., kde se skořepiny stykl-j1, PO'př0 kde json př1.pojeny

k desce, vznikly by vlivem nestejných :!lembráno'vých dil~tc.ci l"ozd~::L.y rad1ál­

nich posuV'll vlevo a v'pravo od každého f&e~~us l\qpř~ poloměr pláště nádoby 1:y
se zvět.ě 11 o

r 1'\ r 2 ) .fl 312 A'J
00 =tr(1-1=t-2-' (1- 0,15) ;: 408,425 T

kdežto polom~r sko~e'piny 01 by ee zvětěil o

2
~ =1- )0]5 (1 - 0,15) = 263,571 f ·

Podobně vypočteme ~většeni poloměru uvolněného hrdla

Pomineme-li ohyb desky, bude v uvolněné desce existovat Iovněl "membránová"
napjatost; vzniká roztažením desky účinkem tlaku p, pósobíCJ.ho na vnitřní

okraj deskYe (OhSb desky z'ahr~eme do výpočtu pozd~ji společně s ohybem skofe~

piny~ Uvažujeme tGdy jen radiálni pusuvy) ~ Je-li vn~jěí polvm~t' desky '1 ==

= 32 cm, vnitřní rl = 12 cm, vzniká naolcrajich desky posunutí Jf , Jz'
které vypočteme z teorie tlustostěnných nádob

10,472

J h (r/ rr,} ) tl 12 (116~ . Q' J ) :::2 :..J:- r. -Z-2' +t«- =~ .. ' 880 + tE 2'; .. ,; E 19,527 t.
Na tento "membránovýu stav napjatosti a deformace se pak superponuje ohybov;ý

st .qv." obnovuj"Íci souvislost těles3.a Při ohybu vznikají další radiální p.osuvy,
óhly otočení, ohybov~ momenty s posouvající síly~
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f!roto~e f'e§ime nehomogenní úlohu, rozšíříme stavové vektory o jednotku,
tak!e ;t ": (-u. cf ft T i tY . Osová dIa vyjde z podminky rovnováhy a je Pře­
dem známa, proto do stavového vektoru nevstoupí. Vynecháme rovně! osový po­
suv, nebot nás nezajímá a k výpočtu staticky neurčitých sil a momentO jej
nepotf'ebujeme.

:pro vektor zL bude platit roz§ťfený vztah (207) K)
Q

L

[-~ t-f!J ;]{--f..[
~i4,

.L=

f E -r +J,
'( a)

O

B ZL
O O

v něm! l =
r :: 31 cm,

vazba

25,610 22,
h ::: 2 cm,

::

I!J = 156,880 29, r = 8,361 58 (míry v cm, tedy

.ó = 6, 125 69 cm). Mezi velet ory z~ a z; bude

(b)

vyjad~ující deformační podmínku v bod~ O , totiž ·rovnost celkových posuvO$
Ka!dý posuv vzniká jednak membránovou, jednak ohybovou deformací

L r PcI;, To 4 0 =- °1 + 4 0 ( c)

Ohybová čáva musí být. v místě O hladká a ohybový moment ani POdOUVf.ijící

s11a se tam nezm~ní. Proto bude platit

P J
40

L
-tl,

I -u

r I O 'fr I

N .: I O !1
I

T I O _I_--- - --------...,--
1

O
O I 1 1

O
kde 60 :: cr; - do =-144,854- JL

~ Vztahy (b)a (d)
E.

fepinu 01 bude platit pi4enos

( d)

jsou tot ožná o Pro sko-

l I
! P

-U I .q,;,.'U,

f I
Cf

A I ( e)

M = I O 1'1 .~

I
T I T

---------t--
1 O I 1 1 O

1

'W) Zm~na znamének souvis! s tím, že jde o pravý konec skofepiny, kdežto
rovnice (207) se vztahovala na levý konec$
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kde A je čtvercová matice ze vztahu (199), vyčíslená pro r =30,5 cm,
h = 3 cm, e ;; 15 cm, tedy .6 = 1,441 66 cm, ~ = 2,015 68,
D = 2, 4 72 53 E. .. Vy jde

-1,643 746 6,925 693 -37, 263 468 E'!1 -20·9, 765 417 E-1'

A -0,676 482 -1, 64~ 746 -2.. SOl 055 E.- f -37,263 468 E-1
=

0, 297 130 f 1,672 622 E -1,643 746 6,925 693

0,022 335 f 0,297 130 E -0,676 482 -1,643 146

Rovnici (e) zapí~eme zkráceně

z~ = Ao z: :: Ao Bo Z; Cf}

p

~
~

-.. /
~

+ P =:
---ll»
---fr

-1JJ'
~

(b) (e)
Obr. 31

. N~

Nyní přiRtoupí'll6 k r·ozbol'u oh.ybový'ch deformací
desky~ Budou na ni pdsobit momenty 8 síly podle obr.
31 Se smysl posuvt1 a l1hlu ot.očení zavedeme podle
obr~ 32l& Zatížení (s) roz]t')žime na p):'votní (c), vy­

volané vnějším tlake'ID." a druhotná (b), která souvi­
s! se vzájemným p~sob;ením deoky a skořepin~ Zřejmě

N:: r;c 12
2 =

l Pa ~ 12 tj Pf

R2 = - n I

- L _l
f1z = /'12 '- al2

Obr. 32

a,:: 4cm {srovnej s obro 29)t

Rt = r/ }
f1:m tiP r GL rP

1 1 1
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w " r 2 ln r ';..1~ T
1 Otf r "r

.- ~ .,
OI1r ~ 3 D - 0,7 Drt

T O O O

Ohybová de:fdrmace desky jsou popsány rovnici ( ~= 0,3>

~'~i l
_. '1615

__ .3,3 pI"2·

16

1- pl' 1

(g)

Vektor na pravé straně obsahuje integrační konstantY0 Rovnice se odvodí
z Kirchhoffovy teorie desek a plati pro desku podle obr~ 31 c s posouvající
$:llou T (je v ni zahrnut i dčinek síly N

2
) •

Z okrajových podm!ne~

w (rt ) :: Ó Nr (r4 ) = - Ft, Nr (r2 ) - ft
2J

vyjde

~
C

1., 2-
ln 'i -1O II1 - 6Jr Ď C2

-PI - 1,3 D - O,tD ~J. O - 1t tJ';'"1 C
J

-fl 1,3 i5 - O,1D :'2 O -.lL pr.2 J
1 2 16 1 1

va zkrácenám zápisu

(h)

tud

Hz J [-7-} ·
f c) = [H1r1

( tQ} - f H1 ))

Zde
8)

D :: E 12(1 _ 0,09) ::: 46,886 45 E

r:, :: 32 cm, '2 = 12 cm@ Vyjde

je ohybová tuhost desky,

3,952 698
1=7 926,640

4885 t 615

..,.0.019 091

105 456

-27,519 475

0,002 684

5,105 456

19,068 732

s použitím (g) a (1) vypočteme úhly otočeni vzniklé pósoboním tlaku f a
si ly N2 ( obr al )

149 t ' Ví = 122»343 if ·
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Deformace zakreslené na obr~ 33 jsou
vyvolány vnějším zatťženiml tj~ tla·...

kam p . K nim přistoupí deformace
( tl I tf) 9 pÓftobene silami. _ Rt !..

R2, a ohybovými momenty /11 ,/12
(obr o 31 b)"

Nyní napíšeme podmínky spoji­
tosti v bodě 1 0 Celkový radiální
posuv vlevo tf to <4.~ musi být týž
jako celkový radiální posUv~n.'r'avoo

Ten se skládá z posuvu tL; vznilr-
lého pOsobenim sil R·t , R2 ,

z posuvu j., - Q; 1f1 pdsobeného tlake.m

P as ilou IVl ( obr e 31 C t pop!" e
p p

obr ti 33) a z P0t-1UV,rU a, <f1 7 je-li 11

o~očeni ptisob~)né momenty Rt ' .fl
l

9

Celkem

1
I

---4
I I
I ~

_1.1.1_
Obr~ 33

L Ó, ď J1
P

U
1

+ = .,. ...,. a 1j'1 1- a ť11

Tak6 úhly musi být stejné, takže

L p

ft == rl f1
Dále máme statické podmínky

Mt "'" !1; = Rt - a, ~P }

'l'yto vztahy lze shrnout do jediné maticové l'ovni.ca

-tL P 1 a O O I 6, -fA., L
I

cp O 1 O O I

1J'1 V'I

ff I
ti (j)=: O o 1 a I O

1

R O O O 1 1 O r
--~_ ...... _------+--

I

1 O o O O
,

1 1s

PHto.:n 6.1 = j 1 - &, = -253,099 t Rovnice (j) po~isuje p~enos

P
li

J

(k)

Th10 zatíženi desky silami a momenty podle abr~ 31 b dostaneme z teorie
tlustostěnných nádob a z rovnic (h)~ (1) vztah
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'~u L

cp

11 :I

R

1 2

Q,1 O O a~, I O,
O 4) alf o : o

Ioas '16 o I O,
a, o· o a,: O
----- ------- -r--
O O O O I 1

""'u p

'YJ

R )

T

1 1

Q,1 :: 1,864 55,

Q,.) :: 1,861 J,

Q,s ::lI$4» 059 4 E,

~ =-0. 763 87 E ,

4 170 74

'

-1411a,z:: , II

alt =-0, 782 12 E. -1 ,

0,6 = J, 13) J,

aa =-3, 138 84e

Obdobně rovnici (J) odvod:(me pro bod 2 vztah

... u, P 1 Q, O O 62, -u, L
I

tf O 1 O O I -r2 V-
I

11 O O 1 -4
I

O M (m)- ,
!.

T O O O -1 I O R
- - - - .... - - .... - - - - -·1- .- - -

I

1 2 O O O O I 1 1 I

v něm! Ll 2. = - Jz + ~ - a Y'2 = -421,859 L Tedy
C

p Bl
L ( n)

z2 = Zl

Konečně pro vektor zP máme okrajovou podmínku podle (207)
2.

f-r-[{-;[ .L [-; - í3
~] 111

= t ( o)E

h Z
A

Pro r = 12,8 cm, = 1,6 cm vyjde :: 26,298 49, I'J ...> 73,388 90,
A

:: 18,847 82a)(

Postupným dosszen:ť.rn z rovnic (b), (f)j (k), <i) a (n) dostaneme

=

- lC6 -.

( p)



= [,:, _u iJ>.-]....{._~~}.' o',, 1 . 1
~ q)

Rovni(:a (p) a (Q) jsoq.toto~né. stavový vektor z() , popř. f~ není roz-
§1~en o jednotku1tak~e

a podobně 220 Rovnice (a) 8 (o) lze pak zapsat ve 'tvaru

(~)

jestliže označíme

[ - ~
[WoJ"; - f r~]= f [

-Z

r
, Rovnice Cr) jsou ekvivalentní se vztahem

( t)

Cu)

Submat lce mají velikost 2 x 2. Z rovnic (Q) a (t) odvodíme

Za = - (KO to· Kl U) -1 K1 b . (v)

Invertujeme tedy matici v obl~ závorce, která má velikost 4 x 40 Máme-li
počáteční vektor z; = ( Za : 1Y t máme 1 ostatní stavov~ vektory.

P~i numerickém výpočtu móžeme využit princip superpozlce~ Zvolíme nap~@

p =: 1, E :; 10 Napětí pak vyjdou v bezrozměrových hodnotách ~ a
~ p

posuvy a úhly v p -násobcích ~

'lRol'Iitame-li napětí ve skořepině o poloměru r a tlouš{ce h , bude
sl~p.I!1D:1~11 oovodové membránové ,napětí

e .JL!:­
tla.m = 2h ) ti :: E .:!:!.t-P;-

trn . r h

- 107 -
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Ohybová napěti v povrchových vláknech budou

r:- 1" 6 N"..
0a,0' ::: - ~ )

(x)

Numericky vyjdou tyf.O stavové vektory (pro jP = 1, E = 1)

Řez

-u

tf
11

T

OL

114,862

31, 948

-3,157

0,217

1L

342,699

-Jl,464

51,216

10,602

2P

-140,411

-46,134

-10,235

5,581

Deformac~ jsou zakresleny na obr~ 34 v relativním zvětšoni~

Obr~ 34

Těší mne, jestli čtenářové moji
ještě něčeho očekávají~

Já jsemhotove

Karel Hynek Má~ha

150 Něl~oli'~ poznámet: k práci s maticemi

r.jatfce A je souborem dvouindexových veličin ajk J::: 1, 2, ~ 00 ~

n k = 1, 2, ,,~~, m 11 je počet řád1{ů, rn počet sloupců)" Do pa--

m~ti počítače je však mOžeme ukládat jen jako jeJnoindexové veličiny ai
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( i et: 1$ 2, ••• , TJ m ), tedy vektory.. Prvky Q,~ ulcládám.e např. 'do'

reg1atrd

b + 1, b -+ nm

kde b je čí a10 regist.ru, který 'Pfedchází první U..ložený prvek~

J!atici ukládáme bud po řáde!ch, ne1)opoalouPc:(~h. Zvolíme-li ulrládání

po f-ádcícb, připad.ne prvek aj-k. do reg,istru s .číslem

r "" br í .. b 'fo (j - 1) m .,. k · (210)

Pro ulrládán! matice do pam~tl potřebujeme tedy tyto vstupní údaje : čí 10

registru b ,za nímž má být matice ~J.kládána, poěetftádkll tl ,počet slonp­
cO m. Program pro vkl~dání matice by měl obsahovat i kontrolní tisk,ul,ťlá­

daných dat v přehlednám uspořádání.

Potřebujeme-li uložit diagonální matici" popř. jinou matici s malým

počtem nenulových_ prvku, bylo by vk~ádání všecp. dat včetně nulu větš:(chma...·

tic zbytečně zdlouhavá. Pak je jednodušAí použít po~~cný program pro vynulo­
vání pole (209) a vkládat nenulovlf prvky jedn,ot11vě88 Ke vkládání jednotli­

vých prvkt1 si pf' ipravíme program, do něhož budeme podle ( 210) potřehovt'.t

vstupní ddaje b t trl ; ty se uloží do pomocných regiatrd. Každý prvek ma-

t.ice pak vkládáme' pomocí tří údajd, a to i, k ai-k. z prvníc~! dvou
údaj~ určí počít,ač adresu re,gist.ru r ,-do n~hož pak uloží t~etí úd a:} , to­
tiž prvek matice ajk ~

Program.v pro početní úkony a maticemi mdleme upravit tak4 tak, abychom
popf-ípadě využiJ i páso\rost nebo souměrnost mati~e. U soumi3rné matice stač1

pak ukládat jen prvky na hlavní diagonálA a nad ní (pop~~ na hlavní diagoná­
le a pod ní), II pásová matice pak jen prvky' uvnitf' pásu. Tyto \fpravy se prs:"

vidolně vyplati u velkých počitačO. U malých počitačd je třeba vážit ro~sah

opel1 se:! v celá úloze, nebot komplikace programu nemusí být vyvážena l1sporou·
v počtu vložených dat~ Spíše nám po~Ože vhodné využívání vněj§! paměti počí­

tače.

Závěrem je nutno poznamenat, že počítač znamená úsporu práce jenom pro
toho, kdo pracuje starými metodami a počítač používá jen jako zdokonplený
kalkula6ní stroj0 Tím vša~ dostatečně nevyužívá jeho možnosti. Jestliže
jaml se rozhodli pro co nejlepší využití počítače, musime k tomu vynalo~1t

nemalou námahu i zejména v počátečním st.adiu při vytváření a laděni progt'smO,
při sestavováni ltatt;tlogunejčastěji užívaných vzorcó apod. Odměnou je pak
dobrá služba počítače, který 'nás zbavuje zdlouhavé a namáhavé numerické prá­

ce a poskytuje v ne uvě!' i telně krátkém čHse velké množství informací~ Je scho­

pen opa1{ovat ř'eěcní téže úlohy s róznými vstupními daty, takže konstruktér
móže snadno určit nebo alespoň odhadnout optimální řešení ~vého problému~

Počitač však nemůže nahradit vzdělání lt Slovy geniálního Norberta wtenera,

počítač nám dá jenom takovou odpov~d, jakou otázku mu umíme položit~

.... 109 ....



Literatura

/1/ ALBEBG, D!., Nn,SON, E., OOL§, DI. s Těor1ja splajnov i Jijo
prilo!en1jge (Pfeklsd z angl~ orig.) Ibekva.
:MU' 1912.

/2/ FBAZER, B. A. 9 DUNCAN, \f. J., OOLLAB. Afl ll. s Základy matlcováho poětu.

Jeho aplikace v dynamice a v diferenciálních
rovnicích. (Pfeklad z angl. orlg.) Praha. SNTL 1958~

/3/ LANCZOS, CoS

/4/ LlVESLEY, R. K.:

/5/ ORTEGA, J e M~ 3

Applied analys1s. London, Sir Isaac P1tmsn 1957~

Matr1x methods of structural analya1s~ New York,
Pergamon Presa, The MScMillan COe 1964~

Humerical analyslso New lork, Academie Prase 1972.

/6/ PESTEL j Bo Co, LECKIE, Fo!.: Matrlx methods in alastomechanics~

Ne.. York, UcGraw-Hlll 1963 $

171 PONOMARJEV, K. K.: BaslSet elementov konstrukc1j 8 pr1meněn1Jem

električeskich cifrovych vyč1s1itělnych maě1n~

Moskva. MaAlnostrojenije 1972.

/8/ RALSTON. A~: Základy numerická matematiky~ (Pfeklad z angl~

orig.) Praha, Academia 191J~

19/ BOAEK, R@ J*: Formulas for atress and stra1n. 40 vyd~

New York, McGraw-H111 196;.

E1Qstostat1k und Elastokl1dlt1k in Matrizenschreib­
we1se& Das Verfahren der Obertra~ngsmatrlzen@

Berlin" Springer-Verlag 19730

Matlcov4 metody v pevnostních výpočte'ch,

část I a! III~ Dóm techniky ČVTS Praha. 1973, 1974&

- 110 -



Název:

Aut.ar:

Počet stran:

Náklad:

l'ormát:

Číslo publikace ~

Vydal a rozmno!il:

Datum vydání:

MODIFlKACE PEVNOSTNíCH VÝPOČTŮ
PRO MALÉ DIGITÁLNí roČíTAČE

Erot, ~8~ C~rl1 Hoschl

110

180 výtiakd

A 4

60 - 183 - 76 (1184)

DOm'techniky ČVTS Praha
Gorkáho nám. 23, P.r~a 1

Srpen 1976

- 111 --


	Titulní strana

	Předmluva

	Obsah

	1. Úvod

	2. Práce s malými číslicovými počítači

	3. O podmínenosti lineárních soustav rovnic

	4. O řešení lineárních soustav a o inverzi matic

	5. O harmonické analýze

	6. O Taylorově řadě a o diferenčních vzorcích

	7. Aproximace funkce Čebyševovými polynomy

	8. O Gaussově kvadratuře

	9. Interpolace pomocí spline-funkcí

	10. Průhyb nosníku jako úloha s počátečními podmínkami

	11. O stabilitě řešení diferenciálních a diferenčních rovnic

	12. O maticích přenosu

	13. Rozvětvené konstrukce

	14. Matice přenosu (pokračování)

	15. Několik poznámek k práci s maticemi

	Literatura


