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Predmluva

Protdjdkem a doplnkem mechanizace a automatizace praci ve vyrobd Je
mechanizace a automatizace praci v pfipravé vjyroby, v jejim Pflzeni a v ekonow
mice. Rozhodujici dkol zde pilpadd vypoletni techniege, pFedsviim &islicovym
polita¥lm. Velké poditale pFedstavull velkou investici. Proto Jje obvyykle mo-
hou pouZivat ke zkvalitnénf své précs konstrukté®i Jen ve velkych zévodech.
Do konstrukénich kanceld®{ 1 menSfch zdvodd pronikajl vdak malé &islicové po~-
£{tale, které jsou mnohem ménd nérofné na obsluhu i ddribu, lze je instalovat
prakticky v8ude a pPedstavujl vynikajici pomoe pro b&Znou i néro&né j3l vipo-
Setni{ préci. ‘

Utelem tohoto semindfe Je uvést ndkteré poznatky z numerické matematily,
nezbytné pro préci s jakymkoli &fslicovym podftalem, a pPfkledy vyuzit{ me-
lych &islicovyeh podftadl v konstrukénl praxi. Semindd je urden konstruktérim
a technikldm, ktef{ nemaji zvlAdtnl matematickou pripravu, a snaZ{ se jim po-
skytnout takové informace a podnéty, aby mohli efeltivng a sprdvnd vyusivat
vypoletni{ techniku.

Pracovnfci Domu techniky CVTS v Praze‘jsou pfesvidéeni, #%e timto seming-
Fem prispdjf xe zkvalitn&ni préce konstruktérd a technikd v nadich zévodech,
a tim 1'k plnanl nédroénych udkolld Hesté p&tiletky.

Prof. Ing. Cyril Héschl
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Kdo chvili stél,
Ji% stojd opoddl.

Jan Nervds

1. Uvod

Wezbytnou pomickou stardi generace konstruktérd bylo logeritmické pra-
vitko. Jednoduchost, s jakou lze na n¥m ndsobit, d&lit, umocncvat a odmocno-
vgt, 1 jeho malé rozméry, ldee & prakticky bezporuchovy, bezhiudny provos
&¢ini z logeritmického pravitka dodnes po¥itaci stroj "par excellence”. Pro
nérodng )31 numer ické vypo¥ty se pouiivaly tebulky, popi. mechanické po&itaci
atroje., Pozddji byly tyto stroje upraveny tak, aby nédsoben{ a d&lsni na nich
probthalo automaticky. Dnes na n& pohli¥ime Jako ne muzedlnf stroje, afkoll
jedt& neddvno patfily k velkym vymoZenostem vypo¥etni techniky. Jsou velké,
hi‘motné a pomalé,; nemohou tedy konkurovet mnohem vykonnsjsim elektronickym
kalkuladnim a poditacim strojim. Zmény,; kteréd tyto moderni stroje zpisobuji,
Jsou dalekoséhlé,

M3n{ se nejen zpisob vypoXtd, ale % ndpln exaktnich technickych nauk,
poditaje v to 1 samu numerickou matematiku. Rizné gréfické a podatni wetody,
ktoryml se jedts dnes hem2z{ ulebnice na ndkterych &koléch, rychle ztréceji
v¥znam a jsou nahrazovdny novymi. Do jisté miry se mEn{ i zpisob technickéheo
wy3leni, pPedeviéim zpisob formulace wWloh. Klade se dirsz na obecnest a exakt-
nost Peden{, kdefto rozsah numer ickych vypodtd v bs%iné konstruktérské praxi
prestal byt - a% na vyjimky - Iimitujfcim Sinitelem.

Naptiklad vypofet deformaci staticky neur&its ulo¥eného osazovaného hif-
dele 8 uvafovénim vliivu posouvajicich sil je nyni jednodudsi a kratd3f{ a mno-
hem presnédjsi, neZ bylo grafické FedSeni prihybu bez vlivu posouvajicich sil
2 vypodtem reakci pomoci pFi{&inkovych &initeld. JestliZe se tytc piidinkové
tinitele odeditaly z graiického Peleni prihybd, stévale se, %e Jejich pPas-
nost nepostafovala pro numericky vypofet staticky neur&itych reakei ze Bpatnd
podmingné soustavy lineérnich rovnic. ReSeni pak byle u slozit¥jsfch dloh ne-
jen pracné, ale dokonce nemoZné, nebof vedlo numericky k falesnym vysledilm.
Gist& numerické Pedeni takovych dloh bylo natolik pracné, a tedy i nékladné,
e se dédvala prednost riznym zjednodudenim dlohy (vynechévaly s« ndkteré pod-
pory aj.).

Zjednodudovéni dloh a% do snadno teditelnych fyzikdlnich a matematickyeh
modeld je L dnes pracovn{ metodou kaZdého konstruktéra-vypoftdite. Rozdil je
viak v tom, Ze dne3ni konstruktér pouiivéd tyto siln& zjednoduSenéd pPedstavy
a modely jen % predbdfnému FeSeni ulohy. Detailni vy¥podet miZe byt - Loz nad-
mérné ndmehy - odvozen z modeld mnohem sloZitéjsich, které lépe vystihuj{
skutsénost.



Pouzivéni tabulek riznfch funkel - a% na specidlni funkece - 80 stévé
zbytednym, Elektronické kalkuladni stroje a politale jsou schopny generovat
b¥%¥né funkce & welkou plesnosti pro Jakoukoli hodnotu argumentu (v rozumném
pogzashu), takZe odpadd nutnost interpolace. Nekterd &ésti numerické matemati-
ky proto postupnd ztréceli vyznam a jiné - napP, aproximace funke{ raciondl-
afni funkcemi - jej ziskdvajf. ProtoZe jiZ nejsme vdzdni tebulkamil, jeZ mély
ne jéastdjl eevidistantni hodnoty argumentu, ziskédvé Gaussova metoda numerické
kyadratupy pPevahu nad tradiéniml metodami, vychézejicimi z lichob&inikového
pebe Simpsonova pravidla. Uplatnujf se maticové metody, diferendni podet, ite-
radnf metody, Zvléstnd dlleZitust zfskévajf i problémy odhadu dosaZitelnd
pFesnosti a stability numerického wypoftu. Re3i{me-11 napi#. linedrni soustavu
vovnie, cheems v&d&t nejen Je-1i teoreticky feditelnd, ale je-l1li PFelitelnd
tekd prakticky, tj. nemohou-li nezbytnym zaokrouhlovénim &fsel wzniknout ne-
p¥ipuatné chyby.

Tato skripta nemshou ndhradit uZebnice numerické matematiky. Proberems
¥ nich jen nejddle%itd j8{ poznatky bez nédrokl ne Uplnost. Vybér léatky pflzpi-
sobima potFebdm pracovalkd, kted{ mohou pouZivat malé elektronické &islicové
pofitalie k béinfm vypoltim z eboru mechaniky, pfedevdim pruZnosti a dynamiky.
Cheeme Jje uposarnit ma svldétnf metody, které mohou s vyhodou pouiit, & na
nékteré problémy numerické matematiky, JeZ pro n& mohou mit vyznam. Probereme
takd zdklady ndkterych metod, kterd se pouiivaji v knihovnich programech ma-
lgch po¥itadl. ProtoZe se programovaci jazyky téchto poditadd navzdjem znalns
1181, nebudeme se technickou strénkou programovéni zabyvat; tuto problematiku
zvlddne ka%dy sdm v ndkolika dnech, dé4-11i si prédci s prostudovénim firemniho
névodu. :

Malé poéitale pracuji zpravidla v systému pohyblivé desetinné &érky,
takZe pofitaji & welkou numerickou pFesnostf, av8ak msjf{ maly rozsah operafni
pam&ti. Zvétdovéni pamdti uZitim pFfdavnych blokd je moZné a Wéelné Jen do
urdité miry, dené pomérné malou operadni rychlosti po#itafe. Budeme probirat
metody, vhodné pro tento typ poéitadld (nap¥. metodu matic prencsu) a nikoli
ty, které se hod{ jen pro velké po&itafe (napP. metodu koneinych prvki).

Ve zplsocbu vycladu dévéme prednost induktivni metods a ndzornym prikla-
ddm pied exaktnimi dedukcemi, nebof se domnivéme, %e takovy zpisob vykladu
Je technikim blizd{, Ty, kteff{ si cht&jf nebo pot¥ebujl déle prohloubit a
zpPesnit evé zmalosti, odkazujeme na literaturu podle pripojeného seznsmu.
Ke studiu akript potfebujeme jen zdkladni poznatky z diferencidliniho a in-
tegrdilniho poltu a zéklady maticové linedrni algebry. Ty Jsme opakovand pro-
birali v neddvnych semindfich, pofddanych Domem techniky CVTS v Praze.

Autor s%tript ocenuje néro¥nou préci viech pracovnikt Domu techniky VTS
v Praze, ktef{ se podfleli ns pfipravd semind¥e a na vyddni t&chto skript,
a upfimng jim za tuto spoluprédci dékuje.



Stenu se mendim a jedtd mendim,
a? budu nejmendim na celém sveEte.

' Tk
2. Préce s malymi #islicovyml poli{tadi Jird wWolkerx

Tyto po¥itafe majl zpravidla zékladnf{ jednotku, kterd se proddvéd samoc-
statnd, a p¥f{sludenstvi podle volného vybsru. Zédkxladni jednotka slouZfl k pPi-
nym "kalkulafkovym" vypo&tim i k uskutedndni programovanych vypofti. Pamst
byva spoladnd pro program i numerickd deta, tJ. pro krétky progrem miZeme po-
uZivat mnoho numer ickfch dat a naopak, XromE b&Znych eritmetickyech operaci
byvaji{ vestavény programy pro gensrovéni riznyeh funkef (logaritmickych, ex-
ponencidinich, goniometrickfeh), které vyvolédvéme povhym stisknutim tladf{tka.
Nékteré poditade jsou pilzpleobeny i vypodtinm s maticemi, popi. 8 komplexnimi
&isly. Po¥ftale jsou schopny vykondvat také logické operace (zjisfovat, kterd
ze dvou &fsel Jo vit8{ std. a podle tohu rozhodnout, v které programové vétvi
se mé pokradovat). Vn&jd{ pamsf predstavij{ magnetické ¥titky, pésky nebo vy~
Jimeénd 1 jind zaflzend. Vystupem z poditade byva tiskérna, nskdy viak jen
display (&islicové obrazovka). Tiskérna je velmi uzite&nsd, nebol umoznuje
snadnou dokumentaci vypodtd., Lze vytisknout a uloZit program, vstupnf{ i v¥-
stupni data. To umoZnuje i dodate&nou kontrolu vypodtd a vyludéuje nebezpeid
chyb vzniklych nepozornym opisovédnim &islic z displaye.

Velkou pomoci  pro programétora je automatickd, okam3itéd indikace chyb
pPi vklddénf programu, poruSi-li programdtor pravidla syntaxe (chyb&jilci zé&-
vorka, nelogicky nebo nesprévny sled zmskdl aj.). H8kteréd chyby Jsou indikové-
ny 1 v prib&hu vypodtu (prehlceni nebe podhlesni pbéitaée, délent nulou, ¢d-
mognina ze zéporného Zisla apod.). Ve styku s poéitaden miie tek programdtor
ihned opravit chyby, Jez vznikaji nepozornost{ nebo nedostatedns dislednym
my$lenim. To mé velky vliv na jeho vychovu. Programdtor napri8té vi, nadé mé
zam&fit pozornost, aby se znovu nedopousdtdl stejné chyby.

Ani nejpedlivdji sestaveny program nebyvd tek dokonaly, aby nemohl byt
jestd dokonalej¥f, tj. G¥elndjdi a usporndj3i. To se poznd teprve pPi Jjeho
pouZivdn{. Proto je wzdy vyhodné, zpracovévéd-li programy t¥% pracovnik, ktery
je pek pouZivé. Dobie osvédiené a vyzkouldené progremy &e mohou zabazovat do
manudlh, takZe je pak pouZivajl i dalsd{ pracovnici.

Prisludenstvim zékladni jednotky podle volného vybéru uiivatele byvé
doplnkové opera&nf{ pam3f, rozditujfcf kapacitu po&itade., Perifernimi zaffze-
nini pek byvaj{ vndjs{ pem&f, souradnicovy zapisovacif stroj, ktery umoZnuje
rychlé grafické zpracovdni vysledkl, a prfistroj k pfevodu zadanych ki¥ivek na
digitdln{ ddaje pro dal3{ numerické zpracovéni.

Mé~11 se polditsd déelnd wvyuzit, je nezbytné, aby préce & nim byla dobds
zorganizovéna, Ka%dy pracovni, ktery to pot¥ebuje, by mdl mit k ndmu ppl-
atup, a to v &ase, kdy potirebuje. Predpokladem viak je, aby byl dokonals se-
znémen 8 &innost! podftade a um3l aktivnd poulfvat viechny jeho vymofenosti.
Zbytednym laborovdnim nezalkolenych pracovnikd se ztrdci mnoho &asu a zvdtdu-
Je se riziko pod'ozeni po&ftade nesprévnou obsluhou. Ztréty vznikaji i pii
ne dost obratn3 sestavenych oprosrsmech, napr, ddvé-1li se tisknout zbytednd



moho dat, kresli-li se kiivky se zbyte¥n& malym krokem argumentu, vkiddaji-
141 se ru¥n& znovu data, kterd by mohla byt registrovédna ve vnéj3{ pam¥ti, ne-
vyufivaji-1li se vS8echny moZnosti poéitale apod.

Jednou z moZnyeh forem préce 8 malym polftadem je z¥{dit vypodetni cen-
trum 8 n8%olika stdlymi pracovniky, kte¥{ piebiraji pofadavky ostatnich pra-
covnikd, vypracovévajil programy, obsluhuji podfital a dodédvaji hotové vysled-
ky. Z& vhodnsjs{ v3ak povajujeme, jsou~li pro préci s po¥ftadem vySkoleni
v&ichni pracovnici, ktedd vypolty potiebuji, a pracuji pak s poéitadem sami
podle mo¥nosti, které jim dévéd spoledny Zasovy plén. Pracovnik, odpovidny za
poditad, obstardvd vypracovéni tohoto plému (dispe&ink), stard se o ddribu a
o provozni materidlnf zdsobovéni. Divodem pro tuto druhou alternativu je pré-
v& vjSe uvedend zpdtnd vazba: po¥ital si vychovévd své uzivatele, neboi ten,
kdo prakticky a ze své zkulSenostl vi, co vBechno poditad dovede, vi také, co
mi%e od politale odekédvat. Ponendhlu p#izpisobuje své pracowni{ i vypodtové
metody moZnostem po&itade; jen tak lze dossdhnout nejvét8iho uvZitku, ktery
mi%e po&fta& poskytnout.

Lze také doporulit, aby se nelSetfilo na pFisluSenstvi poditale; zejména
rozd{Feni pam&ti mnohondésobnd zvdt3{ jeho uZitednost p¥i technickych vypod-
tech. Ale i graficky vystup, tj. souPadnicovy zapisova¥, je neobydejn& vyhod-
nym zaFf{zenim. Graf funkce je pro ndk%teré udely vhodnsjd{ vystup z podftale
ne% médlo pPehlednd numerickd tabulka. Timto zaFizenim lze také udetPit velkou
prédci i &as pil kresleni sloZitdj3ich obrdzkl a grafl, které pot¥ebujeme pro
nejrizn&jdl ddely.

Vyrobce zpravidla dodévé s politadem také sbirku nejdllezitsjSich pro-
gramd. Byvaj{ vypracovény velmi dimyslné a tak, aby byly co nejuniverzéln&j-
81, N&8kdy Jje v3ak prévé tato jejich univerzdlnost na zédvadu, Potiebujeme-1i
napt. uskuteénit sled maticovich operacf, které na sebe navazuji{, nebude se
ndm p¥{1id hodit program vypracovany spolednd pro seé{ténf a nésobeni matic,
do nshoZ msime vZdy znovu matice vklédat a registrovat mezivysledky, adkoli
Je nepotiebujeme. Pro inverzi, kterd by mohla nédsledovat, méme jiny program,
ktery nenavazuje. V takovém pF{padé bude mnohem vyhodndj#{, sestavime-li si
sami programové bloky pro jednotlivé operace, jeZ miZeme stavebnicovd skladat
ve vét8{ celky podle poti#eby. ProtoZfe do t&chto programd dobie vidime, neni
pro nés obtiZné dosdhnout ndvaznosti blokl tak, aby mezivysledky, pokud na
nich nemdme zAjem, zlstdvaly v opera&ni pam&ti a aby se postupnéd “piremazdva-
1y", neni-ii jich uZ tkeba. Tim se uvolni pamdt pro daldi operace. X takové-
to tviré{ prdci s podftadem Jje nutné mit zkulenost. Tu rychle ziskéme, bude-
me-1i samostatn& promyS8let a zpracovédvat programy pro jednodu38i dlohy a
budeme~1l se zaroven snajiit i o jejich co ne juleln& j81{ usporédéni.

Kazdy program, pokud Je to moZné, kontrolujeme pomoci jednoduchého vzo-
rového prfkladu. Nenf{~li to z praktickych divodd moiné (vypodet kontrolniho
ptfxladu by byl Zasové velmi nérodny), snafime se takto kontrolovat alespon
dlileZité &ésti programu. Podle moZnosti pouZivéme také rlzné kontrolni testy,
abychom si ovw3¥ili sprdvnost a pop¥. numerickou pFesnost vysledkd.
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JestliZe jsme na podétku ozna&ili logaritmické pravitko za velmi uZited-
ny a stéle moderni poditaci{ stroj, musime tytéZ a jest& lepSi vlastnosti pPi-
psat i kapesnimu elelrtronickému kalkuldtoru, ktery pronikéd i do Skol jako
u¥ebnf{ pomicka. Rozssh jeho pouZitelnosti se visk - cfes wvdecnny nesporné
vyhody - podstatn¥ 1iS8f od aplikaénich moZnosti programovatelnych poditadi,
na n&% se v dal8ich Uvahéch zamdifims.

Pigurky stoji rok co rok,

figurky pestré, laskujief.
Je marno hréti na dtok,

Jje merno hréti na poziel,

Viktor Dyk

3. O podminsnosti linedrnich soustav rovnic

VétZina problémi technické praxe vede k dlohédm linedrni mechaniky; jim
pak v algebPe odpovidéd FeSeni soustav linedérnich rovnie. Takové soustavy do-
stédvéme &asto i pii jinych dlohdch, napf. pii zpracovéni smpirickych dat
(linedrn{ regresi), pfi aproximaci funkef aj. V maticovém tveru FeZime sou-

stavu [A]{L}“{bl » {1)

formdlnd jednoduse tak, %e k &tvercové maticl A , 0 ni¥% pledpokliéddme, Ze
je regulérni, najdeme inverznf metici A~ ; FeSoni je pak

() - (A (8.

Z matematického hlediska jde o jednoduchy problém: z numerického hledisks
tomu tak neni,

Uvddomime~li si, Ze prvky matice A miZeme zaznsmenat Jen 8 konednym
podtem desetinnych mist, vidime, Ze pFiddnim jakyochkoll &{sel mimo rozsah
téchto mist nemifeme matieci A 2zmdnit., Pridteme-1i napt. k &fzslu 4 =
= 0,234567.10° ¢fslo b = 0,135468.10"% & jsme-1i pritom omezeni v man-
tise &fsla Besti ciframi, dostaneme sou¥et @ +« b = ¢ % 0,234567.10° = a,
81slo b se v soudtu vibac neuplatni, tekZe ¥isla a , ¢ jsou pumericky
ekvivalentni, adkoli se sob& nerovnaji. Neméme moinost je v nafich vjpoétéeh
rozlidit, nemédme-11l v mantise vice ne? Zest mist; Jjsou to tedy “prakticky”
stejnéd &isla. Informace obsaZend v &f{slu b se pritom ztréeci. Jinym ddvodem
nerozliditelnosti dvou &isel miZe byt jejich empiricky pivod. Vzniklo-li &fis-
lo a mdrenim nédjeké velidiny a je-1li &f{slo # v mezich pozorovacich
chyb, ptedstavuje soudet ¢ = @ + b numericky moZnou hodnotu veliZiny a .
Jinymi slovy, koeficienty v soustavd (1) jsou “ pokafeny Zumem” vzniklym bud
nutnym zao%rouhlovdnim &isel, nebo nepfesnosti Iyzlkdlnich dat, popd. obojim.
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Uvedme nap¥. tuto soustavu:

L+ ¥y = 2,000 01, 33
x + 11,0001 ¢ = 2,000 02.
Hedent je
r = 1,000 01, p= 1. {4)

Kdyby pravé strana soustavy (3) vznikla m&¥enim néjaké velid¥iny s pPesnosti
1 promile, uddvaly by ob& rownice toté%, totiZ soulet 2 + vy = 2. K sepa~
raci obou neznémych bychom pot¥ebovall jedté rozdil r - ¢ , avdak jeho
vyposet ze soustavy (3) nemé smysl, nebof tato soustava pro to neobsahuje
dostatednou informaci; %4dnéd matematickéd keuzla to nespravi. Pomchlo by te-
prve extrémni zvySeni pFesnosti nasdeho mé&fenl, coZ nebyvéd vidy moZiné. Roze-
bereme tento pripad podrobndji. Zavedeme nové prom3nné

§=4(x+y), 1= (t-y). 5)

Pak soustava (3) 44

L

2 f = 2,000 01,
(6)
2,000 01 § -0,000 O1 7 = 2,000 02.

Thned widime, Ze velilina 7 Je v soustavé slab& zastoupena. Kdyby na pra-
vé atrané posledni rovnice bylo 2,001 00 misto piFesné hodnoty 2,000 02
(chyba 0,5 promile), vyslo by f £ 1, 7 =100, takie FeSent by bylo

L = 1011 y = - 991 (7)
geela rozdilné od drivéjStho FeSeni (4).

Abychom mohli posoudit chyby, které vznikaji uvedenym zpisobem, pot¥ebu-
Jjeme néjak definovat “velikost” matice, pop¥. vektoru. K tomu je nutno piifa-
dit maticl n&ja%ké &islo, je% by tuto velikost charakterizovalo. Budeme je

nezyvat normou matice A a zna&it "A ﬂ . Ma-11 mit norma poiadovany
smysl, mus{ vyhovovat témto poZadavkim:
1. haAlzo

Zépornou normu tedy nepflipousifime, podobnd jako nezavdédime zdpornou hmotnost
t&les. Rovnost [JAll=0 bude prfsludet jenom nulové matici.

2. JlcAll=le]-JAll ( ¢ je libovolné &fslo).

To je pitirozeny poZadavek. Chceme, aby se norma zv§t3ila napi. dvakrét,
zvét8ime~1] matici také dvakrdt.
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3. A«sls]al+lsl

Jde o trojihelnikovou nerovnost, zobecnénou na p¥ipad obecné normy. Délka
jedné strany trojdhelnfku je vZdy menS{ neZ soulet (nebo nanejvys rovna sou-
&tu) druhych dvou stran.

4. lAB]=]A] {8l
To je Schwarzove nsrovnost.

Z mnoha moZnost{, jak definovat normu matice, uvedme dvd:

a) euklidovskéd norma HAHE - I/Z A a’zi.j

b) spektrdlni norma "A ﬂs = mpr VA,-_ (ATA) .

¥ tomto druhém ppipadd znadi /1-,; (ATA) viastn{ hodnoty ﬂ,; natice ATA .

Jo-11 matice A redins, je soutin A'A  symetrické a pozitivng semidefi-
nitn{ matice.

Pro wektor X dostaneme podle obou definic stejns

lel = Vix}™ {2} = Ve'x = asixa vektoru. *)

Nyn{ se uZ miZfeme wrdtit k dloze (1), Misto této soustavy redime vliastns
Jjinou soustavu, a to

(A+E)y = (b+h). (8)

OznaZen{ matic zdvorkaml jsme pro stru¥nost vynechali. Matice £ a vakto’r Vi)
predstavujf rusivy "Sum”, ktery zpisobi, %e misto sprévného vektoru & = A b
dostaneme jiny vektor y = (A+ E) ! (bfl?)). Chceme nyni védét, Jakéd bude rela-

tivni chyba vysledku. VyJjéd¥ime ji pomérem norem "L“y“/ lell . Nejprve wy-
po&teme

t-y = ATb-(A+E)" (e B)= x=(A+E)" (Ax+ B) =
~(A+E)  ((A+E)x - (Ac B)} = (9)
- (A *f)-fgf.% “/5}

¥) Jde o preneseny smysl slova; o skuteénd délce lze hovorit jen u vektord

druhého nebo tfetiho P4du. Pod odmocninou je soudat Etwercd prvkd vekitoe
ru.
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a pak 8 pouiitim Schwarzcvy a trojtheln{kove nerovnosti

b -yl & Wae " SUEN Nel+ 0 A0S

(10)
=f
»
Pel 2 Al 18l .
Posledn{ vztah dostanems z merovnostifAl-llxll 2 6] , uvddomime-11 81, Ze
normes namdfe byt zdpornd. DElenim prvni z nerovnost{ (10) normou [x| vyjde
le -yl . 4 I Al
— | —_— (11
i [a+6) ﬂ_(fﬂ"?’ nx,u). )
Protofe || A Je velmi malé ¥fslo, miZeme v peslednim #lenu bez nebezpedd
velké chyby zamnit normu | 2 || normou || A " I & “ podle druhé nerovnosti
{10). V matematice se dokazuje Banachova v&ta, podls ni%
-1
, -f A
"(A’E) H S A1 : (12)

T IE]

Dosazenim do (11) tedy po malé Gpravé dostanems pro hledanou relativni{ chybu
nerovnost

lo-yll < Ja]- Al "E" 14 g (13)
Il = 1-JAE) | JA il I o]

Uvsdomime~1i 84, %e norma Sumu i‘fl] Je mald, mi%eme druhy &len ve jmeno-
vatell zanedbat, aniZ se t{m pFLli% zmenSi pravéd strana (13) (aniZ se tedy
znehodnot{ odhad dany touto nerovnostl). Konedné tedy méme

le-y] . |47 - "A“ IE] “/5“ g 1

21 A1 " el

Ve slofené zdvorce je relativni velikost Sumu na vstupu, na levé strand je
pak relativn{ velikost Zumu na vystupu. Nerovnost (14) tedy $iké, Z%e relative
ni 8um na vystupu mi¥s byt a¥ K(A) krét vétdf ne% ne vstupu, pridem:

Keay - |A7]- A

je tzv. kondidnf ¥fslo matice A . Je-11 K(A) = 1, jo matice A dokonale
sprévng podminénd, neni relativni chybas na vystupu v&t8{ neZ relativni chyba
ne vstupu. Je-1li naopak K(A)“ @ . je matice singulérni. Velikost kondiénf-
ho &{sla je mirou Spatné podmin&nosti matice

(15)

PouZijeme~11i spektrdlni normu, dostaneme pro “ondi¥n{ &{slo vztah

S A A Ana .
R "o
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T 2
Je-11 matice A  soumdrnd, je AA = A" a vztah (16) se zjednodusi na

K(A) *';‘2—((%:?:-{- - (7

Ja to tedy pomér nejvétsl a nejmendf aebsolutni! vlastni hodnoty.

Poznemene jme, %o velké kondiéni &isleo znamend moinost, aviak nikoli nut-
nost velkého zkreslen{ vysledku vliven nepPessnosti vstupnich dat nebo vlivem
zackrouhlovént.

Mohlo by se zdét, %e dobrou mirou nepPesnosti Pefeni{ by mohla byt norna
“r “ a Vr'r'r zbytkového vektoru

re=Ay->b. (18)
To je viak mylny ndzor. Doké%ome to na tomto pPikladu:

0,780 %,  +0,53 &, =0,217,
O, 913 1-1 -+ Op659 x'z = 0, 254'

T
Porovnéme-1i podle normy | r || dvs pribli¥n foSent, prvn { 0,341; 0,087}
a druhé  { 0,999; 1,001} , zjistime, Ze prvni by m&lo byt lepsf. Presnd
pedent {1; -1}  Jje vaak mnohem blffe k druhému pFibliZnému Fedent.

1. yloha. Dokaite nerovnost 1 5 K(A)< oo .
=q
Redent . Aplikujte Schwerzovu nerovnost na identitu AA = I,

2. dloha, DokaZte, %e plati

o=yl o< (g del
el ol

ReSen{. Nejprve dokaZte, Ze y-x<=A-%“, pak aplikujte Schwarzova nerownost.
Vysledek naznaduje, Ze mendimu zbytkovému vektoru pfislud{ mendi chyba.
Nesmime v3ak zapomenout, %e Jds jen o omezenl chyby shora, nikoli o jejil vy~
podet. Jak jsme vid3li, miZe v&t8{ chybgd pPfislulet i mend3{ sbytkovy vektor,
av8ak v mezfch nerovnosti z této dlohy.

3. dloha., Je dén prosté podepfeny nosnik, pti jeho zatiZeni vznikajl v mis-
tech 1 a 2 prohypy d, = 0,351 mm, ¢, = 0,402 mm. V mistech 7 a
2 pridéme tuhé podpory a chceme uréit velikost reakef v nich pomoci p#i-
tinkovych &initeld. Abychom je zjistili, zatiZime nosnik silou 1 MN nejprve
vmists 7, pak v mistd 2 , a ur&fme Qg = 0,800 mm, Gy = Gy = 0,780
mm, @, = 0,810 mm ( Gjk = prohyb v mfsts j pri zatfZeni silou 1 MN

v misté &k | pridemy j , k=1, 2). Pro neznémé rsakce dostaneme sou-
stavu rovnic ‘
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Posudte presnost, s jakou dostaneme reakece
A a Xy s x, , Jjsou-li chyby na3scho m&feni

ZEN\NN“M-“um“l—’”ﬂ”’ZS asi 2 %. Nosnik je znédzornsn na obr., 1.

E 2 ReSenf. Matice A je soumdrnd. Anulové-
Obr, 1 nim determinantu
a'ﬂ - A a’fz
aZi 4'32 e /\

dostaneme kvadratickou rovmnici A% - 1,610 A + 0,0396 = O, z ni% vypodte-
me vlastni hodnoty A, , A, a kondi&ni &fslo

K(A)= ._'%1_,3 1,585/0,025 = 63, 4.
2

Chyba Pelen{ bude tedy mendi ne% asl 127 %. Jak bude skutednd velkd, to vdak
nevime, Jisto je, %Ze metoda, kterou jsme pouZili, nedévé zdruku, Ze dostaneme
ugitedné vysledky.

4. dloha. DokaZte, Ze &tverec euklidovské normy matice A je stope soudinu
ATA  (tj. souZet prvkd na hlavni dlagonéle této matice).

ﬁgﬁeniw Stadi rozepsat uvedeny soudin.

5. Wloha. Dokaite merovnost [|As|[All, .

Redient, S pouzitim &tvrté dlohy; stopa matice se rovnéd soudtu jejich vlast-
nich &{sel a ten musi byt vEdy vit8{ ne% nejvaétd{ vlastni &islo. Rovnost
vznikéd jen, jde-1li o jednoprvkovou matici nebo jsou~1i ostatni vlastni &{sla
nulové.

6, dloha, Vypodt&te euklidovskou a spektrdln{ normu matice

2 it 0
A = -1 3
0 O

fesent, EME = 4; IIA!IS £ 3,19,

w 36 =



7. dloha. Je déna soumfrnéd a pozitivnd semidefinitnf matice B . Jeji nej-
v&t8L vlastni &islo oznadme A, . DokaZte, Ze vlastni &isla A*  matice
(5 w A,,I) jsou nekladnd ( I je jednotkovéd matice).

ReSeni. Podle definice vlastnich &fsel matice mus{ platit, Ze (B - A, .I)x.«

= A%y , takze Bx = (A, +A*)x | souset A, +A¥ je tedy
viastnf &fslo A; matice B . Protoe A%¥ = A; -A,, i =1, 2, ..., n
AvBak A; £ A, a tedy A¥ S 0, coi jsme m¥li dokézat.

8, loha. DokaZte, %e apektrédlni normu matice A 1ze zapsat ve tvaru
FoaF
FA ] e AT Ay
@ Mak = Mmax T
(AL, = ™2 Ter = ™ oD

ReSeni. Pro libovolny vektor X platf, Ze

Al X.AAX, _ T(AA A I)x
hel? A“ M= e

Vzhledem k vysledku sedmé dlohy Je &itatel negativné semidefimitni. To zname-
né, Ze uvedeny vyraz Jje vidy mensi ne% nula nebo nejvys roven nule (v pFipads,
%e & Je vlestni vektor pfislusny vlestnimu &fslu A, ). Toto tvrzen{ tvo-
#{ - spolu 8 definic{ spektrdlni{ normy - hledany ddkaz.

Vidy musi8 nsco zitratit
a n¥teho se wzddt,

Je 1lip se nenavrétit

a jenom wvzpominat.

Jaroslav Seifert

4. O reSenit lineédrnich soustav a ¢ inverzi matie

V predchozi kapitole jsme vidéli, Ze u 3patné podmindnych matic mohou
malé chyby kosficientd soustavy zpdsobit velké chyby vysledku. Tyte chyby
mohou vznikat zaokrouhlovénim. Zda velké chyby skutelnd vzniknou a jak budou
velké, to mlZeme do uré&ité miry ovlivnit volbou postupu Pedani soustavy rov-
nie, avdak jen za pFedpokladu, Ze vstupni udaje jsou zcela pfeand éisla.
Pochédzi~-11 nepfesnost t&chto ddajdt z jejich fyzikdilni povahy (Jjde~1i o ﬁdaje
zigkané mi3fenim), nemiie 24dny matematicky postup odstranit nedostatsk vstup-
nfeh informaci.
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Nemé~1i néd postup pisobit zbyte&nou ztrdtu presnosti, musime vlem in-
formacim, kterd vstupuji do padf dlohy,priklédat zhruba stejnou véhu, tj.
musime se postarat o to, aby %4dnéd rovnice nem&la mimo¥ddnd velké koeficien=
ty ve srovnénf{ s jinymi. Nejlépe toho dosshneme normalizaci soustavy, kterd
-spodivéd v nédsobeni &1 d&leni rovnic tak, aby v ka%dé rovnicl m&l koeficient
8 nejvdts3i absolutni hodnotou jednotkovou velikost. '

VéimnEme si napt. matice A = | 2 1| | kterd ms kondinf &felo

K(A) = 3. Kdybychom prvni 1
¥édek d8Lili tisfcem, m&li bychom

0,002 0,001
1 2

A* =

a kondi¥ni &fslo by bylo K (A*)= 1667. Neopatrnym zachézenim se soustavou
A® x = b® . t¥eba nahrazenim prvnf rovnice soudtem obou rovnic se zaokrouh-
lenim na t¥#i platnd mfsta - by mohla vzniknout velkd chyba (informace z prvni
rovnice by se ztratila). U socustavy Ax=h a u rutinnich metod FeSeni sou-
stav linedrnich rovnic takové chyba nehrozf, nebof se prom&nné eliminuj{ sys-
tematicky a rovnice se pFitom vliaestnd normelizuji, Ukédieme to napf. u Gausao-
vy-Jordanovy metody. Je déna soustava

0,0033 Ky + 0,0016 X, + 0,0072 Ky = 0,0359
- 24 Xy - 10 X, - 57 L, = - 281 (19)
- B Xy - 4 X, - 17 Xy = = 85.

¥ prvnim ¥$4dku vyoereme hlavn{ prvek, tj. prvek s nejvdtS3f{ absoclutn{ hodno-
tou 0,0072. Jim d&lime prvnf rovnici, takZe koerficlenty této rovnice budou

0,458 333 0,222 222 1 4,986 11.

Hyn{ wvyloutime prvky ~57 a =17 ve tPetim sloupci nésobenim normalizovaného
prvniho #édku postupn® 57, popf. 17 a sedtenim s druhou, popt. s treti rov-
nicf. Koeflcienty puk budou
0,458 333 0,222 222 1 4,986 11
2,124 98 2,666 65 0 3,208 27
-0, 208 339 ~0,222 226 0 ~-0,236 13.
T{m jsme vylou¥ili promfnnou X, 2 druhého a tretiho rédku. Nyni vybereme

hlavn{ prvek ve druhém ¥édku, tj. 2,666 65. D&lime jim tento rédek, takie
Jeho normalizované koeficienty budou

0, 796 872 il 0 1,203 108.

Nésobime je ~0,222 222, pop¥. 0,222 226 a seéteme 8 prvnim, popr. s tietim
réadkem. Vyjde
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0,261250 ©0 1 4,78 T5

0, 796 872 1 0. 1,203 11
-0,031 253 0 0 0,031 232

Podobnd vyloudime 1 zbyvajicd proménnou a dostaneme
) 0 1 5,000 19

0 1 0 2,000 52

1 ¥ 0O  -1,000 67.

V8imn&me si, Ze pored{ neznémyfch, jak Je dostévéme z Jednotlivych rovnle; Je
déno vybérem hlavniho prviu v ka%dém i&dku a neni tedy predem stanoveno,
Uvedenym postupem Jjeme dostali tramsformovanmou soustavu rovaic

L, = 5,000 19
2,000 52

-1,000 67.

%y

X

1

1

Presné reSeni je vBak X, =-1, X, = 2, ¥%; =5, jek se smadno presvsdi~
me dosazenim do dané soustavy. A¥koll jsme poéftall s piesnosti 10'6, vysled~
‘ky Jjsou sprévné s presnosti{ jen 1074, Presnost by byla jedtd hor#f, kdyby-
chom byli postupovali bez vyb&ru hlavniho prvku, tj. bez vyhleddvini prvku
8 nejvit3{ absolutni hodnotou. Vybsrem hlavniho prvku toili pFedchizime ope-
raci d3len{ pf{1i8 melym ddlitslem, kteréd mé za ndsledek varist zaokrouhlova= '
cich chyb. Je-1li votiZ chyba &fsla L ozna¥ena dr , pax chyba &i3la &Iﬂj%‘
Je N

dy = Yde - L,

Rovné-1li se tedy relativni chyba &isla % &= d} , rovné se rela*ivn{
chyba &isla ¢ I
& = jx- = X = _.1_. E& .
¥ Y A % (20)
%

Méme-11 [X|K 1, je & » € . Proto, musime-li rovnici d&lit, zvolime A&li~
tele s co moZno nejvétsi absolutni hodnotou. Vyb&r hlavniho prvku je tedy
dileZity, =zvlésts u vdtdfch soustav, a to i téhdy, poditédme~1li v snustavi

8 pohyblivou desetinnou &drkou.

Cheeme-1i najit k matici A Jej{ inverszi A? ; 8tadl, napi¥sme-1i
do soustavy koeficientd misto pravé strany jednotkovou matici. Pro matieci A
z pfikladu (19) +ak dostaneme

0,0033 0,0016 00,0072 i 0 0
-24 =10 =57 0 1 0
- 8 - 4 ~17 0 0 1
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Dalsf postup je stejny jako dfive. Po transformaci vyjde

1 26 664 0,666 61 8,999 1
0 79 992 2,499 83 25,497 4
0 -96 657 =-2,666 46 =31,996 9.
Poloha jJedrotek v levé #dsti schématu naznaéduje, Ze Pédky v pravé &Astl maji
poradt 3, 2, 1 a %e je tkeba je pPeskupit. Vysledek tedy Je
-96 657 =2,666 46 =31,996 9
_A"’ = 79 992 2,499 83 25,497 4
26 664 0,666 61 8,999 1| .
E dopln&n{ nadeho vykladu uvedeme jedté& podrobndji, v &em spodivéd pod-
stata Gaussovy-Jordanovy metody. Danou matici postupnd transformujeme na

jednotkovou matici. To mi%eme vyjédrit pomoc! transformaZnich matic. K mati-
ci hleddme transforme¥ni matice 7; takové, &e

Tn Ta-t-Tgun =° 7; T? A=1T. (21)
Pak ’
AT = Ty Ty To 0 LT,

Jak tyto transforma¥n{ matice sestavujeme, ukédieme na prfkladu matice

4 2 1
/Q, = 2 3 21 .
1 2 3
Nejprve vezmeme prvni sloupec a v ném prvsk d,, = 4, Jeho prevrécend hod-

nota t" = 1/4 zaujme stejné - tj. prvni - misto v matici 7; . Ostatni
prvky v prvnim sloupci matice’ T; budou zdporné vzaté stejnolshlé prvky

z matice A , G8lenéd a4y . Prvni Fédek pak doplnfme nulsmi a ve zbyvajiecim
Btvercovém poli 2 x 2 napiSeme jednotkovou matici , takie

o -
7 0 0

T = 1l 0 i

1 I '
1 0 1
)
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Ndsobenim dostévéme

1

o3 3

- - 3
B =LA o 2 > | -
3 11

° 35 4

Matiei 7, vytvofime z matice 8 obdobnd jako jeme piedtim vytvorili ma-
tici T, 2 matice A . Po vyplmdni druhého Pédku (prvkem %, = @, =
= 1/2 a na zbyvajlfcich mistech nulami) vyplnime 1 druhy sloupec. Opét berems

astejnolehlé prvky v maticl A ; zménims znaménko a délime Einitelem 4, .

Zbhudou dvé Etvercové matice wvelikosti 1 x 1, kam zapi8eme Jjednotkové metice

(v tomto pFipadé& to Jsou prostd Jednotky, protoZe jde o matice prwvnfho #4duj.
Do zbyvajfcich pol{ zapiSeme nuly (vpravo nahofs a vlevo dole). Vyjde

oo

1 i
1 Y 0
- Y .
7‘; = 0 5 4]
0 -%- 1
Néaobenim ziskdme
prmes 1 -3
1 0 3
- - 3
C = ];-B 0 1 T .
13
0] 6] 5
Ddle zcala obdobné
1 0 1_3]?1 1 0 0
- -5 =
7; = 0 1 13 . D - 7;(: 0 1 0 o
8
0 0 - 0 0 1
L 13 _ |
Pak
5 -4 1
-1 = 1 - -
AT T, T,T, = 5 4 11 61 .
1 -6 8
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Vypodet i zjednoduime, budeme-1i nésobit maticemi 7; nikoli matieci A
ale roz&f¥enou obdélnikovou matici [A il] . Dostaneme

Ty Tweg oo LT, [ALI] = [T 1A77] . (22)

Nehledéme-1i inverzn{ matici, ale Pedfme-1li soustavu Ax = b, dostaneme
teleni vypoBtem ze vzorce ‘

T e R T, [A38] - (114,

Poradl slouped lze pod¥{dit wvybéru hlavniho prvku, zachové~li se &{slovéni
sloupcd i pFi zm&n& Jejich pokadf. UkdZeme to na jedt& jednom pFikladu.
Pro maticl '

(2 1 0o o . a
v ,
1 0 1 LI
Afb]-"' , ‘ (24)
[ | 6 1 1 -2,
: 1 1 1 1 + o0
e ' -
dostaneme
- .
3 o0 o o
- 1 o o
T, - |
1 0 0 1 0
1
-5 0 o0 1-
a po wvynésobeni matice (24)
I LT
1
1 = 0 o0 1 2
2 |
i
l o-»%- 1 3 1 o-6
nlate]= | 2 |
0] 1 1 =2 : 2
1 i
G <= 1. 1 "j -2
2 : )

¥V druhém rédku &dstednd trensformovanéd matice je hlavnf prvek 3 wve étvridm
sloupei., Vym&nime proto druhy a &tvrty sloupec, aby se¢ hlavnil prvek dostal

na hlavnf diagondlu, takZe pofad{ slouped 1, 2, 3, 4 se zménf na.1l, 4, 3, 2
Déle dostenems
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o = d ' o
1 0 0 0 1 0 o 3 1. 2
|
0 % 0 0 0 3 1 -4 | -6
n(rAie])= :
(T 1A 1) 0 2 10 0o -2 1 1 b2
: :
o ; " SO
K 4 0 1 0 1 ! | -2
_ . - . 4
1 0 0 0 1 0 0 o2
2 i
i
0 1 -3 0 0 R T
. _ i
L(LT,[Aib]) =
3tz I [ 3 2 |
0 0 0 0 0 £ | a2
8 2 2 |
- o =
1 0 0 % 1 0 > 12
}
' °o 1 o 2 o 1 o -g !-32
i -
TR TA ) i
0 0 1 -1 0 0 1 £ .b
5 1775
i
2 2.0
K 0 0 5| Lo 0 0 ¢ ! g-m
. , =
1 0 o 0 % 1
, 0 1 0 e i-1
— i = i
[I t K] 0 0 1 0 | -2
i
0 0 0 1 2 ]
8 pfihlédnutim k poredf{ $adkd 1, 4, 3, 2 Je tedy
XI1 = l, x'z = 2, xa B e 2‘ X:?_ = - 1,

Programy k FfeSen{ linedrnich soustav algebraickych rovnic ns melfeh po-
t{taéfch byvaj{ vSt3inou zpracovény na zdkledd Gaussovy nebo Gaussovy-Jonda-
novy metody s vybérem hlavntho prvku., Mimoto byvajf{ v knilhovndch t&chto po-
titadd také tzv. dsporné programy, kterd umuiﬂuji fedit vatil soustavy, aviak
bez vyb&ru hlavntho prvku. Zabiraji ménd mista v pam&ti poditafe a vedou
rychleji k cfli. Lze je vi3ak pousit jen u dobife podminénych matic, v nichi
Jsou prvy s nejvits{mi absolutnimi hodnotami na hlavni diagondle a prvky
vzdélené od této diegondly jsou absolutné malé. V jingech pifpadech mohou tyto

doporné programy ddvat faled3né vysledhy; pridinu takového nezdaru Jjome se
#nazili objasnit,
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Ukéd%eme jedtd, Jak lze snadno invartovat trojihelnikovou matici, kters
mé naé hlavni diagcmélou nulové prvky, Nazveme ji [_P] [pt}] Je tedy
J”[ ]O o 1< J‘ . Inverzni{ matice bude op¥t troJjdhelnikovéd & oznadime
Nejprve si piipravime pole pro matici @ a Co n&ho zapiBeme na hlavni
diagonélu prevrécenéd prvky z hlavni diagondly matice /A , takZe budeme mit
qii= p,i, . Pak do pravého hornfho trojdhelniku doplnime transpozici prvky
z matice /P . Budems tedy mit tuto maticis

F_‘Z_rz Pay Psg - Pat
| Z_Zf_ P32 - pa2

1
\%nn

Nyn{ vypo&teme prviky matice Q v levém dolnim trojdhelniku. Zadneme & hlav-
nim (podtrZenym) prvkem ¢{j a postupujeme vlevo k prvkim 9i,i-1 , Z"ui'i’
atd. Za&indme s hodnotou i =2 akondfme t = 7 . Pritom prvek q ik
(i > k) dostaneme tak, Z%e mezi sebou néscbime £ ~t¥ a I -ty #é&dek podinaje
prvkem ¢ ii , se¥itéme a postupujeme vlevo tak dlouho, aZ "narazime” na
prézdné mfeto, nad nim% je v Kk ~tém Fddku prvek 9kk - Vanikly soulet néso-
bime -9 kk @ zapifeme na miste ¢ ip .

UkdZeme to na piikladu. Je déns matice

2 0 0
3 0
P = o - 10 0
6 8 1 )
Dostaneme schéma
1 k 1 2 3 4
1 0,5 3 0 6
2 -0,3 0,2 - 1
3 -0,21 0,14 0,1 8
4 -1,02 -1,32 -0, 8 1
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VYydlo

B

%21 =_(q,22P,2f)%7? B (0,2 . 33 . 0,5 "”053 .
932 “”“(zsa m)zm = «0,1, (-7 . 0,2 = 0,14,

Z.}f g"‘"(iss Psg + 902 ng)%ﬁm -{0,1 .0 +0,14,3).05=-~0,21
gtd., a% nekonec dostaneme

Z"‘W B e [1 o & & {“’"’058) . O 4 ("’1932) ° 3] N 695 ‘g a-1,02.

i

Yyslaedek tedy Je

[ 0,5 0 0 0

Q - P‘L -0,3 0,2 ) oL,
-0, 21 0,14 0,1 ) ‘
-1,02  -1,32 -0,8 1

9. dloha. Urlete inversn{ matici A s Je=11

1 2 1
AA = 3 2 =1
3 Y 2

Reseni. Protofe Jdé o matiel pouze tietibo Fédu, Je moZno napset inversni
matici pomoel doplnkovych subdeterminantd piimo. Pouiijeme wiak Geusgovu-
-Jordanovu metodu & vzoree (22). Vyjds

-0,2 0,2 0,2
ATt = 0,45 0,05 -0,2 | .
0,3 -0,3 0,2

10. Gloha. Uvedte, jak byste invertovali horni trojthslnikovou matiei.

ReSeni. Prevedli bychom ji transpozici na dolni matieci, abychom mohli pousit
jiz drdve odvozeny posiup. v
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Oblédzky vlina Jje nejklidn&jdf sochaf
Egyptané to vsdili.

Vit8zslav Nezval

5, O harmonické analyze

Nenf jist& bez zajimavosti, Ze rozvo] periodické funkce ve Fourilerovu
¥adu znal uZ Lagrange (1736 a% 1813). Domnival se, Z%e superpozici analytie-
kych (t3. do nekonedna derivovatelnych) funkel musime dostat zase jJjen analy-
tickou funkci. Proto omezil pouZiti harmonické analyzy Jjen na funkce, kterd
lze 1libovoln& derivovat. Fourier (1768 a% 1830) vsak dokdzul v knize vydané
woku 1822, %e takové omezeni neni{ nutné a Z%e Fadou goniometrickyeh funkci
lze vyJjédrit funkce znaéng libovelné. Dirichlet (1825 a% 1895) pozdéji zpPes-
nil podminky, kterym musf{ tyto funiee vyhovovat. Jinou Fourierovou zédsluliou
je, Ze voz8i¥il uiit{ harmonické anslyzy i na neperiodické funkce, které lze
povaZovet za limitn{ pP{ipad periodickych funkel s nekonen.u periodou. To
Jsou viechno dobie zndmé poznatky, najdeme je v kaidé nlebnici matematiky a
nebudeme je tedy opekovat.

Budeme se zabyvat spiSe numerickou strérkou véci. Casto je dén pribiah
zatdfujici{ sily jako vysledek n&jakého mifeni. Checeme-~1i p¥i periodickém nag-
méhén!{ stanovit odezvu konstrukce na totv silové buzen{, potiebujeme uréit
Jednotlivé harmonické slozky dangho pribdhu. Talké tehdy, analyzujeme-li
experimentélnd zjistdny tvar kmitu €i zdvislost posuvu na &ase pii obecném
linedrnim periodickém kmiténi, poti¥ebujeme Fedit stejnou dlohu. Stardl pra-
covnici el jistd vzpomenou, #e se v teorii pistovych strojd probirsla gra»
fickd metode harmonické analyzy krouticfhe momsntu na klice.

Cheeme~1i Fedlt tuto dlohu s v&td{ pfesncsti{ a pohodlndji a nemdme-1i
k dispozici harmonicky analyzdtor nsho jli vydany program pro nd3 poditad,
Je nejlépe postupovat tsek, Ze interval dané perindy rozdélime na dostatedénd
velky, lichy podet stejnych Af1h a odedteme v d&licich bodech funkéni hodno-
ty. Dostaneme tak tebulku ddajd pro liché =

Yo » Yoo "7 Ynty Y o= Y,
kde Yi =y (xi).

Interval £:=xﬂ - &y trensformujeme ne 27T , tak¥e budeme mit
) . .
Xy = 2;{:1’ (1 =0,1, ..., n) (25)

hledand ¥ada trigonometrickych funkei bude mit tvar

mn
f(t):% a0+_}:1‘(aj cos}'x,+ bj sirzjz)) m<—-2ﬁ—- o
J,:
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Koeficienty Qg , aj " bj Fady (26) nyni uféime tak, aby souﬁet Etverch

- 2 -] o
byl minimélni. Budama tedy hledat aproximaci funkee trigonomatrickjm polvno«
mem (26). ’

Je ziejmé, Ze pri dostatednd velkdm podtu tlenml v $ad& (26) bude aproxi--
mujici funkce prochézet vSemi zadanyml body ¢y = y(z,;). . V tom p¥ipads dosta~"
neme trigonometriclkou interpolaci. Teprve tehdy, zvoli{me-li nekone&n& velkou
*hustotu bodd X4, tj. spojiiiou funkel P y(k), doataneme 2z rovnice (26)m
a z podminky (27}, kterd ziskd integrédlni tvar : WA

2 : 1 . T .
£ f [y(&) wf(x):l dy = min, o (28)

Fourierovu Fadu. Mezi Fourierovu Padou a-trigonometrickou aproximaci &i
interpolaci je ten rozdil, Zs zvétsSenim pe&tu &lend v Fadd (26) se dosud vy-
pottené koeficienty Fourierovy Pady nemdni, kdeito u trigonometrické aproxi-
mace &1 interpolace ano. Rozdil Je tim mensi, Eim vEtsL poéet boddh Vi vég-g
meme za zéklad nadf{ aprowximace (interpolace). !

Algoritmus, ktery poufijeme, uvedeme zde bez odvozeni. Z rekurentniho
vztahu '

Uk,}- @ Yk : 2 Cos ng', Uk-ﬂ,;- = le+2';’ (29}
& z podéta¥nich hodnot
Un,j - 0 ) Un*?,j = - (303
vypodteme hodnoty Uki' tim, Ze zaéname u ksn-9 a postupn® vypodtems
. hodnoty Un-i,j» y U -2,} , eees 3}, , U,);’ . Koeficienty #ady (26)
dogtaneme pak ze vztah\‘)
a; = ( * —-‘-J‘ - U, .
RN (4 U 2;3') ) (31)
R : _2_'_;1 |
b}, = U,)g., sin 5z

Pritom jfzo, 1, 2, v, m .

Vypofet lze snadno programovat pro Jakykoli lichy pofet n bodd
{(pro sudy podet by bylo nutno vzorce Jjinak upravit).

Uvedeme priklad. Necht je déna funkee V= y(x,;) touto tabulkou:

Ve 0 1 2 3 4 (1 = 5)
x5 0° 72 © 144 ° 216 ° 288 ° (360 %)
¢; | 1,000 1,651 1,588 0,412 0,049  (1,000)




Podle (29} a (30) postupnd vypodteme pro j = 0, Xj =0

U4.'o; 0,049

U%o= 0,412 + 2,0,049 = 0,510,
UI,O: 1,588 + 2,0,510 - 0,049
Uf,0= 1,9'51 + 2»2,559 - 0»510

2,559,
6,559.

i

i

Podle prvndl z rovnie (31)
@y=5 (1 + 6,559 - 2,559) = 2.

Déle vyjde pro j =1, %j = 72° (okrouhle)

Uyg= 0,49,
UJ”;: 0,412 + 2.0,309 . 0,442 - 0,049 = 0,442,
Uz‘,,: 1,588 + 2.0,309 . 0,442 - 0,049 = 1,812,

Uyg= 1,951 + 2.0,309 . 1,812

i

0,442 = 2,629.

Podle (31)
a, =% (1 +2629. 0,309 - 1,612) £ 0,
b =%. 2629 .0091%01.

Podobng vyjdou @, , b, nulové (m =2 < 2,5 = 7 /2). Skutesnd, zadand
funkece byla -~ a% na chyby zaokrouhlovénim -

Y(x,) = 1 + sinx .

Uvedend metoda mé velkou vyhoedu pii analyze experimentdélnich vysledkd
gatiZengch rudivym Bumem vysoké frekvencs. Zvolime-1i podst &lend v $add (28}
tak velky, aby byl dany pribsh dostatednd v&rnd popsén, aviak zase tak maly,
aby frekvence poslednich #lend Fady byla mend{ neZ frekvence rudivého Sumu,
mbZeme rudivy Sum ¥ odfiltrovat” nahrazenim funkce ',I(L) Jej1 aproximaci f(zb
kterd pritom bude nestrannd uréena metodou nejmendich &tvercl s pouiitinm
vBech registrovanych hodnot y; = ¢ (xg).

Uvedeme jedt& zplsob, Jjak zlep3it konvergencl derivace Fourierovy #ady.
WHapi{8eme Fourierovu #adu v komplexnim tvaru:

7[(“ } Z Ck etke (32)

- o

Abychom na8li &initele C; , musime tuto Fadu nésobit e " a integrovat
v mezich jedné periody
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f -y o T

B £ 55 ek—,
.[ fo e dy *Z%f e* % gy = 2n; (i-y7)
T -0 L & ) ’
zamdnime~11 ¥ posledni rowvnici indexy f , k , dostanems

1 ' -tk
C Mzrf f)e™ du
-T

7z rovnice (32) mdZeme prakticky vzit do vypoltu Jen omezeny podet &lenl:
dostaneme tek '

-~
w
L
S

-
the

fx) =) ge™ ' (34)
k:-—(m~7)
zbytek Fady 7, (x) = ’[(z)-fm(x) pak bude

R%r) 5
ik -ikz :
Mo (x) =) (e + b © ) . (35)
kzm
Tento zbytek lze upravit *posunutim indexd” takto:

HOR " Pm (1) + €77 o (x), s

~Lmy

kde

4
s
(&)
=
+
b o
(9+]
Y
g
=
g

P (x)

-tk

pom %)

Cmek) €

Mo

Rovnice (36) je totoZnd s rowvnict (35). Z Jejthe tvaru je zfejmé, Ze pPi
velkém M dostévéme zbytek f4 (x) jako modulovenou nosnou vlau. "Nosné
vina" e'™“ | popr. € *™¥ mé velkou frekvenci, kdeito jejl modulace -

- amplituda Pm (x) , poph. P.,m (z) - ge ménl v zédvislosti na ¥ Jen zvol-
na, Derivujeme~1li tedy Fourierovu Fadu, dostaneme zbytek

qgn (’() _ imeimx Pm (I_) + eimz, 5’3&1 (x) -

-imx (3N

P ()

fman P-m (x) + e

Vidime, %e prvnl a tieti &len na pravé strand (37) Jsou néschbeny velkym #ig-
lem MM a %e tedy pPedevdim tyto &leny zpisobujl zhordeni (nebo i ztrédiu)
konvergence Fourierovy fady. Derivovali Jsme modulaci 1 nosmou vlnu; lepsf
vyaledky bychom asi dostali, kdybychom derivovali jen modulaci bsz ncsné
viny.



Tohe dosdhnems, nshradime-1i derivovéni konednymi diferencemi. PouZijeme
operdtor

g,y Heeblflmm) oo

pro ktery plati, Ze

d _ s
de = bim L
Dostanena
9, o (x) zﬁ[@@(?ﬁ&?ﬁ)yﬁl(‘“% B ev.(mx,-lo)m(z__;,g_)} .
,,.!:( x,.,..f") o s —’E -
[ ) - € e 3

.
Protole fm (z) , Popt. fm (t) se p¥i velkém m v intervalu < X - T,i- )

g % > znatelnd nezméni a protoZe ei’("””'*%)a_ e‘.”“", bude

9, T (e) = - 6™ mf)m(x') - 8 f-m (x). .

V rovniei (39) JiZ nejsou obseifeny ne%ddouci derivace nosné viny. Tento zpi-
sob “nedokonalého” derivovéni Fourierovy pady je formélnd ekvivalentni s mo-
dificaci pivodn{ Fourisrovy #ady, kterou dostaneme, piisoudime-~-li K -tému
lenu Fady “védhu”

Shy =
[
O = g - (40)
m
To nahlédneme, uvédomime-li s8i, Ze
Tk . .
,9 eik.«. < Sin Eﬁé“ thr sin J"ﬁi“ ik vk b d ke
m =l———— e = = — g — k¢ y A £ .
m m (41)

Véhe (40) se nezméni ani tehdy, pouiijeme~li Fourierovu Fadu v redlném tvaru.
Jako priklad uvedeme funkci ]f(x) , pro kterou

p(-x) = - y(&),
p(x) = 05 (0< 1<)
¢(0) = y(w) =0.
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Funkce Jje zndzorndma na obr. 2. Odpovidd ji Fourlerova Padas
2 2 i . _j.._ ; s @ 8

]['(z)m?f.(‘gtnz+3gtn3x+5Sbn5&+ ))

&

které konverguje na celém intervalu <-% ,%> k funkei y(x.) . Konvergence
je v8ak pomeld. Derivace

y’(z) =-§%5'é = 0

existuje vBude na intervalu -T<&< 0 , popp, O0<u < , Voodd X=0
neexistuje. Aviak derivace

f)(.ac) “?‘;zf(cosx, + cos bx + cos 51,+...’)

nekonverguje v 34dném bed¥ (s vyjimkou y=12 % ). Nahradime nyni 7[)(:(,) O
dif ikovanou #adou ‘

) . % 5 _-’_iii_
= 2| S Tm S 2m s e
am ) = 2™ cos & + T cos dx +
2m 2m
. (Om-1%
sin 2m (2 - 1)
+ (m-1)% cos m 4
2m '

Ta bude konvergovat & rostoucim M % nule pro ka%dé X 2z intervalu
- < X <T s vyjimkou bodu X = 0, kde bude divergovat.

Aplikace &initeld 61 na phvodni Padu 7((3.) podstatné zmenduje
Gibbsiv jev v mist& nespojitosti X = 0 (srov. obr. 3). Modifikovand funkcs
v3ak neni "nejlep3{ aproximac{® dané funkce ve smyslu metody nejmendfich
&tvercd, nebof neminimalizuje soulet 5 podle (27).

11, ylohs. Odvodte obyéejnou 1 modifikovancu Fourierovu #adu pro Diracovu
*dglta-funkei” f(x) , kterd je vSude nulové s vyjimkou bodu & = 0. Flat{
pro ni, Ze ][(O)= oo, zéroven viask, e

£
j f()c)d,x,=7‘,

-€
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1 - Fourierova Fada s konelnym
poétem &lend

2 - modifikovand Fourierova #ada

3 = Fourierova Fada s nekoneénym
podtem é&lend

Obr. 3

ReBenf. Vyjédi¥ime ji na intervalu -T <y <% Fourierovou padou

f(x) =-,%—(—§-+cosx,+ cos 2x + v ).

Omezime~1i se na dvandet Haermonickych slofek, bude m = 12,

. &k _
6, = 5""%!’1 - gi sm(-%(—))
7]

takie
?[""(‘)g-% (0‘35 + 00,9886 cos X + 1,5549 cos 2x +

+ 0,900 cos JIx +0,8270 cos 4% + ... +0,0899 cos 11x 3.

0,6 +

g
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Vysledek Jje zakreslen na obr. 4. Presvédéte se, Ze

1
f Y[m (X«) ay = 7 .
-

y3imndte si, %e modifikovand ¥ada ve srovnéni s pdvodni Fadou pom&rné rychle
konverguje, dvendctd harmonicksd dokonce wvymizi,

Chei hladit vaesi rudigku.
Snad byste mi pek pat$lla vy celéd.

Vit&zslav Nezval

6. 0O Taylorové $add a o diferenénich vzorcich

Mocninnd Pada, kterou objevil Teylor v roce 1715, umoinuje popsat pribéh
funkce f(x) , znéme-li jeJ{ hodnotu a hodnoty Jejich derivaci v Jediném
bodd X, . Z podrobnych znalosti funkce v jediném bodé a v jeho infinitezi-
mélnfim okol{l se tedy snaiime predvidat pribé&h funkce v ostatnich bodech defi-
niéniho intervalu.

Pribsh funkce f(x) Je popsén mocninnou Fadou
z
f(x) = Q,t a,(x—xa)+a,z(x-xo)+»-~) (42)

kterd jo konvergentni uvnit# konvergenéniho kruhu. Stied tohoto kruhu je
v bods Xp a polom&r kruhu je dén vzddlenosti tohoto bodu od nejblifsfiho
singulédrntho bodu 2z, funkce f(Z) v komplexni Caussovd roving.

ProtoZe ~ jek zndmo - koeficienty

_ _ i (%)
ao_/(xo)) a,—f(xo), az=2]((x,,))...) a,k=—i€’7]f (%), ...

zéviseJi na hodnotdch funkce f(x) v nekonednd blizkém okoli bodu Xy ,
kdeXto Pada (42) platf pro vSechna X uvnit® konvergenénfiho kruhu, znamend
Taylorova fada extrapolaci z bodu X = X . Extrapolace Jje pravidelnd ménd
pfesnéd neZ interpolace, proto se miZeme domnivat, Ze sxistujl vhodndjif zpi-
grby néhrady funkce mocninnou Padou, zaloZenéd na interpolaci. To je skuteénd
pravda, pokud jde o obor redlnych funkci{. Tim se budeme pozddji je8t& podrob-
né zabyvat. V oboru komplexni promé&nné vSak bude

]['(z)=ao+ a,(z-2,)t -+ ak(z—zg)ké---- (43)

Dosadime~1i sem 2Z -2Z,= r‘etr ( » = konst), bude nyni

SO ) N
][(z) = 7 a, rk e"/‘Y’ = Z Ct etk?ﬂ (44)
k=0

k=0
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znamenat Fourierovu ¥adu. Funkce f(z) se skute&nd jevi na kruZnici

[ Z - zola r Jeko periocdickd funkee dhlu ¢ a miZe tedy byt rozvinuta ve

Fourierovu Padu (44). Tato Pada viak piedstavuje "nejlepd3i aproximaecil” podle

kritéria nejmendfich &tvercli. Nemi%ems proto doufat, %e bychom nalezli vhod-

néj3L mocninnou ¥adu nei Taylorovu, kterd by popisovala komplexni funkel
f(z) uvnit® konvergen&ntho kruhu.

¥ daldim vykladu se omezime na obor redlné proménné. Zvolime-li uvvnith
konvergenéniho intervalu bod ve vzddlenosti H od bodu x , bude v ném
funkce f nabyvat hodnoty

T A N
kde x5 8 x+h. Podobns

f(x-h) - ][(x) - f‘(x)h # f;—z[n(x) - '34‘ ][m(f,_)/)"’) (46)
kde X-h$ fz £ X . OdeXtenim obou poslednich rovnic

][(“h) __][(K“h) =th’(x) *’31‘/73 [ f),)(fq) , 7[»)(};2)} , (47)

Je-11 f(x) dostate&nd hladkd, jsou t¥etd derivace malé, takZe prvni dari-
vace f’(@ je s dobrou pfibliZnost{ vystiZena vzorcem

7[( (x+h f(x—~h) + 0( (48)
2h'

C)(hvznamené zbytkovy €len, ktery mé tu vlastnost, Ze limita wyrazu ”NO(hv

zistdvd phi h —+ 0 kone¥né. Zmenéimewli ted krok na polovinu -~ & je-1i

pritom A dost malé, takZe m fm(f) f OQ~ zmendf se zbytkovy &len

na ¢tvetinu, O absolutni chybé k?sré vznik

kem na pravé strand (48), tim v8ak nic nef{kédme. Je naph. moinéd, %e vzorec

s fd4dem chyby O(hﬂ dé vét31 chybu ne% vzorec s *ddem chyby O(hﬂ, Pri po-

loviénim kroku se v8ak chyba prvniho vzorce zmend3{ 16krdt, druhého jen &tyPi-

krét.

ne nahrazenim prvnl derivace zlom-

Pojmeme=1i do Fad (45) a (46) na pravé strand jedts o jedsn &len vice,
zrudi se seétenim obou rovnlc na pravé strand &leny obsahujici liché moeniny
h a bude

flmh) ,,L]((x_h)m Zf(x) +7[”(x)/721_ "2%[7&)“1) . ][M(f;.)_] B

Odtud

" L(x-h)-2f)+ f(x+h) 2
(x) = rea + 0(kY). (49)
Takto miZeme vyjadfovat derivace funkce f(x)v v bodé X pomoci funké&nich
hodnot v odd#lenych (tj. diskrétnich) neprili3 vzddlenych bodech. Volili jsms
Jen t¥i tyto body, a to x-h X x+h . Mohli bychom jich viak volit

. .
& ?



vice & nemusely by byt ani ve stejné vzddlenosti, Dostdvéme tak diferendni
yzorce, kteréd nédm prokdii vybornou slufbu pPl numerickém vypedtu derivact
tabelovanych funkei i p¥i numerickém PeSeni diferencidlnich rovnic, Réd chyby
O(h") (&1 "rychlost konvergence”) difereniniho vzorce dostaneme pFitom ze
zbytkovych &lend pfislulngch Teylorovych Pad.

12. dloha. Urd&ete pPibli3ny vzorec pro vypodst prvni derivace f)(x} pomocd
funk&nich hodnot f{x} , {:"x"sh) , ](()(+ 2h).

Redeni. aylorovych #ad pro X+ s LxT vylou&ime iou derivee
Yedeni. 2 Taylorovych ¥ad (x#h) ,f{(x+2h) vylou¥ime druhou deriveci
a dostanems

Pog = [-3f o+ bfGesh) = f(x+20)] [ 20 + O(4Y).

13. dloha. Jaké cayby se dopustime, vezmeme-li hodnotu druhé derivace
v bodd x¢h tak, Ze ji prosté nshradime hodnoton f”(x) podle (49)7

ReSeni. Rychlost konvergence bude jen (7("1) misto O(hz) : pri malém A
sa tady chyba zvét3{ zdm&nou uvedenych hodnot ht krét.

14. dloha. Prepl3te do difsrenénfho tvaru diferencidlni rovnicz. chybové &é&-
ry pruZného nosnfku uloieného na Winklarovd pruiném podkladu %—“—% + AWE;@()@
X

Re3enf. Gtvrtou derivaci vyjédfime pomoci funk&nich hodnot v bodech X~ 2h ,
x-h , X X+h x+2h a dostanems

wi(x-2h)-hw(x-b)+ (6 +Bh*)w(x)- bw (x+h)+w(x+2h) = h"f(x) + 0(h°),

K feSen{ této rovnice se vrédtime pozddji v 21. dlozs.

) 7
15. dloha. Vyjadrete prvni derivaci ][(x) pemoe! funk&nfch hodnot f(x«-M}g

15. loha.
f(x-h): ][(Xffh) ) ][(xf 2h)~

Redan{. Vyloudenim druhé e tret{ derivace z Taylorovych Fad vyjde

f‘(x) :72171—[”{(%‘ 2h) + g][(wh) - g][(x"h)“/‘i[(?(f'Z/))J + 0(h*) .



Netrap se bezit&sné&, ‘
jé vim, co mi chced Fict,
ze oudko dém ti t¥ednd
na misto ndudnic.

Jaroslav Seifaert

7. Aproximace funkce CebySevovymi polynomy

Aproximace funkce fOO Taylorovou #adou s koneénym po&tem &lemi mé tu
nevyhodu, %e chyba aproximace je nejmen3i kolem bodu, k n&muZ Taylorovu #Fadu
vztahujeme, av3ak se vzddlenostf od tohots bodu rychle varistd, Je to, jak
Jeme Ji% uvedli, extrapoladéni vzorec, pFi ndmZ funkeci f}n v bod& X = X,
derivujeme. Misto toho miZeme poZadovat, aby chyba byla rovaomdrnd rozdélena
po celém intervalu. To néds p¥ivede spi3e k tomu, abychom danou funkei inta-

grovali. Nebudeme tedy predem zvyhuanovat %&dny bod definiZniho intervalu.

Nejprve na#i funkci upravime linedrni transformaci tak, aby defini&ni
interval byl - 12 X £ 1, Toho mi%ems vidy dosdhnout. Potom poloZime
X ECOST, takZe dand funkce bude mit tvar

f(x) = }[(,Cos ‘f') = 7/(?)- (50)
Stane se tedy sudou periodickou funkci, rozvinutelnou ve Fourlerovua #$adu;

ta Je, Jak jsme uZ vyloZili, nejlep8i aproximaci podle metody nejmendich
¢tverci. Dostaneme

7(«,»)=—§aa+ Qg Cosp + @y 05 29 - (51)
kAe
2 W
a, = —‘TL:f ?(;o) cos k«/p d)ﬁ. (52)
0

Vrétime-1i se k pivodn{ proménné K« = cosr, dostaneme

foy =% a,+ a, T + a0 + 00+ ) (53)
kde ’
_ 2 dx '
ak _Tj )l(x) 7/:(") - X2 ! (54)
~1

S pouZitim identity

cos (k+7)97+ cos(k—1)()a = Zcosy cos kg (55)

dostanems rekurentni vzorec

7;,1 (x) = 2x T.(x) - 7,:_1{x) (56)
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s podéteénimi hodnotami
b =1, Ty = % (57)
v rovnicfch (53) a% (57) znemenaji T, (x) proslulé SohySevovy polynomy, *)

JimiZ zobscnujeme vyborné vlastnosti Fourierovy fady do oboru mocninnych #ad.
7 rovnie (55) a (57) dostaneme

Tpxy = 1

To(x) = x

Lxy = 2x* -1

T, = byd =3y - (58)
Toox) = Bxt=-84 +1

Ts (x) = 16 £°~ 204> + 5x

ol
—
>
g
i

32x8-48xt +18 4 - 1

atd.

CebySevovy polynomy vyhovuj{ podminkém ortogonality

0 pro 4 4
1 ,
ATRATEEC R wo r=4t0 (9
. T~ X
1 '\ ‘%—: pro r=p+ 0

Oscilujf mezi hodnotami 1. Tek nap*. Tg(x) osciluje podls obr. 5.

Ta(x)

\ N

Panfutij Lvovi& CebySev (1821 af 1894), petrohradsky matematik.
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Z rovnic (58) miZeme urdit tyto inverzni vztahy:

1T,
x = Ty
= (1 +T)
® =537, + 1) (60)
$T (3% e b7 )
ST (0T 45T, ¢ T
6. 1
v SEGOTeBT L)
y=q-x+ - KK A (61)

miZeme tedy na intervalu < -1, +1 > prepsat takto:

Y o=2,1875 T, - 2,375 T, + 1,46875 ], - 0,5625 T, +
+0,3125 T, - 0,0625 T; +0,03125 Ty . e

V %em se 1li¥1 ¥ady (61) a (62)7 Obsahovd v nidem, ob3 jsou totoiné.
Formdlnd je vdak mezi nimi velky rozdil. Prvni z nich mé soudinitele +1,
~1, +1, =1, ..., tedy v absolutni hodnot& stejné, druhéd klesajici. U druhé
vime, Ze vynechénim poslednfho &lcnu dostaneme polynom pdtého stupnd, ktery
bude na daném intervalu aproximovat funkci Y 8 chybou nejvyse I 0,03125.
Nenasdli bychom polynom pétého stupné, ktery by ddval na celém intervalu men-
31 absolutni chybu. Vynechdme-~1li dva posledni &leny, dostaneme polynom &tvr-
tého stupné, ktery se bude od y(x) 1i8it na celém intervalu nejvy3e o

¥ (0,0625 + 0,03125) = ¥ 0,09375.
Zde vidime dalekoséhlou vyhodu ¥ady (62) proti #ad& (61). UmoZnuje s nejmen~-

31 absolutni chybou sni%it stupen polynomu, tj. "teleskopicky zkrétit" moc-
ninnou #adu.

16. yloha. Nahradte funkei i x3 v intervalu < O0; 1)
funkel ? = aof-a,xr%xzs nejmend{ absolutni chybou.

kvadratickou

Re3ent. Nejprve upravime interval < O; 1> pro X na interval

LAl
+ 12> pro U =dx+ /3. Musf platit, Ze krajni body si odpovidaji , takze
- 1 = é
+1 = £+ /.



odtud t=2x-1 8111 x=0,5(¢ +1). Dosazenim dostaneme
y o= 0,125 (% + 3t* + 3t +1) = 0,125 P(t).
Polynom P(é) lze rozepsat pomocd éebyéavovych polynomi
A 0,5 T, » 0,257,
yt? = 45T, * 15T,
3t o= 5T,
1= T,
P(t)= 25T, + 351, * 451, + 0,257,
Zmrmdba’inim posledniho &lenu dostaneme hledanou aproximaci
P(t) - *3?5T+/57=3t2r3,75t+1
s chybou
| p - Pl 0,25 .
Zpstnym dosazenim méme
— i 12 9
g 0,125[3(2x-1"+315(2x-1) +1] =
- 003125 - 0,5625x + 15«
Chyba této aproximace vyhovuje nerovnosti
lv- 5| & 0125 P-P| = 00325
Postup by se ponékud zkréatil, kdybychom ;3011%111 tzv. posunuté CebySevovy
polynomy, definované na intervalu < 0; 1> . Plat{ pro né vztahy
Tk*(x) = Cos kc?o,
cos Y = 2 X = 7
L5 = T (2x-
Specidlné k (X) A ( : 7)'
To%('x) = 1 1= ‘Toi€
# %\
Th(x) = = 1+ 2x =T (T T
TN (x) =4 -8« + 8x2 2='§—(5T*+‘;~T Tﬁ)
TE(x) == 1 +18x = #83+32 % x~~1— (10)’*f157-*+67 7‘*
Cdtud dostaneme pliimo
Gegr (10T + 5T +617) =
- 003725 - 0,5625x + 1,5 &

stejnd

Jalko dFive.



Bude-1i kaZdy z nds z ki¥emens,
je cely nérod z kvédru.

Jan Werude

8Q 1Q Gaussovd Lkvadratude

Gaugsgova metoda numerického vypodtu lategrdlu se 8% co neddvna wiivals
jen zf{dka, nebot tato metoda vyiaduje vypolet funkce pro neckvidistantni
argumenty, dané nulivymi body Legsndreovych polynoml, oo% jsou = a% na vijlum-
ky - iraciondlni &f{sla. Proto se mnohem vice uplatnovala integrace pomoci
lichobé&Znikoveho nebo Simpronova pravidla. Elektronické poffitale vdak odstra-
nuji revyhody Gaussuvy metody, JjeZ se uyn{ bé&Zin& uvAd{ v knihovnéch programi
i pro malé puliterde.

Budem» predpoi-lédat, #e Jsme Canou funkcl transformovali do intervalu

-1 x £ 1
zpd sobem, ktery jsme pouzili v 16. uloze. Funkéni hodnoty v bodech Xy s
Xy 4 wesy Xp oOznatime Pis Yo s 2eey Yno oo Volime koneény podet 2 Dbo-

a4, av8ak o jejich rozmfeté&nl rozhodneme definitivnd teprve pozd&ji. Zatim
pongchdvédme hodnoty Xy 3 Xy 5 eeey Xp o Jako obecné velilZiny.

Zvolenymi body prolo¥fus interpoladni Lagrangeflv polynom ( #~-7)-nfho

- stupnd, ktery Je danymi body Jjednoznadné urfen. K tomu nesjprve sestrojime
polynomy

4 Fy (X)

Fp(xy) K= Xg

Q; (x) = (63)

kde F,(x) = (K-X,)(K“KZ)(X"X3)-~'(X~XJ~ Nepf., pro n = 4 bude F, (x) =
= (x-x, x-x,)(x—xa)(x—x#) a
Q, (x) = ng_"xf)(x-xz)({x"w) , CE4)
) x¢)(x3mx2)\x3-~x,,)
V &itateli (64) "chybi" &initel (X-X;) a ve jmenovatell je totéi co v &ita-
teli, av3ak s hodnotou X, mnfsto x . Jitatel ve zlomku v rovnici (64) je

pritom %}fﬁi— , Jjmenovatel Fz(xa}. Cérka znadl derivaci podle x
Z¥e jmé Q3“9= 1, W3(x;)=0 pro 1 # 3. Obdobne tvrzen{ plat{ o vdech
polynomech (63). S pouZitim Kroneckerova symbolu d}k , ktery se rovné jed-

né pro j=k a nole pro j*k, mifeme tedy psét, Ze
Qi (x) = G . (65)
Bledany Lagrangelv polynom pal je

BLJ (x) = Yy Qy (x) + (/;z Qz(’() R <;jn Qn (K>- (66)
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Funkce ? w &_, (x) prochdzi v8emi zadanymi body. Nahradfme-li j{ danou funk-
ci y= f(x) , dostaneme mfato pFesného integrédlu

A f F(x) dx (67
-1
Jeho piibliZnou hodnotu
1 ke 1
= f %_1 (X)d)( = Z Yk f Qi( (x) dx . (68)
-1 ks -
Integrél ‘
i
=f Q, (x) dx (69)
-~

miZeme povaZovat za vdhu, kterou pripisujeme hodnot& ¢, takie A dosté-
véme Jako "véZeny soulet” funkinich hodnot '
_ n
A = Z w Y - (70)
k=1
Véha w  zévisi jen na volb& dse®ek ¥; , nikoll na prabshu funkee ¢; .

VYzorec (70) nahrazujs integrdl védienym soudtem jistého poétu poFadnic,
co0% je podstata kterdkoli numerické integradni{ metody. Causs vdak m8I genidl-
ni népad: zkoumat zmé&nu, kterd nastane, piidéme-li jeSt& jeden bod «,,,

s funk¥n{ hodnotou y,,s . Z definice je zfejmé, %e an bude umdrré £ (x),
Napf, pro #n = 3 wyjde

Q, (x) - (x= x4 )(x- %, ) x = konst. (x-x,)(x~x,)(x- x) =konst. F,

(x‘,-x,)(x,,-xz) -x3>

Proto véha

1
Wy q = konat.j F;,(K)dx ) (71}

Novy bed %p,¢ miZeme zvolit tak, aby se soudst (70) nezménil, Staldi totii,
aby vyslo w, .,y = 0. V takovém pFipadé jsme sice piidali jeden bod X,.4
ale funk&ni hodnotu y,. ., v tomto bod& anl nepotiebujeme zndt, nebol jeji
véha je nulova. Vypodet se tedy nijek nezkomplikuje ani nepreodlouzi{. Podmiuka
Wpaq =0 znamené& Jjednu vazbu mezi sourfadnicemi Ky 3 Xg s oeey Xy 3
tomu lze vyhovdt vhoi.ou volbou téchto vellin. Pak zvolime jedtd jeden bod,
a to X,.; . Op&t budeme poZadovat, aby w,.7 = 0. Tak mifeme postupovat
déle, a% budems mit celkem 27 bodd. Z podminek nulovych vah dosteneme n
rovnic

¥

1
f{‘/-;mctx =0 (L=0, 1, 2, <oy m -1} (72)

-1

= (Bl =



jim¥ lze vyhovét jen zcela ur&itou volbou nodnot X, , X, , ce., Xy o
Zvol{me-1li tedy souradnice x, aZ X, shodn& s poZiadavkem (72), dostaneme
%z rovaice (70) hodnotu A s takovou presnosti, jako kdybychem zvolili 2
bodl, adkoli jich ves skutednosti voli{me jemom 7 . ™)

Podminka (72) vyZaduje, aby £, (x) bylo ortogondlni (s vahou 1) k mocni-
ndm x* (4 =0, 1, ..., 7n=1)., Takovou vlastnost maj{ znémé Legendreovy
polynomy. Funkce £, (x) je nésobkem n~-tého Legendreova polynomu a &initels
ve funkei £ () mus{ byt - mé-1li (72) opravdu platit - koFenovymi &initeli
Legendreovych polynomi. KoFeny tdchto polynomd jsou tedy hledanymi soufadni-
cemli x; . Najdeme je spolu s vehami w; v tab, 1.

Tabulka 1  Hodnoty X

i e véhy wy pro Gaussovu kvadraturu

9 0 0,330 239 355
0,312 347 077
0, 260 610 696
0,180 648 160
0,081 274 388

0,324 253 423
0,613 371 432
0,836 031 107
0,968 160 239

n L ¥ o7
g - 0,577 350 269 2 1
3 0 ‘ 0,888 888 888 9
. 0, 774 596 669 2 0,555 555 555 6
4 0,339 981 043 5 0,652 145 154 9
0,861 136 311 6 0,347 854 845 1
5 0 0,568 888 888 9
0,538 469 310 1 0,478 628 670 5
0,906 179 845 9 0,236 926 885 1
6 0,238 619 186 1 0,467 913 934 6
0,661 209 386 5 0,360 761 573 O
0,932 469 514 2 0,171 324 492 4
7 0 0,417 959 183 7
0,405 845 151 4 0,381 830 05C 5
0, 741 531 185 6 0,279 705 391 5
0,949 107 912 3 0,129 484 966 2
8 0,183 434 642 5 0,362 683 783 4
0,525 532 409 9 0,313 706 645 9
0,796 666 477 4 0,223 810 344 5
0,960 289 856 5 0,101 228 536 3
(0]
0
4
7
4

(L RV RPN EE

*) vVolfme tedy "dvojité™ body, tj. n bodd s =n telneml v nich.



V matematické literatufe se udévéd pro odhad chyby Gaussovy kvadratury
vzorsc

W] 2 1)
12| “amer T (2a)

kdg 5 je ndjeksd hodnots mezi 71 a f(%:'; znadl{ Z2n -tou derivaci
3 - .
-i-h . Tento vzorec nenf pr{lid uZitedny, nebst vyZaduje znalost Zn-té

X
derivace, kterou integrovand funkce ani nemuei mfil. Lanczos uvddf jiny odhad,
totiZ

173}

" :
1 i-7 ) |
O e S— (1 + . ..1 - A - w, X {x (74)
7 2?& ‘4‘1 ; ) I[( ) Ked . . f ' k) )
vyZadujic{ znalost uZ jen prvnich derivaci{ ve zvolsnych bodech.

17. dloha. Vypodtéts hodnoty X; & W; o =3,

ReSeni. 2 rovnice (72) dostaneme
1
o= 0 . j (x-x,)(x-xz)(x—x_,‘) ax = 0,
-1

=1 anx(x—x,)(x*xz)(x-xs) dx = 0)
=2 fﬂxz("“ﬁ)(""‘z)(""s)d’f= 0.

-1
Odtud

ol o wln

~~
>

g F X "3)' 2 X, xy Xy

! 8
Lo T - |

P Ca rny e )

. 2 "
(x1+x2+xs)—-3-x1x2xb 0.
Srovndnim prvnl a tret{ rovnice dostaneme X, + X, ¢ x3-0, KgXy Xy = 0 -
Zvolfme X, = 0 , Xy == X3 . 2 druhé rovnice vyjde
X, = - Xy = 2\0,6 % 20,774 59 669 2.
Véha w; vyJde ze vzorcd (63) a (69); vysledek miZems komtrolovat porovné-
nir g ddaji v tasb. L.

18. dloha. S pouiitim Gaussova vzorce pro n = 5 urdete integrél
I
X
8 = J( € dx
0
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Refen{. Nejprve transformijeme promdnmnou X =z oboru <©; 1> na prom§n-
nou t 2z oboru < -1; +1> , Vyjde & = 2 (t‘ff) . S touto substituct

dostaneme : 1 .
Az?;[ e” " at

-1
Podle (70) vypolteme
)
=20 % Ve
Kaq
de
e xk { o F /
Y e ) X, 2 (Z‘fk ¢ {/) .
Z tabulky 1 ode&teme t& » W, a dostansue
f? =« 0,906 179 845 9, W, = 0,236 926 885 1,
t, = - 0,538 469 310 1, W, = 0,478 628 670 5

atd. WNekonec vyjde

-
s

53,598 136 63

miato plresné hodnoty

e
i
[¢+]
5
t
-y
1

53,598 150 03.

Chyba Jje tedy Jjenom

=
4

B
:

0,000 013 40.

Doli&ky, =zbylé po loktech noci,
vypini ohnd pasddkld.

Frant i8ek Halas

9. Intarpolace pomoci spline-funkeil

Interpolace pomoci Lagrangeovych polynomd Jje vhodnéd jen tehdy, poufivé-
me-1i ji pro nejbliz8{ ckoli n&jakého bodu a je~1li toto okol{ dostatedns
hindké. Kdybychom ji wiak chtéli pouiit pro velky iozsah a pouzili bychom
phitom ekvidistantnl argumenty, zjistili bychom, Ze metoda méd nékteré omeza-
nf. 8 rGstem podtu bodd, které bereme za 2z8klad nadf interpolace, zfakédvéme
polynomy stéle vyB8&8fich stupni, které meji "divodejdi" pribshy, co¥ md naepri-
Jemné disledky na jakost interpolace. V nikterém intervalu nemusi dokonce
polynom vibec konvergovat k dané funkei, adkoll to mize byt funkce zcela
"rozumnd”. Je proto zdhodno omezlt z praktickych 1 z teoretickyeh Mvoeddy
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pofet bodli, které tvori zédkled pro interpolaci, a pou#fvat v rdznjch inter-
valech rizné interpola¥ni polynomy.

V¥ posledni dobd se k interpolaci poulivajl tzv. spline-funkce, coZ jsou
polynomy nizkého stupng (zpravidla t¥etfho). Pro keZdy “krok" argumentu pla-
t{ cbecné jiny takovy polynom. Jeho kosficienty jsou voleny tak, aby celéd
aproximace byla "co nejhladsi®.

Podstatu metody snéze pochopime, uvddomime-li s8i, co "spline” (splajn)
gnomend: Jjs to anglicky nézev pro elastickd pravitke (zpruhu), které se
dtive pouZivalo ke kresleni di-uhych k¥ivek (napf. na wykressch lodnich bokd)
v konstrukdnich kancelédich pro stavbu lod{, Tvar prihybovky byl piitom urden
n¥&kolika body. Diferenciélni rownics teové prihybovky mé pifi malfeh prihy-
boch tvar

b
e s
Tomu vyhovuje polynom t¥stihe stupné
2 3
V = aﬂ + a.i)( + CZZK + a5K @ (76)

Méme-11 nyni zaddny funk&nf{ hodnoty

Yoy (), y=yla), oy =y (xa), (m

zvolime integraini konstanty pro kazdy interval (X;., ; X;) Jjimek a tak, sby
polynomy (76) m&ly v hraniZnich bodlech nejen spolemou hednotu ¢; , ale
{ prvnf a druhou derivaci (zleva a zprava). Délke <t -téhe interwvalu Je

ht’, = xi - xi&‘?’ ( i = 1' 29 @ 2o g f )v {?6}

Hledand funkcs definovand poly-
romy - { 76) pPedstavuje tudy elas-
tickou prihybovku nosniku prolo-
teného zadanymi body, na ktery
se neplenddajl Zddnd vnsjdl za-

X tiZeni (8 vfjimkon osamilych
regkel v zadanyeh bodech). Druhs
derivace majfl plitom vyznsm ohy~
bovych momentd, dmdrayeh k¥ivosti,
Zavedsme pro né pomocné oznadent
(obr. &)

%

2z, = ¢(x) . (79)

Spline~funkes (76) viak predsta-
vuj{ slastickou prihybovku jen
tenkrét, plati-li pro prihyb
lincdrni difersnciglnf rovnice
Obr. 6 {75}, Je=11 tedy prihyb relativns

ot




maly, takZe Iy"z« 4 . Pri v&t3ich "prihybech” se ob& kiivky (spline~-funkce
a alestika) navzédjem 1i8{.

Snadne se presvdd&fme, e v intervalu X; ,$x £ x; vyhovuje uvedenym
poZadavkinm polynom

g o= g (e 8) gt g (X Xog) e t
; ‘"g%“‘[(xi,” x)? - hiz(x,; - x)] ;.4 *+ (80)
v

3 2 7
T6h [(’(’”" f) "hi,(x'xi-f]
Ten lze zapsat v maticovém tvaru

v () = [N} {g], (o)

zvolime-1i v \ o \
6(x; - x) Vi-1
1 6 (x - X;-4) , | v
N(x) 1= 3 ) 51} =
{ } 6 h; (x,-'-x)s—h:(xi-x) #iq
3 2
L (X"Xi-1) "‘hi'(X'x;,_f) . Jt;,
ProtoZe rovnice (8l) plati jen pro ¢ -ty interval, ozna¥fme ji p¥isluinym
indexem .
T
vi () = {N;} {gi) - (82)
Podmfnka hladkosti y}, (x;) = V:-' of (x;) dévé V )
(N G} {ge} = (Mg 0} { Gine} (83)

coZ je celkem n-1 podmfnek pro n-4 neznémfch hodnot Z, , &, , ...,
oy . 2a 260 a &, volime nZjaké hodnoty, napf. nuly (tim zvolime ki¥i-
vost v potdtednim a v koncovém bod&). Rovnice (83) dévé

h{, Xi.qg t z(h‘b ¥ hir‘l)x{, * /7i+1 264-1
6(yisg ~— ¥i) - 6(%‘%-4)
hi v q hy,

coZ neni nic jiného neZ znémé Clapeyronove "tFfmomentové” rovnice. Soustavu
rovnic (84) miZeme rovnéi zapsat v maticovém tvaru

[A]{x) - (b} .

(84)
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Zde A snadf t¥idlagondln{ matici
[ 2(h, +h,) h : /
1" "a 2 (mdy)
h, 2 (hz w ha) hy
[A] = hy 2 (hy+hy) | {86)
(nu{y) il Y \\\\\ hu-{
hr-q 2( n-f )
a dédls . .
Yoot Yot
h, hy
351 }_’g"rz _ gz‘zz
x, hy i,
) !
fz) =g 1 {b)=6 1 : . (87,
1 !
L I
| Zn-1 Yo~ Yn-1 _ Yn-t1-¥n-2
ha met
= ¢
VyteBime-1i soustavu (8%), méme . )
cely wvektor 2,; a tim i poly-
nomy {; (x) . B
T#{diagondlni matici (78) = 4 ">
miZeme invertovat jakeo trojidhel-
nikovou, rozddlfme-li ji piedem b
na &tyti submatice podle schéma- B
tu na obr. 7. Matice A,z Je \ 2,
trojihelnfkové.
Dostaneme ) Cbr. 7
y Alz yz - Bi ) (88
Y‘l A22 ); N BZ
Odtud vypoéteme
- -1 - :
Y, = A, (81 A, Y ) (89)
a dosadfme do druhé z rovnic (88)
-4
+ - =
A 1 )/1 Azz A42 (81 A11 Y1) Bz L)
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Pc dprevé vyide
- : o )w‘1 -4 )
== = - 91
Yi (AZf Azz A»fz Aﬁ (Bz Azz A12 Bf : (91)
Taverze matice ('qu Az:’ A;; A?’) ne&in{ obtiZe, nebot je to jednoprvkové
matice (skalér).
Rovnice (84) je diferventni; jsou pro ni predepsény okrajové podminky
#® = 0, X, = { . He podilta&i se viak snéze Pe¥f diferenini rovnice s po¥é-
teénimi podminkaml &,=0, ¥, ¢¢ . Rovalel (84) upravime na rekurentni
VEOTEs

7

ef )
kde b; znadl podle (87) prvek vektoru b , totiz

bﬁ“"‘gfﬁ‘“"(%w“%)“%(%"Vi-f)* (93)
234 , v

Hyni nepotPebujeme invertovet Zédnou matici (a nepotfebujeme tedy ani misto

v pandtl poditalde, kterdho je k lnverzl tfeba). V jednom cyklu wypod&teme pro
zadané hodnoty %, = g , %i*’: ¢ {= vedlné &{8lo) z rovnice (92) vdechna ij
pro F=2a%n ; postupng volime 1 =1, 2, ..., 7 -1, Nyni ovdem & # O.
Cheeme-11 vyhovdt druhé ctrajové podmince #;, = 0, nemiZeme volit hodnotu ¢
libovolné, Uvédomime~li si, #e *, =zdvisl linedrné na volb& %, , %e tedy

X, = &+ Loy, (94)

snedno vypofteme 3¢, , pro které vyjde &, = 0

A
x, =~ % (95)

Zvelime~1i v prvnim eyklu <€ = 0, vyjde Z,« #,p . V druhém cyklu volime
€ =1 avyide Z, = %,y wiPakopedle (94)

Hao = &
oy = th
& tedy
g %
gg? :"%zmﬁ“ ' (96)
fos ‘%ﬂo = %ﬂﬁ

Pryni dva cykly mohou v po&ita&i prob&bnout, anii hodnoty %; pro i< 7
registrujene -~ nepotPebujemne je. Teprve pii tietim eyklu, kdy uZ znéme sprév-
nou hednotu %, podle (96}, pouZijeme jednotlivé hodnoty %; k doplnéni
prvkd do vektoru {%} . S nfm ihned docstdvéme polynom Yi (x) , ktery po-
nechévéme v pam&ti po#itafe jen tak dlouho, pokud poditéme interpolované
hodnoty nebo ne zapisovadi kreslime kfivku y; (x) pro 1 -ty interval

< Xj-q', Kp>e Pa% postoupime k indexu o jednotku vétd8imu. Jakmile znéme poly-
nom y;.4 (x) , miZeme y; (x) “"premazat". Potfeba pam&ti poditade je tak velmi
malé.,
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Spline-funkce lze pou%it nejenr k interpolaci (k tomu méme ostatnd i ji-
né interpolaéni vzorce), ale i k analytickému popisu experimentélnd zilska-
nfeh k¥ivek (rdznyech charakteristik apod.). ¥V jednotlivych intervalech je
pak méme popsény polynomy tietfiho stupnd, které na sobs hlades navazuji
{v d8licfeh bodech méme spolednou funkdni hodnotu, tednu i oskuladni kruini-
e¢l). Spline-funkece nmohou byt velkou pomoci takéd v technickém kresleni (we
spojent se soufadnlcovim zapisovadem), odkud ostatnd ~ jak jeme Jji% uvedli -
ziskaly sviij ndzev.

19, dlcha. ProloZte spline-kilvku body ¢ (0 =1, p() =3, };(2) = 2,
p(3) =1, p4 =1, p(5 =2

HeSeni. Méme # = 5, intervaly jsou jednotkové. Prvky vektoru b vyjdou
podle (93) takto:

by=6(2-3) -6 (-1 =-18,
h=6(1-2 ~6(2-3)= 0,
b=6(1-1)-6(1-2) = 6,

b@ﬂ 6(2~1)~6(1~-1)= 6,

Rovnlice (85) Je

4 | 1 0 4] X, =18
’ - - -
1y 4 1 0 1 X, Ly 0
l =
R DI B B 3 D
|
o | o 1 SREA 6
Inverzf{ matice A12 dostaneme
1 o o]t 1 0
4 1 0 = -4 1
1 4 1 15 =4 |
a déle
1 0 O]
o | - - = a
Ay, A [o 1 4] 4 0 [56 -5 4]
15 -4 1]
4)
~f _ . =
Az.z Afz Au - [56 15 4] 1t 209,
0
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- , o
6
Y = . 6=+r098 _ _ 90
1 209 19 @
f 1 o0 o -18 4 18
0 R
Y, = |-4 0 of +f5{1 | = 15118
15 -4 1] 6 0 24
Celkem tedy méme
() = 55 [-%0 1 18 2] .

Matici A Jjeme mohli invertovat primo, protoZe je Jjen Ztvrtého ¥adu. Ovéri-
1i jsme 8i v3ak platnost vzored (90) a (91}.

Kdybychom postupoveli podle vzorce (92), totii

X = by - Ry - ox, (a)

-

vyslo by pro %, = %, = 0

thzmlsmo = « 18,

o = 0+ 72 -0 =72,

By = 6 - 288 + 18 = -264,

X5y = 6 + 1056 ~ 72 = 990.
Pro %, = O, aviak %, = 1, bychom dostali

By = ~18 -4 -0 = -22

¥, = 0+ 88~-1 = 87,

Xy = 6 - 348 + 22 = =320,

%5, = 6 + 1280 - 87 = 1199.
Podls (96)

= Xs0 990 _ 90
x, = = =- 79 -

1 Xsp - %5, 990 - 1199
S touto poddtelni hodnotou vyjde ze vzorce (a)

- 20 _ =
9622 18+4l9 0

=i
b
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t

0.4 18 , 90 _ 18

*, 9 * g ° 19

_, 18 _ 18 | 2
fH=6-4 35~ % o

= 6 -4 25 . 318 .
s §419 19 o

Vidime, ¥e tento druhy zpisob vypodtu je rychlejs{ a lze ho snadno programo-
vat, Tuto 2zkulenost vyuiijeme js8t8 v piidtd kapitole.

Nyn{ uZ mi%eme sestavit spline~funkes pro kterykoli interval, nap¥.

%{5(1—,() 6x (7-x)3-(1~x) ‘(x3-x)] 4 b=y 0

po= ’]/2 (X),

%‘[6(2")() 6(x-1) (2-x-(2-x) (x-1)’,(x_,,)]'

Pribéh t&chto funkel je zskreslen na obr. 8.

Obr, 8
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Kea#dého dne se n&co poling,
nécn prekrésného se podind.

Jaroslav Sgifert

10.  Prihyb nosniku jako ilcla s poddteénimi podminkami

¥ predehozi kapltole Jeme ukdzall, jek vyhodné bylo #edeni rovnics (85},
Jestli%e jewe ji povaiovali za diferengnif rovnicl s danymi poddteénimi pod-
minkemi.

Obdobnouw vyhodu miZeme ziekat 1 pPi hleddn{ prihybovky neprizmatického
nosniku Fesenim diferencidlni rovnice

wh(x) = — MEM;?:) =~ f®, | (97
nebudeme=11 51 povaiovat za okrajovou, ale za poldteéni dlohu. Typ rovnice
ag viek neméni; nemén’ se uzni funkéni prostor, v némz hleddme $edeni. Oba
zpﬁaaby Jsou rovnocenn?d a vedou - 8% na moiZny rizny vliv zacokrouhlovacich
chyb - ke stejnym vysledidim. Formélnf rozdil v pojeti ulohy véak vede k¥ pod-
statnd rozdilné metodd Fedenf, To Jeme ji% ukézali v predeslé kapitole.

Predpoklddejme, Zs nosnik je prosté& podepien a %Ze jeho délka je zvolena
pa jednotku, &eho¥ lze widy dosdhnout transformecy nezévisls prom&nné. Okra-
Sové podminky pro vovniei (97) tedy jsou

w(0) =0, w(l) = 0. (98)

Budeme postupowat tek, %es derivaci w” (x) nahradfme difsren¥nim vzorcem
(49). ¥ tomu rozdélime interval < QC; 1> na = stejnych d{18 (nemusily by
byt stejné, diferendni vzorce by véak byly sloZitdjs{). Kazdy dil mé délku
h u-gm . Pribyby v d8licich bodech oznatime w, , W, 5 esey W, , takie
okrajové podminky (98) Jjsou nyni

W = 0, Wy = 0. (99)

Rovniel (97) pPepifeme do diferenéniho tvarn pomoci (49)
' 2
Wig = Qwy b owy,, = "hfi + 0(h*) (100)

kdea ; Je hodnota funkce (x) v 1 «tém d&8licim bodu. D3leni volime tak
husté, aby funikce f&q byla dostatefnd podrobné vystiZena posloupnosti
fov foo s
U osazovaného hiidele je iunkce f(x) spojité jenom po &dstech (nasté~
vaji tem skokové zmény velikosti momentu setrvadnosti prifezu). Padne-1i d&-~
iici bod do mista nespojitosti, volime za /}' aritmeticky primér hodnot
urenych limitou zlava a zprava.



Vynachéme~1i v rovnici (100) &len (A% , nedostaneme u¥ sprévné hod-

noty w,,uw(O), Wy = w(h) atd., ale Jjen jejich aproximace \:7/0 . C«; d e
W, » které budou vyhovovat diferendni rovnici
~ ~ s 2- [ )
Wi T 2% o+ W, =-h f" » (101)
Tu bychom mohli pepsat s pouZitim (99} do maticového <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>