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PHEDULUVA

Tento vlebnd text Je urfen t8m, kdo se chtéjd seznémit = maticoviml metoe
demi Pelfeni dloh ze statiky pruinych soustav. Predpoklddd se zunelost zdkledd
nauky ¢ pruinosti a pevnostli. Tente 411 navezuje ne prvnd &dut, kisrd obsaho«
vale transformeci vekiord, poznémky k maticové symbolice, z8kladni pofetni
dkony & maticemi, d&leni metice ne submatice, vliastni hednoty = vlﬁ&ﬁni ekl o
ry matice, dualitu v pojeti dloh z teorie prufnosti, pPifinkové &initele, ma-

ice tuhosti e poddsjnesti, prufiny spojenéd paralelind. e sériovd, Peleni rovine
nyeh prutovyeh soustav, transformsci celkové mefice tuhosti, skléddn{ sub~
struktur, vliv nerownonérnébo rozdéleni teploty, pPedpjaté konstrukce, proshto-
rové prutové soustevy, prizmaticky pfimy nosnik, transformsci soufadnic pii
rovinném ohybu, vy¥polet wnitPnich statickyeh Wlinkd, vyuiitd soumérnosti, zpo-
5it3 resddlend zatiZeni, rdmové konstrukce, teplotnd prnutd a spojité zatifend

nosnilid .

Autor Je pfeavéddlen, Ze 81 lze metodu apdze ogvodit ne Jednoduchieh dlo-
héch, © nichZ lze bezr velkdch ovtiff kontroleval sprévnost Peleni pouiitinm
Jingch zndmfch metod. Vihode maticové metody se ovienm pin#d uplatnf teprve pfi
fefend w@zgéhléjéich dich s poufitim poéiteld. Tomu, kdo zvlddl aplikeci nme-
tody na Jsdnoduchych dlohéch, nelfini takové rozdifeni vipoltl %240né obiils.

Vipotet sloZltych konstrukel bude zabazen do 3.88s811 senind¥s v roce 1974.

Ing. Viedimir Viclavik
Dém techniky (VIS Prahs
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1. POZNATKY Z PRVNI CASTI SENINAZE

¥ prvni &4sti semindfe byly probrény nékteré operace s maticemi a Jejich
uzit{ p¥i rfeden{ prutovych a rémovych konstrukci deforma¥ni metodcu. Omezili
jsme ss pPitom na obor reélnych &fsel a na linedrni soustavy. Maticovéd symbo-
lika umoinuje strudny zépis soustavy lineédrnich rovnic, poméhd orgenizovat
obséhlé vypolty a umofnuje studium obecngych vlastnosti linedrnich transforma-
cf, tj. linedrnich soustav algebraickych revnic.. PondvadZ diferencidln{ rov-
nice lze pPibliZn3 nahradit rovnicemi diferen&nimi (s pfibliZnosti{, kterou
mi%eme volit libovoln&) a pondvadi diferenini rovnice jsoun algsbraické, Je
moZné s pomoci maticové algebry studovat i obecné vliastnesti linsedrnich dife-
rencidinich rovnic 81 diferencidlnich operdtord. V prvnf &4sti seminéfe Jsme
svij vyklad zam&Fili na aplikace v oboru pevnostnich vypoéth. Uvedli jsme Jen
takové poznatky z maticové algebry, kieré Jsme pro dald3f aplikace potfebovali,
Wejdhlezit&j8f z nich zde pfipomeneme.

Definice matice. Matice Jje seskupen{ &fsel do pravothlé mfiZe (matricse)

o "W $édefch a M gloupcich. Je=li v = 1524e00y, WV, j* 2 1520 sy Tk

miZeme jednotlivd &£isla, kterd nazveme "prvky matice’, oznalit obecné znakem
CLﬁf . Prvnf index znal{ umistidni prvku.v Féddku a druhy index umistani ve

sloupei. Prvek a-{.j« je tedy umistdn v U -tém Pddku a 2« ~tém sloupci.

Prvkh je Mvx‘Mmy , piideny N , Mv Jisou pfirozend &isla. Matici pak miZeme

zapsat ndkiterym z t&chto zplsobi:

[ @y Ay oo Oy
Ay Rgy --- Gam
(Al = DI [O'%j-—‘ =A (1.1)
Q"?\A a‘”‘?— a-m,mv_

Takovou matici tvoP{ napf. koeficienty linedrni soustavy M rovnic o MW ne-
znémyeh. Je-li Mv = 1, md matice Jediny sloupec & nazyvédme Jji vektorem.
YV tom pPipadd index ? = 1 nevyznalujeme:

¢ \
V7

Vo
vy =9 ¢ =1w} =v 1.2)

LV

Definici matice je tFfeba doplnit pravidly maticové algebry; teprve ve spojen{
8 nimi ziskdvéd definice prakticky vyznam. Oznalenf matic zévorkami vynechdvéms



Jen tehdy, Je-li zPejmé, Ze Jde o vztahy wezl meticemi a Ze nevenikne omyl.

¥ tisténén textu se symboly pro metice sézejl pllitulng; v psandén textu se
né&kdy tyto symboly wvyznadull podirhévénim, teo viek nsbudeme pouviivat. Vyste~
Eime & hrenstymi zédvorkami pro obecnd maitice a slofonynl zéverkemil pro vebies
vy, popf. poudijéme ocznafent bes zdvorsk.

Sludovénd metic. Pro siubovéni (séitdnl, od&itdni) s platd pravidlos
slufovat lze jen matice steinych tverd a opersce sinlovini se tFkd vdech
dvajic tvoPenyeh stejnd pelofenymi preky. Jo-li Lo

(c1 = LAY + 081 (1.3)

platd
ey = Qg ot "3?’43: (1.4)
Pro slufovénl platd obeykld zdkony algebry, 4
Ar B = 8+ A AR+ ey = [ A~ g} - i

& vrevidel pletndel pro

P 2 ¥ . i o, .k m 5,
5{2’ %,, ﬁi i i o, 03 E, i, ,E‘;(fy 93 i1 N {3- ; :ﬁ;
; 4

Hatice se ndsobl, zpdecbinme-1li viechny Jedl povl

) s T
Pranspozice matice. Trensponovand metice A

sloupch v matici A

» zémnouy Pddek a

1 (1.6)
([a2121)° = Tl (Al’ (L.

2 definice (1.6} bezprostPadnd plyne, Zs

.
(ATY" = A (1.8)

w A0



Hésoben, watlc navedjum, sobit lze pouse meltics, u nichi se podet sloup-

cmatica AT

e::% prve W g rovnd poedtu Piédek drubhé metice; soulin md psk stelnd polst
P4dRt Jako pevd matice e stejny pofet alouped Jeke druhd matice. ¥d-1i naph.
T twar Measn , metice [B7  tvar Mk, bude mit matice

tel = falls] (1,99

ey MWow }«,; . Prvky matice i_(ﬁ} Jeou pPitom definoviny soudien

Tk
Cy; L Qg by (1.10)
4 boei 4
P Hésobend nifene znfzornit na
obr. 1., Prvsk i:gé: dostanens,
zndsobine~Lli postupnd dvojics
§ stejnolehlyeh prvkd z ¢ -tého

pédku metice A &z  ~tého
sloupce matice D & soudiny

. sglteme (dostaneme tedy (g s+
. Ois b + Qi3 byt o4O, Lo e

’ S‘taﬁs‘i@lﬁhlé dvoiice jsou na

obr. 1 spojeny tenkymi Zdrami.
e PPL ndsobend metic naplatd obecw
né komotativod zdkon, ¢3. af ns
v¥ jimky nelze pofadd matic v sou-

A v ginu zem@nit., Ostatni zdkony
béing algehey visk plati, tekfs
0 TR V1 P . nap.
Alevc) = AB + AC A (BCY =(aB)C

nre kterow plati

AV = AR = T (1.11)

S
i W

Loods 4l  JGednotkovd matlce, Tterd mé stejny vdznsm Jako jednotks
v oby&einé algevbe. Platf neph., % LA = Al = AL Jednotkovd metice mé
i Blewvnd dlagondle Jednilhy, ostetnd preky Jsou nulové.

Inverani matice A gristuje jen pro Etvercovou nesinguldeni metici A &
mé tvar

w 1L



Mo =My My =My oo
_M'Tl Ml‘z ‘M52 M'ﬂ_ P
- A
“4 - e 2 . N .
A - [A] ‘A‘ M‘[_} ’MQ} M33 "'A“_fs e (1 12)
| %
J R L I Vinpm

kde | A} znal{ determinant z prvki matice [A] v 4. |A] = det[a-~] M;; je
prvni minor p#isludny k prvku %4 . W {
. Je to determinant z prvkd matice U‘\‘l, v n{% vynechéme U -ty

Fédek a 2’ -ty sloupec. Vdimndme si, Ze minor Mg; Je v matici A~}
umistén v 'j -tém Fddku a U -tém sloupci, tedy opa®n&, neZ Jsou umistny
prvky v metici A . Minory jsou tedy umfst&ny analogicky k p:vkﬁm v trans-
ponované matici AT .

Z kaZdého minoru Fadu v&t3f{ho neZ jedna lze vytvoiit vynechénim vZdy
Jednoho Fédku a sloupce druhé zminory, jejichZ #4d je o jednotku mena{;
z nich pek lze popfipad® vytvorit minory tret{ a dal#{, a* dostaneme minory
¥é4du prvniho (to Jsou v8ak jednotlivé prvky pivodni matice).

Definice (1.12) se tyké jen &tvercovych matic, jejichZ determinant
JAl # 0. Je-11 determinant nulovy, jde o matici singulérni &i degenerovanou.
Stupen degenerace pozndme podle hodnosti matice. Pro singulérni matici platd,
%e hodnost matice.je men3{ neZ jeji ré4d. Réd &tvercové matice je urden pod-
tem jejich P4dkd &i sloupcd. Obdobn& je definovén i Féd determinantu.
Hodnost matice je urlena nejv&t3im Fédex nenulového minoru, ktery dokéZeme
z prvki dané matice sestavit.

Pro inverzi sou&inu plati:

(aB)™" = g1p (1.13)

Podstata pfimé deforma®ni metody. Nyn{ jeSt& stru¥n& zopakujeme hlavni my&-
lenky primé deformalni metody, kterou jsme v prvni &dsti semind¥e pouZili

k feSenf prutovych a rdmovych konstrukeci. Pro nézornost-si predstavime, Ze
méme Fesit rovinnou rdmovou konstrukei sloZenou z nosnikd spojenych tuhymi
sty&niky. Deformaci konstrukce popiSeme posuvy Jejich sty&nikl; v kaidém

z nich pijde o dv& sloZky posuvu a o jeden ihel otofeni, tedy o t¥i sloiky
zobecn&néhn posuvu'5k==iibgﬂm 3} }T. T&mto sloZikém pfisluli zobecnidné vnaj-
81 efly Po=§ X%, Y: Mi{T, JeZ pisobl v uvaiovaném [ ~-tém sty¥niku. Jako
"s{lu" zde oznafujeme struéné i silovou dvojici rqi y podobn& dhel 01
nazyvédme "posuvem”. Sestavime-li v3echna 81 do celkového wvektoru posuvi

-12 -



“w = {& SL ...... S'M}T a obdobnd vdechna P, do vektoru vnZ jZfch sil
= {?1 Pp---o ?‘w}T’ bude mezi nimi pla.tit lineérn{ vztah

X = Kuw (1.14)

ptidemZz K Je matice tuhosti Fédu 3w,

Matici tuhosti jsme ziskali adici odpovidajicich prvki z matic tuhosti
platnych pro Jjednotlivé elementy (tedy v nadem pf{padd pro Jjednctlivé noani-
ky, z nichZ se rémovéd konstrukce sklédé) Postupovali Jsme pfitom tek, Ze
jsme nejprve nalezli matici tuhosti Ke‘ slementu v lokélnich scoufadnicich
X, ‘\3, vyhodnd orientovanych vzhledem k elementu. Pak Jsme mestici trans-
formovali do globdlnich soufadnic X ,"j/ platnych pro celou konstrukeci, a to
pomoc{ transformadni matice T 2

K¢ = T'KeT (

Transformaéni matice Je Jjednozna&ni definovénaz pro kaZdou relativni polohu
lokdlnich a globdlnich soufadnych os. Adici jsme ziskali matici tuhosti K
platnou pro celou scustavu; ta pak vstupuje do rovnice (1.14). Selatli Jjome
pfitom prvky ‘fa, - pPislu3né stejnym dvojicim posuv-sfla ze vZech matic Ke‘
a umistili soufet do 4 -tého ¥&dku a } ~tého sloupce vysledné mstice tu-
nosti K . Pritom £ -ty ¥édek prfsludf 4 -tému prvku vektoru sil aa -ty
sloupec pPislud{ 3‘ -tému prvku vektoru peosuvi.

Predpst! a teplotni pnuti Jsme do vypoltu zahrnuli tak, Ze Jjsme vypo-
Eetli vektor sil XU) pisobicich v uzlech konstrukce bez plisobeni vnijiich
8il a pPi nulovych deformacich styinflkd (pFfi nulovych posuvech). Ten pek pRi-
pojime na pravou stranu rovnice (1.14), tekZe dostaneme

X = Kuw+ XW (1.16)

ReSenfim msticové rovnice (1.16) - cof Jje ovdem soustave aslgebraickych rovnic
- Jjome zfskali posuvy ve sty&nicich:

@ = K-*! (X _X('\)) 1.17)

PEEY Oy

Z nich pak - pomoct napéfovych matic S:Z - lze urlit vnpiteni statickd
d&inky v elementu o . X nim Je treba superponovat vnitfni statické G¥inky
pFisludné silém xu) s JeZ existuji v konstrukci bez pﬁsobeni vnéjdich sil
p#i nulovych posuvech styénikﬁ

V podrobnostech odkazujeme na skripta vydand k prvni Zdsti semindre
o maticovych metodédch, kde byly uvedeny také Cetné pfiklady. Pondvadi Jsou
tato skriptas rozebrédna, budeme se snaZit objasnit uvedeny postup znovu

- 13 -



1= 3 Z o P PO P
kKladech, v nichZ vask jiZ
A

oczpiikovang jéich prvkid
{. Doufédme, Ze text

u k
3 j31ch obratd zjednodudujfcich Fel
i toxzu, k40 se nezohl 4& t
% apiikasci{m, uvedeme nik¥lerdé daldl pronatky obecného charak-

e
udese Je pPfil dal3inm vyklsde potPedovar.

T D w7 17 a n er{ rmmenar s P vy SR ey
2+ . BITLINSAR A KVADRATICrA FORMA., JEJICH DEilvalE

vy

B

ro struldnost a nézornost se omezime nejprve na dvd prondnné. Otendd
nadno nahlédne, Ze uvedené poznatky pleti pro liboveliny polet pro-

h. UtvoPfme z vekxtord o dvou prveich {)(} a {?} a z matice druhého
LA vyraz B= xTA% . Dostaneme

B =Lx;x,) [a" a"] #la x, *11{ i By _

a1 dn] | Y2 Qaryr t Q22
(2.1)
={ oy %, J1 ¥ RuaXays+ QxR Yr % Gy Xp jrzk
Je to jednoprvkova matice; tedy skaldr. Musi proto plstit identita
B =BT 8111 xTA/X E%TAT)& (2.2)

Vyraz (2.1) se nazyvé bilinedrni formou promsnnych X Y . Je-li %Ex )
dostévéme kvadretickou formu )

Q

L}

T T T 4 7
(2.3)

- 2
= iflﬂ«"« LAt Qyp ) XqXy + Gy &5 }

Snadno se presvi3ddime, Ze kaZdou maticl tvaru 2vx s lze rozdélit na symetric-
kou a antisymetrickou &é&st:

A

it

TIA+AD)+ T(A-AT) = Aty AP =

Tllagl+leil)s & (Lay] - o))

) Nezam3rujte s oznaenim pouZitym v jiné souvislosti pro sf{lu. Zde jde

o0 gkaldrnf velifinu (quadrat = &tverec).



.Fro kvadratickou forzu pak dos

taneme

AT(A% ¢ A¥M ) = TAK

= xTA + 0

-
-

XTA™X

+ .’)(TA**

Jjak

Je zfejmé

wfEe Sy

v&ts,

Je=11i pro

N
N

do kvadretické formy nevstupuje. Stadfl proto, cmezi-

Jakd-
Jome JiZ uved-
Ze pezitivnd

podle kteréd

é hlavni subdeter-

P

Antisymetrické &8st tedy
me-11 se ve svém vykledu na symetrické mati
O kvadratické formZ Pikdme, Ze Jje pozitivnd definitni,
koli reslnd nenulové X, , Xy vidy Q>0 . To plati,
1i, té2% o zaticich obecného #édu. Ponivadi uvedenou viliastnost definujeme pre
libovolny vekitor { &} s redlnymi nenulovymi prvky,
definitrnost je viastnost matice. V malemalice se dokazuje
Je mutice pozitivni definitni, je=1i soumérné a mé kladn
cimanty, tj. Jje-1i
‘ 0y Qg Aun Q@42 @43
‘OL,MI >0 ) Qo Qo2 >0 , QAgq  QAgo - az3’ v -OI
Q3 Q32 Q33|

Takové maetice wmajl v nadich aplikacich nejvit&{

Jsou napt. matice tuhosti a matice poddajnosti. %)

vity,
v3alk, budeme~li pPepoklédet jJen soumdrnost matice.

Je~11 tedy matice A

Q

soumgrnd, druhého Fddu,

= xTAx

28
eIV

28
5 = L Anx+ Reexy)

Fsledek miZeme shrnout do Jjediné maticove

(qﬂ?ﬂ + On Xz)

rovaice.

A
*/ Ya to dbsledek Gibuwsovy vity z termodynamiky; tat

2 préce vynaloZeng k deformacl tslssa z nezati

tivnd.

vyznem; pozitivns

Pro né psk

Jed se tykajf vliastnich hodnot. Zninime se o nich v kap.

3 FPNr
U% dﬁ,\}&

2 . )
An X +2Qu *a X + Qa2 x{-

Q g4y - NapiSme nyn{ parcidlnf derivace:

Miste (2.7)

o vliastnost

eného stavu

kve

definitnd
pliatf dileZité

18. Posta&d

dratickd forma

(2.6)

(2.7

budeme psdt

4 o A o
souvigi s tim,
Je vidly pozi-
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i ) X
A Q59 Qay 2
x| L% (2.8)
Eil4
0
USRI - x
1%} 2 [AT{x} (2.9)
Ja=-11 tedy dén skalér O" = X"A X , definujeme jeho derivaci podle vektoru
X Jjeko vektor
0 Q L
- B
A 7 = 1y ‘2(/\]{!3 (2.10)
'sz

Nevznikne-li nebezpeli omylu, miZeme zévorky v rovnici (2.9) vynechat.

Podobnd lze odvodit, Ze pro derivaci »4dkové matice (il - {x}T[AJ
podle vektoru {x} platis

2k, 2 [A1
T el tAal (2.11)
Je=11i totiZ
a a
R PR Ll
(2.12)
= [(ay % TApXe) (O Xptanx.)] =Ly )
dosteneme analogicky k definici (2.10)
o3 My WM
9&/ - ?X1 - D x4 m -
‘I Vi) Wos  Va |
Dx2 Axe  DAe (2.13)

Qa2 a2

= [H»M a.ﬂ_] - [A] ZA

-

Zvléatn{ pripad nastévd, vytvorime-1li kvadratickou formu s Jednotkovou matici:

Q = Ix = xTx = x4+ xr = r* (2.14)

- 15 =



¥

Zde né viznam kvadrdtu vzdélenosti bodu o soufadnicich X, X; od
tku souPadnic, tedy kvadrétu délky vektoru . X {(radiusvektoru T ).

5%e se zdst, %o zde zbyteldn? zavédime pP{1i3 komplikované definice.
Derivovat skalér &1 dokonce matici podle vektoru se zd4 byt nerozumné, samo-
t¢elnéd, bsz souvislosti s b3Znymi definicemi obylejnych ¢i parcidlnich deri-
vaci  Jaky to miZe wit smysl? Navic pideme znak parcidln{ derivace i tam, kde
derivujsre podls vektoru {x } vyraz odvozeny 2z Jediného a téhoZ vektoru
{ =} . méli vychom tedy psét "obyZejnou*derivaci.

Abychom $elili timto vitkdm, uvedeme n&kolik poznédmek. Parcidlni znek

derivace uvédime proto, %e napf. vyraz DA /OX zna¥f celou soustavu
-~ obecn? matici - slofenouw 2z parcidlnich derivaci, jak je zFejmé z rovnice
(2.13), Prévé proto, %e uvedené rovﬂicevvyjadfuji jedinym zépisem celou sou-
stavu rovnic, pFinddd uvedend definice znalné zjednodudeni vypoltl, Jjak jedts
uké¥eme na nékteryeh pfikladech. Nei k tomu piistoupime, zobecnime definici
(2.00) €1 (2.13) na obeecny M - rozmdrny prostor, v ndmi bude mit vektor

L%} celkem W slofek. Ne tveru e F4du derivované matice [A) pRitom
nezélesl, mbie to Lyt tPeba skaldr jako v rovnici (2.10) nebo Fddkovd mstics

Jako v rovnici (2.13). %) yize to vdak byt také obdélnikovéd matice. Bude
- platit: )

P

- By -
’ 't AI/‘JX,

Y e % -
LAl P2 TAY  2xa

kY
ﬁ : {2.18)
i
Lm0
P A T O I 25 N
e
: x) Lv’e‘iyj ey

Fideng derdivujene keid? prvek maetice. Je-li napd. matice A  tvaru W x2
2 v i

budse
. Q..p {{4" P
s Iy 1 b e ]
a LA b *
s - [ 3 TR

(B DR I =

| I
% AP whesty ) CL‘N% |

Qo T ay (2.16)

L A XA

ey

. EK'\
{\)‘ y “
Lé\,y.,t wing Vi,
U Pxs ixs
%%’) . N & r
¥ uvedenyceh rovnlefeh Jsme vdsk u2ilil oznaleni , popk. Liv] , misto

EAZ} . kiteréd pouiivéme nynf.
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Prvnim pfikladem, na ndmZ ukédZeme vyhodnost t&chto definic pro derivace
matic, bude Feden{ "pleurfené” soustavy linedranilch rovnic. fasto se stéavs, ‘
%Ze konstanty v néjakém matematicky formulovaném zdkonu Jje nutné uréit z fyzi-
kdlnich m3feni. Provedeme~1li vice takovych m&Feni, nei kolik hleddme konstant,
dostaneme “pleurdenou” soustavu rovnic, tj. budeme mit pro neznémé konstanty
¥{ce ¥ovnic, neZ kolik je neznémych. Kdyby zékon platil pFesnd a mdbeni by
byla rovn&Z presnd, mohli bychom z.dané soustavy M rovnic pro MV nezné-
nych (NAv2Mv ) vybrat <teroukoli skupinu MV rovnic, ostatni vynechat, a
dostali bychom vidy tyZ vysledek. To znamend, Zs by byla soustava rovnic kom~
patibilnf (rovnice by si navzédjem neodporovaly). M&Feni v8ak byvajl vidy za-
t{Zena chybou, a tak rovnice nejsou kompatibilni. Co pak? Kieré z rovnic méme
vybrat a které vynechat, abychom ziskali Fedeni, JjeZ by vystihlo skutefnest
8 nejvdt3{ pravdipodobnosti? Tuto dlochu rozfedil Gauss dlmyslnou a genidlng
met odou. x) Doporuéil pojmout do vypoltu viechny rovnice (tj. nezavrhovat
pfedem %244nd miFeni) a hlsdat jejich nejpravddpodobndjidi feden{ metodou nej-
mend{ch &tverct, tJj. tak, aby soulet &tvercl levych stran anulovanych rovnic
byl nejmendi. M&jme napf. soustavu &ty¥ rovnlc pro dvi nezndmé konstanty X, ,

Xo @
xq*)‘zﬁl

X1 - XZ = 1 (2.17)
X4 + 2Xz =3
Z%a + X 7 2

Pro jednoduchost Jjsme zvollll celolfiselné soulinitele, coZ bychom ovem z fy-
zik4lnich m&Peni nedostali. Rovnice snulujeme, levé strany umocnime a ssélemae.
Dostaneme tak "zbytek”

Ro= (%q #3 =20+ (% ~Xp = 1) 4 (%4 +2 %, =3)" 4 (2%, 4+ %, - B2

Kdyby soustavae (2.17) byla kompatibilni, ddvala by fedenf s nulovym zbytkem R.
Pongvad? tomu tak neni, musime se smifit s tim, Ze konstanty Xq , Xg
budou zatiZeny chybou, takie R >0 . Budeme se vdak snaiit, aby byl zbytek
¢o nejmendi, aby tedy platilo, Ze

R R (2.18)
D x4 =0 ) -;rx-; =0

*) Obdobn3 nezdvisle na Gaussovi postupoval 1 Legendre. Ve svych dvahdeh se
omezime na pfipad, kdy vztah mezi hledanymi konstantami je linedrni.
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To jsou nutnéd podwinky pro to, aby byl zbytek 2 minimdln{. Po derivaci
z rovnice (2.18) vyjde

?‘}""i ht 'LY ¥y = 10

{2.19)
bxa * Fxp = 49 ‘
a tedy
% b {,ﬂ 1@%
b T L 9
- . (2.20)
. o477 E AR R &3"*%
&Mgﬁ 33 U -4 7 4L 9 & 33 23
Dostali jeme X, = % £ 1,03, X, = % £ 0,70.

Caly vypofet miZepe formdlnd zjednodusdit, napifeme-~li soustavu (2.17)
_maticové:

(2.21)

st

IR [ 2
:v, = i . -1 i X o= {X" } {;., = L
% 1 2 % ! Xy S 3
L2 1 2

zoytek R je vliastns kvedraten délky vektoru (Ax-&- ), tj. pedb (2.(4)

i

R o= (Ax-2) (Ax-12) =

i

= (XTAT<LTIUA-2) - (2.22)

XTATA x = 0TAx - xXTATG + ¢T¢-

i

Pondvadi jde o skaldr, Jsou skaldry i Jednotlivé Zleny ne pravé strand rove
nice; podle (2.2}

5 T :
A = XTATE
takie ;
RO=xXTATA N - 0xTATL ¢ 6T¢ (2.23)
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Todminku miniza R nyni napiSeme ve tvaru derivace skalédru R podle
vektoru X :

0
..ﬁﬂ_ = ATAX -2AT4 = 0 (2.24)
X
odkud
TA)( = T@
" A (2.25)
ReZeni Je tedy
= [ =1
x = (KA a7k (2.26)

Dosazenim vyjds

1
1 -1
Ly & = A
—..2 1
A= |1 o1 2] 7 4 o
1 =4 1 £l ATA
WTaVyh L 1 ( 7 -4
LA A " =z
o } 33 L“‘Q 7
r“2-
1
3 = b
L 2
"1 1 1 2710
T = T
A {1 -1 2 1 g 9 = At

>
i
Lt
bv‘}—‘
Y
§
P
H
~3 B
I |
| e e

107 _ (34733
9 | 123/33

Je to stejny vysledek Jeko dfive, dostali jsme Jej v8ak b&Zinymi - a snadno
programovetelnymi - algebraickymi dkony s matici A a & vektorem & .
Porovnédme~11 (2.26) s rovanici (2.21) pozndvdme, Ze matice

R = (ATAY AT
{2.27}
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mé vyznam "prirozené"” inverze obdélnfkové matice A , nebot re3en! rovnice

Ax = b _ ‘ (2.28)

dévé ve tvaru

X = B & (2.29)

Matice B tak nahrazuje inverzn{ matici v uZ3fm sxﬁyslu A-" , kterd ovidem
u obdélnikové matice neexistuje. Soustava (2.21) neni proto v b&Ziném smyslu
slova Fe3itelnd, mlZeme ji v3ak udinit Feditelnou formédlnim vyndsobenim mati-
cf AT zleva: ‘
T

ATAX = A & (2.30>
0dtud plyne pFimo FeSenf (2.26). Neni to v3ak Fedeni pivodni scustavy rovniec,
ale soustavy transformované, nebot nésobit vektor matic{ znemenéd tento vektor
transformovat, a rovnice (2.28) vyjadfuje rovnost dvou vektord. %) Bedent
této transformované soustavy mé& tu vlastnost, Ze minimalizuje zbytek R pro
pivodni soustavu, takZe je to téz reSeni plvodn{ soustavy, aviak jen pfibliZ-
né, nikoli presné. MdZeme je téZ ziskat metodou nejmen3fch &tvercl. Je zfejmé,

%e definici inverzni matice by bylo moZné upravit tak, aby se vztahovala i na
obdélnikové matice.

Prozatim se ném podafilo odvodit "piirozenou" inverzni matici jen pro p¥ipad
matice tvaru M X aw' |, pro niZz M >/mu . Déle viak tyto teorie nebudeme roz-
vijet. Takové dvahy, Jjakkoli Jjsou zajimavé, by nés zavedly pr{li8 daleko;
spadaj!l spide do teorie linedrnich algebraickych soustav. Vrétime se rad&ji
k aplikacim z teorie pruZnosti. Probranou ldtku procviéime na dlohéch, je-
JjichZ ¥eSeni je uvedeno v dodatku na konci t&chto skript.

Uloha 1. Vypo&t&te matici B podle (2.27) pro matici A 2z rovnice (2.21)
a ur&ete soulin BA . Urlete rovnd? soulin AB .

Uloha 2. Dokaite, Ze matice $=ATA sy v ni% A zna%f obdélnikovou matici
tvaru mvx i, M <m , je soumdrnéd singuldrni matice.

(lloha 3. Vychézejice ze zdkladni rovnice X=Kuw y TESp. AL = cX , odvodte
v&ty Castiglianovy. P¥itom 4L znadl vektor posuvd (Jjsou v n¥m v3echny sloZ-
ky posuvil a uhly otoZenf{ ve v3ech sty&nicich), X  vektor sil (tJ. sloZek

®

%) Pritom v - rozm3rné vektory transformujeme do "™ - rozm¥rného prostoru!
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sil a silevych dvojic pro viechny stydniky), K , popt. { , jsou matice
tuhosti, popf. poddsinosti. Pfedpokldddme, Ze byly JiZ vyloufeny posuvy pfe-
depsané okrajovymi podminkami, tekie metice W Je nesingulérnd (¥ikdme t6%,
e je regulérni) a ( = W°

3. PAIKLAD VIPOETU ROVINNE KONSTRUKCE

Pro osvdiend poznatkl z prynf Cdsti semindPe zds uvedenme detellni vwypoe
et vovioné konstrukce. Volfme Ji velmi Jednoduchou, aby bylo moZné snadno
pochopit vypodtovy postup. Uréims deformace styéniku 4 v soustavé nogniky

4-2 & prute -5 podle obr, 2.

Pro prut -3 md matice tuhosti
&

Ve -
+ v lokélni soustave soufadnic » , 4
3 %/ tvar ‘
N - oy
N ; 1 0 -1 © i ,
N Q' - o 0 0 0 | )
A = (3.1}
{% \Q Seewy !“1 o 1 0y
N [ o 0'0o o
'\\ - .
N b i 8T v ol B b e
b kde 7, =4 m.st"h \Q Y2} wmnedi tubost
(“pruéin@veuiknmst&ntm”) prutu 1-79
N Vektor posuvt je pPitom 3§ {i, vV, <. Full
N R

Transformaénd matice pro pruty Je
ftvrtého F44u & obsshujs kyond nul
kosioy & siny dhiv, o klery Je lokdéluni
soustava soufadnic pootolena wvzhledem ke giabélmi soustavé:

Obr. 2

Ao M 80 11 0 o0
b T T e (3.2)
e 0 0 Nl 1
%"0 ¢ @ )\/J L
Zde ‘A = cos 459, Mo = sin 459, ¥ globdlnich soufadnicich vyjde maiics
tuhostl pro vektor posuvd %4&1 Ay Wy mgﬁ? podle {1.15) takio:
e
= <& h -
KL«»:&) T Kan T =
1 -1 o 01 1 0, -1 c:»“’} 110
. R 1 1 0 0 o 0 0 Ot -1 10
% o 0 1 -1 =1 ¢ 1 o o 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 l; 0 P IS )
1 i
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"1 o -1 o][1 1 o o]
4 1 0 -1 o{|-1 1 ©o ©
T2 l-ar 0o 1 o0 o o 1 1| F
-1 o 1 o0 0 0 -1 1
n K 8
T 1 1 .1 w1 ] A
4, 1 1 -1 -1 2 :
Ty -1 -l 1 1 7 (3.33
-1 -1 1 11| 8

K posledni matici Jjesme pPipojili poPadovd &isla, Jejich? vyznam objasnime
pozdsji. Ur¥uj{ orientaci prvkl ve vysledné matici tunosti.

Pro nosnik, ktery Je ke globdlnim souifadnicim ve vyhodné polozs, neni
t¥aba lokdini & globdlini sSoustavu soufadnic,  rozliSovat, tekie transformace

pdpadd. Je-1li vektor posuvil {U., vy 0'1 Uy W 5)‘237 , Je matice tuhosti
nosniku

A 2 3 L 5 6
o 0 0 - 0 0 |
0 np  -6AL 0 -2 -6BL | 2 (349
_ 0 -ept  hper 0 Gpt oper| 3 )
(1-2) -oL 0 0 oL 0 0 b
0 -128 68 0O Mp  EBL | S
0 -6pe 2pr O GpL pL| e

Zde jsme dosadiliol = (ES /E) za osovou tuhost nosntku a (5 = (EJ)/€3, co

" je v¥rsz dmérny ohybové tuhosti Déle znadf E modul pruZnosti, S ) prifen,
J nmoment setrvafnosti priFezu k jeho neutrdlni ose. Celkovy vek‘tor pmsmﬂi
sestavime takto:

. 4 2 3 g 5 6 + &
w = { LL1 ")'1 3‘4 qu_ /U'.L 13‘,_ ‘U\'3 'U's}—r (3@5}

Nad Jednotlivymi prvky tohoto vektoru Jsms pPipseli poPfadovéd Eisla. Stejnéd
Efsla pro stejné prvky Jeme pFifadili i vektorim platnym pro slementérni ma-
Hfice tuhostl a v tomto pofadi jsme Je také vyznalfili u F4dek a sloupel slemen~
tdrnfch matic. Stejns ulinime 1 u vysledné mstice K , kterd bude osmého Pé-
du. Rdd této matice je urden po¥tem prvkd ve vektoru (3.5). PoPadovd &i kédo-
véd &isla mo%ni snadné sestaveni matice K . NapP. prvek c.,.,L vznikne se-
8tenim prvku - /2 z matice (3.3) z druhého F&dku a druhého sloupce (oznaéeni
fédku = 2, oznafeni sloupce = 2, Jak odpovidd indextm hledanédho prvku) a prv-
ku 4'2./5 z matice (3.4). Bude tedy celkem %'9.2. =«i————\-1’)_[3 . Podobnd prvek
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é’,cﬁ = ém = -G/}ﬂ podle (3.4); z matice (3.3) se neptidte nic, nebof
tam nenf poradové ¥islo 6 obsaZeno. Celkem dostaneme - se zkrécenym ozna-

Zenim ¥ = R/ = (55(4.3))/(2€Vi) - tuto vyslednou matici tuhosti:

1 1 3 4 5 6 ? 8 _

kil X 0 ~d 0 0 -2 -%x |4

®  x+12h -CAL o -12pe -6BL -  -x | 2

0 -bpe HpEE o AL ApLE O o | >

K = ~ol 0 0 N4 0 0 0 0 M (3.6)

- 0 -d2p gBL O 42p gpe O O |8

0 -6pL 2PL* © 6pL 4pt O 0 €

-% -x» 0 0 0 0 x 2 ¥

. -% -& 0 o0 0 0 2 2 | 8

Tato matice je singulédrni. Je soumdrnéd a mé na hlavni diagonédle kladné prvky.
Z uloZeni konstrukce vyplyva, Ze 4; = 5 = ’ﬂ‘z = Uy = Vz = 0.

Z matice K tedy vynechéme &tvrty aZ osmy Fédek; zéroven vynechdme i &tvrty
aZ osmy sloupec. Vznikne tak zmenZend matice K‘d’ , kterd jiZ neni singulér-
ni. Je to submatice tuhosti v rovnici

e e ——— - (3.7

v ni% jsme pReskupili vektor posuvi tak, aby byly zv1&3f posuvy rdzné od nuly
a zv143%1 posuvy nulové (ty jsou dény okrajovymi podmfinkemi). %) Vynésobenim
plyne zékladnf rovnice

{Xﬁj = [ Ke 1§ ) (3.8)

z ni% miZzeme vypo&i{tat nezndmé posuvy Uy . Postupnd dostaneme matici
tuhosti ,

1 Q2 3
X +ol % 0 1
-6 n
K o | & mimp TERL (3.9)
L 0 'GPL kpe-| 3

%) V daném pfipadd jsou predepsané posuvy seskupeny vdechny na konci vektoru
(3.5), tak%e preskupovéni odpadé.
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s tuto zévliadni rovnicie

1 2 3 . ) .
[ X =0 3 EE % o | a4
|

1 Ya "”Q\; - §§ 5 x23  -6pe } i wy (3.10)
- ) ' 2| | e
M=d] o0 -6pe  upt® | |

Zafiméd~11 nés Jen sviszly prihybdb, mlZeme matici & vektory pPeskupit do poradd

1 - 3 = 2 s pak Jje rozdélit:
4 3 2 -
[ 7 !
(X, =0) | % O | 2 LMk
{ .

Mol o el (%
LY - @} = LA

W«J

(et - [« rémﬂ

‘\

T +i2fp] Lv}}

Z prvé rovnice vyloudime (§%§ a dosadime do druhé. P¥itom vyuZijeme poznat-
¥u, Ze inverzi diegondlnfl matice libovolného F&du je opét dlsgondlni matice,

v niZ ge misto plvodnich prvkld vyskytuii na hlavni diagonédle Jejich plevrdca-
né hodnoty. Vyjde

[ 4] vl o 11 s
{&j} =" ! 0 i;,!g@% L”‘“"’rM}; %’iﬁ,}
N I
7 | {‘T’a‘} (3.12)
2
-2
frat= (e -€otT St v o+ 1207) (i)
z ﬁ'i
2
=[- aﬁ“{"cﬂ%*z}e +123 74w -



Qdtud

ow o -,

ape wm o Lt
4 N (3.14)

Znaménko minus zna%fl, %e prihyb smdPuje dold, tedy proti kladné ose Yo
Posazenim (3.14) de (3.12) vyjide
. %

Loy = 8] '
O xx - 3B lxea) (3.15)

L G
'1"'; i

R+ B {Re) &

(3.186)

Kdyby nds zajimala posouvajici sfla V a ohybovy moment 1 v nosniku 1-3
poufili bychom napdtové matice, kterd mé dva Padky a StyPi eloupce. Z ni se
v8ak - wzhleden k okrejovym podminkdm -~ uplatni Jen levé polovina:

_ IV YV VU I S SR B L
i v )‘f - 37 4 (YR ; . IR 1hy 4«“'?:3»“ -
M) IAM ban bopus Ao .
© i ‘\,‘V'::z.eV }
L 6‘3” Q
) Ay g 1 z“t% z i
1}51;»& /?};,2_ n ihfﬁ i
49, & 4 3
g5 | 7 o K
I Ly (3.17)
'gm A «;@m [ m«ém, miiw i A i :
Q‘gs % ZQ> PR )j i 4]

Vzorce pouiité.v tomto odstevel byly odvozeny v prvni &dsti ssmindbe.

Zeela obdobné bychom postupovall i u sloZitlych soustsv. Hozdll by byl
pouze ve velikosti vysledné matice tuhosti.

4. SENDVICOVE woswfix

Abychom ukézali odvozeni matice tuhosti pro sloZit&jél typ konstrukéniho
prviu, uvedeme pfiklad vypoltu sendvifového nosniku. Je to vreltveny nosnik
tvoPeny dvime pésniceml, JeZ mohou pPendBel tahové &1 tlakové sily, a eles~
tickou v¥plni, kterd je schopns zachytit jen smykové nepstf. ¥¥pln udriuje
konstantni vzdédlencst merl pdsniceml & klade odpor pPi zatiBend smykenm,
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osovd nepsty jsow vdak ve viplni zenedbhatelnd (zanedbatelng piispivejl k phe-
nogu ohybového momsntul. Skutsénost, kterd Je oviem sloZitdjdf, =i tedy
jdealizijeme tak, Zfe pdsnice pfensddejl sany cely ohybovy moment prostiednic-
tvim tehovyenh a tlakovyeh 2il, Jel v keidém Pezu vytvéPeil silové dvolice,
kdeito posouvajfc! sflu zachyti jen elastickd vypli. Budeme pPedpoklddat, Ze
obd pdsnice mall stejny prifez e %e nosnik Je soumérny ke stPednim rovindm.

Nosnik si lze zndzornit ebdélmikem 1- 4"~ 2"~ 2 (obr. 3), prifem? strany
A-0 , popb. V-4 |, pPedstavuji pésnice. Na obr. 3 je vyznafen pivodni
i deformovany tvar nosniku vztafeny k priferu 2-2' (miZeme si predstavit,
Ze nosnik Jje v tomto priFfezu vetknuty). Vyslednéd deformace vzniksd superpozici
smyku & ohybu, Jjak je naznafeno na obr. 4. PFi smyku je naméhdna pouze vypln,
pFi ohybu pouzse pésnice. Vzédjemnd plsobeni mezil v¥plnd s pésnicemi sl mysldime
soustPedéno do uzlovyeh bodli, JjeZ jsou na obr. 3 a 4 vyznaleny krouky.

Obr. 3 Qbr. 4

Yodorovnd smykova sila Qé se tedy rozdsli rovanym dflem do bodad T a 2
s tan se sioudi se silami Xy a8 Nq , Jak Je zndzornZne na obr. $5. Obdobng
8¢ rozddli i svisléd sila Gfv ~ PRitom ¢  znall smykovy tok ve vyplni o délk-
ce 4 & vydce fv . V prifezu 4-4" (obr. 3) se phenddl posouvajict sila

Y, & ohybovy moment M, , pro n&% plati:

;w/r: = lYﬁ M1 = ‘(M;%y (4,13

% podminek rovonovdhy pro uvolndné pdsnicé dostansme

>\Z = {Z{, - X:@
, 4 ) (4.2}
\’UL - ““";/1 @ """{"(Ziw
Deformace nyni vypolteme pomocd Cgetiglisnovy véty. Nejprve uriime komplemen-
térni energil napjatosti. V doln{ pésnici pisobi tahovd sfla © = X, - ﬁ@}g,
Piisingnd komplementdrni energie napjstosti Je #)

®) Proti skriptin vydangm k prvni £8stl semindPe Jsme zménill oznafeni energie
napjatosti.
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Chn. 5

ig napdetosti v hornd pdsnici, v nif plhaond sila Yoo

P £t e
F A A
P 3 [ £ - #
ORI S S G g ok L = e 4
W&x = R T T ) p Wh etz no Noaw b, ¢ A%
- P L4 # o N ha QRPN
. b
¥ 5 « A G Py T e { o prm A P e T T d AT g B b
Zde  S.. znall prifer viping, y {pomérnd nosunutl). Je=-11 tloudtls

v¥pind =, bude

T o= T F o “g\lt” wo ’ (4.5)

(4.6
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Fomplementdrni energle v celém nosniku je pak

N =W e WS s
3 2
S € TR BAV LU O (4.7
n.-.g'vo ' [4% 1 ' ngf
Pondvad? k vzrlstu energie W= ptispivaj{ pti deformaci zéroven dvs sily X,
a dvd sily Yﬁ , bude deformace déna derivaci poloviny energie napjatosti
podle pPisludné s{ly. Tedy
AV
1 YW < ; 4
Ah,s = eme s = H . P V4
T TN TR
= e o{v——n '::va n ___z z x ; 28 (4.8)
2 9y, S5 W VTR T Y
Tyto rovnice lze napsat pomoci matic takto:
[ 2
{!'W@ \i T Sp £ S dv XI
b= ‘ ” N (4.9)
) 2- e . L ) Y1
ER Eo it GS.
Inverz{ metice druhého $édu a dpravou dostaneme Feleni
. ’QES% . %Eva) _ 53
X ¢ et T | [ A
- I
_ g—,-g.u. G’gv Ay
il{ - ll:,'u n

(4,10}

P¥ehlednsd j8d vzteh dostaneme, rozd&lime~li &tvercovou matici v posledni rove
nici na dvé matice:

(X)) [ES. |1 o]v 68, | &
)=\ '

0 0

"&6‘/ ‘u;{)
L T el ) @’k
AT T TV & 1

(4.11)
Ze Schwedlerovy vaty il,- M, =V, Vi=V,, takZe s pouZitim (4.1)
Kol = Xoh =LY, Yy ==Y, Bude proto
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X, ) -lom2gl (Y,
(4,12}

‘d ) o -1 Y,

T¢% vztah plyne i z podminek rovnovéhy celého uvolndndho nosniku. Dosszenim
(4.11) do (4.12) vyjde

KBt o] es U - cR]yfe |
Y ¢ o o A | v W ] (4.13)

Rovnice (4.11) a (4.13) nyni postad{ k sestaven{ matice tuhosti. Ve vztahu

T

( X, ; Ay

Y, {» Ky !‘<n. g
D S Y ) S - e (4.14)

Xﬁ- Kﬂq’ { K‘L’L 9:'

v, L £et

zndme nyni k%1 - to je soufet matic v oblé zévorce (4.11) - a Ky -
soulet matic v oblé zévorce (4.13). Déle plati, Ze kql = Kg , nebot mati-
¢e tuhosti je soumdrnd. PPihlédneme~li k soumdrnosti nosnfku & ke smyslu pl-
sobfcfch sil, snadno zjistime, Ze metice KKu; se 118 od Ky  jen znamén-
ky u &lend na vedlejsi disgondle. Celkem tedy bude

{ X ’ X Y - ,

X“ 1 0 ! -1 0 FRIE IS A AW ¢z}

. : !

N eS| 0 0 , 0 0 65, |tn e -wH) V|
AT T Y e o s Tl 4a.15)
IS ¢ -1 0 |I 1 Y LAY T e d iy ! 2% Ay &in °

Yo o 0 j 0 © the -alan AT

Matice tuhostl je zde sloZena ze dvou matic; prvni vystihuje "tuhosi” piirub,
druhd vyplné.

Sestaven{ matice tuhostl je v tomto pfipadé zcsla obdobné Jako u obylej-
ného nosniku. Zeklddéd se viak na nékterych zjednodudujfcich predpokladech
¢ vlastnostech pésnic a vFplnéd & o zpiscbu pfencsu 2il mezl nimi. Js Jjasné,
te ufitednost vypodtu zdvisl na tom, Jekd zjednocdulieni Jeme piijali pro zé-
k¥ladni element. U sendviového nosnfku Jjsme napf. neuvafovsli ohyb pdsnic a
vzdjemné plsobeni pésnic a vypln& jsme soustfedili do uzlovych bodd. Kdyby
se ve skutednosti pPenédBel silovy tok z vyplné do pdsnic spojité, vydla by
matice tuhosti pondkud sloZitgjsf., Vystaéili bychom vBak 1 8 rovnlecf (4.15),
kdybychom rozdslili dany nosnik na v&t¥{ polet elementt. Pripomefime poznatky
z prvnl &dsti semindfe, JeZ se tykaly pFibliZného Fedeni spojité zat{ifengch
nosnikd,
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5, OBECNA PROSTOROVA RAMOVA KONSTRUKCE

Prvky této konstrukce budou nosnfky naméhané dvouosym ohybem, tahem &i
tlakem a krutem. Predpokldddme, Ze Jde o volny ﬁ(rovnomérny) krut, ktery sém
‘0 80b& nevyvoléd Zédnd normélnéd napéti. Lokdlni soustavu soubadnic volime teak,
aby osa X spadala do stiednice nosniku a osy '\} , Z do hlavnich os pri-
¥ezu nosniku v rovind X = O. Nosnik mé konstantn{ prifez. Na jeho kaZdém
konci budeme mit tyto nezndmé sloZky posuvi: :

(1) posuv ve sm&ru osy X ceree A
(2)  posuv ve( sm&ru o8y ] veses  Am
(3 posuv ve sm&ru 08y % erane AL
(4) thel otodeni kolem 08y X  «.c.. :3“;
(5) dhel otodeni kolem osy '\Z 'E
(6) dhel otodenf kolem 0Sy Z +eese Wy

Tyto velidiny jsou kladné, smdPuji-li jejich vektory ve sm¥ru kladnych os:
SOUFanE. PouZivéme pPitom disledn& pravotodivého systému, takZe napt.
dhel 0‘,& pisobi kroucen{ nosniku a je kladny, tvo¥i-1i smysl otoieni s vek-
torem ve ‘sm&ru osy X _ pravoto&ivy 3roub.

V dleze 3 Jsme se mohli pPfesvidldit o tom, jak je vyhodné; ozna¥fme-1li
sloZky vektord posuvi a sil poPfadovymi &{sly. Plat{ to zejména o velkych sou-
stavéch. Pofadovéd &{sla maji podobny vyznam jako sm&rovaci &isla na poits,
usnadnuji rychlou orientaci a sprévné skldddni matic jednotlivych elementt
do vy¥sledné matice. Ozna¥ime proto posuvy v uzlu &i styénfku 1

aZ 6 a pro v8schny druhy posuvd ponechéme znak «
v prvnim uzlu bude

¢isly 1
, takZe vektor posuvd

5-1 = {_’u..i Ay Uy Uy Up (,(,6 gr = {%1 W Wy &11 04\}1 \?‘11 ?}T

Tak nap¥. 4y 2znadf posuv W; , s 2znadf dhel ’J‘?‘ . Obecnd v & -tém

uzlu zavedeme poPadovd €isla posuvid (6«2 -5) a%f 6{ :

-

5{‘=;‘% “w. ... 4,(..1}?

R 3 (5.1)

Slozka Wir pak zna¥fl posuv W3 t¥etfho uzlu, sloZka U3z znad{ thel
17'«313 t#indctého uzlu. Podobn& oznalime i sily:

. ‘
Xi = {Xéi'f X€£~'~+ XG«:-s ~----~Xg'§ N (5.2)

1

’
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Sloika X?S tedy znalf{ s{lu plisobic{ ve tFetim uzlu ve sméru osy <
sloZka X;; zned{ silovou dvojici, které pisobl ve t¥indctém uzlu kolem

o3y ¥ . Pokud budou tyto veliiny vztaZeny k lokdlnim soufadnicim, budou
oznateny pruhem. Sily pisobici na element 1 - 2 jsou zekresleny na obr. 6.

Obr. 6

Obdobns by bylo moZné zakreslit i posuvy. PondvadZ Jjednomu prvku pPisludl dva
uzly a v kaZdém z nich je dest néznémych sloZek posuvi, popf. sil, bude ele-
mentdrni matice tuhosti dvandctého Fddu. Pro vétdl piehlednost ji rozdilime
na &tyfi submatice Sestého Fédu:

| ()
x‘l- : ‘Iz
J X [ ke Ko ‘:‘sk
N Ve
} 81 K:? % Ksn | j # | (5.3)
' ! J \ o
| % 7
Zavedeme Je3t3 zkrédcené oznadeni
EJg . EJ-
= ek z
A JE Pz = —p
o = ¥ = =

a dostaneme tyto submatice:
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4 Z % = Y i
X 0 o) 0 0 0 g
o pB: .0 0 0 GHhL |
QE N 0 0 2hy 0 ~G§§¢ 0 3
o 0 0 0 ¥ 0 0 +
0 0 -GHzL O ufger O 4 5
| o ¢ht O 0 0  hhzH ©
a 8 G 1c 1 17 -
[ - 0 0 0 0 0 4
0 124 O 0 0 Cpze| ¢
. 0 ~fpz; 0 -Ehze O | 3
, 0 0 0 - or 0 0
- 2.5z 2* 3
0 (;ﬁ;,ga 0 Lpget o
0 =-Gpsy O Y 0 2z
7oL KT
sy T B
: ¥ 2 g 10 it 12
- -
B 0 0 0 0 0 ?
o Mups O 0 0 -6pzd| B
v = 190~ o q
Km. = O‘ 0 11@% 0 @pge 0
0 0 0 v 0 0 16
L - -2 4
0 0 | Ghge 0 hpget 0 "
0 ~Gf. 0 0 0 kst m
L ‘0(5‘;‘2 . ’ [5"—2_ 7

Potrebujeme~li pFevést tuto matici do globdlnich soufadhic, pouZijeme k tomu
transformaéni matici T , kterd Jje rovnd% dvandctého F4adu. Rozddlime ji na

Sestndct submatic t#etfho #4du, z nich? jsou nenulové jen submatice na hlav-
n{ diegonéle : -

= O bbb el de b (5.5)

0

- 33 =



{'\i s Vg
A= ! Ao Mg 8] (5.6)
{
i /\,z /’Li V.
Zde znal{l

Ag = cos (x,T) /A; = co8 (w,i) Vr = cos (z.X)

,L;g- = cos (X, %) Mz = cos (y: %) U.g = cos (z,%)

Ay = co0s (X.Z) Wy =cos (%,1) y- =cos (Z,3)

Odvozeni transformadn{ metice bylo vysv&tleno v prvni &4sti semindfe a Je
také z¥ejmé z dlohy 6. Pro transformaci plat{ vztahy:

X = TX w = lu
X = T°x w =T (5.7)
K = T'RT

Provedeni t&chto transformac{ ponechédme politadi.

(fLoha 4. Osazeny hirfdel, jehoZ prim&ry jsou v pomiru 4{ 2: 1 (tj. asi
119: 100}, Jje na obou koncich vetknuty a zatiZeny dvéma stejnimi krouticimi
momenty podle obr. 7. Vypoltdte uhly otodeni prifezd 2 a 3.

A4;2 fvhﬁ

9 X Z
=4 —
é'] v \7 Z
2 3 4
- L vkt L oo L -
Obr. 7

Uloha 5. Odvodte napstovou matici pro nosnik raméhany rovinnym ohybem &
krutem.

(loha 6. Pro s{ly X s ? pisobic{ v poldtku lokdélni soustavy soufadnic a
pro prislusné posuvy { , ~ plati rovnice



<t =4

y (2. [{9, z:_,n} %wg
4 % SRR RS
Transformujte matici tuhosti nejprve de
’ os X , 4 a pak do os X, §, vznik-
'C) 4 XL, 1ych zmSnou smyslu os v pSvodnim systému.
& soufadnic (obr. 8). Jak by se zménila mati-
3;////////, ce tuhosti, kdyby se zmdnil smysl jen
&{f

u jedné osy (napf. osa «g by predla do
osy % , osa X by se nezmgnila)?

Obr. 8

loha 7. Ur&ete prihyb pisobi3ts sily Q u balkénové konstrukce podle

obr. 9. Ohybovéd i torzni tuhost vBech &4st{ Je td%Z. Posuvy, popd. sily,
oznadte pribiZnymi poradovymi &1Isly, JjeZ Jsou pro polovinu konsirukce zskras-
lena na obr. 10. Jédnoduché 8ipka znaldi posuv, popi. silu, v uisdim smyslu
slova, dvojitéd Sipka znadf hel, pop?. silovou dvojici. PPi Felernd wyaZijte
soum&rnosti. A

Obr. 9

Uloha 8. Jaké kontrolnf vztahy musf{ platit pro elementdrni matice tuhosti

i{u_g 8 Nig3) 2 dlohy 77 Nédvod: hledané vztshy pro prvky matice tuhesti
vyplynou z podminek rovnovdhy elementu.

{loha 9. Odvodte matici tuhosti ktlﬁ) v dloze 7 pomoci trensformalni mati-

ce, znéte-1i K(Mi}“

§
e
L8

§



6. SOURADNICOVE OSY SPJATE S UZLY

Budeme Jjim krétce Fikat "uzlové soufadnice”. PouZivéme je jen ve zvldit-
nich pfipadech. Kdybychom napf. vySetfovali deformace a napjatost volného ro-
tujfcfho prstencé, mohli bychom jej pFibliZn& nshradit soustavou relativng
krstkych primych prutﬁ podle obr. 11.
Pruty by prenddely pouze teh, nikoli
ohyb. Tim bychom pFibliZin¥ vystihli
Jjednoosou napjatoest vwe skuteZném prs-

. tenci. Je zPejmé, Ze pro danou sou-
sta¥y Je vyznadny radidlnf{ a tangen-
¢idlnf{ smdr, ktery v3ak nenf typicky
ani pro lokdlnf, ani pro globélnt
soustavu souradnic . Zavedenim uzlo-
vych (noddinich) soufadnic se vypo-
tet prutové soustavy podle obr. 11

z Jednodus{ obdobn&, Jako kdyz pro ro-
taén¥ soumdrné pfipady zavedeme po-
14rnf scufadnice misto soufadnic v v :
kartézskych. Uzlové soufadnice ot y oo T e =

i .
%) platt pro uzel (©) a jsou ' Obr. 11

zvoleny v radidlnim a tangencidlnim
sméru., Uzlové soufadnice Jsou tedy v kaZdém uzlu Jiné Pro element () C)
_Jsou zakresleny téz lokélni soufadnice _L . @} «

Pro nadi konstrukei je typlcké Ze tangenciélni posuvy a tangencidlni
vngj8{ s{ly jsou ve v3ech uzlech nulové. To lae - jak jedt¥ uvidime - snadno
vyjédarit v uzlovych soufadnicich, kdeito v globélnich soufadnicich by to bylo
'mnohem obtiZn&j31.

Elementérni matici E definujeme ov3em vv'lokélnich soufadnicich X ,
g. y které Jsou pro kaZdy prvek Jjiné. Tato matice bude &tvrtého ¥&du, nebof
v kaZdém uzlu méme dvé sloiky posuvu. Pak budeme matici transfarmovat do glo-
bdlnich souradnic. Bude jako obvykle platit Ze :

X=TX -+ Z=Tw B _ (6.1)
Z rovnice X = K&  vyjde TX = E'ﬁ,uv a po vynésobeni matic{ TT  zleva
X= TTKTw o (6.2)

Transformaéni matice je pfitom étvrtého P4du. Lze Jji rozd&lit na submatice
druhého Fédu:
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!
- A 0
{ - ——de e -
A
- 3|
_[\ = /\'I /u‘i“
Ay My
Zde
Lz = cos (%, %) fx =
- = cos (X.G) =
Ag 1 Mz

Symbol (X, %) zna¥{ thel, ktery svird osa X s

cos (y‘?)
cos (%, Y)

—

osou X ,

(6-3)

(6.4)

(6.5)

Obdobng mi%eme Pedit i1 prechod ze soustavy uzlovych soufadnic ke globdl-
, abychom Ji rozlidili od ma-

nf soustavé. Transformaéni matici oznadime H
tice T . Bude

S CA i

&y o
o= PN
0 | A i
_ )vtf) €]

¥
A T
..!\“%‘\ "«“g_‘“

Vektor sil v uzlovych soufadnicich napk. pro selement @D - CE) bude

X@u) - XUL) - {Xlﬁ) Y('-‘.\ X(b)\((3)}

Obdobny vztsh bude platit i pro vektor posuvi.
Pak

GREEY s Hae
Do rovnice (6.2) dosedime z (6.8):

H T x TRT AT
X T RT W

w 3T -

T

(6.6)

(6.7)

(6.8)



111

[« 13
,} N (6.9)
kde
o= I SR S o et (6,183
= LT KT WY = e L

PF4 tschto transformacich je t¥eba dbdt, aby osy soufadnic tvofily diasledné
pravotolivy systém; nep¥. na obr. 11 Je tifeba si plfedstevit, Je osy 2z
¥ , popr. =Y, sm&Pujf vechny pred nékresnu.

¥

w ,

V nafem p¥ipadé budou matice Ky viech elementd stejnéd, Je tedy
lhostejné, s jakou matici K , popP. K |, provedeme trensformaci (6.10).
Zakneme t¥eba s elementem (£ - (3) , pro ktery

S oo 4oy
/'!ka}: 1Y e /Mﬂ z = %‘{ e
‘)\I 9 = : .1. o oy =
¥y oot M5
S oznadenim R =ES/ L vyjde pro vektor it = | Lhy G A L§§Q
[ -1 1 1 “’g
A 3 <3 A
K e e + + - (6.11)
L |- 1 1 -1
b . 4 3
g., 1 g, e 1 Wj
Dédle vyjide .
'B ;
%) [S4 e e
f‘m A LA ) 5 7
T L TS A 3
ki Py z 7
e ! ; 5
l\,m ® Vot N e X
- W5y . \3) :.«» %
‘ Ay My - 5
& < N g =

takis
; jﬁ 1 ; 0 0
AN i V
¥ AN } A -1 30 o 0
! = - MVWT@M% e g = m;;‘ T n:w w;” e e W‘w{fﬁiw {6@1;}?}
S e A
i Lo o -3 1




, P o . . . T
Vyrdsobendin (6.31) metic! =  (6.12) zleva a maticf Tl zprava vyjde podle
{6.107

§ - 2(3 .2 ‘- 23 , E
g o . 2 4 2:? -2 -4 - a{wjt
S 3 i3 (6.13)
) 4- 20 -2 4 - 213 . 2
: : -2l 2 4+ 2(3
Teto matice je singuildrni a vztshuje se k vektoru
fwi,'xi"; - % 2 J\}U o Lol {{b&?ﬂ - (3) }
! e ’ B
Pondvadd v =0, W = 0, miZeme druhy a &tvrty sloupec a druhy a

Etvrty Pddel Skrinout. Pak

(6.14}

zmendend matice <% v rovnici (6.14) Je stdle jedtsd singu-
. Zw Jeme pPedepsdnim nulovyeh obvodovych posuvd jedtd ne-
ronyh ﬁﬁ%éky* Q; o C§) . WiZe se pohybovat koncoviml body po

P Inisn peprscich. Jednotlivé body na této Uselce by konaly elipticky
pohyb. PFedepifeme proto jedtd podminku &U”’m_&d“} {radidlni posuvy uzld
fsou ateind) s dostanems o

LA T VT
jf& . R 243 {f,,e;m'
|« ® El W (6.15)
\ 243 ]
shkud
iy ey i‘i, ]
;{%“ ‘ g Qﬁ) w wa J“:‘{“ (6»}-6}

OdatPedivoun &

1 pisoblcd na &4st vénce o prifezu S & mirné hmotnosti ¢

vymenenou v gdidlinimi Pezy svirejlcimi thel 30° uréime takto:

o K . T i - N Py -
Fo-wrSzre s = Sgwyt ‘ (6.17)

Zlime Ji stejonym dfllsm do obou uzll; dostanems

. ;“.Y ' 4 B 3 "
X7 X =TT oG T (6.18)
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Potom z rovnice (6.16)

oy _ K 4 - r 27 A, 15°
‘” dam & 0T T T Es Sewtrt-
2,.3
fwr (6.19)
= 4015 ——

Chyba vypodtu radiélniho posuvu tedy &in{ pouhyech 1,15 %. PPL vypodtu napstd
mdzeme postupovat bud tak, %e uréi{me nejprve prodlouZent

) ng 7"3

2 W sin 150 = 0,523 = (6.20)

al \2-3)

a odtud silu

$
[ =3
=

T - A - L,.2
P o3 T8¢,y = DO WS (6.21)

nebo se miZeme vrdtit k lokélnim soutadnicim a pouzit napstové matice. Tento
druhy zplisob bychom pou%ili jen pPi FeSen{ Ylohy na po&itadi. Pro rufnf vy-
poéty se nehodi.

Na uvedeném pffkladu jsme poznali, Ze kiivé pruty lze pfibliZnd nahra-
dit soustavou prutld pFimych. Plati to i o prutech ohybové namdhanych, které
lze nehradit soustavou reletivng kratkych pFimyeh nosnikd. Mohli bychom oviem
odvodit matice tuhosti i pro zakifivené pruty - elementy, nebudeme se tim viek
zabyvat.

7. ELIMINACE VOLNYCH UZLG

Jako "volné” budeme oznatovaet uzly, v nichZ neni pPfedepsén ani posuv,
ani zat{%enf{. Zpravidla nds posuvy t&chto uzld v prvnf fdzi PFeleni nezajima-
J1, takZe Jje z Pefeni eliminujeme. T{m dosédhneme zmenfSeni $ddu matice tuhosti,
pro kterou Je tFebas najit inverzi. To mi%e byt u velkych scustav velmi vyhod-
né.

Volné uzly oznafime indexem (5 , ostatn{ pak indexem o . Seradims je
ve vektoru posuvl za sebou (Jje-1li tFeba, pleskupime pofadi prvkd ve vektorech
i v matiei); budeme tedy mit

K
{w.{«.ﬂ} o | S 1 Kas {Jﬁ‘fmg (7.1)
K{.‘m. L Kan
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Tuto rovnici rozepiSeme na dvé; z druhé vyjde

4

R/LE:\ = ""k&/’}) {<f‘3‘x, M;Q{ (7.2)
2 z prvé

-..4 .
Ko = (Kon = Kap Kpp Kpay) iy (7.3)

. 3 .
Pritom oviem E<ﬁma%}<%A . PouZijeme-1i v rovnici (7.3) oznalent

- i P | P
dostanenms zdkladnf{ rovnici bez wvolnych uzld:
; PP (7‘5)
¥ s ;‘(
hca K U

Uredeme p¥riklad. Prutovd konstrukce na obr. 12 je sloZena ze t#{ stej-
nych substruktur I aZ
ITI, piicemZ v kaZdé
2 nich Jje p&t vnitfnich
uzid volnych. Napt.
v substruktufe I jsou to
uzly 4,5,7,9 a 18
Nejsou spoleiné ani niko-
lika substrukturédm, ani
v nich nejsou pfedepsény
sily &i posuvy. Proto
jsou v polatedni fézi Fe-
. Obr. 12 Sen{ tyto uzly "zbytelné”
a mliiZeme Jje eliminovat.
Vy¥slednd matice tuhosti
by méle velikost 66 x 66. Vynechéme-1i vBak volné uzly (k tomu Jje t¥eba inver-
tovat matici Kppa o velikosti 10 x 10), bude mit vyslednd matice tuhosti K ¥
pro celou konstrukel velikost Jen 36 x 36. Uzly 12 a 22 oviem nemiZeme elimi~
novat, pondvadif bez znalosti posuvld v tichto uzlech bychom nemohli vyJjddrit
souvislost soussednich substruktur, nemohli bychom adicf sloZit pfislusné mati-~
ce tuhosti.

Poznemenejme, %e prvky matice K Jjsou odvozeny ze viech elemsntérnich
matic, takie Jje v nich zahrnut i vliv volnych vzld, cof vyjad¥uje druhy &len
v rovnici (7.3). Wejde tedy o Zddnou p¥ibliZnost; Fedeni Je prévé tak plesné,
jako kdybychom vy3li z Uplné matice tuhosti K (neuvaZujeme-li oviem mo¥ny
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rozd{l v numerickych chybédch vlivem zaokrouhlovéni). Z4leZi-11 ném i ne po-
suvech volnych uzld, vypofteme Jje podle (7.2). Eliminaci volnych usli Jeme
tedy nic neziratili.

8. DELENI VELKE KONSTRUKCE

Je~1i konsgtrukce pfilid velkd, takie bychon anl newchll invertovatl mati-
ci tuhosti na pofitadi, kterd mdme k dispozici, mifems konstrukel rozddlit nas
dvd Bdsti (pop¥. 1 na wice #dstl), WNa obr. 13 je schemsticky zekreslens
takové konstrukce. Uzly of
a 49 Jjsou zakotveny na rému,
Jsou v nich tedy nuleové posu-
vy. ¥V celkové matici tuhosti
vynechéneg sloupce g Pédky pPi-
slufné ténmto uzldm, a tim vy~
hovims podninkdn uwlodfend kone
strukee. Uzly /3  spojujd
tdsti A & B, s nimi te-
dy musime politat. Posuvy {¢,
Jsou spolednd obdme substruk-
turdm. Voiténd ugly & posuvy

@g? B 4¢§ nejsou na
obr. 13 kresleny. Kdyby to
byly wolnéd uzly, mohll byechom Jje eliminovat metodou, kterou Jsme ukdzgli
v pfadchozf kapitele. Obecnd vi3ak na tyto usly pisobi vndj8f sily Xﬂ g
popt. X% . Muoefme proto postupovet Jinsek. Nejprve si myslime, ¥ uzly /3
Jsou pevné vetknuté, tJ. me = [} . Levym hornim indexem vyznalfime prvni £&
zi fefen{. Pro substrukturu A dostaneme

A i A 1.5
iwi‘iﬁw} LK ML I % (8.1)
=3 wmgmmwm‘z«&»fww P —— @
R, SRS I

V této rovnici znali X§ vnéj8l sily. Qﬁ reakce v uzlach ﬁ§ « Dbdobng
rovnice platf{ 1 o B4sti B . Tyto rovnice rozepffsme & vypoltens

4

WY < DA 00Y

P T (8.2)
[RaY = TR IIKE T {X,)

it
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USSR
index A za B . Rownice

reskeoe ve vetknut¥oh hranifnich uzlech B

”@%ﬁtgﬁii Ll 1»‘5'}? @

. "
¥ Pefand (8.2

tikena ¥ wnd i8imi silant s w¥jiinkou

ool dvE vownles vyidou pro substruktury B

. Bude tedy v téte druné fézi fedend

. Stedd jen zaminit

{8.2) tedy predstavuji posuvy vnit¥nich uzll a

. Ty viak ve shutelnosti nejesou

81l X3+ Xg = Fp = -Ra- Ra
Xy =0 5 Xg=10

T ? 4

voit¥ol wely se steoou volndwi. Rowvnice (8.1} bude wit nyni fvar

T n i ) ’E .

% 4] 1 Ky K {
o | | b 2L -
;& oa 4 i

*W?ﬁ Ko EKM J

T nY _ 1 i, A9t A
é %&2 1 R % %@z}‘ E Mﬁ%}

fyh) e A A
VXY = (Teh - Tl

P X b= LR T U,
kde (stejnd Jeko v kapitole 7)

2

w?

iy,

%

pudeme superponovat posuvy v celd konstrukel, Jef nebude zaw

tekis

(8.3)

(8.4}

Ayshe A Ly (2
K 3V Tkg %0 (8.5)

(8.6}

gﬁ VI . T ,»'ig‘ T 4 | PR - B
Lotsd T th'fli A b Twnq z i Koy ? LKy s
Obdoond dostanens
7 X B o %{: w1 (L i (8.7
U¥a 0 = L Rg I g ] 5.7

Adicd matic tuhosti K, a Ky & sloufenim sil v uzlech £  dostaneme

L . Wisladné posuvy pek



A 1 2 A
U = Mo o+ g
Iy
LT "‘\.LCB + Q-"CL%,
_ Q. (Ba 9)

VyuZili Jjsme tedy principu superpozice. Jednou jsme Pe3ili konstrukei s vnél-
3imi silami a s vetknutou hraenici mezi &dstmi A , B izﬂm =Q) . Podruhé
jsme vynechali vn&j8{ sily a uvolnili (relexovali} wuzly B pPipojenim zé-
pornd wzatych reakcf v té&chto uzlech z pPedchoziho FeSeni. V prvnim pFipads
se Fed8f kaZdd &4st konstrukce samostatn®, v druhém pfipadd 1lze eliminovat
vnit¥ni uzly, nebof vynechdnim vn&jSich sil se stanou volnymi. Lze je proto
eliminovat metodou vyloZenou v kapitole 7. V¥sledné Fedeni je pak dénc sou-
étem posuvl z obou 4{18{ch dloh. P¥i téchto df1l&fch dlohdch vystedime s ine
verz{ podstatns mensich metic, neZ kdybychom ¥edili konstrukeci vcalku.

9, PRESKUPOVANT MATIC. INCIDENCNT MATICE

Metody, které Jsme prévd probrali, fasto vyZeduji, aby prvky ve vekio-
rech byly sefazeny uréitym zpisobem (nap?. zvlésf pro wvnit¥ni s zvidsi pro
okrajové uzly apod.). WéEkdy jeme prote nuceni poPadl prvkd ve vektorech zmd-
nit. Tomu pak ovSem odpovidd i zmEn&né uspordddni prvikd v maticl tuhosti =
ve vektoru sil. U matic malého Fédu je takové pieskupeni snadné, ale u vel-
kych matic Jje takovd operace mélo pfehlednéd. K zapséni potfebného slgoritmu
miZeme pouZit maticové transformace pomoci tzv. incidenni metice. Dany vek-
tor posuvl oznadfme L , pPeskupeny vektor 44 . Mezi nimi bude linedrni
vztah

4= Nuw - (9.1)

Zde N znali &tvercovou incidendni matici. Mé tu vlastnost, Ze urduje prv-
kim ze starého vektoru misto ve vektoru novém. PotPebujeme-1i pifesuncut nap¥.
prvek 4Ly 2z € wtého\?édku vektoru W na misto iZ% , tedy do % -téno
P4dku nového vektoru 44 , musf mit incidenéni matice z¥ejm& v o ~tém Fédku
a U -tém sloupci jednidku, kdefto ostatni prvky v témZe PFédku Jsou nulové.
Uvedeme pPiklad pro pPeskupeni po¥adi prvkd ve vektorus

ALy 0 o} 1 0 &£1]
{ﬁ} " = o 1 0 0 p (9.2)
1. Ay
i 1 0 0 0 Uy

w &b =



posurl se mdnd 1 poPfed{ sil:

B

y,.“\
e

Jak sz mi3nt metice tuhosti N 7 Desedime~1i 2z rovnic {(9.1) & {($.3) do rov-

nice X = K , wvyids

¢ et
NTK o« KNG
o . PN o
K= NN O
tekie
A

. tuto trensformeci & metict N podle (9.2},

o o
O
it
[

[
ok
L T
I S
o
B
s
4
B
o
[
o~k

5 x
oy &y
e by o,

3" P!
3 % t‘}‘;ﬁ ‘}
£ e T
e 50 faabr b 00,
K 7 -
oy oty (A3 E

Jak jeme 3i% uvedli, mé incidend kaidém

2 pek uv¥ Jen nuly. Inverznd maticl najdeme proto velmi

e tPetim PEAky Jednilka na druhén m
inverznd matice JNT

druhdm mistd {(ti. ve

Wk

% (44
fetd (t3.

¢

n Padkul. Jeding :
v tPetin PFAAku ne tPetinm mf

disgondlie), kdeito ostatni p 7 budon v temto Fédku nulowéd. T
#e musi pletit vezteh N * N

4 jeﬁm&i%&ﬁé meticl

metice N Je tedy ortogoendini. Proto
~
i ¥ A PP
K= NKN K= NTRN

Nemusime tedy hledet inverzni malici ve vezorci (9.4), st
tfansp%n@vat@ Souling metlic pedle (9.6) nlie

ponachat podilady



Nikdy se stévd, Ze pot¥ebujeme, aby se stary vektor v novém wekioru ng-
kolikrét opakoval, & to pokaZdé v Jiném poradf. V takovém pPfipadd je inci-
dengni metice obdélnfkové, Uvedeme zase pPiklad:

~ 5

Uy 0 O 1
YUa 1 0 .

Ay
weo | 1 0 0 k !

L & = e s < 4 ’u&;;% (9.7}
Uy 0 i G ]
Suxi,(«g}

Ady 1 Q 0O
Uy J o] o i

Stejn& bychom postupovali, kdyby se v novém vektoru opakovely jen nékteré
dsti z vektoru etarého. U obdélnikové incidenini metice nelze ovien hledat
inversi. %) :

Uloha 10. Najdste incidendni matici, kterd z daného vektoru o psti prveich
{CM Ay, Clg Gy QrE’vyt?oﬁi vektor (a; Gy Cog, aq,Chw%‘ﬁ presvédite se, Ze
vskutku NN =T,

10. Oepornt zPlsos zaarwurt xonsTrux®wicn zumdn po virolru

Vv prvni 84sti semind¥e jsme probrali splsob opravy matice tuhosti pPi
konstrukénich zméndch vyuiitim prineipu superpozice. Nyni tuto metodu formal-
né zdokonalime. Postup vypodtu upravime tak, aby se hodil i pro velké & slo-
%4%¢é konstrukece, DileZitdn po¥adavkem Je zde pfehlednost, snadnd slgoritmizas
ce a Uspora na podetnich operacich, zejména pfi inverzi matic. Pokusime se
tedy upravit metodu tak, sbychom nemusili znovu invertovat celou metici tu~
hosti, Jak jeme to &inili v prvnd Edsti semindfe. Pozdsji uvidime, Ze skutef-
né& stadf{ invertovet metici podstatnd mendf{:; Jeji{ velikost zdvisi na rozeahn
konstrukinich zmdn.

) Pondvedi tato matice urduje wmistdni prvkl jednéd metice v metici drubé,
pousivd se té¥ oznedeni “lokalizalni matice”. V programech pro sapodinné
po¥fitade se viak této matice uifvé jen z¥idka, nebol zebird pr{lis velkd
nisto v p&mé%i@ Hahrazujems Ji soustavou plimfeh pPikazl pro pbemistind
ppvkd.
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Vyjdems ze zdkladnich rovnic
X o= ww w o= X (10.1)

wie K je matice tuhosti,
it

C=k™ natice poddajnosti.

,(7(,

Obr. 14

Predstavme si tieba prutovou soustavu podle obr. 14 & piedpoklddejme, e
se zudnd prufeszy prutld vyznalenyeh dvejitymi Bdrami. Je zPejimé, %e se zméni
Jenom ty prvky matice tuhosti K, které se vzishujf ne uzly 4 = 15, 19,
22, 23, 26 8 29, tJ. na posuvy

; 2 P ; , , 1T
{”ka { u’m oy sy Yag m% %% Uig %% “’m '{”{'m {’bm W % 3

Vektor posuvd pfeskupime tak, abychom tyto posuvy msli zv148f; zékladni rov-
nice pro pivodni konstrukcei bude

" boa \
AL Con 10,5 ( %o 1
SF ff*f‘«?, = {«M‘i«-}t ~ A2 i e % (10.2)
Ue ! Qﬁmf Cotr >

K pfeskupent prykl v metici poddsjnosti mi%eme vouviit incidendnt metics;
transformelnl vaorce jsou zcels obdobné ke vzoreim (9.6) clvozenym pro matici
tubesti.

Po konstruk¥nich zmEndch se mén{ vEechny posuvy; novéd posuvy oznalins
hvgzdifkou (& stejnd 1 nové prvky v meticl poddmsjnosti), takle

w & -



I k3 5 e ’ - 7
f’f{gm} Yoo | Sae ; Xa (
< 5 | momebesti] feeooe 10.3)
T FE | W "
& fu, | CE&j * B
Na druhé strand plati, Ze
X " Kew 1
i I Kaz Lo 1
L le'e ol W
i,_ﬁ_ﬁ P s A W %mi»} (10.4)
Ne Koo | Keg] U4y )
a po konstrukéni zméné
~ T
& Xe H { Keat a K1 m} % wa % .
~ Rl I S B B ‘
xz- KL"CM } K‘({G’ L % U‘f;’ y
nebof v matici tuhosti se zméni jen prvky pfifazenéd k submatici AL
Rovnici (10.5) rozepfdeme na dvi:
% - Le /%} - Vi ® w
Ag = Raa Mo s AL‘&HU ¥ Kaa4&@
X, = K * / . (10.6)
2 b o v Koo/

Do prvé z téchto rovnic dosadime &Xﬁbz A§<{Li {(jde Jen o pomocnéd cznaleni,
které pozddji opdt opustime) & dostaneme - opdt v meticovém zdpisu -

i Xa-aX, ) - Kaa_ b Kae | _{.’f:’f_g (10.7)
Xx{;_ Ké‘% ; K ffo L %gf

To v8ak Je tver velml podobny rovnici (10.4). Srovnéme~li (10.4} 3 skvivalent-
ni rovnic{ (10.2), vidime, %e

{&Uj?} _ {ﬁ?‘fi Cay - {«,XE:_“‘_%@_E (10.8)
eyt Co 1 Coe Xe.

benr

Nové posuvy budeme tedy znédt, budeme~li umdt urdit 4 xﬂ, . Urlime je pomoci
té%e matice poddajnosti, Jekou jJsme ziskall pro pivodni konstrukci.
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nf rovnice {(10.8) dostaneme

Ua = S WXy —a Kt ) + ¢ X, (10.9)

odlud

F

A : & s |
(I CmnKwf = 0 Xy + (o X (20.10)

2
L

RBda matice L. je stejny Jako P84 matic Qa@‘ e 4K a Je uréen polfienm
prvkd v submatici Ad, . Z rovnice (10.10) '

= L 53 T -4 . ot .
L I VN U O 3‘*») (Caa Xg ¢ C[‘ufy ){5,'} (10.11)

Podlie (10.3) wiak

; t3 ‘e b
o pHE g {10.12)
U, = van Ko + g X & S
tekie

w . Doy , I [ S 7

e UL Can aK) Coa (10.13)

G {10,140

7 druného PAdku rovanlce (10.8)

Pt
ot
O
s
s

55

ot

E 'y o
i e A { . o 3 % \ 72 'V
W, = Gy | Ao LK, |+ {fo’if’ X,

sdkud

T (@ 1 - {E A fom % : # 3 -
/U“g, L Ke = Cop 6K lon Xpo + Cfa.w %hj L, Xi

& {:’”’ E"’ Lo zb:[ S ’AC\) X’&Z« - {;Cfr&v t:«{;,& ks !‘g {,s',a:; '} :}{‘6, iiavlé}
Pongvedi podie (10,3}
i, w ' Ia o {?&Qw}»?}
L*’L i}“ émxé%ﬁ‘ ‘)\.ﬁ’ M@z{f %{2@

plyns srovndnls (10.16Y 8 (10,173 Jednsk potvrzend rovnice {10.14} ~ ovien

po desszeni za ﬁai , viz dlehu 11 -, Jednek
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{"’ e, C . fz‘ & ;/ { '%' E:}UE E&%
“ Je e o Yol o bo @3 e

Rowvnice (10.13), (10.14) a (10.18) umoznun]
poddajnosti v mvmm (10.3), a tim i v¥podet
w¥e i&%m E{L % Pritom jsme potfebovall inverioval
Fadu (P44 Je uréen podten prvikd ve wekiorn W
Jig wypoltend me‘?iw poddejnosti (= K platng

Je lhostejné, Jek¥m zpiscben jJsme pPeditdim matici
celkovou nmatici tuhostl nspotPebujems invertovael.
préci, jJeZ by Jinsk zabrels velkou &dst strojového

o

g

postup ukddam:

y PEL prufin spoejeny
tuhost ﬁ?a

sty T8

5

Xy [ 2 =} O Wy
i
ey 2 -1 ,

I
w
i
3
3

i 1
s -
(‘ Ady & 140,14
o
)

dhosti v télo povalel Jewme

# LR
i o ""”E«M] 1 7
Ko™ 4 9 1) K =R _,

£45%

ot

e o

a vynechénim prvnfho Padku & prvofho
{10.19}

Ay = {3, R T povnd

’ifw 4,
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pfisluﬁi tPet{ sfle. MiZeme se tak plesviddiit, Ze Pfelent (10.23) Je sprdves.
Nepotfebovali jeme k tomu znovu invertovat celou matici K* | které by byla
tPretfho P4du. Stadi, znéme~li inverzi plvodni matice tuhosti K . Je samo-
zPejmé, Ze v tomto Jednoduchém pfikladu jsme munono neuletfili, ponévad? in-
verze matice t¥etiho ¥ddu je snadnéd. U velkych a sloZitfeh konstrukcel by
v3ak vznikla podstatnd dspora. Netody, které zde uvddine, mohou se ping
uplatnit teprve pii #edseni dloh na poditadi, X procvifent léatky ovienm volime
Jjednoduché priklady, jeZ mlZeme bez velkych obifZi FeBit Jen s tuZkou s papi-
rem,

@loha 11. 2 rovmic (10.16) a (10.17) plyne, ze C, = (o (T -2K (o),
x " s w
kdeZto z rovnice (10.14) vychéz{ Cg¢L“ ELI‘*(;u;& KT%Q&BQ DokaZte, %s oba

vi¥raz sou totoZné. ) s
¥ y.jl | ‘{:ﬁj

Uloha 12. Pro prutovou konstrukei na 24
obr, 16 odvodte matici tuhosti a vypo-
E{tejte posuvy, zndte-li sloZky sil
pisobicfeh na uzly 3 a % . Pak
provedte zmdnu konstrukce piipojenim
daliiho prutu 1-& . Vischny pruty
najfl tys prirez § 1 modul pruZnosti
v tahu &i tleku & .

11. NEORTOGONALNT TRANSFORMACE. KOSOUHLE SOUBADNICE

A% dosud Jeme pracovali s pravodhlou soustavou soufsdnic a 3 orfogonsdl-
nimi transformacemi, takZe se libovolny dany vektor rozkléddal do smérd
os soufadnic vidy ve vzéjemnd pravodhlé sloZky. To pPindfelo znaéné vyhody.
Trensforma&ni matice byly ortogondlnf, tekife misto inversze byle wmofné melicl
transponovat, & délke vekitoru plynulae Jednodufe z Pythsgorovy vdty. Hatlos
tuhosti a matice poddajnosti byly vidy soumdrné & navic pozitivnég delinitnil.
Je Jjisté, Ze se bez zvlddinich divodd té&chto vyhod nevzdéme. NEkdy visk mife-
me byt vedeni specidlnim tvarem konstrukce k zavedeni kosothlfch scufadnic.
Ptéme se, jaky to bude mit vliv ne metody wypodtu, kterd Jsme ai dosud pozna~
11,

Na obr. 17 je uvedena pravothléd soustava soufadnic X %? a kosoe
thlé soustava soufadnic § Yo Pravothlé soudadnice bodu P jsou

XK= g vy lesay (13.3)
Moo= YAy

- B2




a lze Je vyjédddrit touto maticovou

}y ?}ﬁ rovnied:
/ X} [’i toay 'i}
~ / P {i\j“ Lo Ay {"a{ﬂ (11.2)
‘ AT vy kré é épi
Xf Wwyy@ff? @ zkrécendm zépisu
y
ol / # (xI = (T8¢} (11.3)
N
/
o é;,%, . Z rovnice (11.2) miZeme naopak vy-
b X potitat kosouhlé soutadnice, znéme-
{? E 1i pravodhlé. S oznalenim podle
‘ L (11.3)
4 .
-4
Obr. 17 fel =171 (11.4)
#1114
{e) 4 b -
S gy | [ x (11.5)
. Lo Cotee wl LY

Zde jame poufill dnes Ji% ménd obvyklého oznadent Cose § = (,,/3’1;%&{))4 . Phekvag-

of nés, %& se matice T

-4

Ji% nerovnd transponované matici T ' , t3.

irenglfermadnd matice nend ortogondlni.

Watics |
Plett i

§x } R
LY O
;Jz A
L § 0

T ey

Jewe odvodili pro trensformaci vektoru OF  (obp. 7.
pro vektory sil a posuvi:

CG&@

:)(
Ay Iy

e
o W

(11.8)

;

o] 153

Zde se pro vELBL ndzornost vracime ke zplisobu znedeni sil a posuvl, JjeZ Jsme

poufivall zpoddilu.
’*i . Pro oprut 4

BloZky v kosodhlych soufadnicich se odlisnjl indexy §
7 wychom vypo&etli

?

1 cos Wil O 0 Xgﬁ
|
0  sinyg1 0O 0 Y
e fromm e Y (11.7)
0 0 P 1 cosy X £
! .
O O | O simqi | \{{;z,
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Obecnd tedy bude pro Jednotlivé pruly v néjeké prutové konstrukel plabit:
- fd
{xy = 171 %kg}
ii&} = :Tz{%gk

kde t?j Je Btvercové matice v rovnieci (11.7). Dosadime~ii {11.B) do »
n{ rovnice X = K , dostaneme

s s 5 - X i1 | b
L 1%)&3% = LKILT] % %:g% {11.9)
& po dpravi
(.1 = T 1 re it T ot {(11.9 &)
{Ret T LT Lm?mwu&%g

¥ kosouhlfch soufadnicich tedy bude matice tuhvsti déns vzorcen

o P
LKgyd =171 IKILT]
Dosadime~1i sem matici tuhosti prutu, ktery svird s cscu X dhel ¢
totiZ matici )
/{‘2“ /“vf/éf‘{“ ""«‘}‘5’ e /‘\r

R . A M “‘.‘{Jf“ - A s A‘l
AR o
o e Al Ao

At e M

[P S—

kas b = ES/Z, A= coosy M= A s VYIde !4%1{« podle (11.12). *) 23e nas

Bekd dalBf plelvapeni: matice tuhosti nenf soumdrns.

Polofme sl nyni otdzku, Jak bychow wypolitall deformadni prici ally

Ps{ %i% ,“*;’%:fg“va pri posuvu phsobiitd 7;: = du,, T Cebr. 18).

y %//’

Obr. 18

%) viz str.

w5
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Zie Jm& bude platit, Ze
1 4
A= T_'( X§ 4-‘(,{'603\{')(%& v%(an,z) + T (Yk.y;m,\y)(v%mw L%;) (11.13)

PofidvadZ se s{la mén{ Umdrnd s posuvem, Je jeji prdce ddna skaldrninm souli-
nem poloviny sily (Jje to Jjejf{ "prim&rns” velikost) a posuvu jejfho plscbists,
tedy

— 1 -
P03 - T (P, Ritvg) = T (X0 + )

¢0# Je prévé rovnice (11.13). Abychom 0dd&lili préci jednotlivych sloZek sily
P v kosothlych soufadnicich, uspoPddéme rovnici (11.13) takto:

1 _
A =51 U,Lg kg toay) Xg (Mgtcmy v oy ) Yyl (11.14)

PFi dpravé jsme pouzili identity /y;qu; + CO:).L\V =1, Je zPejmé, %e se v koso~
thlfch soufadnicifch préce A nerovné soudtu

4 .

+ inu,g " ‘(Y’v%)
vyraz (11.14) je sloZit&jdf. Rovnici (11.14) jsme odvodili elementérnim zpt-
sobem, abychom ziskali jistotu o jejL asprdvnosti. Nyni se pokusime o toté:

pomoc{ maticové symboliky. V pravodnlych soubadnicich jednoduBe plati, %e
préce

A“%ixlf{‘“} ’%{“}T{X‘I (11,15}

To je na prvni pohled jasné kaZdému, kdo ovlddd pravidioc o nédsobeni matic.
Jde o maticovy tver skaldérnfho souldinu dvou obecnd M =-rozmdrnyeh vektord.
Nyni pPejdeme pomoci (11.8) ke kosothlym soufadnicim. Bude

S S o ¢ * . :
A= %{Xg} LTI ]{u.g} "’* %iu}} LT]TLT]Wg} (11.16)
Po dosazeni =

- 1 0 1 oy g
A= 'ZLXE YWL} ey Aamypll O Awy N

4 ) 1 COIM%J— ‘U. } -
Eixi Y‘\Ll [(:mq: 4 {'u"i

= i[[(ug +v¥c,oany)>(§ + (,ngtmqf +v‘%)“‘?”1{03
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To je skutednd (11.14).
¥ pravodhlych soufadnicf{ch jesme m&li energii napjatosti

A=giul ixy = 7wl [K{ul (11.17)
v kosothlych soudadnici{ch méme podle (11.9) a (11.15)

Ao Tl PTG - Tl TR g e

Stejny vysledek dostaneme kratdeji dosazenim z druhé z ruvvnie (11.8) do pra~
vé strany (11.17). Ob& rovnice budou mit obdobny tvar, dosadime-li

ITITLKILTY = EK;{] (11.19)

Pak totiZ

A =Tl Ik = 7 la Y TR (%) (1120

e )
Matice K‘E% Jje kupodivu soumZrnd. Je-li totiZ K soumsrné matice, ddvé
souin (11.19) vidy téZ soumdrnou matici.

Jak to, Ze matice §<§1 podle (11.10) je nesoumdrnd a matice i<£%
~podle (11.19) soum&rnd? Rozdfl v dovozeni obou matic je v tom, Ze v prvnim
pPipads Jsme transformovaeli Jjak vektor {£~5 , tak {X} do kosothlych sou~
Padnic. V druhém p¥ipadé jsme v podstatd transformovali jen vektor Li~‘ y -
zato oviem dvakrédt. Proto se vysledky 1i8f. Prvni z tdchto matic je skuteénou
matici tuhosti, druhd nikoli, Jje to matice kvadratické formy, kterd dévé
energii napjatosti. V pravodhlych souPadnicich se obd tyto matice ztotoZmuji.

Rovanici (11.13) miZeme pfepsat do tohoto tvaru:

J

- ATy v
A = LLKXg*t%cmq)M§+-inwuy+Y%)VQ] (11.21)
Zeavedeme~1i sem nové prom&nné

. o i

(11.22)
Y, \< COﬁL.if' + Y‘I{'
dosteneme formédlnd stejnou rovnici jako v pravouhlych soufadnicich:
.4 % ¥ 4 %37 ¢
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e
Jeky vyznam mej{ proménné {11.22)7 Jsou to z¥ejmd kolmé primsty vektoru P
doos € , % . Pondvadi '

e

A= T (udTIXY T LTI T 1.z
Jo
IX§Y = 17174 (11.25)

PEL odvozend (11.24) Jeme pouZili drubé z rovanic (11.8). V naSem pPipads

SO 4 o X )
e, | ) (11.26)
l‘f%f ooy Ay | T

v -
Plat{ tedy, Ze sloiky sfly P = tXY jsou v kosoghlyeh soufsdnicich

Ix .y =07 175 (11.27)

13
kdeZto kolmé priméty sily P o téchto soufadnych os jisou

C & S

XJ) - T3] (11.28)
TEchto primétd Ize pouiit ¥k wipedtu deformalni préce. To se mife hodit pki
aplikaci pringipu virtudinich praci.

Pozndvéme, e vypolet v neortogondlnfch soustavach soufadnic je zna¢né
sloZitsi8l s vyleduje zvidenou cpatrnost. Snadno se miZeme dopustit chyby,
zv16814 kdyZ Jeme si dPdve zvykli ne ortogendini sovPadnice.

12, OPRAVA NEPRESKE URCENE 1nvERZNT MATICE

V desdté kapitole jsme ukdzeli, fak lze do vipofitu zshrneut melé kon-
strukéni zmdny, eni¥ Je tieba cely vypoSet opakovat. Této zkulenosti nyni vy-
ufijeme k opravd inverzni matice K , kterou jJeme ziskeli nZjakou metodou
s malou pPesnostd. #) To se mhie pPihodit, Jjde-1i o inverzi velké matice
s malou numarickou stabilitou. O nepbesncstl inverzni mallce se plesvidéine
Jednodufie tim, Ze Ji zndsobime pivodni meticl; v takovém pFipsds nedostanems

%) Hemus{ to bft ovienm jen matice tuhostl, stejného postupn lze pouiit pro
Jjekoukoli i nesoumdrpou reguldrni matici.
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pfesnd Jednotkovou matici. Weni~li vlbec celd procedura chybnd, budou odshyiw
ky od jednotkové matice malé, sle pfesto by znehodnocovaly daldf vipofeb.
Pokusime ze chyby vypoltu odstranit, anif budeme metici znovu inveritovset

(to by ovBem byle také Jedns z moZnych cest, pokud bychom poulili néjaké ji-
né metody s lepd3f stabilitou).
¥ matici K budeme mft tedy misto sprévné inverani matice K ngja~
kou jinou, byt mélo odchylnou matici i({% . Ptéms se, jek bychom mohli
ziskat korekel A K , aby platilo:
K '= K, raK (12.1)
Tuto rovnici znésobime zleva matict K , takie destanane
i /"“:i i X
L= KK, + Kak
odkud
v =4 -y
AK = K (T -KK,) (12.2)

. . . . e -t .
Na pravé strani Je nezndmd inverzni matice K . Kdybychom Ji znall, nepo-
you ) I
0 s « ¢ v 1o =i s
tfebovall bychom ji oviem opraveval. Misto ni zndme KA M K. ¥V prvnim
priblifen{ mi%ems obd tyto matice zaminit, tak¥e dostaneme

Py -x"’l/

A ; - . “q
AKO= K, LT - KKy ) (12.3)

Dosazenim do (12.1) vyjde

-4 -4

¥ KT -KK) = K

hd

W ) (12,4}
L
Index v zévorce znaléfl iteralni krok. Kdybychom tuto opravenou matici znova

korigovaeli stejnou metodou, vydlo by

4
-4

. ot -
Ko = Ky (20 - KK,

s
ot
jL)
e

WA

et

Obecensd Adcstaneme po w krocich

P ! . L4
Kimy = Ky (2T -K K (mery )

S~
ok
g
®
N

ot
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-1
U1loha 13. K matici K Je urdena nepi*esnd inverzni matice ](1 .

Vypodtéte opravenou inverzni matici s pouZitim jednoho itera&niho kroku.
Je dénos ~

21 A 0,9 ~0,8
0,8 1,9

13. SILOVA METODA. ZAXLADNY VZTAHY

- A% dosud jsme pouiivali deformani metody, kterd Pedi stejnym postupem
dlohy ataticky wréité i neurdité. Proto Jje tato metoda na prvni pohled jedno-
dudsf{. Je mnohen vice roz8ifena neZ dudlni metoda silové, pokud jde o vypolity
na samoéinnych po&itadich. Silovéd metoda Jje vdak bliZsd{ bsZnym metoddm pou¥i-
vanym pFi "rulnich"” vypoltech. Je jistym paradoxem, Ze se ve vyuce na 3kolédch
probirs téms® vyhradns metoda silovd (staticky neurdité pripady se Fedf vy-

_ hleddnim staticky neur&itFch sil z podmIinek geometrické kompatibility defor-
mact, at uf v jakékoli form¥), kdeito v praxi - pokud se k vypodtim pouifiva
poditale ~ se aplikuje témé&F vyhradnd metoda deforma®nf. Cilem nadeho vykladu
aZ dosud bylo doplnit znalosti zilskené na Fkoldéch. Proto jsme se zabyvali
pFedev8im deformadni metodou. Nepfdli bychom si visk upadnout do opadné jedno-
atrannosti, a proto probereme i postup Fedeni silovou mstodou. Zatim se omezi~
me na rovinné prutové soustavy 8 kloubovymi styéniky, u nichZ Je viklad nej-
Jednodussi. Budeme-li pfi studiu dost pozorni, ziskéme hlub3{ nézor na pro-
blém vypodtu statiéky neurditych konstrukel, neZ Jjaky jsme mohli ziskat stu-
diem b&inych pfirulek &1 ulebnic. Ocenime pPfitom i vyhody maticové algebry.

V- uzlech (sty®nfcich) dené prutové soustavy pisobl vndjsf sily { Q} .
Uzly, je% jsou zakotveny na rému, nebudeme uvaZovat, nebot kdyby v nich pliso-
bila wvn&j81 sila, pPenesla by se primo do rému. 2 rému se naopak do t&chto
zakotvenych uzld prenddeji reakce, JjichZ si prozatim nebudeme v3imat. V pru-
“‘tech soustavy plisobl sily {P} . Jdsou to vnlt¥nid sfly. Polet prvkd v téchto
vektorech byvé rlzny. Uvolnime-li jednotlivé uzly a nepi#eme pro n& podminky
rovnovdhy (vektorovy soufet sil plisobfcich na dany uzel je nulovy), dostanems
sousﬁavu\lineérnich rovnic mezi silami iPﬁ 8 {@} ; kterou miZeme obecné
zapsat pomoc{ matice [B] takto:

[8){Py + fa} = (o} (3.1)

Je~1li polet nezndmych sil Fﬁ préivé takovj, Jeky Jje podet rovamic (tedy po-
det prvkd Q¢ ), je matice [ B] &tvercovd, a nejde-1i o staticky vyjimkovy
pPfi{pad, js dokonce reguldrni, takZe sily {P} miZeme z rovnice (13.1) vypo~
8{tat. Tekovd prutovd soustave Je pak staticky wréitd. Je-li viak polet
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PN

neznémyech vEt3{ neZ pofet rovnic, tj. mé-ll vektor Ui } vice prvid nef vek-
tor {QQS , Je matice [B] obdélnikové & nelze Ji invertovat.

u

Uvedeme Jjednoduchy pPiklad. Pro soustavu dvou prutd n obr. 1% vylide %

[-0,707 -1 (R, . 1 5
LO,TO'r oj P igzﬁ ic;‘ (13.2)

Odtud vypolteme

B To 1,414 Q)
! -1 Q. (13.3)

SRR

Obr. 19

Qbr. 20

Pijde-11 v8ak o statigky.neuréifau,soustavu, kterou ziskdme pPfiddnim tPetiho
prutu (obr. 20}, vyjde

-0, 707 «1 -0,5 R l

'/-—W——\
o £
't -
it
P
&y 2
Ayt
o~
}-\_J
Lad
®
EN
—r

Py
0,707 0 -0,866 | - S

*) Pro strulnost a v3t8{ pfehlednost uvddime ve vypoltu Jen t#i desstinnd
mista. (1selné hodnoty jsou tedy zaokrouhleny.
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Tentokrét je matice YB:l obdéIlnikova. Pozndvéme, ¥e Jeji submatici je
Etvercovd matice z rovnice (13.2), MiZeme ji rozdslit:

. ’ 7
0,707 -T { -0,5 1] { fQ,) (o
| Po [ F = }( (13.5)
0,707 ©0 ! -0,866| [~ Q) 1o
Tato rovnice méd tvar

T in 115} (0} - (o)

(13.8)

Polet prvikd ve vektoru {F’§* je dén poltem rovnic rovnovéhy. 04 sil {P§
Jsme tedy o0ddglili staticky neurdité si{ly iX} . V naden pPipads mé tento
vektor Jjediny prvek, a to s{lu 85 . Obecn& by ovéem mohl obsahovat vics
prvilt (takovy pPikled probereme v Wloze 16). Vibkr prvkd i>{} 2z vektoru 1?}
je do jisté miry libovolny, pofadi prvkli v soustavé (13.5) by se mohlo zmd-~

" nit. Podet tschto prvkd souhlasi s podtem stupni statické newrditosti. Nynt
ji% miZeme sily i?*} vypotitat. Rozepi¥eme (13.6) ‘

mP* r m X + & = C

& dogstanens

P* = mom’ (Q +mX) (23.7)

: V‘&adém pPipadd

-4 Q 11414 “’035
= -1 =1 0,866
takie

x_ P 0 -1,414 {@‘1% N 1,225 | -
p { ?r)ﬂ} [ 1 1 | Q'L -1, 366 {X‘} {(13.8)

_kde oviem X EP; . Celkem

#

R 0 -1,4147 1,225
P=lpt = |1 1 Qfg v | 1368 | iy (13.9)
@, 1
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8ii1 ~ ve zlkrdcenédm zdplisu -

Eph = T 118y + [ & 14x) (13.10)

To Jo obeenyd tvar povnice rovnovdhy. Lze Jej pPepsat do tvaru

: &
S(P} " zﬁ'g 1‘; {M] {—.}Z—} (L.,‘,@ll)

Watice i @93 g8 L @%I Jame mohli ziskat pifimo. UkdZeme to na pPikladu (13.%;
a obr. 20. Dosadfme-1i &, =1, &, =0, X =0 (preruleny tfetf
prut), dostaneme prvni sloupec v matici L4, 1, totiz [0 1 0 lTe

Je ztejmé, %e se za té&chio predpokladd sila §; =1 zachyt{ jen druhym
prutem. Pek volime (&, = O, G, =1, X =0 a oplt vybetfime sily

v prutech; dostaneme tak druhy sloupec v matici L&l . $ila Qwﬂ =1 se
pritom zechyti Jjen prenim a druhym prutem. Nakonsc zwolime Q1 = 0,

&i = 0, X =1 & vyjde matice [6@} . Prvky této matice Jsou sily v pru~
tech vyvoland “pfedpitim” X =1 bez pligobeni wvn&j8ich sil. V tomto po-
sledninm pifipadd tedy nfedepisujeme "viastni pnuti” v prutové konstrukel.

Ve rovnici (13,10) se miZeme divat také tak, Ze aflly v prutech vaniksjl
superpozicl dvou zilovych soustav. Prvni soustava je v rovnovidze s wvnij8imi
silami, kdeito druhé pledstavuje viastnd pnutdl, které v soustavd plscbi besz

vn%jﬁﬁ&ﬁ 211, To, Ze jJsme v pryvnid soustevé volili Pb = 0 & v druhé
p = Y , Je nepodstatné. Uvidime pozd3jl, Ee lze postupovatl cbecndji.
4 .

Jde-1i o staticky neurfitcou dlohu, nestali rovnice favnovéhy k urésni
nezndmfeh s8il, Je t¥eba poufit JeBt3 rovnic kompatibility wyjedbujicich
geomalyrickon gouvislost pretvobend kﬁhétrukce@ ObecnéAjé ize odvodit z prin-
eipu winima komplementdrni ensrgie napjatosti, tedy z v&ly Wénabréovy. Tuto
gnerglii Jje tPeba vwyjddPit Jako funkel plsobicich sil. Abychom to mohli ulinit,
potPebujeme sndt zédvislost mezi silami v prutech a prodloufenim prutd.

% Hookeova zdkona

i

Aty = Ry Poo= S ¥ (13.12)
Zde A§¢ zngdi{ pfevrdcencu hodnotu tuhosti {(prufinové konstenty) L -tého
prutw, cof je eslementdrni poddajnost prutu. Poznamenejme, Ze u prutd Je fi
viagtng Jednoprvkovou matici; u nosniku by to byls sounmdrnd &tvercovad matice,
inversnf k elementdrni metici tuhosti. Energii napjatoesti vt{A ~tém pruty vy~
poftepme ze pfedpokladu platnosti Hookeova zédkons (sfla sg m3ni (m&rnd 8 pro-
dloufenim, takie précl wypcBieme Jako prodloufeny krdt polovidni velikost
gilyl:

. o o 1 .
Wy = 5 P oabs = T PP (13.13)
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Seftenim praci ve v8ech prutsch dostaneme

1L A
W=2w, =7tI[R2&RKI|c £ 0 l?l (13.14)
L4 v ‘ LP )

Zépis (13.14) bychom snadno zobecnili i pro vats{ pofet prutd. V rovnici
(13.13) jsme umysln¥ nevyndsobili P; P: = P | abychom zdliraznili souvis-

v

lost & maticovym zdpisem (13.14). Ten mdZeme zkrécend napsat také takto:

wo= (Y U]iP} | . (13.15)

Zde EF.] zna&l maticl elementdrnich poddajnostf. Pofadi prvkd v této matici
mus{ odpovidat poPadfl sil ve vektoru iP} . Nyni dosedime z rovnice (13.11)
do (13.15)., Vyjde ‘ ‘

FERER AT J{ﬂ’x Aleiat e
Pro zkrécent zépisu a pro v&tdf prehlednost zavedeme oznadent
[HT = {"“g [F]L60 ] (13.17)
tekze
At ot | {"Q'"k (13.18)
Wos LI b

vRozdélenim matice H na piisludné submatice vyjde

Hea | Hay Q
W TixTy | --= -_-..] {-._-} (13.19)
[Q 1 Hxa 1 Hxx X
odkud v
T (QHga® + QTH X + XTH, @ + XTH,, x) (13.20)

Pondvad? F  je soumrnd matiée, Je podle (13.17) soumdrné i matice H
Jek se snadno pfesv&diime; transponovénim této matice vyjde totiZ HT = H
Ponévad? ddle kaZdy &len v zdvorce (13.20) Jje skaldrem, musi platit, Ze
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"}TA ;= T AT = Y
WH X = L&H, XY = XTH, 8
tekis
4 T T ol .
W=7 Wl Hga & + 2 X Hyxg & + X'Hyq X) (13-21)

Hynd poudijeme wzorctd (2.10) & (2.11) a vypolteme derivaci komplementérni
ensrgle napjetostl podle vektoru staticky neurditych sil { X} s

Eﬁim m1;§ 0 iy (13.22)
e ESol *;z‘x& X
@ i o
Podle Ménsbréowy w8Ly musl byt tato derivace nulovéd :
Heo ¢ H X = 0 (13.23)

To je tedy hledand rovnice kempetibility. 0Odtud

7

X o= = H, He O
Klften k vypodtu staticky neur#ité sfly (nebo soustavy sil) Je iedy matice M .
T lze odvodit ze submatic U, {4 {itedy z rovnic rovaovdhy) 2 z matics
slementdrnich poddesjnosti . Jakmile zndme tyto matice, znsme 1 H  podle
{13.17%, X podle (13.24) a konegdng i P podle (12.131). Ulohs Je tedy tim
fedena.

X oznsfeni matice Jeme pouZill ndzvu "matice elemenidrnich poddsj~
nosti”. Weni to tedy matice poddajnosti C . kterd transformuje vektor wndji-
ich 8il na vekior odpovidejicich posuvi. Tyito dva typy metic je tieba roz-
lidovatl.

Cheeme-1i urdit matici poddsjnosti, miZeme Ji odvedil pomoct Castiglia-

; c o men . . . o)

novy vEly. Pomoct {(2.2) upravime {13.20) tak, abychom dostali *)
L) e LT T T
Y R AW O TR AL Y 13.2%)
W DA H Qo+ 2 R HG X ¢ X TH i X) .{ 3.25

g 8 pouditdm (13.24) vyloulime EK} :

#) muto dpravu volime se zietelem X tomu, #e pozdiji chceme derivovat

komplementdrnd energil napjstosti podle vekitoru wngjilch sil %Q} .
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AT G L -1 -
T “lax‘”“xx ki\x'—‘xx HKQ&E =
L A I AT L T ‘ .
T AR H A WH L He @) (13.26)
Derivaci
{_(,,\,]j 'E‘W “{ 1
. = - - % Y . Ly et 3.
NGl go W7 Hg R Hog & (13.27)
Tuto rovilcel upravime na tvar
fwl = Telia} . (13.28)
kde
~d
e T T - ' - . )
LCY = THgel-TH IDH, Y TH, (13.29)

&

znaldl matici poddejnosti. Jde-li o staticky uréity piipad, cdﬁadm% na pravé
strand poslsdni rovnice druhy Zlen, takie se matice poddajnosti ztotoind

s maticy [\ﬂaag*

¥ na8em pfipadsd

1,414 0 0
o= L 0 1 0 (13.30)
& 0 0 2

Pouzili jesme oznatent & = E,S,/{. z rovnice (13.17)

-0 1 o || 1,414 o o0 0 -1,414 1,225

. 4 .
H = Tl L4 1 0 0 1 o[ 1 1 -1,366 | =
1,225 -1,366 1 || 0 o 2 0 0 1
- 1 i " I
1 1 ; ""‘19366 H i H
; i aq ! ax
. L 1 3,828 | -3,816 | = | ~———b-—= (13.31)
S [ S, L, N -
o 1366 -3,816 | 5,989 Hya % Hyx
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Podle {13,243

X = - T-1,366 -3,8061 [—1-7 4

= o,22e &, + 0,638 Q, ' (13.32)
Z rownic (13.28) & (13.29) psek vyJjde vektor posuvl spolelného styliniku
EE% I 0,688 0,128 ° {&:.1‘{’
T pa (13.23)
) % [ 0,128 1,398 | L&

tvercovd matice v této rovnliel Je maticd poddajdnosti. 2 rowvnic {(13.%) =&
{13.32) dostaneme sily v prutech:

[ . !

PR 0,28 -0,63 ’

! (o)

. e z 0,69 0,13 2 )lw &\ (13.34)
i .

{.P.&j | 0,23 o4 | " OF

V &em Jje rozdil naseho postupu proti klasické metodd vypoZtu staticky
neurdité konstrukce pomeci vdly o minimu komplementdrni energie napjato

Jedingd v tom, Ze Jsme pomoci maticové symboliky ziskali pfedem holové
“defornedni podminky” ve tvaru {(13.23), » nichZ lze staticky reuwrlité velidi-
ny {}(} pEimo vypoditat. V uvedenén pPikladu Jesme m&li Jen Jednu staticky
neur&itou velidinu, ale obecnd by Jjich mohlo byt vice. Nepotfebovali
dy sestavovat vzorec pro energli napjatosti, ani Jsme nemusili tutc energii
derivovat. Ziskall Jsme pledpis pro ofiny vypolel nezndmyeh staticky ne

t¥eh velilin., X vypodtu stadilo, JestliZe Jsme znall rovalce “ﬁvneiabj )
maticl elementdrnich poddajnosti.

Uvedli jsme, Ze rovnice (13.10) neznemend nic Jiného nel superpozici dvou
gsilovych soustav, 2z nichZ prvni udriuje v rovnovdze wvndjd3f sf{ly, druhd je sou-
stavou vlastnich prnutd v konstrukei. Tato druhé scustava by nemehla existo

va steticky urfité konstrukel. Je-~li konstrukce staticky neurditd, lze v ni

P

vvuvaﬁzt tolik linedrn nezévislych soustav vlastniho pnuti, kolik je stupnt
statické neurditosti. %)

Za prvou soustavy 8il Jsme wmohli napd. volii sily

s

na mysli oviem jen takové viasini pnuti, kterd necdporu
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P =629 @, oz Q- 76 Q, P, = G aq,

o nichZ 8é lze presv&dEit, e udriujf sfly Q, a &, v rovnovéze
(a% ovSem Rs c¢hyby vzniklé zaokrouhlenim). A za vlastni pnuti zvolime t¥ebes
dvojnédsobné sily proti t&m, které jsme uvaZovali v rovnici (13.9). Dostanems

‘PII “ ) 0 6729 214‘5
Py = j_» -7,60 {(’%\-E + -2,73 SLX} (13.34)
P o 6,29 |l 2,0 '

Zé4dnou ze sil v prutech nelze nynf oznadit za "staticky neur&itou”. Obd sou-
stavy 8il na pravé strané rovnice (13.34) byly zvoleny se znalnou libovol-
nosti. Z rovnice (13.17) vyjde s témito maticemi

0 1 0 1,414 © o] 0 6,29 2,45
H z_é;_ 6,29 -7,60 6,29/| o 1 o|| 1 -7,60 -2,73| =
2,45 -2,73 2,00 0 0 2 0 6,29 2,00
1,0  -7,6 -2,7
- _.i!;. -7,6 192,4 67,6 (13.35)
"2,7 67’6 23$9
¥ = - [-2,7 67161 [ 5= = 0,114 Q, -2,83 Q. (13.36)
23,9° | Q,
a 8{ly v prutech vyjdou'opét
P, 0 6,29 2,45
b = ( 1 -7,60| + |-2,73| [o0,114 -—2y83]) {Q‘J =
A K 6,29 2,0 _
(0,28  -0,63
: Q
= 0,69 0,13 ‘% (13.37)
| 0,23 0,64 *

Skutelné jeme tedy dostali totéZ. NepotPebovall jsme pfitom ze soustavy uvol-
novat %4dny "prebytedny” prut a #4dné sila nemusils byt oznalovéna jako
"gstaticky neurdité”.

w B8 =




IiZe se zddt podivné (nebo pPinejmendim zajimavé), Ze podminky rovnovi-
hy spolu & matici slementérnich poddajnosti stalf k FeSeni staticky neurdit
Glohy. Kde zOstaly zndwé "deformedni podminky"? Abychom to ukédzali, zaéneme
8 nimi. Pro konstrukei ne obr. 20 platf mezi posuvy 4

Loy VoA prodlovis-
nimi Jednotiivych prutd rovnice

&
o
]

"L‘:- A'L:% LtS'G AR 0 L?S“Q
é;\ {’:.ﬂ aw »u' (13‘35“3}
& ‘a‘_g. = AL Man 307 & A poa 30°

fdme tedy t#i prodicuient vyjédfena pomoei dvou posuvi, takife po vyloufent
t8chic posuvd venikne jedna zévislost mezi lﬁgf s Ady Ay (o tedy
té% mezi ?; § ?Z . % Yy a to Je pravéd zndmd "deformafni podminka”.

Rovpice (13.38) anulujeme a upravime:

(Al 0,707 o,'?o';’]
p . Y \ (17,190
4 < - -1,0 0 | = {Q} {13.3%)
Al ~0,5 -0, 866 ’
g3l
{ath v+ Taliwy = {0} | (13.40)

zjigtujeme, Ze matice fa] Jje transponovanocu maticd (Bl 2 rovnlee povoo-
véhy (13.4), tekie platd

. T" 3 .
fath + T8I {wY = §q3 13.41)
Rovnlee rovnovéhy tedy obsahujf toud “informeci” Jako deformadni podminka;

tato informace je skryta v metici [®] , resp. [ 817 . vzpemeneme~1i ns
princip virtudlnich pracf, dostaneme - s vynechénim zdvorek -

T

Piade = Oy

(13,42}
e 2 T e
AvEak podle (13.41) AL -~ B , takie
PR - QT (13.43)

Pongvadi vektor virtudlnich posuvld 44 e mo¥no volit libovolnd mus{ hot

S - i
-P R s @ §i1i BP = - (13.44)
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SR

co% jJu rovniee (13.1). Souvislost Je tedy zfejmé. Vietusdlnd plelvoedentd spl-
nuje na jedné strend podminky geometrické kompatibility, ne druné strand
ddvd -~ prostPednicivim principu virtudlnlech pracid -« rovales rovoovdhy.

vkt op {%Lﬁ L abyohon

Nyni se pokusime ze soustavy (13.39) vyloufit

“dostali hledencu deformaini podminku. Wetice v této rovnicl rozdsifme takio

Al -0,707 0,707 T
Ay Y = ~1 o | {4l (13.45)
ol N e e
s ) ~0,5 0,866

b

Tato rovnice se rozpadd na dvd, Jak je neznslenc. 2 prvéd vyloulime vebior

o -1 y ]
M’} = ] M‘% (13.46)
{4 11,424 -1 Al

%, L, A ’ET@ Vyjd@
To nyni dosadimé do druhé z rovnic (13.4%) a dostanenme

§£>

b

e

A, = [-0,5 wmgaé»}[ L &22%” [-1.225 %“”“i{;:;;} (33.47)

1,414

Pute povnicl anulujeme s upravime na Lver

A

{
[ 1,225  -1,366 :aj};é LL = o

{ iy agB

Porovndme~1i (13.48) s vowvnici (13.9), shleddme, Ze PFédkovd matice v yowvniel
(13.48) Je trensponovenou metic{ [ &, ]7. Plati tedy, Ze

e B
3

Ze'”ﬁ ET {&Q} e {Q} (13,491

To . je tedy konelny tver zndmé deformalni podminky. Matics {4 je prito
submaticd v rovnicich rovoovdhy podle (13.11). Znovu se ledy potvrsujs, Zs
rovanice rovnovdhy v sobd “ukryvail" i deformafni podminku. ¥1fifem k této zé~
hadd je tedy submatice [61] , Frerd vyjadiuie rovnovdhu sil pPislolngeh
viastnimu pnutl v soustavd. Mohli bychom tedy ¥Llci: rovnice rovnovéhy
obsahuif v sobd podminku geomelrické kompatibility jen tehdy, zabhrnuii-Li
v8echny linedrng nezdvislé soustavy vilastnich pnutf v konstrukei.

o 0 -
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Uloha 14. P4 odvezeni matice poddajnosti jsme = rovnice (13.25) vyloudili
vektor 2?{% a pak teprve derivoveli podle {Q}' . Doka¥te, %o t¥% visledek
dostensne, budems-ii (13.2%) nejprve derivovat podle {(Q} & teprve pak

vektor {?{% vyloudime pomoci (13.24).

(lohe 15. Pro soustavu sloZenou z prutd stejnych prifezd a elestickyeh
vigstnostd, zskreslenou na obr, 21, vypoltéte afly v prutech. Za staticky
neurfitou velidinu zvolte sflu v prutu 3 - & ., Phedpoklddejte, Ze

Qi = O, @'L = 0, {13“@. P Q@?Oe

R 2N

AAANKSINNSSNS

€23 -

. E i
g 2 (1) Q

Obr. 21

hy

Obr. 22

Ulohs 16. Je déna prutové soustava podle obr. 22. Pruty mejf stejny prﬁﬁag;
fy = ngliwg* Najdéte sfly v prutech & vodorovny & svisly posuv plsobidté
sily & -

ﬁl@h@ 17, Dokaite, %e rovnicl pro nezndnmy vektor X bychom mohli odvedit

pFimo z matic 4 &, F  ve tvaru
] ¥ M

X = (41 F2,) (41 F ) @

w\?l -




14. SOUVISLOST SILOVE A DEFORMACNT METODY

Z8kladnimi rovnicemi pro Pedeni Jekékoli dleohy teoris pruinosti jJsou:

(1) rovnice rovnovéhy sil (popf. napsti)
(2) vrovnice kompetibility posuvd (popk. pfetvo%eni)r
(3) wvztah mezi silami a posuvy (Hookelv zékon)

Jde pPitom o maticové rovnice, tedy o soustavy rovnic. Prynf 2z nich vyjadfuje
nejen rovnovéhu mezi vnEj8iml silami a vndj8imi reskeswi, ale teké rovnovdhu
v soustavd vnitfnich sil, Vychdzl se pritom z poznatku, Ze je-~li ndjaké tsle-
S0 nebo soustava t&les v rovnovéze, Jje v rovnovdze i ka¥dd &dei uvolndnd
ny8lenymi fezy. Rowvnice kompatibility vyJjadfujl podminky spojitosti deformo-
vaného t&lesa nebo deformované soustavy (Jsou to tedy geometrickd, deformalni
podminky); Konelng tieti rovnice vyjedfujl fyzikélnf vliastnostl materidlu,
JeZ se uplsﬁﬁuji pfi vypoétu deformact z pisobfcich sil (popk. napéti). Tvar
Jednotlivych soustav rovnic si zZnovu ukdZeme na pPikladu prutové konsirukce

% obr., 20.

Rovnovdha s8il se zapids ve tvaru (13.1), popP. (13.5):

Ca3{PYy + {@} = {oy (14.1)

Rovnice kompatibility lze napsat rlznym zpisobem. Wejjednodussl Je, vyjddfime-
11 skutednost, Ze prodloufeni ve viech prutech Jsou jednoznadénd urdens posuvy
uzgll. V naSem piipadd jde o prodlouiend t#{ prutd, jesd lze odvodit ze dvou
sloZek posuvl jJediného uzlu. Prodloufeni prutd nesmeohou byt proto nezdvisls,
nebot t#1 funkce zévisf jen na dvou promsnnych. Dostanems rovnici (13.40),
pop¥. (13.39):

{all+ Tal{w) = {0} (14.2)
Jak jeme drfve dokdzali, je [al = [817.

Vzteh mezi silemi a posuvy Je dén rovnicemi (13.12), které shrneme do Jeding
maticové rovnice

@’i&é}mﬁfFJ{?} (14.3)

Zde -~ stejné Jako dPbive - Je (F1 dié@@hélni maticl, cof mifemse naznadit
zépisem F =1 {4 f, ..~ §n . Rozepf¥eme~1i (14.3) pro konstrukei na obr. 20,
dostaneme

Al o [l o ol (w
. Gy :
al,y = —— | 0 1 0 Py (14.4)
E,S,
Ads 0 0 2] bk



HMatematickd formulace dlohy je tedy déna rovnicemi (14.1) aZ (14.3).
Nezndmymi Jjsou:

(2) vnit#ni sfly v prutech ( P , P, , Py )

(b)Y prodloufeni prutd (&% , &, , ady )

(¢) posuvy uzld ( L , 4 )}
V dané dloze je tedy osm nezndmych. Silovéd a deformadni metoda se 1131 v tom,
které z tdchto neznémfch povaiuje zs hlavni a kteréd zs vedlejsdf{. Reseni ge
zatind eliminact vedlej8ich nezndmych. Deformadni metods povaiuje zg hlavni

neznané posuvy uzld {u.} , kdeZto silové metoda povaZujs zs hlavnl vektor
vnit¥ndeh sil t?’} ., Uvedeme nyn{ schéma postupu obou t3chto metod.

Deformadn{ metoda

ZaZneme s vylouZenim vektort {AZ} a {P} . 2 rovnic (14.3) vyjce
: Y I - “ s =
{P} = IF1 fa2} = Lal{a} (14.5)
T - -4 * "
Matici LF ] Jjeme pro strufnost ocznadili L], Nezam#nujme ji s matici tu-

hosti LK) . Matici [{%) nazveme matic{ elementérnich tuhosti. Pro nd§ pripad
konstrukce podle ¢br. 20 wvyjde

| 0,707 0 O 7 { 4, o 0|
E S 5
(4] el R (14.6)
o o 0 0,5 g o 0 hy
EcSy

kde f@@ = ““‘“g:ﬁ“ ( ¥ =1, 2, 3) znadf elementérni tuhost { ~tého prutu
{(konstrukiniho prvku). Rovnici (14.5) miZeme upravit tak, Ze za {M} dosadi-
me z rovnice (14.2):

1P} = -Lllalfu) (e

Ryn{ dosadime 2z rovnice (14.7) do (14.1) a dostaneme

-181lellaliuy + {0} = {0} | , (a8
oatud
{0y = TKI{u}y (14.9)
‘kde
(K1 = IB8ll&llal (14.1.0)

w T -




To je znémé matice tuhosti. Ponsvadi [a] :i;gjz nbZeme také psét, Le
i ] - . .-
[kl =Lkl =({g1lal1rpy (14.11)
ReSen{ Glohy pak dostdvéme z rovnice (14.9) ve tvaru

fwl = 1143‘1{62} .(14&12)

A% na oznaleni vektoru vndjdfch sil (di¥ive jeme psali X misto OR Je
tento vysledek znédmy z pPedchoziho vykladu.

Silova metoda

Je-1i soustava staticky neuritd, je matice L BJ obaélnfkovd. Rozdslime ji
proto na &tvercovou matici [ A7 a zbytek [m7], tedy [B) = [minl. lifsto
(14.1) pak piSeme

r e

| P
T im] {5 = 18} = {0} (14.13)

Vektor sil Jsme pfitom rozd8lill na &dst P staticky vréitou a na 8ast X
staticky neurditou. Odtud

PY o (Q v X) (14.

,.(
Fru
ot

e

Pripojime jedts identitu X EX g spojime v jeden maticovy zdpis :

% O ° [ )
i - {PY = mey T ,,}:m} (14.1
it
X o xJ

et

wF%
(-

To viak Jje rovnice (13.11), v nf#

- C o v o
by = im%’L_«} oy L'“““Y}n‘»i“‘%””l (14.16)

Lo
-
i

Z Ménabréovy vétly ocdvodime zndmy vysledek (srov. s dlchou 17):

. s T 14 . 1 -y N
X« h L {3'4 F: ewf} (, (’m‘i = A } (34,179
% Castiglisnovy véty pek podle (13.29)
-~ (T, T o PR MR T
LC,] = 1y F zvc) - (‘_{}@ F ‘(%1)(0'4 ?ff«g) Qé”.g ! "V“s:») (14.18)

- T4 -



Zde nelze pouiit vzorce (1.13) pro inverzi soudinu, pondvedi matice {q
neni &tvercovd. Kdybychom na to zapomngli, dostali bychorm formdlni dpravou
vztahu (14.18) nesmyslny vysledek [¢ 7-107 . Zékladni rovnici pro silovou
metodu je (13.28), tedy vztah

wy = le1iqy (14.19)

Je dudini k rovnici (14.9). Z posledni rovnice plyne Feleni

¢ -4 e

el = fel™ iy (14.20)
Je ztejmé, Ze matice pa&dajnoszi-tlll je inverznd ¥k matici tuhosti E i s
enk plyne ze srovndnl (14.12) a (14.20). Ob& tyto matice lze odvodit z matic
Bl alFl . Uvzorce (14.18) Jje to evidentnf., Vzorec (14.11) lze podl
(14.5) pPfepsat do tvaru

§d

o

takze souvislost obou metod je ziejmd., Zékladnimi kameny obou metod jsou tedy

e

matice B s Y, jeZ Jsou spolelné pro ob3 metody. Prvnd %éCUuC ratic
z

Z
plyne z ¢piné soustavy rovnic rovnovéhy, druhé v podstetd Ho ova zakoena.

Tento spolelny zdklad obou metoed souvis{ s dualitou obou Pedeni,

Lze namitnout, Ze Jsme pil sestavovéni matice tuhosti
Jinek, odvozovall jJeme Ji pifimo z deformadnich vliasinosti
Skutedns, nepotfebovall Jsme nésobit metice podle (14.21)
Pouzili Jsme totif modifikacs deformadni metody, které ss

Sestavili Jsme matici tuhostl pfimo na zékladd Jjeifd definice, & tak Jsme
zjednodulili a zkrdtili potfebny vypoldet. Na podstalté metody se viak nic no-

zm3nileo. To konednd vyplyvd 1 2z ulchy 19, ktercu uvédime dile.

ﬁ}eha 18. DokaZte, Ze rovnici kompatibllity lze napsat ve tvaru

] i ol % = %.03

. - T
a %e mstice [ﬁk] Je totoZnd s matict L éq] z rovnice (1

ticky neur&itych sil LX)} .

gigh& 19. Vyiéislete matici tuhosti podle vzorce (14.11) pro konstrukei p
obr. 20 a dokaZite, %e se shoduje s metici odvozenou pfimou defeormaini me
dou.

ot
.l
§



15. SOUVISLOST S METODOU KONECNYCH PRVKD

Zat{im jsme se zabyvall rozborem sil a deformaci v konstrukecich sloZenych

z prutd nebo nosnikld. Pokud 8lo o soustavu zatiZenou s podepfenocu jen ve
sty&ngch bodech (uzlech), mohli jsme pom&rns snadno odvodit ze zdkladnich
rovnic teorie pruZnosti bud matici tuhosti, nebo matici poddajnosti. Pro tyto
ppipady dovedeme totiZ stanoviti pribdh deformaci uvnit? prvku (napf. prlhyd
nosniku), uddlime~1li uzlim n&jaky virtudlni posuv. Proto také vime, jaké sily
#itom v uzlech pisobl. ZJjistili Jsme ddle, %e nosnik mdZeme rozdslit ns sou~-
stavu krat3ich nosnikd. To je zvld3t& vyhodné, potFebujeme~li Fedit nosnik
proménného priéfezu; miZeme Jjej nahradit soustsvou prizmatickych krétkyeh nos-
nikl s odstupniovanym pri¥ezem. V Jjednom pPipadd, a to u sendvidového nosniku,
Jsme pfesnou souvislost deformaci & napdt{ neznali. Pomohli jsme si iimkrzé
jsme pribshy deformaci volili podle odhadu. Predpoklédali jsme, %e se jé&dro
zkos{ d&inkem posouvajici{ sfly a bude této sile kldst odpor, aviak prodlufo-
vat se bude bez odporu. PPiruby zase budou vzdorovat pouze prodlouZeni nebo
zkrdceni a nebudou se ohyrtat. ZkuBenost pak ukéZe, zde jsou tyto predpoklady
piijatelné. Neni to ovdem pP{li8 korektni postup, ale Jje to bsind inzényrské
metoda. Vzpomenme tPeba na fefen{ ohybu nosnikl. Zndmé Bernoulliho-Navierova
hypotéza o zachovdnl rovinnosti Fezl byla pivodnd také takowou domndnkou

z nouze s skvéle se osvdd&ila.

Napadd nds, zda bychom nemohli vyuZit svych zkuSenosti a postupovat ob-
dobng pfi Pe8enf obecnych dloh z teorie pru’nosti spojitého t&lesa. Oviem3e
mohli, je Jjen t¥eba piekonat n¥kters dskalf. Pro Jednoduchost wykladu se ome-
zime na t&leso podle obr. 23 ve stavu rovinné napjatosti.

T&leso, v ndmZ nezndme
jedts eni prib&h napéti, ani
prib&h deformaci, rozdilime na
~elementy spojené klouby. Vytvo-
?{me tak zobecné&nou “prutovou“
soustavu; miste prutd viak zde
budeme mit dvourozmérné elemen-
ty. Nejjednodud8{ bude, zvolime-~
11 trojdhelniky. Pokud neni hra-

nice vySetifované oblasti polygo-
néln{, nepokryjeme cslou oblast
beze zbytku. Musime protolvolit
d#leni tak "husté”, sby vznikla
jen mald chyba. Sily a posuvy
v kloubech elementd oznadime
¢isly podle schématu na obr. 24.
Klouby elementu o jsou < ,
i 4, . Obdobn& jako dffve

Obr. 23

- 76 -



budeme nyni predpoklddat, Ze se vedkeré silové plsobeni mezi ele
jen prostfednictvim uzld (e %o 1 vn&jsfl s{ly a reakce lze =oust?d
- alespon pPibliZnd - do uzld). Prvku & pRfsludi nosuvy v uzls

.
Wiy = Ly 0 %y REVEVR 'z“""“:a;‘ T “an”

a 8i{ly pfendBené v kloubech na dany prvek

Obr. 24

t8chto osamdlych sil, JeZ ve skuteénosti ve svojitém t
bi jedtd napstd uynit$ kaZdého prvku (obdebni jako v pr
bl kromd sil v uziech jedtd sily uvnit

ese neexistujl

F oprut®). Nendme nijak
tato napét{ budou na hranicich prvkd manit spojits,

platosti ve gpojitém t&lese, & to ani tehdy, zajistime-1i
suvli, Zvolili jsme skutelng velmi nezvykly zplso
lesa, a tin i matematického Fefenl dloh z teorie pruinosti
disledky této idenlizace vedou k velkym rozporim se skuitel
zZeme doprascovatl k nidemu rezumnému. NadSe zkudencsti ¢ m
poltu jsou viak tak znamenité, Ze se neminime ihned vadd

Lo 4wt e
mi natol

me metedu, kterou lépe ovlddéme, tJi. metodu deformadni.
Jeou pek posuvy uzll. S posuvy uwild musd nsjak souviset
Jaou~-11 zndmy, Jje zndmo takdé pole phetveleni uvnit? kaldého prvku 2 2 Hocuouve
zékone pak mus{ vyplynout i napiti.

- TT -



Princip deformadni metody konelnych prvki spolivé

v nahrazeni spojitého 18less soustavou samos

me znémou metlicovou metodou pomoci{ inverze matice tuhosti.
tedy vytvérime jekousi zobecndnou prutovou socustavu, misto
méme dveurozmirné (= obecnd i tP{rozmirné) prvky konelnych

tedy 1 nédzev metody.

Poti% je v8ak v tom, Ze neznéme

z4dvislost posuvd uvanit? prvkd na po- y’§

suvech uzli. Vymyslime si Jji tedy.
JiZ Jjednou jsme se odvéZili takového
kroku, a to u sendvifovych nosnikid.
Zkusime n¥co podobného i zde. Budeme
ppedpoklddat, Ze se v rozsahu jedno-
ho prvku bude Jak posuvy {L , tek
posuv V' manit se soufadniceni X ,
Y linedrnd. Abychom zjednodu3ili
zépis, zalneme S prvkem, jehoZ uzly

tedy, zhruba Feleno,

statnych ﬁlemen;» spojenyeh klou-
by. Pro tyto elementy najdeme na zdklads nikterych zjednodudujicich pFedpo~
xladd zévislost pPetvoPeni s napdti na posuvech uzld. Pesuvy uzld pak najds-

[a

daného tslssa
rutd v8ak zde

oy

czmérd. Odtud

jsou 1 =1, } =2, b =3
(obr. 25). Budeme tedy pﬁedpoklédat
Ze platf{ rovnlce:

%"‘"Q,lk’”‘rﬁ,z'\? = 0

o= Lyx v LN b

3

Ly

(15.2)

Pon&vad? témto rovnicim musi vyhovovet také uzlové body, tJj. wrcholy trojihel-
niks, musf{ platit tato soustava Sesti rovnic pro nezndmé konstanty Ly aZ

Ce @
Uy | Xy W1 0
Uy 0 0 0 X4
R Xeo Yo ? °
Ay I ) 0 0 Xy
Ay Xy ¥y 1 0
= K 0 0 X3

0dtud tyto konstanty vypo¥teme a dosadime do (1%.2).

o | ¢
1 (N
SIS sy
1 Cy
0 Ce
1] ¢

K tomu je nejlépe zménit

pofadf prvki na 1 - 3 -5 - 2 - 4 -~ 6 a matici rozdslit. Vyjde nakonec
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[a—

£
LI O .
u o L Gag LA Xy - Kan f;"gf" "5@“ 3 hhy H

LT g
Foloma IX-xs) o Xy (g ys) ] aey t
L ix-x,) = 3] !
‘%g@ \ 1) X o4 g“'?, { e
) (15,47
ﬂ*’ytm{z%’m‘kx}i - Moy i oay YT
i . 4 Y 3’?"1‘5‘? uﬁj“‘i ”v‘.»ﬁ he
* E“%ﬂ?kx~%3) Ny xg~ﬂjﬁf Uy #
: ; - }
* Ef%m L Xg g Xy Uy - yg) 1t
V t38¢hto rovnicich znald ”?32% Yt M., Xy ¥ Xym Xy etd.
péle D o= ¥y Moy ~Xay Vg Je dvolinésobek plochy trojuhelnika o vrcholach
AT T
W \s 2l

Lze jisté protestovat proti hrubému zjednodudeni, ktepého jsme se do-
pustili voelbou linedrnich funkel (15.2). Na tuto némitku gdpovime, Ze sxutsé-
nost bude zajisté Jind., Spornd vdszk neni ofédzka linearizace

-
§
=
o
3
[e]
at
=
e
P
3
4

ni posuvy, ale sama podstata rozdilent t&lase na prvky spojenéd nydlenymi
klouby. Tuto pPedstavu nelze fyzikélngd interpretovat bez Jjistého "lo
nésili{” pPi zavddén{ ossm&lych sil v uzlech. To byl mnohem odvéinijé:
nef zaveden{ linedrnifch funkcl ve vztahu (15.2). 5 tim sl skutelnd nemnvsime
lémat hlavu, Vidyt Je zn$mo, %e v melém okolf n3jakého vodu lze kae¥dou ne-
linedrni spojitou funkel linesrizovat: malou &8st hladkd kPivky lze nahrsdit
krétkcu rovnou dselkou a kfivost hladiny vedy v umyvaqle lze povaZovat za nu-
lovou, && jde o plochu s kPivostf asi 1,57 . 10"7 T, Ka%dy pochopi, Ze vol~
bou mendich element zmendfime i chybu vzniklou linearizeci, = pondvadi veli-
kost elementd volime libovolng (ovBem s pPihlédnutinm k nadim vypodtovim mof-
nosten), miZeme uvedenou chybu ulinit libovolnd malou. Volba posuvd podle
{15.2) zaruduje mimoto i spindni podminek kempatibility, nabol pfimé hrenice
ryky zhatenoun po linedrni{ transformaci pbimfni, o ponévadi posuv kafddho
uzlu je spoledny pro prvky, JeZ se v uzlu stykajd, nevinikne deformaci ani
mezara mezi prvky, sni Jejieh pPfekryt{. Pro vektor pPfeivofeni pak vylde
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Tuto rovnici zapiSeme krétce takto:

ey = T&liuwy

Obecnd by mohly prvky této matice zdviset na souPadnicich X

(15.6)

Ay
N .
Vzhledem k linearits rovnic (15.2) jsou v¥ak tyto prvky v rozsahu celého ele-

mentu konstantnf. Proto bude konstantn{ i napdti, které vypolteme z Hookeova
wékona ?

161 = L2eliel (15.7)
kde
= ~ — T
{B’} o iG"* \‘13 Lx\j}
E 4 0
T s — J— m\/
QC] - , -/*7_ !LL f: 0
4 ¢ 0 (i=mdii
/L& Je Poissonovo &islo, E  modwl pruznosti v tahu &i tlaku.
Energis napjatosti v trojuhslnikovém prvku je pak
4 T 1 T , (15.8)
W=‘{§{g} ey v = T{ey §46Y AL
v
kde
. ) o |
A= 7D = —f’:(xsz_\gu s Xy \d}:,;)

~zna¥i plochu trojihelnika. Tloustku desky, v niZ napjatost vySet¥ujeme, Jeme
oznadili t . Z rovnice (15.7) dosedime do (15.8) a dostaneme

W= oAt LeY Tolie) =5 At fuY 1ol 2161 u) (15.9)

a8 v
Prdce vngjéich sil {X} pPi virtudlnich posuvech {50.}1 bude {X} {gu,} a
bude se rovnat zmén& energis napjatosti pii tychi posuvech:
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Posledni rovnics wyjadfuje znédny princip virtudlnich praecf. Nékoho by mohlo
¢ na pravé strand rovnlce (15.10) ndsobime zleva ifranaponovanym

i

Vﬁktarem { bul', e&koli bychom mohli pro virtudlni zmdnu energie napjstosti

E, W =y $ E:Uu ¥
/ Yy P

] u{!
by viak byl chybnd, nebof devivact riz“k dosta vdme vektor 811,

o
supcovey matici. Méme-li dostat skaldrnd velifinu
zle

gva Ltransponovanym vekiorem posuvii
v W
= § %) T (15.11)

To Je teprve sprévey viorec, Jeho¥ Jsme poufill v rovnici (15.10)., Deriwvsci
na pravé strand {15.10) rozepifene & dostanene

S 1V Syl e AL S 1T o AT LT e S
Towy (A o= At igu.j TG Taelléliwh (15.12)
e Y e a ) ,
vektor virtudlnich posuvd %‘A&% lze vollt libove musi platit

rovnice

XY o= At (41 Laelléliwd (15.13)

Vdaechny vellifiny, kteréd se v télo rovnicl wyskyltuJi, tfkajd

R

mentu. ¥ vozlifent Jednotlivich elementd jJsme zpofédiku p@&%mii e
531 jsme tento index pro zkrécend zédplsh vynechall, nyni jed opidt pPipo-

st

iime. Pro element O bude podie (15.13) pistit:

o

{ Xl = LKy ) (15.14)
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Vynésobenim matic v rovnicl (15.15%) dostansme tento vysledek:
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Y orovnici (15.14) pozndvédme zékladni veteh pro deformedni metodu, v nind

K%%} Je slementdrny maticl (v globdlnich spufadnicich). Daldf postup Je JiE
snadny. % elementérnich matic M(&§ sestavime adici celkovon metici tuhosti K,
Yyuiitin okrajovych podninek mifZeme tulo maticl regulerizovet. Pak lze Jif
vypodist vBechny posuvy uzld W = KW . Tim znéme 4 posuvy Uy vrchold
Jednotliivieh trofuhelnikl, = rovnice (15.6) pretvoPfeni e 2 rovnlce (15.7)
napdti v Jednotlivych elementech. Vysledkem je pek obraz o napjatostl celého
télesa zkresleny oviem tim, Ze miesto spojitd napjatosti destdvéms nepsdti po
fdatech konstantnl. To viak pend nic, co by ndm monlo pfilid vedit. Héhrade
gpojité funkes funkef odstupnovanou neni v numerické anslyze nic neobvyklého.
Ostatng volbou nelinedrnich rovnic misto (15.2) bychom wohli dosdhnout i spo~
distosti napdti, ovden za cenu komplikace vypodtu. Rozdélime-1i oblast na
velky poBet prvkd, dosteneme i bez toho velml ulitelné vysladky. U moinosti
pomdrng dokonalé ndhrady spojitych funkef Funbeoemi nespojitymi svaddi mimo
Siné 4 zplisob vytvéFend plynulych obrazl ve filmu, v tslevizi a v sitoetisku,

Kdybychom plochu keZdého slementu pokryli Zsdou barvou konstaninlho od-
stinu, a to tim tmavdfho, &im vat4l je ekvivalenini (redukovend) napiti vy~
pofiend metodou konednyeh prvkld, dostali bychom nisto plynule se mé '
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nd plochu mozalkovi
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snemena il csanilé elly v uzlech nsdl ndhradn
g pPviku nehradlili “prisdrnou” kons

nranicich pr?} Wewtonlv zékon o akel a

o]

nice Jsou nymi urfens nezdvisle
hranicich obecnd nespejitd. Podél keidé
faz mezl prvky; spojd
svBak ¥ zachyceni napstd na hranici prvke
yrtuien nekonelngd tenkym absolut

of

na okraji w
Ten rozvddd «lly =z

wt

il do celé hranice
rrviky te pek pPedstavovéno vihradnd

i

nirendgdenymi
tPetinu Newtopove zdlkonu. V nafem obraze napdetosti by i
prvek nekonedng tenkou fernou fdrou, mezi peeky ponechst nskoneds

11é mezery pPedetavuiic! hranice s v uzlech pfiy
- jer by znézornovaly koncentrovens v uzleoch.
tenkd Zdry a2 maléd telky by zenikly ve srovednd s ploBkami

&
elerzenty & nenarudily hy visled

Hakoneo Jedtd Lrochu historie. FPodstatny dafo

B - g . o o g
stovyeh soustav, v nénl oz

nezndné byly voleny posuvy uzld tech. Dokdusl, fe
o
te

¥terd takto dostanenms, Je vidy paEnanyoh 7z
atupen statické neuréitosti.
Diledityn krokem pPl Pedenit stelicky ﬁ&uyéihjah

cw vity o minimw snergle naplstoestl, klerou uveld
. Ménabrés. 0 mélo pomddil, v
konstruktdr Zeleznic Castiglisno své

geney

stal po monoho let techniky neddceniin.
silovd metody.

Duslitu obou

rpzpoznal Engesser

N
pay

sui wilani a

linsdérnin
glisnovich vl

pits

~ & ovdem 1 vty
metodd, Je omezens na télesa, u
roku 1889 Cestiglianovy préci doplnil
napjetosti W* & dokézal, Ze

ni zévislost =il na posuvech. B

o

v&t naroven obscnénu Lagrengeovy
@jznamnﬁ éspéahf

%‘Z} k ey -« A s % 5 “ L i i s
YOV popvén sndru se tanto “drstt ovien

‘se rovnonirnd,

L
Yok




. el s
& b 3 @s ¥ = 5
- (S =3 o g (=2 ]
. % MM ot 2 oot W ~ m o B S
W g @ = 9 ¢4 5 o 2@
© R £ M oeed o S -y Aouy O
He €D & , 8ot = o e e
oV & «© 3 o i ad oW
@ W G 5 : SRS i o .
w8 e pow By 2
By et o @ T oo o o
oo b ! = o B Tou e :
e T a o X owo®
b P W a v X [ b
FEREE I W,{ N3 . By
L 4 £ - &
MW m 1 & SF f.mm o =} o
by . 2 S PTR
e a2 0 i =G IS T
@ oo oy & I
PR ot @ ¢ s o
o o e P e O
PR - - [ M T+
et e 3 e <
2o O = mM » T s
2 8 e o W
-t O T MNomom
W o v v i
- 5 4 o a8 o @ © ©
oG o @ £ e : M y sy o
[T i 3 Pl LA - ke el .
@ W B o 3 > o9 E o g
oo W s o @ 3 - = @ w R 5
= @ & s AN R @
(o] St o ke [ R sn..w yw.;b i 4
& o o o o A A= @@ 5
oo w P o R Rt ] i
D B o & %3 G B u “d o s
RIS oo = + ot e 5o o b
R I - @ 3 S oA E W et £
R 0o v = @ DA i - O <
ol i £ S oo
by @ i o H B
el - @ 1, wm @ @
5B @ T by, e I i
o ® o um«% ,HM @ e
5 oy v e o ke
gz “ g N
B e 5a oow s =
S 3 4 Lz =
Lo YR a8
S 5 oo 28 9
! SR . e .
km o Y T oy vy B D oW
oo ot A ° 8 oS
o Q o oA S I = oy
o e ;o @ ® O X
ST o ; § o TR o oW O
-, o . & @ 3 Lo
Py Mwm ke 3 et - e s e Sa
oo MM o 0w 5 . I T N~
- @ o 5 o ¢ R ed g
5 o - 5 8898 oo S o e w5
S = A R sipf 0 R @ o Pyl - Mw VMW oowd @ =g
st o o] BLAFRINE & o ; 4 & >
S o oD TPy tre g5 e 8 ER9 e
0, N £ oe ) S & o o 4
3 & v o - £ omoowm o0
g e =1 [SEER o] 1 = s u Ho TR I o1 ot
A3 e wm w8 4 PR & SOty BB o
& 5 n 30 15 S T o5 A
) = o9 wi o— A ST = B ST R
& e S e W e T
M A s 5 5 ®r B4
> O @ o9 S =25k e £oo e
0 < o & v Ny e
W W e vmvmm.m IS S T
0o #H oM D




Prvy z nich, A. Cayley, se narodil. roku 1821 v Richmondu {(Surrey).
D&tstvl proZil v Petrohrads, kde byl jeho otec kupcem. KdyZ mu bylo sedmnédct
let, zalal v Canbridgi studovet matematiku. Po tPech letech ukonil %oto
studiue 8 vyznemendnin. Odedel do Londyns, kde se stal privnim zdatupcen;
toto povolédnd zasidval af do roku 1863. Matematice se vinoval Jen Jako zdli-
bé, aviak s nimoFddnym Usilim a Uspschem. V dobs, kdy pracoval jako pravnik,
uvere jnil 200 &% 300 praci z matematiky, jeX jej proslavily. Roku 1863 byl
Jmenovén prolesorem #isté matematiky ne universits v Cambria gi, kde roku
1895 zembel.

W.R. Hamilton se narodil roku 1805 v Dublinu. 04 svych devatendeti let
studoval v Dublinu matematilu e astronomii kdyvi mu byle dvaadvacat let
stal se "Andrews Professor” pro tyto obory na universits v Dublinu a Zaraveﬁ
Peditelen hvdzddrny s titulem "Royal Astronomer of Ireland”. Roku 1835 mu
byl udglen 8lechiicky titul "Sir~. Roku 1843 objevil kvaterniony. ) Bydlel
ns hvézdérngd v Dunsinku u Dublinu, kde roku 1865 zem¥al. Byl tb»pfedéa%né
zraly, vestranng nedany &lovik. M3l mimo¥ddnou pamsf, ve svych deseti letech
ungl zpam@ti Homérs a déle ovléddel t¥indct Jazykd, mezi nimi arabdtinm 8
sansgkrt,

16. OMRANICENS PRESNEHO VESLEDKU PRI PRIBLISNEN Heimni

Variaénich principl, o nich# Jsme se zminili v kapitele 1%, miZeme vy-
ufit k obrenifeni sprévného v¥sledku pfi pPidbliZném PeSeni, a tim 1 % odhadu
chyby pfibliZného Peleni. To mife bit velmi dtleZité v piipadech, Ze presné
Feleni nelze ziskat. Tak tomu miZe byt pfi Pedent sloZityeh dloh metodou ko-
nefnych elementt. Existuje viak mnoho rliznych metod, kterguni z{skévdme Jjen
pPEibliZng Fedent.

P¥i svém vikladu se
v8ak omezfme na piipad, kdy
lze snadno ziskat 1 plesnéd

=} PeBeni. Zvolili jsme kon-

e strukeil skléddajic! ase ze
Ety® prufin o tuhostech
by= 34, ho=2b , k= f

fy = & . Pruiiny jsou spo-

ke
ft%/mgf X wa%ﬁ‘

oS PSS A

NN

AAANNNNN
g?“
2

Jeny tuhymi pP{¥niky, je¥
! ) se mohou rovnebdind posou-
- val, a Jsou zatdiZeny silami
Qbr. 26 - {obr. 26}

#) Jde o zobecndnou teorii komplexnich #isel; ka?dé takové &{slo se skigds
e ClyP Cdsti. Pro operace s nimi platf zvldstni pravidla.
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a potencidl wnéjilch sil

e
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! [T o Loow g P S A 4 ) 1AL
W= W, + C’}f 2 s hu, ~ LR, v LR o B (16.3)
; 5 2 L

Podle Leagrangeova principu virtudinich pracl Jsou posuvy diy

o

A, tekové,

e W e miniméini., Bude tedy

m
o 15’11; )

s 55 "
: - v (316,47

i } {16.5)
(M4

Maticl tuhosti

Y
K%
39

14 Jame 3L oviden sesia

8 ,
ofime sdicl elementdrnich matic tuhosti. Refenfm rovnice (16.3%} wyide

s,
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Dosazenim {(16.83 do rovaolce [3156.3) dositaneme

wi &

W’

min, 16: &

e

Kdybychom misto sprévnyeh hednot 4y
bliZné, af jakkoli ziskané, vidy by vydio W
W= W : &

M
gzil
2T & - e (16.2)
I

Sprévng hodnots vyslednéd tunosti &% by tedy byla wide
Wapk., pro

A 2, (V) . T 5 G{ % &
Wy = T T {hg ™ mmmoemmmm e e
' 15 R A5 7, 3 4

by vy8lo

i Foih
e = =y e
15 R
g tedy
) E A
b & = 3,21 % {16.10)

Kéybyehom poufill silové mstody, vy8li bychom z

napjatosti
_— 4 2 .
W, (- ) by Py q P B
W,, = foo . b e R—r
™ f:. % Q.f:.gw Qéi:, 22 By
P Lol i o 0w P DN
(& -5) vy i) , (Q-~P~P)
P . p = 5 e A % i " o f98 9E
it Te 2% 1% e

) | 3 -
Komplemsntdrnl potencidl pfedepsanych posuvi C@ =

DOSUVY w
} P o s f
pPedepsény. %) proto celkovs komplementérni potencid energia W

9%

G e ede [

takZe princly koemplementdrnich virtudlniech pracd {(virtudinie
va vEtu Bénabréove o minimu komplementdrnd 8

o & g
LI A

rgle napjato

% " N .
) Kdyby v pisobliti efly Gii byl pPedepsdn posur AL,
a k. w oy
] w w Iyald B % . Al ® py
potencidl @ =~ Qe W™ = WS o+

o i
L

o @37




T Vi, A W Ty 0
PPy 17, Y , 2P, ne, oV (16.12)
&ili
11 61 |7 8) :
% )\ = g’ﬂ } & {15u13)
1oz {n) i
Odtud plyne pPesné Felent
A} » . N 5" .
e Q P> 7Q (16.14)
Posuvy jsou dény prodloulenin prvni a druhé prufiny g
L8P 2 8 L 1 .
W= g T e R LT A T (16-13)
Jsou tedy stejinéd 5&5{@ prve; Dogszenin (16.14) do (16.11) wyjde
&
Wha . QF Q®
AL ET R Y 14 % (16.16)
?z&d;}i’*ibliﬁné Fefeni pak plati nervovnost
. ,, o
BT o» W (16.17)
Hapf. pro pPfidbliZng bodnoty
) 2 A4
# . L L
L= 7 . ho= 3
vy jde ze veorce {16.11)
. &5 Qo
W* = o
- 23 H
takie '
Y Q© 13 ’
ﬁ‘ B
252 = T o b= L34 (16.18)
2% . ‘
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Skutelng, sprévné hodnota ﬁk==&9-ﬁ-vyhovuje ohranigeni

1Y o & =7 £ 3004 (16.19)

Pongvadi n* Je nepPfimo um¥rné posuvu Uy , mohli bychom nerovnost
(16.19) zapssel také takto:

& £ (16.20}

£cidxf = A, = tLZA{ﬂ
Indexy vyznadujeme, zda jde o FfeSeni ziskané pFibliZnou deformadni &i silo-
vou metodou, Presnéd Peleni je Uy .

Vidime tedy, Ze pfibliZnd Pedeni ziskand jednak deformalni, jednak
silovou metodou ohraniduji interval, v né&mZ je presné Pedeni. Toto tvrzent
jsme dokézali za pfedpokladu, Ze pouZité metody lze odvodit z variadnich
principd virtudinich posuvl a virtudlnich sil.

Uloha 20. Vzorce (16.14) odvodte pfimo silovou metodou vyloZenou v kapitole
3

{loha 21. Napi3te odvozeni rovnice (16.5) deformadni metodou pomoci maticové
symboliky.

17. ZNOVU O VLASTNICH HODNOTACH. VETA HAMILTONOVA - CAYLEYHO

Abychom ai wvytvolili lep8i pPedpoklady pro pozd&js{ fedeni dloh o stabi-
1ité konstrukc{ a dloh % dynemiky, vrdtime se op&t k teorii. V prvaf 3dsti
semindfe Jsme Pedili dlohu o vlastnich hodnotéch

AX z A X (l?wl)

vztafenou k &tvercové matici M -tého Fédu A . Viastni hodnoty Jjsou skalé-
ry (Bfsla Ay , Aa , eov s A, , pro kterd méd uvedend rovnice netri-
vidlnt (tj. nenulové) Fedenf). Prfsludnd Fedeni tvor{ vlastni vaktory Xy o

Xm s ese 3 X(y) - NEkdy se téZ neazyvaji "hlavnimi osemi” matice AR
Vyznan tohoto druhého nédzvu ozie jmime pozddji. Soustava (17.1) Je FeBitelns,
Jo=-14 jeji determinant roven nule:
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1y A oy .
CL H e Setr ag (o9 15 cmmeees d"“?"?’u
e Gy -4 23 e gy
e -0 (17.2)
ony 4 Ll Qompg = rwmmee Gl A

To Je algebraickéd rovnice 7w ~tého stupné 2 wéd obsend m,  komplexnich kobe~
ni. Jaou~1i navzdjen rlzné, existuje 1 M piznyeb visstnich vektord, kiteré
Jsou ursny a% na multiplikadni konstentu. %) MiZeme Je normovel podminkou

fx1 {x}

Jsou-1i nékteré kofeny rovnics (17.2) nékolikandsobné, pek vovnice (17.1)
mit¥e, aleg nemusi mit M linsdrnd nezdvislych Fedend. Je~1i Jejich podet
mendd nef M, Je matice "defekini"; obraznd PFsieno, nico I "chybi®.

{i?s}?

Pro &tvercové metice plati véta Hamillionove - Ceyleyho: kelda Elvercové

matice splnuje svou charakteristickou rovnici. Tuto rovnici Lze psét ve tvaru
soulinu koPfenovieh Cinitelds

ﬁ; Ay ,2,,%"‘2 Ao }u,n_\} wwwwww

g,{; EK”'%J - "%N‘,v? *# 2’;‘
Oprdvngnest posliednihs tvrzend Je zfejnéd z toho, Ze Pedenin algebraicks
rovnice (17.4) Jsou zPejmd hodnoty Ay , A Arny, - Pak podle
citovand vity plaeti:

'3 g o ee 3

wwwwww

QA«A«iE}U%“%E} {(17.5)
v této rovnici znadf L Jednotkovou matici v ~tého P44u. Abychom tulo
aileiiton & zajimavou vEiu dokdézali, nepiBews vownlel (17.4) zkrdoend pomocd
slgsiralekdho operdtoru A takio:

A{A) =0 {17.6)

Jaou-14 Kw , X y o eee s Kg%} viastni vektory, Je

y

X

L2

Axiy = do Xy

Je-1i i?‘{} viastnin vektorem, Je Jim téZ éi,%?{} . kde ) Je livovolné
kenstants. Abychom tute mnohoznednost vyloudill, vissind vekiory norau-
jeme . o

o

- GO -




Matice A  tedy transformuje vektor Xy na AgR o). Proto matice N (A)
bude transformovat vektor X( na ﬁgté}%xga

AlAYx, = ALy xg (17.7)

Av8ak A, je kofenem rovnice (17.6), takie AlA¢) = 0. Je to viastnd iden-
tita. Jsou-li vBechna A navzéjem rdznd, je rovnice (17.5) zéroven iden~-
titou nejnifdfho $4du, kterd pro matici A  platf, Vyjde~li ponze %
riznyeh viastnlch hodnot, b v ; Pploty u nedefektni matice identite

% ~téno $4du

(A=A, T)A -4, 1) --oem (A-4,T) =0 (17.8)

kdefto u defektnd matice pus! byt n¥ktery z Einiteld {(nebe ndkolik ¥initeld)
ve vy58{ ne? prvé mocnin&, tsk¥e rovnice (17.8) Je doplnéne exponenty u t&ch-
to #initeld 2 Je stupnd wy3iftho nel % -tého,

Uloha 22. Doks¥te platnost vty Hemiltonovy-Cayleyho pro matici

a o200

L wt

Urtete té% prisludné vliasinf vektory a normujte Jje.

Ulohe 23. Je=1i & vlastni hodnotou tlohy (17.1), je té% viastnf hodnotou
"adjungovand® dlohy '

j?wfzﬁ = ,}b/‘%

DokaZte sprédvnost tohoto tvrzent.

18. TRANEFORWACE SOUZERNE MATICE DO HLAVNICH 0S (DIAGONALIZACE)

PRI studin linedrnich diferencidlnich s integrélnich operdiord si pomd-
héme traneformaci metice de hlavnich os, JimiZ jJsou ovien vliastni vektory
matice. Je to jJeden z nejdileZitsidich obratl metematické enslizy. Ketice
jeou pledevdim slgebraickim “nédstrojem”, aviaek ¥ usnadnéni vykladu a k lep-
gimu pochopeni pPipojfme k slgebralickym operacim Jedtd Jelich geomelricks
znézorndni. Domnivéme se, Ze takovy postup Je pro techniky pPijateindjil ned
ryze abstraktnd mstematickéd odvozeni. Tak jJsme zafinsll svi)] viklad o mati-
cleh v prvé Edsti sepindPe g nyni se k tomuto zplsobu wikladu opit vracime.

s G



V druhé Gasti semindde jsme poznali velwi uZitednou skaldrni velidinu,
kvgdrat fckou formu

o= xTAx (18.1)

Naudili jsme 8e tuto formu derivovat a poulifvat k Felent praktickych dloh.
(Vzpomenme t¥eba na odvozent Castiglienovych v3t v dloze 3). Nyn{ prfisoudime
této kvadratické form# novy vyznam. Napi@sume skaldrnl rovnici

XTA X = 1 - (18.2)

Jeky mé geometricky viznem? Jde~1i o t#i proménné, je matice A  t¥etfho
*4du a rovnice (18.2) z2nadf{ kvadratickou plochu (slipsoid, hyperboleid, para-
boloid) v soufadnicfen Xi , X, , X3 ., Je-li matice A  obecns

v ~tého Fddu, buds (18.2) vyjedfovat obdobns kvadratickou plochu v M =proz-
mérném prostoru. Jaky vyznam md nyni{ Wloha o vlastnich hodnotdch? 2 rovnice

AX = AX (18.3)

Je zPejmé, Ze vlastind vektor X znadf bod na kvedraticks plode, v némi je
radiusvektor rovnob&iny 8 vektorem normély. P#i dikazu této vty se pro
strudnost omezime na piipad s dvima promé&nnymi, pro nd% lze rovnici (18.2)
napsat formélingd ve tvaru

Hx“x;) = 4 (18.4)

Je to rovnice ku¥elosedky. Pak

P
- KXy +
(39 ! )

%
Tx, Qg =0 (18.5)

-

0dtud plyne smirnice tedny (podle obr. 27)

) [ 0
ii,,i . e F 0%y (18.5)

Axs T R§ Ty

Smérnice normély Jje pak zéporné vzaton p%avgéﬁenmu hodnotou smdrnice tedny
(podle pravidla o smiraicich vz8jemng kolmyeh primek):

Gom A oAk B/ |
L R TV Co(18.7)

%92’%




Nyn{ je&t3 nspideme, lemu se

rovné smdrnice radiusvekitoru:
Xz X,
) ' = T (18.8)
n
# Mé-1i byt normdla rovnobaind
. s radiusvektorem, musi platit,
%; te f,= ks , a tedy
~ ool
= X,
o fk (18.9)
x g
e kS ;} "
X«y R Vk“"
Xy Klk} ! Zde i Jje konstantou dmérnosti.
= Shrneme=~li pak ob¥ poslednt rov-
- nice do Jjediného z&pisu, dosta-
Cbr. 27 neme
agY
@
¥ ! )&..11
) k = L (18,10}
ks X2 )
@X;J

Na levé strand Je vislk parcldlinf derivace kvadratické formy t?(xﬁixz}w XA x
podle vektoru X , tedy vektor AX . Protc lze rovnici (18.10) psét jako

Y : )
LS Ax = AKX (18.11)

co? je rovnice (18.3).

Nynl se pokusime wvvsvdtlit geométricky vyznam viastni hodnoty A

Dosadfime-1i (18.3) do (18.2), dostaneme

9

. T o, y = -
NAK =1 gidy A T Ty (18.12)

Pongvads XX znamend &tverec T~ vzddlenosti bodu X  od polétku soufsd-
nic {tj. &tverec délky radiusvektoru), Je vlastni hodnota A, pPevrécenou

hodnotou &tverce radiusvektoru takového bodu na plode (18.2), v n¥mi je nor-
méla 8 radiuvsvekitorem rovnob&ind. Pondvadi poldtek spadd do sifedu kvedra-

tické plochy, vyhovujl uvedené podmince vrcholy kvadratické plochy. Viestnd
hodnoty lze pak zisket jako pPevrdcend hodnoty &tvercd poloos; jsou to tedy
hodnoty nezdvislé na volb& soufadné soustavy. Pet?i k inherentnim vlasinos-
tem kvadratické ploéhy& Plat{ tedy vata: vlastni hodnoty Jsou invariantni

- Q3w



gzhledem k libovolnd ﬁft@gaﬁalni ﬁyam@fﬁrmgﬁﬁ {£j. k takové trensformeci,
j8% ponechévd soulin vr: xTX beze zminy).
Volnost  ve vybéru soustavy soufadnic | je velmi dfile?itd. Mnoho dloh
Pgfdit sndze, zvelime~1i vhodnou soufddnou sorstevi. Transformadnl zdkon Bnée
me; odvodili jJsme jej pro metici tuhosti, platdl ovien obscnd. Jg-ll i
libovolnd ortogondlnd matice W -tého PF44u, Jo itrensformovend matice
- T ’
A = UAU (18.12)
Pfipomenme, %e matice jo &“tmganéimi j@wi; igverezni matice rovna mati
transponovanéd; pak U U =yt = T . Transformace (18.12) nd tu viastnost,
e ponechévéd beze zudny vetehy mezl maticemi, kierd se sklddsdd ze slulovéni
{satitdént a odf{tdéni), % ndsobeni s 2 transnozice.
ReSenfw rovnice (18.3) zflskdme vlastnl hodnoty A, , Ay, .o, Ay
a k nim pPisludné viastni vektory X, . Xy o <00 & X,y - V8schas tato
Pedani shrneme do Jedunoho zdpisul
T T H i 1 gy
3 won i <
= W (L8130
}*’i“ bt - “ %
. i i i -
B ‘;% wm%f% I Moo
P e
5 .
; {J } - 'ﬁ‘l‘n‘hv%
Furéoend . b -
{ ¥
k‘ﬁﬂzag‘v’:} b ;‘,&532}}%@ (AR 043
vae U de slofens % vliasinileh vektord twvolilcich sloupce tdto &&h&?a;
N je dlsgongdinf matict, A = U Ay Ay o Ayl o
Kdyby matics A byla zeele obesend, wvydly by vissind hodnoty AQ
shaenéd komplexni a o viestnich vekbtorech bychom no nemohil mocho Peld
Hemohli bychom ani zarudlt exlistencl v newdvislych vlesstnich vekiord
{mohly by splynout v Jaden vekitor). Je-li viask me! A soundrng, wyidou
vEachny viastnd hodooty rediné a vlastnich veliord da vidy ping potet M
Bydou~li vlastni hodnoty vesmés rlznéd, budouw wls vahjenng orto- /

gondlni, a bude-li mezli viestnimi hodnotami néktevd elikandecbnd nabo
bude-1i 1 vice takovich ndkolikandsobnyeh hodnot, buds maéné viastnl hodnoty

%) seou-1i v8echny poloosy redlné s konelnd
Jek pozd&ji uvidime z rovnice (18.19),

. Jovn viastni hodnoty bls
G pel petice poziiivnld 4

2
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ortogonalizovat. %) Jestlize vlastni vektory « nopmujeme podninkou }‘{LZ) X (3= 1

Je matics U v rovoici {(18.14) ortogondlni., Pak ale mlfene zavéel trans—

¢

formaci
X o= U, (18.153
Dosazeninm do (18,3}
AUR = AUX
a ndsobenin matict ij? zleve vyjde

(UTA U)X = AX (18.16)

&1L
Ax = AX (1
kde

Steinym nascheninm vyide viak z rovnlce {1B.14)

A= UalU = A

Te snamend, %e v nové soustavé soufadnic tvorené vlastnimi vektory Xy e
metics A disgonglni! Rovnice kvadratické plochy (18.2) pal

nabyvd tvaru

po rorepsdnd

2 - i - .
Mg Xy A K, o e by Ky 4

Lok
}.mé
w0
*
Sund

W3

et

Traneformact (18.18) nazivéme diampopalizecd matice A.

Hyni mbieme pouiit poznaetku, Ze A¢ e invariantni vzhledem Xk
néing tranaformaci. Charakteristickou rovnicl psancu ve tvaru detezrminantu

=
H
&
[
-

= G {
s

*) Je-11 vlasinl hodnota [ -nédsobnd, dosdhnens s ;
; y
vigstnlich wekiord vhodnyn otolenim w f& ~ronnirném podprosto i st e vine

gl tPebs, jJek bychomn dosdhll ortogonality primérd v rovnilovd kroZnice phl

v¥hérn ortogondalnich os rotaliniho elipsoldu.

4
W
H



miZeme - Jjako kaZdou algebraickou rovnici - napsat ve tvaru sou&inu kofeno-~
" vfch &initeld ¥

{ A= AN A= A) —en LA Ag).= O (18.21)

Invariantnf je celd rovnice (18.20). Proto soulinitel u Aé'( 0 %&<m)

v rovnici (18.20) musi byt tyz jako v rovnici (18.21). Tek dostaneme M in-~
variantd, z nich? dva nejddleZit&js{ ndleiejf k mocnindm T/ =0 a k:=m-1.
Prvni zna&{ rovnost absolutnich &lend, cof vyjde také tak, Ze porovnime levé
strany (18.20) a (18.21) pro A = 0. Vyjde

(AL = Ay Ag --ve- Ay | (18.22)
Pro R = Mm-1 dosteneme, %e stopa matice

Qi + Qag £ Qs ™ 77 4 Ggm = M+ Ay & Agt - d Ay (16+23)

Tyto vztahy Jsme bez dlkazu uvedli jiZ ve skriptech k prvé &4sti semindfe.

Nyni jsme Je dokézali a pritom podrobnd vysvdtlili vyznam vlastnich hodnot

a viastnich vektord v geometrickém zndzorn&ni. PFi dikazu jsme se sice ome-
zili na soumdrné matice, av3ak mohli bychom dokézat, Ze rovnice (18.22) a

(18.23) plat{ pro jakoukoli &tvercovou matici.

V&ty o maticich, které jsme zde odvodili a které jeS5té& odvodime v nékte-
fych dlohédch, JjeZ nésledujf, pouZivaji se Casto p#i dikazech existence &
koﬁvergence fedeni dloh maticovymi metodami. Budeme je moci piri del3im studiu

gasto upotfebit.

~ Uloha 24, Dokaite, %e opakovand transformace vektoru {,XS matici [ Al i
tj. soudin AMNX , limituje k nulovému vektoru, plati-li o vlastnich hodno-
téch nerovaost |{A;[< 1,

T

Y

Uloha 25. DokaZte, ¥e soumdrnost, ortogonalita a skaldrnf soudin vektord X
Jscu k ortogondin{ transformaci invariantni.

Uloha 26. Doka¥te, %e matice, kterd je zéroven soumérné & ortogondlnil, miZe
mit viastnf hodnoty jen + 1 nebo ~1.

Uloha 27. X matici A najddte vlastnf hodnoty = sestavte matici [J slo-
- %enou z vlastnich vektord. DokaZte pro ni platnost transformace (18.18).

*) Na levé strens rovnice (1€.21) poznévéme determinant [N - AT O™
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Je déno

11 1 1]
1 1.1 1|
A=
o
!
RS

ﬁlsh%M28k Dokafite, Ze lze keidou soumdrnou meti i vy JEdrit jake soudin orto-
gonélnf mstice U , disgondlnf matice /\ & transponovend matice UT .

(leha 29. Pro soudin soumdrnych Etvercovyech matic Jsou Gsfinovény problény
o vliastnich hodnotdch
AT . = .Bq
ABx = A X BAy = Ay
4
DokaZte, %e vlastni hodnoty jsou v obou pFipadech stejné, tj. Ze platf

Al DA
A= A

Poznémka : v posiledn{ rovnici nejde o exponenty, ale o pravé horni indexy
AB; pupf. DA

e g o . ;’ o - K 2
Uloha 30, Je déne dlohs o vilastnfeh hodnotd AX = AX pro souwmdrnou mati-
ct A m ~tého #ddu. Dokazte, ¥s lze lihavalay dany wektor e v nerozodrném
prostoru vyJddfit jeko linedrni kombinaci vlastnich vektors 7& tvaru

# o {: W 4o W ) } - e 'j,, ;}/ . E e g
“ 1Ry T O Xy & Ca 3 t Loy X a0

plati-ii, Ze

xi A
¢, = )
1} A x TE

Uloha 31. Doka’te, %e pro soumérnou matici A plati:
1 1 A 2 2 % %
Qi + Gy + Gy + =--mo e b Romm = Ag b Ay + o v A
Na levé strang je soulet Btvercd viech prvkld metice, na pravé soudet dtvaeren
viech viastnich hodnet. ¥ dikazu pouiijte matice A% o transformace {18,185

i

Uloha 32. DokaZte, Ze nevzdjem riznym vlastnim hodnotdm phieludeld linedrns
nezdvislé viastni velktory.
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Uloha 33. Je déna matice A , jejfZ vlastnf hodnoty Aq , Ly , ..., As
Jsou nenulové z navzédjem rGzné. Dokaite, Ze matice

B o= (A-4I)A-24T) o (A4 T)

mé ﬁ,mnésabneu nulovou vlastni hodnotu.

{loha 34. Pro metici

-5 ~33%3
A - _ %
~3 13 1

. T A, - ;
nakreslete pfislusmau xuielosedku X AX = 4 a pPesvddlte se, Ze JjeJl hlave

|
ni osy splfvejl s vissinimi vektory a Ze vlastni hodnoty Jsou reciprokymi
hodnotani kvadrdtd gclmcs kuZzeloselky.

19, WEKOLIK SLOV ZAVEREN

V tomte semind®i jsme ukézali na mnoha prikledech, jJak matice umoZnujf
Blelnou orpanizsci vyoeslith formou Uspornyeh s snadno pPehlednych vzoreld

Ne jlepdinm dokladem toho bylo odvozeni postupu pfi vypoltu steticky nsurdii;
velidin silovou metodou. Podefilo se najit vzorec pro Jejich vypodet, % jehol
vy8isleni nepotfebujeme ani sestavovatl deformelni podminky, ani pofitat sner-
c11 neplatosti. Vypoletl miZfe tedy probihat tém3f "mechanicky”, nepotfebujenme
pPi{li8 mnoho prenyiist, trochs rutiny postali. Webezpedl viech takovyeh metod
je ov8em v tom, Ze ma tuto rutinu miZfeme pPFLli8 spoléhat. Wejsme-li nuceni
dlohu detsilng promyslst, mGleme se dopustit velmi snadno zédsadnich chyb.
Proto Jjesme pPi svém vykladu hledali hlubd3{ scuvislosti s vénovell se vice
teorii ne vypodetni ruting. Mohli Jsme pPedlofit &tend®im pouze hotovd sché-

ate vipodtd sestavend do rbznjch formuld®d a pfedepsanyeh postupld, aviak taw

kovy zpisob vykladu by byl petrné mélo zajimavy. Autor se ostatnéd ani necitd
pov Glmn ¥ tomu, aby udilel lekce » numerické anslizy, proto volll zemdPeni
semindfe ponékud Jjinek. Cflen vykladu bylo pPedeviim ukdzaet zékladnl my3lenky,
obraty a souvislosti mezi deformadnl s silovou metodou. Alkoll jsme k tonmu
vyuzivali maticové symboliky, neusilovall jJsme o vytvoPeni nejvyhodndjsich
algoritmk, enil jJsme ﬂevyklédali nic o zpisobech Fedeni velkych soustav linedr-
nich rovnic, prestofe prévs tato Peden{ podstatnd ovliiviuji vy¥i celkovyech
nékledt na vypofet. Kdo ndco podebného ofekdval, byl jistd zklemén. Autor ty-
to otézky sice nepodcenuje, zdajl se mu viak piflisd specidlni, nel aby se
mohly & Uspdchem probirat v téchto prvnich dveu semindPich.

Prozatim jsme se omezili na obor redlnych ffsel. Zobecninl na obor fisel
komplexnich je snadnd; v3tZinou vysisfddme s tim, kiyk osnalend “sousdrnd



matice” zemdnime za "hermiteovsksd watice®. Zatimeo pro coumdruou maticl plsti,

Ze QL = Q45 plati pro hermiteovskou maticl, Ze CL{,;;Eijé . Yinovkou zds
vyznadujeme &{slo komplexn# sdrufené. Pro iranspozici tako i, %e
Cagd = Uazl = Lagl (19.1)
%111 opst
AT = A (19.2)

p . Ty . . " : I
skaldrni soulin X X Je redlné Zisloc, 1 kdyZ

Pravidlo {19.1) zaruduje, Ze
ou &islas komplexni.

prvky vektoru X s

Hermiteovekou Je napf. matice

N . (19@3}
A = Y Q Qa/\v §
- i
N -5 @ A
14 proto t¥i redlnd viastni hodnoty (A= 0, Ay = 3,43 = -3} . Patrf k nim
tyto vlaseind normované vekiory sestavend do matice U .
. )“usj f“\u,l )"5.» -
7 44 4 {
o e S
% b3 & 1. &
, 2 4 ! A by ] 4
U - i b - de (18,47
/ 3 Lo¢ L ¢
( Ly L
3 3 >

Ponechévine na &tendsi, aby seApﬁ@sVéﬁéilg e matice (19.3) e (19.4) spinuifl
transforma¥ni zdkon (18.18). ’

Aplikece matic & kompleznimi &lsly probereme pozdidji, Prd
nechall vidoms stranou teoril “"pfenosovych matic™, adkoli J
mohli bychom Ji shadnoe vylofit. Wezsebfvall Jsme se anl Zd4dnou
miky. Tyvito problémy ponechdvéme na nikiery z pfidtich senindfh
viklad prilid roztf{3tit, nebol semind® mi&l byt urden predeviim
potPebujf doplnit zdkladni poznatky o maticich a ziskal zkude
aplikscemi. Proto - obdotmd jeko v prvni 8€sti - byly k textu
pFiklady, KeomZ Glch 2z teorie prulnostl Jsme pripojili v
ldch dlony Zistd matematické. Doufdnme, ¥e uspokoii{ i ndrolnsisy
#{ ji% 28klady maticové algebry dobfe oviddali. Proniknuid do 2
tdchto dioh Je nezbytnéd, chceme-~li porozumdt riznynm odvozeninm,
vétdm, dikazim konvergence, hodnoceni chybkpﬁibliixych Pedendl std
nalézérws v odborné literatuds.
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Autor dould, #e Stendfi shovivavd posoudl eventusini nedostatky textu,
zejména drobnd pPehlédnuts pii dvoeifm opisovéni rukopisu-~-po druhé bez moik-
nosti autorské kerektury. VEF{, Ze takovych nedostatkt bude co nejuéns.
Nemaloun zéslvhu ne tom maji pracovnici Domu techniky, kteli se stersii
¢ wzornou upravu a viasné rozmnofeni skript. Autor Jin co nejupPilmns i
dékuje za jejich mimoPddnou pedlivoet a svidomitost.

suter rdd pfijme jakékoli pripominky k obsshu seminéfe i ke zmplsobu
v¥kladu a réd i dodatednd zodpovi eventudlnd dotary, které lze poslat plsem=-
n& bud prostrednictvim Domu techniky VIS v Frase, Gorkého ném. 23, nebo
pﬁimg na adresu autorova pracoviidts (Ustav termomechaniky 8SAV, Pulkinovo
ném. 9, 160 00 PRAHA &), :

DODATEK

Redeni dloh uvddime podle’ jejich pofadovyeh &isel

1. Vyjide
: M3 11 - 10%
T33 [ 3 -1l 10 -1
ri 0" ,
BA = ; j = T
0 1

Katice B Jje tvaru 2 x 4, matice A tvaru 4 x 2. Soudin BA mé
proto tvar 2 x 2, Soudin A B bude mft tvar 4 x 4 & nebude dévat
Jednotkovou maticis

6 ly 9 g
o 22 w13 11
AR = i
33 9 -11 19 8 g
g 11 8 - 19 J

2. Snadno doké¥eme, e matice S Je s@mmérnég ti. Ze ST? S . 2 rovaic
(1.7) a (1.8) totiZ vyjde, %e

ST o (ATAYT < AT(AT)T = ATA < S
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ot singulsritu Je pondkud obtifngj8i. Dopinime matici { "W - mw )
fadky & nulovymi prvky ns Sivercovy tvar e pek ji rozdslime na submatice:

s

" - i
¢ = g A = B, ; B, ;
SRS e |
é 0 By é By

e oo S s
Jo zPeimé, Ze D,  mé& tvar Yuxau, %%

mé tvar (MW - M ) x (v - ),
it on

- . ! L
S 1 B8, v 858 | BB, + BI By

z
i
F1L By By | BT B +81 By, BB, + B By

PR
{ *.%1 %”a . '
= avilel ] = ATA

P LA 5 T
> ATA = CC

ak nisti pro dsterminenty

7

£

wo by s . 4 5
nebot 1017 O(nejméns jeden sloupec je nulovy). Je proto matice S sin-
guldrnd (méd nulovy determinant). » '

Euerglis napjatostl W Je déna praci wnéj8ich sil X vykonanou na po-
auvach A4 . Pondvaedi sily A rostou ‘mdrné s posuvy 4L, musime do
4

vypodte zahrooul Jen "prlmdrnou” velikost sil %f}{ , Lakife
P 4 w { T
W= g Ly Ky b Uy X b oo Uy, X%) = 7 X (=)

Dogading sen ze zékladni rovanice pro N a dostaneme

5
! A

W WK (v)

o LOE e




To Je vak kvaedratickd forme se soumdrnou maticd K , takZe podle (2.7}
vy jde
| W
= Ku = X (e
il
Y :
Rovnice X ™ A vyjadPuje vtu, JjeZ byvé oznalovéna jako prvni Casti-
glienove véta. Shoduje se s Lsegrangeovym principem virtudinich praci.
Podle tohoto principu totiZ plati:

. M W o
qum, T XLS%«% R )K%SMW"’ "’r;{;‘(' 5{,% = «Ej&tﬁ% poeee b m(/%%

Pongvadi pbirtstky gﬁ@i jsou libovolné, musi byt

X4 W u, N
Xy - Wi T gili ¥ = ;% (a)
Ko, ?W}?%WX

JestliZe do rovnice (a) dosadime % = (X , vyjde komplementédrni
energie napjatosti

W= = Fxex = TXCx =W (e)

Je to rowng¥ skaldér, & to kvadratické forma se soumdrnou matict c .
Bude tedy

W V .
e CX = 1w (£

co¥ byvé ozgaégvén@ jako druhd Camstiglisnova véta. PPipomenme Jjedtd, Ze
vrtah (L * éggw , a8 Je napsén jJjako Jedind rowvnice, znall ve skutelnosti
soustavu m, rovnic wrdujici{ch viechny slofky posuvli ve véech styéni-

e¢ich, Je¥ jsme do vypodiu zavedlis

Uy WW* /9K,
Ay TWELIX,
: - o (g)
Ky, W]V,
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¥ této dloze Jeme pro vitd{ pfehlednost oznadill jednotlivé prvky ve
vektorech 4L a X Jejich pofadovymi &isly a ponechall jsme Jsdnotné
oznaden! prvkd tdchto vektord. Rovnice (g) “Zahrouje jek sloZky sku-
tedngeh posuvd, tak dhly otolent.

Rovnici (f) 1ze rozepsat po Hédeich. Pro i-ty Fédek dostanens

YW
P Y . el ro W h
I TGN T Xy e Xy e e £ X w
Thred je zfejmé, Ze
fazwlﬁf
WK %4 )
k)({pxg‘ 4 :

Pondvad? Jjde o spojitou funkel, lze zaménit poradl derivactl, takis

Vs
- &ili C)"('j = Qo (5
DX PR UX ‘ A

A 2 3"
i

Teto rovnice vyjadfule vEty Maxwellovy, znédmé z teorie pruZnosti (vity
¢ vzdjemnosti posuvl). Metice poddajnostl je tedy soumdrné. TotéZz platd
i o matici tuhosti:

f 1
VW , ,ﬁ AW }
& 2% 4 q ey
T T g e Vs Tug
4

Ob% matice jsou krom& toho pozitivnd definitni. Af jekkoli sestavime
vektor 811 X , tedy af pruiné t3leso zati%ime jakoukoli silovou sou~
stavou, vidy musime vyneklddat praci, abychom t&leso zdeformovali.

Je proto W™* > O pro jekékoli X , takie matice poddajnosti C

v rovnici (e} Je pozitivad definitnf. Ohdobnd to plati i o matici
tuhosti K .

Nenulové posuvy budou pouze thly ﬁﬂa . Je proto moiZné vz vekitorech
(5.1) & (5.2) vynechat vSechny prvky a# na &tvrty & v prfsluiné matici
tuhosti vynechst viechny P4dky a sloupcs af na &tvrty a desédty. Pro je~
den prvek tak dostanesme zdédkladni rovnici (

Mm% ) «yu &ﬁ}

= B {&a)}
A4

M&L_ ««3’" y' s

Oznadime~1i torzni tuhost elementu 1-2 znakem 7 , buds torzni tuheost

glement 2 - 3 a 3 - 4 dvojndozobnéd:

&/
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7 P - 4
K“i'wz ) Ao
- 4 2
. ) 3 ki
f ) 0 "0 ”‘q,’*w 3
Ky = | 7 Ly (. f ‘*f )
- - l//* l ?A‘ ‘S b m“t’} I “1“/3}’ “‘w"’)
Adief venikne vyslednd matice tuhosti
4 4 n b
I - =l 0 O 1
. ﬁ «1 3 - 0 A
K = s ()
-0 -2 4 -2 3
0 0 -2 z | "
G, Gn
Pondvad? YV, = 0, Vy = 0, skrtneme prvnf{ a Stwrty %édr’}* a prvnl &
Etvrty sloupec. Dostaneme tak zdkladnd rovaicl pro gely hi fdel s
' i‘«’%&i " ng 3 @2 f{}:‘i
y v z 5 (c)
M Ky Mn L-e 4 L?‘J
Relenim
' 4 2 | 1 6
Nl M { } e (a)
| brla 3 1 87 5
Bude tedy
% - ?) MK»& Oy z.gm MV,..‘Z. (Q}
Yy ® Iy @.j " Vg = g e
P {4-2) ¢ G Jnun
5. Ze znémé teorie ohybu a k:mta odvodime vzish ar
i
. Ny
y 120 - G o -ap -Gt 0 ;;'*
. 4 i
Mot = | 0p-) gpa(x-%) o -mpw-d -eptlx-5) 0 -
Uy [ 0 0 ,}’ 0 ¢ éj "5"2
- (ﬁim
o 104 -



EY Gk
Ke B =5y =L
Ar  Jje piiény posuv
ks)

Y = sklon ohybové gary

¢ - otoZent prifezu kolem osy nosniku

Obdélnikovd matice v této rovnici je hledanou napsfovou maticif. Jednot~
livé prvky této matice odvodime tak, %e p&t ze Zesti prvidl vektoru po~

suvl volime nulovich. Pak najdeme vnitPnl statické d&inky vyvozené Ses-
tym (nenulovym) posuvem. PouZijeme k tomu obvyklych metod teorie prui-

nosti, napi. diferencidlnf{ rovnice ohybové &éry nebo v&t o momentovych

plochdch aj. ’

©

6. Mé-1li obecny wektor AL  sloiky i R IZL v soustavd X , i
dostaneme Jjeho slofky v soustavd X %, promitnutin sloZek [ Z,
do o8 X 3, :

‘{”}“1 = CI"! Mﬂ LKKX) + ;:ZL Coa ‘\.X”‘g) = /:L; WLP - fCE: A’(,-/’/qu

U = Ay Loy (y X)) ¢ g e (*g;??) = Ly Almy + Uy £oay

Dosadime A= Loy gﬁun A{qu’, abychom zkrédtili zdpis, a dostaneme:
LL;} I - iqu (2)
Uy " A Uy |

wo= T8 o (b)

&ili

Pondvadi {ransformace Je ortogondlni, platfl, %e
T . 4
T T = T T - "r {c)

0 tom se lze snadno pPesvadéit. Pak téz

Go= T ()

Obdobnd rovnice Jako pro vektor posuvu platf i pro vektor sily, takZe
by } T

x = TX X =TX (e)

Dosazenim (d) a (e) do zdkladni rovnice X = K (L plyne

X = KTun . N ES)

w105 =
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Stadd uvaZovat polovinu konstrukce. S oznadeninm

no EY EJ G Jx 57
Yo" Tgs By = 43 7T T 0

odvodime pro elementérni matice tuhosti v globdlnich soufadnicich X
%o 1 vztahy

1 J 5 4 5 6
[ Mha 0 Gh Bl 0 Gl :
o e 0 o - ¢ 2
g Chaa O 4fea” -6pa O L0qat | 8
(-2 wf‘?;ﬁm 0 ~ehL phe ¢ -ilfa i
0 -y 0 0 e 0 “’
a0 2hact -G O et | ©
5 5 c ¥ # G
Lhe 6B O -uhy e O 4
b, 4 Hﬁ&CL 0 = @ﬁ@& ip, 8- © s
K ° © Lo 5 0 -% ¢
Niaos ~
B -0P. -bhgl O Lhe - -Gl © =
Cpol L O -gpe Hpe O ®
' e Y ’ Ao &
L o 0 % 0 0 Yo | @

Tyvto matice sestavime raddji pkimo, pondvadi nosniky jsou vzhledem ke
globalni soustavé soufadnic ve vyhodné poloze. Pritom respekiujeme sku-
tefnost, Ze existui{ jJen svislé prihyby a chyb se d¥je vid
roving., Dostaneme proto matice 6 w 6 misto 12 % 12. Hatice
somedrné a s kladnymi prvky na hlsvni diagondle. Musi mft Je3td del8
viastnésti, které odvodime v dloze 8. Okrajové podminky 4

¥ ve svislé
i

Uy =0, Ay =0 a podeinku plynouci se soumdrnosti 4u; =0 z
neme do vypoltu vynschénin pPlsludnych slouped a FAAKE. Adici zbiva
ciech prvikl wvznikne vyslednd matice tuhosti = s Jejl pomoci tato zék

w 107 =
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4 5 I G *
3 ; ooy f 3
X, oo Ow ;'12(!’5,_,.4"{51) @[55,("‘ ~ef 0 o -i2p, Uy
Xs = 0 Gh L WAL Y O 0 -Ep g
S = , 2
AR -Cpa 0 wpder, oy O LY 4
g = O 0 ¢ e 7 0 Uy
. &
L X;. R "?3{5&« "‘Qﬁ‘a,{" ¢ © 1”4{,5,“ L Mg
Tuto rovnici miZeme jed3t3d wzjednodudit, uvddomime-~1li si, Ze nosnik @ e
@ tent skrucovén, coZ plyne ze soumdrnosti a z podminky X4 = O.
Bude proto 4, = Ug . Tim se $4d matice snf%{ o jednilku:
- . ) . ) s A
0 . %L(ﬂ)‘_kﬁ' {‘)’{,) 6 (‘)b?} - é) (‘3&‘&0- : - ii '36, U”Lf
, 2 [
ol GPul up ey, O | 6B, 4 J s L
0 ~Gpa O HbR1 0 U
w0 o o e o o e e s e o o i i s -
@
“T ) Lo, -eme o ) oapy || W
Tato rovnice mé tvar

odkud vypolieme

- - (&
iu?i = -0 Ky - Ky Kﬁﬁ Koy ] : {T]}

&. Se zfetelsm k rovalcim rovnovéhy uvolnéného prvku @ -

X, + X, =0
Xsw - Xy = Xg =0
Xy, & X5 = 0
musi platit tyto vziahy (pro 3 =1, 2, eeo, €)1
ﬁ‘tg + {%j =0
Q,1 &ﬁia. - 'ﬁsj - ﬁ‘éj = 0
'ﬁ.ig' * {Q‘YA,:I ® Q
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10.

Samozle jnd téZ platdi, Ze ’514;30 ) ﬁ{,; = ’@,3‘4; . Pro prvek @ - O
opbdobng odvodime vztehy

‘bq‘,j' + j&}g i 0
A ﬁ!-eg - é"{; - ‘{bgg =g
‘le; k '&@j = 0

Transformelni matice musi byt Bestého $4du. Bude mit tedy tver

kde )\ Jje submatice tretfho Fédu. Ponsveds Efslovéni 1 a% 6 u prv-
k8 v matici K, ,y odpovidé poFadf v =~ X =~ Z (obr, 10), je t¥eba
obdobns zménit i poradl prvkd v submatici [\

‘ﬁ/ % 2
ug Ay vg§ 1 0 0
N o= | & az  vg|u-s 0 0 -1
5 o 1 0

fpz A Vs

Pritom jsme osu X sztotoinili se smérem @ - @) , kaesto PERY
Z=X . V maticl Ku—z.) nepideme viude "{" misto " @ " a

me transformaci podle vzorce (5.7). Vyjde skutelns matice K("m , Jek
Je uvedena v dloze 7.

Incidendni matice vy jde

o o o o 1
1 0o 0 0 o
N = 0o 1 0O 0 0
o o 1 o o
c o o 1 o
Z¥e jmé
o 1 0 0o o]f[o 0o o o 1]
© 0 1 0 o0 1 0 0 0 0
NTN = ©o 0o o0 1 o0 © 1 0 0o o =T
6 0 o0 o0 1 o 0 1 0 o
i 0 0 o0 0 o 0 0 1 0
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Einiteld
Pravd strans

Na pravé strang provedens t%gnﬁpsxisi; pFitom

&3 3 L G b w b
& vzhleden k soumdrnostl ", o OK

-
] 4

Pt tedy bude

Wyni wwedeme v plvedny rovonicl oba Cleny ne

£ YO L A L i I b R} e - T P,
L " 5 AN O S T S e / v { . Cly t UE,.. b Ly i RV
L

L, %g malics

se nutnd bud
Pokusme 88

shem L L +AKC,.0 ’
zprave. VYyide )

d
tedy 0 to. Vyraz v hranaté

[

. =4 P X ’i
Voo b imaﬁd i %\;é C&,{;{ﬂ i ,L A I = f;

Kemalng

N

greet demonstrandum.

S

bude voderovny

Lo e {,{”A e

SiE pPl neste-
p PAd pPisiuvdndch

12. Zavedsnme oznadeni posurd pofedovimi Slsly.

posuy 2 4 - 1, avisly 2 4 . %«
w Ad, = ey, = 0, peoulové budou tedy Jen posuvy L

5

:

Okrajové podminky mifeme - pro Usporu mista - resp
5 ho vynachinis

elamentdrnich ma

pulovin posuvim. Bude tad o b= ES/4 -

.
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Kiey = L0 i K =kl
= (43 i
Ey G *
g“ 100 -1
Lo o o
%( S S
|

Lo

O

[

Lo

oo @

o«

|
|
)

o O O QO

(273)
I
= 4
{3441 |

Tyto watice osdvodinme snadne pfimo. Je~1li napd.

{je Lo vodorovay posuv k

loubu

3

o U /T s %?akavﬁ sf{la v ném (2/{2)(we/12)

véze se gilani ﬂ
prynd sloupss v elsmentsr

<

e ¢ ten wyvelé resk
" - AR S
s zloupci matics M amte) ¢

Lednid rovnicis

.
|

|

JRe L Ly
)

i

i

y

/‘\;

o

s
R

. S -
Trele 9 -
At erm

b £

Po inverzi matice tuhosti

P x? . e : —
Mg ‘ le2j2 11 1s2y2
5 ‘
JMe L, mwmwwmmmﬁwmlnu%mm
E E b 1 ez
z »&; . @\
! ]
{ ] .
i {w&% E L 2 O ! ¥
ni zm&na se tykéd jen posuvd U,
1% Zédany tvar, ti. poswy Uy
bantokr vmistédny ne konci velkt

o

Ci,Xg

K
 f 3 &
L)

= W, , odkud plyne prvek v prvnim Fédku

Tak lze postupovatl

sdtud odvod

Inkalind scufadnice a poulil
rrfeh matic tuhostl ziskdme celkovou maticl

=

(kundilall), K, = (eud/(2{2

"
e
ol maiici

)}, nevznikne Z4dng
{nebot pPedpokiddéme walé deformace), zato prut £ =

2
e/

Déle

Y

-

sila v prutu

3
)

} . Odtud viak dostananme
se zkratd prut 3

.
déle. MNiZene

)

g

O

3.—‘
[ |

¢ nenulovy posuv 4

se zkrati
bude v ro

viak také vo-

transTormelnich matic. Adlcd

.3

GO pc;:&am ¢ 4

(@]

D D
e,

ES—

fme, %e plati:

oy
LRt

S




Nyni

Viimndme si, Ze posuvy My, Az  do posiedni rovnice nevstupujdl,
pongvadZ Jjsou nulové. Bude tedy

| 1 0 . 2+ 2(2 ollx 1
I%CMAK = 0 1]+?‘-§--— 0 3 1 1 =

.1 2 + 415. 2+ 265]
Zﬁs [ 1 1+ 2%5

7 vovnice (10.13)

. . 2(5 + 3{2) ~2(1 + {2)
~oz, (3 + 4(2Dk | 21 + {2 2(1 + 2{2)

Z rovnica (10.14)

1&'_,‘ %?a
Ca& (.Ch) (3 + 4{D [~1w2f5 -1 J

CF - 1 25 + 3{2) 201 + V2 ]
v B+4{DR | 20+ 201+ 2(2)

b

Pro upravenou konstrukei bude tedy platit tato rownices

~ ~ ‘ ez f af
fug 25 + 3(2) 2 +{2) (9«4 -+ 2f2) || X}
Sl 1 20 + {2 21+ 2@ @« 203 S BRS
wr| Gra2ik [y s 22 2(5 + 3(2) -21 +{2) ;*
| u B G U1 Py R | -2+ [2) 201+ 2(2) ] | XF

Tuto matici p@ddajmgsti Jome vBak ziskaell v dloze 34 ve skripteeh k prve-
ni ¢4sti seminéPe pPimym vyuZitim principu supsrpozice. Lze se phesvidlit,
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13.

4.

i5.

e vysliedek je stejny. Tehdy v3ak jswe musili znowvu invertovat oprave-
nou maticl tuhosti &tvrtého Fd4du. Toho nebylo nyni potFebi.

Me jprve vypoéteme
y 2 11[ o,9 -o,8 1 0,3
KK, = 1 1 -0,8 1,9 10,1 1,1
Pak podle (12.4)

! [ 0,9 ~0,8 1 ~o,3] 0,98 ~0,99 |
{ - =
) -0,8 1,9 -0,1 0,9 ~0,99 1,95

L -

Je

-4 «d
V8imndme si, Ze soudin l<§<1 je nesoumirnd matice, av3ak K(ﬂ
opdt matice soumdrnd. 04 sprévné matice

. 1 -1
S
-1 2

-{

ge 1i3{ mnohem méné nei matice plvodni. Zatimco u matice }<1 byla
chyba u prvkd na vedlej8{ diagondle 20 %, Jje nynf Jjen 1 %. Nejv&tsi
chyba Je pﬁitom 2,5 %. Presnost se tedy po jediném iteradnim kroku
podstatnéd zvydila.

Derivact (13.2%5) vwyjde

W | |
—’-):@M = HQ&O‘ - HQXX =

H%Q - HaxH;a; Hxg &

#

i -4 AN
(*’1(;(1" Hox Hxx Hx&)@‘
coi je pravé (13.27).

Pro dané pofad{ pruti je matice elementdrnich poddajnosts

-
o0 o0 No

&=
O+ O O O
- O O O O

o 0o -
o o™ o o
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a metice

IS 1 0 |
, o o {2 o, -7
T |
LAy ibi ] = -2 0o o o bo-f2
c o -1 1 ! 1
o o o o 1 1
Matice M wyjde
3,828 1 0 0 ; 3,828
1 1 0 0 ; 1
-3, A ;
H o= T 0 © 3,828 -1 | -3,828
0 ) -1 1! 1
o S B AU
3,828 1 -3,828 1 | 8,658
e s{ly v prutech (pro (B, = Q)
Pz # Pﬁz»z‘; = 0,442 Q = X
P, o Puwy = 0790 Q
P3 e PLQ—”:@) = WQ@ 524 Q
P & o
Pa = Py =-0:3%8 W
Pe = Py = 0,442 Q

Porndoka 1 Pondved? Je nenulovd jedind aile Q3 , vemusili jsme do rove
nic rovnovédhy ostatni wndJ8{ eily pojimat. Ze submsiice [,6’(,} by pak.
zbyl jJen tPetd al@upem takia

o ! 1

3 . B s i
-2 [ 3,828 | -3,828

; |
I ;. . 1 . _ x «»»mwwm“%wm,wm...,ﬁ
z,,‘uc.\ﬁe] = O ; \3—5 Hos % | -3,828 f 8,656 |

=1 : 1 ,

o ! 1

A 1 '
Vyjde X = 5Esg -3.828 8] 0,442 Q jako prve. V tomto

#

shrdcendm vipoltu snadne odvodime, ¥e

E 0 ¥ -




16.

C - Hg

aa ‘WH Hyq =
2
v 3,828 . 2,14
= lses - gl = 3

Je to védorovny posuv uzlu 4 plsobeny silou G s = 1. Cheeme-li do-
stat 1 posuvy cstatnfch uzll, musime pouiit ¢plné matice H
byla uvedens dfive.

s Jak

Sousgtavae je dvakrét staticky newrditd. Pondved? nds zajimd i vodorovny
posuv kloubu 1, musime v nim pfipojit dvd sily: avislow Q4 = @ ,
vodorovnou Q& = 0. Prvni soustaevu sil v prutech, Jez udriuje wvndjsi
8ily v rovnovéze, zvolime naph. takto:

P, = -o0,70711 (& 7 B,)
po= 0
Py = 0,707 11 ( @ + Qu

Erom& toho nmusime volit dvd linedrnd nezdvislé soustavy sil piisludnych
viastnimu pnuti. Pryni z nich bude napd.

Po=~o0,70711 X
= X

P, = - 0,707 11 X
P, = 0

a druhg

= o

P, = 0,3660 Y
b=~ 21,2247 Y
Py = Y

Rovnice vovnovdhy tedy budou {zaokrouhlend)

E P ramov 0,707 " -0,707 o ]
PR
Py | o 0 (Q,) 1 0,366 %?Ki
R = 0,707 0,707 i!i&ﬂ + 0,707 ~1,225 iy |
P, o o | E_ 0 1




Matice {éb] i t 543 maji tentokrét stejny tvar,; teti? 4 x 2. Matice
elementdrnich poddajnosti Je '

Iz

st

0 0
Fo- A 0 1 0
| o o {2

0 0 0

VIR & B o B & ]
‘.

Tuto diagondlnf{ matici bycham mohli zkrdcend zapset také takto:
4 S e
o=z lR 1 |z 2|

Tonoto zplsobu se nikdy pouZivéd pro dsporu mista. Matice H vyjde

1,414 o ! 0o  -1,225
i T
T R A I L L
& 0 m1,414i 2,414 1,591 Hyg 1 Hax |
~1,225 ~1,225 | 1,591 4,254 .

Staticky neuprdité sily (obecnzji by to mohly byt paresmetry vlastniho
pautl) vyjdou

% -4
%‘“{} =7 Hxx HX& Q

1 4,254 -1,591 T[] o v«w:lgzm] {Qﬂ
7,75 | -1,591 2,414 1,225 -1,225 | (Q:)

PondvadZ GLZ = O; Jje

]

3( 1T 4,254 -1,591 1] o
{\(} B .75 | -1,591 2,414 | | 1,225 ] e}
1,225 -1,591 -0,252
7,75 . 2,414 , 0,382

S{ly v prutech Jjsou pak

) -0,707] -0, 707 0
0 o 0, 0,252
- ?Z. - = Q & o $366 0125 =
P, 0,707 -0,707  -1,225 0,382
P, 0 0 1
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17.

i8.

-0,530
-0,112
0,417
0,382

Ponoci matice H nyn{ vypodteme matici poddajnosti & dostaneme pro
vertikdlini, resp. horizontdlni, posuv uzlu 1

Q ) 0
’U-/L_‘) = =0,112 A LU) = 0,95 _g’:"

Na tomto pfikladu Jsme si ukdzall znalnou libovolnost, s jakou volims
Jednotlivé soustavy sil v rovnicich rovnovéhy. Tato volba sice neovlive
nuje teoreticky vysledek vypodtu, mi%e vdak na ni prakticky zéviset
stabilita numerického vypodtu, jde-li o velké soustavy.

Nakonec Jjed8t3 pozndmku k lineédrni nezévislosti obou soustav vlazt-
nich pnutf. Co se tim konkrétn#® mysli? V deném pFipadd to znamend, Ze
jeden sloupec v submatici 4{671 nesmi byt nésobkem druhého. Obecn zna-
mené linedrni nezdvislost vektors 1V, , Vi, , ..., V,

, s %e nesm&ji
existevat tekovd &fsla A; , 2z nichZ aspon jedno je nenulové, aby
platilo

Dosazenim do (13.24) plyne ihned vysledek.

Matici W se pokusime ziskat dpravou rovnice kompatibility (14.2).
PrepiSeme Jji do tvaru

{aey = - 1817 {u)

& vektor prodlouZeni { Ai} rozd&lime na &ést { 54} odpovidajici pru-
tdm staticky uwrditym a na &dst {Et} odpovidajfc{ prutdm staticky
neurditym. Bude tedy

- -
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19.

Tute rovnici rozepifeme na dvé. 2 prvé wyjde
po= - ()7,

a dosazenim do druhé

v)“i ¢

g = /‘nr(fm Oy

f
b

Tuto rovalci enulujeme & upravime do tvaru mabicového soudinu:

. ) ] L .
o () 8+ 8y s DemT )T D] )l.“é‘}{?; -
i m, T 5
SO R R
R y - & .
I %61% [ATlat) = {o}
Je ﬁ@@y me&4Wb ) ?
z%] = "”"“:«w-—- = Eg\11

Je¥ plyne ze srovadnd 8 rovnied (14.16). Mdme tedy rovnici kompatibility

L& {2} = {0}

rovnice rovnovdhy (13.11) a Hookelv zskon (14.3). Z ného dosadime de
posledni rovnice, teak¥e budeme mit ‘

by FP = 0
78 © pak dosadime z (13.11) & dostaneme
G F A R o+ b F b X =0
edkud

X =~ (& F o) (41F 8)a

VyJde matice tuhoati

w9+2ﬁw wﬂ?#}w
| ~2l2 + 3 322 |

1,479 -0,137

&,
Ko =5 ,,
=0, 137 0,729 .

b

- 118 -



Lze se presv8ddit, %e inverzi této matice dostaneme matici poddajnosti’
obsafenou v rovnici (13.33). Staldf obd matice spodlu zndsobit; vyjde
Jednotkovd matice.

Touf matici dosteneme také adici elementérnich watic tuhosti

. 1 i
R I S R T D IO
! y v i {2 A 24
B A A
LN WL
Y -
R
Ky = | O]
‘ 1 ol
- 4 H
Lo E ke B oo B 8
s " i £y L 24 e EL
T B g

Pri odvozeni tidchitoc elementédrnich matic Jsme jiZ poditali s tim, Ze po-~
suvy v zakotvendm uslu Jsou nulové. Vynechall Jsme tedy Jim pPisludné
sloupce a Pddky. Pofadové &islo 1, popP. 2, znall{ smdr posuvu pii-
sludného sile &, , poph. &y . V obdélnikovyech transfermaénich mati-
cich jsou sm@rové kosiny prutd vziasZeny ke globdlni soustavd soufadnic.
Osy této soustavy Jsou zvoleny rovnobéingd s druhym prutem a kolmo

k nému.

20. Vynechfme steticky neurdité pruiiny 2 a 3 a nepildeme podminky rovno-
véhy pro zbyvajifcd "primérnid" konstrukci:

"”’ -~ i
Pee Q
u P &
Déle pripojime dvd linedrnd nezdvislé soustavy sil pfislulnyeh vlasinimu
pnutd. Jednou napP. zvolime PZ = O, podruhé P@ = 0, Dostanene
. “
Po= - B Py =~ P, (ID)

Tyto rovnice sestavime do maticového zdpisu
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P, A -1 0
1 -1 -1 P
P‘{' - Q + }L
P, 0 1 o | [P
0 ) 1

-7
W

Zkrécens
P = %‘a&‘(’ e.qx

Matice elementérnich poddajnosti -~ pozor na poradf sil! - vyjde

e @ o] ¢
3h \
0 - 0
Fos o o = o |¢
24, )
0 e 3
0 o} Y
Nynf sestavime matici H podle (13.17):
" =y i
-] = 0 0 0 1 -1
1 1 o o] )
o] - 0 0 1 -1 -]
H =(-2 -1 1 o w
0 v 0O 0 1
lo -1 o 1 th
= i o] o 0 2;‘ 0O 0
4 1 4
= ] -= 1 |
. A 3 ! 3 mmmmmm o H&Q 'H&x
"R 4 1 T
Y ! 5 1 Qo Py
-1 1 2
Ze vzorce (13.24) pak plyne
4 5
2 -1 o s 2.
PZ\L { 3 g R
n[ = N 1y -9
~k 5 1Lt 5 @

co¥ souhlasi s rovnicemi (16.14).

21l. 7 Hookeova zdkona

P=F""ze
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a z rovnice kompatibility
AL = aw
dosadime do wvzorce pro vypodet celkové potencidlni energie
W= £ PTal - Wil - (et} TFI At} - {wiay -
= '45_' wWaTFlauw - w'Q
Z Lagrangeova principu

fa w'

U

= Flaw-& =0

plyne znénmy vztah

Kw = Q
kde
T =
K = aF 4CL
V naSem pFipads
M 3% 0 0 o
-4 0 2t 0 0
F -
0 0 h 0
0 0 0 4,

a matice LQ) plyne z rovnice (viz obr. 26)

Ay 1 1 0
aly | o 11w
Al 1 -1 {uﬁ
a2y 1 -1

ve tvaru transponovaném

it 0 1 1
al =
Q 1 -1 -1
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22.

23

Metice tuhesti vyjde

L S |

N T ﬁ " 5 wg
K= avFa = 4 -2 4
steind Jako d¥ive - viz rovnici (16.5).

Cherskteristicks rovniee A ~ 5 A + 4  dévd viesint hednoty Ay = 1,
A, =4 & normované vlestni vektory

4 4 T
X “ U "
L 4 2 47
‘o tlw T
Déle dokéleme, Ze wskutku A~ SA+ 4T = 0. Vyjde
rz 1 21 Tz 1 ol
) - 5 + 4 ! ®
2 3 2 3 L2 3 lo 1
re 5 10 51 [ 4 e! fo* o]
= e L wmo
i}o 11 |10 1) [0 4] o 0

Whme dokézat, %e dvd soustavy rovnic

’3"'('

d

oL

majil netrividini ¥edenf pro stejné vliasini hodnoty - . Za tim ¢&elem
transformujeme vektory v prvé rownicl na skaldry nédsobenim Pddkovon
matict X' zleva:

a AT T
- Ay W
*TA ﬂﬁ %
To Jje skaldrnf rovnice, které musi vyhovovat Ay o vlastnl vektory
Xy » Y o v =1, 2, ..., M . Po transpozici

ﬁ%TA ¥ e A ,\jY’A

dogtanems stejnou rovnicl, Jjakou bychom ziskall ndsobsnin vztahvu Ax =A%
Féadkovou meticd ’\{; zleva. 2 obou vychozich vatahl tedy plyne t42 pod-
mink% pro A , tak¥e vlastnfi hodnoty A musi byt v obou piipadech

gte jné. L

w L2E =

.




24,

25.

K dikezu pouZijeme transformace do hlevnich os. Mdéme pak dokédzat, %e
platd

) o _
U N7% =0 (a)

e, ~i D

xae A\ =UTAU podle (18.18). Metice U je slofena ze sloupct ivo-
Fenych vlastnimi normovanymi vektory, a Jje tedy ortogondini. Pro diage-
nélnf matici

_f\ = | Ay A“i """ Am, l

plati, Ze

Je=11 [ 4141 pro ¢ =1, 2, vo., m , je lim A= [0} , tekze
vztah (a) plati. enE

Pro soumdrnou metici AT: A . Po transformaci
UTATU = UTAU (a)
Je-11
A = UTAa U
je také
T

AT = UTATU = UTA U

takie rovnici (a) lze psét ve tvaru

AT = A (6
co? se mdlo dokédzat.

Pro ortogondln{ matici V  platf, ze VV ' = V'Y =T

Po tranaforaaci

ViT = UTVU.UTVTU = UTVWTY - UTU - T

Je tedy

#f

=
<
#

—
&

< |
<
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26.

27.

tak¥e ortogonalitas je vzhledem k ortogondlni transformaci invarientnf
vlastnosti. T¢ Jeme prévé méli dokdzat.

T
Kone®né& pro skalsrni soulin X Y dostaneme transformaci

x=UxX |

o

= U Q}
tento vyraz:
1 = ST i Twe ) T
X Yy o= X U @; U = ¥ Y%

Z ngho Je zifejmé, Z%e se hodnota skaldrnfho soufinu ortogondlni{ transfor-
maci{ nezméni.

Pro takovou matici vztaZenou k hlavnim osdm plaetf podminks ortogonslity

‘/g‘[\ = Z\ EC" - ﬁ\f 3.1

a tedy
'Z. =
A= 1 pro U =1,2, ..., m
tak¥e A = 1 nebo =1,
Detarmiﬂant
L= 1 1 1
1 1= -1 -1
= 0
1 -l =1 - 1

1 -1 1 -1 -4

nejprve upravime tak, Ze pryvnf Fddek nshradime soultem prvniho & druhého
#édku, druhy Pddek jejich rozdflem, treti Fédek rozdilem Fddku druhého

& tPetiho, Btvrty Pédek rozdilem P4dku tPetfho a &tvrtého. Vyjde deter-
minant s nékolike nulemi, ktery snédze wy&{elime:

2% 24 0 0
- A 2 2

: = 0
0 2=\ A -2
0 0 =25 2+ A
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Nyn{ determinent rozvedeme podle prvkd prvniho sloupce:

A 2 2 2- 0 0
(2= 1) 2- i A =2 | +4] 2= & Ay -2 =
0 -2=x 2+ A | 0 2=k 2+ A

= (2~4) DH2+A) =2 (4 =X ) =20(2+8) =2 (4 =35)] +
+ala By -2~ =0

Upravou (postupnym vytykénim shodnych &initeld)

- (2-1). (4-0) (4+A) + (A-2) (4 =-¥) = 0
2 (2 =A) (4=4F) (2+41) = ©
(-5 = o
0dtud
A = 2 Ay =7 2 (e)

Stopa matice A je 1 +1~«1~-1=0 a je rovna soudtu

Ay + Ay + Ay ¢ Ay = 24+ 2~ 2~ 2 =0 podle (18.23).

Determinant Al =16 = L,A_ 451, podle (18.22). Pro vlastni .ektory
prisluiné prvnim dvdma korenlm (c¢) dostaneme podle (b) socustevu
rovnic

¢ = 0
“Ixy+2xp+2x3+ 2%y = 0
1X3-2%xy=0
-Ux, v X, =0

(a)

Prvn{ dv¥ promé&nné se vyloudi, zvolime~li X; 1libovolng, X;= &,

avdak X,=+Xq . 2Zbyvajl poslednf dvé rovnice, JjeZ Jsou viak linedrns
zédvislé, a rovnice druhéd. Seltenim druhé a tfeti rovnice vyjde X; =0
a pak i X4 = 0. Tento vektor budeme normovat podminkou U.fu,! = 4
Dostaneme

S
- i: 1 (T’?Z’ (e)
u’&ﬂ - 1.—_
0 GV Vo,
L0/ 0
0 .
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Ze soustavy (d) vBak musime odvodit Jjedtz jeden vekitor, ne 44,
linedrnd nezdvisly. Kdybychom zaéali tim, Ze bychom wolili Xy a8 X,
libovolng, nebyly by vektory Ady; , Auyy oOrtogondlni. Z ortogondlni
podninky QJ\ Uy = 0 vyjide

A 1
X»g o= Xe = 0

=
v

a tedy X,= =Xz . Zvolime proto X.= (& , xy=-& & dostaneme

X3 v X, =l&

odkud

[ {,‘” Ry ) e O?.‘} A
- 4 1 -0,5
'{/{a{_,}; bl R et .
L Lt } 0,5
{‘U j (o 015 4
Obdoebng postupujemss i pro viastal hodnoty Mg ® nG = -2 a dosta-
neme tuto matlel viastnich veltopd:
Ay Aoy, Ly L
L 1L .5 1]
Iz 2 2
1 1 1
e -l ] .
« 2 2 2
U =
0 * D S
2 {2 2
0 O §
e P 7. 2 |
Lze se plesvédéit dosazenim, ¥e platd
2 O o
0 2 0 0
UTAU = =
0 o -2 0 [k
0 0 0 =2

{
3



29.

30.

Stad{ rovaici (18.14) nésobit zprave maticd %j? . Vyjds
t1417Y T

. 8% T
UNAU

#

]

..

co¥ jsme m&li dokdzat.

Obg& rovnice transformujems k hlavninm osdin matice A , ¢oi vyznatins
indexy:

7 AR e S o e B
/ h VY o 4 p 4 AN ag & K o
—5'-.\- Y L’ ES -..,% E‘..),;X X - A * g.j A o “'J‘ A z{ % A \3 = A 't//

Tyto rovnice skrédcend oznslinme

LA 2 g B e
MR = A% NG =4y

s

Snadno dokézeme, ¥e M =N
T T ot % i .1
MU= UL BTU, Ny = Y, BuU, f'\»& o
N ;g AB ; BA
Podle Wlohy 23 pak musfi byt A= = L
Rovnici

g el ’ O 5
Yo Ly F Ly Xy ¥ L X () (a)

a5
nésobime zleva transponovanym vektorem X 4y .

t& vlastnich vektord zlstane na pravé strand Jeding flen, takie

T P (b}
) Y Co X a X
S A
Kdyby vektory byly normoviény, vySle by Ki’»‘z % l{}*’i
4 T e
o T X Y v

s Pada {a) by se dala psét takto :

ot
¥
[



31.

takie

4
X =

IRARES | A

B -

X A Xy | (e)

Z rovnice (b) pak plyne

T ;T AT,
Ao Nm W XA v

C‘fw = T oA
L " A . PO .
X(Q -~ )\(t) >\£, ey

%) it
a vzhledem k soumé&rnosti matice A

LT
R X A%

‘\’.%_

T
Xy A X

' pr?ni Bédsti skript Jjsme ukézali, Ze k dlohdm o vlastnich hodnotéch.

vedou mj. problémy vibraci. Rozvoj libovolného vektoru v rFadu (s)

lze tedy fyzikdlnd vysvidtlit také tak, Ze libovolny tvar kmitu lze zis-
kat superpozici vlastnich tvard kmitu. To je velmi dileZity poznatek

z teorie linedrni mechaniky.

Je=1i A= U\ U , bude

A< UTAUUTA U = UTA'U

AL o2 L . Z
Av8ak 1\ =4 4y Ay -oo- A 4 5 podle (18.23) je stopa matice A rovna
gsoudtu .&% +.Lf + oot Aﬁg . Jak se lze presvé&diit vyndsobenim, Jje sto-

pou matice A% prévé soust &tvercd viech prvki. K dikezu pouiijenme
sanafent

B = [yl = A%

Podle definice souginu

$.v
&, = »
ik ;Zd Ay aje
Stopa matice B = A* je
. " W .
QH4'0M + gy v et by, = Zfﬁd =L L Lgpoe =

_ i 1 jaa 2

Mo 8% n
= L CLQ?

{21 4

oy,
W

ml%g«:@



3

.-

e tedy

N W o
¥ T
AT A g:“ 2 Lad

co? Jsme mili dokdzat.

32. Haif-li byt viastni vektory linedrné nezdvislé, nesn
vat Z4dnd rovaice typu

e 5 i , 2 @ . - . %

e g K‘{,‘ﬂ + (j'g' X‘i“!.,) 4 SRR C‘,;&v Xwmg ™ O f?::\}
v ni% by nebyly zérovenh vischny konstenty ﬁﬁ, iy anou Bio
budeme Pedit sporem. Budeme pPedpoklddsat, Z & ie
alespon C, bude od nuly rlzné. Tim Jsme dlohu nijak ; pong-

2

vad? existuje~li aspon Jesdns nenulové konstantsa,
Rovnici (&) nyni zndsobime na obou strandch zles

.
T
13
.

o
i
——
h
8
>
-
~
iz
H
'
g
¥
S
o,
64
e

Pondvadi platl, Ze

o )

vyJde nakonec na levé strang rovnlice Jedind nenulevy #len, a to

n i . s . o
(o] {‘&—ﬁ “{41}{” le W‘A‘§>L}‘f1 o /l\x’.@} P \"{’1 .»w,t,vnm‘;, = [y Lo

Ha prevé strand méme oviem nulu. Rovpice {d) mbZ
¢, = 0, ¢cof odporuje pfedpokladu. Proto rovnice

i
H

Jeou wekutku linedrng nezdvisgld.

Podle vity Cayleyho-Hamilionovy

L
Lt
-

(A =L DA -2 T) o (A -20T) = 0

iy o o ) A
Vliastn{ hodnoty matice 2 ozna&fme [\, , A, , ...,
= 5 & v s 5 “ .
kézat, fe A, = g = ...= [\, =0, kdekto ostatn{ vlasstni hodnoty
by!

A ’ "yikﬁv jsou od nuly zlzné, t©

attF T !
. - A N A Y (Y
I - VR . T { o - L
BY(B-A, ,T)B DNy aI) - (BALTY o b



¥ohli bychom nyni zévorky v rovnicich ({(a) a (b) vynédsobit a za maeti-
ci B  Zosadit podle definice. Porovndnim soudinitell bychom tvrzeni
dokdzali. Takovy postup by viak byl méle pPehledny. Budeme proto postu-
povat pondkud jinak. Plati-11 rovnice (b) obecn&, plati i pro disgons-

1lizovené matice, nebof transformaci (18.12) se vlastni hodnoty matice
. nemdni. Pszk

- . 3
A = g hgoommmy Aal )

kdesto matice B  vznikne vynésobenim &initelt

3, = Oy LA~ &1\),K_&3-»L,J, """" ;L*»m.“ii\ .._:\
B"_ = zw(/&»*/‘v:,);O;,\fo“‘ ’L‘_’_,‘), """"" l \,'\»,V“’.KL) B
8, =1 (A4 (Ae-Ag ) i - ( N
3 boLA ) A F O WA A 0 LA, ”»’\‘h)l'“"',’v‘.ﬁ,\'“ ,&;“‘)_m‘;
Pon&vadi se soulin diesgondlnich matic ${d{ pravidlem
i &4 \ LLL g meecr C‘\,w\, _,.‘i Sl '(7)‘.;‘ i:é’,:'! ,,,,, i G‘-’Y\/ u“l &
T 2 B ; , .
i LGt LC‘ZL@—’): ety (Q-%i’%) -
jak se snadno pfesvéddime, bude nit matice B fvar
- i I I H
0 l O| STy O@ .'f\—‘h.ﬁz L’\‘*"d,u.e “““a’i\% A
kde
. 7 Y
A-{'.‘,M ( Aoy /‘w}’\'\f ber T AL L (A - )‘v,)
o4 = \
Nper = (g = 200 kam %) oo L e - 48)
A . y ,
.L‘S.M = ;\‘)\:%w )\u;>\ﬁ f\,%-‘z\,l> PR (_ )\,‘,% - {"{..}

Uvedeme jedtd &f{selny pfiklad:

K¥atice
11 -8 2
A = -6 10 -4
» |
L@ ’“_’4’ 6 |

w 130 =
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mé vlastni hodnoty A4 =18, Ao =6, A, = 3. Matice

B = (A-AUITY A -AT) =

[ -7 -6 2 5 =B 2 5 10 10 1
= -6 -8 -4 -6 4 -4| ={10 20 20
L 2 -4 =12} 2 -4 0] 10 20 20

mé vlastni hodnoty fxq = O fLL
nulové vlaestni hodnota dvojnédsobnd a

i
o

LNy = 45, takZe Jje skutelni

Ny o= (4 - aa- k) =(3-18) (3-6) =25

7 charakteristického polynomu | A - L 1 1=0, tj.

(-5 AW 1-4A) + 27 =0

nalezneme viastni hodnoty Aq = 4, Aq 8. Prisludné vlastni vekto-~
ry oznadime 4, , ", . 2Ze soustavy

A Acl = 4 ingd (¢ =1, 2)
vyjde pro Ay = 4 normovany vlastn{ vektor
vy = { %f' "%g !
a obdobn& pro A, = -8 vyjde
Ty = i—% %V

Tyto vektory (Jjednotkové délky) Jjsou v soufadniecich »y , Xo zakresle-
ny na obr. 28. Jsou ortogonélni, nebol %, 4, = 0, a jsou normované,

nebot ff fv« = Ay fh, = 1 . Zkrdcend téz Fikéme, Ze jsou forionormalni "
Tvor{ transformaéni matici
e T 7
U = L 1 = { 3 J
E ot

KuZelosedka pro danou matici A ms rovnici

A% = =5xf =613 xo6 v x5 =4
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Obr. 28

se plesviddime, Ze jde o hyperbolu se stPeden v politku seufsd-

Snadno @
nio, kterd Je zakreslena na ¢émife obrdzku. Jeji asyeploty Jsou vyltaleny

K

Edrkovand,
Nyni budeme maticil A disgonalizovat:

. (D o e i
1 G 1r .«  asir.or O
T Z T2 i‘ 303 ] 2 >
Z\L = U A U w - ‘z - E =
i3 1 1KY 5 -3 b
42 5 j L -3 Q.J i > ) j

- 132 -




7 2 V3 x -
!‘ & '“?.%ji; i; '-:‘ %}'f g & iJ % (/L,g {3
. PR Y

5 3 1 | o S ‘

-4 > | = = { O -8 ] A
| -413 4 JL-¥ =1 @ 8] Lo Ay
T e S

¥ novych scufadnicich § = igq%izg he s ™M,

mé kuleloselfks rovnlel

e T s - o “ i
/ %- = L{‘ & s 8 e 4
g % g% x5 2
co% - pPepsénim do standardnihe tvaru
- &
£, E2 )
ks T = A
‘/Lm 1 L
L i’,) kgi“%‘é
- davé polocay hyperboly
1 -
'8 = o (3,5
Z H
i _mjir .
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Pozndmka: Kdyby matice A bylis pozitivnd del
ni hodnoty kladné, takie kufelosefka by mohla byu
nicld. “Pozitivnd definitnf matice® je uid{ pojem nej
Soumdrnost zaruvéujs existenci redlofch viasinich
nitnost zaruduje, Ze viastini hodnoty Jsou redlné
o viastnich lmitech mechanickyeh soustay majl vlast
znam Ctvercel kruhovych frelvenci volnych kmitd.

matice pek zasruluje existenci K@ﬁiﬂ”ch kAu%axvcH
kmiténi, coz Je poznatek
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