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Motivace: Prezentace matematického modelu odvozeného ze zdkladnich fy-
zikalnich zdkont a jejich rigorézni analyza. Uéelem je vyvinout teorii existence,
jednoznacnosti a korektnosti matematického feseni, které mize dat teoretickou
podporu pro dalsi vysetfovani problému. To vede k vySetfovani soustavy parci-
dlnich diferencidlnich rovnic doplnénych pocdtecnimi a okrajovymi podminkamsi
formulovanymi v souladu s fyzikalni realitou konfigurace systému.

Priklady: Cerpaci systémy rtiznych druhti tekutin v primyslu a elektrarnach
(jak Kklasickych, tak jadernych), doprava pevnych éastic jako smési s vodou,

preprava ropy a plynu potrubimi na velké vzdalenosti, atd.

Pro konkrétnéjsi pfedstavu zvolme systém, ktery byl odvozen a feSen ve spo-
lupréci s byvalym Statnim tistavem pro stavbu stroji (SVUSS) v Béchovicich.

1 Formulace problému a jeho analyza.

Rovnice pro dvoufazové proudéni realné tekutiny v trubici délky [ je mozno
pséti ve tvaru (see for instance [1]):

we + py 'pa + fw) =0, (1.1)

Pt + poc?(p,Y)w, =0, (1.2)

Y+ wy, =g(v,p), z€(0,]), te(0,1), (I'>0), (1.3)

w(z,0) = wo(x), (1.4)

p(z,0) = po(x), (1.5)

Y(@,0) =v0(z), =z€][0,l], (1.6)

C (p(0,),7(0,8))pe(0, ) + Qv (p(0, 1), H(t)) — Sow(0, 1) + 9H () = 0,(1.7)
w(l,t) = h(t), (1.8)

H(t)+®(t, H(t), H(t),p(0,1),p:(0,8)) =0, t€[0,T], (1.9)

H(0) = Hy, H(0) = Hj. (1.10)

Veli¢iny vyskytujici se v rovnicich (1.1)-(1.10) maji nasledujici vyznam:
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w = w(z,t) rychlost tekutiny v bodé z a case t,

p = p(x,t) tlak,

v =(z,t) hmota volného plynu na jednotku objemu kapaliny,

00 hustota kapaliny,

c=c(p,7) rychlost zvuku v kapaliné resp. v kapaliné
obsahujici plyn, (dand funkce p a ),

f=flw) koeficient t¥eni tekutiny na sténdch potrubi

g(,y’p) — KU((’?_’Y)/KH_p% je'li (W_V)/KH Zp,

K ((y=7)/Kn—p) jeli (3—7)/Ku <p,

K., K, konstanty characterizujici proporcionalitu
rychlosti vylu¢ovani, resp. pohlcovani na tlakovém
gradientu,

Ky koefficient absorpce,

o celkova hmota plynu v jednotce objemu,

wo, Po, Yo pocatecni rozlozeni rychlosti,
resp. tlaku rozpusténého plynu v jednotce objemu
a koncentrace,

C =C(p,v) hydraulickd kapacita (dand funkce p a ),

H zdvih ventilu,

Qv =Qv(p,H) pritok ventilem (dand funkce p, H),

So plocha prufezu potrubim,

© aktivni plocha ventilu,

h prutok vytvoreny hydrogeneratorem na konci
potrubi,

Hy, Hy pocatecni pozice, resp. rychlost ventilu.

V dalsim pfedpokladdejme pro jednoduchost ze

H(t) = Hy = const. (1.11)
Kdybychom chtéli uvazovat rovnici (1.9), pak bychom museli pfedpoklddat
néco jako
®(t, Hp,0,y,2) =0. (1.12)
Nicméné, my budeme piedpokladat ost¥e (1.11), bez dalsi diskuse.

Linearizace v okoli stacionarniho stavu.

Standardni lineariza¢ni procedura nas vede k nasledujicim tvaham. Za prvé,
uvazujeme linearizaci v okoli stacionarniho feseni. Existence a jeho vyjadieni v
kvadraturach je analyzovéno v [6], coz kratce pfipomeneme v dal§im.

Pfedné uvedme nutné definice.

Definice 1.1 Resenim problému (1.1)-(1.8) (s H =
troici (w, p,~y) takovou, Ze w,p,v € C1((0,1) x (0,T)) a
bodove.

Hy,H; = 0) nazgvame
(1.1)-(1.8) jsou splnény



Priimyslové aplikace matematiky 3

Definice 1.2 Staciondrni feseni (s H = Hy) jsou zvany funkce w, p, v nezd-
vislé na t, které splriuji rovnice (1.1), (1.2), (1.3) a (1.7) s H = Hy = konst.

Oznaéme (ws, ps,7s) T, (T znamend transpozici), staciondrni esent, a (w,p,5)T =

(w—ws,p — ps, ¥ — )T, kde (w,p,7)T je linearni perturbace zavisla na x a t.
Potom, po troSe vypoctt obdrzime nasledujici soustavu.

Definice 1.3 Linearizovangm problémem k soustavé (1.1)-(1.3) nazgvdme sys-
tem

wt + palﬁm + fl(’ws)E = 07
_ c? _ dc? _ 9 _
Dt + PoWse —— (s, Vs)D + PoWsz——(Ds, Vs)¥ + poc” (Ds,vs)We =0,  (1.13)
dp oy
_ _ _ _0Og _ . Og _
Ti + YsaW + W, = afv(vs,ps)v + %(737ps)p-

Definice 1.4 Resenim linearizovaného problému se nazijvd trojice (w,p,7) spl-
nugict rovnice (1.13).
Ucinme nasledujici predpoklady:

Al) wo, Po, Yo S C([Ovl])7

A2) ke C(o,T]),

A3) necht je splnéna podminka kompatibility wg(l) = h(0),
A4)  Hj je dana nezdporné konstanta.

Nez formulujeme vétu pro linedrni pripad, uvedme pro zjednoduseni véty
nékterd oznaceni. Ozna¢me L matici definovanou vztahem

L@) = (b (@)} oy s Lyla) = 6(@), @ € 0,1, (1.14)
kde

i) = (c(ps(x),75(2)) 05 1, 0),  je — T ws(x) # e(ps(),7s(x))
Uo(z) = (—e(ps(@),75(2)), 5 1,0),  je = Li wy(@) # —c(ps(),7s(w)), (1.15)
l3(z) =(0,0,1), je—li ws(x) # Le(ps(z),vs(x)).
Véta 1.1 (Linedrni pfipad) Necht jsou splnény predpoklady A1)-A4), f a f'
jsou spojité v intervalu (—o0,00), infy,c(—oo,00) f(w) > —00, a (ws,ps,7s) je
staciondrni Tesent systému (1.1) - (1.3).
Potom ndsledujici soustava obycejnijch diferencidlnich rovnic

w
—~
8

ae? cwps (&% (2,1 7))
ar T € )P e € i) e
A b = wo (s
dr (z,t;7) = ws(&§i(, 85 7)), (1.16)

iz, t;t) =o, 1=1,2,3
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ma resent

Ew,ty7) = (Eh(a, 5 7), &b (2, t57), Eh (2, ;7)) T, i =1,2,3.

Kromé toho, necht

l2(x) = (£c(ps(2),75(2)), p5 1, 0), Je = 1i wy(x) # £es(p(x),7(x))", resp.,

l3(x) = (0,0,1)T je — i ws(z) # £e(ps(),vs(2)).

Potom ezistuje jediné fesent z(x,t;T) systému

W = Fy(&i(a, t;7)) = B3_ 15 (&, t57)) - 25 (&, 7)),
ZZ‘(.%', t; 0) = (L_IUO)(&($7 t; 0)7 0)
BET) _ (@), @

&z, t;t) = o,

a funkce u(x,t) = (w(xw,t),p(z,t),5(z,t))T = L(x)"1z(x,t;t), je Fesenim sys-
tému (1.1)-(1.3) s H = H.

Obratme se nyni k ptivodnimu nelinedrnimu problému.

2 Heuristicky pristup

V této ¢asti naznacime proceduru postupného rozieseni soustavy (1.1)—(1.10).
Cilem je prevedeni celého problému na jednu rovnici o pevném bodu na niz pak
bude mozno aplikovat znamé véty o pevném bodu zobrazeni.

Pfedpoklddejme tedy, Ze mame tak hladké feseni (w,p,~, H) rovnic (1.1)—
(1.10), Ze nésledujici operace maji smysl.

Derivujme rovnici (1.1) podle ¢ a ode¢téme od ni rovnici (1.2) zderivovanou
podle ¢ a nésobenou p, ! Dostaneme

wyy + f(w)e — (Cz(pa VW) = 0. (2.18)

Nejdrive se, z fyzikalnich divodi, zminme o bilanci energie systému repre-
zentované tzv. rovnici energie. Za tim G¢elem nasobime rovnici (2.18) funkei w;
a integrujeme vysledek podle x pfes interval (0,1). Obdrzime identitu

14 /! ! !
—— / w? dx + / f(w)w? da — / (P (p, v)ws) we dz = 0.

Integrujeme-li posledni ¢len na levé strané per partes a vysledek vzhledem k
t ptes (0,7, dostaneme
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1 1 Tl
7/ w?(x,T) dx — 7/ w?(z,0) da:Jr/ / f(w)w? dadt
2 Jo 2 Jo o Jo

_/0 [CQ(p,'y)wwwt]i:Odt (2.19)

1 T l ) b )
+§/0 /Oc (p,'y)awzdxdtzo

Integrujeme-li posledni ¢len nalevo v (2.19) per partes a dosadime vysledek
do (2.19) dostaneme

1/ 1 [ T pl
*/ w?(%T)dx—*/ w?(:c,O)dm—i—/ / I/ (w)w? dadt
2 Jo 2 Jo 0o Jo

1

T
1 1 .
_/0 [ wsen],_gdt +3 /0 [(p.y)w?]y de (2.20)
1 ("ot oc 02 ,
) /0 /0 (aip(p, Y)pe + W(p, ¥)y)ws dadt = 0.

V souladu s fyzikdlnim vyznamem nazyvame (2.20) rovnici energie odpovi-
dajici soustavé (1.1)—(1.10).

Jako dalsi krok zkonstruujeme formalné zobrazeni, které nadm bude slouzit
pro transkripci problému (1.1)—(1.10) na jeden problém pevného bodu.

Vezmeéme tedy dostatecné hladkou trojici (w,p,~y) a definujme zobrazeni
F: (w,p,v) — (w,p,7) nasledujici (formalni) procedurou.

Nejprve feSme pocatecné okrajovy problém

mtt + f(w)t - (Cz(pu W)EI)I = 07 T € (07 l)v te (OvT)

@(I,O) = U)U(SC), @t(l’,O) = E1(1’) = 7/0(;1176(:6) - f(wo(:c)), T e [071}7 (221)
w(0,t) = w(0,t), w(l,t)=h(t), t€[0,T].

K tomu lze pouzit Faedo-Galerkinovu metodu na zékladé stejnomérnych od-

hadt aproximaci pfedpokladaného feseni. Pfedpokladajice, Ze mame dostatecéné
hladké feseni w tlohy (2.21), fesime problém

P+ poc® (P, 7)W, =0, € (0,1), t €(0,7), (2:22)
p(z,0) = p(x,0), = €[0,]

S v a W, znamymi jako obyc¢ejnou diferencialni rovnici s parametrem .
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Po té nalezneme 7 jako feseni ulohy

Y + 0%, =9(7,p) z€(0,1)x(0,7T)
7(1‘,0) = 7('1:’0)7 RS [O’Z]a

7(0,t) =~°(t)| je—1li w(0,t) > 0, (2.23)
7(0,t) = 4(0,t) je— 1L w(0,¢) <0,
F(1,t) =~1t) je—liw(,t) <0

F1,8) =71, t) je—Liwlt) >0, telo,T).

Stale predpokladdme, ze H(t) = Hy = const.
Nakonec, musime vyhovét (modifikované) podmince

C(T)(O? t)’ ’Yo(t))ﬁt(ov t) + QV(T)(Ov t)a HO) - SO@((), t) =0,te {E(O, 7') > 0}
C(@(0,),7(0,1))p,(0,t) + Qv (0, 1), Ho) — Sow(0,t) = 0, t € {w(0,7) < 0}2.24)

3 Jak ucinit modifikovany pristup rigorozni.

V této Casti naznacime zpusob, jakym lze precizovat heuristické avahy nastinéné
v predchozim odstavci aniz bychom prilis Ipéli na detailech, které lze nalézt v
[4].

Nejprve musime nalézt vhodny defini¢ni obor zobrazeni F' a cilovy prostor,
ktery by intuitivné mél byt prostorem regularnéjSich funkci, protoze vznika z
feSeni (parcidlnich) diferencidlnich rovnic.

Zacneme tedy predpokladem

feCHR), w,p,yeC(0,1]x][0,T]), (3.25)
wy € C1([0,1]), @, € C([0,1]), h e C0,T]).

Poznamenejme, Ze zde pouzivime standardni oznaceni C*(Q) resppektive
C™(I;C*(£2)) pro prostory funkei s hodnotami v R™ (n > 1) a spojité diferen-
covatelnymi az do Fadu k, resp. m, vybavenymi supremalnimi normami pres 2
resp. 1.

Pro pevné zvolend p,~ je problém (2.21) linedrni po¢atecéné okrajova tloha
pro parcialni diferencidlni rovnici s nekonstantnimi koeficienty. K tomuto pro-
blému mohou byt pouzity vice méné standardni procedury. Nase zkusenost nés
vede k o¢ekavanému jednozna¢nému reseni

w e C*((0,7);C((0,1))) N C([0,7); C*((0,1)) N C([0,T); C*((0,1)).  (3.26)

Jakmile jsme nalezli w, fesime (2.22) jako obycejnou diferencidlni rovnici, a
obdrzime

ﬁ(w,t) t —
/ - / D) (3.27)
p(z0) P02 (q,7)  Jo poc(p(z,7),v(x,T))

= _/tww(xﬁ) dr € C*((0,7;C(0,1)) N C*([0,T); C*(0,1)).
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Nyni zbyva vytesit problém (1.13). K tomu vyuzijeme teotii linedrnich hyper-
bolickych rovnic, konkrétné, metodu characteristik (viz. napt. [14]). Je dilezité
peclivé ovérit zda problém je korektné definovan a v souladu s fyzikalni intuici.
Jmenovité, smér charakteristik vyvijejicich se z hranic {x = 0} and {x = [}
je krucialni pro korektnost problému. Toto je smyslem okrajovych podminek v
(2.23).

4 Stacionarni reSeni

Tti funkce w = w(z), p = p(x), v = v(x) zavislé pouze na délkové souradnici x
trubice, a splitujici rovnice (1.1) az (1.3) se nazyvaji staciondrnim feSenim.

Tyto rovnice psané nezavisle na proménné t tvori jednoduchy systém tii
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

L+ fw) =0, (4.28)

Po

poc®(p,y)w' =0, (4.29)
wy' =g(v,p), x€(0,7), (4.30)

kde p' = p'(z) = %p atd. Analogicky jako v [1], funkci ¢(p,~) pFedpokla-
déame ve tvaru
01P2

—_— 4.31
cop? + v +c3 (4:31)

c(p,y) =

kde ¢; > 0, i = 1, 2, 3 jsou konstanty. MuZeme pfedpokladat, ze c(p,~y) > 0.

nebot trividlni feSeni s p = 0 neni zajimavé. Takto, rovnice (4.29) ddva w’ = 0
a odsud méme

w = wo = konst. (4.32)

Tedy, z (4.28) plyne
p(x) = po — pof (wo)z, (4.33)

a pro funkci v obdrzime rovnici

7' = wiog(%po — pof(wo)z). (4.34)

Konstanty wg, pp mohou byt zvoleny libovolné. Také integrace (4.34) dava dalsi
volnou integrac¢ni konstantu.

Heuristické avahy naznacuji, ze stacionarni feSeni by mélo byt limitou nesta-
cionarniho Feseni pro t — oo. Abychom alespon ¢asteéné respektovali okrajové
podminky, budeme pozadovat aby stacionarni feseni splnovalo zobecnénou li-
mitu okrajovych podminek.. Pfesnéji, pozadujeme aby (srovnej (1.8))

1 [t
wo = lim — [ h(s)ds. (4.35)

t—oo t 0
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Pfirozené musime predpokladat, Ze funkce h je takova Ze ta limita existuje.
Limita se uvazuje v tomto smyslu, protoze vytok z generdtoru mize oscilovat
kolem jisté stiedni hodnoty takZe lim; ., h(t) nemusi existovat. Cislo po v (4.33)
je potom uréeno z (1.7), tj., z

Qv (po, Ho) — Sowo =0 (4.36)

za predpokladu,ze (4.36) je fesitelnd vzhledem k py.

Zbyva urcit funkei v z (4.34). Je ziejmé, Ze znaménko wy uréuje smér prou-
déni. Jestlize je hydrogenerator umistén v bodé x = [, je logické, ze wy < 0
potom je nutné predepsat v(I) = o — hmotu rozpusténého vzduchu v jednotce
objemu pritékajici tekutiny. Jelikoz funkce g na pravé strané (4.34) je dana roz-
dilnymi vzorci pro rozpousténi a vylucovani vzduchu, musime rozliSovat mezi
témito dvéma pripady. Mame tedy

y— Lo A

9(v,p) = Ku(TH -p), jeli I >p (4.37)
=7 L e

9(v,p) = KT(TH -p), jeli L <p.

Definujme funkce

e(x) =7 — Ku[po — pof(wo)zl, (4.38)
a
Ky
K(&) = =-K je-li >
(5) woK i 1, Je-li 5 = 07
K, - ‘
K(§) = =Ky, jeli €<0.K;>0 i=1,2. (4.39)
U}()KH

Pak je mozné piepsat

(4.34) ve tvaru

v = (p(x) —7) - K(p(x) —7), (4.40)
nebo polozime-li
y(z) = p(x) — y(2), (4.41)
ve tvaru
v +yK(y) = ¢ (x). (4.42)
Podle (4.38) je
¢'(¥) = Knpof(r) = po = konst. (4.43)

Je-li (7 —70)/Ku > p(l) = po— pof(wo)l, pak y(I) > 0, a spojitost Feseni y rov-
nice (4.42) implikuje K (y) = K, /woKy = —K; = konst. pro x < [ dostatetné
blizko k I. V disledku toho je rovnice (4.42) linedrni na tomto intervalu a mame

y() =@ y() 4 [P =D pydg

o Ky(z—1) _
= M1 Dy(1) + Lo (4.44)
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Jelikoz je wp < 0 a funkce f(w) popisujici tfeni je nutné lichd a pozitivni
pro kladna w, plyne z (4.43) a (4.44), ze y(x) > exp(K1(z —1))y(l) > 0 v celém
intervalu [0,1]. Ale tento fakt znamend, 7e funkce y(z) je definovana pro viechna
z € [0,1] vzorcem (4.44). Uzijeme-li (4.44), (4.41) a (4.38), pak obdrzime pro
funkci v(x) formuli

Y(z) = o(z) —y(x) =5 — Kulpo — pof(wo)z]
_Ki(l—2) (= _e—K1(-2)
—e~Kall )(7 — Ky[po — pof(wo)l] — Vo) - IGTKHPOJC(WO) (4.45)
proz € [0,1], a K1 = =K, /JwoKp.

Na druhé strané, necht (¥ — v0)/Kng > p(l) = po — pof(wo)l, tj. y(I) < 0.
Potom plyne — opét ze spojitosti — ze K(y) = Ky v (4.42) pro = € (z*,1], kde
x*) je nejvétsi ¢islo v intervalu (—oo, ) pro které y(z*) = 0. Na intervalu (z*,1],
je TesSeni y(x) ddno vzorcem

ng(zfl) -1

@) = Ry () +

©o. (4.46)

Je=li 2* < 0, pak feSeni (4.42) je ddno (4.46) v celém intervalu [0, {]. Z podminky
y(x*) =0 a z (4.46) dostaneme jediny bod

1 ©o
=1+ —In[ ——F—~]. 4.47
K, (Sﬁo + sz(l)> (4.47)
Je-li z* > 0, coz znamena predpoklad
K pof (wo)wo

_ Kyl
Yo <7 — Kulpo — pof(wo)l] + (e woKH — 1), (4.48)

Ky
jak obdrzime po elementirnich manipulacich a substituci z (4.43), (4.41) a
(4.39). Pak y(x) je ddno (4.46) pouze pro z € (z*,l]. V intervalu [0,2*] pak
snadno zjistime, Ze

x 2 *
y(r) = eKl(m*“"*)’y(x*)+/ ef1 =0 pod¢ = Klapowo (wo) (1 ok (7 _x)),

- K,
(4.49)
(y(z*) = 01!), a pro z* je nutné dosadit z (4.47). Jestlize dosadime z (4.41), (4.38)
do formuli (4.46) a (4.39), respektivné, dostaneme formuli pro (z) analogicky
jako v (4.45).

Stacionarni problém je kompletné roziesen.

5 Oscilatorické reseni

Oscilatorickym teSenim nazyvame takové FeSeni rovnic (1.1) az (1.3), které ne-
z&visi na prostorové proménné x. Takto tedy, w = w(t), p = p(t), v = ~(t). Ve
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specidlnim pf¥ipadé, miuze byt systém (1.1) az (1.3) psdn ve tvaru:

w4+ f(w) = 0, (5.1
p = (5.2
¥ o= glvp), t>0.

Jak vidime, soustava je v podstaté separovand, protoze po vypoctu dostaneme
p(t) = po = konst., (5.4)
z (5.2) — dvé separované rovnice, (5.1) a

¥ =97 po)- (5.5)
Resitelnost rovnice (5.1) pro t € (0,00) je zarucena predpokladem

: !
m= zilelf{f (w) > —o0. (5.6)
(f'(w) je spojitd !). Dikaz tohoto tvrzeni je elementdrnim dutsledkem teorie
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic. Predpoklad (5.6) je prakticky vzdy splnén.

Je-li napt. f(w) = klwjw (k > 0 konstanta), pak f/(w) = 2klw| > 0 = m.
Pokud jde o rovnici (5.5) globalni existence feSeni je garantovana nerovnosti
l9(71,00) — 9(72,p0)| < max{K,/Ky,K,/Ku}|71 — 7|, 71,7 € R, kterd
plyne z (4.37). Tato podminka neznamend nic jiného, nez ze funkce g je globalné
Lipschitzovskd vzhledem k proménné ~y. Pfirozené lze pro w a +, predepsat
pocatecni podminky

w(0) = wo, ¥(0) = 0. (5.7)
To je moznost jak splnit, pfinejmensim ¢asteéné, poc¢ateéni podminky (1.4) az
(1.6), ptirozené pouze s konstantnimi funkcemi wg(z) = wo, po(x) = po, Yo(x) =
~o. Na druhé strané, okrajové podminky (1.7), (1.8) nebudou nikdy splnény
timto typem feSeni.

Rovnice (5.1), (5.5), (5.7) mohou byt feSeny numericky pomoci znadmgch
aproximativnich metod pro fefeni obycejnych diferencidlnich rovnic. Regeni v
uzavieném tvaru muze byt vyjadieno pouze pro vhodné zvolené funkce f.

Uvazujme napf. pripad

f(w) = klw|w. (5.8)
Je-li wo > 0, mame diky (5.1), (5.8), fuzfo Sﬂ’)‘; = —t a odsud
w(t) = T kot (5.9)

Je-li wy < 0, pak analogicky obdrzime

Wo

t) = ——. 5.10
wt) = T et (5.10)

Formule (5.9), (5.10) mohou byt pro oba p¥ipady slouceny v jeden
w(t) wo (5.11)

T 1 kwolt
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Rovnice (5.5) mize nyni byt pfepsana

y+yK(y) =0, (5.12)
kde y(t) =7 — poKr — (1),
K(€) = % je-li €30 (5.13)
H
K, . .
K(¢) = o je-li £ <0.
K

Je-li yo =5 — poKy — v > 0, FeSenim (5.12) je funkce y(t) = exp(fK—; )yo-

Je-li yo < 0, pak y(t) = exp(—f((; t)yo. Uzijeme-li (5.13) méme odsud
CEuy 3
V) =7 —poKg —e *u', jeli 4 <7-poKu (5.14)
a
L Key _
V() =7 —poKp —e Fi', jeli 40 >7-poKp (5.15)

Oscilatorni feSeni je ddno (5.4), (5.11), (5.14) a (5.15).

Zde termin oscillatorni feseni neodpovida zcela této konkrétni situaci. Kon-
krétng, funkce (5.14), (5.15) se stabilizuji ¢ — oo ke staciondrni hodnoté ¥ —
poK g bez jakéhokoli prekmitu.

6 Kombinovana reSeni

Kombinovangm feSenim v tomto kontextu rozumime takové feseni rovnic (1.1)
aZ (1.3), které neni ani stacionarni, ani oscilatorni a pro které alespoinl jedna z
funkci w, p, 7 zavisi pouze na x nebo na t.

Uvazujme nejprve takova FeSeni, pro kterd w = w(z,t), p = p(x). Pro tento
piipad (1.1), (1.2), (1.3) jsou tvaru

W+ ip' + f(w) =0, (6.1)
Y+ wye = g(7,p). (6.2)

Rovnice (1.2) je zfejmé splnéna identicky. Z (6.1) plyne
p'(x) = konst. (6.3)

Na misto (1.7), (1.8), zvolme pro p okrajové podminky

p(0) =po, p(l) =p1, (6.4)
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které imituji tlak zptsobeny hydrogeneratorem. Potom

plx) = po + 2 ;pox, (6.5)

jak plyne z (6.3). Néasledné (6.1) dava

W+ f(w) = plp;lpo (6.6)

pro funkci w. Jestlize predpokladdme (5.6) a doplnime pocateéni podminku
pak vime, Ze existuje globdlni feSeni w(t) problému (6.6), (6.7). Jestlize zndme

takové feseni, pak mutzeme nalézt funkci v z rovnice

P1— D
Y+ w(t)ve = 9(%190 + %‘T) (6.8)

pomoci metody charakteristik. P¥irozené je nutné pripojit pocatecni a okrajové
podminky. Poc¢ate¢ni podminka miize byt dana ve zcela obecném tvaru

¥(z,0) = yo(z). (6.9)
Je-li w(t) > 0, musime pfedepsat
7(0,8) =~°(1), (6.10)

tj., hmotu rozpusténého plynu v tekutiné proudici do trubice z konce x = 0.
Je-li w(t) < 0 je nutné predepsat

(1) =41(1), (6.11)

pro tekutinu proudici do trubice z konce x = [. Okrajové podminky (6.10),

(6.11) se mohou ménit z jedné na druhou béhem ¢asu, ale nikdy nemohou byt

predepsany obé najednou protoze w je nezavisla na t. Tudiz problém dany (6.8),

(6.9), (6.10), resp. (6.11), musi byt FeSen po takovych asovych intervalech, na

kterych funkce w(t) neméni znaménko. Abychom se vyhnuli komplikovanému

testovani zvolme specialni situaci, ktera je také pouzitelnd v praxi.
Predpokladejme, ze

Po — P1
— 0
pOl f(w()) <0,

f(=8) =—£(©), f'(§) =0, £€R. (6.12)

Fyzikalné tyto predpoklady znamenaji

P1 > Po, w<07

(i) tlak na levé strané trubice je v&tSi nez na pravé strang;

(ii) tekutina proudi z pravé strany na levou stranu na poéatku;
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(iii) rozdil tlakd neni jeSté ovliviiovan silou odporu potrubi na zacatku;

(iv) sila odporu vzdy pusobi proti sméru pohybu tekutiny a netlumi tok s
rostouci rychlosti.

Predpoklady (6.12) a rovnice (6.6), (6.7) implikuji w < 0. Tak w(t) je klesajici
funkci pro vzrustajici ¢ bud pro kazdé t > 0, nebo existuje t* > 0 takové,
ze f(w(t?)) = Ee-F a potom w(t) = w(t*) pro ¢t > t*. Diivodem je, Ze funkce
w(t) = w(t*) je FeSenim rovnice (6.6) na intervalu (t*, 0o0) s po¢ateéni podminkou
w(t*) a ze rovnice (6.6) ma FeSeni pro danad poc¢atecéni data. Tudiz w(t) < 0 pro
v8echna t > 0 a mame Fesit problém (6.8), (6.9), (6.11) pro urceni ~.

Pouzijme metodu charakteristik. Necht x € [0,], ¢t > 0 jsou libovolné. Po-
lozme

X(ryx,t) =x + /tT w(s)ds. (6.13)

Potom X, (7;x,t) = w(7). Jestlize navic polozime

o(r) =v(X(75,1),7), (6.14)
mame
(1) = Mty =n+ur
= g(o(r).po + B2 (ra,1)). (6.15)

Tak jestlize  a ¢ jsou déna, obdrzeli jsme diferencidlni rovnici pro funkei ¢(7)
danou (5.14). Jestlize nalezneme ¢(7) pro 7 € [0,¢], pak

V(z,t) = o(t) (6.16)
jak plyne z (6.14), (6.13). Pocateéni podminka pro funkci ¢(7) je déna bud

vzorcem

»(0) = 7(.?\,’(0; x,t), 0) =% (sc — /0 w(s)ds), (6.17)

jestlize charakteristika & = X (7;x,t) protne osu 7 = 0 v intervalu 0 < & < [,
nebo vzorcem

() =y (X (7% 2,t),7%) =41 (7%), (6.18)
jestlize tato charakteristika protne osu ¢ = [ v néjakém bodé 7 = 7 > 0.

Hodnota 7* musi byt urcena z implicitni rovnice

x— /t w(s)ds = X(7%;x,1). (6.19)

*

Polozme

y(r) = p(r;2,t) = ¢(7), (6.20)
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kde
) = K P17~ Po " w(s)d 6.21
p(riat) =7 = Ku(po+ P (o + [ w(s)as)) (6.21)
a
K(©) =3 jeli €20
K(f):%, jeli € <. (6.22)
H

Potom (6.15) miZe byt psana ve tvaru y+yK (y) = ¢ aje p; = Kg PP w(r) >
0 podle (6.21) a (6.12). ReSme rovnici

Po — P1

y+yK(y) = Kn ;

w(r) >0 (6.23)
s pocatecni podminkou

y(0) = ¢(0;2,t) — ¢(0)

=7—-Kpy (po + @(m + /Ow(s)ds)> —o(x — /Ot w(s)ds) = yo, (6.24)

t

kterd odpovida situaci kdy charakteristika £ = X (7;x,t) protne osu &. Jestlize
je nyni yo > 0, pak feSenim problému (6.23), (6.24) je funkce

l
Je-li yo < 0, pak FeSeni problému (6.23), (6.24) je funkce

Ky — T EKu
y(T):e*ﬁTyoJrKHu/ e Fin T y(s)ds, Te[0,4. (6.25)
0

y(r) = eff%Tyo + Ky ;p1 / e Fn ("= w(s)ds (6.26)
0

jakmile y(7) < 0. Je-li 7 = inf{r;0 < 7 < t,y(r) = 0} < ¢, pak je nutné
prodlouzit feSeni (6.26) na interval |71, t] formuli

y(r) = KHpo ;pl / e_%“_s)w(s)ds. (6.27)

T1

Kdyz characteristika & = X(7;x,t) protne osu £ = [ postupujeme zcela
analogicky; jako poc¢atecni podminku pouzijeme
y(m*) = (7752, 1) — B(77)

=5— Ky (po + ;po (z+ /tT* w(s)ds)) ) =m (6.28)

a integrujeme rovnici na intervalu (7*,¢]. Zaroven hodnota 7 = 7*(z,t) bude
vypo¢étena z (6.19). Opét je nutné rozliSovat zda y; > 0, nebo y; < 0. V prvnim
pripadé obdrzime

y(r) = ei%ﬁiﬂ)yl + KH@/ e Kn (Tfs)w(s)ds, T € [77,1]. (6.29)

*
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V drubém pfipadé je navic nutné rozlisit zda y(m1) = 0 pro néjaké (nejmensi)
71 € (7%,t), nebo y(7) < 0 pro v8echna y(7) € (7*,t). V posledni situaci mame

y(r) = eil%hiﬂ)yo + KHpo ;p1 / o Kir (Tfs)w(s)ds (6.30)

*

pro vSechna 7 € [7*,t]. V opafném ptipadé je vzorec (6.30) platny pouze pro
T € [7*,71] a pro T € (71,t), musime navic y(7) prodlouzit s pouzitim formule

y(r) = KHpo ;p1 / o K (T_S)w(s)ds, T € (11,1). (6.31)
T1
Nakonec, hodnotu v(z, ¢) nalezneme ze vzorce (6.16), kde ¢(t) = ¢(¢; z,t) —y(t),
© je dano (6.21), y(t) z formuli (6.25) az (6.28), hodnota ygy resp.y; z (6.24) a
(6.28), a 7* rovnici (6.19).
Tudiz je-li napf.

t _ 0
Yo(z — /0 w(s)ds) <5 — Ky (po + B ; Po (z+ /t w(s)ds)), (6.32)

pak podle (6.26), (6.20) a (6.25) méme
Yo, t) = 6(t) = e(ti,t) = y(t) = 7 — Kn (po +

e i (’_Y Ky (po + pll;po(x + /tow(s)ds)) — 0 (z — /Otw(s)ds)>

— t u
—KHpo P1 / e_%(t_s)w(s)ds(&?)?))
0

P1 —po)
T

l

V ostatnich ptipadech postupujeme analogicky. Neuvedeme zde vysledné for-
mule, protoZze procedura spociva fakticky pouze v rutinni substituci, i kdyz for-
malné komplikované. Je jasné, ze nemusime byt schopni uréit w(t) v uzavieném
tvaru pro obecnou funkci f. Tudiz také formule pro ~(x,t¢) nebudou obecné
explicitni.

Na druhé strané uvedme konkrétni formule pro fyzikdlné zajimavy specidlni
piipad s funkei f(w) = k|w|w. Pak rovnice (5.1) m4 tvar

. Po — D1
W= —->

+ kw?, 6.34
ol (6.34)

jelikoz w < 0 jak plyne z naich predchazejicich ivah a tak k|w|w = —kw?.
Kromé toho je p; > po. Tudiz integraci (6.34) dostaneme

‘ v dw B pol 5 (7 dz
B PL=PO _ o2 (k(m—po)) 1— 22’
wo  pol 20

( kpol )% ( kpol )%
z= w, 20 = w,
P1— Do P1—Po

kde
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Odsud vypocteme

1— 22 :2(k(p1 —po))%

1
nlfzg pol

a po dalsich manipulacich mame nakonec

kde

pol

Nyni je kone¢né mozné vyjadiit celkové kombinované feSeni v kvadraturach.

VsSechna tfi specialni feSeni, kterda jsme dosud uvedli maji spole¢ny nedo-
statek. Nejsou ve skutefnosti ovlivnéna zavislosti rychlosti zvuku ¢ = ¢(p, )
na tlaku a hmoté rozpusténého plynu, nebot ¢len ¢2(p,y)w, v rovnici (2.2) ve
v8ech pfipadech vymizi. Z tohoto diivodu se zd4 rozumné polozit f(w) = 0 a
vySetfovat feseni typu w = wix +wp, p = p(t), v = (t), kde wp, w; jsou kon-
stanty. Pak rovnice (1.1) (s f = 0) je splnéna identicky a z (1.2), (1.3) obdrzime
soustavu dvou obycejnych diferencialnich rovnic

p(t) = poc®(p(t),¥(1)),
@) = g®),y(®), t>0

s pocateénimi podminkami

p(0) = po = konst.
v(0) =~ = konst.

Analytické zkouméani a numerické feseni této jednoduché soustavy muze pfi-
nést voditko pro popis vlivu zévislosti ¢ = ¢(p, ) na chovani systému a tak ziskat
srovnavaci charakteristiku pro feSeni obecného problému a pro korespondenci s
fyzikalni interpretaci provedené matematické analyzy.
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