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Publikace uvád1 etenáf'e do prob14ma~ID'echan1k1··kontin~a•."Syetema
t1cky -'Y8vitluje základní po~my· ě .481':1tl108 .. zmechan1ky. 8poJlt'ho.pr~
etfedí,..jako nepla. 'definicitales& aJ.eh6 pohybU. matemat lckt zp.dsob
popisu pohybu kont lnua a to~u odpov.tdaj 1.c:ťdet~rmé!nť v.ll~iny, mecha
nickou. práci v rdzn)fch eOufaontch 8oustav'ch,bázovd.ettory a m.tr1ck~

• i

ten~ort t8nzo~ pf-etyof'en! tll_sa, rozbor napj'atoeti, konstituční rov-
nice pro I.lest :lekl materitU; e18st ick4 .lastnost i pOl'tfznťho materiálu,
kon8truk~ní anizotropii atd,. lCa~d'k8pltola ~e dopln~llapft1klad~ 8

souhrnem.

Oílem publikace Jep~i8pa~ k J.()zlífení a prohlouben:! .nalost:l t

bez nichl nelze poroztun5t vtpo~etn1m 'pos,tupdlD a metodám .nezbytným ze- ,
jm6na pf1 zavádln1 novtch mater1áll1 do kOnátrUtt4n:! prue. 3. ur~ena

~Aem techn1k:dm, ktefí feAť 8l011t6,prakt1Ck4 korietrwUn:! pf:!p~dy.
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, . PftEDYLUVA

Zaf"azenťm cyklu 8'8mlnáf~ o základních principech mechaniky kon~~"

nua se CVTS ... DOm t ectlnlky Praha sDalí. pf'lspAtkrozlťl'en18' prohlou
bení znalostí, bez nichl nelze porozumlt Výpo~8tnťm postupdm a meto
dám nezbytným zejmána pfi zavád§ní novych materláld do konstruk~rú

praxe. Jde pi"edevAím onekovovd, pop". slole,ná (kompozltn1)m8~eriál1f~

d4le o rOzn~ typy konstrukení .anizotropie, m8ter1~ pfíbuznd pryl1.
por4zn1 materiály aj. Pfi rozboru vlastnost'! tAchto mater1'ldap~1

! fel_ní probldmň 8 jejich aplikací je nutn4 zn'tneJen základní .z6ke>1)1
mechS,niky, bez nichl se neobejdeme ani plal !'elen! JednoduAAtchdloh
• teorie prulnost i, plast 1c1ty, t8~enť8pod.,.81e taká moderní mateme

tlak' prostf\edky, bez nichl by b)·la f'ormulace slollttch d.loh ve'lml ne-
pfehledná, ne-linemotná. Ffedpokl~dámet leseminá!'e 8 touto t.mat lko·t.i'
zaUjmou nejen pracovníky, felící s1otit4 prakttck' dkoly, ale 1 ty,
IItef:! s1 doplňuj:! sv, .vzdllání formouj'asplrantu.ry nebo vAdeck4pi'1pl'lfI

-,

yy-

Sem1náfe Jsou s8mlfeny podle potfeb lirlí technickd vef'eJnost 1,
p~oto se snalíme. aby výklad byl. 00 neJnázornijl:l, doprovázen ěetnimi

pfíklady. Semlnáfte mohou poskytnout pouze za1klady. Kdo s1 bude cht1t,

osvoj 1t hlubAi akt ivn! znalost 1, bude musit 'dále samostatnl studovat.
~ -'.. ' -. . - . - ..,

Ksldl dčastn1k 88minái'e by si vAak. mil odn4et alespon tolikpoznatk\\,
kol1kpotf'ebuje ke studiu náročnijaí odbornd literatury z uvedendho
oboru a k je jí prakt lck' 8plikac,1.

Praoovníci ČVTS - -Domu-techniky Praha doufají,le eemináf'e s tímtc.'
zamaf.en1m pf'i8p~jť kvltlímu vyulití v~81edkd z teoreticktch obord
.,. kDnstrukční 8 t echnolog1ck4 praxi.

Fc:>rmální aparát; ktel';f ~ t4to publ1k:~c1 ulíváme, dovoluje pl'obí-
'rat látku ve v§t§ť obecnosti, klade vAak m1mofádn4 nár'oky na J~_.1.! ,_.

. .technickou. p!'.tPrav.u._... Autor Je proto hluboce vdičen pracovn1kdm ~VTS .
- D.omu techniky Praha za mlmo:fádn4§ dailí, kter4vinovali v~88n,inu .

a pečlivému vydání publikace, a up~ímn§ j1m za' ni dikuJe.

CY1'11 Hoschl
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Mechanika je nauk·. o pohybu a o rovnováze ta·les. '1'imto po.1mb~.

tfebe dobfe rozumit, vldlt, co je tal.so t pohyb, rovnováha. T'.mll'
k8Id~mu. kdo má základní vzdělání, zdají 8e tyto pojmy Ja8n~ a beze
eporn4. Jen ti, ktefi jsou zvyklí pozorn8J1 8 hloub'ji O vlcech pi'.~

mtAlet, vidí, le to tak· jednoduchd není.' Existuje moderní vidn1 obor
~ raci,onální mechanika, který zkoumá, Jak, je axiomatická 'stavba me
chaniky B jaktm pnladavkb musí ,vyhovovat 'jej1poučky, vity, hypot4zy
8 principy, nemejť-il obsahovat logický spor. Mlelit' poznatky z ma
tematiky.zejmtlna z geometrie, z teorie mnolin a z toPologie nelly evtl
uplstnlní l' v mechanice 8 naop~.

VyJsdl-ovse ípl'ost fedky soudob~ meohaniky jsou velmi dsporn4,_
laiko. velmi maUo erozum1t~ln~_ TechnikO. zpr.v1dla chyb,ť hlubli teo
retickd vzdI14n:!. takte velká aást odbor~' literatury. teoretick' a
8asto 1 zepllkovand mechaniky 'je pro ni zcela nebo zěáeti, nesrozumi
telná. ~im práva ·chceme.podat v naAich semlnáfích pomocnou ruku. Bál
vtklad 8e nebude moci obejít bez nikterých ě1ati 8~8traktnťch d.ah a
bez rOzn1ch pravidel, t~8J:!cích S8 formy zápisu. Budeme S8 vlak ana
lit, abychom neztratili souvislost 8 poznatky, jel tvofí základ .prak..
t lek' ělnnost1 kald4ho ln1en!rs, konetrukt4raě1.technologa.

Rozsab semlnáfe neumolňuje ucelený vtkladmechan1ky kontinua.
Výblr l'tky proto neuspOkoJťka!d4ho zájemce. Doufáme vAak, I. i ti
nespOkojení naJdou v nakterdm z pf1§tťch 8emlnáfd tohoto cyklu to, CG

ke sv4 práci pott'ebují.

V tomto 88mlnáfi 81 vytvofímepftedpoklady nezbytn4 k pochopení
z'tladd mechaniky kont lnua v moderním pojet í. VY8v~tlíme nesnáze, kte
r' vznikají, chceme--11 matematicky popsat tileso, jel S8 .pohybuJe

(deformuje 8 pfem:(s-(uje). začneMe s jednol'ozm§·rntm p~ípad8m, na ktert$m
uk'leme dva odllAn4 zpOsoby'poplsu (Eulerňv a Lagrsngedv). Pak p~8jde

me k prostorovtm· dtvardm. Okáleme, Jak lze zjednoduAlt matematlckt zá
pie operací 8 fyzikálními vell~in8ml, zejm'na 8 vektory. To nás pf-ive
d. cestou pfirozendbo vtvoJe k myAlenkám, je! daly vznik tenzorov4
algebfe. Uk'le se, le lze dosáhnout dplného sjednocení formy zápisu
ddlelltfchtyzlkáln1ch zákon~ pro rdznd druhy souřadntch soustav.
Tím 8e ot ev:!r' cest.a k zobecňování poznatkd. získaných pf-i zkouAkách
ng jednorozmlrných'vzorctch (zkulebních tyěích). Nyní lze 'obecni for
mulovat zaUcony elás,t1clty, plast ic1ty, v1skoelsst icity, proud~nť vaK'
kapaliny atd. Lze je zobecňovat bez vAtAťch nesnází i p~o nehomogenní
8 anizotropní tiles8, por4zní materiály apod.
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Není pnchyby n tom, ~e takto pojatý vy~lad klada m1mofádn4 nároky
na poz~rnost 8 vnímavost účastníkd sem1ná~e. Abychom Je p~iliě nep~e·

.tě!nve11, odsunuli jsme termodynamick4 zákony do pfíAtích semlná~O.

V táto publikaci S8 omezujeme na t~les8 v pevné a v kapalná fázi,
u nich! lze termodynamické jevy p~1b11!ně zanedbat.

eetn4pf1klady ilustruj! výklad 8 p~ib11žuj! obsah semlná~e

ka!dodenní in.!enýrsk~ praxi. Tím čelíme mo!ným námitkám, !e zam~~en!

eem1náfe je příl1A teoretick~ a !e je vzdáleno praxi. Mechan1k~ se
u nás tradičně rozděluje na "teoret iekou" a "technickou". AvAak pra'X8 t

vy u! ívaj !c.ť moderní 'výpočtOVOU techniku, smazává tyt o ro zdily. studlum

odborná literatury nás o tom denně přesv~děu.1e.Mech8n1k8Je v podeta
ti jen jedna. Získají-li úě'aatníci tohoto cyklu hlubA:C pohled do její
d!ssná, obdlvuhodnéstavby, neztratť nic ze sv1ch praktických zkuAe
Dost:C, naopak nauč! se tyto zkušenost 1 doplňovat a zobecňovat.

Popularizací těchto po.znatkt1,zákond a pr1nc1pd chceme též zmenAit':
dluh neA! generace veikým mysl1teldm minulost i. Silou sv4ho věestran-

nt§ho g~nla vytvof'111 pf'edpoklady pro rychlý rozvoj techniky v moderní
společnosti. Často čerpáme zjejlch díla jen to, co potřebujeme k 8v4
mu okam!itc§mu užitku. Zapomínáme".'že jde mnohdy o poznatky vytr!ená
z 61rAich souvis'lost í 8 že teprve tyto souvislost i vytváftejí v~du, jel
má vl'setni et lcká zákony 1,'\f)·stet 1cká měftítka. Taková vad'a je. pak - ve
svám celku a ve vAech s~ých souvislostech - součástí kulturního pově

domí a tradice a její historie je nesporně tou lepší stránkouhistor1e
člov~ka. Zsslou!í si, 8~Y byla takto vcelku .chápána a vykládána.

1. POHYB KONTINUA A JElIO GEOMETRICK'Í POPIS

Nejprve vysv~tlíme, co rozumíme spojitým prostf'edím čili konti
nuem. V techn1ck~ mechanice se t~lesa či hmotná prostfedí rozli§uj1
podle skupenství (pevná, kapalná, plynná)'s podle svých deformačních

vlastnosti (t~les8 tuhá, pružná, tekutina stlačitelná, kapalina ne..
stlačitelná, ideální, vazká apod.). Rozdíly nejsou v!dy vyhran~ná.

Některá tAlesa, za normální teploty pru!ná, přecházejípf'i ohf-svu nej
prve do tvárnáho 8~ těstovit~ho stavu, kdy se již podobají sp1Ae vazk'
kspal1n~ než pevnému tělesu, a teprve pak pf-echázejí do ke.palnáho sku
penství. Pro potřeby dalšího výkladu zavedeme proto obecn~jěí, pon~kud

nezvyklou definici tělesa, vymezující přesněji obsah tohoto pojmu.

Tělesem nazveme nekonečnou množinu částic, které lze uvést do
Jednoznačné vzájemné korespondence s uspořádanými trojicemi reálných
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čísel (tj. 8e 8nuf~dnieemi částlc).Kaldé částici připisujeme přitom

určitou hmotu, o ní! předpOkládáme, ~e je spojitá (kontinuální).
Vyjmeme-li z tAles8 určit! objem, p~ísluAí k n~mu 1 určitá hmota.
Pf'edpo1clad spoJitost 1 hmotl znamená, le nekonečně malá změně vyňatáho

nbjemu přt!sluěť 1 nekonečně malá změna mno~ství hmoty, takle pi'1
"st8~ení" objemu k nule vymizí 1 pftíslušná hmota. Nepf'1hlíltme tedy

k molekulární stavb~ hmoty.

Známe-li vzájemnou polohu vAech částic, známe 1 konfiguraci
tělesa, která se mOle s časem měnit (těleso se mO!e deformovat).
POvodní souřadnice nAjakd ěást ice Xt =(Xi 1)(2 f X~) v referenční

konfiguraci md!eme k tc§to ě.ást1c1 pf-1psat trvale (jako by et'kaldá
část les s sebou odná!ela jmenovku 8 Dat 1Atěnými souf'adn1cemi). Souf'ad..
n1cím, spjatým 8 částicemi t~les8, budeme f'ikat mater1álov4(konvek
t1vní) souřadnice; za pohybu částice se nemElní. V soustavě souřadniCl ,

která je v prostoru pevná, budou se vAek sou~8dnice částic pf1 pohybu
obecně m~n1t. Označme tyto pros,tor'ová soufadn1ce ~~.= (~1 , J.,.z. f JC.~~) ,
lCa~dá z nich bude zf'ejm6 záviset na materiálových souřadnicích (jel
určují, o jakou částici Jde) 8 na ~a8et t8k~e

( 1)

Vzájemně Jednoznačnf§pf'1f'azen:!vy!aduje, .aby existoval taktf 1nverzní
vztah

(2)

Sou~adn1ce tedy tvo~í jednoparametrickou soustavu popisující kon-
figuraci tělesa za jeho pohybu•. P1'oto!e body Xi, -: lX1 , Xz, X.J) jsou
neměnn~ body etiklidovsk~ho prostoru, představuje rovnice (2) zobrazení
t.ěle·sa do euklidovského ·prostoru.· Pfetvořené těleso nemá zlomy ani
trhliny (sl snad na ojedinělá místa), tak!e zobrazení (1), (2) musí
být spojitá a hladkt§, tj. funkce v těchto rovnicich musí být Jedno- .

značn~ ~ musí mítpotfebnáderlvace (8~ snad na určitá singulární bo
dy, k~1vky, plochy).

Mění-li se parametr t , m~n:! se obecně 1 konfigurace tělesa a
jeho poloha v prostoru. Rovnice (1), pop!'. (2) popisuj! pohyb talesa.

Mechanika kontinua studuje pohyb těles, pro ně! existuji vzájemně

jednoznačn4 transformace (1), (2) (tj. těles, u nich! jsme schopni
sledovat "osud" Jednot11v!ch část10). Zahrnujeme sem zřejmě pohyb tu
hých i poddajných t~les, kapalin a plynO, pokud mOžeme zanedbat 'jejich
molekulovou stavbu. Nepatří sem jevy, která popisuje kvantová mechani
ka, ani jevy s neuspof'ádaným pohybem částic (Brownovy pohyby, kinetická
teorie plynO, turbulence).
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VyetupuJí-11v r01fn1cťch popieuj!c:lchpohyb tiles8 materiálov4
eouf'adn.lce jako nezávisle proměrtn4 (napf'. v.Jrovn1cl (1), mluvíme

.o Lasr0!Weovi zpOeobu popisu děje. Jsou-l1 'nezávisle proměnnými pro
st orov4 8oufédnlce( např. v rovnici (2»,' jde o EulerOv zpdsobpop1su.

LSgX'engeOv zpOst.'b Jeobvyklejií v mechanice pevná fáze. EulerOv
v mechanice tekutin (kapalin a plynO) • Rozdíl mezi obima zpdsoby popl
au pohybu tAlespodrobněJl vYBv~tlťme vp~íitťkap1tole.

Souhrn. Vyslovili Jsme definici ti1esa v meohanlcekontlnua na
základl jeho jednoparametr1ckdho zobrazení do euk11dovek4ho pro
storu. Parametrem je zdeěaa.V prdbahu easuseminí konfigurace
tiles8, yzn1k~ ,~eho pohyb. Pohyb tiles81ze. popisovat bua .' ma
ter~álových sO~8dnicí.c'hepj8ttch ,stllesem, kter4 se tedy za
pohybu nemění (.Lagr<sngedv zpdsob) , nebo vsouf'adn1cích pevných
v prostoru (Eulerdv, zpdeob). Mezi ob_ma zpdsoby popisu existuje
jed'noznaěná.kOl'espond~nc8.

2. POHYB JEDNOROZ~,BNÉHO K01f1'INUA

Budemes. z'abtyat pohybeM pr1zmat1c1c4ty!e' z'poddeJndho materiá

lu (mat<81'1áluvelm1 obecnYchdeforma~níchvla8tno8tí).Omez~me 88 na
pfípad. kdy neex1etujepfťěnýpohyb'ěást:lc(nebo je zanedb'atelný) a
rov1nnostprdf'ezd a ~ej1chkolmo8tk oee tyč. se z8chov'v', takle po
hyb vlech ~á8tic v ~4mle prdfezu je urěenjedinou polohovou 80ufadnlcí
X:~ l Jcj,t) ,. popf-o ..x. -= t (X ..I:.) ·

t= O t= 'S

O 2 3 4: 5 O 1 2 3 4 S =X

J Af J I ,I B+ I

O 1 2 3 ... 5 6 7 '8 ·9 '10 11 12 13 14 ='X

Obr. 1

Abychom co nejnázorn~ji vysvitlil1 rozdíl mezi obě$8 druhy 80U~

f'adnlc, pfedstavíme si, 18 tyč Je dlouhá Depf'. 5 m.Vreferenění kon- '
figuraci Ji op<atft:ťm8stupntcí'po Jednom metru. Jednotlivým dílko.m
t~to stupnice pf'1s1uAej:ť materiálové :soufadnice X =0, )( =1, X ='2,
••• t X = 5.· Za pět sekund se poloha 8 konfigurace tYěe zminí tak, jak

je- znázornano na obr. 1. Je zf-ejm4, le st upnlce pro mat erlálovou '
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aouf'sdnlcl .e8 'detor:Dlovala li Je 111ft'! beroynmDirn' •. SOttv181o:etaezl ..:....
. ~ ter,141avou a prostorovou 8·oůf'8d~lc1určťm.• na·pf'.pr'o~Mttol vy.n;8~'- .

nou body A,B. (Jde o eteJnoučéstlcl. kter'88z._ po-by·bu pf·emil,tll.
& polohy A do .polohy 'B,J} Protole XA'::: .X e = 2, ~,. = 2. ~6 == 9'.

bud.

F{)( • -2,t =. O}·

F(X :: 2.~ ·5}

• 2 t

= . 9 ••.·

t)O

·Obr. 2

ÓX··

. t-O

. To Jsoupf'ťklecly závislosti 'ouf'adnlc ,p·od·l•••01'06 .(1) '.:(·2).
POdle Lagrang.,ova spd;e:()bU eled,tl-

3eme -pohyb st IIle st eJ'b' ě'et le. f"

která ·mln! místo, kde!to podi.
Eulerova zp~8'obu 81e·duj·eDl.8t~:'1·. .)(
etej'n4 m1'Qo, "·1DllprochRě~f ..........---.........-...--...............

r6zn4 ě'stlce. '"

Nyni 81 YI.l.ne.e,·. co',.. 44
~~ 8 .1em·.ntk~1 a_tlc1,tteí'·otl·
• ty~. "uvolní.." dvlm..,'.í~.nt..
1l1f'ezy, vzd'l.nP! ." referenaní
konfiguraci o malou ••1·i~lnu. 'A X
«()br. 2). Jakl j-epDsuv 1••lho konce .-l.·••ntu·.,
Je to

":(J) .

. .

a v Eulerovi popisu

(5)

Jeto ov~em vldyet• .t-n4 vzdálenost .. Pro ,posuv ,pl"avdho tonae e18mentu
dostaneme pOdl. obr. 2 a rovnic.f) r pro 11m 11 X -. O

1u··· .
U (X ""-AX, tY= U{X,tl +1X AX ·

Rozdíl d41ek AJ., - A X s. p8k ·rovná r6zd11tl p08uvd prav4boa levdho
konee, col 4. prodloulen1 elementu·

.1Cástieí zde ro·zumíme nekonceě~1Jl81ouě'$t &pO:jlt.4ho t11e&8

o obtiemudV. 8omnotnO'stiltJ'•.

··11 '•. ' .



Je tedy

• t: · ( 7)

Výraz (7) pf'edetavuje. Cauchyho hodnotu pom~rn4ho prodlOU1ení e
obvykle ulívanou v l·ineární teorii pr'užrtosti. Je v;fhodná tehdy, kdy

Jde o malá p~etvof'ení. Zde v5ak zvolíme podle Lagrang.e za mírupf'e....
tvof'ení hodnotu

CP" __~. 0:___ (AJC)2_( 4XY.
C' - '2 U/YYv ' . 2. ( 8)
. . AX~O (.6.X)

A1., ~V
Z rovnice (7) vypočteme podíl AX '" ~X + 1 a dosadíme do (8).

Vyjde Greenova hodnota' poměrn4ho prodloulení

( 9)

Kdybychom vyA11 z Eulerova popisu, tj. z rovnice

.'U~u:__ .(,(,(Jl,+A~)-.uCJ!,) (10)
'ViJ r; 1k'YYV. A Y.., )

At -+0 ."

dostali bychom obdobni AJ.IIl_JlStbo hodno~u p0JD.irn4hoprodloulení

_ .i. ':AA_ U~~)2_ (AX)2 _ í/(A, _ .i.(~tL)'2. . (ll)
tt - 2. ;\,VVYV ( A.ll,) 2. , - ~X . lL 'i)x..

A~'~O' .

Tato veličina s8obeoně liAí od hodnoty (9) t neboi stupnice S8 pro
oba druhy souf'adnlc rovněl 1111. VěimnAme si, leAlmans1ho pomirná
prodloulen! S8 vztahuje ke čtverci délky ó.iJ· pf'et"o~enE§ho elementu,
kdelto Greenova hodnota Se vztahuje k atverci po.vodn"ť, dálky A X •
Jen tehdy, je-li přetvof-ení mal', splynou vYri.lzy (9' 8 (ll) ehodnotou
Cauchyho poměrndho prodlouiení, tak!e pak

( 12)

Pro rychlost ěástice na obr. 2 dostaneme

( ~3)

.... 12 -



popl'ťp8d~

"''"' :: V" (Jl" t) ,. v [~ (~ li:). i ] . (14)

Virazy (13) 8 (14) dávají stejnou hodnotu, nebot jde o okaml1tou rych.
loet tti!e částice, kteránezáv1s ť na volbA souřadnic.

Pnlo~me s1 J\Ynť dOld1tou otázku: jek 8e mění funkce ~ (Jl.I~)/

Je..11 spojena s hmotnou částicí? Md~e to být nspf'. teplota částice

Mbo její posuv apod. Změna ÓLf připadající na časový interval 4t
přejde v derivaci, zvolíme-li lim A·t -+- O a vypočteme lim ~1 - ~'t ·
Podle pravidla o derivaci slotených funkcťvypo~ítámev Eulerovi popi
su substanciální zm~nu

(15) i

První člen na pravá strantJ, se"'PQčítá pro :G =konet a vYJadf-uje
lOkální část změ~. Druhý člen vYJad~uje konvektivní část, vzniklou
pl'enesením částice do nov~homíeta (za~pohybu m~n:(1 ěástice svou polo-
hu). '

Abychom tyto druhy .změnlépe ozf'ejmili, vrátíme se Jeět~ k obr. 1.
Cht~ll bychom nap~. určit teplotu tělesa ,8 její změnu za pohybu. Zam~- I

ftíme se na částici, která se přemísti v čas~vém intervalu A-c z bodu
A v prostoru do bodu B. Pozorovatel, který by měřil teploměrem teplo-~

tu stále ve stejntSm m::ťst~ A,zjistil by b~hem intervalu Ai vzrdst
teploty o ATi • To je lokální změna teploty. Jiný pozorovatel by mě-

fil pomocí dvou čidel současný (okamžitý) rozdíl teplot v bodech B
a A. V okam!iku, kdy sledovaná částice je právě v bod~ . A,zjistll by ,

. . I

rozdíl teplnt 6. T2. (o ten' je teplota v místě B vyěší ne~ v m!st~ A
ve stejn~m okamžiku). To Je konvektivní zm~na. Jsou-li body A, B
dostatečn~ blízko, je v nich přibl~!n~ stejná lokální změna teploty,
tak!a výslednou zm~nu, kterou podstoupí částice hmoty při pohybu z bo
du A do B, dostaneme jako součet AT-=-AT1 +AT2,. • To platí tím
pfesn~j1, čím manA! je Ai (8 tedy čím blíže jsou si body A, B).

V Lagrangeově popisu bude mítvyěetřovaná t'unkce tvar 1? .. ~ (X,i) .
Protole materiálová souf'adnlce X je spjata s částicí a za pohybu se
nemění, vypočítáme derivaci podle času velmi jednoduAe

d~ ~ cP
dt :. fit ( X =konat). (16)

Hodnoty (15) 8 (16) jsou stejné. Jak vidíme, snadno by mohl vzniknout
omyl, kdybychom označili obě t'unkce 'P ,~ st.ejným symbolem (k tomu
svádí okolnost, že jde o tou! fyzikální veličinu, např. teplotu,

- 13 -



vázanou k t~!e částici, takte 'P LX ,t) = ~ (x I t-) ). Omylu pf'edejdeme
tím, le zavedeme zvláAtní označení pro tzv. materiálovou (substanciál
ní) derivaci

Označení jsme zvolili 8 pf'ihládnut:lm k tvaru rovnice
popisu pskbude mít rovnice (15) tvar

(17)

(15). V Eulerovi

(18)

Představuje-li tunkce lflx,-l:-) posuv ěástice u. (Jt..,'b) , vyjde
rychlost částice v Eulerov~ popisu

(19)

To je jiná formsl'ovn1ce (14). Zrychlen! pak vyjde dalA! derivac:l

(20)

v: L8grangeov~ popisu budeme mít zrychlení

QV(X,h) 'ii~F (')(, i )
A - ------- ·. - r~t -= ~t1-.·

Hodnoty (20) a (21) jsoustejnt§•.

I
i

(21) I

Pokusme se nyní vyjádf-1t zákon zachování hmotnosti. Má-li tyč

jednotkový prOfez, bude její hmotnost mezi dv~m8 prdfezy v referenční

k onf igurse1

x,.
M .. J~o (xhl X

X1

a v obecné konfiguraci

(22)

. (2)
Jl,,,.

M ,. j ~ (x-,t) dJťJ.
~1

Množství hmoty mezi těmito dv~ma prd~ezy S8 nezm~nilo,'musí proto být

Xt ~~

.. j;~iJX)c(X " j ~ (.x"t)dJ!-.
x, ~t

- 14 -
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(25)

(26)
.. r""" ..cx.. .. .... 'VF (K,t) . .. .

J ~(.l"t)d.t.= J.~(~,~) ..... ~x.. - rJ.X.
~ť . . . X,···· .' '.' . - .

. . 1 . .

DosaClťme-H. (26) do (24h4o.tal'lelÍ. 1nteSi"1'.táteJnou promltmou (X)
.•••e B.t 'Jnlmi, 8Yl8 l1bovolnl zvol.~lm.z.mitX1 .X1) . • Proto 8e
lI1us1 rovnat lntepand1, t81t•• vztahmezlhustotou. ~o lX} v retel'enaní.
kontipl'acl a ~ {J("t) vobtcn' ltoDt:l.áU'l8Ci (zapoh,bu) bude· .

. . 'iF(X,t)
~~(X) ....~ (.;tl:CJ ....·'bx .. · (27)

28)

Z60n lac'hov'nť hllotfto.t·l VI~84ft1j.po.nat.k" 1.- hmota uzavfen'
.e.'idvltll8 prdfezy JI' hllotn~t n••'.ialouna a.a., takl.

:t .. J~t~l~ldx :0,
'~f

Pf'l d8rivaoi tohoto :lntep41u n••mím.zapomenout, le 1 •••• tnt.pálu
.',,1883ť nea.se,nebo! JlJ ·=.f (X,t).PodJD:ť_a (28) pak d' _. podle pra-
.14,1 zn'mtohz _ate.st tkl -

. .-. .

all! .. s'odkazem na (1)la.l14" ..

'. ._ __ .9;2- ..:. o' > ~. " . _. '. _ ď Jl,1,

~~ ~(.lI.lnd~ .J~%~Jt. t r~ (.t,~) "" (JL, ~ lIJI" , (29)
.'.JfJc ' .~:. '

První aleDne prev4 etl'aDlPosledn! rovnioe ud'v'pfťrdstet hustoty
uvnlt'f oblasti, ~dl'uht al.n_mlnu· hustoty v.niltlau bflanc1pf1tekl'ho ,
aV1t ek14ho mnol.tví •• st 83n4 oblasti.

Protol. C~ '\1Ji'} JI.,.~(~1r)d.t ,pl1ne .Z rovnic. (29) podmťnka
f\ .~'."

.~+~~ l\111') ;& O• ()O)

.... 1'·



J:dyby prOtez tyče nebyl Jednotkovt (8 tedy konstantn:l), ale minl1 se
y . závislost 1n88ouf'adnic1 ~.. podle vztahu. S= S l~f 'b) , byia by

podmínka zachování hmotnost tKl
. ·M·.·

d. r~t- r 1. 'q . 1 . ."
1lr J ~ S(;t~ ;:. JL%(~ $) + ~.x. (~~".) 1cLt.. ~ O• ()l)

c ·tt .t,.

Rozepsáním derivací v integrandu (za pfedpokladu t

existují) 8 "-Yůi1tím rovnice (30)

S~1' ~ ~ ~t t S~~9;}~~1Y ~: =

~S .. 'd$.. DS
.. ~'U'b +~'\t 'U-t '" ť 1>1;

pfeJde ()1) do tvaru

le tyto derivace

(33) I

. !

(35)1

cL r .ll,1-. .·r,y,). I>S
(H J.q> ScL-i .~ "J ~.. Dt cLL ~. O·

J., .. .~. ... .

1 Nadále budemepftedpokládst jednotkovÝPl'dfteza odvodíme pohybovou I

roynlc1. V prostorov'm popisu označíme nap~tív tyči symbolem ~ .. G" (JL,ť).
.' I

Vysledná s tis pO sobíc! na el.ment mez1dv~m8 i\ezyj e

Ta.se musí rovnat~asov4:1zminahybnost 1 vAlch '~'st10 iloloYaných mezi
ob~ma prO-fezy, tj.

o..lL~

Q11'l. <Ol cU S~ (J"t) 'I)- ( Jl, -li) ttx. ·
<~ ,

Pfedpis PrOVÝPO~8t tohoto integrálu máme na levi-'tra~~ (33), takle
mOleme psát

,>(36)

fff To znamená, leby t~leso- kontinuum" protdkalo kanálem, který by !

nemusil mít v prostoru pevný tvar.

- 16 -



"~o Protože meze ~(t~lvol!m. 11'bovoln~, dostsnemeporovnáním
lntegrandň z rovnic (34) 8 (36) pohybovou rovnici v prostorových sou

. r'sdnleťch (v Eulerověpop1eu>.

(37)

Nyní pf'ejdemek materlělovýmsoufednleím,v.nichl zavedeme.pro
napit 1. symbol r .. l:1'X,t) .Je \l'zbaleno kestejndmu prdfezu Jako tla
pět ť ~ l.(., t) , protom\18:lb~'

(38)

Odtud dostaneme- 8 vyul1t!m .pravidla oderiv801 slolen4 funkee -

~ r gcr 'aF (9)
ra X . ~ 'a~,'U)('

'clF·
Rovnici (37) rozAí!';(me člnitelem''lX ,podlijeme (~9), (27) 8 vyul1-
jemerovnost1 (20) ,8(21); dostanemet'akpohybov'ou r'ovn1c1 vmateriá- '
lovleh 8o~:f8dnicťch(v Lagrangeově:pop1e·u)

. (40)

Nyní se jellti pokusíme v:yjádfit .. zákonz8chovánť' energie. Protože
máme jednotkový prd~ez, znamená napit:í~(.l("t) .Iároveňsťluv prOf'ezu

!J., \I' ~9se t·. V~on je d4n sou~inem síly á ·rychlosti,takle mecha-
nický v~ondodáv8ntd()naAehoelementumezi fezy j{,1 , Jl. 2. bude

.• .. .. rltt.'(} (G" '\f')
'P1 .. Gl (ilIt) 1r(~1-1t ) ~ Cd (,X,tfb) V{Jl.t ,-b) .. d-,J 'O J(, ci'X'

Zároveň budeme dodávat teplo v mnolstv:!C(na jednotku skutečná

d~lky pi'et\l'ofend ty~e, takte tepelnt pfíkon bude 'R::: JJt~d..iJ'
Ce~kový pf'íkon energie vyjde ~

( 41)

Spoi;f'ebuje se jednak na zvýAenf. k inet ick4 energie. jednak na vzrdst
vn1tf'n1 energie (energie napjat ost 1 ateple)akumulovan4 vtyč1.

Ozna~ťme-11 vnitf'n! energii pf'ipadaj foť na jednotku hmotnost i W =
::: W(J..,b) t bude souěet k1net1ckt! a· vn1t~n:( energie

- 17-



j,t. ~t

A,:: i ,~ ~"I'to(, i.. t J~ W (.tl ~) cl.. Jl., •

.i~ '~11
r~1

Zákon zachování energie bude mít~varl' .... dA Idt ,. aili

Meze lze volit libovolně, tak~e se musí rovnat 1~egrandy JIl

( 42)

( 43)

( 44)

P~itom Jsme vyui111 ~;.aV1dl~ o derivaci, známé z rovnice (3). Nyní
JeAt § dosadíme za ~bt-Z rovnice (37) a dostaneme

čili,

To je tedy hledaný tvar zákon~ zachování energie.

Pf':ťkl.ad l'

Budeme vyěet~óvat pohyb tyče jednotltového (neměnného) prořezu,

popsaný rovnicemi

,'X, ~
~, (s)

Jak snadno nahlédneme, j'de o rovnoměrná roztahování (o<. >O ) nebo _._
1 stlačování ( O( <O ) tyče, vetknuté ns- lev~m konci. Budeme p:fedpokládat-;

'Jl/ Ke stejnému výsledku dospějeme,' zvolíme-li '~2.. -= Jlt,.,+ A JL 8~ integrály
vyčíslíme s použitím v~ty o střední hodnot~, pak pro -t, = 'JL ,

11m Á~·~ o. dostaneme (44).

- 18 -



I. t(). O
't =O 8

• Zakreslíme 81 pro viti! ndzornost polohuty~. Y okamllku...
-li II c(-f (obr. ). V tomto okaml1kubude JI, -2.X, X"'TJt,~

x ÁX
1 2

o 1 2 3 .. S 6 7 8 9 10
.1 I I I I I I I I L-I

1 2 s
'1

t= 
lX

~br.· 3

. Pro posuvy dostaneme podle (3), pop~. (4)

u ..x l ~ +~ t) -- x .. ol -b ~ J
!

(b)

«-tJ(.,
1 + ()i.t· (c)

Ob~ hodnoty jsou stejně vzhledem k platnos~1 (a), tak!e U II MJ •

Greenova hodnota pODlirného prodl,oulen1 podle (9) je

t ... ol.! +{- (Cll. i ) 2.
J

(d)

kdelto Almanslho hodnota podle (ll), vyjde

e .. (e)

Cauchyho pom~rn' prodloulení je

(t)

Je-li ol t velmi mal', dají poslední tf'1 rovnice pfib~1lnA stejnou
hodnotu pom~rněho prodloulen!. Pro t· II ()(:" vlak vyjde

A~U = X = o,r~)
I

, / e : O,31.r
I



Pro rychlost d08ta~emepodl. (1), resp. (14) vztahy

V~ot.X 1 (g)

Obě hodnoty jsou ovleDl stejn' a na~ •. pro. t =
= ~ X == O, 5 CJ.. ~ • Z rovnice (19) vyJ'de

'Ou.. ~.~ ()(. J(, ( 1~ ~ t ) .. «X.?.~ 'j{, «JL

'\Y :: 'ilt "'" 'lY 'OJl,' l1+,«-c)1 + 1+ct.t

;\./

o(..t +~1,.(,t

t~ -+ tJ(. -b) 1.

~Jt

= " 1+at.t
, ,

col je tot41. Zrychlení vyjde podle (20) i (21) opit etejn4, a to
nulov4, neboť

.~ .'

A'c lfr \cX.X) = O, ,

U1ť '()1r ~'Z.Jt. ol:/.· «'
a. '-= 1t +'\r ~~ := ... l ~+C(.-t)z. + '1 +01. -t 1 +«ob ~ O•

Hustota 88 man! podle (,27) takto:,;

Je tedy

1

Je-ll ~t =1, bude hustota poloilční proti počáteční hodnotA.

Zákon zachování hmot nost1 (30) je zl-ejmi splni'n, nebof

- ()(.~o .«~~o

(1+«t)1. + l1tal -bYl. :II {). •

Zrychlení Je nulov', takle napití podle (31) Je v dan4m okamllku
.;'i

" cel' ty~i konstantní, mdle vlak záviset na čase
I 1

,(hl

( i)



Materl'lovd d.rlY8~.vnltfní In.rgievyjde podle (45). (g) a (h)

bw «f:D ~o ,= .. ((t(t) + () ~o (X)
bT 'l;~o + q; hOli; . (?olX) ~ JlI 1t oc.t (~)

J,·11 pohyb tY~'Zpd8ob'nlin.árn! tlplotn1 řOltalnoet1, bude ~.

~ tf l t) .. O 8~i .. !t(Jl.)c;'1.l(,'~).Pf.ld'VIlIl'.n'l'gie(1:'PIO) 8e v tom

pf'ťpadlmlnť pouze nevnttf-n1< energii, nebo'!k:lnettck'.·.neI'818 zOetá

vd konstantní. Je tot11

(k)= konat.
~ r4 ... 4 C'X\ ...
T J ~ 1J''r-ó,t '" .Jt. J~o(X)tX2X1et X

,IA Xf

Poulili .181118 8ubstituci~::t(ilolt-) K II ró#nlcl (h). Vfsledný integrál
j8 funkcí pouze mezí X1 , X,-,i.. nezáv·l·ať na čas8. Obecnimdle být
pohyb tyče zpOsoben nenulo1'9m nap't:lm (8 ilovYxn pdsoben1m) 1 zminou

'." y

teploty zároven.

,Pfíklad 2

Předpokládejme lineáttn:íkonstituění' zMton(Hoc:kedv)

( a)

E = konat. Jaká bude pohybová rovnice pro jednorozmarný pohyb?

:fte Aení

Dosadíme (a) do rovnice (40) 8 dostaneme

rvV '()LF
Proto!e lt -: 'D·t1,..

, 't)iU "" ~V
\ E~ X? .. ~o (X) ~ť. •
~lU .,i

-= ~,t1-- podle (13) a(),Je.konečnA

(b)

~1,u

tyt~ J (cll

kde c'l. .. E/~o(X) • To je známárovniceprol1f'en1 podcUnfch vln; je-ll

, ~o =konat, je rychlost iíf'ení podc§lných vln rovnil konstantní a

rovná 'se

e =V ~o. •
(d)

- 21 -



Pi':!klad 3

Doka!te, I1 pro obecntko,nstitu~ní zákon

vyjde rychlost 'Iťfenťpo~'lntchvln

Podálnávl,ne se mdle 11flt Jenom tehdy, splňuje-li pom'rnd prodloule
ní € podmínk·u

d'f
',.de. > O ·

\

Pl'íklad4

Do~a!te, 18 v prostol'ov4mpopleu platí pro zrychlení ~ jed,no
rozmirn4ho pohybu kontlnuavzórec .

'Návod

Rozep1§t e (19), vypoětite

,)

11 a derivujte podle času.

Souhrn. Zavedli 'jsme dvojí zpOsob POpi8Upohyb~ kontinua
(LagI'angedv8 EUlero.v)a tomu odpovídajíc! deformační veličiny

(Greenovu a Almanslho pom~rnoudeťOl'm8c1). Zdá S8, le 88 tím
probl'm zbytečnikompl1kuje.Proti tdtonámit,celz8 uv4st, le
komplikace vzn1kán1ko11f'ormam1 matematickáho popisu, ale po
tf-ebou zab!vat 8e teori:lve1kých deformací (napf.v teorii
plasticity, teěení, pf-i popisu detormacímateriáld podobných
pry.!1). Definice pom~rndho p:fetvof-ení,Jsou voleny naopak tak,
aby se popis t~chto komp11kovan!chfyz1káln:ťchjevdco nejvíce
mstemat icky zjednodušil. což ukážeme pozdAj1(v kapitole 6).
Každý z obou zp\~sobd popisu má své výhody 1 nevjbody.takle

22 -



žádný z nich nelze za.vrhnout. Vělmn~nie si napi"., oco J.ednodu~~:ť

je pnhybová rovnice v materiálovém po,piau (40) ne! v prost orov~m
popisu (37), .nebot veličiny v rovnici (37) se vztahují k deformo
vanému tvaru elementu, jehož deformace teprve hledáme. ProBtorov~

popis je obvykle výtlodn~jěí v teorii proud~ní. ~tenáf' zajistá
poznává v rovnici (30) známou rovnici kontinuity pro neustálen~

proudění stlač1teln~ kapaliny (v prostorov~m popisu). Účelem

této kapitoly bylo ilustrovat typ1ck4 rozdíly mezi ob6ma zpOsoby
popisu pohybu tělesa.

3. MECHANICKÁ PRÁCE V RŮZNÝCH sOUŘADNICOVÝCH SOUSTAVÁCH

Mechanická práce je skalární veličina•. Fřipomeňme s1 zpOsob,
jak ji za rOzných okolnosti počítáme. Pdsobí..11 na n§kterou částici.... ..~

t~lee8 sila F ., vykoná plti pos,uvu" část ice M" mechanickou práci-.... .......
f. <AJ ~ 1\ • Přitom p:fedpokládáme, ~8 se etla(jej:ť velikost a 8m~r)

nemění. Pokud by tento p~edpoklad neplatil, rozdělili bychom posuv na
diferenciální p~írOstky, b~hem nich! lze ~m~nu síly zanedbat, tekla

.r -,it.F ...... ) .. -+A ,., j - (tl. .clu. (46)

Tato rovnice by sama o sobě nebyla přili§ jasná, kdybychom nevysv~t

lili, jak chceme integrál vy~íslit. Vysvětlíme to pomocí obr. 4.

Obr. 4

.......
Necht se pOsob'lAt~ síly F pohybuje po oblouku /J
do bodu .A;: ~'J... Pak

A .. ~ ÁF(,ll) to:! [~(,h)] c(,~ .
,61

- 23 -
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novnlce( 46) 8 (47) Jsou výZr1stnov-ě toto~ná.'L1A.ťseJen v tom, II
, ." ~ " "

V 'rovnici (46) ,Jeekalárnť součin dvou vektorO F.o.tt, kdelto v rov-
nlc!(47). "soutl! jen skalární vel1~11\Y fl,b) ,~CI,,). , vstupuJící do
kt-lvkovdho integr'lU.Skslární 80u~1n je významný' t:lm,!e vektorov4
y.U.~ll\Y lrens.f'orDlúje .na véliěinu skalární •. Toto v,yulívaJť i,Iechny

,~zv.' Inergeílct4metody 8P'~1nc1pyv mechanice " počínaje principem
\'lrtudlnťchprací. " ' " , "

'.. .

V:ra(me ee nvní k pl'tpadukOÍlS.tantnťsíly.· Zvo!íme-ll pravod!;llou
. .soustavu souřadnic ~. , ~. ,.:t. .' mdleme práci síly F =lF~ I F~ I F:t.) pf!

POSUYUd8j!hopd80bllt~u~ (tl"Jt. , -tt.~ ,u:r,) vyjádl'lt tak, jako souěet .
" 8ou~lna· el,ol,ek obou ,·vekt ord, tak!e '

., ,......... ' . '.,. " ', ..

A" t ..u ~ F.u" Co:\ ~ ~.(NJ(,~ + .u,~ f~ t U1;f':r. •
~'

IC tomu dosplJeml.nejsnáze pomocí jednotkových vek'torO v""
( obr. 5)'. pro nll plat'i. podmínky 'ort ogonallty

-.. -'Ji. ' ~.~ ~ -:,..

-tl(.-V)(:: .(,"I.i~ "" ;t:J.;.{:x. "" 1,.
~~ -;... -+,' -+- ~

~'J.&'Jt .,. :t~.~x. '" -&:z..-ix ,.. O.

z

Obr. 5

- 24 ~
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j Je tatil
-* -'-' .... .....,..
F .. 1=}t.'\')I.. + f~ {,'t + 'Fe..tl: J

..... -!'JI'" ,.. ~

AJJ ~ AJJ" (,.~ t Ak~.v~ + ~L· (,~

...:. .....
Rozepsáním 8ou~lnu F:u, pomocí (49) 8 (50) dostaneme (48).

Jak 8e zm~ní vzorec
(48), pou!iJeme~11 koso
dhlou soustavu souf'adnlc?
Omezíme se pf1tom nejprve
na dvl prom§nnd,abychom

"mohli oba vektory pfehled-
nij1 znázornit (obr. 6).
Slo!ka F~ vykoná práci
na dráze .M'J.. +M,~ ~ o(, J

8loJka 'F~ na dráze

~':t + .(AJ~ 0030(, .. ' nebo-l ~
taK ový j. prdm~t posuvu IJ.,

do osy souřadnic J(,. t popfa.
o\L • Práci s!ly t pi'i
.1.~ .

posuvu .(k proto vypočteme

ze vzorce

Tento vzorec lze vlak upravit tak, t'akto:

(50)

x

(51 8)

(51 b)
A. = M,l( l F}t. "" ''F) C(y.I 01.) tM.) ( f'". + ~l( ~ oL ) I

~

V tomto druhdm tvaru vystupují v oblých závork'ch prdmlty síly F do
os JV, ~ • Rovnice (48) t (51 ll) 8 (51 b) mdleme 'fórmálni sJednot 1t,
zavedeme-li ke 810lkám Fx. , 'F~ jejich protiJlky

.(.(,1 = MJ't + '-u,~ eoo ol. I

MJt :: ~)(. eoo oL. + MJ';I

nebo naopak k posuvOm .tNI(. ,.t.t.~ jejich silovd protiJl§ky

'F" ... Fl( + F~ .~ol. I

f'l. • F)( e<n~ + F~ .

-' 25 -
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Význam t~ěchto 'tprotějěkO" je. jednoduchý; jsou to velikosti kolmých·
prOmět~ vekt oru ~ t popi'. ~ do souřadnicovýchos .

Z dOvOQO, kt erá budou lh~ed zf'ejmá, budeme dále. psát fA '1 fl).·
místo F" t F~ 8 podobně .tJ t A.A.'J. místo ~.ll. t M.). Rovnice
(510, bl' budou nyní mít velmi jednoduchý tvar

(54 a)

(54 b)

Slo~y Fi
. t F1.. , popf'._ Á,(,1 , J.ktJ.. ,jsou "obyčejné'· 81o~ky vektoru

v koso.úhl$ch 8ou~adn1cích 1 i: iw ," 'L,::;: i\A.~. • Pomoc! jednotkových vek'tord
~ ~ <f
~t t -l,l. mO!eme.prot o psát

...,..
F~ ~ ft~·f :: (,1 .+ {,1' ,

....... .~ ~ t~
(55)

4 M.. ~1 + {,t ..tJ1. .

Slo~kám ft Ft. poPf-.).)..... ~ 4'1.. ,jejichž index Je nahof-a. budeme

ftíkat kontravariantní slo~ky. Výz~a~ to.hoto pojmenování vY8v~tlíme

pozd~j1.

Chceme-li, aby tak~ veličinY· F:. Ft." pop~. 'Ú,1 ,. Ut. měly

význam složek pf-:lslušných v~ktord, aby tedy plat 110, 18

( 56)

~1 '~2 ~ ~

musíme zav~st taková vektory ~ f -ťt ,aby vynásobením f. u·
z rovnic (55) a (56) vyAly rovnice (54 a, bl. K tomu musíme násobit
první z rovnic '(55) 8 drtuboll zrovn1c (56) 8 naopak.

Po!adavku vyhovíme, bude-li plat it, že

( 57)

kde S~ =Kronecker~v symbol. Platí, ie

5: " 1 pro ./hI\, ~ I\IU ,

. I\'V\ '

b"", "2 O pro fh1, -t= tW,

( 58)

- 26



To jsou podmínky ortogonality, takže vektor
. ~ ~~ ~

k vektoru tt a vektor ~ kolmý k t",

t~chtn 3měr~ jw zfejmý z obr. 7.

,..,.~

Au musí být

• Rozklad vektoru do

" .,
'

'"

Obr. 7

1
X

Na levá straně (57) je skalární součin. Např. pro vektory

musí platit, ~e

Protože . ..t: je JednotkoV'ý V'ektor, je I z: 1... 1 • Potom v~ak

St.ejná hodnota vyjde 1 pro I~~ \ . To znamená, fe referenční vektory
Ci, ;:2 ~~ nejsou jednotkov~. Jejich absolutní vel1kost je

1

C
..,.. ~1l'\I).

C(X) -L -11/, .v

Složky F1 F2. (stejn~ jako J(;,1 , .{..(,1. > budeme nazývat
kovariantní. V kosoúhlých souřadnicích má ka!dý vektor dva druhy alo-
žek. Složky kontravariantní vznikaji rozkladem vektoru do směrů souřadni,

cových os. Kovariantní složky vZ,nikaji rozkladem vektoru do os

- 27 -



kolmých k původním souřadnicovým osám'.& jejich velikost je dána kolmým
prdmětem vektoru do těchto souřadnicovýchoSjtJ Index kovariantních elo!ek
Je dole. Je-li iX. = Ti /'2., tedy Jsou-li souI-sdn1ce prsvoúhl~, spiynou
obadruhyelo!ek.

Totó rozllAení obou druhO rozkladu umolňuje sjednotit zpOeob zá-...........
plsu skalárního součinu F A.AJ ve tvaru součtu smťAených součind podle
(54 a), popf. (54 bl.

Uveden~ poznatky lze snadno rozAí~1tl na tf:lrozm~rný prostor.
OpAt bude platit (57), svAak indexy fYVV, MJ budou nyní nab$vat hodnot

~~ .... . ~ ~

1, 2, 3, tak~e \faktor i bude kolmý ke dv~ma vektordm ~9.. , ~.3

8 pro skalární součin F <t bude platit kterákoli z t~chto rovnic
3

A ~ F~ u., + f'1.,u,1. + F~{,(,3 '= ~ f kM.~1
~ ~ (59)

A "" ~"F1 + ú,1. F'l. +- ..u~F2> ': L u f~·
t.~1

Vzhledem k mtmofádná ddle~itost1 skalárního součinu v mechanice
m~leme oček4vat, _8 8e tvar (59) součtu součind slotek rdzných varian
c1 bude vyskytovat velmi často. Albert Einstein navrhl zjednoduAení
zápisu zavedením eouětováho pravidla. Vyskytne-li se v něJakám součinu

či u n~j8kt§ho 8ymbolu~vakrát stejný.symbol latinsk~ abecedy (jednou

. Jako horní, podruh~ jako dolní index), znamená to automat1~y sečítá

ní podle tohoto indexu, jeni nabYvá··postupně.hodnot 1, 2, 3.

Rovnice (59) lze pak zJednoduien~ psát jako

. (60)

(61)

Stálbnf1&Oučin dvou vektord lze psát tak4 takto:

A - ~ -it F fh., .~ ~1)'\1.f FMI ~.')\oV (62)
- r •"t,t -::: JJ..Jmv tJ '"'. {,t : .(,ú trn, V 'hl ·

Pf'ltom jsme poulili (57). Na pr8v~ straně (62) je nyní dvojný součet

(sčítá S8 podle rwv t fW vidy od 1 do 3), který má obecně devět člend.

Z nich jsou vlak podle (58) nenulová jen ty, v nichl M1I = IW •
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( 63)

Dostaneme nakonec ~'n tf'1nenulov~ členy t takle

~f\IV \ fW\, 'tV . .~. t· ~

í J.Lrwv O~· .F J..JJ",," F ,u,1 + F .u1. + f' -U3 •

Kroneckerdv symbol ,obstaral v tomtopft1padlalaPQt1tuo1 indexu IW za
index ~ •

V rovnioích (61) Jsme dm1s1ni poulil·1 rOz,ndslep41ndexy tWv , IYlJ

abychom pi'edelli neJasnostI. pl'! vyčíslení součtu ·(62) (aby se týl
index nevyskytoval V i!antlm součtuv:lce nel dvak,r't).

Omezíme-li 8e nAkdyna úlohy se dvama nezáv1s1e prominnYm1 sou
i'adn1cemi (v rovini nebo na plole) ,pouI1je,m.e Jako indexy p.1stnena
řecktS abecedy,' je! budou nabývat .Jen hodnot '1,2 (místo 1, 2, 3).

Příklad 5

Obr.• 9

. 1
X

1 '2 3 4 So

V kosol1hlých rovinných souf'adnlc:Cch, jejich! osy spolu svírají
l1he16O o, jsou dál\Y vektory it ;: (2, J), 1};: (5,2) (obr. 8).
Vypočítáme JeJich kovariantní slolky a skalárn:feouč1n. Zfejmi

Ut:' 2..+ 3 co~6oo ::: !L+ 115 =: 3,5"' I

'\1'" = 5 -+ 1CC:l 60 o ~ <O,
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Stelární součin vypo~tem8 bu(l Jako

.nebajakO,

Ur~et'd~llru;Yek1;ordzpNtdb!loz:lbo.pfal$c3.u. "D~lkou" zdé 1'OZUJllí
me .absolutní' .ve-l:lkó.st

liZl . ~ f<t.~ . ~ ~(;;t~ib~ "M 1'..31&+ ~h ~~ 1q ..... ~ tt.i' I
•• ". o". : •

: ", -- .. ' ..-.>"", .'

.. I Vl ~f1Jt.~ ·~V<V'~'\ť~ .~{~I'~I.lflr*ij09 ':: '.1.lt..
lCl'e$l:Cme"li.~~esvmiltítltutmdléjjes. pfesv6diUt '0 sp1'ávnosti.těchto
vtpoltt\ zm61'é,ntuf d~1kl' nsk1'eelenjch ~ektórt\.

Souhrn Zavedením některých pravidel pro práci s indexy
jsme dosáhli pozoruhodného zjednodušení matematického zápisu
pro poměrně složité výrazy. Rozlišením kovariantních a kontra
variantních složek vektorů jsme získali jednotný předpis pro výpočet

skalárního součinu dvou vektorů v libovolné přímočaré soustavě

souřadnic. Sjednocení formy zápisu pro různé druhy soustav souřadnic

nás osvobozuje od závislosti na volbě jisté soustavy souřadnic a
uvolňuje naši myšlenkovou kapacitu. Můžeme se nyní mnohem úspěšněji

věnovat obecné formulaci fyzikálních zákonů. Tato formulace bude· stejná
pro jakoukoli soustavu souřadnic. Námaha spojená s výpočtem v konkrétní
soustavě je tím odložena na pozdější dobu, kdy dané vzorce budeme vyčíslovat

podle pevně daných pravidel.
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.. ·.Vmlnúl~ kap1t ol'eJsme zavedli dvojízpOsob ro2ikladu vektoru do
, '.... . ~

Jeho 81o!ek.Krom~ .jedno1:kovýchvektord .' ~~ j·sme za·vedli ještaedru...
lěn~ vektory "'CM) .• jejichl déltca ul nebyla jednotková. Nyní roz!íl'ÍDle
·svou ~:..u§énost o výpočet ~ k.l'1voěsl'tc.h souf'adn1cťch.

. . .' .

NeJJe,dňr,dullím·'p.fíkladem .kflvo~

~81'ých8nuf8<lnic jsoupolárn·!sou-
-'. ,

'f'adn1cě •• rov1riě. ·Z.·obl' •. 10 j:ezf'ej
JIl', '!e jde' oort ngonál"ť' soustavu.
Jej:! zvláAtno:stť je, 18 soul-sdnice
r 'lf .nemají st ejn$ fyzikálníl'oz':

mAr,prvn:l má rozm§r d~lky, druhá je
v oblouková mťf'e,tedy bezl'ozm~rová·.

V libovolném bod~· f\ C...., lf) ml1~eme
~ ~

zavdat. Jednot,kov4f vektor~t, ,'1;1;. ,

ve' emirech Y'" \f .' PI'oelementární '
vektor M pak plat:( ,roZklad

Obr. 10

, (64) .

Podobně jako dříve rozliA:(me obě souf-adnice pouze číslicemi, tekle
budeme psát x,1 , j.,'/.;. místo 'Y' , \f . , a t.,dy dx 1 , d.l<~ místoGťr ,
e;(lf .. Tytovelič1nybudounyní značit kont1'8V'artantní slolky elemen

t'rn:Ch,o vekt aru cl:! .
Věimn~me e 1, ~e tak' dlferenolály mají rOznl fyzlkáln:ťrozmlr,

d.x~ znaěťd41ku, dx t úhel v: obloukovd míře, tedy nepojmenovand:.
číslo. Abychomdosáhll st ejn~ Je.<lnoduchost 1 zápisu. jako v přímočarých

8~u~8dnlcícht nep!'. jako ve vzorci, (61) t ,musíme zav4st místo Jednot
kov$chď vekt ord tzv. bázov~vek~ory

~ ~

ca 1=, {,1)

Rozklad (64) pak ~ude mít tvar

-. ',~,

~'L :' ~.~ .• r ., (65)

(66)

stejnA jednoduchy jako dříve. V,prostorovlch 8oufadn1cích.: ·jel nyní
'mohou"být obecn~kft1vočaré, :budeob,dobn~

(67)

-)1 ..



Soutadnice nemusí být ani ortogonální. Dříve probr~né soustavy eou~ad

nic (kartézská a k08oá~lá ptimočará) Jsou jen zvláětní p~ipedy kfivo-

čarých souřadnic.

............ I.'

Spojnice O,A na obr. 10 je radiusvektor (prOvodič) bodu A.
, ' . 0.0· ~ • o'~

T'ento radiusvektor budeme označovat r .'Element dél1(ya~ lze tedy
považovat za diferenciálni přírůstek rádiusvektoru t tj 4' dr c 0<;
Prótože l' '" ":t (.x,\ ~'1-1 x~), kde jtl't1J jsou sóŮf'adnieevektoru ,;.

(bodu A), bude (v tf'írozměrném prostoru)

..., 1-r .I)v
rÁr= -- _1 '~J'D .i... MJ (;l~ •

Srovnáním (67) a (68)

(69)

Bázová vektory (69) použijeme k rozkladu do' slo!ek pro libovolný vek

tor vázaný k bodu 'A. Např. pro sílu

--4

F ( 70)

·Zku~enosti z minulé' kapitoly. nás vedou k tomu, abychom hned zs-
~~ .

vedli také sdruženou vektorovou bázi ~ ,pro kterou bude platit

80ustava rovnic

( 11)

-. ~'YV •
Vektory ~fVV tvofí kovariantní, ~ kontravariantní bázi. Tyto báze
se označuji jako vzájemně reciproké vektorové 'báze. Ddvod tohoto po
jmenování vysvětlíme později v sO,uvislosti s rovnicí (82). Kontra
variantní vektorová báze umožňuje rozklad vektoru F do jeho kova

~iantních složek f~

-..... Q

Skalární součin dvou vekt oro., napf. U .tJ', je pak

~ ~ -9"'" 'ml -. o tm, r MI 1\11
{A, • 1J" '- ÁÁJ~ ~ • i\J q~ =:. M,IYV'" V /MI =: M.hV ""

nebo obdobně

- 32 -
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Rozložím8~li bázový vektor
ml <i, 0, O), n9bo~

do kontr.avar1antních slo!ek, dostsne-

( 75)..... ..... ....,. .....
~l = ~1' 1 + ~~ ,o + <;loS • O.

To je trivl'lní p~ípad. Rozklad do kovariantních slolek ul triviální
není; obecn~ dostaneme

( 76)

( 78)

Obdobný ro~ad platí i pro ostatní bázová vektory, tRkla obecnA bude~

me mít

c;i ., ~ ~i ~i ) ~ i : l}i,j ~ . ( 77)

Devět hodnot ~ i,i jsou kovariant.ní slo!ky metrickáhotenzoru, @iJ'
Jsou kontravariantní slo!ky t4hol tenzoru.

Zajímavl výsledek dostaneme, znásobíme-li' mezi sebou skalárna
'vektory stejnd báze

~ ~ -P&., -. fu
~t·~i" ~if& ~ ,9J - ~-ťl·bj ... ca~i'

Podobn~

( 79)

Hodnoty (78), (79) jsou soumArn~ v indexech,' neboť skalární součin je
I.......... ~ ..... )

komutativní "tl.v == ~. AN • Souěin dvou vektort1, z nichl jeden
p8t~í do d8n~ 8 druhý do reciproká báze, dá

a vzhledem k (71)

( 81)

Porovnáme-li rovnici (81) se vztahem (71), dostaneme

(82)
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jf)W
-Uspo~ádáme-li slo~ky fJ {,~, popř. C(} do matic 3 x 3, dá jejich
součin podle (82) jednotkovou matici

(82 s)

Proto se kovariantní a kontravariantní vektorov~ báze nazývají vzájem

nt§ reclprokd.

Je-li známo ~"'fJ., , lze z rovnice (82) - co! je vlastně soustava
rovnic - vypočítat ~ -i.f!. • Hodnoty 0-i/a. dostaneme buc! podle (69) a
(78) t nebo t8k~ takt ~e vypočteme čtverec d41kyelementu

( 83)

v ~~m~ vystupují ~ ~~ jako koeficienty kvadratická formy proměnných

ctx.1. • Proto Se tenzor qiA.. nazývá "metrický",slou!í toti! k výpočtu

elementární ddlky v prostoru obecně k~ivočarých a tfeba 1 fyzikálně

nesourodých sou~adnic. Výpočet bázových vektorO a slo~ek metrického
tenzoru uká!eme později na příkladech.

Vratme se jeět~ k rozkladu vektoru tt do složek. Zajisté plati,

...... ÍI ~ ~ ·1-

U ~ 'Úl ~ ( = .;("Vj ~ Q •

S použitím (77) je věak taká

( 84)

( 85)

tak!e

t
U ~ ii "" -Ui'

Obdobn~ lze uká~at, le

( 86)

(88)

M.,..; ~ ~j = ,ut (87)

Metrický tenzor tedy slou~i také k zvyěování nebo snižování indexu.
Pro skalární součin tak dostaneme dalěi alternativní vzorec

i1 .;; '" u{ 'lYi '" .{L~'\ťi ~ ij = vi v-1- CJ.ii .

Vektor síly, vektor rychlosti, vektor z~ych18ní jsou pf'íklady
vektoru spojenáho s bodem AJ v němž určujeme vektorovou bázi (Je
obecně v rOzných bodech rdzná) • Tyto vektory mdleme rozlo!1t dokova
riantních akontravar1antních ·slo~ek v daném bodě. Rádlu8vektol' 8

vektor konečného posuvu jsou příklady vektoro., kter' takto JeanozPěM
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rnzlo!1tnemO!eme, 8nl~ pi'edem stanovíme bod, vněm~bud8 rozklad pla-
tlt. Obvykle to bývá budPo~átečn1,nebokoncovýbod pi'ísluAn4ho vekto"

ru. V tom je zásadn! neenáz, kteráJ.e epjata 8 velkými detormacemi
v teorii pru!nostl.

Vpolárnťch soui"adn1cích p()d~e

II plst! transf.ormaaní vltahy

(b)

. (8)

...".

~ lze vyjád~it

jako
t8k~erád1usvektar
v soustavě Jl. , ~

......~ ..' ~

l' .: .-<- r wo I.f + J -r 41i\-v tf·

Podle (69) vyjde

y

--j

Př'íklad 8

(c)

~odle (78)

( d)

.... -4. .

~ 11 :.: ~1' ~1 UX)1.Y' + I.\~tf "" 'I)

~ 11. :: '11.1 ~ ~. ~1. = - r.ti.trvy C()O tf t r 'CoJ lf4</vt, 'fl .. O,

~ Qll. =. ~'?~ -= y1Á!ťrvt.1.<f 1- r1. taJ~~ :ll 'f~.

Vypočteme-li pomocí Pythagorovy věty čtverec elementu délky podle
obr. 10

(8)

dostaneme srovnáním s rozkladem podle (83) ,totiž s rovnici.
~ t !

\ c{& \ '" <a'1'1dx.1 o(x1 +1.~11c(X1ct)(~ +~t1.CXX~t(X'L

ihned hodnoty (d). Md!eme tedy postupovat dvoj ím zpdsobem.

(t)

l.



, .

soustava (82) dá

'1i '. '.. 11,' ~4

~ 1t~· +~ ,1. ~ ~ 0" .. 1
t\ 11 .... ti· ("1,.. O
PiJ "1 .~ .+ ~ 11. ~ = (Ji 's

q11 ~1i + ~ t1. ~"1", ~.;' ,. O

~ t1~1'+ ~ '-t <jtt ~ 6l :; 1

Pt'dosezěnť z rovnic (dl dá tatosouetava

(8)

~H ., 1 ) ,
, A

a..•·.. .,.'1.1 = ---".'.
.(1 'f'2. (h) :

s po u!1t ím .(77) vypo čt eme .
/: "

f~ .. ~ 11 ~ +tl1·:~ ,*~"1.~ =-ii l

, ~~ ' ..~ ~t1 ~+ ~t.t.iz. ~~1.i'''''~a ;rl. ·
S8mozf'8jm~ bychoDlDlohllmíštO(8)J:tak4 pS'át

1o.t\?':'~~dx~ :iic;(X.i·~@~idx\d.Xj ."

, . 'Ji"
... cA)(1 cl)(1 t 'fl. (J,lli.(;(K2-

a ,srov,nártím s rovnicí (e >, určit kova~1antn~81o!ký

( i)

(J)

(k)

stejný výsle,dek dostaneme ze vztahu (Bó), 'tot i!. z rovnice

d.Xi'~ q~i~ét, <lJ
" I "

Jezf'eJm~, !e pf'íro.st'ek ,&'I..'J.mmípf'!ro.stkem !ádn~ "skutečn~" sou-
řadnice a že má rozm~r pl'óchy [m2 ]. \ '

Pl'íklsd 9

,~ ..:,.
Nech1: \Takt or' ~ spojuje body' A, S,' 'Jejich,! pol'árn! 8oU!'sdnicé

jsou <obr. 12) ť'A :: 4m, ,'fA:: 30 o, IY'e = 6 m,' lDB = 60 o. '
.-+ T

Určete složky" Yektor·u AS Jednak v· bodi A, jednak v bodě B.
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B

Obl' e· 12

o

8ln ~

lellní

NeJprv. V1Po~tlm• • k081nov' vity.

AB· ~ 16+ 36· 2.4.6. i f3 I: 3,23 m

a •••lllo." Vity

6
Cl 3,23 .in30°!: 0,929, cosb(. &0,31, CXl:68 0 16 •

V bodl A . budou kontr8V81'iantn:! 810·1k,

Uf Cl AS ooe o( • 3,2).'0,31 li 1.1~6 m,

(,C,f. .O~ • AS sin <X := +.3;23.0.929· O,75!

tovarlent ní elolky vypoateme pomoc t (87)

.. . . -1 ... ~ ...f ·1 196
..(,(.1 .. ~+f.(..(, +91"'.(N = U Cl , .... lil, ,

. .tt1. .. q11 ~i +t3u.u.1. • r. r.Oi 75 :I: 16. O, 75 = 12m
2

•

'.0 4.alku AI dostaftlDle· blte!

A" "ia. a ' ;; ~. 4<i .AJ.J{,ui •
• ~ ~ AA.~ +1' ů1.M"':I ~--1--,ÍIIIl!II!Ii--96"'.···2~.--+-.1...6-.-Q-,7-5......~ Cl. 3, 23, m,

nebo alter.-t lvnl

• ~ 1,196+ 1~612 == 3,23 m,

= ~1;1962+ 0,15.12 Cl· 3,23m.
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V bodě B vyjde obdobnA

u
1

== AB cos fl == 3,23.0,7852 == 2,536ITI,

2 1 AB . 1
u == - sln(J == - .3,23.°6193 ==°333

OB 6"' "

ll... == 2,536 111,

u!. = 36 .0)333 = 12 ln 2.

Jletrick! tenzor má v "bodě B slo!ky

-2m •

Pro d41ku AS vyjde stejná hodnota jako df'íve

g;,/éui =~2,5362 +36.0,3332 =3,23 m,

1 1 2-2,536 +- .12 ==3,23ITI.
36

SSmozf-ejmA i zde bychom mohli pou~!t vzorec

AB = ~éui=~2,536. 2,536 +0,333.12 = 3,23 m.

Pf'íklad 10 ... ~
Vypočítejte skal-srní součin vektord OA, OB (obr. 12) s vyulitim

výsledkd z pi'íkladu 9.

ŘeAení
>

Vektory rozlo~ime do "složek ve steJnám bodA, napf'. ,A. S označe..
~ -. "~ --.:a.

ním a = OA. 6 = OB dostaneme kontravariantn.í složky

1 t
Cl, = OA = 4 m, - Cl =0, ~f = OB cos )0 o = 6.0,866 :: 5,196 m,

~1.=-l. OB sin 30 0=1:.. .6.0,5 =0,75. S kovariantními elo!kami
OA 4

~ii metrického tenzoru. z pf'íkladu 9 dostaneme

-+ ' II 2
iI·fl. = ~ii a."'g.~ = 1.4.5,196+ 36.0.0,75 = 20,784 m •
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V tomto pi'1lcladu jsme ob)~ma vektorOm pf-lsoud111 steJDI tyz1k'lnť

rozm~r jako v pf'ťkladu 9 t tot U dálku [ml. Výsledek má protóro211něí'

t m2Jtal. nemá fyzikální interpretaoi. Kdyby jeden z .ektordpl"ed...
stavoval posuv a druhý sílu, pi'edstavoval by Jejich skalárn1 součin

fyzikální práci.

VAlmn6me sl" !8 v 80uladu e pravidly o slučování vektord platí,

y bodě A, 18

. Pl'íklad II

Pro ortogonální bipolární soui"adn1ce v rovině (obr'. 13) platí

vztahy

).,1. = 'f ,
2~

tn IP =" oz. '1)'4 1 -Jt _.~

Aih\, tf

y

Obr. 13
x
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. Ureete.lolky metr lck4ho tinzor~.v obecn4m bod'.

OdpOVld

Nenulov4 slolky metrlc~~ho tenzoru jsou,'

Poznámka" . v pravo\1h14·· 8'oustavl soufadn1c plat ť vidy

Pi'ťkled 12

Pro kulov4 soufadn1Q8 podle obr. 14

~' Dokalte.

'4 . t. ~
XI . ,= r, -Yw,.. ~ 11,-

. , ;

~11 ~~ J

. ~9.1 ~ (1'"CDo~) ~

. . 'L
"~3 ,cr., '.

y

14 ., • "1,

t~ ".~

tJ . '" -lY-~--I.f-)t. )

13' ~
, .~~1.'

Obr. 14

)(

.. '40 ..



Souhrn. Zaveden1mb"zovÝt::h v·skto..6 amet·rlckdhote:nzoruJ·eme
d08'!l118J.dnoc.níto~my.zá,pieu pro .eka.lárnť eouč1nvkterft,011

soustavA souf'adnlc, a t.ol pro zobe:cnln4 8o\lfednlce, ~el nemaJ:!
et'eJftI fyzikální rozm_l' b4zov';fch vlktord. Metrickl tenzormlmoto
wD&!ňuJe snadftl vho~.t .slole1c: .•ektbru Jednlvarlancé; .in...-l1

.81otky druh, var faílc.. .T1mt" ~pds()l>erli"sdhnelDe, l$tor.8.áp1su
~ala.dnfch prinelpd ~rovI11clIl8chaht1t,kont~n\iabud8•rovn61.Jed
.notná pro vi8ehnydrůhy8ouf8dn.~c.. Za,t:\lto··.vihod·uvlak platťme

t :lm, I~rozm§rovdk"ontrolaď V'zórcOJezn8sn,ědnina. Obecnl Dlohou

mít r~zn' 8101k)' ve'ktoru .~itenzorut'le várlence rdzn4 fyzikální
rozmfr)'.

'>< .".' ...•. '. '. . .
Míst 0.8 oufad·n.lc s b;t\.zovými v·.k~ory . ~ {, za.eoeme ny.ní .j ln' sou-

4 . ., . ,.' , ',. ..'.. ď -

fadl11cesbázovými vektory ca;.' ({,= 1, 2, 3). Proob~ báze mus:ť

plat,-l,t (71) t tJ-.

(89)

.. . .' " .

\fektor1 ·novtl b~ze rozlollm' do<slolek ve startl bázi stejn' va:r1anc8,
takla dostaneme

(90) "

. .'

'Do8az~ním tclchtovztahddo druh'_ . rovnic (89) vyjde

~4t _ ..~ ~. jl -'fOe . '.• l jl ""9. ~e
~{l •~ - (\.' 9&. (be~. .~ (5,,' (b t ~".lJ' '=

. ./.ft.· .'. j'r.e.
. -= f;Jt' (j e ()~

(91)

ProtoJe fl) ,jl = 1', 2'. 3', p~edstavuJe (91) eoustavu devíti rov" .
nic •. M\1!eme ji zapsat' v matlcov4m tvaru

A ·tl - 3 . ,,' tf '3)rb.' ~1f (311 fJt (hi (\J'1 1 O O

~~ (1i~
.~ 8:" ~i

:'"!JI
al (bIJ.! (jfJ.. = O 1 O ( 92)

~ .. 1-

f?J;, fIJ't' , Jl' '1 l
{!>J} ~~1 03 (J.:\ O O 1{';
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AMlo~lcky rovnici' (91) lze odvod~t vztah.

~I . ~. ~
(1. fl.) ~ <- ·
I t .l'" a oIv "

Inverzní vztah k první z~ovnl.c (90) dostanemeJ ednoduie tak. le j 1.\

vyn'sob:!me e1nltelem(bl.' Vyjde

Podobni

~l . I.! k -:p:. t) .. '
(,} '" IJ~ I c;} (. ;

Prn l1bovolntvektor'u' musí platit rozklad

( 94'

(95'

( 96'..., .' ~i, 'l .... &/ -"I:l?
U '" .ut~: {Ni (!Jk'CJ .. ". -tVtz.' ~ •

Proto!. jde o 80U~ty (tndexys'eopakuJ1.dvakrát); nemdleme jednoduAe
"krátit" ěin1telem 7J1t.'. ,,:tsto toho vynásobíme tuto rovnici skalárni§
vekt oreDl l1j' ; taklebudeme mít

l!11i

, .', i . l}
. AN -(!JLl Ó"

~ " .'f{.... J

8 konečnl

•t
Vynásobením f1: odtud dostaneme - s poulit 1m. (93) -

-Ut .. MJj' {j1 ·

(97)

( 98)·

(991

Poslední dva vztahy j~8nl ukazují $pdsQb transf.orm8cekov81'.lantnťch

elolekvektoru. Obdobn~ se' transformují i kontravariantní slo~ky•....
Element 'rn:! pf:lrdstek rád1usvekt oru r je

o '_'..." ..... t ,~.~ . .~

cLY" := qi c{)( : ~.(. 't e d.u ,
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Na druh' straně vlak

(100)

ProtoJe u.. ><.1. Dl\Ueme volit libovoln6, musí se rovnat činitele u tlch- ·
to pi'írOstkň 'na pr8v~ch etran'ch (99) 8 (100). Bud'. tedy

b,.' ~ .-!J> ~x t'
(b i 0 fr.l = ~ ~ ~x.~' (lOl)

--- .)

Vynásobením 'il- J 8 8 pf'lh14dnutťm k (89) vyjde

") fJx jl

01 ::. 'o )( {, ·

PodobnA lze odvodit vztah

(102)

(10)

Za základ srovnán! transformačních vzorcd, bereme vztah (94) pro
kovariantní bázov4 vektory a vztah k n~mu· inverzní

(104)

Vektory, kter4 se transformuji podle tohoto schématu. tedy stejně,

jako báze čf1. • naztyáme kovariantní. Ostatní. pro ně! platí vzt'ahy
obdobn4 rovnicím

(105)

jsou kontravariantní. Toto označení je vž~y spjato s polohou indexu
(dole či naho~e). Proto!e v kartázsktch so~adn1cích oba druhy sloiek
vektoru splynou, nemusí se rozllAovat. V rovnicích pro, kartá'zsk4 sou':'
fadnlce se někdy neroz11AuJe ani poloha 1ndexd a vAechny indexy se
pí§! dole. T1m se vlak ochudíme o bbecnt$ vlastnosti tenzorovd symbo

liky, umo!ňuj1:eť pfepočet do vAech souřadnicových soustav podle jednot
ných pravidel.

Nyní si je!ti uk'Jeme, jak S8 transformuje metrický tenzor.
Podle definice (78)
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8 tedy

(106 ,.

PodobnA

(107)

Ve11ěiny se dvěma indexy II napi'. ·Q,ii' fy tj , kter'.e traneform\l~t
enalo,gickyjako(106-) 8(107). ·budeme .. nazývat .ten.zorl (druhého fědu).

Pi"1klady tyzikáln.:lch vell~1ntvořících tenzoryuk·4Iemepozdlj1.

Vzp·omenemé-ll sl na zp'deob, Jakým mdleme zvti1t nebo eníl1t
index, us oud í.me, )1.8 Dlohouexistovat tak' tenzory smtlen' 9sriance,
totil

.l '~'tL
Q,ť '" Q;~Jq.j ;:o (kd ť)it: ' (198)

t ~ft.,. -t .
Ct, & ;: ~J\ q,a .. a j ~ ji ·

Te~ou'vyznaěuJem.mt8to po indexu, (nebo pro index)'., který se posunu
Je. Obecně tatil -zálel! .na pol-ad! obou 1ndem. Je-.ll kovar1ahtn!
(8 tedy 1 kontravs1'1&·ntftť) teJ1zor ,v indexech sO.ěrnt, p:ak n8pofadí
inde1rft n,z'l.l! a i,čky lze V1nechat. Je-li tedy OJti = a jť' ; je
tsk.4

,
\ d'= a" ,..t,

(109)

Horní. fl· (1Qln.! ln4:,:xv__ ·n.1~e .~n~t,.bQ,pf~hQd4.t, nebotobecni
a.{4: Cli · Pro sm18en4 810.Y met:rlck4ho tenzoru 'tyjde

qťq~= ~ť~'q~E.~ki~bi·;,' . (110)

Rovnají 8. tedy ICl'oneckerovu symbolu. Poslední rovnice ulcazllj.e sou
vislost ICroneckerov8symbolu 8 metrickým tenzorem. V kert4z.kYch sou
f!!dni~:íchq.\)= b~i ' <J~i:: c;'-:i , co! je nula pro .t i:Jajea.- pro
-t == J • Kroneckerdv symbol lze tedy povalovat za. slolky metrick4ho

tenzoru v kart4zsktch eout-adn1cích. Mdleme vyslovit tak, .opačn4 tvrze
n!,!. toti! metrický tenzor vznikne zobecnin:lm (transformací)
lCroneckerov8_ymbolu z kart4zsk$ch: do obecných soufadnic.

P~íklad 13

Pro kulov4 souf'adnice podle obr. 14 najd6te kovariantní bázov4
vektory podle (104).
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1 2 3 4
, V soustavě -Xi =.L • ~ =~ • :z =.x~ je ~1

(jednotkovd,vektory). , '
~' ~ 2.' J ,3\

V 8ouet 8vi ř: X , t' =X ,lf:= X,' vyjde

~ (I, ~ .. '!lx ~ ~
qi!"" \... .i,ICJá ='Ux il ~r' (8)

Pro tr9~rormačhť 'Vztahy

::J., '= "r CO~ 1J Co:) lf I

~ '= ~ ;.\ŮYvtr eo~ f I (b)

l ::: ty' M./vv lf

dostaneme. derivacemi ainitele 0!' a VYěíslením( a) vtsledek
-. ~ '...., . ...,.~

C} I' ,~ ~ r "" .{, CrYJ ~ C()~Cf + ~ A.\M; t7' €oJ 'fl + b. ,A-i% \f I

~2.' :- q17 '" - t r hVvv~ Ct/.llf t rY' c<r:l1J M'J 'f I ( c )

'4 ~ . '. -!:>

qV := ,~~ '" -t "r(X).~1)'ft \M.l.f -rry- M'VV1] triM ~ + f r CD'3lf

Jde vlastni o Jinou formu vyčísleni vzorce (69).

ňeAení

Pomocí hodnot '(j~\ z p'fo:lk1adu 13 a z rovnice (92) vypoěteme
inverzí pl-ťsluAná matice t (bl11 matici

1' 'L' '1»' '5 g
~1 f:>, 0, 11 -lf - 1

l' 1.' 1/ 1 (3
fJ(b1 ~1 0'2 - "4 -tf

",. l' -:;' f3 ~(b? 0:a (b'3 - O
'l. II



DOkaz

Souhrn. Vekt·ory,. popř. tenzory lze chápat Jako soubor veličin,

podrobent transformačnímvztaho.m typu (104) 81(107). Vektor lze
pak nazvat tenzorem prvn1ho~ádu•. ExistUJí i tenzory vyA!ích řá

dd, jeJichl transformační vzt.shy vzniknou zobecn§ním rovnic (106)
a (107). Tenzor nult4ho fádu je skalár, ,což je ·1nv81'1antni veli
čina (transformací se jeh~ hodnota nezminí).

6.· TENZOR p~ETvobNÍ TĚLESA

Dosud probran4poznatky dovoluj! stejn~ snadno: popsat deformaci
tělesa v libovolné' soustavě souřadnic~ V pOvodní konfiguraci tělesa

jsme měli elementární lisečku

~~ ..

J. f.I :;: (~H' clx t, • ( 111)

čtverec Její délky byl dán skalárn!m součinem

\ctt\'1-"" d/.:. Ji: .:: d}.'l.-", ~{idx(d.)(j. (112)
t . .

So~adnice x1J budeme pova~ovat za materlálov4, volíme tedy Lagran-

geňv zpOsob popisu tělesa. Přetvo~ením tělesa se de~ormují i jeho ma-
. . ""'.

teriá1ov4 ,eouf'adn1ce, takle nová vektorová báze bude ~ a vektor
cl..t sezmaní na . ' .

. \

čtverec jeho d41ky bude

/\. A ~

\ dJ.: II ":: át .C\b

(113)

. (114)

Rozdíl čtvercO dálek (114) a (112) je úměr·llÝ rozdílu metrických tenzo
rd př'etvořen~ho a nepřetvol'enáho t~lesa. Za míru p~etvořen·í tělesa

vezmeme prot o tent o rozd:!l, ·tj. veličinu.
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(115),,'
'J\~' = L~ ~J' - q{"i .

NemO!eme dosud tvrdit, !e teto ve11~ln8 je takd tenzorem. ~rotole

tenzory ~i,i ,,, ~j jsou psálllY ka!d;f v j 1né souřadnicové soustavě\

(pf-stvořen' a nep~etvořená). Musíme nejprve dokázat, že r-":jOpravdu
splňuje transformační vztahy (106) a (107). Proto nejprve popíAeme
vztah mezi dv§ma soustavami sou~adn1c. Pro čárkovanou soustavu soufad
nic bude platit, le

.(116)

Nap!leme transformační vztahy

(117)

i A.
Protole ulíváme materiálová souf'adnice t je .Je::: -: X t

J tak!.

(118)

st~íAku nad tímto činitelem mdleme vynechat, takle· oba ě~eny na pravd
8tran~ (115) se deformují stejnA. Proto 1 jejich rozdíl se deformuje
st aj n! t takie

, ,~. t (119)'r<:jl -: (b{} Ir:,jl t f.,e I

Tím jsme dok4za11, !e veličina rij je tenzor. Vzhledem k soum~r

nosti me'trickych tenzorO je tento tenzor rovně! souměrný ( ·,'t-ii -== ri~) I

a má obecn§ 'Aeet rdzných kovariantních alo!ek.
.~ -."

Nyní se pokusíme vyjádf1t tento tenzor pomocí posuvd .{,.L= U'; ť;} .("
Známe-li posuv každého bodu tiless, známe celá jeho p~etvóření. Těmi

to posuvy musí být tenzor přetvořeni jednoznačn~ určen. Protože k tomu
nepotřebujeme dalěí fyzikální veličiny, jde vlastně o vztah mezi dvěma

pojmy souvisejícími pouze s pohybem tělesa. Vztah mezi tenzorem p~e

tvo~ení a polem posuvO proto považujeme za kinematicki a rovnice, kte
rá získáme, se nazývají kinematické rovnice.

Dosud neumíme derivovat bázov~ vektory v k~ivočarých soufadnicích
(ve 13. kapitole uvidíme, !e to není jednoduchá), proto se zatím ome
zíme na p~ímočarf§ (pravoúhllá nebo kosot1hlé) souf'adnlce, v nich~ jsou
bázové vektory konstantní. Potom
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( 120).- ,
!

Na rozdíl od první kapitoly !\yn! poulíváme malE! p1E1,Ileno , ~.oli Jde
o materlálovf popis. Zavedeme novd oznaěen! ~

u'·'t,)

takte rovnice (120) ny~í bude

'"? ~ ,

o< UJ ~ Ii·.u, (,,jd.~ 3.

Pt'etvofoen:C elementu cA. t s pfoís1uin9mi posuvy· Je
ne obr. 15. Zfejm3 .tt t dl :: cJ.~ +,(! +- dti, tak!e ·

dl = ,xl + .aU;· :. a.t +iť
{AJ {,'i o.t xi.

(121)

(122)

znázornAno

(123)

Obr. 15
. .......
ds

(124)

(125)

První ě1en na prav' straně je viak: d:t. cl!. S pouiit:Cm (112), (114)

8 (115) dá poslední rovnice

i ~ ( IL~ . t' -
1'':j dxdx éJ '" Uj,~ + -U ď.i +ťj .·.ut,i ·Ut 1') cl~ dx.d ·

. I '<I
~

Prot oie pfoírdstky dx ~ ,d x. ď mAžeme volit libovolně, vyjde odtud

(126)

, dost,aneme
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, (127)

, (128)

r~~ ~ ~ď~~+ t ~tty+(~~ )~+ (~~)~j
'bu .' 'OV' f)tt:'Qu ~v'ra '1r 'iJw lf)w

rll~ "''J»i+ 'i)lC + 'O )(.'ry-.+ '/)'Ji.1''3 + tV x.fQy , I

ne bot''}f1 o;,~~1. ~~3:;= 1,@lZ. "".4'-3 ~al1 '" O. '
<1 . J

Vt~1IJ1et..e*~n!dbŠDle~11kV'.dr4ť 1c~d~le1\Y' defInice (126) nedává
obvykl;t 'tenzo~defcnt••e;f'n~;tzltneáI'Jlt<teor1ep~u.l108tltal.eprávi
3ehodV'oJnáaobek.P.rf)toď~f8tot~nzoruO.1~ltl'e8P.'. O.g§) zavedeme
j ,ho 'polov-l~nťhodnotuj __o Gr~>.ndY tel1~orpf'etvaře ní. :

'i ~ ,', -1. .1\

íi =Tr~i -:: T (~ii T tj 1iď ) ,.

~. 1:- ta iy' +M.j j.;' .~ 'tj-'4t,wt t t -tVt'd) J

~e.iti ~ ..~. t1L",Jf+~a't; ) ..

Pro mald pfet"ofenf lze zall,(t1)atk.l:u1~atlóltl~lenvrovn1ci (127).
Vit1mněm'8si,18.' II CauQbyhot-enloru;pfetvofen!js.ou sloiky vztaien4 .-\
ke lr:artlh~Skim 8oUf'adíílct. :ll. ,'" t '.~ " '

·atd.)

zle oey jsou tedy zastoup'el\Y p·ol()v1~ním1. hodnotami. Zkos Ty.'1 je'
pf'1tom-def:lnovánJeko zm_napI'av4hbdhlu"Jehol'~amena mila před

deformac:C SDlěl' X'. ,"t . netln:1ce plat:C jen promaid pfletvoi"ení.

lkelt 8 t !8 deť1RlceGl'eennvatenzoru pfetvofení (127) souhlasí
8 definic·! (9).

j Návod

• 1

Pro 'Jldnorozmil'n' kont'1nuum mohou indexy nabyYat Jen jedn4 .hod-
noty,tot 1i 1.
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t i \ .·~·.l (-tA-ilf t -u,'i'1t~11M, M' U,M) ."

·.i. i .. ' ..•. ·!-,U,·· ~.·.·.·.:v·.. .'U.•.··.·..u. ,L.v...•. :)'•• _.'~.'•. '•.... _.-1./. ..,.1.'. lJ )•...1..• T ~ ~x. t 1)( +1X(1)( -lX. ~ 10 \4X I

.·1'f1kled .17

Ur~.t.yzC)rcěProaloltcyt'í1lc)ru .p"'tvofln:l v rovina pro t08'o-

dltl"oufadnlc't8v:lr8~1-1i 80ul'adn' 081 K =)(-1 .1 =)(2. db.lO( •

ft.'lent

'.' ,·Protak~.lp~ťp8dm.e
. -.,. .:. _ .ď~,

'~.tl":l ~ tl == 1 ,

'~i1 ~1ltt'" 1, .~ 11 = COJ~ •

.S poulit ÍlDYdahd. (82) •. ktet'i daJ:( pro dVOl1i'ozJDIrn;f pf:lpad .~t:Vfi

l'ovnlce

·,3·d.
ll.:.·1t.= _1...............
-11 ~VvI,'L. ()l,

.' -. 1 '
- a*2.t .',
~. :,' ~ .4t1tt,1-(j

Podle (127) dostaneme po dpJ.8Vi
. .' .

'i)tL,1' ~...' '1. [" ··c·· ~'Uf ")1. (. ~. Ůl )1 ]f
~x" .f-. 2.A~d.,. '. ~x·'·· +1x\. .. ,

U>3«; . '.(Ni ~U'L
.t1ÍfM1;.ot. '~x~ .'(o )(1 . J

~ _ ~=.i.. [ .'r)U1 + 'QU'L] +-i. -..L...... r 1Ju" 1)u" .... ~.~ 'JU~]
f2. .'. t 1 'l' 'bx1.'1»)(.1 . . 'Z. ~~"'0(, L 'i)~" 'b.1. + ~x"1)X.'l- +
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VZDrec pro !f,l.1. Je obdobn,ý 'Vzorci pro <f H • VllDlMmesi, Je
v tlcht.o rovnlc1chJsou derivace kovar1antn!chelolek posuvu .~~ •
Nejsou to tedy "oby~ejh'" 8lalky ttJ t V' ve smltech souřadnicovýchos,
nebo( ty jsou kontravariantní. Vzoreémusíme dále upravit pomocí (86).

zanedbáme-li kvad1'atlck4 alel\)', dostaneme

'(JUf . '~ u,1' . 'iJtA.'l
fit _. "17 .... ~1''OX .. + ~1'2.~~1 -

tU 011'
2 ~ "'''", i"'J ~ ť:10 )(. fO~ VVv \AJ C, ')l :(

8 obdobnl

~ 1. [.( ~.lt 'd~ .(~~ ~v-) . .
"ft'::. fl-i:::: T . ?Oj +: tax)+ '0)(. +- 1,# Co;}oG] =€)(~= ~~lL)

'é).v-- ou
t Zl ::. rq ~+- 1~ CO'O o(. =-. E~d'.

Pi'ťklad 18

Je dán Cauchyho t.nzol' pi'etvofení v rov~nA v kart4zsktch soui'ad
1\ic ťéb'

f 11 ::. O , t1't :: O '

N8jd~te Jehoslolky .., souřadnicových osách otočených o úhel / oc proti
smyslu ob~hu hodlnovtch ruaiěek.

Pdvodní osy o-naame }(,=.)(.1 , .~::.x.1.

Budou pro ni platit trian8torm8~n1 vztahy

Jl..«. -::: p>;) .x:,1':
ot.o~en4

kter4 rozepťAeme pomoc! obr. 16
takto:

JL =: ~ CC3 oe:, - t~1M,.~

'j ". ~ AtM <ll. +t eo~ d(,

I ~1li
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Srovnáním -ehndně s definicí (103) .. dostaneme

1
n,~) '= tooo(, ,

Nyní

Vztah vYěťslťme podle Einsteinova pravidla s dan$m1 hodnotami. Vyjde

€t'1' ,:; (b~' ~~I €"1 + P~I f.»~l c,u "" t A1W,d. C(J~ol. =t r I.h% 10(.,
€.,'2.''''' tu.. ( to:íl.ol. - ~1.'1A 1-ot.. ).". i r t.o~ 2~ J

Snuhrn. Green-av tenzor pf'etvo!'ení byl definován tak, aby co nej
jednodu~ěím zpo.sobem charakterizoval deformaci t!lesa 8 aby splý
val pro malá pf-etvol-aní s Cauéhyho tenzorem. znám$m z lineární
teor1epru~nosti., Je definován jako poloviční rozdíl metrických
tenzord v přet·voften4m a nep~etvořen~m t~lese. Ulitím materiálových
souf'adn1c jsme dosáhli toho, že' takto definovaná veličina je rov
n~~ tenzorem. V!hoda tenzorového zápisu je v tom, ~e stejný vzorec·
plat i pro rdzná druhy so~adn1c. Vyčíslení vzorcd se děje doda
teěn~ pro j istf pi'ípad podle pevných pravidel. Prozst ím JSMe se
omezili na pf':lpady, kdy je metrický tenzor konstant nít tedy 'na

p~ímoč8r4soufadn1ce. Pozd~ji zobecníme odvozené vzorce pro jak4
koli sou~sdnice. Uvidíme, že k tomu postačí nahradit parciální
derivace tzv. kovariantními der ivacemi.

,7. VEKTOROVÝ SOUČIN A PLOŠNÉ ELEMENTY

Ke studiu napjatosti potf'ebujeme zavást do výpočtu pló!ny prvek.
\ Pro": o se budeme nejprve zabývat vekt orovým součinem. V tenzorov~ sym

'bolice lze k tomu vyu!ít permutační symbol CZ tjl =eij6.. s tímto význa
mem:

~iift. :!: -t 1 , je-li t ,i ,l :!: 1, 2, 3 nebo sudá permutace táto
posloupnosti (tj. 2, 3, 1 nebo 3, 2, 1),

~(.Jk =-1 je-li ~ ,j ,.~ lichou permutací (tJ. 3, 2, 1 nebo
2 , 1 , 3 , popf • 1, 3 t 2) t
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, opakuje-li S8 některá :~!s11ce (napl'. 2, 1, 2 nebo

3,3,3).

PfedevA1m sl vA1mneme, le pomoc í permutačn:lho symbolu e ~i'A.. mO--

leme snadno Vyčíslit determinant ti'et ího i'ádu. Podle jeho definice je
totl!

Ct =
a"l.-

at (129) i

(,t,3 ar a;
Přehodíme--lipofad1 !1Aktel'ých dvou číslic, zm~n! se znaménko determi
nantu (etej'oo jako u permutaěn1ho symbolu). To vilek znamená, že buéle.
pl.st lt vztah

o..e . .,. a..ť I'"l i I'l k,
ttW\, Mi t V\I /)11\, ~ I)V e.tif., ·

Determinant t jeho! prvky tvo:fí metrioký tenzorj označíme

~ 11 ~ 17, q, 1~
ťJ!1 l}lt ~~

~31 ~~~ ~3.3

Det erminant elolený z transformačníoh koef1cientd bude

(130)

(131)

Reciprokou hodnotu zde píšeme vzhledem k l'ovnic1( 92). Z transformačn.í

ho vztahu

dostaneme

ěil1

(133)

Označme I\Yni kartézské osy sou"adnic )(. '" x-1 , ~ = Jl '2. , l:: :. X3

s ptejme se, c(') se stane s8symbolem e(/j'~' , budeme-li Jej povs~ovat
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(136)

ze tenzor ttettho' i'ádu E:.\" I. I • V tom pf'ípadě musí platit tranafor-
t j" fZ,.

mační zákon (pro transformaci do libovolné soustavy 8oufadn1c)

, J
.. ť- 1)~ Il\,' ( 13 4)

. biJ l .,. {}> 4. (j J ()J ft. e· e'l)\1 m: ·
Zvolíme-li indexy ~ , a.• /<; napf'. 1, 2, 3 a srovnÚle" (134) se vzor
ci (129) f (132), vidíme, lena pravé straně (134) "eA , takle

€1'L3= -;s.- • Protole v,kart4zekých souf'adn1cíc:h máme tj 1·1' = ~t'2.' =
= (j-S:l' = 1 a ostatnť hodnoty slo!ek me+.r~ickáho.-!enzoruJsou nulová,
Je C~I = 1.· Z rovnice (133) proto vyjde A = ~ t} ,tak!e G123 =r;-.
Permutaění. te~zor eij~· má proto hodnoty

~ijl .. f~ , .1e-1 i . .(, ,J ' k. sudou permutací posloupnost i ~l, 2, 3,

€~jl =-~ , Je-li {; , J" , k lichou permutací tá!e posloupnosti,

e -tjb '" O ,opakuJe-li se .~kter! index.

V kartdzsktch souf-adn1cích S8 permutační tenzor. rovná '~>ermutačnímu

symbolu, obecniv5ak plat t, le e.(jft.. ". e-\Jt ~.
PQdle pravidla o zvy!ování indexd

e' ' {,e 1'h-\, L

€ MNI\'1t -:: Gi:ilz. ťJ. ťj:' 0-v-I\'v (135) :

e.~Mi e/)"V\IVl'/,,-
lze dokázat, lee ~ ~ 7~~. Vztah (130) se.nezmění, vyměníme-li

v Mm per'm~taěnísymbol za permutační tenzor. Znásobíme-li pak tuto
rovnic! činitelem ~ eI'M.% .' vyjde po upravě

. .. ~.

Q, .. clet [c\,~ 1 -=' G (; eI'M.% t .. '- Q.fJ CtJIL·
. (J -tJ"- t !W\ a, /)1; •

~e~'W,. ,
Je tot1! v €n =6, col Je z~ejmé z definice. Pro permutační ten-

~ml\1,
zory plat! tyto 1dentlck4vztahy:

. '~

Gt 3 G. -.: ~ a- >:" k ,_ \ J c-b...
.(, l)'\r\, /)11 0!M () /h,. () % o t)W t

Pro permutační tenzor v rovinA kolm~ k OS8

popf.

, (138)

3 poulijeme zkrácený zápis

f, cJ.(.) = € ot:~ 3 (139),
který se bu~e hodit pro ře~ení rovinných' úloh.
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Nyn·:ť S8 vrát ťme k 8 kartézské soustavě! souřadnic_!

vektory ti := 71 I tl;: r;. ,r~= tol mO!emepsátvektorovd ~V'l!A·".".""Jr

~~ ~t '"7'
t· x {, t.J J

-;" 2- -;;" j .....,. (140)
1; x t 11" )

~3 ..... 1 ...
tx. -i,. = {~.

Vekt nrovt součin značíme kfílkem•. Tyto rovnice lze shrnout do jedln'ho
zápisu

(141)

Vzpomeneme-li, le V kart'zsktch soufadnic!ch je QMI-=t'W, € ":: e I
d ifytAfYt, e~~

mdleme místo (141) psát

(142)

( 143)

Tato rovnice vlak obsahuje jenom tenzory (prvního li tf'etťho fádu).
Plat í prot ~ ve vAech souřadnicových soustavách~

Jak vyJádfíme vektorový součin l1bovoln!ch dvou vektorO, nepf'.
~ -= a lC. i? ? staě!, nap!leme-li

čt )C. J: :: o.f' (ji .)(. ei~j - a.~ ťrfi (ji xij =>

.(, o3· -".~ .~ IJJ
,. o.; ~ € <3'- ca- = Clk- ~.. ,

tak!e

Ci/{. ~ G-'Jft a" fyi. (144)

~ -~ ~

Pfipom~ňm.e, 18 vektory ct" , ťr t CL tvořťpravotoč1vl trojhran (Je..11 .
vektornv' báze pravotoě1vá).

Vytvo~me pro zajímavost skalární sou~in

a ~ - i ~ {, II i (145)-'i - o. q~"2 a CL li G-i,ifc.:: O •
. . ~

Součin se rovná nule, nebo'! výraz eX (;,30. e-ij fl, znamená determinant

Gt~ a1.. Ov~
.ť ~ .~

e,,'" ():~ .fr 3

~,a ťrJ-o., G,.~' .-. 1,)~

L,\'" C\'Z.. CA~
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( 146)

kter~ je nulový, proto~e má dva ~ádky stejné. Rovnice (145) znamená,
.~ ... .... ... ;r+

!e vektor ()." je kolmý k vektoru q,= a~ t)-.• PltedstavuJ:l-l1 vektory
.....~ .......
~ t (; d~lky, má vekt or i rozm~r plochy a rovná S8 ploše rovno--

~ ..".

běžn:íku, jeho~at.ral\Y tvoř-i práv~ vektory a, , fJ" • Je k táto ploěe

kolm!. Rovnobělnoetěn s hranami á, , -,; • C má prot o objem·

V .. r~ 'IPi'-:::: o., x v-. C ~ a; l7 C G. ii" ·
~ .~ ..,.

Objem je kladn!, je-li trojhran Ow, (ý, C pravot očivý.

'Má-li elementární ploška tvar rovno- !

~ -)o
běžníku o .stranách áY ,d! (obr. 17),

lze ji znázornit vektorem

(147)

o slo~kách

Obr. i 7 cJ. Al ::. €'1.i~ CÁy-t d.!J. (148)

pdsobí-li na elemerltárni ploěku proti

vektoru dr\' tlak 1"" , col je skalár, vzniká síla C<F = - 1"" CÁA
o slo!kách

d F~ ..,. - t" f {j~ d Y't eJ.,):,i. (149)

.. J ~ ......1-9 ~
Má-li elementární rovnoběžnostěnhrany tÁť , &\Á ,dt tvořící

pravotočivou soustavu a ,má-li tíhu vzta~anou na jednotku objemu

rovná se síla tí!e pdsobící na elementární objem dV

~ --!I'. tí~ e ~
dW =-yctV" 't ~k€ť"M'l1.dYdA dil)v,

v d' , h 'oustaváchVzorce (146) až (151) plati 'vevšechsouranlcovyC s. ~(. .

(151)

'pi'iklad 19

V k8~tázská soustavě souřadnic je dán bod A (2, 5, 1) a síla f?
(3, 7, 10), která v tomto bodě pOsobi. Souřadnice jsou v metrech,
složky síly v newtonech. Jaký je moment síly F k .. počátku souŽ'adnic
01
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, ,

....... H",. =6ď.,;at,···ů.J~f~.··

" .
...... , . '. .

t11; ··~·~1.~~1.F $+~~1.1o.1f't ~ a~F~" a~F'1~

. .:=. ·'."10·~~'1'r..7 . _. .43 'Nm,'

(a) .

::. '2'7 - "~o ~ 3 ' =..- '·1 Nůi •. :
"

. ," . .

Mi~ '(),1.t~-·Ov~t=$
. ~ '. .

M~=oc'f!:-~~f'~ .

.:= . 1 ;'··,17·Nm..... '. ,. ,. '. t

. " '" ~
'1'oJ8Ó\J.t~lŠ1Óit3.fsíedn4h()Jiomemu, .·M·..•.Jsou to sice Jí:bv81'1aI1tn:l
8101kst sl,evkáí!t.\tz81f48busta,,1 8e z,Ov'iÍ;8J:!kontravariant ním slo!kánl.•
~ .••• . ..':. ~'I •• :' ,..' ~ • • .. • - "...' . - • .' ... • • • .••• '" •• • - . • . " ..!

.·ff·,,~~a•.•·aO·.·.

Ďókilti.~ie· plat f'

.'ď;. )t(~~,tt~t(~.tl.~·tf~.'t).

~' •• '~'. ď~

Závedelllé p.ómé).n.ói~a.Dt9...'#>6""e t takle budé

.ať' it.e,ď· ,~ď cl'''; ')
'OktHt U'C; •

'])O$8Zen:lmdó'oualntl ..'~'y. .•.•"ť.··;1:F. .dóstaneriie

. el~~~tit. .. =~t~l$~teij~6ici' =
'. .

ltozepi!láníulpoctle'(13Sl'n34e

I'_.~.'~.'.·t.ď.··.·... ·~.··.·.:.: ..:0.... ; ..:, ...•.'.............fi..'lMe ·~!M(""t ~ ce
o . ...~~J~ ... €: €.~ii .... Oio~· :';'&i o ~,) .

~ .. ·57....

(a)

(bJ'.

(c)

(d)



..(e)

..•.··SÍ'~.é$.~11~eúbét,lt\lčnť~d80bnó8t tcroneckerov8sYlllbolú(\oet$neíDe
netC'btutc' " " .

1)\\ '*' .. hi ::' ť). , Ll' ,,,i
....... ,., , , , ',,~: : , ~, .,',1 t V .

'@'ili, '. vetEtor ~.fJrla-'p~8~-

:. .
C~lAr~ .··~..11 .

(t)·

. lal-

e..3.tilj.,il~ott4.at ..' .
" .,it;~.c<r)map'otiv.()i'~i (g)V~odU*~ébolobe.huJ.lieJén pÓ"- .

u.•u••l.8.~~aa~~..:lnatOd;ja1f jipouiIt: (j$k vzo,ec vY~:[81it) t II to
':"'~~'r.til1 souřadnicovésoustavě ",

. ···· .. ,·:·,··,···'· .. ~:·:1··";"·:, .; .. B::•...;fl4:!;;~~ ..

';Dbk"~lt •.~, lé"plat ť

(~"t).(C')Lit12Cil.eH{;:'<t) .. (a.JX .~~).

Dňká~poni~lijv~.et eí1i fl.

,$étlbl'ti" "'~illU~aěli! tttltzorumortfiUJ8 snadn/výpočet ·d.termitl41ntu
·tfét(b~ f'áu~bp~ektór6vtlhoBOU.činuv íc:te1'QoH. souřadnicové sou-

'stávl<:a '·_.".nt·:s"llsdnf 'vlpoě,t ',plodnáho 'nt'boOb3·emoY4hoe·1ementu.
Řo!nlcep'fiň4:'..šiolká~htenžol'd obsabuj :!tmPH.cltIlii1 "návod
k·'~"'3.1č·h··v'3.. líslCfn:C .VtOll1 .1, .vyhode tettzO:1'óvébo počtu pf.:ed·Yek.to-. . . . . '. .. . .

.*"ovou <,Oi..bbeov:óu) algebrou.

8. Romol.··NAPJA'1'OsT~
. . ,

·Ztěl.éaúvoln1metf-íbckl

'Jéhian (,ět'y~_tin)t ,J,ehoipl"!
. mtlhJ..an;v >dó.~,(A<rtcttsp~da-

; . .... .' . ,.'. ':" ~ .......... ..-, .

•1:Ce ;( do sdl't'1Cá1' J~2. t ťJa

Yd~n'm, bodi,6'~. JC()'rico",,'ď:body:,

,uveden1ch 8'leme~~n:lchď .e:tcto-:
1't'ltvof;(vrcholý ••ladnov4ho ·

. trojdhélníku:ASO.( obr'.. ',18 a)·.·

. '.- S8 ..



'. --............ ' ' ;'., '. ......' ." .'. . .

VektorctA . budev:l)ij6ť nO;ttmtilou, 'Jak je·vl.dlt z poi',ad! a:í.nlteld.'
, Vyn~soben1:JIl

( 15·4)

K8~dý z vektord ná -pravd stra,nA m'.1en jednu 'nenulovoUšlo!kU';' tekla

Nalcónec-Vy jde

(iA :: 1t6tťf~ ťe. ' '.11 1 +etc3dJo.1 e ,',ci2. t dO?dt/-e, 6 3
)_,. (155)

',. . -131-d ' '311-<1 , - - . 113 l(1
..... '. - -~ - ._--...... - '. -'

Srovnáním 8 ,"ýrazem<J,A"',dA~ ~j,do8taneine kovariantní élo!lcy

. Nyní vyj'df'!me velikost boňn:.ťchstěh Jehlanu. Napf.·· plocha ,OAS je
. .

vYJád~eria vektoremvesmlru' vn~jěí -noI'tnáJ..y o velikosti

(156)
. .' .

Obddbn4 vz6rcezí.skáme 1 pro zbtvaj:!Qí dvě et~ny•. Je z~ejmt!t ie
, -__ ' '-. '-. _', '. :""".-. _-" - .' ._.' _. '. :'. v-o .

vektorovÝ8~uč't vlach .ětyf' vektord, zn'zornuj'íolch velikost eor1en-
.teci st§n dsn4ho ěty~stln1J.tJe nulovY•. Z.rovnlce (156) dále 'Vidíme,

. - -.~ '. .'

!e kovariantní elolky plochy' dA (t-rojl1heln:Ocu ABC) mají. sm~r vnitft-

nich normá1 k boěrdm 8t~nán,nebo{ ně pl'av~ straně (156) máme záporné
znamdnko.

Vy jmeme-.:li . jehlan ~na obr ,. 18 ~

ze z8t!lendhot~188a,.budememus1t

nahrad1ts11ov4 pdsobení tohoto tě

les8 na uvedenj' jehlan výslednicemi
cA?" oLQ, cÁQad.F( obr. ' 18 b).

Tyi: o síly ro~lolíme dokont'ravariant ..
nich. slo!ek s·,zavedeme pf'edpOklad,le
jsou dm§rná plochá, na MI pdsobi.•
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konstanty dmArnosti ozna~ťme s\i
--.., ~.' 4

cU' .. -fO Jd.Pq~il

---lIt '3". ~

dR ~ -(O Jo.Aj'1~

Nap!aeme
-9 .1.' ... '

d Q. ;:: - <o ~ c.< A'1. ~i J

(157)

Devět slohk G'~ip~ed8tavuJe tedy slolky sil vzta!en4 na pi'ísluAné
slolky ploch. Nemusí to vAak' b~, skutečná nap_t1, protole např. sou~in

~ .
c:; ) vtli1 není obecně silou, to,," se stane teprve po .vynásobení vektorem
-9 .

~i (kter'1 nemusí bit ani jednotkový. ani bezro:tmllrov!). Podobni ol~1

nemusí m~ rozměr plochy. Součin. ctA" zt~ rozDl~r plochy má, avAak sou
~.ln olA:1 ~1 u! nemusí mít. Chceme-li dostat slo!ky napjatosti tak, aby

,mlly 8kutečn~ rozmAr' napětí, tj.' síly d~len4 plochou, musíme vypočítat

tzv. fyz1kálnísl~ikY napJat ost 1. O ~1ch nás poučí příklad 23. Fyzi
kální slo!ky nspJatost 1 netvol'1 tenzor, takle jej lch dds1edným zavede
ním by se výpočty 'neobyěejně. zkomplikovaly (zejm4na v kf'1vočarých sou-
fsQntcích).

Síly pdsobící z okolního tAléS8 na uvolnAný čtYf-8t~n musí být
v rovnováze. 'je-li 1 tilesov r·ov~ováze. V tom pfa.ťpadA musí platit, !e

(158)1

Rozepsáním do slolek 8 př1bltSdnut :fat "ke (15 7) 'vyjde

olF ... cLr~ Č{i =\ «{ l,i dA~ cra· · (159)

~ .k,
Tuto rovnici znáfJobíme skalár~ ě1nitelem ca a poul1Jeme (71).
Tak dostaneme

. \

(160) í

Rovnice (160) dává návod. jek v danám míst! ·vypočítáme s11ov4 pdsobení
olF na libovolný ploAný element ctA . T'enzor druh~ho ~ádu G"~' 8e

nazývá tenzor napjatosti.

Lze dokázat, le je souměrný., čtYfstěn z obr. 18 doplníme na rovno-l
běJnostěn, jehol hraI\Y budou elit, ol{)~, cJ.,e . Pro síly dP , ota', ctít
po'sobicí na Jeho stiI\Y napiAeme podmínku ,rovnováhy momentd (silových
dvojic)

(161)

Vzorec pro dsporu místa rozepíAeme jen pro první dvojici· di? ~ d.?
(obr~ 19). 'Ostatní dvojice se rozepíěí obdobnA. Zf'ejDia

.~ _...
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Obr. 19

o

'( 162)

Bude

(1631

~ato rovnice obsahuje pět slepých indexd a'má na pravá stran~

členO. Rovnice (161) v úplnosti zní

. ---:P
Zvolíme-li hrany rovnob~žno8t~nurovnoběžná s vektorovou bází ~'lU

j (stejně jako na obl'. 18), je jen jedna volba prr. .~ , i t'~ (totiž
1, 2, ]). Pro fl1J = 1 nap:t\. dostaneme

(165)

; První člen v závorce odpadne a zbývající mají nenulová hodnoty jen pro
e= 2, lh'v = 3, pop!'. t = 3, ft'VlJ = 2. Prot o

( 166)
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Odtud ul vychází

(167)

Obdobn4 vztahy dostaneme 1 pro ostatní složky t t~18. Jsme tím dokázali
$oum§rnost tenzoru napjatost 1

( 16.8)

v kontravariantních složkách. Samozfejmě existuji 1 kóvar1antn! slo~ky

. .G'~i :;< ~ tlL~ áGG" tG,

kter~ .Jsourovn~~ v indexech soum~r·nc§•. Pro- smí~ené složky máme

(169) :

• I. •
f'.- ".3 lL t
\Q oct1. "JI. ~ tjt --ť1-tt" )',

(~ 70)

Vzhledem k soumirnost i kontravariantních slo!ek nezálelí "zde na pofadí
1nd':I:o. , t.ak!eG'?i ... COZ J' J avfiak indexy nelze zam~nit, .neboť .obecně
G'~) 10 rol (.na to zvláfitě upozorňuJeme). Tenzor napjatosti má. obecně
lest slolek kontravariantních a. šest složek kovariantních" av§ak de-v-ět

slo~ek sm:l§ent1 variance. Proto se ,tyto s~íěen~ složky zřídka uŽívs·jí.

Pro lepljipfedstavuse nyní zab$vejm.e pf'ípadem .rovinná napjatosti,
pf-i která jsou nenulov~ jen složky obsahující indexy 1, 2. t.rřetí

bázový, vektor je kolmý k prvním dvěma a 'v. pro.mětu do rovinynapjatostl
se proto neobjeví (obr. 20). V kontravariantních slo!kách bude platit,

( 171)

(J22,

I 0- 21---..-.

...

I
Obr_ 21
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·Slolky tohoto druhu jsou .zakresleny na obr. 21.

,
022

·~0i1

<'.;2

f"'CJ11

Obr. 22· Obr. 23

Jsou znázornAny na obr. 22. Pro smíAené elo!ky plati

(171 b)~

Tyt o slo~ky jsou zakreslen;y na
obr. 2] a 24. Je jlst~ zajímavé,
že .nspf'. hodnota c;-~ je v obou
obrázcích stejná, avěak <01 '1= f;j11- 1

jak jsme ji~ uvedli"

Jsou-li sou~adnlce kartéz
ská (p~ímočarétpravoúhlé)t pfe
jdou slo~ky tenzoru napjatosti
v obvyklé hodnoty<{}i"=~~ ,
G' 12.- =. G"1.-1 " 't;.::';} ::t 't")9 'll. a G' 12.~ G"~

a mezi jejich r~zným1 variantami
není žádný rozdíl.

7
7

Obr. 24,

Tím, ~e jsme elementárn:ťčtyřstěnna obr. 18 vyňali ze zatí~ené- ;
.ho, a tedy pf'et:vof'en~ho tělesa, dostali jsme Eulertlv tenzor napjatosti.

• . . I

Nebudou-li deformace malé; dostaneme jistě. jin' výsledky, použijeme-li
Lagrange~v popis .~._._!_ztáhneme sílu přená~enounějakýmplošnýmelementem
uvnitř tělesa k jeho velikosti vnepi"etvof'enáDi tělese. Vnucuje se otáz-....,..
ka,máme-li v tom případě počítat .8 nezměněno.u silou C{F (8 ne--li,
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-J1'"

jak jl máme přepočítávat). Označme elementární ploěku, na kterou dF
pdsobí v ptetvol'enám tělese. AB.e tf Tomu' odpovídá v nepřetvof'enám

, -Jl

tělese síla . c\to a ploěka Ao Bo to • Pf'etvo!'ení je popsáno vektoro-
-\) -+

vým polem pos~vO t<., , resp- U ,takže - obdobně jako v kapitole 2 -
dost sneme Eulerovy souf'sdn1ce část ic deformovanáho tělesa jako součet

Lagrengeových souf'adnlc 8 p!'íslu§ných složek posuvo.

( 172)

Vztáhneme..li nyní výpočet k nepf'etvof'ená plošce A'O 'B~ Co a vezmeme.. l1 .
.-.,$\ ........

pf-itom stejnou sílu .útFo =: ctF , dostaneme LagrangeOv tenzor napjatosti.
Míst o toho md!emtt navrhnout 'pi"epočet silových složek podle vzorce x /

(173)

8 dostaneme .. v nepřetvo:fen4m elementu - K'1rc~hoffdv tenzor napjatosti.
Tyto tenzory splývají, jsou-l'! deformace velmi malá •. V lineární teorii
pružnosti se proto nerozliěují. -V nelineární teorii pru~nosti se před

pokládá vzájemně. jednoznačná závis'lostEulerova tenzor·u napjatosti na
Almans1ho tenzorů přetvoření nebo'v Lagrangeov~ popisu závislost Kirch
hoffova tenzoru napjato-s'ti na Grsenově tenzoru přetvof'ení. Lagrangeo.v
tenzor napjatosti je nevýhodný tím," ~e není souměrný- Proto S9 užívá
je n z:r- ídka.

Příklad 22

V pravoúhlých souf'adnicích jsou dány' složky rovinná napjatosti
~ 1,1 ~ ~ {'}.. ~ 'l.1 (")- 12,...... U č t 1 žk t j t iC < _-'()''<'' ,'<J =\(J --= 17)(.~ ,\o -= '<)~. r e e s o .y enzoru nap 8 ost

v polárních souřadnicích•

.fteAenť

Z transformačních rovnic

1 t ) 'L' 1'.. 'l)
L :: ~ . U}J JL } JL1-...::: Yv ,.b'l11.J JL

určí;;' f1>r::: ~:~t tl ze vztahó 0~fbf"Sl také (bl Vyjde

II ~ ~ ..
1<.1 \ I =: CUllf I (.)ť= - Y' ~Vvv tf) (?> ~) ;:: ,M/vv {f , ~ť ;;: r CCI:Hf f

fL. .1,,' ~" J '

\>J , :; cm ~ I (!> t '" AvYvif I ~; = - t Mhttf I (b~ =- ~ COJ'\( ·

'Kl Ne,zap~X~iňme, ~e X,~ 1:' ,t(x-1,X~X'\t) • Při i =- konat vyjde

vi.X~= 'O~j dx. ď • Rovnice (173) má analogický tvar.
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~11i

Vyčíslením vztahu

dostaneme pro polárn1 snl1ttadnlce

. -4'il1~ ~. "r-- 1'1' f'#1L' 1. '
(}::: Có· C01Lf +. oL, '<J PVltt'P co:) \.f + 'O ,A<hV lf

8 pndnbn~

G""'ť ~~( (G'~ - e'tJ 4.tM\fC(X)lf +'tt.i':J (CcJ'l.lf - !.WlA.'l-l()] J

<5 "11 ... ~1.1 G"l( ~l( - 9.. 't'N}f AtMVWHf + 0"~ CO;)1-lf1.
V~lmněme si' rozdílných fyzikáln,ích rozměrd těohto slo~ek,.Kovarlantní

slo~yvypočteme s vyuiit:lm výsledkd z pf':tkladu 8. Ze vztahu q;.i.i -
•~~"'~jť,G;U vyjde (rózepeán:lm s6Uč~d a dosazením)

'. . T-r
Ct""'Y' u. (o J

Pro zajímavost vypočtěte jeětě ,slo!ky smí§en~ho tenzoru. Pl'esvěděte se,

!e napf. plat 1. vztah

Pl'í1clad 23

-Vypočt~te~fyz1kální slo!ky napjatosti z kontravariantních alo!ek
tenzoru napjatosti.

~ ~

Síla etF p:fená~enáplo§'riým .81~enieritem .CÁA· ,Se..·vypočte ':pomoc'~

kontravariantních sloiek ~(4~ t'enzoru napjatosti podle (159)

(8)

kde

(b)

................. '. .

Vekt.orY~j, ~ (, nemusí b;ft jednotkové a nemueí mít obecně ani
stejný fyzikální rozmar. Učiníme z nich bezrozměrov4! jednotková vekto
.ry t:ím,!e je d'ělťme jejich absolutní ltodnotou, takJe budeme mít

~
t·t .-a

~

~a' .
............._-""------ ~

~ě'(á) ,~ tj)
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(d)

Ce)

f~(~~) ..

V1:.fchtOttZ+8Z:eeh 8épfé8 .> lnd$xyne8~ ~t i. •. n$bót.s$ n$VN&k~UJ tVl

dV'oJicl ě~i..,e,správn~vzáJemn4.poloz·sť (jeden horltí, druhydoinť

lndex).Ab1onomto zvláěta.vyznaěl11, dali Jsme je do závorky. B~de

.eted:inapf.~t~G)tovnat•.bijcl~d nlb()~unebO ~ ~j podle
tohn, čemusepráYA ·ro...·ná v.

l'ferň'-li.ctt-'\.trozměřplochy,p~evedeme Je na "'8kute~nou" plochu
d.',t. touto .... t1pr$vou·:

·:iJ • . \~

..,. .. ' ••.... ~~ .. ···lq(~ť) '... ' .-'ÍI •

d.#\~ d.Ai~ ···"'ctA.; ~~iJ",
Vg(ti) '..

:,t'akle

.<"1)·

dnstanemedosazenímpC)dle (f)

cAE ... Qtij ~L cl JÍ"~ 2

. . ~ ~(~~) ..... ~. J" ..
~ • "'y '~ ~

I:NJ t N h'c'"J t~tl 11)
.Fyz1kál'n1 slollCá' napJat ost 1 je

~)
~~«~)

Pfe's indexy vzávork'ch 8e nesčítá. Fyzikální slolks' m·áslcerozmir
[B Dt2J,sleneníto tenzor, nemá tedy Jednoduoh~t1'8nsťormačnťv18~~nostit,
kterd by bylo molnopops.at "stejným vzorcem pro všechny soustavy souřadnic.

II·Souhrn.Tenzor napjatosti byl volen tak, -&byve věech.éou~8dn:l""·

Dotah plst ilstéJnyvzoreopro výpočets:íly p~énálert~libovolným
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;,,plt):I,nfli:'g'le:mente'muvttlt'ft"1'8:8 ..Tato, ,vnltfní 8:C'18 Pt\sob! pocl.
~•.~on.'.o~~1 ,8 rtJ&k'cizj.edndčástitělesa nadruhquaneiQP:* •

. 'Žp,·ós:tf.:dJtqJ,ě·t'ak·,pl'!f::rtOSS11ových účlnkň tělesem. Pr'otože zobec...
niJ&~~()Ufědnic.n~_.t b1trozil1ěrov~ .homogenníthem~sl mít~nt

'.sloikYt en~b~un8pJa·tost1 st eJn.tfyz1ktUní'r·ozměr. Nejsou \oti~
: "'-"tH'1It'y_lkálnísloIkY napjato&t 1. V kart é zsk.tch souřadnicích

,v:_8J:·'~Dj~,:.'1:~jme s~loi'k~ napJato'st iť kter~ se shoduj:! e fyzikálními.

, . ,

Zet lm Jsme 88 za1>:fV81~ rozboreJll defo1'Jll8Ce, a napjatost 1. ~n:( se
btíct"emé,zab-;tY$t.je.11ch vzájem.ným vztahem.'. začneme s. neJ~ednodull:(II1Pfit

p:$d.me1.a$t1ck~ho,mat_erlálut· u n~ho! budeme pfe·dpoklád'at ~ 18,s8 nap~8"
.. ~ • • .... ".:"... .' • • • • : I

'tco8t, mlnťJ:en velmlzvolna, 'takle' lze zanedbat.. ~.8trvačn'1 termodyna--
'Íi11ck'dělnky defol'-mace., H()ok8~V z'ákonpakv1Jadfu"e11ne,ární vztall
mezi,.terizorem.n&pjatosti a tenzorem pf'etvoi'ení (pro, Dial' '~8formace)

~ ,

,(174)

U 'obecnA anizotropického tAlesa existuje 34 = 81 hodnot modu16 prul-
l1.ostl E (,jllJ t které věak nejsou všechDy' nezávislé. Protože tenzory
napj.atost'1 s deformace jsou soumirná, mus"í' platit, 'že

"(175)

. . . . .

lfímaepo!8t ntz4"i.ljch eloi.ek . zménlí na 36. Deil,í omezen!pl'n8
~i\1Yaby.o.litrgilri'Plat,6ět·1.Y·kárt'zektch eoufadnlcích' Jé energie

..rt,':p".to.tj; ,..~.·J.dhotC.O.~_\l; .'
- ,

.Wi·ttEr~.t~+((;:it',,+.Q)1:.El+.'tx~,f(1J' +.~~~ tl~'+t'l~t~x) j

,c':OI"'í.Z'Pf':~plľat dÓtV'll.l'u:'tenlorov4rovnlee
.. " . .

" . '.' ',4,'~·,'. W..~ r; (5leij I

kt:erá 'pak platí: ve Tle'c·h souřadnicových soustavách. Pro elementární práci.

(p~l nekonečnl m81' změn~ deformace) dostaneme JI/'

: ('178)

K/Jedna polovina v r'nVnlcl<i'77)' vyjde prot, o,, že napjatost není b~hem

detormac,e,konstantní, aleměnť ,se úměrn~, k deformaci podle (174) •. ' .
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Formální derl,vací(177) vAe.k vyjde

fJW .' \ ?xW
ctW =1)(5 ~i ~{«i'{J + 'O eli ct E.ta'

aBpfih.l'dnttt'ťmk."zt_bu (174)

;~VJ'ij C;'\J' .. ' ..'tJW
olW ~ 'Vť()~i· .'b.. f-Il.t ct€f.t + ~ e~ ctEii ..

~'" .' {~te . .' ti·' .. ,'
1=0 i E..q E () cl gU + 'Z. 0'1.4cLE~i .. ( 179):

-::;.•·.itttG EU;i+G' ťi) ťlti.j ·

Diferenciál t1.e.(.~ int~•.eme volit libovolí1i.ZvolínteJeJ tedy tak, aby
bylynenultlv4 .t1enolllél0iJ.ti ď~t"i ..• cL €~pro U1'!ftlďzvol~ntPár. t ,
f (napf'. "t= 1, i =31. Srovnánťm (178) a (179) doat aneme, le

~ ti cJ..~ (3' + co- Jťd €- j~ ::: ~ E. t( E'-liJi ti€':i + i'€ .tc. Ebi~ci éJ'"+ i

f ",.. -1." (180) I

t T ~'\i4cl€-\i + T G'a'd.EJt ."·

I,' ,P()zkr'c8nťaalóu~ení .. v.. zh1e·deJJl k .. eoumirnos.·..ti «:.'1..', . clc.. .. vy· "'de
t., t;, '''J tJ

~{,i··:.. t: te-ti EU · . • {lSl)

sr nvnártťm s ro.nicí (174)'

(182)

Zbývá tedy jen2l I18z'áv1s1ych moduld pru!nosti. Je-li materiál izotro
pický" zbudou z tlchtOJílodulO'jen dva nezáviš14. Jé Jrlo_no ukázat, že
je lze vyjádfit tenzorovou rovnicí

Eitjtf.:: !1.(~+~) (4lir ~i3~trl+ ~{l~jt + 9{e~jl,), .

kde l) 'j - slolky. metrick4ho tenzoru,
E - Youngdv modul pru!nost 1, .

tu' - POissonovoč1s1o.

Alternativní tvary Hookeovazákona probereme v úvodu kapitoly ll.

Poznámka: zkrácení rovnice (180) umožnila zmíněná libovolnost diferenciálu dEij ·
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Pf'esvld~,:lme 88 o plat nost 1 vztahu (183) pro 1zotrop1cká prulné
t6le•.s.V kart4,zsktc-h soufadn1ó!chm' Hookeáv,\ zákon óbvykletvar

t" : 1-,"", .l co- -,u, G'," _LL.' ~'" ,,), '. -'\N,', ~ 1(UCl
) .. , , '

~ ti· J( c l (-~ ! I II ll'l1 E.. 't"~~

v tenzol'.ov4 symbolice ,jsoutytorovn1ce

atd.

Je jich.célkem §est. Dvě jsou napsány, zbývající čtyf-i, dostaneme
eyklickouzámanotl 1ndexd. Vypočteme-li z nic'hnapětí, dostanemel'ov
nice ,typu

t. "",'
~ U+ťllJ1-i2./SI (1-1A)~f1 +tt'{~L t Mf.3~1)

E
1(1+~) Ctil +tt1).

( 114) 'mámEJ

; ,Obdobni bychom dostali 1 dali! hodnoty. Tytd! hodnoty dost.aneme i ze
(163'. v~póJi1ěheme"lt••e v kart~zeklch soui<'ad.nic1ch ~{,i =&-\<l =
.--·":Qt'lSneckél't'v'eymbol.

S,Q~n. Základem11neární teorie prulnost1 je lineární závislost
kontreva:r1antn1eheložektEltlZOrU napjatosti na kovariantních sloi-'

- k4ch Cauchyhotenzor'u deformaci} Sou~1nitele u slolekCa,uchyho'J
tenzoru deformací (moduly Pl'u!nost 1) tvof'í tenzor čtvrtého řádu.

Vzhledem-k omezénímplynouctmze souměrnosti má tento tenzor nej- .
.v,/ě 21n-ezávls1ych sl·o!ek.Je-li materiál 1zotropický, jsou nezá
vislá složky jendv~. platí.... li nějaká rovn1cenebo soustava rovnic"

'-69 -



v kart~zských8out8dn1c!ch a lze-li ji napsat v tenzorovém tvaru,
platťpak v jakdko11 ,souřadnicovésoustavě. To i, jsme vyu!111 napi".

p~1 zobecn6nívznrce pro výpočet měrné energie napjatosti.

10. ELASTICK'É Vl,ASTNOSTI roRÉZNíHO MATERIÁLU t KONsrRUKONí ANIZOTROPIE '

P~ed8tavme s1konstrukci pravidelně složenou z tenkostěnných

krychlov$ch buněk stejných rozměrd a.,)( ~ ~·.OJ , s tlouětkou stěn '1; «(:A,

(obr. 25). stAny tedy tvof'ť "skf'íňovou" porázní strukturu orientovanou
k osám souřadnic ~,2t, 7..J • Budeme zk oumat elast leká vlast noet 1 t ak-
to z1dea11zovandho porézního materiálu.

y

Obr. 25

Protole st~ny Jsou tenká, bude v nich dvojosá napjatost. Pf'edpo
kládejme, le rozměry jednotlivých buněk (pórd) jsou velmi malé v po
rovnání s makrorozm~ry t~les~, tak~e porózní mat ar1ál bud~ mo!no bez
větA! chybynahrad1t elasticky ekvivalentním homogenním materiálem.

Na krychli t ohot o náhradního materiálu o rozměrech (h,Ov·1-. M~ .~ 1hC\J

nech~ pdsobí síly podle obr. 26. Prozkoumáme, jaká" musí mít tyto sily
velikosti, aby se vytvo~11 např. stav jednorozměrné deformace €~ =
= E11 =konet, ostat ní slo!ky deformace nulová. Zřejm~ musí být

( 184)
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htbnl~~1n!.8t.n~~ obr •• 25. máPl'Of~z. '1M~o.t.1Czamezenlpft~b~
k()fltr~e •...~~eť .. p!~()b!~/.1!lt.t~bÓV~ sily .. ~e emllreeh óS·.•.•.'1... ,••..• 2; .,. t,.
Y6~ OdPoIVtdajl J~iirlaPf~t v~es~éohrovnOb'lnýehe~()Vl~O"'( .• x ••• ,a ."
1'é8p., -t,',Zl. Í)I,éltylf'olmd ,t ;08',.' ..~ jeout'otď11bez n&'Pit1"Proto

Obl'.·26

Z Hookeova zákonapl'oélvojo8ou napjat oet vyjde

(186) ;
!

(187) I

. Pi\eJdeme-li nyní nan8pitt vnáhradním'materiálu sna tenzorovou eym
! bo11ku, bude f}(t -::<:Q

J1
1%1,.o.1.. a, Z roV"nice( 184)

. E
'3'. ·u I\A~ 11't = 2.m.~ I"t t .'. €Ai •

{'V ~.""V' . V" '1-{L1- -,
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Odtud

•• rovnice (18S)

tE
~ "'fA-"" i. 11 (le8)

~ ti. ,. fO 3'3:i. #' e (11' (189)
Ol ~ .. f't.

SuperpoD\lJe.-li tatopht'lofeD:t " ~ednotliylch amlrech J(. • "A- :.t. •

d·o.t ane.e

~.~ t.E t )
l() .... lr"ti"1. 1 €t1 +~ Eu. +- fA' E.33 I (190)

Nyn:lzvol:Clle za nenulovd .lalky Sf1. =t2.4 • S poulit 1m Hockeova
zdkona

E
~tfb t 11

(191)

dostaneme

(192)

t
-::,-...

OJ (193)

Srovn'n!mS8 (114) odtudsťskáme modull prulnosti

'LE i;
A. )-1 -ft'" '-N

(t~~ ~ )
E ~_t

!L(~+f) tll

(194)

S hodnotou ť =O_ 3 vyjde poměl' tlchto hodnot E"H1 ,E "U1. a 'E.1t1
1- lid

= 1: 0,15 : O, 175,kdelto z rovnice (183) vyJde 8 Vlu.11tÚD výsledkd
pfa1kladu 24 pro plnt materiál pomir 1 I 0.428 t 0,286. Ze srovnání
jezfejm', II pOl'élní materiál má mlni::lp:f:lěnou kontrakci a le je ve
smyku poddajnljl:! nel plnt materl'l.
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( 195~

Por.znímatertU pOdteobr. 25 má eteJn4 v18stno.,+d. ve :;emor.ci1
souřadnicových os ..:( .~... i"!. , a1. mm:! lzotroplck;,J8k s. ll' pf-.,svOdě1t

traftl·tormec:f.do obeol1lpooto~8n'.bu8t.vy ;.oui"8dn1tr: podl.Yzorce

E~'I't'~' ~~,~.~f~.~•.. p~J.E ~tt"A,

Anh:otropl. e:l.a8tl\i)kl' 'kvty.3..tttn~horl4htBanthotn.ter1álu IpO.So
b8nd konstrukčním uspO"'ddn1m' struktUry.. ha.Zrlá ltQn.t.r·,,*a'n!8n1ďz~\
~l'()pl••

Prsvidelnd prut ová korl::
stl'Ukce se eklád'z tro'Jdhel
nfkovlch "bun§k t. pod~e obr.
21. Pruty m,ajf. vAechny ty~

prdfe z 1 modul pruin.ost.i.
Naje·lta, el·íe·t ick4moduly ná
hradního kont 1llua.

y

Obr. 21

x

Je-li nenulovou elo!kou přetvofení.pouze 't~ = t ...1 . , bude po-'
mOrnti prod1oulení Pí'ut~ l'ovnobělnýchs O$OU .YJ stejnti, 8 osou ~

nulo.'. Vl!hlop~íčntch ;prute~h budepom_rnt1 prodlóu!ení podle obr. 28,'

.o

AU
- "='Á,t

Obr. 28

ExD.. CC1Jcx.
tl
~~

h
.Q

1
c:

..-- ,
...

na -- ,
Obr. 29
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Pfltom

Mají-li pruty modul pru~nost1 S a prOfez S t budou na pole'
o velikosti IY\.Ct ~ tl'\'~ podle obr. 29 po.sobit síly

1=';('.t. e ME $ f:11 .\- rn. ES r.H <'a!'l,oL.C(X> '!i.J ::. fl1, ES t-11 ( '\ t ťm')~),

t:'t-"A .,. fh, es€11 C«>"I-<Jť, • ,h(% \i,

F~~ ~ M. ES c't" CO<l!.oL I

Odtud dostaneme napětí v. náhradn"ím'kont1nuu

~1 F)(}(., ES B11 ~ )
fO ::: MR. "'" -o:- U)~ ol ( -1 t CO;> 6L )

<o ~'2.:: FJ(), ..... E: S€H .L. '1- A' _/ ES €f1 /)"""~
fY\, fr' Q., to v~ ~ eo~ t::i. ,...,VfAI,)V"" ~ VV\J o/.., f

G'~" ~ r~)(. ',.. E Se11 1 .; <o.f~
fhJQ.., o., COO (,L .' ,

(b)

(e)

(d)

(e)

(fl

ES ~1'1
Cl,

\;S
Pro stručnost označíme . Q, ~ ~. Bude

G' "" .. .ft tH c.ot-~ oG (1 +em\i ) I

(J-11. "" 0''1.1 ... -lb C11 e.o:f~oI.J )

,,1-1. ::. ~f:~1 e<:lJ'J.~ ~c{,.

Obdobně dostaneme napětí odpovídající prodlou!ení ~~~

CO' 11 '" ~ 'C.'Z..1 ANvt~ eootoL I .

G""'t. '" (()1.11 ." ~ E'2.t. AŮU'1-.,(.eo<J<::J-,

e' '1.7.- o:: '~ e1..'t ( 1 + kt",J o() .

Dále budeme pf-edpokládat pf-et vof-e ní r ~~ '" €, 12- ... € 2.1 +O .
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Podle obr. 30 vyjde pom~rn' prodloule
n:! ůhlopf'ťených prutO;

AJJ- 1')(~ '" roj eX. -' ( 1)..w '" ~. - ~~ M/lA-Cll. eoo~ I

CťXt'" .
ProdlouJen:l ostatních prutd jenulov~

(sžne malou veličinu druh'"ho ~ádU,

která e8 v l1nearizovan4 teorii prul
nosti neuplatní). Proto

Obr. 30 FII>( :>. 'F ':f-lt "" M" E S ::t)'.'lf ,.M;vtci. eo~i'l-oL \

fll~ e f'<td ,. m. E St')(~ ~~ot. ChJoL ·

(j)

»Cv1valentní na~tí odtud vyjdou

c; "" "'" :~ "'" k, (t.rl. + E. '1.1) ťAfJ'>~ "

11, 'H r)(~ f'~)l., 1- (") ~ . ".1,.
(j . -:. «j : rn,(r ~ (h,~ ~ RJ. €f2. -t € 1,1 A~cl COo Ql, I

~'l.1.. '" F~~ .... io (fit + tt1) J.\-tl\tol.,eo~ol..
~e.t .

..
I Superpozicí pf-ípadd (g), (h) 8 (k) .8 srovnáním se vztahem

do~taneme hledan4 moduly. prulnost i

E1H'l = t eot~ ot ( ~ + W'J1J'Ii.) I

EH1'l.."JO: ("1."1 =, ~ CťYJ'Jot ,

E 1\t1..·~ E'l.1.t11.. ~.A-iM,ot. c.oo~ ,

E11i1, :. l M/tA.~eo{)'2.cXJ 1

E. 1t2t ': E'ltH. =- 1e. A~Cll.~w )

I
(k)

(1)

(m)

Kdybychomnyn:C dhtili pftejít k jiná soustavi souf'adnic, dostali bychom
moduly

( n)
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Na pravd straně táto rOVn1Cf(,je obecn6 16 sčťtanco.. Vyčíslen! vztahu
(n) 'je tedy pracn4§, ale formálně, jednoduché.

I

So:uhrn. rlá-l1 pru!ný mElter1ál nehomogenní. ale pravidelnou struk.!
turu. lze jej nahradit elasticky ekvivalentním homogenním materiá.
lem.Jeho moduly pružnosti počítáme nejprve' k souf'adný1n osám vý
hod~ orientovaným ke struktuf'e materiálu. Pak je mOleme pf'epočí

tet pro libovolnou soustavu souřadnic podle transformačníchvzts
hd platný.ch pro ten~ory čtvrt~ho řádu. Náhradní materiál' je obec...
ně anizotropický, jen vý.jimečn~ izotropický. Elast leká ekvivalen
eeznsmená, ~e oba materiály se v makrorozm~rech deformuj! stejnil.
Tím není je~tě nio f'ečeno o napjatosti, kt erá'je v nehomogenním
msterialuelo!itá, v náhradním Jednoduchá. Pevnostní otázku tím
ne~ešíme; při ní se uplatni i koncentrace' napět í zpl1sobená slo~1

tostí tvaru nehomogenního materiálu.

11. KONSTITU~N1 ROVNICE, PRO VAZKOU KAPALINU A VISKOELASTIOKÝ

MATERIÁL

Modul Jťruinos~1 (183) mOžeme ,dosadit do Hookeova zákona ,~174)

.( 196)

sníitma index .j 8 změ~íme polohu indexu fu. K tomuto účelu znásobí...

me celou rovnici ~. /Má a vyu!ijeme vztah (82); podle kterESho napfa.

.. !
(197)

Dostaneme tak

E (b~ boÍ, U ~ ó~ t \ ~
~ 1 ( oh f) ffi\. l + ~ ~.'Il1l + 1-~t ~ Dh- ) tt :>

,.. E (f-t + Cf~ € .. . 'J..)k .(".,; .()
il1-1-r) fY1,<. <J f\'V\t + ~t..1.f o/l'\'l. Et ·

. První dva členy v závorce sloučíme a krátíme- dvěma. Zbude

- 76 -

(198)

. (199)



Zav'edeme..li Lamébomodulypru~n()sti

,t <:.F.t.. 1

. .(1+f')l1)' ~f)

dost 811Eťme podpřav6'

E

1(1tf')

(201)

Pt'i+. om ~šmé Imird.U.o.naaen;(fl~ktérY4h:l.rtde,n\~ 'Vztah (199' se snadno
lnvertuje.StaiUn.jprv.zdJlt8mť~en4tenzory.vo1bO~/hIv. i; a p~í-

81tll~Otlswnac;(~NeZapométintetie 6i.. =' ~~~+S;+ C: =3. ZÓieníse mO!e
t~ětjen 1nd,,,O,, pfe's Ictel'tS lzese~1tat (jedenmus1 bYt horní t drUhý
dolní) • Vyjde

Q;'~= E (~'~"+ •. 1Jt:, ,t.t .) .,;:. .E .' •..' ~
~ .Ii -tF .-\, 1-,(l.f"..t· .1- f).~ ~.e

c,~t .~"Odtud vypo~teíne V.u a dosadíme do (199). ". I Po snadné 1.1p1'8vi pak
dostaneme

'-\, 4· ',' " ,.' ,'.- ,., "tn1.i .,. , ' ~

€j ~., T [ t1t-f') 'a'J "'/'AJ,o;~ 8j J ' (202)

V rovnicí<:h(lg'9'tri.,p. (200) a (202) znat!í ť:~ obJeJJ10V0\1 dil$t~oi
1l~~~budrQ~tlltJ~tfM.~t;(. Z rovnl~e (201h kterou přeptěeme do
tvS'l'U

1. G'~ _' E. . '~f'MI \( 1M.(20J,)3 .' fM ~ ~<'1~1,M) .•... {tIA: . E,~}

ÚlO~ěmevtpoanst ~~d~~bA.~oy'_tla~it.~l~o~t1 ~k= t.l t 3 (1 -if )J•
Dali:! výpoěty se 'ponAkud zjednodua:ť, zavedeme-li ozn8~ení

'""', --:: _.,'. c~
~ 3 ~()1A,.

(204)

Rovnioe (203 )p·tikzn!

ca ~ (1 -Q,t)h,'

Pomocí t~chto veli~1n lze jednodt1ěe definovat deviátor Dap6tí

. ,- 77,-
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8 dev1áť or p!'etvo!'~ní

e~' ...
8

-\ r.\E o - e. D 'J°.6
a o

( 207)·

Tento deviátor popisuje "·ěást" deformace, pfi ní_ se objemnezm~n:lt

nebo!
~ . i .~ iJ. .. ..' \ (208) Ie. t ::t €o. ~ - e.o~ .. 3e '""0. 3 ,. Q,

Dosazl ním (206) 8 (201) do (202 )dosta.nemepo áp~8V'(8 vyulit 1m (205»

.e,~ ~i " .~a :: E fi i =. tG-Pa'
(209):

Alternat1vM

(210)

Po tichto ápravách pf'lstoup:Cm. kpop1su n$pit,ť ve vazké kapalině.

Zavedeme rychlost 1 poměrnYch deforlll8oí

1ee ~ -..._...•-. t
1t

I
J

!
V rovnicích (210) nynístaa:.e 8.amln1t pomarn4def'ormace jejich rychlost-:
mi

. (211)

Nynt A, ,G ul nejeoumoduly pr~I).08t1, elet-jak'., iJ:l4 koeficienty, I

charakterl:auj:lcť va~()st (v1slcozitu) kapa11nt. Zpravidl~ Je objemová'
změna zanedbatelná'- tak~ě ·J,~··oo ,d~· O • Hydl'()8tat1ck;f tlak Ji
paknezávlsí n~deto1'1Ilac-l anllop8k •. '*ov4 kapalina je nes'tlačit,lná.

Stutečn4 kapaliny jSQustlaěiteln4,pfizDlln'objélDu S8 vlak f'ídí
elest ie1clmzákoneJJl.Zmifia objemu je- teclyel••t1ok' a zmlna tvaru
(d.1stol'ze) vazká. To vy jaoi'ujírovn1ce

Vlastnosti v1s~oe18st"c1.ctcbJ11~t8t1á;Ld.18oůPOP8áD1obecnou kombl-
: naoí veZkosti a prulnosti. IConstituční rovnicé tlchto mater1áld obss

huj:l nejen .eliělny ,A ,J.>~., e, ~~. (j~o napl-. (210», ale 1je
jich časov4 derivace (jako napf. (2ll~). Obecn;f tvar konstituěních
rovnic ticht o materiáld je
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r· lt"t)'b'
l;~' .···~·t' 'a

'r .....1'Aj·
,f...-"~'., .•~'l.' •... ,;.,L.·'i .~.It,: . "Cf 1J, .

ttl,chtó!'oVni.:ťc:bJeouf,.. .i itidezyzDaa1C1 tenso!'y,kdelto
"'éO,~.2,.. .b8a:"dd~asov4ďd.rivace. z rovnio (213) pllnou
(210). 8' .(2.1~). 3ako· ••1" 't·il:!pf~pady.

oa."teNooke6vzaon pro rovinnou DepJatost, pfl' nťl .

~.t. '0"
~. t1·.3 .~. . ".~. •

. -'Z,b4181_, ~:-O 'IJde p~j..U.t?h.l'

:3· :.Ij·:;· ,~

:!.'.:' ~.. .·2....,:.;:~(2:.~ ..... ,.. ~.
'<I .. l--/k .l::l\:io

6:,,*~:+t~: .. :\'"-'1' t:;
'"Žr6~rdcé: ('02,> ·..et·08t_.Jrí'.~'·dn~cl'UI.,.

€il/. .. ~: t.( :." lL" •..... :' ....•. -:.1' ·c(Ji.·
' ... "',~ ,>:. ·J;".L: .1+F) G' F» ••··;.. ..,tt'.~'( 'Q(',,] •

. . . \

"f,d.e.tt'tofovdice,J)1'ctC)(,:=A .'.nesmťm8 zapomenout,. lé na'
1.••.ést:a-.nliIl4 .1):ft~: ,(nebofe}+O l,tak:le .

"~~J~.::.•'.>(~:.:......•..'.•• "...•~.. '.··.·.t .•..(1+.. :.JJ;·.:.. ).··.•••...·.~oi.- ..A.·.···.·:. ~Ť. D.·.O'.·~.··.··.~,·l·..···:·······=:~-tf.ťOT
.,~:'" ...• : o": :" t:.; . .....:,.... .' dr .. ( ,.' " r ce... . E' ." ".

Odtú4dóéádťJlie Z~'&~c1olcla .uprěV:Cin•• ·y,Jde·

. .>G"~'~<:1;~· rE~+-(~ .:. '·f.fD .~•..J'. ..

lto'lrl.icé.(c)a (e)Y1J8d~ujť Hookedvzákonpro dVOJ080U napJatost.
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PI'!klad ·2 7

Zobecnltevlastnost i Maxwellova reolog1ck'ho modelu
(obre 31) napfípad prostorov4 napjatosti.

Obr. 31
ft.len!

.Prodloulen1 modelupdeobenímkonstantní síly s.'
skládá z elssticte'hoprodloulenípruliny 8 z vazkf!ho
posunut 1, píst tl v katarakt u. Tomu odpovldaj í analogick tl
vztahy

€ ..:&. <ě '\ -+ .~ 't I

€~ ~ft1 <? ,

rr'edy

(b)

Zobeoniním tohoto vztahu pro .prosto.rovou napjatost dostaneme soustavu
d ifere nc iálníchrovn10

.' . • ~.. . '. J..•

. (Q >:. fv~~· + ~1".~ l

~ .t ~..). ~

rzi :tvoA i t rvi Pa' ,

Je to zvláAtní případ Boustavy,(21) .', Jeou~11

konstant'ní neboz'vi8ejí~li nanejvyA na ěase,

rane iálníchl"ovnic ,line~rn1.

(c)

) } 1) fl
1Vo 'Ť"f ,f'.o a 1"1

je soustava tichto -diíe..

Souhrn. Vazk4 materiály mají tu vlastnost, 18 napjatost v nich
závisí na rychlost 1 poměrn4 deformace. V1skoel~8t1ck'materiály
v sobl spojují vlastnost 1 elaet lckých 8 vazktch 'tlles, takl. do

Jejich konstltuěních rovnic vstupují nejen tenz,ory napjatosti 8

pfe~vof'en:C, ale 1 jejich ~8sové derivace. Mohou to být i der1va:
cevyěších řádd.

12. PLASTICITA'

Zaěneme opi~ s nej jednoduAAímpf'ípadem. Pl'i tahov4 zkou§ce vzorko.

z m~kk4 oc'a11 vzn'1káv pracovním diagramu na mezi kluzu prodleva.
K usnadnění výpočtd (např. mezních stavO prutových so'ustav a et'aveb
n:lchkonstrukcí) se ~ento pracovní diagram idealizuje '8 nahrazuje
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, dvAma pf'lmkami. Pro materiál bez zpevnlnť mají tyto pi'ÚI1cy rovnice 1/

Cd't..
~ :: t. E. pro ~ < -'- ,,E.

pro
(214)

,O-
P"edpoklád'me-li ~tejn4 de-:..,E;:

'torma~n:t:vlastno8t1 1 p~i !koul-
l ce tlSkem (col md~e platit jen

pro malá pf'etvof'ení. nebot j insk
88 oba dr'uhy zkouleknemphou

! srovnávat), dostaneme pracovní
diagram podle obr. 32. Materiál,
který vyhovuje tomuto předpekla"

du', je ideálně plast1ckt {přes

nij1 elast1cko-plastický)w.

Nyní se pokusíme zobecnit
tyt o poznatky pro obecně prost 0- ·Obr. 32
rovou napjatost. Plast10ké (tj. J

nevr8tn~)' deform,ace vzniknou tehdy, dosáhnou-li elolléy napjatosti
urěit~ hndnoty splňující podnrínku plasticity. Bylo navrženo a vyzlc~u

Aeno mnoho p:fedpokládsných tV8rO t t§t o podmínky. Zdá se, le ve skutflě~

nos1:ije' tolik podmín~k.plasticitYtkolik jerdzných materiálO.
N~kter4 z nich jsou vAak nat olik univerzální, ie se hod! pro větA1nu

konstrukčních materiá;J.O, která maj í plast iaké vlastnost i. Budeme po!a-
dovat, aby se tvar podmínky plástic1ty hodil i pro matematická opera- .

ce., Z těcht o hledisek je nejvhodnější, jak jeit~ vys.v'tl!me, Mis8sova
podmínka.

Obecně lze pf'edpokládat, že mate.riál mění pf-i plast lok' deformaci
8v4vl~8tn.o8t1t tedy i podmínku plasticity, která pak má tvar 'ff.K/

(215)

Zde t(~~ je plastická část tenzoru deformace, k je parametr vy..
jadfující zpev~ní (závis! na deformační hi~tori1). Derivací (215)
podle času dostaneme

!

i -/ U materiálu se zpevněn!m roste napět i i po dosaženi meze kluzu•

• '6./ Podmínka (215) musí platit nezávisle na soustavě souřadnic,musí
tedy mít invariantní tvar.
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(216)i· 'b f ,. {UJ ." " 'Of •
.::. .(QiJ + . .(;J t lj o

'cl G""~ 'j) € ti € ll")' Ifť"" ;a:
l7")

Je ..l! f .. O I f< O, nastává odlehčení_, ~?dle zkuě,enost:( vznikají p~i
odlehčení jen elastiok~ zrněny, tak!e €ol"..)".:.o t k'.:s O • Proto pf1
odlepčování (z plastického stavu) platí vztahy

(217)

(218)

Jinak jde buao neutrálnídeformae1 (maně vhodně nazývanou t4! neutrál
ní zat~lován1), p~i n!J

I()t <á- La .. o)
ra G'-ta

nebo o z$těžování, pf-i ~mž"

~f ...
--'-.. q \~ >' ·0'O G ~J )

t~o. (219),

Je-li f<'0 , nenastává ládná změn~ pla8tick~ deformace. stav f > 'V
nemO!e n-aetat. Protole, furik:ce t . charakterizuje prO-běh zatě!ování,

jak jsme právě ukázali, říká se jí t~žzatě~ovací f·unkce. Podminka

plasticity pak znamená, že zat~!ovací funkce se rovná nule •

dE,

Obr. 33

b

b
-cr ........-t----..---.o-4F

.. ~ipojime..li k dan~ napjatosti
G' tJ nějakou dalAí napjatost ,C-tG'-if

a opět ji odejmeme, md~e se pf'itom
spot~eb~vat . nějaká práce, ale ~ádná

práce nemdle vzniknout'. Celková me
chanická práce spotřebovaná za ten
to cyklus je bud nulová, nebo pozi
tivní. tkáléme to nejprve na zku
ěebni tyči namáhané tahem (obr. 33).
~i zatě!ování (12) se koná práce'
vtA

1
~ fO de: a při odlehčení (2) ,

se uvo'lnť práce' dAt =-- ([) (a€ -c{€ (~)) ,

Práced. A'1 je dána plochou obdél-
níku pod úes člcou 14 (až na malou

veliČinu vyěšího ~ádu) t podobně práci o{ A'L znázorňuje plocha pod
úsečkou 34. Na konci zatěžovacího cyklu 123 musí být
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Rozdíl prací ,,'(1 J', dánobd41níkem po~ dstčkou D. Bod 3 bysply
nul s bodem 1 jQn pf1 ~la8t1ekýeh deformacích. Pak by v rovnici
(220) plat 110 zn8m~nk() rovnosti. Z obr. 33 vAak mO~eme usoudit, 18 ,
P-Odmínks (220) je ekvivalentní podmínce ti. ~ 'Z.~~ O , t~dy

(222)

(224)

Polovina Jé zoe ,nepodštatná fl lze ji krátit. Pro tf'írozmirnf pi'ípad
t o znamená, le

ctG'i{ (:{~2r > O •

Je-li .materiál 1deálnA plastický,. nezávisífunkoe f na plast1ck'm
pfetvofen:l, ale Jen na napjatosti, takle f =Ť (~ii). Piastick4 defor-
maoevzrt1ká, Jtrlkdyl, f =o. Derivací

!

i
(223);

(

l'()rovnánťrn podmťnek (222) a (223) dojdeme k závěru, ie pf-:ťr'Ostek plas- I

t lck~ deformaoe je \hnil'ný paro1álnt der ivsci v rovnlc1ta2) ,tj.•

~.€il]")/v .~fú' • Tento pfťrdstek Je 1WrnýdetorD1é~n:ť rychlosti é(~,~. ,
o uqu ~

takte

i (",) ,,'dr
t.~J :. t 'O f(; tl I

kde' L jé libovolnf skal'Ú'ní' činitel. ,Je-li tot 11 podmínka plast 10i..·
ty .+ = 0,38 Jť taktl rovnice .-k, t =0 (.~ :: konst.>. Konstanta dUtěr

nosti c.. m'O.e btt prot() J**o11.•,

Rychlost plastick4deformace získáme parciální derivací zat~!ov8"

01 funkce t (G.1' ,(i) • Tato fůrikce má zi\~jm6 význmnplast 1ckého potenciálu,
kťer;f do vypb~td zavedl roku 1928 von Mises. Rovnice (224):"yjadfUje
zákonp:t8sticlcflh.opi'etváf\en:!( zákon tečení).

Vzniká J\Ynt otázka, Jak vo11tpodmínku plasticity, tj. Jaký
! konkr4tnt tvar má m1t'zatěioV80i funkce. Zaěněme 8 rozdělením tenzord

napjatosti adeformacens deviátol' 8 na přísluěný zbytek podle (206~ .
a (207). 'ryto rovnice dajť. obecných souf'adnlcích

rci-i ~/.)~1-~' + .1-> ti,

c..tj .. e~{i 1- e~. .

"8J



Energie 8lest icktinepJ:atost1 pak vyJd.e

'i 'ď .. " . ',e' •. '

A= ?-t~~1.a + ~.tJJ(e~i3ď +e~i) '"

;. (~tótt,Á e~;+it e 4,16 t)e,ťi) ·

'Podle( 2:0,8)&, (209)' odpadnedrUhi,a tf-et telen v závorce
straně (226) ,takle

i
(226)!

(227)

, "rvnl(Slefi v;y~$dfU~!tt!~a~~~p~ ~n'rs~1, .druhý!ienttlít~~.n1.n'1'&li."
Pódle: Mls'el"ovýhypot4zy vzniká plasttck1 stav tehdy,' dosá11ne-l1d1s-
torznl,ě.nergie nepjst ostl.

~. . .... .~. '.~ ~ '.

TA\ďe'cj ::. ,4G' p\) Ahi -= !.tG P~ J>:

úrě1tdhodnoty záv1s14na vlastnostechmateriálu.Podm.f·nku plsstie1ty
~ .. ' '. 'ť-- , .~

pS1Cind!eme psát "'''ednoduch~m tvaru Pá ,4~. '" a. ~ , ~1l1 - s poulit ím.
('206)' ..

Vkontl'ay'ariantních 81o~ách

. (229)

'to j8.tvarPA'i,e_~!l ;pod~ílicy plasticlty, která je pro tenzorov4 výpoě-

ty neJvho'dhějAí.,1[/ . ' .

Zákonplastioktthopf'etvái'e,ní (224) nedává ani velikost plast1ck4
deformacI, ani její ryohlost • Pokud se tenzor napětí nezmění. mohou
plsstiók4 aef'ormac:el'dst,alenemue:C.V5e, ooz rovnice (224) získáme,
jeJenV'zájemn,pom~rpfírdstkd€.~)cit plsst1ckádeformace v záv1a~
lost! na tenzoru napjatosti.

Próto!ejS1ll8 pi'iť'ormulaci Misesovy hypotézy vynechali dilatační

energii .1.81[0 nepodstatnou, jeví se takédilatačníěást (objemová změna)

plast tck4 deformace jako zanedb~télná.• ~chlost deformace ti.' se pak
rovná rychlosti deviátoru táto deformace ~'i . 1"0 skutečněo!povídá ,:

i experimentálním výsledkdm.

w./ Funkcef je lnvar lantni, nebot obsahuje jen slepé indexy.
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Nyní známe zatě ~OV8C í funkci a mo.~eme J i der ivnvat

Po 'úpravě

~t
........,~_,_ "'!I:

.(;

<oa l1>~ j')V ca tmť, - ~ IM~ l} iť-) +-

-lL
+ (;1. l3~~t ~~ - ~",t ~M\I~)'

(230)

:::. GG'IY\l1\,- ~J-,~f\IIo\"'" -:>.G.h~%·

Rovnice (224) pak dá

(231)

(232)

kdy! Á., :: GC • Poslední rovnice vyjadřuje PrandtlOv-ReussOv zákon

plsstlckáho přetvářen!.

Existuje zajíMavý zpdsob, jak znázornit podmínku Plast1cityf(G-li):

a z~on p18stick~ho pf'etváf'en:í (224). Zavedeme nové, jedno1ndexové
označení slo!ek tenzoru napjat ost 1

co1 =- '<o '" ,

G'l.( ~ <o't'l. I

G'3 ~ <3"' 1~ ~ <o"J1
I

<lb =G'3~.
(233)

(234) I

i
I

Ta~ jsm.e dostali Aest slo!ek, která vyneseme na pomyslná osy souřadnic /

v Aestirozměrném prostoru. V ~omto.prostoru je každý stav na.pjatosti
dán jedním bodem. Zvolíme-li "vzájemně kolmá" osy eout-adnlc a jednot
kóvými vektory ~: ,N =1, 2, ••• , 6, tj. budou-li vektory tN
splňovat podm:ťnku r;,'Z"M:: bNt-i (Kronecker\\v symbol), dostaneme kartéz
skou soustavu, souf'adn1c v iestlrozměrn~m prostoru, která je úplnou
obdobou kart4zskE! soustavy v tříl'ozměrnám prostoru Jl , ~ , "L •

Rádiusvektol" bodu znázorňujícího na.pjatost je pak

~-. '\ ......
~ :::. L f5I\J'{;N .

~;:t1

V t omt o prost oru zname ná podmínka plast 1c1ty

(235) .

pět irozměrnou plochu ("nadplochu tf). Bodyf '- O 1e ~ í uvnitř tát o plo

chy .a tvoftí tak spolu s plochou f = O "těleso" (oblast) možných
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st sv~ napjat ost 1. Plast. ická def ormace nastává, dost sne-li se bod r;;N
na povrch tohoto tělesa. NamOže být vně tohoto tělesa.

Ff1 derivaci zatěžovací funkce nesmíme zapomenout, že v rovnici
tMl ,....., 11.. '2.1

(224) se počítá s devíti alolkami tenzoru napjatosti, nebot ~ a G
vystupují samostatně. Proto nyní musíme brát

(236)

fOt tQf
Analogické' vztahy plat i i pro Cd G~ a "'ijCQs· • To nás vede k tomu,
abychom zavedli složky rychlosti deformace

\I

€1 ~'~11 I

.. .. .
€7., ~ €1~ + e1.1 )

.., • "
€3 ;: t: 11J + € 31 t

tf ..
t 6

:::. €J:J '

(237)

Rovnice (2'24) bude mít potom tvar

Na levá straně jsou složky vektoru

-~ ~
. o ~: lN ~
€..": ,L ON 'v",

N:=1

a na pravé straně

(238)

(239)

(240)
~

q~~lf :> L :~ t N •
N::.1 'U ON

Te nt o vektor je kolmý k povrchu, t = O. Zákon plast ického p:l\etváf'ení
(224) t resp. (238) lze tedy napsat 'jako vektorovou rovnici

(241)

~

'rat o rovnice f-:íká, ie ěestirozměrný vektor €o rychlost i plast ickáho
pf'etvof'ení je kolmý k mezní ploěe f =o. šest slo!ek tAl jsou pti-

tom obvyklá sloiky poměrnáho pf-st vof-e ní €>)(.. , t ~ , €:z. , ,!x";r' '1~~ I

Yt-Á • Plas.t ieká práce pf-i mal~ změně plast ioká deformace je dána ska
lárním součinem

(242) ,
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Kolter zobecnil toku 1953 uvedenoU ti.orli pro pf'1pad, lG mezn:!
plocha (235)' není ~édln'f alt Itjl takov~ch ploch nAtolik (11 t~N)· O f
!t.(G'",) =0 atd.]. Př6sečnbe tlchtoploch jsou hl'anaJl11I1esti:ttozmirná.

ho tlleea pf:Cpustnj'ch napjatost:!. Plaatlekl stav vzniká, rovnal-li 88

alespoň jedna z hodnot ti , !.1- , ... , fl)~ nule. Oblast Pf:CPÚBtn.tch I

deformací Je dána soustavou nerovností

(243)

Tímt o zpť1s obem ·lze znázornit zndmou TI'ese OVU podmínku. plast1c1ty .,
Mezní plocha má v tom pf'ípadě tvar §est:l.bok~ho hranolu•. Podrobnostmi
se zde nebudeme zabývat.

Pro obecný pftípsdmaterlálu se zpevniním platí tyto Dl'uckerov~

v~tl: ./

10 Mezn1 plocha se mdie při zat~~.pvání m~n1t, ale musí být v~dy kon
vexní.

2. Vektor pfírdstku plastická deformace. olt je kolmý k mezní plo~e
T regulárním bodě a je mezi soused,ními normálami mez,ní plochy,
jde-li o bod na její hraně.

J. Rychlost plast iék~ deformace je lineární funkcí aasových derivácí
složek tenzoru napjatost 1.

Pr" vektory pf-írdstkd de; , d.? platí podle rovnice (222)
nerovnost

Vzniká-lipf'etvof'ení v regulárním bodě mezní
plochy, musí oba vektory, z nich! c{ť je
vektor kolmý k mezní ploAe (ob~. 34), svírat
ostrý (nebo nejvýi. pravý) úhel, .má-11 (244):
skutečně platit. Po!adavek kolmosti vektoru
CÁ;;} k mezní plo~e t ::: O vede k rovnici
(238), kde věak C j 1~ nen1 konstanta, ale
funkce A závislá na napjatost i,načaso
vých derivacích napjatosti, na přetvo~eni a
na jeho historii <čas,ovém pr'O.běhu). Bude
proto

(244)

Obl'. 34

~ (~1
N (~45)
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Mus,íbit ,be~h8_z.at8l;()v_nt·.t'1'8pl.hí'nijln'b;Ď!'Iétllov'á,rif't_1,e8

v pl'sst 1ckdmst a·vumus:( 7,48t op_;tltpl,lJlt_l,ek'·ítll.í'St~V\1( ó"ai.'. j ind_u).
p,.&ap~14lltlt."JI1e.l. ··pa:r.ett zpevněn;!·I{· ztlov18 f. ...~enna ·kCtnt~n4m

8tavu plast tok;fch d.tOt'tD&e:!1tě1tl'k ... Rtf-ftl ) • DeJ:'lvac1 (2-4') podle
~.8SU vyJde

~"~:N~N·+~~~r) tl~) +~t ~i~t-ritS).o. (247)

TůtorovnicimtiemeUpravit do tvaru

~f ..••.....,.. ""' J'YI<_F'1l.· ...~ .•·li .... ).····,tt'l
1~N qN '" 'be(~) . .t'j)~ 'fJf.~M .tH ,

Dosadťme-li semzrevnic,. (245),vrtt! z8~;nÍDle ,indexNzaM··t

dostane·mě

(246)

1\ : (250)

'lato hodnotudo8édfmeclo (245) a upravíme. Vyjde

(251)

kde

(252)I .
11\

,G ~--
(~f ..... +1L ?~ .. ) tDf
\ 'btl.(f.) ~ lL ~€c....) 'bG'1.

L...

M , Nt L = 1 t 2, ••• , 6. novn1ce '(251) vyJadi'.uje matematickou fo~mou
zneni tf-et ť 'Druckerovy v§ty.
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Pfíklad 2~

Co dává Misesova podmínka plasticity (229) prokombinovanýtah i

l
8 krut hi'ťdele kruhovdho prdfezu? 1

'IEJení
~ I 'to ~

Ve vélcovich 8ouf'adnlc:!ch ~ ~ r ,Jl, -:. lf . t Jt. ::. Z

love§. slolky kontravarlsntn:!ho tenz~.ru napjatost i pouze'
. ~

(023; .:!. ,G'31- = -r 1: ,

máme nenu-

1

Tahov' napit 1 <;; a krutov4 nap_t.ť . "ť. jsoU tyzikaln:! slolky napja-
tosti, dostaneme je výpočtem podle známýoh vzorcd (fQaFIS , 7;=t MtG/Wt:).
Kontravariantní složky pak vypoateme podle vzorce odvozenáho v pi\:!kls....
du 23. Slolky metricke§ho, tenzoru ,ve zmeme z p:f:ťkladu 8, dopln!me poUze
hodnoty . ~

V rovnici (229) zbudou- pouze ělet'\Y:

~ '3j ~ a~ ( 3 ' .) ; () t~ '32.. .3 n -l'2. ::.
\? lá 91 '8:u .- q. 1.:3 ~:lj +í "" (O .(? • . ~ 1>~ ~ fo1. - <k

I . 1.-
.... 2.. (0'7. + 6 't'1r - 2. l =: O•

Odtud

Pdsob;f:... li jen tah, je ~ '" Ft '" G"'~ (mez kluzu). pdsobí...li Jen krut t

vyjde

Příklad 29.

Prager navrhl poě:Ctat s "k1nemat 1ckým" zpe1fn~ním materiálu, p~i

n~m! má mezní plocha tvar

kde'

, ... 89 ...
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Vrát!me .. li se k jednod1menz'1onální symbolice, budeme si moci mezní
plochupftedstav1t v l§estirozměrném' prostoru. 'Rovnice (a) pak znamená.

18 celá plocha f=:O se rovnoběžně posouvá, aniž se deformuje.
Vektor táto translace (posuvu) je

;;; ~'L LX .• J ~ (cL N ~ .. tJ. '

Platí-li,!a plastická deformaoe nezávisí na hydrostatickém na
pět í, mue í m:!t ma zn! plocha tvar vál'~e k'olmého k 'nadrov1ně

<b1 + ~'t+ (Q 6 -= O.,

~dyby·šlo o obyčejnou rovinu, mohli
b,ychom v n.:! snadno graficky znázornit,

~ez s mezní plochou (obr. 35), který
by pak. bylpr.avoúhl~ prWnětem celé
mezní plochy do 'roviny (c) .. Rovnioe

• " "0 " ~

(b) vyjadřuje" ~~ vektor posuvu doL
má Bm~F p~~rd8tku plastická.deformace

'-4' ,

y(e (00'1'. )5). T1mtQ zpdsobem lz;e

poat~hnout známý'~ausch1ngerdvsfekto
'. • ... .... ... ... .,9ZP'

Souhrn. Charakter zat~žov~~i·,l~e 'lJosoudit pod·le .. zatěžov~c:(' funk
ce, jež zd.v1s í na napjatosti, na pl·ást ick.4 deformaci a po.pt. na
historii,této deformace. Pl~sticky'stav.tě·less',vzn·iká, 'rovná~li

se zatěž~vaci ~unkce nU.le .. ( podmínka plastic'1ty) o Podle Misese je
tat o podmínka splněna', dc;sáhne-li diatorzní energie' napjat ost l

určité hodnoty, .záv~sl~ na mate·riáiu~ Hydrostatická část napja
tosti se p~:1;t~m t1$uplatrtu.Je. Podm~nká pla~tieitytiJ.ěuja mezn:í
plochu (nadploahu) omezujíc! oblast mo~ných st"Bvň napjatosti.
!atoplooha je konvexn:!, u materiáld bez zpevnění stálá, obecně.

se vAak mť!t~e 8 plastickou deformací měnit 9» ~.ťr'Ostek vekto'ru de
formace je k.mezní plašs'v regulárnich'bodeeh kolmY,. na hranách
ap'sdá mezi ngrmály v soueednich bodech (není-li mezní plocha všu
de hla,pltá) o Jim Je určen vzájemný pOlllěr přirdstkd jednotlivých,
slo_ek tenzoru pl~stické deformace, tj. zákon plastického pf'etvá
f'ení (zákon tečení).

1]. DERIVACE VElCTORUV Ki1IVOČARtC~ SO~ADNICíc:.a

Vektory, jejich! složky jsou funkcemi ---·$oi.)f'adnic, tvof'i vektor.ov~

pole .. Pf'íklad~m vekt arového pole je pole rychlost í proudící kapaliny ~

Zm.ěnu vektoru v závislosti . naněkter6 8óu~adnioi posuzujeme' podle
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11011(y
!e se
Jsou
t~chto

vektoru podle t~to eouf'a.dnice. A~doltla jsme se
na ivov4.ní vektordv kartázske soustavě souf'ednio,v ntl

oubtlzové ••ktory1tonet[intní (alo~ky' metl'lckdho tenzoru $",ro",fiaJ,í
ey)1j'bolu). Vkft1vočarfch,souf\adn1cích jede:ri'f"vání;kcjlll-"

AVI:lnA t ťrn, ifl'tiázove. -vektory seobecn~.ěn:!. P,oku,síme sedos'áh"tlout
sJednocení ,formy zépifJU lY tomto p"~ipad', uvidťme

v_ak, to nebude snldn48

fl 36 Jeouzakresleny v polárnťchsouf'aan1e!ah.rs.d1álnf....,. '" ' - "

1rJ\ konstantního vektoru '\f' v rOzných bodeoh. Jezlte;Jmé,
o elo~ky nav.zájemliší,ačkoli jde o týž vektor, . -Na obr ., 37

o alo~ky naop st·ejné, a(9coli jde o rilzné vektory" Srovnán!
obrázko. nám dá pfed$tavu o pot í~ícb, kte1!ým mu.e~me ěelit.

~

~ V

Xi .

Obr tl 37

-=.t
~ mo.~eIllIif vyjádř1t ve složkách podle vztahu

~ <--/J'iilIo

'V"' '= 1ť1, ~{ .

i budeme derivovat podle proměnné x.d Vyjde

(248)

!

(249) ';

(250)

v slo5kách bud~obdobrt~

(251)

J' .o vzorce obsa~ují deItivace bázových vektord podle soufadn1c.x. \t

derivace jsou opět vektory, tak~8 je md~eme rozložit do složek
ve bázovýoh vektord

\$ 91 ... I



ft . . '" r .... t '" Iv ... (25~'
(f ~\~ ig l ~. :: \ ť.i ~ k, · .- :

t'foťsluln4S slolky r.\ak. t resp., r.(T ' vypočteme, znásobíme..li posled..
ni rovnici skalárně bázov~ vektorem ft., t resp. Ciť, • Vyjde

(253)

.•, · ~t _ f'lt ~ --'Pi r ú.. r-.ť r t

~ 11,d•~, - "') ~~: 9"" -i,j Ul.: .i.ď·

Platí tedy defiri1ce těchto tzv. 9hristof'felových symbold

(255)1

..-,
Znásobíme-li vtrezy na pravé straně (252) vektol"'em 1~ " dostaneme

aili

(25 7) ~

Obdobně

(2;8)

~ T.o znamená, že poslední index (Jh;) u Christoffelova symb,olu md~eme

sni~ovat nebo zvy~ovat pomocímetrickáho tenzoru. O prvních dvou
indexech to vAak neplatí, takže Christoffeldv symbol není ten~orem.

'. tftet ího !'ádu.

Derivací rovnice (69) dos'taneme

..... .~ .....ljsI ..-"

~ <-li ~ r I <-ti ~ II ji = ~ jl (, ·

To znamená podle (252), ~e

(259)

(260)
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Tytn r('lvnice znásobíme vektorem rec1prokd báze ~It. ,popf. ~,A. a
dO,staneme

(261)

Chrlet ort.lnvy symboly Jsou v prvních indexech souinarn4. Derivací......
rovn1ce ~.\i" ~\'~i dostaneme

(262),

9 vzhled~m k (25)

<t~~'Ite, ~ r~i +r jlc.i

Tuto rovnici nap:!Aeme tf'ikrát v rOzných permutacích

~ij. ft. ,. r-tli + r ~~~

.. rt~·

~.ft,~1 i ,. ~.f<,j-\ +r.ta" ·
Pfipomeneme-l1 si soUm!rnost Christotfelových sym.b~ldv prvních dvou
indexech, ehledámé', 18 členy psané, pod sebou na pravých stranách sou
stavy rovnic (264) jsou stejn4. Jde tedy o lineární soustavu rovnic
pro tf-i. neznámé, kterou mdleme feA1t. Od 80U~tU dl'uhcf a tfetí rovnice
odečteme první a dost sneme

'- r.(i~ '" ~ate, I" +~ ""i ~ ~ ijl '" ·

Tento vzorec se hodí k výpočtu Christof'f'elových symbolO, známe-li
slolky .metr 1ckého tenzorú.

Pf' ík:lad 30

(265)

Vypočtěte hodnoty Christof'f'elov$ch symbold v kartázských souf'ad

nicích.

Odpovl"

. JS('lU věechny nulov~, nebot ~.\i = Ó";i =konat.
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·rf.~·~JJ~· .•··,3'·\··

> ',rSo@tlt~hot\ll()t,'Chr~8 torte1ovio~ -:vml)oldp~ó ,110 C>'.... óUf.drilee
~}~f f~li.=itf t.i$~1i i'~. · \.' ') ,I

.. ," ' : .

Q4h~"~
, .", ..

ď.."'ihU:L~t4 ···38~~POu..hóanotl

lf~;~e4· ....,3·2 .
. '.1 . "( ..•..

;,·;r'P~.ijtlte a.rlvadl vektoru tl na obr. 37. ltter;f Dl' 8101k;V ,
.'\r'l=..tJ,:. T~. O •

.....,:: .. ,'...:: .•:., ....: .... ,.. :.. - ... -,.,',.-,:;.

I.ijiíí
''(\'''',. ...... "<:'•..~

'. '," "., ", ,.'"', o,o·.e -'.' -,. "

"1.Ii.t:f.t;l\ll.!l~.~u .··Ii.~. PJ'llv4etráDi ..Vlec'bl\}' ělen.v· 11\110'9'4. Tfetí
·e·1tll"y·pÓěttme p'omocí (252)$pfťkladu jl'

'\ť1tj'4.i :'c, ( r-\a'.. r4+ CtH. ~~) ·
!fe~lov'~lendó.táhéme .1 enpro 5 ~'. 2, a~o Cq'L1.~\' er~ \ takie

-.
V'lpoět.ité d.1'1v801 vektoru V; podle obr. 36, jeho! slolky jsou

1 .,'. '. .... ' .rt... .c,... ~

'\r. ::C-COOlf' .; 1\1'..~ -7; ~1Mlf •

I
d •..... -', - .

" PÓětupdj·etnt stejDi Jakovpf'edchozím pf1kladu, nyní ·vlale' vyjde
( oPÁtpr(). 'Y" :;~" , . \.f. = JL'!. )
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-II A-. ( t . ~ 1..)-9
'\J'1·1 -;: '\1-) ·,ca 4 + .".,,, t T 1r ~ t ." OJ

~.1- : l ~i -Tv t )~ t ('\r~ t ~ Vi) ~~ : O .

Nezapomeňme, 18 horní indexy nejsou exponenty.

P~íklad 34

Odvoat e vzorce

Návod

Derivujte nejprve rovnici ;;i.tji"# b~ ·

Souhrn. Vektor.y,. jejichl slolky jsou funkcemi 8oufadnic, tvoří

vektorov~ pole. Jde-ll o kartt4zek4.souftadn1ce, vypočteme derivaci
vektoru podle' nAkter4 'promlnn4 t tm,' le pa%'ciál!1ěder1vujemesloj
ky vektoru. V k~ivoěarých8oui'adnicich tomu t8k není, nebot vek
tory rozklád'me k vektorovtS bázl ,jel .jesama prom~nná. Musíme
proto - podle pravidla ~ derivaci soU~inu .. derivovat nejen slož-
ky vektoru, ale 1 Jeho bázi. Derivaci bázov4ho vektoru dostáváme.

OP!t vektor, jehol sloiky označujeme Chr1stoffelovými symboly.
MO!eme je vypoěítat Sj pou!itím derivací slolek 'metrickáho tenzoru.

14 • KOVARIANTNt DERIVACE A J:&1:f APLIKACE

V1d~11 jsme, že výpoaet derivace vektoru daného pole v křivoěa

rých souf-adnicích nedává jednoduchd vYsledky. Dosazen:ím (252) do (250)
dostaneme

-;. '* ",,':'. li. -\- 1- r'ltt -9 (266)
. t~ . I~ ~d ~ 1r ~i ~.ft, •

Zm§níme-li slep' indexy v dl'uh~m členu, budeme moci bázový vektor
vytknout. Budeme pak mít
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Vztah (267) S8 radikálně zjednoduAí zavedením kovariantní derivace

~·I =.t l r ~
'\J" J '\r I i t '" alt. ·

Vyjde totll

(268)

(269)

Z,vzorce (268) je zf'ejm4, lekovariantní derivace se rovnaJi parcIál
ním derivacím jen tehdy,jeou-li Christoffelovy symboly nulov4.
Podobn§ dostaneme z rovnice (251)

(270)

S tímto oznaěením je výpočet derivaci a vektorových d1ferenc1áld velmi
jednoducht. 'Máme-li např. vektorov4 poie iJ::l 1ř (J(,~) , dostaneme dite,.. I

renc1ální pf'írdstek

-.
(272):

z rovnice

(273 8)

Obdobně mdtememít

a,:;] '=. d'lf..; či': '" 1)'<:I
J
' cJ,~ičj~. (273 b)

Jestlile jsme výraz\)' "'ll podle (268) nebo '\ri.\i podle (270)

označili jako kovariantní derivaci, mall bychom volbu názvu oddvo~nit.

Lze ,dokázat, ~e tyto derivace tvoři ten,zory druháho ~ádu. V jiné sou
et8v~ souf'adn1c bude

(274)

Podle pravidla o derivaci slo!en~ funkce m~leme vlak taká psát, ~e
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Srovnáním obou po~ledn1ch rovnic

. (276)

Tuto rovnici ekellirni znásob!me rovnic!

(277)

8 dostaneme

(278)

čili

(279)

To je vAak práv~ transformační rovnice pro tenzor druh~ho ~áduo Je-li
tomu tak, mdleme 8 kovar:1antní derivaci zacházet jako s tenzorem.
Plati tedy, !e

V-"I a' ~Ul.", ~ fLli I

Derivujeme-li skalár <E (Jiá) ,

'di
~J{j ~ ~,j ,

dostaneme

(280)

.(281)

T10 jso~ slo!ky vektoru. Proto!e skalár nesouvisí s bázovými vektory,
ale jen se soufadnlcem1, je derivace (281) zároveň 1 kovariantni deri-

; v8eí, tak!e .

(282)

Snadno doká!eme, 18 parciální derivace (281) tvoři tenzor prvního ~ádu

(9 18 to tedy je kovariantní derivace). Zřejmě

(283)
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trensformačnť vztah (97), čím~ je tvrzení qOkázáno. Slo~ky (281)

'Vektor
(284)

tedy grad1entskalárn!ho pole ~ (xi) • Diferenoiál tohoto pole je

SVírá-li q.'ro..xA'É s vektorem cl? dbel \.(J
(obr. 38), je

(286)

Obr. 38

'Zvolíme-li 1dl \ = clY' =konat, bude
změna ot ~ nejv~těí pro lf :: O. To zna
mená, ~e qrMt je vektor udávající
sm~r nejv~tAího spádu v dantim bodě ska- ~

lární~o p~le. Proto!e gradient mOžeme
vypočítat v kterámkoli bodu skalárního
pole. (má-li skalární funkce všude deri~

vaei) , , tvof'i qrG\4 ~ vektorová pole •

. Nyní se budeme zabývat' tenzory druhého řádu. Znásobíme-li tenzor
Ai.ď skalárni vektory JJ.ť , popř. '\r) ,.dostaneme skalár 1fIC/

(287)

".Derivací podle, j(, je .

;h . .. ' . (288)

, 'tf'k'=_A{;i,t ,(,(,i/O"J + A,-ij U~k. ""i+ A;'i LL'" '\rl:~ '.
Za d8r1v8ceLslo~ek vektord'sem dosadime z rovnice (268), takže budeme
mít

cPrt ~Ai,jtl.u;1.'\I3·+ Aii ~i.lt v-i t A.ijú;1. vi\{(. ~. (289)

- A' "" II~r~· j A -t ťtrta\3 '\AI . .fl,tJ V' .- li, Uv ~ -te ·

. . .. . . .. '

/ Slo!ky .tenzor~ tvo~í tenzor,. složky vektoru tvoři vektor. Proto se
tyto. názvy často zam~iitij'í-'a místo o složkách vektoru S8 hovoř:! přímo

o vektoru (9 naopak).
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chtěli bychom, aby pro kovariantní derivaci součinu platilo 8t9jn~

prsv1dln jako pro obyčejnou derivaci, abychom tedy mohli psát

(290)

To bude mo~n~, jest11~e

(291)

Zm~nou označení některých slepých indexO dosáhneme toho, že součin

<kivi budeme moci vpravo. vytknout. Vyjde

I -'" e t)....
Ati I<. ů;" '\r ~ ::: l AtiIl- A ť-~' G:k.. - AiG r~j -U,1I '\r J' I (292)

Tato rovnice musí platit pro libovolná J,J.,-i. ,tr 'ď' , tak!e mllžeme porov

nat součinitele na obou stranách. Dostaneme vzorec pro výpočet

kovariantní derivace tenzoru druh~ho f'ádu

Obdobně lze odvodit vzorce

A~ilb, ~ A~i,l t A~i rJ - A~tr~i I

A~ ~Il = A·~ft, - f-\~ á r.c:i + A·~'l rt. 1

(293)

(294)

(295)

(296)

Pokud čtená!' není teoretikem, bude molná unaven tímto formálním
"pohráváním 8 indexy" a bude se pt át t k čemu jsou podobná poznatky

u!1t ečná. Abychom jej uspokoj il1, vrát ím.e se k běžným pojmOm, s nimi!
technik pracuje.

-. . -P.

Představme si ploAný element d~=cJAt'~f-, umístěný V bodě o sou-
f'adnici JI., l . V něm se přenáěí elementární (vnitřní) síla

(297)

značí-li G''':i kontravariantní slo!ky tenzoru napjatosti. Ptáme se I

jaká síla se pi'enáě! v sousedním bodě JlJt + ot..JL l • Zřejmě se bude od

pf-edchozi síly lišit o diferenciální přír'O.stek ct-Ft. ol)(~ t kde
. f
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(298)

(299)

Zvolíme-li v obou bodech ( ~ l a ~t + cA,..t/l.,) stejn«! velkou a stejně

nr1entovanou (rovnobi~nou) plošku ct'(:\ , bude v<~) ~ = O, a tedy

1 dA-ilt, = O. Potom

dF,l. = <čijlA,' C{Ai ~i

Tento pf'!rdstek vymizt Jen tehdy, bude-li. ~ ~i ll. ':2 O. Tato veličina má
27 alo~ek (~ ,a ,iJ, =1,2,3). Vymizí-li všechny, je napjatost
homogenní. Podobněmd~eme tvrdit, že elastický materiál je homogenní,
jestlile

(300

Mdle b,ýt obecn~ anizotropní, avěak ve vlach bodech stejně a se stejnou
01' 1entao! osanizotl'op1e.

k zajímavým výsledkdm dosp~jeme, aplikujeme-likovariantnťderi

vacin8me~rlcky .~ perDlutační tenzor'. Protože v kartézských souřadni

e!chJsoutytotenzol'ykonstsntnt ~ ~~i = 5~i' G4l =e,";i~)' vymiz; ,
\ jej leh "obyěejn(§,t -parciálni - ·der~~ace. V obecných soufadnic'!ch

vymizí proto kovariantní derivace, takže

(301)

(302)

To znamená,ie tenzol'1 tj-ťa-- t popf'. b-i,il. jsou konstantní, ačkoli

Jejich slo!ky obecně konetantnínejsou.T'otáž platí 1 o kontravar1ant
n~.oh slo!káoh ~ ~i a.b ťjl-, tákie přikovaria~tní derivae11llie
metrj.,ckY 1 ~~mt1ta~nítef1zor 'POVtažovat za konstantu.

Protnie kovariantní' derivace 1r.\:~I~· je tenzorem druh4ho ř'édu,

mdleme j;i označit symbolem

(303)

a op~t de1'1\7ovat. Dostaneme

<"304 )

- 100 -



'AO!eme se ptát t zdelz8 zaměnit pofadí kovar1antn!ch derivací, tJ.
platí-li '\ťiljl~Vtl(J'?Rozepsán:ímtěchtovýrszdlzedokázat.,f:e to
obecně nemus! platit • Vytvoftíme-li rozdíl t~chto druhtoh (smilených)
kovariantních der 1vae!, dostaneme po deliím v$poětuvzorec

(305)

(306)

, OdpQvěCl tedy zn:!: .. J?Q~ad;(~()va:td.ántn;(Qhde~h'ac:í lz'. zaměnit, Je-li
R1emanno.v-Chr1etotfeldv,t811z0rnulovt. Tento tenzor v~jadřuJe v geo
métI'1i"zakl'ivení" pl'ostoru~ Je-ll nulovy, platí euklidovská geometrie,
j inalc nikoli.

Zaáloby se ,Ie tyt o 't1vahy nemohou mít pro1n!enýrslCESapl1k"ace
!ádnyvyznam, pX'oto __ n8iekonstrukcěuskute~ňuj8mev tf'írozm~rném

euklidovsk4lm prostoru. To by vAak byl myiný závěr. V teorii tenkých
sko~ep1n se eetkávámes dvourozm~rným z8kf-1veným prostorem, v němž

je Riemanndv-Christof'feldv tenzor rO'zný od nuly a .euk11dovsk'geome
trie neplatí. Je zabudovánd~,".tf'íl-ozm~rn4hoeuklldovsk4ho prost ottu,
p~ésto jé Jeho metrika jiná 8· jeho geomet'r1e jeobecn~ neěuklidovská.

Teorl~ skofepin potf-ebuje', znát --alespoňv lákladech - každy strojní
1. stavebn:C inlenýr. Vněktěr4m z příittchsem1náf'd se k dlohámz teo
rie skof-epin vrát tlle; pak se, ~á!e, jak významnou pomo.ckou J~ pro ni
tenzorov1 po~et.

Pfíklad35

Proválcov~ eoufadnice );,,1 ;:to r " ..t.1, '::. \..f , Jt3
.:l Z. oVě~te plat'nost

vztahu (301).

Ae,§ení

Vyu!1jeme výsledky zp~1kladu31. Podle (293) vypočteme např.

~4 1,.. ""= 1.r - O - y -;y: - O - r ...'r. :s. O •
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........
Vypočt~te druhouder1v8ci vektoru' '\1"', J&., •

Rovnici (271) rozepiAte pomocí (270); vyjde

-.:,. l . ·r··~ . ......
'\rl i "l. '\ť\ ,j - '\r1Yl'li. ~i )VJ ~ .' .

Nyn:ť de1"1vujte podleX,.t. s poUžit:Cm vzťahu q; ~i ::r- rak,~!' -t.

(\tlz-pi'íklad 34) upr8vtetaktabyet~mohli vytknout vektor ~(,

Pf1tom je nutnozměnltozna~enín~kterýoh slepých 1ndexo.. Výsledek
porovn4me e rozepsaným vzt ahem ('304)

\)'djft, :: t'V"t,j- -trMii qT)J~ -.('\Yt1r '\rtMr;) r,,~ -(~,t - 11'~ r:) r4~ .
S pouI1t1m(2'1O) odtud.vyjde (altern8t1vn~)

~o1.lhrn•. Der1vuJeme..likovariantn~ tenzor (libovolnáho f\ádu) ,

vznlk'tenzor o jeden fád vyAií. Derivaci lze tedy .opakovat a
získat kovariantní d.rivaoévy5aích.~ádO.Po~ad:íderivací je
z8m~nit81n4 jsn tehdy·, je-l1 R1emanndv-.Chr1stotf'elo.v tenzor .
nulovt. Obeon~ vzniká kovariantn:Cderiv8cískaláru vektor, kte-.' .,. .

rl..,. gradieDtemskalárního pole.'1"ento vektor vyznaěuje směr

největA!ho spádu skalárního pole. Je-li kovariantní derivace
tenzorU..·1ll1ová,je t~nzor kon~tantnít a~o11 S8' jeho sloiky
1Il0~OU m~n1t. (m.§níee. v k~1voča.rých8ouf8dn1·cích). V takov4m
pl'ípsdA pak mlU'V'íme o homogemlím t enzorovám po11_

í 1,..D:t:FERENCIÁLNt OPERÁ~:RY A I~'TEGRÁLltt .vĚ1rY

Uvedli jsme Ji! vzorec (284) progl'adient sk81ár~ího pole.
PouJljeme-li stejný postup,totl! kovariantní d8.r1vaci, pro vektorová
pole, vznikne tenzor druh4ho ~ádu "" ";\J • 'l"ento tenzor mdleme zúl1t;

-Jl
dostaneme takd1vergel1ci vektoru I\j'

(307)
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()08)

Tetl~ n vzorec platí vev§ec}l I soustavách souřadnic.~ V kartázskésou
st 8vě ~ ,~ .:t md~ome zaměnit kovariantní a parciální derivaci,
tek!a

,J .'. 4 A'. 'i) '\J'x ~ 11) 'd-v", ..
(/\-{,'\)' .1.)--:= '\r~, i ". 'IT"" + ra ''<1 . t ~ :r,'

Je to skalár, nebo'! indexy v rovnici (307)jeou slěp.s. Kdyby 'tY)f. , t\ť~,

!\t1, znamenaly sloiky rychlosti takut lny v bodě JL ,";J t:L f vyjadřo
val by výraz dJ.Iv-t\l cb:. c{~ d~ rozdíl vytěkl~hoa pf-itekl.sho mnolství
z objemu Gt~d."Jd.:t.

Jiným takovým operátorem Je ~otace vektoru; v kartézských sou
fednlcích pro ni p18tí~efin1ce

()09)

V obecných souf-adnicích proto bude

Rotace vektoru je opět vektor.

Velm1ěastC' sesetkáválll88 LaplaceovÝ!1! operátorem
Z vekt arová analfzy známe V'zt ah

~"ep:liéme jej do tenzorové symboliky. Označíme-li

I
':' bude podle (311)
I

2 ·v.

(310)

(311)

Apllkujeme..l1 operátor rotaoe na gradient skalární funkce, dostaneme

()13)
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Frotole druhá derivace skaláru je 8,oum~rná v indexech (pol-adí derivací

lze z8m~n1t)t vymizí součet ()13) vzhledem k vlastnostem permutačního

tenzoru, takle

()14 )

Podobně lze dokázat, 18 v eUk11dovBk~m prostoru

~ .
V prostoru prot 4kanám tekut inou rychlost! '\J (. ~ "') pozorujme prd-

tok pevn$m objemem V· uzavf'eným plochou S • Proto!e mnolství vy

~'kajíc:! tekutiny z objemu V musí být dáno mno~8tv:lm protékajícím
I povrchu S , je

~ dJJv.1J dV "2

\J
)~ciA ·
s

()16)

~o je Gaussova integrální věta o divergenci. V tenzorové symbolice
m4 tvar

~ '"'n\1~ e,~ "i,dr.t- d../i db~ .. ~ V''': dAi .
va.. s

Ide dr i • ó.pf , dt Ir" jsou slolky tř!. nekomplanárn!ch vektord
,tJ..i: , d.:r , tvoř!c.ťch elementární hranolek o objemu aV •

Je-li dáno vektorov~'pole na n~jaké obecn~'k~1vé ploše S
ohr8n1čen~ uzavřenou k~lvkou C , zní Gaussova v~ta obdobně

()17)

dr t

,.

~ vtlv- ,; c< A :::
s

()18) .

ěl11

(319)

Obr. 39
c.

Pro element normály dostaneme
~. «. ~~

podle obr. 39 oWi::a f:.oL{JdA ~ •

Z vektorová analýzy známe
jeAt~ Stokesovu 'větu, podle níž
je cirkulace' vektoru ~ po
uzavf'ená křivoe C dána
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integrálem rotace t~hol vektoru v poli (na plo~e) S uzav~eném k~lv
kou C

()2Q)

(322)

(321)

V tenzorová symbolice

1: ~ ~ j {,,, f \ Ih\, %
,~1t~d.A =.Te E,~MlJtr-iiet.r cti.
e . S .

V kapitole 14 Jsme Uk'za11, Je gradient skalárního pole dává
vekt orové pole. ~íkáme. le skalár ~ 'tvo~í gradientové pole cP/i'
S:cS'J.ární funkce cp jepotenciál tohoto pole •. Vnucuje se otázka,
má-li tak~ obrácená dloha ~eAen!, zda lze k danámu vektorov~mu poli
v~dy přl~adlt skalární pole (Jehož gradient by dal daná vektorová '.
pole). P~edpokládejme. !e je ~áno. vektorové pole ;:; (x:9 '" ~~~.~ vytv()~
me integrál po cest~ Q? (obr. 40)

? ~ ~

~;;.d.; "'~ "'..; dK
i

.. ~ f)~ di '" ~ CP) - ~ (o)
o o o

Bod O jsme volili pevný, bod 'P prom~nný

Má-li být hodnota ~ l p) jednoznačn~ určÉťna

rovnicí ()22), nesmí integrál na lev.4 straně

záviset na integrační cestě. Zvolíme-li tedy
integraci po uzavf'ené dráze O~? RO <obr.' 40),
musime dostat ~ (O) .- ~(O) :: O .To v§ak vyža..
duje t aby

p

Q ,
,J

/' R Obr. 40.

"""~

O.

()23)~ ~.d:t ~ ~ 'YOt~.ďj\ - o,
e, S

Protole dráha C i plocha ~ jsou libovolntf, musí být . 'rot 1/ .". O
Gradientová pnle je tedy bezvírové.

~ .,:...,.

Je-li dáno ~becná vekt orové pole \Y'::'1)' ~i , mo.!em~ vypočítat

jeho divergenci a rotaci

()24)

Pt áme se, ax~st.uj a-li nějaké jiné pole a, , kt-eré by mělo stejnou
divergenci, ale bylo bezvirové (a nulovou rotací). Pro takové pole
by plat 110 .
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€, . '1•. «. ~\ ~ ., O,
~J~. .

Mus! to být zf'ejm~ grad1entové pole, takle u~ ... i li j a proto

(325)

(326)

To je Poiss~nova diferenciální rovnice~ kterou lze ~eA1t. Jsou~li

dány '·rozumná tO okrajové podminky t je ;r.e §ení jednoznačná. Rozdíl vek
torO

()27)

nemá !ádnoudlvergenci, ale zat o má rotac i st ejnou jako prvni pole,
tsk!e

w't ::> O\ e. .ij1t. W ~\-i .. r-t .. ()28)

Přitom l' "1'.., ~11J' Je čisteJ vírová (soleno!dální)pole_: ..Vzhledem k rov·
nic! ()15) nemá vírové pole divergencio Ka~dé vekt'orové" pole lze roz
dělit na gradientov4 a čistě. vírová, tekla

(329)

Zde ~ je fJkalárn1 poteno!ál gradieritováho pole ~ li '{"vektor W
~e vektorový pot ano!ál solenoidáln:lho pole f "" 1'n~ W..

Pl':!k1ad J 7

Pro kulová soufadn1ce podle obre 14 a příkladu 12 vypočtěte

hodnoty Christoffelových tenzor~ r -tj-l a L.t~

V!sledek

r 1~1 -:: - \1.~1 r I

r 1'1:1. -=. - r'l.1.~

r '1.1..1> .. - r1.:!>'L.

=
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(33:2)

. $Ol)brn.J($ld' .....ki: otovd pole lZ8 l'ozlól$.tna gradleDtov4 pole.
kte~' nelliá 'rotaci:t II 'na v:!rovtl, pole, 'kterd, nemá dlverganci.

·Gl'sdl_ntov4 .poleJe ()dvozenokovar1antní derivací ze skalárntho
, Potenclá1u • Vektor, ,jeho! rotací vzniká vírovtl pole, S8 nazYvd
.ekt orovýp·ot enelál ..

, ,

~~.~ .ti~~~!"BIE PRU«~Sl'It .. ~AST:tqICÉ. 'nror

. lC1nematlé:tC4"ltah1,kterd j$mEt .odvodil1. \t kapitole 6 v kart' ...
,sktch ,eou:f'adnicích, velmi snadno' zobecníme pro Jakék()11 souf'adnlce.
sta~:!t ,nahradíme-liparclálníderivs'ce ,kovariantními. Pro Greendv
tď."lta'nr pf'etvot'entdQ'steneme místo (12 7> vztah'

. '. . .

.~ťi .=: {(tti\i +-<kJlz +,U*-Iť.u;\i())

,8 ,pro jeho ltneár'n1 edšt (Cauchyho tenzor)

e.'J- .~ ...4r. f Uiťít.j+~il1i} I (331)

§est slnletttohoto ten2l0ruJsóu funkcemi pouze tfl~ slol. vektoru po
sunut í Ui' t takle slo!kytenzoru přetvoteni nemohou bit nezávls1f!.

'Vztah mezi nimi určíme tak, le (331) dvakrát derivujeme

~ '. ~... . .. ).,
etst~t ..... Tttt~ljtt. +- -t(,i1iU ....

Protole jde o těleso v euklidovském prostoru, je pof-ad! derivací zá
JDlnnd,' t'ékle vynásobe'ním (332) činitelem b ~ety\, odpadne na prav~

stranA první ~18n.1fl.1 stejným "trikem"odstraníme i druh! člen (ná
8tJbenÍIIJ. til'lW) a dostaneme podmínku kompatibilit~
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(333)

Obr. 41·

Jak vidťme, jde t)·soumltnýtenz.or dl'uh~ho tád\:Íi (~tYfl ze lest:l. indexd
Jsou slepd,. ktery má.§est'nezávislýchslolek. Vztah (333) tedy pf'ed...
st.avuje Aeet rovnic (pro rdznc§dvoj1ce my , fl1I ) •

Nynt odvodíme pohybovou

rovnlei.' Vytkneme z t~lesa

elementarri:l. h~anolek podle
obr. 41,.Jeho~8ny jsou

;..,...:,. - " .,: .....
fA,'( - é(.y ~ oL I

.' dl ~ a..1Jt if~' (334)
...., . \ "

oLb ... etbl,~.

El'~menť árn:C obdélntk ostra-...........
náchd~ t et~ má velikost
~ .... .

dA , přia~ml

(335)

Na t,ut o ploiku pdsobí síla

(336)

Vzdálím....li se s touto plolkou ff Gt1 , dostanem~ v ní silu o cJ.q
větA! (obr. 41). Celkový "pf'ebytek :eíly" budě podle (269)

et1.f c ol~id,y"' =:( G'ťlM.aA,)\.: ctrif~ ;;.

.. olAtG;e~l~ d:r'~ ~ E;áuctiolft f:ól~ l'iJ d.,,..icim. ·
(337)

..pf~rt1.tky vzniknou i na dalilch. stěnách hranolku. Celková výslednice
s11 pfeněAených povl'chem hranolku j-e

rl ~ rl '. a' .Ll. t~t~\ ~ . . ~ t'J\l\\-·.. J - ('tJ tlh1,I.··· .. .. )-.
t.\,T v ../Jd,l, . 'O ť ~tU -+- 'O 4G-lit -r '() i €. -ti'- ~rm'

\

Vzhledem kv18stnostémpermutačníhotenzoru se musí inde'x ť v pl'vn:tm
ělenu v závorce liěit od indexd it .#{, (a po~obn~ tvrzen:! platí i
o dal~íoh ~len8ch) .. Jinak by se přísluAná slo~ka permutačního tenzc)J.li/
rovnala nule. Rozepsáním. se pak mť1~9me pi*'esv~dalt, !e uvedený výraz
je totolný s výrazem

lO~ .. '



(340)

ctri o.s) cH,tQlt~lt t:ijl if,.." s G't"m\t~V1tm . (3J8)

fato s.t1a se pf1~t. t obJemov4 st1e·)(e~i8tuje-l1) J~dV~ • Jejich
výsl ednlce udAl! hmot~ ~ O-V p~lposuvu.tt zrychlen:!·tt 7&1;} ~
takte' (po krácení (AV )

(~t~lt +,t.;I'tv.)~u ť:ť ~~~. 0)9)

Znd8ob!ms..ll obA otrany skalárně vektorem ~ ... , pak pou!ittm (71)

dostaneme

~.'. t41 0 .•.;..... .......• , k.
\O t +4= ~.. ~ -

Zm~n.íme-11 z formálních ddvodd oznaěen:!lndexd a dosadíme z· rovnice
(174 ), vyjde

( -E ~áq,~(, )1. -:. -J.,""' t ~. ;;f.
t""- \J '.. ' "

S pou!1tím (331) máme

(341)

(342)
[ E i~""" ( u"JIht + -UA'YIlt)1 \J- =- 2.tť*" i<ť~~.•

To Je ~.l~4ntrovnlQe llneárntteorleprt.1lnost1, p~1plsovaná

L.M., H. Navl'erov1(1785a! 18.3"6) •. R,ozepíieme-li. jl pro ~. = ~, 2, 3,
. '

dostaneme soustavu tfí rovnlc pro tf-i, neznámá funkce ,UI( ,U1" Ua •

Rovnic e (342) plat í ve všech soustav'ách souřadnic.

'Nebudemezdevyklád·at Jednotlivé ,metody felani; jež sepoulívaj1
'Iteor1.1prulnosti.Pl'ipoJ1me Jen n~kolik poznámek alJkáieme některé

dp1'8VY rovnice (342),ebychom .'zali l1~innost tenzorov4 algebry jako
d'ěmysl~4hom8tem8t1c~t§ho Pl'ostf'edku.

I,.. '. . . . . .\\!t
Prolzotropick4 těleso lze modul prUlnostiE~3' napsat pomocí

. Lam4ho elsstickfch konstant'.Á, ,&. 've tvaru

(343)

Potom vaak

t:>\j4,t( (Nt\tj + ~tli.i) .. ..\, ~t1~'ht (itt \tj tMJ~ Iti ) +

+ G~~"~ ie. ( ~.ft,1 eit .utl ti ) +G ~~~ jl:. ('Ú.~ Iti + tU-,t: \ti) ;::

*) Podle anglického "body farce".



= ~ l ~ t \~ + .u.. t \ ~ ) ~ Gl tt ~\1' t .u. j \ j ) +

+·Gtu,ilJ +.(,{, \ I:·) ...
(344)

Dosazením tohoto v!razu do rovn.ice (342) a kr~cen1m dvlma dostaneme

(345)

Tój e jenj iný tvar .rovnice (342) ,platný pro 1zotrop1ckf materiál.
~e to ,vektorov'rollnlce, nebot má Jediný-volný index ( Á/'). MOieme
ne ni aplikovat operátor dlverge~ce, čím! se· ,z ní 'stane skalární rov
nice. Objemová ,síly ,,t.i zan~db.ám.e.· Dostaneme

. I

\
. I .'

G.u. i; l~i-\-( A. tG-) tG jl ~· '" (.) ,U, -tl i I ()46 )J . . ~. ')
., '

Po v:ým~n§ 1ndexd v' druhém ělenu získá tato rovnice tvar

GM;'I~ -\- CA. +G-) ~ ~Hi =~.it,~I~ . ()47)

Protole podle (J12) ~'2.~-::"f\L mdleme r~vnici (347) napsat tak' takto:

(348)

kde

(349)

Konstanta t má fy_1k:ální rozměr rychlosti lm s-IJ' •

Vektorovou rovnici (345) mdlenie upravit tak4 tak.ž'. na ni apli
kujeme operátor rotac8;V tom pftípadi 'zOstane vektorovou rovnicí..
S pou!itím ()10) vyjde (bez objemovych s'11)

G tlál ( ~) .: jlit . -., -tl'k,
.~ e.lt,i.t.(.t i + ,L -\- ~~u .tl \f :o ~ €.a .u, (350)

, I .~t(, .

Protole AJ. jl~lc.= .(,(, j\~i, t odpadne drU~člen. Zb;fvá
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(351)
)
\

čili

(352)

kde

(353)

Takd tato konstanta má fyzikální rozměr rychlosti.
~

Rovnice (352) má triviální i:e!en.:ť tl, t které vyhovuje rovnici

čili

. l
t liL -V,; ~j .. O (354)

(355)

....
'ro znamená, le ka!d~ bezvirové pole ~ ,.j.., f-eěením rovnice (352).
Je to tedy grad1entové pole 8 md!e b!t odvozeno ze skalárního pole
tp C>!,j) podle rovnice ft "'«8r~ t čili

(356)'

Funkce ~ je potenciál. posuvd. Vzhledem k tomu, ~e pof'adí der ivací
skalární funkce lze zaměnit (u skaláru S8 nerozlišuje parciální a
kovariantní derivace, viz (282», je,

symetrie (357) plat í jen pro gradlentov'á pole (356), je~ je triviálním I

fteAením rovnice (352). Vyu!ijeme-li tuto soum~rno8t u~ v rovnici (345),;
m~!eme členy na levé straně rovnice sloučit, tak!e vznikne

čili

(358)

-v1,.JJv~

Tet o rovnice nahradí (348).

A ." ~ ,
., e1-.u.-

l ~

...11.1. -

(359)



Vrát íme se nyní k rnvn1c1 ()48); má triviální f'eAení, Je~ vyhovu
jer,ovnlc1 cU,~ xt ~ 0. čili

,(,l·" Ou, .'.'{, :: ...•.. ' (360)

(361)

(362)

To znamená, 18 kaJd4 i'e'~enť rovnice (360)zlÍr oveň splňuje i rnvnicl
(34S), jak se lze pfesvtd,altdosalenťm. rdvodn:ťrovnice (345) se upra
v!.substltucí zrovn1.ct(')60l n$ tvar

. . . I

't. A '. .'e·e\J JJJ~ ':I . ~t. AJ,
~

E1C1stuj:ldv6trlviální f\eaen1pohYb()vtlrovn.ice (34~J.; Jednopi'edstsvu.
,je bezvťrovd (gradiéntní) polesJepopsáno rovnic! (3,9). druhá tvt~f'ť

v!ro.,d (eole·noid41n1) pOle a jepop$l!no rovnic1(361) • I

Abychomz:!skal1 fyzikáln!n8zor na tato f'e5ení,:rozepťieme rovn1- i

;

ce . (359) a ()61) v k8.rtt1zskt~h souřadnicích ~ • 4j • i. • Prot =1 ,
dostaneme z ztóvnice C3'9)~ oZnalUtllě-11'x'2j(,-t •• ~:'J(,'L. :1."* Jl.3 • .u"ui

t'

'lt::. JJv~ • \AJ ~ U'& ,. tuto 4iferenciálníl'ovnici:

qt.u, . 'tJ"4 'a"M., ti 1 t,(L

.1O.'Á1.. +fbA,t '" 'b.~'" ~c~'H1.. ·

Obdobn' rovrtloe dostaneme cyklickou záměnou pro posuvy .~ ,W •

Rovnice ()62) má4~Aléttťt;>,rtovo ~e"ertí

(363)

o tomal lzepfesvěd~it dos8zenim (363) do( 362). Uválím,e-li, !e .
argUinenttunkce t1, se .neZlli~ni, budě-li pf:lrd$tku času A t odpoví~
dat pfírdstek d.l'áh1A)(~eAt , ooJdeme k závěru, le fte§ertí (363) .
pf'edst8vu~eél.st tekou vlnu, kterás. pohybuJe ve směru Jl., rychlost 1
e. Je tod."l.t$at\~V.:L.P~, kterts' pf:ťsluií gradientov«5 pole posuvO. fl./

:Rovnice ( Jól) dá pro ~ =1

(364)

"; Podrobnosti uvedl autor v pubUkac·i Rázová pevnost těles,
dVTs - Ddm tech~lky Praha, "1976.
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.nelení musí vyhovovat podmínoe (]60). Zvolíme

()65)

( s)

Posuv ~ podle (365) S8 dAJ'e v~ 'l!DarU osy Jl ,8le vlna Jím 'vytvo

l-enánostup.uJe f;feJm'~Jak~8DÍireJDvl'ovirll .~. ,j. (tento 8~r

závisí DepoDlaru konstant AtlA~). Řelení (36.5)pfedstavuje smykovou
(p~:těnou) vlnu. Protole nevede k !ádn.d. Zl181'1l obj.emu ( e: ~ ~1\'I\11ht ~ O),
nazfvá· se vlna pop.s.antl rovnicí (36'5)bezdl1atačP1v1na. Pf181uAí jí
801enoldálnť pole pOsuvd.

Pi'1klad J8

Rozepilte pohybovou rovnici ()40) pro fyzikální slo'iky napjatosti
v polárnťch soufadnic1ch •

.Ae§en1

. Fyzikální slolkynap.Jatostioznat!:Cme 't;H. G,.. ti". t'r\f=
= 1''f"t'"'' 1;'1.1 , 'tU.. .., G'lf • ,ouiijemev;fsl,dky z p.f':Ckladd 8; 23a 31.
Pro .kovariantní derivaoi tenzoru napJatosti máme rovnici (296).

Dostaneme

c;"'P-\", .: G'a&f.> t trrr" r:at: + Q;'ClI.rr:{!l "" ..
~ , oe. tJ.'t . . d..'(

== ~~~ + \?~: + <o1~ (Ci: tr'L~) +G'~~( Ct1t rt~) +

I

Pohybová rovnic, (340) dá pro rovinný p:fípad

Pro (b =1 vyJde odt ud dosazením ,'I

<č~~ +(0'~ + G' 11 ~ - c;-'lir + F~ :! ~:<Z ~

čili
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Pro ~ = 2 vyjde

<o'i~ + Q)~;' + GH. ~ -r G'1.1 +- t- F'l. "" ~-U,t
t

~. I

čili (po vynásobení r a po p~epočtu na fyzikální slolky)

( e)

(f)

, Pi'1klad 39
'. ~

Pfedpokládejte, ie ve válcových soufadnic:lch .Jl,:= r , JL'/.. ... lf '
~3 -= l. existuje jediná nenulové alolks posuvu, a to v obvodov4m směru,

Označíme ji '\Y • Pro.tuto složku nyní rozepiite rovnici (342) .• Jde
o rotač~ souměrný 'pf'ípad 8 "izotropický materiál. Objemová s1:ly a

,zrychlení zanedbejte.

ŘeAení

Proto!e nejde o ka,rtázske souřadnice, musím.a být velmi op8trn~

pf-i zavád~n.ť fyzikálních vektord a' tenzord. Jsou-li kontravariantní
slolky posuvd AN1~O ,~'L"* O t ~1'~ O t není' je!tě Akll, rovno· '\Y I

P~esv~d~íme se o tom tak, ie nap:!Aeme rovnici pro vektor posunutí 1t

jak jsme vylol11i v kap1t·ole 4 8 v p:fíkladu 8~-~~'

( s)

-"
-=- 1f~2. J (b)

tákle

Slolka 1J.J: "j.e __ t edy bezrozměrova. Nyní rozep:!ieme rovnioi (342).
Poulijeme vzorec (183) pro modul pružnosti a dostaneme

(c)

Pro druhá kovar 1antní der lvsce máme ~zorce (304) a (293). Vy jde

"l rtm. (e)
Ut lit ::. Ui.i - M,m.. 4.~·)1 A-~ (tt1f u(M~~) r~ -lU-i.C,u(M r~) ~~
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Pamat ujme, te parciální der lvsce podle J.1. jsou nulov4 (vzhledem
3 .

k rotační 8oum~rno8t i). Tak4 slo!ky Á.AJ" , .(,{ J,sou nulovd. Z metrlc-
ktfho tenzoru Jsou nenulov4 pouze slo!ky

~11 = i I (f)

a z Christorrelovýcheymbold

(g)

"
Zvol !me-li index v = 1 nebo ·tJ = J, je rovnice (d)1dent ioky
epl~ne. Pro iI = 2 zbývá nakonec

Ostatní výrazy jsou nulová. S.pontltím (c) a (8) dostaneme
t01.1ť

U1.111 ~ l' '() Y'1.. ,

(h)

( 1)

Dosazením těchto výrazd do (h) 8 krácením činitelem ~ vyjde' hledaná
rovnice ve tvaru

(j)

Plati pro krut nepr1zmatických hfťdeld.Zajímav4 Je~ že 'člen se sou
činitelem · ~ ~t1 v rovnici (d) identicky vymizí, takže (J) neobsa
huje ládnou a188 1ekou konstantu.

Souhrn. PohIYb pružnáho t§lesa Je popsán soustavou parciálních
diferenciálních rovnic •.,Pohybová dynamická rovnice vyjadřuje

Newtondv pohybový zákon pro elementární část t~lesa. Dosadíme-li
za zrychlení nulu, dostaneme rovnice rovnováhy. Těleso je v rov
nováze,Je-li v inerciální soustaVě so~adnlc zryc.hlení věech

jeho ěást 1c nulov4. K1nemat lcká vztahy udávají souvislost tenzoru
p~etvofení s vektorovtm polem posuvd. Proto!e existuje více 810

lek tenzoru pf'etvof-en.ť nel s1o!~k posuvd, nemohou být slolky
tenzoru P~8tvo~eni nezáv1s14. Musí splňovat rovnice kompatibili
ty. Tyt o rovnice vyjad:fuj í podmínku .zachování spoj itost 1 t~lesa

při Jehn deformaci. Matematicky znamenají podmínku ~e~itelnostl
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úlohy, pti které hledáme vektorové pole posuvO, je-li znám tenzor
,p!'etvofení. Souvislost pf'etvo~ení a napětí udává konst1tučnírov

nice., 'renzor ns'pjatost 1 vstupuje tak~ do pohybové rovnice.'
Vyloučíme-li ze věech' těchto rovnicv!echny neznám~ funkce až na
vektor posuvd,' ,dost anem,e Nav1erovu rovnici, která Je základní
vektorovou rovnicí lineární teorie pru~nost1. Výhodou tenzorováho
tvaruzápl~u těchto; rovnic je jejich univerzálnoet;plat.ťpro
jakoukoli soustavu souřadnic.

17. PROUDĚNí VAZKÉ KAPALINY

V druhá kapitole'jsme se zabývali pohybem jednol'ozměrn~ho konti
nua. Ukázali, jsme tam rozdíl Eulerova a Lagrangeova pojetí pohybu.

K' jeho popisu slou!11a bud prostorová souřadnice ~ nebo materiálo
vá souf'adniceX, .- Pak jsme přešli kněkolikarozm~rnýmtilesOm a
do!li k závěru;le u těles v pevná fázi, zvl,áětě pf-i malyc,h deforma
cťch, je Lagrangedvo zpo.sob popisu vYhodnějěí. FŽ'i něm vystupUjí jako

nez'v1s1e prom~nnámater1álov~souřadnice, které se za pohybu nemění.

Značili jsme je P~ - jak je v l1teratuf'e obvykl~ ... písmeny malé abe
cedy. Zám~na s prost ornvYml sou:fad'nice:ni byla nepravděpodobná, a to
t 1m epíAe, !'8 jsme se v spIlka,cíoh prozat ím omezili na ~alé deformace.

Nyní Se budeme zabivat prouděním vazké kapalin.Vj' zde by byl

Lagrangedv zpOsob popisu těžkopádný, použijeme proto Eulerdv zpdaob.
Vracíme se tímk problematice druhé kapitoly, ale budeme ji nyní roz
vádět v t~írozměI'n4m prostoru. Zdstaneme při označení souřadnic písme
ny mal~abecedy, rozliě:íme je vA'sk od označení v p:fedeělých kapit olách.
Místo materiálových souřadnic ~} , Ji'L. , ~c. budeme nyní mít prosto-

, rov~ soufadnice \j", 'jt.. , ':1 3 •

Připomeňme ješt~, jaký je rozdíl mezi časovými derivacemi nějaké

funkce ~ v obou p~ípadech. Pou~ijeme označení

o Obr. 42

'Qf ~ ~ , je--li 1,/ =konat,'dé -

D~ , Je-l,i !Li =konat.oí
V prvnímp~ípad~ měříme ,změnu

v pevném bodu v prostoru. V druhém
případě sledujeme určitou část iei

za jej tho pohybu. Část ice A se p~

sune za dobu db- do bodu A' (obr.

42). Změna 'prostorová souřadnice
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d~.i. ,~e 1c1ent·lclCas~ $tněr.\oU posuvue~stj.ee du.\
rych~08ť ~á8t tee ~(,= 'k,f)r18"t .

I )

(3,66) I

(368)

(369)

Jak 'j'sdll Jiid'i',1:VI,',.V~lo_1..11.,d.,X"1va·c8 ,zde mu.s:! ,být mat.erlálov:á;,
tol ()zría~u3eDl' syrnb,tJlell(rovn. 17",Pro,,"'1,1bovolnou veli~1nu ih epja-

'J, "
tb U ,8 ~ě8ticíplatlv,zt sh

Protol. choeme visl.akyvyPo~td V'Yjěd!'1t pomoc! prostorových souf'ad-
. ~

nic \jiJ" pouliJsm8 bézov4 vektory. .

... 'O.~

qt· ,.: l~~'

• " 0,,\ "

r Znichodvod!me slolky.etr1ck(§ho tenzoru. ,~','Chrietof'tel,ovY symboly.
fádná ztAchto vell<S1n 'nebude z4vlsé.t náěas.j ". bytom.u bylo,
kdybychomvycházel1 z aatel"i'lovteh soUfadnic Jt1", lete1*fse za pohybU·
deformují. ' .

, ' " ", i ",' ,',' ,,',
Zry~h18n1 je a.lovou delt-lvac! ryo.hló_t i (pro Jl, , =konat,. takle

l) ....... tO'~a =11' == .•... 1f .. ~'\)'á:;. :::
'b11,'bt·: " , . , ~

Slolky zrychlení Jsou

První člen 11$ pl'&'v4 8tr8~(370) o.na~UJe. lokální změnu rychlost,l,
~ .

tj. lm_nu v m1stA .~ ~=koD8t.Dl'uhý(51en znač:! konvektivní změnu,

nebo{&ást 1ceaepo8unctz8 ~a8 a,t do' m1sts jinou rychlost í proudu.
'.trato zmlnaz'\tisť jednak na prOmAnl1vostlrychloetrt1hopole, tedy na
de1"i"aci '\r ťíll ,jedDa1c na l'ychl,osti, .s jakou se sledovaná část iee
v tpmtó poli POhYbUJe. tj. na 'tY i ...

\

Pohybová royniclt je etejná jako uprŮinlchtěles,'tj. (340).-
.'t .' .. ' .' .. .ď

, Za zrychlen! .MJ. . nyní dosad1mefX"t, ,takl•

.. 11'''-°



(371)

(372)

lihemat.icle! vztah. (331) budellle der·1vovat. podlee.8SU (nebo! tenzor
napJato,tl bude rtěkon!'C záviset na l:'ychlost i deroX'D)sce) .lr~o )Gt.= konst
Cl datanemé ď

be.·· ď~·.· ," ď
b-t~ li" l1l'k13+ 1ril~) ·

IConetUUi5n:(rovnlc$ ,Vyjadf>Uj:(dV~,vlsstno,,'tivs.' kapa11X\Yt sto
stlaě1telno·et 8'. odpor., ·let.rý kapa,lina klsdepf1 zm~nltvar\1. Proto
rOzQ_1ÍJb.těnzOrryc~lost1 def'ormaoe nadilataěn:l ~á8t (na rychlost
zmanyabjemu)

1~ e,
-.-'- -:e
'Di

. a na zbytek

.1)~j ,;:,/).il 1>t:J~ ," c{' De.
'bt -J . b-b' - o 5 'l)é"

~ ~CN';\t + 1I-l() ll~l, - ~, tr /Mltht Sj .1,. -l

Po dpravA 8 f.)oul1t ímrovn1ce (87)

l)e~ •• r ' i, ' ~l) , ,~ ,'M-}, {'" ~1:>t .,. t\V:~1 t 1,. i ~""3tU", Jht, o ~

Zpravldlalze.tlačitelnost kapaliny zanedbat, tekla

(374)

(375)

(316)

Druhá z konetitučn1chrovnic (2111. zdegenerovala na pouhou 1(1·nemat1c...
kouz'vi8lost (316) vyjadfuj ío:! ne zl' ídlovostvekt orov'hor:vchl~~tního
pole cetW-\f =0 ).Pl$tí...li(3'76), nel1:l rozdíl mezi ei a € ~
takle ' ~

1\ i,' . ' (, .'
oVti , }) í· " t (.... . .. .. )
l>t .'-.:; bi-I -=: 2:", '''''jl'' + ''\f', ~It· , (371)

Je-li kap811navkl1.du,jerych~o8t:deformacenulQvá. T'ím vymizí
I 1 tečná nap~t í v ní, tak!. tlak pdsob.1 vdan'tnbodA na vA~chny strsl\Y
stej~. Poh.ybuje-ll se v~ák kapalins,měn:íse i napjatosta.tlakov'
naPAtí ul není ve vaech 8~rech stejn4. Chceme-li i nyní hovo~1t
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Ó "t laku"y kapalině, musíme Jej nějak nov~ definovat, napf. Jako
et·f'edn1 hodnotu norm41ových 81o~ek naPětí se záporným znam4nkem

(378)

Tenzor nePJatost,i.oPět rozd51íme na jeho hydrostst1ckouslolku (378)
8 na dev 1át or

První z konstitučních rovnic (21~) bude

C' .ť 1) ~~
G'~. + tv O J = 2.f ift ·

(379)

()80)

Zm~n1li jsme označení G- za, f'" • cal je v h.vdrodynamice obvyklejAí,
8 za derivaci bereme materiálovou de,lvaci,abychom zdOrazn11i, !e
pft1 ní s..,{, = konat. Dosadťme...li ze vztahu (377) do (380), dostaneme

(381)

(382'>

(38J)

Aby'~hom z1skal1 t"Qto· rovnioi v obvyklej'5íoh kontravariantních elolkách,
zam~ním. i' lila ~ a vynásobíme ~;"". Se z~etelemkrovnici (87)

budeme mít

G' "'J ;: - t'-tA"'3 +. ~ L"V' tl"' 4- 11' i\ i) .

Tato rOVllioe vznikl. kombinací kinem8~ick~hl' vZ~8hu,(317) akonsti
tuční !'~vn:l,ce (00). Nyní vylouěíme te'('\.ll'or napjatosti ca 1'j , který
nás v tomto o1camliku nezajímá. 21 .rovnic (370) a (382) dosadíme do
tl0h.yl)()v«§ rovnice (371) 8 dostaneme

- ~ li ~ i.~ +FC"";11 + I\r ~\f) c

· ravi · 1i )
'fil -t'" +~ l W .+ 1r~ 'lr li ·

Pr.otole '\1" ~l i 'je kovariantní derivac.í 1ť 31i podle iJ -té soufadnice
(se zvýien$tn index.m) 8 divergence 'V' '13 podle (76) vymizí, zJedno
aulť •• (J83) na tvar

(384)

119 - .



To Je známá Nav1erova-St okesovsrovnice'. Ft,edstsV'uJ e soustevutt-!
rovnic (t :: 1, 2, 3)·pročty~) nezn~á -u: t

• ~•.• čtvrtou rovnic! Je
podmínk's nestlačitelnosti (376), která se tá! nazývá rovnice kont.1
nulty.

V rychlostním poli proudícítekuti~vmO~eme vést čáry, jejich!
teěny ud'vaj!sm~r rychlostí (v dotykových bodech) • 'Jsou to proudnlce.
Tot á~ znázorn~n~vektorového, pC\lepoužíváme . i pro pole Jiného druhu,
napŽ'. magnet lok é nebo elektrické "( 8 ilokf'ivky). Zvolíme-li uvnitf'

proud!c!teku~in.Y uzavřenou křivku C , pak proudnice veden4z bodO
t~to kfivky vytvof-! proudovou trubici.

DalAí úvahy se zjednoduěí, zvolíme-li prostorová souf'adnice ~i
-1) -.

tak, aby bázový vektor q1 splýval s vektorem rychlosti'~ (v kaž-

dám bodě). Oba vektory musí mít stejný směr, ale nikoli už velikost.
-.:, .., ....... ť... ~ OBudeme .pak mít .'\1-' t: I\ť \11 \ '\j" ~ f\J.:f. '. ' .

. . ~~ ~~ 4 3~

Nech! křivka C Je rovnobětnik se stranami v-r Ol cly- ~'l.' ds ~dr q30'
Jeho plo§ka je

(385)

Touto ploěkou ,.proteče za jednotku času objem

(386)

Protneme-li proudovou trubici na nějak~m jinám místě plochou ~1 =
== konst, bude mít prOřez op~t tvar rovnobětnika se stranami cty1. cI: I
~~~ . ~

O\A; ~~ • Proto!e se podél proudn1ce mění jen souřadnice ~ ,b·udou
olr~ t ol4:} stejná jako pro kf\ivku C. • Bázové vektory budou obecně

jind, nebot souřadný syst<§m je nyní obecně kf-iv·očarý. Rozdí.l vyteklého
a pf'iteklt§ho objemového mno!ství kapaliny mezi dvěma blízk$mi prOřezy.

proudov4 trubice bude úměrný derivaci

(387)

:. cl.r1,. cf. Á-:!> E. t'!.1 '\r 1 \ 1 .

Je-li kápalina nestlačitelná, plat. í (J 76)" Pak Je taká '\J" "li '" O,
nebot ~'l,:: '\1~~ O • Derivace (387) je nulová., tekla proudovou trubicí
protáká vAemi prO:fezy stejné mno!stvi kapaliny. To plat:ť pro věechna

vektorová pole, jejichž divergence je nulová.

Je-l~ prOtok stacionární, je W'-8~lost v každám bod~ pevnám v pro
storu ( ~"':: konst) stálá. Pak je --n:- =0. Pohybujíci se částice

vykreslí proudnice. Není-li prOtok ,stacionární, mění proudnice s časem
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8vdJ tvar (rftznA .8 deformuJ:!) 8 ur~1t' a4st lel setrval", ba povrchu
"svd" pr()udnlce v okamliku t Jen n.1con'~nl 'krátkt okaml1k df; •
Pak pfejde na ttsous8dn1" pl'oudn1cl. Je.11- tvar S8 melitím (nepatrnl)
zmlnil. ICfivk;, \J(,t == konst ted~ ul nejsou proudnice•

.Je-ll kapelin. v klidU•. zbude z J(aYierovy-Btoke80Y11'ovnlo8 ~en

ěl11 (3S8)

Hydroltatlckl tlak Ji skalár, tálde obJemov' s1:1;, ln, mua1: tvofit
-:5J

grad1entov4 pole, pro kt81'4 "rot ~=O t aili

~l,alJ,ih :: O. (389)

Jinak by nébyla kapalina v ro~nováz8.

Je-li viskozita ~ kapállny malá, Yymiz1 tfet.í ~len na lev'
stran~ rovnice (384) • Prvn1: 8 druhl ~lendaj1:~(b'\r\ I D.f;) ,tekl.
pro lde'lnť kapalinu (8 nUlotouv:lflkozltou, nestlačitelnou) je

(390)

nebo ttSl

(390 s>..

To jsou Eulerovy pohyboY4rovn.ice.

Nyní 8 i pf-edstavme v rye'hlostn1m poli praudío1kapaliny uzavfe
nou kfivku C t spjatou 8 eút1cemi kapaliny'ta vypoětlme kftivkovt
integrál i 1!. di( a Jeho ~as(lvou <lél'ivaci

(391)

Elementární vektor (Áý? je rozdílem prdvod1ěd dvou sousedních bodd
na tflvce C. • Zám~nou pofadí derivací

(392)

pfejde hledBnf integrál (391) ve tvar

(393)
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. .. .
',' '.-

~..V'~cA.~i .. !.~ (V~et1t-it ""':c(1ri) ,. ~t"'"''\1"ťJA <39,4)
Co . ~ .' 'l. ... A'

-:~~'9~é.lUta~t'.~V~l'k.llIlbtv'vbC)dA AkfivkyC ~.po~átk11 '. .

inte.tI~rl_~'~~t".t·'Jni·hodt\otl Jako na konci. nebofJde O t~lb_o4t
t*,.tt' ...;,.139.)~ul.•• ,ltbV~ice _<J'~) paka,

.' ····,~~>~i.·~~! '~·i·~f)~~q~~,:·
'. .....- '.,"'

~.ht,bt~••..·••a~ftittt,ol~té .",~'»~ .'. ·.·'V,6~~

·.. :~:~~tJ.v'~i:*'~%~~)~··~·*i{l~-1".·\~)d~t, .' <JH'·.
~.' ··.e '.... :t,:~'. '. -"':~.'-, - ... .. :

.'N~f:C"U, ,bbj.,,",'8ťl1gtt.di.ít~v'pol•• J.Jt= "i .lrite8lft ..
'.. p#av4etrenl(:l96l. VyDJiltť.Dátť)t11

t-.t$t'''f''l~) 4~;'·etCci,~ ~~,~)ťÁ'tl-, '.' . . (1'7)

' ' .......................•.•..•........ , ,' ~t!ď""~J.: ·'.~·O., .........•• , '.' ..,
iaj:c~;H '~.,~6'ttl,ď.,Jí.lrď~, Pot'l1Qi~ic!,·f 3.~~~Qps!ry'tlvnt.
Pt1eobí-lltelkov4 eíllnaítlJ_miedátiol,tterll S8 pob.Yb~.po u.a...
,v~.n4c1J!'~.. J,.v.ledn4p~'cJ.flt'c~to sil zaJ.d.n .ob4Ilnulovlt.·····,tt._.(J)!l4"~' ••·pétč11' '.' (l96lJl'( j:97). . .

...'.."...~.'~.d..; .' ~konst · (J9(f)

'<t41.st_.SO.,.,lfltl (JIO) " takclTOt11:dA = konat .lfoviak
~4·_.~!·,::·*"':'~m.-~iJ...1•...·rota"8 .

a?'}CllfJt"t;····· ~.' .(399)

~•••ó.t..t ..( .(v.~tol',~l •........•• ., ••... t.otí••.•mintl~.T.4 .Ť'kto~ '.~ ...•..•~vOfť '.:
pale•. j.h~I •. ttpl'o\\ctni~"·· .ba.,....t'~OV'Yl"aa.Sbu~tn >.iAGt~· .' '. J•... ,;Pek .
,p~oka.aou. vttovcmtl'Ubic.l.Jtomtanti);(.·.(z•. stéJntcbddvodd•.'. '.4jk~b •.......
brllb~41.t3e1l. ·proUčlov4trUblcl ko~tautn1.p~ót.Jtl'.tJmOI8tV·í ~dA) .

.. ' '.' }lf..tácionhl\lp~ol1aA~1 C!••~to ••. J1~()blh't ale•••.••S8 Je.pali.·•.••\W~4e··· .
z.klldUdO PohYbU. st,.cloMrnípl'oudlní b~' POplsovetl'lopra PffPi~t.
'l,ďh~lDopnn:1pr«)uc1 pf.·fehl.ť( t.loret iCky) ~ nek,()nelSna ,8 j eh;o a.t tc·.
ma3ítlpď~'Ůď.JtG~t._ritní,rlcblo•.t·t·al ~é pi'iblť_ík. ~jak' pi'ék'ICtt,,'·
trt.~,l'lu.;_tJ'J:l.Y'.()bou~ípad.chjepoěáte~nť.polebezv:lrov, ('l"O".;,t..;. O).



" '\1:.''~.••_ ď :,. ď .'~ .'.\. i. ~ď '.,.t' .',.
.~,.,'{ " . .\f:' ~ II

(400)

1'1'6t~l.to(ac:.p~ip8Jl83t~i·n8;pJ.'O"~Il..•ířOV6hcOV1.na ~. podlf·pf,..
•·.Cle.í4h~;.•Jkí..4~.(r.· .•·Čié:t'dd1 >c.···'.1flt,.k~bStantttl; mUé t bit· ·bell'Í·ll'ov~
••'Pt'ou~,ri~ neljt" ň.p~aátlt~t .•1.~ VPltabibue.~inl0 ,dAJe f . takle(400l
·plat:lPrQ c:'louo,t.at. Zpbdmlntynéstlsělt.lnost1 .. '\t tli, lit O p•.
4ri:ét ti"n"me,. 'I.

c,·

.....•<P ff= Jl ... . (4():1)

'1"0 jé~pl~eef>,V~l'9Yl'lt(:~, ... plat nf! p.liopoť enciáln:lproudlnl. kter'J•.;
.be.vlroV'_ ~v.a••e"'1~pot8nél'1. ~•.... 00 rOVniC8 (390), dolít_DÍtl1epo

íSPJlBVJ·.

..··~l~~j;\ ·... ~tíl(+!\i .~. \ti) ..:-

... ~. ti ..~{~~t ~ \~tt\,j)\i' .
;i.iak'i..·.~.~.Okt.J~\f' .. POdiDťdt ••. pro ..tutó.rQVniCi? ·Slolks· .rychlostt·.•kOW .
·.. ke.tlnl.~otl'UbIJk.(l41UllSi'8~1ilU$:lm:lt ..•~.. t ,to stlni ...p~edep8anou
. b~~Jiotti~.4""~ i.ttt""l1ncit}to'!:t".ktol' .normál1.k poV1ichotě .ploAce· r;( A

stln;, pf)tl'tibl.tnuat.11i11()řlllálovltiloDar1chlosti· .
. '.' . - .. - -.. . " .'" - '.' ",. . .'.. ~

(403) "

. .

pi'eo"pssnoubodnotu, něpr-•.wlovo\1, je"'li st~na nepropustná. Normálo...
. vou>sJ.olltu r1chlostlvíakl1élz"Pfedepsat libovolni, .nebotmu8:l 8pl
rtovatpOdm1rltéutl"stía~it81nó.t1 kEl~alitl1 (376). ·z GaUB80ýy v~ty. (31 7) .
pak d08t~neD1ép·ro ..\Íz8.fe'nouplochÚ,S po'dm:lnku

(404). . ~ í\)'l\&Ai ~ ) "'4 11(\,0\ ett .$ O,
& S

'1'atopodJn:tnkamtiS1bn ....'aiYspl~tl8; $ to 1 tehdy, volím....li za S
povrch potrub1 (k.mllů., nldoby), .dopl~ni- je"'Utfeba ~prdfezyPo

trubťt.t••bY.\fznik:la .uzavf.en' plocha S • OkraJov4 podm1nk1 (4.03) .

mus!vyhovovat rovnic.i .. <-494),•

. NaplAtepodm:[rlkuneetla~it·éJ.,ríost'l :'kaJ)sl.ln;va .Naviero~y-StokeBoV~
ro.v,n1ce ·pro· pol~n:(soUf8dniče•

.• lZJ. ~'



(a)

."_.A "_.,__,;
'" .v' ,',.'"" ,.' • • "'''',' ," "",',"', :.(••,.tti(.,.•...,~.ou b...,...~'. I)ilt.í '11dé1••, ."ohldt{·1-'".

.' ,. ,'", ď," " ,1 "

t'dld111:tr'ohl0.ta 'u,.,. "'~~
., " ,'" "', "", '. ,," ,", , "',, , "" '.' """,,"
ObYOlov4 t9'ahloi;ta ~," If~ •

pe 4D'.ílll~'Cto·'lÍl)·

1tAr ,,' '~'~" ~

'''+''tÁV .+ :"r .. O, . (b,l

"nt l'o.'p1Ielllt 1 1'oY1\10i '.(·384". Pro, iJ • 1 dOltane,•• '
. '.' '" I

.•~•...•.~.~.~.~.~,'\1'~1r11~ +- ~v~'\t~tt~ ,u~>\U · ,u.v~l~ .1)'_ ",\4, -<ói

(4)

• po4o\)1l4' .(f)·Pfibl,,~ átre tomu., •• ' r~ tl O)
I ,

.v ~I~ ·~t:.•.•+..I\t~t\;\ =l~ .. +;~ (~T) • ~~. • ~ ·

I, vtPf>ltU4Jtt!b1ob'1tot.1.~.1oha'~!"'éc:ťM.1ř>l'Yě poUll~'m' ylbt..-a -1>1'.
prvfti 4...!.ýao.!....tl.. lM81Ee.·, ..

" " \

1t~16 ,. '~"'T"" 041~ot(\~ '\r~\l+ 4611\)'010\.. ~ AcJ.~ c.)
. ' .' . -. -,

• potom .,.orte Pl"o4erivilotte.nzorudruh'bo f'du

·A~{1í'ť ·.AcI.,~t + I\'~ r;'š .~ A~6 rr1 .. 1)" ~\1'
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Mnoho .~1tancd pflt.om odpadne,protole ~dP ~O pro oL. +P a
" '... ' . 1'4 "r-'\1.. .,..,t

• Chrletotfelovictl- 8)'mbol~ "JSOU nlnulov'~.n \ tt' \ 41. a, 1,1 •

Jét-U. 'f'l8kO:Bltalaflédbateln' (f =0), doetaneme jednodule

l
~o. ~uď ".. ". ~u 1\J-1.,) .. O 'a~

~ '8 t+ U ~... +- ~ Tolq - 'ř" .. ~PT - ~. (g)

Pro -t,. 2 vyjde abdobnl

(h)

Podle (d)
tl 'U1r"... ~. r" '1 . .l'r ~ ""~~1,. .1, 1. .

lIJ' 1 ~ 'bx.1 +4/" "1 + rv- a ... 1):l(.. + I\Jw C.......
__ 'd" l ~ o). ""'1 . ~.~-v- .. 'V'. ",. l 'i) 'V"

- 'ar -:;: + -;r-;;; = 1" 11"'- '1'"1. + 1"",= Iř 1r I

1t 1.1-t _. 1. "" ~. [""'4). " .1..[\~" ."".~ '. . '" Mt~''V- "~- "".1. + '\t \ 1. i +I\r ''Lt. ..,~ tL .+Ilf \ 1.1 = .-....-".... + --;;;; ·
" "~~~ ,

Dále máme

( i)

a odtud

tvl~ .. ~tttv,t ~ ť~ ~~ ·
Celkem tedy (po vynásobení i'ovnice(h)'Polomirem)

(j)

Rovnice (g) a (.1) plat! pro f'=O. Rozepéán:! člen'l\ obsahUj:lc:lch sou
ělnitel viskozity pODech'váme ětenáf'i. "

Souhrn.. Zanedbáme..;li .stlačltélnost kapaliny. dostaneme pro po
pie jejího poh.vbu soustavu tf'1 Navierov!ch-Stokesových rovnic
a jednu rovnici kontinuity. Máme pfitom ~tyi'1 neznám' (tfi Slolky

ryohlost 1 a hydrostatický tlak). Okrajovd podmínky musí· být vo
181\Y tak, aby nebyla pOl'uěena platnost rovnice kontinuity. Proud
nice udávají svými t.anami sm§r rychlosti. P:fi stacionárním prou
d~nť jsou proudnice totoln4s drahami Jednotlivýoh částic•
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Obr,_ 43

Proudn1ee, kter' procházejí uzavf-enou ki'lvkou, tvof'í proudovou
trubici. Kaldým prdtezem takové trubice prot4ká eteJn4 mno!ství
nestleě1telnd kap811~. Není-li rbtace rychlostního pole nulová,
existují obdobně 1 vírová vlákna a vírové trubice. Je-li pole
objemovtch 811 konzervativní (tehdy je lze odvodit jako gredien
tovd 'Pole ze skal'rn1ho pole), platí zákon konstantní rotace
rychlostního pole podál ka!dé vírové trubice. Pfi potenciálním
proudiní Je rotace v rychlost ním poli nulová, tj .. potena iální
proud~nt Je bezvťrovd. Potenclál takového proudění vyhovuje
Laplaceov~ rovnici.

18. PRUTcK KAPALINY POR.ÉZNfM MATERIÁLEM (FILTRACE)

Obsahuje-li meter lál dl'obnE:1 oddě lené dut iny, nemť1že j írn kapalina
protékat. Jsou-li vAalc tyto 'dutinY spojeny (alespoň některé z nioh)
r~zným1 kanálky, stane Se materiál pro kapalinu propustným. Protože
dut 1I\Y li kanálky jsou v materiálu rozdělen.v nahodile (mají náhodnou
velikost 1 t~ar), mOleme jeho vlastnost'i charakterizovat jenom v· prd
miru.

Ačkoli tento prob14m prO-toku nebo filtrace kapaliny poré~ním ma
teriálem m~že zaj ímat jen dzký ckruh. odbornikl1, uvedeme zde jeho zá~

kon1tosti, nebo! JSou názornou a krásnou aplikací vyložené teorie.

Budeme pf'ed'Pokládat, ie dut iny a kanálky jsou tak malé, ~e se
pfi .prdtoku uplatní vazkost kapaliny, a tak náhodně rozdělené, ie
8kut8~n~ nehomogenní tAleso lze nahradit ekvivalentním homogenním' tě
le~em se stejnou propustností ka?sliny, jak ji dále p~esněji popíšeme.

První nesnázi, se kterou se
setkáme, je selh~ní definice pro
rychlost pr ot ákaj íc í kapal iny. Jej í

rychlost v jednot11~ých kanálcích .

neznáme, nemdžeme tedy stanovit ani
její prdměrnou velikost. Musíme ji
nově definovat na základě makroroz
m~rO protékaného tělesa, které zná
me. Z tělesa vyjmeme čtyřstěn zná
zorněný na obr. 43. Stejně jako

u čtyřstěnu na obr. 17 mo.žeme na
psat, ~e

( 405)



Vekt.or znáznriiuJ!cí boční st~nu . OAS Je v{1\~~1 , pi'ičem! ~3
~ ~

je kolmé ke ~1 1 ke ~t • Podt"bnc§ tvrzení plat! i pro ostatní
boční st«Jny. Tyt o vekt nry jsou vnit~nim1 normálami bočních st~n,

:-81
kde!to výslednice ctl\ Je vněJ~! normálou k trojúhelníku ABC.
Je..11 čtyf'stěndostatečnl§ malý J neman!se vj aho rozsahu rychlost ni
pole, tak!e zmena!me-li jeho rozměry nepf'. na polovinu, zmen~í se
mno!stv:! prntdkaj1c! ka!dou stěnou čtyřikrát. Protékající množství
je v tom pfípad~l1m~rná velikosti plochy, takle trojúhelníkem ABC

~ ~ . . .. ~
proteče I\t(f &11 • Podobn~ boční stěnou, nepi'. OAS, proteče ~ dA3 •

Podmínka kontinuity je .

Plotp omeňme , ! e1J " '\)'d' ~-;

(406)

(407)~ ~ .a -J -",. ..• ť .(,
'V', cA A " 11 ct q.,: qi ·~ ~ '" -v- 3cJ. A(, bi 2 1Y d f\,(, ,

~

Tím jsme si ověřili platnost rovnice (406). Rychlost "\J"' je přitom
~

vzta!ena ~ celkov! prdf'ez dA , nikoli tedy jen na skutečný světlý

prOřez jednotlivých kanálkO. Je to f11tračn~ rychlost kapaliny.

Prot ože jde o vazkou kapalinu f nebude se pohybovat, nebude-ll
'na ni pdsobit nějaká síla ('silové pole)'. Naplníme-li porézní materiál
kapalinou a zároveň zabráníme jejímu prťltoku, vytvoří se v ní p'Osobe
nim s11ov~ho pole h.vdrostat lcký tl'ale ,1'" ,pro který bud;e' plat 1-1; rov~

nice (388), toti! ;$-Ji - }l, "O • V této rovnici bude ;Blt, značit

objemovou sílu vzta~enou na skutečný objamkapaliny (tedy nikoli na
objem celé·ho čtyřst~nuna obr. 43). Mo.~e jít např. o silu tíže, o od-o

stf'edlvou. sílu nebo o elektrostatickou silu.

Má-li S$ kapalina pohybovat, musí bit rozdťl,'kt - t'l ti rdznýod
nuly. Vzhledem k náhodnosti tvaru 1 'rozdělení kanálkO nemá materiál
!ádný ,význačný směr. v n~mj by byl prOtok snad~jě:( než v j1nám směru.

Prot o je p~lrQzené p~edpoklád.at, ~8 filtrační rychlost bude mít stej:"

ni SII!ěrJako/...#i - fv li a ~e mezi těmito veli~inam1 bude ploímá úměrnost

1t. ~ s l f J.. - 1'" I.) - l (~ ~I) \~ \.,:~ 11 - ,R, ,':ť - I v ť.
(408)

~eto lineární rovnice pfedstavUje Darcyho zákon (Henri Darcy, 1856).

Není-li materiál izotropický, ,nahradí se konstanta' úměrnosti
tenzorempermeab111tl t~a· ,takže ;bude

( 409)
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1CromA t nhn p1ea+í podmínka kont lnuity, tekle

(410)

Dosazením z rovnice (409) odtud vyjde diferenciální rovnice pro výpo
~et tlaku

).1á-l1 mat triál ve vAech m:lst ech stejn~ vlastnost i, je tenzor
permeability konstantní. Jeho jednotlivá složky se mohou m~nit (to
z~ne~í na druhu soustavy souřadnic'. ) t ale kovariantní derivace l ťil fMI
Je nulová. To Je podmínka homogenity materiálu. Je-li ~{i\lh\" O,je
tl~1 .ftiil-\. c O 8 Z rovnice (411) vyjde pro homogenní filtr .

(412)

Je-li mst er 1á1 1zotropický·, je jeho tenzor permeability v kart ézských
so~adnicích kulový, tj. ~1~ = ~'l.~ = k~~ = kJ (ostatní složky nulov4).:
To mO!eme zapsat pomocí K~oneckerova symbolu· -k,~i,= ~ 6i i • V obecných
souf'oadnicích tomu' odpovídá vztah ~.(t-:~~ťf; takte

('413)

odkud

( '414)

To je Poissonova diferenciální rovnice.

Ačkoli k tomu není jasný ddvod, je tenzor permeability souměrný.

t~kle ft \2" ~ la~,

AI dosud jsme pomíjel"i jevy, vznikající uvnitř porézniho mate
riálu. Tlak. který pOsobí v jeho kanálcich, zpdsobuje v něm nějakou

napjatost, kterou bychom chtěli znát slespoň:Y prťbněru, abychom mohli
formulovat pevnostn.:ť podmínku.

Na obr. 44 je zakreslen rovnobělnostěnvyňatý z porézního mate
riálu.' Ne jeho st~nách jsou znázorněny řezy s prOochozími kanálky.
Zdánlivý prdřez pravá stěny je d~ d~ t ale skute~ný prdřez bude
meněí. Je-li 'ťet'(td.c prOf'oez kanálk;d (O<'f<~) t je (1-tf)ol~ot~

skutečný prdřez pravá stěn.v. Rozměry' cll( t o(~ t 0<1: jsou sice mno
hem manaí ne! makrorozměry tělesa ~iltru, ale mnohem v~tAi než rozmě

ry je~Rotliv!ch pórd.

- 1.2.8 ....



Vyjmeme-li z hranolku no obr. 44
velmi terikou vrstvu, její! tlouětka

b.t Je srovnatelná s velikost í pórd
nebo dokonce Je§tě meněí, je objem
pevn4ho materiálu v této· vrstvě

(1-Lf)ct}f~1.OY.. • Slo!ime-li z těchto

vrstev celý hranol,' dostaneme pro ob-
jem pevné110 materiálu l~-~)cA)(O(~(Í~,

tak!e lf d '(,v(;,:/cl.1- je objem pórO., To
znamená, !e stejná veličina - porovi
toet tf - charakterizuje éfektivní
zmenAení plochy prOřezu i celého ob- Obr. 44
jemu. Odt ud plyne, !e pórovit ost mUs í
být pro pr~řezy v rOzných směrech .stejná, a to i u anizotropického
materiálu.

Ft·i této úvaze jsme měli'na mysli.jenom prOchozí kanálky, který
mi mó!e protékat kapalina. Uzavřenédut1ny, jimiž kapalina nemOže
protákat, bereme jako součást pevného materiálu (jejich řezy nejsou
na obr. 44 znázorněny). Zákonitosti, které jsme získali, mdžeme uplat
nit \ i tam, kde pevný materiál tvoří "ostrt1vky" nakupené v. prostoru,
jako je tomu u syp~ých hmot. Definice pórovitosti Se nezmění.

Pf'ejdemenyní od kartézských souřadnic na obr. 44 k obecným
souřadnioím na obl'. 45. Je tam znázorněn element, jehož pravá stěna

bude mít velikost

(415) .

Obr. 45
(J ....

O" dAj gj

PCbdA ~
.r "Ig'

Budou na ni pOsobit dv~sily, a to (1) napětí představované tenzorem
napjatosti Ql{,a a p~enáěené pevným materiálem a (2) tlak fv ka-
paliny v pórech. Vzt áhneme-li tenzor napjat ost i k celkové ploše..... ... ~

Q.A.l~": ,bude síla vyvozená napětím na pravé stěně G-f..jdAI,'h • Síla
vyvozená tlakem p11sobí na prOi"ez -tf O(F\~ iť (ve směru vnitřni normály,
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(416)

protft znam,4n1co minul). Celkov4 _íla p~ob:(c:( na pravou etěnu elementu

J'
etF" ~\5 cU\,i qa - t"lfdAÁ ~i ""

.~ t~~S - Ť"\f~i~) cU, i ~i •

Tat.o síla nastoupí místo s!ly C(jo\ic(A~ ~ podle (336). kterou jsme
poulili pf'i odvnzen1 pohybov4 rovnice (340). Nyn:t Pf-edpokládáme nulo
'14 zrychlení 8 míst,o (336) máme (416). Rovnice rovnováhy bude

(417)

ěl1i

(418)

Síly Irt Jsou objemov' síly (gravitační. odsti'ediv' apod.). Vidíme.
le tlakov4 pole tv má na na'pjatost pOl'4zního materi.álu vliv analo
gický objemov!m silám. 'rento ~liv nevymizí ani tehdy, je-li tlak tv
konstantní. pokud není zároveň konstantní i pórovitost tf· •

Zdálo by 8e, _. nyní postačí stanovit ··suchou·f pevnost por~zního

materiálu. napf. plti tehov4 zkouAoe, 8 vymezit, !e ekvivalentní napi
tí, ~epo~en' z napjatosti Qí~i • nesmípi'ekročit dovolenou hodnotu
(pevnost dilenou souě1n1tel.mb8zpe~nosti).Tento postup Je vlak ne
spr'vný. Nastane-li porucha, nevytvoří 88 ideál,nA rovný prOI-ez. Lomo
vá plooha spojuje nejslabi! místa a má vidy větěí pórovitost nel tf .
Krom§ toho vzniká vlivem tlaku ~ slolltá napjatost kolem jednotli

vých pórO, o n:(!n'A výpočet nic nef-::lká" nebo~ počítáme jen s prdm~r

nými hodnotami a vlastnostmi materiálu. Pevnost filtru je proto tfeba
zkoulet jen za skutečn4ho prO-toku kapaliny (pod tlakem).

P~1klad 41

x

"

p

P+~dX

Obr. 46

Abychom názol'něJ-i ilustrovali

Darcyho zákon, ,b.udeme uvažovat

o pro.toku filtrem vloženým do

sv1s1~ho potrubí stálého prOřezu S
(obl'. 46). Tíha kapaliI\Y o hustotě

~ v část 1 filtru o dálce -dx
',Je' tf r S cl)( , kde r:l1. ~ <} a lf
je pÓl'Ov1t ost filtru. Tlak 1" bu~

de pdsob1t v prd~ezu lf S I takle

- 130 -



pndmínka rnvnnváhy dá (piti" nulovám prot nku)

odkud

Má-li nastat účinkem sil tíže pohyb, musí být tento výraz pozitivní.
Rovnice (408) dá rych19st prd.toku

.1\1 .. ft(1-~~)'
kde f.v je konstantou permeability.

'Uf\;
Poslední výraz b·uda pozit 1v~ít bude-li'~ menší než při za-

staven~m prOtoku. To znamená, . že za prO-toku filtrem je tlak rozdělen

rovnoJ1l~rMji než kdyi se Pl'o.t ůk zast sv! t»ř,.1AteJných objemových si
lách) •

Souhrn. Vlastnost i porézn:ího filtrů jsou charakterizovány jeho
tenzorem perlQeability a pórovitost·i. Prvni z těchto veličin

cha,rakt arizuje propustnost f'iltru v· daném sil.ovém a tlakovém
poli v rdzných směrech. ~e-li filtr izotropický, má ve věech

sm~rech stejnou propustnost. Druhá z těchto veličin udává poměr

nou velikost propustných pórO v danám objemu nebo pro.řezu'mate
riálu. Filtrační rychlost' je vztažena na celý prO~ez. Závisí na
tenzoru permeability a na rozdílu objemové síly a tlakového gra
dfent u. Nap~t:ť ve filtru je vzta~eno (podobně jako filtrační

rychlost kapaliny) k celámu prOřezu' (bez zřetele k pórdm).
Je určováno nejen objemovými silami, ale i gradientem 8.ouč1nu

tlaku a pórovitosti. T'ento' gradient po.sobi na materiál filtru
obdobně Jako objemová síla.

19. NELINEÁRNĚ ELASTICKÉ MATERIÁLY

V táto kapitole S8 stručně zmíníme o konstitučních rovnicích pro
nelineárn~ elast ické materiály. Jsou to ro.zná umělé hmoty, pryž apod.,
tedy látky, které se poměrn~ snadno a značně deformují. K popisu je
jich deformace, která není velmi malá, je ·třeba použít GreenOv nebo
Almansihn t ellzor pfet vo~-erir.-

- 131 ..



Materiál je elastick$, existuje-li v něm referenční (přirozeny)

,stav, v n§m!je tt!leso bez napětí, a_ex·1atujÉJ~.11_.v okoli .. t~J1.o_t.O etav~

vzájemn~ jednnznaěn4 pf'ifazení tenzord napjatosti a deformace. Tato
definice má tedy dvEl ~ásti. První z nich vylučuje mo~ný zkreslující
vliv vlast nich pnut í (pro nelineární materiál ne plat í zákon superpo
zice, tsk!e vlas+:ní pnutí mění deformační charakteristiku), druhá pak
pfedpokládá ex1si: anoi konat ituěního zákone

(419)

(420)

Zde (O"J' značí Eu1e~dv tenzor napjatosti a e.(i· Almansiho tenzor
deformace (nezaměňovat 8 deviátorem defor'mace). Alternat 1vně bychom
míst o toho mohli· napsat funkční závislost mezi K.irchhoffov.:ým tenzorem
napjatosti a Greenovým tenzorem deformace.

Při velkých deformacíohj iž nelze zanedbat termodynamický děj,

který deformaci doprováfi1·. P~edpoklád;áme, že referenční stav tělesa

je stavem termodynamické rovnováhy (teplota v tělese .Je konstantní)
a ~e se tělesov!dy vrací k reťerénčnimu stavu, kdykoli je odlehčeno.

Protofunkce i splrtuje pOdmínku .fCQ) -: O •

Deformuje-li 'Se těleso za konstantní teploty, jde o děj izoter
mick!, který je vratnY. Jiným vratn;?m dějem je děj adiabatickf, při

Mm! je těleso od okolí dokonale tepelně izol()váno. Za tAchto -okol
nost í existuje potenciáln~ energie Wo ,kt.erá je analytickou funkcí

tenznru přetvo:fení ti má vyznámdeformaěni prácevzta~ené k jEtdnotce
nepftetvořenéhaobjemu(index nula). Vztáhneme-li j·l· k přetvořenému

objemu (be~ indexu), dnstaneme'v c~i~m tělese energii

~Wd.V ... ~WodVo'
V Va

V dal~ím výkladu se omezíme na případ, kdy. materiálové sou~adn1c9
-(

v nepf'etvor-eném tělese. .~. tvoří kart ézskou sousts'V'u, tak!e kova-
. . ~-9'1'

riant ní báze ~(~ Cá {i QO je j ednotková. Rovnobě~nostěn určený vekt ary
~ je jednotková krychle, takh determinant cle\; ~~i1 ;:. ~ :: 1 • Tato

krychle se přétvoří v rovnoběžnostěn určený bázi ~i • Jeho objem
bude podle (146) a (136)

Ve stejném pom~ru se změní i elementární objemy, takže

(422)
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( 424)

(425)

P"1 vll't.udlntm pfetvofentnbje1tUl ó.V vykonají v nim napit:!~'i.i
práci (;'~i oe,,; , kt.erá se bUde rovnat zminA energie napjatost 1
'bW f 4 ., . ~
1ft ,. O Q:. ~:i.Pr('lt ole pfírdst ek O t,ťa" volíme 11bovolni, vyjde erovná-

~ ,

n!mobnu y~aR.d vztah, '

'd'W
~ ii :. ,I (423)

'betg'
'To zn8m~n',le der1vevállí!llpoténcláln!defol':~8ěn1energie podle slolek
tenzoru, p'f'etvof'en1 dQstaneme tenzor'QapJétóst i .. Pf'ejdeme..'11 k materiá
lovým eoufadnicím, nahl'adtme ~":'fGreenóvym tenzorem, !-ť' a energii

W hodnotoU Wt/., Protole Vl '= Wo ~~ • dostáneme cl

-ti' ~ lAJo 'oiVo ~ 'a", WO
Q; '"'1)'t\i dV ~ Vf lt~i

J9pět í je pf'itom stále vztai'enok jedpot ce ploc1)ypfetvof'en4ho prOf'ezu t

takle má zřejmý tyzikálnťvýznam. 1'rotoie81o!kY'ť,~g' a 'fit vystu
,pují, samostatn~, nap:.ťšeme,·mí8t~ (424) Bouměrny vztah

, C , ~, """~ '. ,1 Wó "",1 \Mf)
G', 3' ~ T 1~[ru'fii+1tJi)

Materlá'ly, u.niehi existuje pot_ncláln1 energie ,Wo (ajv ttuldvá
v pf1r"zen4mstavut_lesa), se Ilaztvaj.ťh;ypé~·e,l,astické.

Elastický materiál je zároveňhyperelastický, ale opak nemusí platit.

Proto!eeev t~;topu.bi,1k8.cil1éza'býváin.teplotním pnutím (pomíjíme
prob14myvYžaduJ10! tetDi~dynami'cká dv,abYl, nepředpokládámezáv~slost

Wona teplntě, ol.)écnA vlak mdle ,\!Jo na teplotě záviset.

Potenc1álnídef'ormaěníenergie' Wo Je 'invariant.ní funkcí
Greenova tenzoru p~etÝoře'n:l tti . Jde. tédy oto, stanovit takovc§
algebralck4 výrazy odvozen4zéslo~ek tenzoru deformace ~J1f.' .l(ter4
bYS8 transformficí ·souf'adntc nezměrtily a byly' li.neárně nezávislá.
Budeme Jim' f'íkat 1~v~~i$nty ~enzoru (druhého f-ádU). Potenciální, ener-'
gle Wo·· bude funkcí t~chto .1nvtu'1antd•

. DalA! úvaha Se bude tikat jakc§hok,oli tenzoru druhc§ho l-ádu.
,Rovni.ce

( 426)

, .' . ..-, .... ~

pfedst~vUjé transťormáci vektoru J(, . do vektoru ~ • Devět součini-

teld ct.i t4to transformace tvofí tenzor druhého řádu. T'ento tenzor
po.aluJme za konstantní. Pak véktoroveS pOle íi{0dPovídá vektorovému
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"11'1 .. ft"'" ,'''r~.tuJ''!'11 v ttcltto polfch 8i'Jbt ,,.1f•••n' v,teto
~,. ,ltt,'~ř~4;>)lN··_·~:1.',ftáY."J..' •..r.ov~obll;ti4•.Ytat Clv".pl',tpl:41·. 'b, ~'4at~lJlu

~tt+' .1'c~ t.~f~~~.~l"'lt~~'{::.Jvl .. { ~ ll& re41ltl tl.ho kOiaplexn!
·Ir.Itll. Si',tJ_a \)'.811:,8'18t1t .ovnio",

(
.~ ." ..'C.\' )...... '.' a· ~'." 0<'

~:.i .. .\. II t ,..)C. :I. .•. \

(427,)

( 428)

SNr L1t j tt.,tM\11ibpII...iVku",bcwuJe, "i.hW'(.llIl.. vé1ctor :t
JI. !~"~tl.:."I}ň.~J.~~lIt.oJ'uGLZA. ·•.,hOlll~' ...Á;·4.·'~I~M·~14ňf)t o\t
tdhDlt,a!ot". Jtl.8tuJ,f"'U, .1$$tnť"etltPŽ':va bodnlt,. ml._1eejí na

val.,.. soust~Vyso~ř~dni:.~!ztaht41'lPi't<t.t.'\tJ'li_'''M~.11neárn!
8o\t8tavu,."n~~'Í'i;·.... !ti. íJ"t.,i,41nt ~e'ed 1:4to soustav,

" lID On.·..i.Jlttíiifoáld.("l.*l*tt~."t,i'tJ.'1n~I.'8Ien(.je
:fotnii:e.

•

.~ CcJ'á "At6fl - <} •

Pi'edctt,8VUJ .·p,ol';ll~_ t f_t,~.·.tuprtA

se • ou~1I1it.l1

, .< 429)

( 430)

( 431)

( .432)

Pr~tol••·lest n! h.oc1notl Ju nlzá"f'18eJ:! na tl'8nsf'C}!'$aci 8~Ufědnic

(881 ~akohla"n1 Poloosy .~lp'.bldu nezáviseJ.i na t om,- v jak, soustavě

souřadnic elipso1d POp·18uj•••), musí být tvar (430) 1 hodnoty (431)

invar1antn~.$k\1telnl. C43í) JSou hledané invarianty tenzoru a.~ i ·
, V teorii kone~nl()h deformací •.elpravidla neužívají.' invarianty

Gre.nova tenzoru pfetvofen1 (121) téle sp:!Ae tenzoru . ~.(i·. V kartéz
ských souřadnicích ~(i >& '~i ,talde

A

~ťi ~q":i+ l t~i .5~· + 2. t~i .
Tent o tenzor má pfímý fyzikální vtznam, je to· Dletrieky 't.E1.nzor 'pf'etvo
ftend síti mater'i'lov1ch 8oufadn1c t která byla pf-ed pf'etvGf8mmkal'tC§zská
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Vy+.vofťme-11 z tohoto tenzoru invarianty podle vzorod (431) t vyjde -I

t ~ = Gt~t 191] -de,~ t b~ to 1 ~ ~, 1,

t1." 2 Ť 4 t ~ +2 (ti 'i1- t ár~ ) I

, . '. i
Ii ~ 2 +l t t ·

V okolí pf'1rozen4hQ 8·tavutAlesa. md~e1be 'funkci \No
pol.vnomem

(433)

apl'OX1movat

Wo ~ .L Aiát l I~- 3)i( 1:1.- 3)i C1't. -- 1)~ (434)
-t.,3,t.

Zde ~,3, k,·=O, 1,2, ••• , pi'~č.mi Aooo=o. Vzteh(434) je
ekvivalentní Taylorovu rozvoJi

w= -L fE·.~j~t w. '. t. + l.... E.i3lel\'\4~ .l!'. . ~ '.•.. w . ••• ]...... " (435.)o 1. L r:. "'Jo 4tl ~ . ~-ti c.f.<, c.lt14'"+

Zde E .(,~te , t ia·A.tMA.Mt j,oU eleetio1c4 moduly tvof:!cí ten~ory č.tvrtého,
resp. AeettSho 'i'ádu. Z fady (434) nebo (415) lze do výpočtu zahrnout

z prakt iekýchddvodd jen jeden nebo několik málQ, ~lend.
. ~ .--

Ponecháme-ll v ,rov,nic! (435') jen první člen, dostaneme bookeovsk;f
meteriál, pl'okterý

\. I '.:lL L. Eijte. li! ..... , "'.
VVa '2.. C"'a' c"M, • (436) .

" Pro... ~ěkter' vyeoc$ elastlok4, n.8't18~1telné materiály lze brát z řady

(434) jen jeden člen, a to

WO' -= C(I1 -3) , (437)

( 438)

Takové materiály Se v literatul-e označují jako neohoQkec.rvské'. ObecnějAí(
. !

skupinu tvo~í materiály, proněl

Wo ,.. Ci (11 - 3)+ C'l.lI2. - :?».

Nestlačitelný mater1ál, pro který platí tato rovnice, se názývá
MQQney'Ov (nebo l.!ooneyOv-R1vlinOv) materiál. '1"ímto mater~álem 'je nap~. '
pf'írodní pry~.

- 1)5 -



Pndmínka rtestlaěitelnoeti (kterájes pln~na jen pf'lb11!nA) vedl

'11 rnvnic11:)-'~ ~O ,tek!e tf'et:l :lnvar iont se v rovnicích (436 8

(437) nevyskytuje. Rovnioe 1:3-1= O je ved~ej§í podmínkou, která musí
plat it .z'rnvert B citovanjtn1 rovnicemi.

V.tah.v ,kter~ jsme a! dosud v tát o kap1t ole probírali, vy jadf'uJ!
zdvlslost tenzoru napjatosti na tenzoru pf-etvof'ení. Obecnějěí skupinu
tvof'íhypoelast 1ckámateriály, u nichž je definována pouze záv1s'lost
časovt1der1v8oe tenzoru napjatosti na tenzoru rychlosti deformace,.
Tatnzávielost Se pf'edpokládá lineární, homogenní a v invariantním
tvaru. Jde vA,sk o př'í11A speciálni problematiku, kterou 8e nebudeme

zab!vat.

Uveden~ definioenelineárn~ elastických materiáld byly zvoleny
tak, aby 88 CO nejvíce zjednodušil' výpočet deformace a napjatost i'
t§lesa. ~eetoje výpočet velmi náročný. Analytickými metodami lze
f-eAit Jen málo případO (pfedevším ty, u nichž lze tvar těles8 JPf'ed
def'nrmací i po deformaci snadno popsat). Z numerických metod se
uplat nuje met oda konečných prvkll, avšak i zde dost ~váme f'eěení mnohem
olJt ižněj 1 ne~ v lineárních případech.

,~l'ř*18d 42
I

Dokait e, !e po~ínka 'I 2. ~ 1 znamená nestlačitelnost materiálu.

:fteAení

~4DOtková krychle, jejíž hrany tvoří jednotkové vektory

""-9V kart ~zských souř-adnicích, s 6 přetvoří na krychli o hranách tA 1
A /'.. -(I
~ ~

~1. t ~~ • Pro ně platí rozklad

Objem p~etvof-ené krychle vypočteme podle (l46)

V - .tj{:. A Á 1\ -1 -'ji, .'\ A J\

- b ~~.\ ~ '-3' Q3ft:- ... ~ ~ e ,~>\~ ~.13 ť1 $t ~

~ A.. ~' 1\ \1- ~r:;:-
". V~ de-I; I ~ ~i 1 ... ~ ~ ca ~ Vq :: ~ T~

Je-li materiál nestlačitelný, nemňže se jeho objem změnit, takže
V1:~ = ~ • Pak je taká I j =1 . t • což jsme měli. dokázat •
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( a)

. Pf!Jtlaa .43·

~i'.'d,pokl'd.~t·é ~e;dneo8:ou'naJ)~ato8t v Pl'1Z1Ilét lek' t,a8iv.:vrobend
I n':ohf)nk'eovskd,ho mat·triálu. 8st:8.nbvte vtpoetem Je:ho aetormaen:l oha
.akt:er1st ·11c:u.

ftelen:!

V ne.pfetvofendm tile,e.~ vol~e: jednotk0V:D,ubrto8on.ál'n1 .ektorovo·u
. :'. ' ' ........•... " '.: .. '" .. , ~

b'zi. Pfedpokl'dejme,~et$hov'n.Plt!P\\8ob:tve sm'ru~!!~1 oSJ
. tyaea že se tYě&l'odl~UI;( vpomlr11 i, ·~t.takle bázo'ttvektoi' v pi'e"
t'ofen~mt~leseca1 ~ i~. ( 'i ,. ~),Ve. Smirecbdruh~ atfet !osy mUé;(
nastat zk;rdcenív pOJJlirul ď .~. i· ,nebof mat~iáljenestl~it'lnf'

Zfejm§ ".4\1 =f'L, ~1t. :: ~3~ =t ; n.bo~ qt =-ff ~1 1'.' ~ :; .L ~ .
. V souh18~u~ podmí11koun\stlačltelnósti íyJde ~.f1 ~t1- ~~10 ~

. (8 rovneJ s Pf'íklad.e.Ul 42) • . .

Slo'iky Gr,eenovatenzoru přetYO~eňí vyjdou pOdle (127)

.tl ~" ~' .. " .
C11 ... 1. (~11 .. 1)- '"i' l i~~1) í

~~t ... i (~tt .,,) ctlí .. 1) ~ t 3'J I

Vyloučíme-li ~ z t~chto rovnio, dostaneme

(b)

1 -~ ~+!t~~~

t ~ 1 f' "- ~11
(o)

GreenOv tenzorSé vzt.ahuje k nepf\etvof'-en~mutělesuf v něml je vektoro
vá báze' jednotková 8Pl'·svoúhlá.Nemusíme proto rozlišoV'at sm!ěen~ a
kovariantní slo~lky,ď nebotjSousi rovny. Potenciální detormačníenerg1e

vyjde pak ,podl.e(437)

(d)

Podle (425) vyjda složka tenzoru napjatosti (jediná nenulová, vztažená
k pf'etvořenému tělesu)

( e)
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~:t~;li~(8"~cj;Il:~o' ~W\,;(d()a$d:cme. aQUób9:~(f 'P01D!in<'u. deror~cl•.••,t:,i,4,~'t,
,nt.o.Jsme z~~dc11pQ~ít8t v llneáJ'ní tQoJ'~lpl'~no~t1.ZfeJmfp18tlt

I:e

~ '& - 1+{~+!LtH ·
s použ i t im (g): :dá..:l'o·vnloe ·('$lpo:·snadn4, dp.r$v!

(h)

1f'ato elo!ka tenzoru napj.at()st 1 nemá fyzikální význam. Pf'epo~tem'eJi

pl'n't ona, fy'zllcáln!'Elložku 9 využit tmpfa1kladu2.3;d:ostaneme "sk"ute'ěn'"

napět,t·

(.f"'· t)ď~.~ :~

:l1+~)
',... ( 1)'

(J)

~ot:o";'n8Pětt88VZ'tia.b.Ůje k pf'et'vof'en'muprť1f'ezu A.' • 'Cheeme-l1 je pfe''''
,poě'lt,'st .nakon1Te·nČJ11 -napět 1. .(Do ,které vzt ahuj eme k pOvodn:Cmu prO~.

l'e ztllJr.o,ml1G:Cme.1e6ěllt poměrem Ao IA= t = 1+ti tekl.

(1t ,é)'J'-'i
(00·'" tu

"C1t-~)~"

Sk'uté čn~ nap~t í 1711 i konvenčni napět í <00 znázorňuje, ,obr. 47
v závislost i na Cauchyho hodnotě poměrnáho p;rodloužen1 E •...

;Pf1klad 44

Dokalte, !e pro první invsl'iant '1

Návod

podle (432"- piatí. vztah'

V rovnici (127) povyšt e lnde x. Po ú!ení smťAených složek tenzo
ru d08a~'te vzniklý skalár do (432).
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2C'

c--

Obr.' 47

,Souhrn~ tl ftel1nedrM elast 1ckfchmeterláld neplat 1. zákon super
pozice, takle Je nutné pfedpokládat ,I,evlastní pnut:í v tělese

ov11vn!Jeho Q..tOl'Dla~nť char~ter18t1ku. Deťormaění vlastnost 1,
tiles8 proto definujemlv8 "ít:ahu k pfirozen4mu stavu tilesa,
v naml Je 'teplota konstantní 8 'napjatost nulová. Existuje..l1 pro

I .' .

'daný materlálpote,nciáln1 deforrnaění energie, je funkcí lnvarlan-
to. tenzoru koneěn'ho pf'etvof'ení. Podle tyPU takovc§::funkce se roz
l1AuJ:! jednbtllv4 typy nelineárně pruinYch materiáld (hookeovský,
Deohookeovskl,Mooneydv). Derivací potenciální deformačn! energie
'se·ziská tenzor napjatosti, kt~rý 8e zpravidla vztahuje k defor- .
movan4mu tvaru tAle8a.. '
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