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V této publikaci se probiraji rdzné metody Pedeni dloh
ze strojni praxe na programovatelnych kalkulédtorech a mini-
pod{tadich. Uvddé&j{ se p¥iklady uspé3nych FeSeni a Jejich
programy v jazyku BASIC pop¥. FORTRAN, ale také nékteré pri-
klady selhdnf vypo&tovych postupld a jeho pifidiny. Jde o Pe-
Sen{ linedrnfich algebraickych a diferencidlnich rovnic,

o rizné aplikace v pruZnosti a v dynamice, o digitdlnf fil-
traci a zpracovdni zdznami &asové proménnych veliéin, o vy-
hodnocovédni experimentd, o poditadovou grafiku ap. Je uvedena
numericky vyhodnd metoda vypodtu zobecnéné inverzni matice

s aplikacemi ve vyrovndvacim podtu. Probiré se volba optimdl-
niho stupné polynomu p¥i regresni analyze. Zv148tnt pozornost
se vénuje Z~-transformaci, kterd usnadnuje pochopeni diskrétni
Fourierovy transformace a konvoluce. Tyto transformace se
uplatnuji zejména pii analyze ndhodnych vibraci.

Publikace Je urdéena strojnim inZenyrim a technikdm.
Predpokl4dd se znalost zdkladd maticového podtu.




"Kondme-1li po prvé vEt3{ vypoliy, jaké se vyskytujl zv143té
v astronomii, vy33{ geodesii i jinde, dochdzime zpravidla k chybnym
vysledktm, pondvad? nemdme ndle¥itého cviku v numerickém podfténi.
Opakujice takovy vypodet dopoustime se dasto nejen tychZ omyll, nybrz
i novych, nebof dufevni deprese, kterd se dostavuje v disledku uding-
nych omyll, stévd se zdrojem omyld& novych".

V. Léska a V. HruSka, Teorie a prakse
numerického poditéani. JCMF, Praha 1934

"P¥i zJjidténi nepfipustnych odchylek PeSeni na poditadi od znémé-
ho reSeni se domnivéme, Ze Jde o vécnou chybu. Pfedpoklédédme pritom,
Zze politad provddi operace bez chyby".

J. Jinoch, A. MalouSek a J. Vencovsky, Poditad
a Fortran v technické praxi. SNTL, Praha 1973

"Dobry podtér napiSe asi 40 &1slic za minutu, &ili ndzorn&ji
fedeno, ndsobeni obvyklym zplsobem p&timistného &isla pétimfstnym
gi{slem trvé mu primé&rné asi jednu minutu. Zndmy podtal Dase potieboval
k vypoliténi soudinu dvou stomistnych &isel p¥i poditénfi v hlavé sko-
rem 9 hodin. Gauss tvrdil, Ze dobry podté# by nepotreboval k témuZ
vykonu na papife vice neZ polovinu &asu”.

V. Léska a V. HruSka, Teorie a prakse
numerického poditéni. JCMF, Praha 1934

"Operadni rychlost politadld pro technické vypolty se pohybuje

od n&kolika tisfc operaci za vterinu I. a II. generace) do ndkolika
set tisfc a¥ milidnd operaci za vtetinu (III. generace)".

J. Jinoch, A. Malou3ek a J. Vencovsky, FPolitad
a Fortran v technické praxi. SNTL, Praha 1973
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Predmluva

Rychly vyvoj &€1slicovych poléftadd a jejich 8iroké uplatnéni ve
v8ech odvétvich v&dy a techniky ve druhé poloving tohoto stoleti vedly
k predstavédm, Z%e ikoly formulované na rdznych pracoviltich se budou
zaddvat a efektivn& zpracovdvat ve velkych vypodtovych strediscich,

u nichZ bude moZné predpoklddat v&t31 rentabilitu vymaloZenych znad-
nych investidnich prostfedkd. Zkudenosti poslednich let nds poudily

o tom, Ze vyvoj pijde asi trochu Jjinym smérem. NeuvéPitelné roz3fifent
operaénich moZnosti programovatelnych kalkuldtord a minipo&fitadd pii
relativng nizké cend vede k tomu, %e mnoho men3fich z4vodl a pracovisi
dévé pPfednost samostatnému vybaveni touto "malou" vypofetni technikou
pfed soustavnou, ne vidy dostatednd operativni spolupraci s velkymi
vypodetnimi st¥edisky. To mé vyhodu také v tom, Ze vybaveni pod{itade
perifernimi Jjednotkami miZe byt G¥eln& zvoleno podle pot¥eb pracovidté
a Ze primy styk Fe3iteld s poditadem podnécuje zdjem o pozndéni vech
moZnosti, které podftad poskytuje a vede tak k lepSimu vyuZit{ podita-
e v kaZdodenni préci. Primé zkuSenost s numerickym ¥eSenim dloh na
podfta¥i vede k novému pohledu na fyzikdlnf skute&nost & na jej{ mate-
matické modelovdni. Poéitaé vekutku "vychovdvéd" své uZivatele, vede Je
k v&t3{ osobnf kdzni, pozornosti, ddslednosti a k v&t81 angaZovanosti.

Existujl ov3em i jiné moZnosti, Jjak zkvalitnit a zorganizovat
vypodetni préci, nap¥. uZitim ddlkové pripojenych termindld pro préeci
8 velkymi podfitaldi, zejména termindld vybavenych vlastni inteligenci,
tak¥e je lze z&dsti vyuZfivat zcela samostatnd. Presto vSak jsme sv&dky
stoupajici obliby a rozSireni malé vypoletni techniky a s tim souvise-
Jjicich zm&n ve zplsobu prdce inZenyrd a technikd. Vzrostly néroky na
kvalitu a rozsah teoretickych vypodtd, na nich¥ zévisi funké&ni zpﬁéo«
bilost a spolehlivost konstrukci. Nové metody se uplatnuji i p¥i pléd-
novdni a ¥{zeni experimentd a pifi zpracovéni experimentdlnich dat.

Ddm techniky (SVTS v Praze uspoiddal proto jiZ roku 1976 celo-
stdtn{ semindi® "Modifikace pevnostnich vypo&td pro malé digitéln{i po-
¢{tade”. Letos se k této problematice vracime. P¥ineseme vSak pondkud
jiny vybdr témat. U¥elem semind¥e je vzbudit zdjem a poskytnout nejdé-
lezit&j81 informace potrebné k UspdSnému rozvijeni vlastni iniciativy
podle potPeb jednotlivych pracoviii. Nejde tedy o soustavny kurs pro-
gramovanf ani o kurs numerické matematiky. Na p#fkladech ukdZeme
Uspé&3né i nedspé&dné pouZiti rdznych matematickych metod, co% myslime




jednak jako inspiraci, Jjednak Jako varovéni pred nesprévnou virou, Ze
poditade zmohou vSechno. Zmohou ovSem mnoho, predev3im to, co jsme
schopni vystiZn® a sprévné matematicky formulovat a vhodnymi metodami
Yedit. Mdlo v8ak zmohou tam, kde ndm chybi informace, v&domosti nebo
nutnd zku3enost. ’

Autor srdedn& d&kuje pracovnikim Domu techniky {SVTS v Praze za
spoluprédci a za mimo#édnou ochotu, s jakou se ujali organizovéni semi-
néde. Zvliasdt ddkuje Ing. Vliadimiru Véclavikovi za pedlivé pPehlédnuti
rukopisu a v3em, kte#f se podileli na vyddni tohoto textu.

Prof. Ing. Cyril Hé6schl




1. OBRACENA ULOHA O PEVNOSTI NOSNIXU

Zpravidla je ddno zatiZenf nosniku, z n&hoZ poditdme vnit¥ni sta-
tické ddinky ( posouvajfc{ sily, ohybové momenty) a podle nich posuzu-
jeme pevnost nosnfku. Z ohybovych momentd vypoditéme ohybovéd napéti a
porovnédvéme s dovolenou hodnotou. MiZe v3ak nastat pripad, kdy chceme
postupovat obrscend: experimentdln& urdit napé&ti, a tedy i ohybové mo-
menty, a vypodtem urdovat plisobici zatfZeni. Tato obrécend udloha se
mdZe tykat napi. vypodtu nezndmého spojitého plsobeni sily na bodénici
i Zebrovou vyztuhu slévérenské formy nebo jiné stény, vypoltu nezndmé
pFitladné sily na n&jaky nosnik &i vélec pracovniho stroje apod.

Necht napi#. na nosnfk podle
obr. 1 pisobf spojit& rozdélend
sila 9 (x) , kterou chceme urdit
a 2z riznych divodd ji nemiZeme
zjistit pPimym m&fenim. Ve stej-
nych vzddlenostech fL  zméPime v
odporovymi snimadi pomérné prodlou- 4{7

q(x)
sent ¢ (x¢) (¥ = th ; (=1, l 1 2 [? l4...,n
2. ..., M) ve vn&j8im vlékns hi{ hJ h
~5=|

L DG -~ ~
nosniku. Nosnfk bude mit celkem

vl polf, takse (n+i)hy = Z . e
Pomérnd prodlouZeni prepoditdme na

ohybové momenty. Je-li nosnik

prizmaticky, bude mit priPezovy

modul v ohybu Wo ve v8ech Pezech stejny, takie ohybové momenty
vyjdou z rovhice

Obr. 1

M¢ = M(x(,) = Wy e () (1.1)

Spojité zatfZenf nahradfme soustavou osam&lych sil [¢ ve stejnych
bodech, v nich? jsme m2#ili pom&rnd prodlouZeni, tj. poloZime

Foo=hg (x) (1.2)

Je zPejmé, Ze se tim dopouldtime urdité nepiesnosti, ale vzhledem k to-
mu, %e ndm stad{ jen pfibliZnd znalost pribéhu ¢ (x) , miZ¥eme se
domnfvat, Ze sily [ budou hledany prib&h dostatedn& vdrn& vystiho-
vat, zv1438té kdyz volfme N  velkd, tedy pomér W/ < maly.
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Obr. 2

Metodou my8leného Pezu podle obr. 2 vypolteme, Ze

M¢ = Rotho- F({--F({-2)h - -..

Qoz

1
n+1

Vyloudenim reakce
vymi momenty M/ a silami F}‘ , kterou zapiSeme v maticovém tvaru

(M1W

Mq

f

{ My b=

. n+1

1
\ M”?,
Zkrdcené

N

LnFrn-DR+(-DF+ -+ Fy ],

R

n-q n-o .
2(n-1)  LUn-n) ---
B(n-1) ---

~

Soumdrnd matice

{MY = TAd{F]

~

3 2 1
6 4 2

9 6 3
T 2(ne1) e
4

-F.

1 -1

v,

(1.3)

(1.4)

z t&chto rovnic zi{skéme zdvislost mezi ohybo-

g (1.5)

(1.6)

ProtoZe vektor na levé strand Jsme ziskali vypodtem podle (1.1), miZe-
me z posledni rovnice vypolditat

Postup je tedy velmi jednoduchy. Zvolme napt. N

[FY=1A2"¢my
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= 9, Pak

(1.7)




9 8 7 6 5 4 3 2 1]
8 16 14 12 10 8 6 4 2
7 14 21 18 15 12 9 6 3
6 12 18 24 20 16 12 8 4

[A}~=,%%— 5 10 15 20 25 20 15 10 5 ( 1.8)

4 8 12 16 20 24 18 12 6
3 6 9 12 15 18 21 14 7T
2 4 6 8 10 12 14 16 8

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abychom mé&li pro kontrolu ndjaky p¥iklad, zvolime FL‘ = 1000 N

.

({4 =1,2, ..., 9), fv = 0,2 m. Z rovnice (1.6) vyjde vektor {M}
(v jednotkdch N.m)

900
1600
2100
2400
2500 (L.9)
2400
2100
1600

\. 900

KdyZ na poéitali Hewlett-Packard 9830 A vypolteme pomoci rovnice (1.7)
a hodnot (1.8 a (1.9) vektor {F'} , dostaneme pifesné pavodni zadané
hodnoty, totiz F; = 1000 (pro vSechna { ).

Nyni dosadime za vektor ™My pokusné zjidt&né hodnoty. Abychom
si metodu pPedem vyzkouSeli, budeme pokus Jjenom simulovat. 04 hodnot
(1.9) odedteme n&hodné chyby, které vybereme tak, aby relativni chyby
byly men3{ ne?¥ asi 5 %, co? je predpoklédand chyba tenzometrického
" méfeni{. V ndsledujfcim vztahu (1.10) uvedeme takto upraveny vektor
ohybovych momentd M) i vysledek PeSent

VEY = a1t (M)

- 11 =




[ 925) [ 1500 )
1550 0
2175 2500
2300 -875

fMI= < 2600 » {?}‘# 2125 - (1.10)

2475 1375
2075 750
1525 500

L 875 | | 1125 |

A8koli chyba prvkd ve vektoru {ﬁf} proti pivodnim hodnotém § M}
nepiesdhla 4,7 %, zménilo se PeSeni k nepozndni; vysledek je zcela
nepravdépodobny, takfe nade metoda je naprosto nespolehlivé. Pritom
poditad HP 9830 A podf{téd s velkou numerickou prfesnosti a bez chyby,
jak se mtfeme presvéddit dosazenim vektoru { E} podle (1.10) do
vztahu (1.6) . Vyjde presnd vektor J M} podle (1.10). Také soudin
[A]“1 [A] 44 bez chyby jednotkovou matici. Determinant soustavy neni
nijak maly. V &em Je tedy chyba? Prod metoda selhdva?

zd4 se, %e je ve 3patné podmindnosti matice’ [A] (1.8). Je vii-
ty ndzor, Ze podmin&ncst matice souvisi s velikosti determinantu mati-
ce a Ze 3patné podminénou matici nelze bez vétS{i chyby invertovat.
Chybné vysledky FeSen{ soustavy linedrnich rovnic by pak byly zpisobe-
ny zaokrouhlovacimi chybami p¥i inverzi matice. Na na3em prikladu Jsme
v8ak vidéli, Ze to nemusi byt pravda. Vysledky mohou byt chybné i p¥i
dokonalé, bezchybné inverzi matice soustavy.

Podmin&nost matice Jje sice vlastnosti této matice, av3ak tato
vlastnost se projevuje teprve v souvislosti s FeSenim celé soustavy
rovnic. DokdZeme, Ze Spatnd podminénost matice miZe mit katastrofdlnd
v1liv na presnost vypodtu, adkoli sama inverze matice bude idedlné
pPesné.

V nalem pripadé 8lo o ¥eSeni soustavy (1.6) s vektorem {P13
zat{¥enym chybami {¢} = {MY-§ M}, tedy o soustavu

LATLFY = (MY -fet. (1.11)
V ulebnicfch maticové algebry Jje popsén zpisob, jak miZ%eme diagonali~-

zovat matici [AJ . Nejprve najdeme vlastni &fsla A a vlastni
vektory %,X} FeSenim homogenni{ soustavy rovnic

- 12 -




LAJixY = A {x). (1.12)

ProtoZe La] je soumdrnd matice, jsou hodnoty A redlné. Dostane=-
me Jje PeSenim algebraické rovnice

det (TAT-ATLTI) =0, (1.13)

Ke ka¥dé viastni hodnotd +¢ ¢ = 1, 2, ..., N ) najdeme vlastnt
vektor {4}, tak, aby

- - . ‘T . .
(Al wl = A twle ful; {wl; =1 (1.14)
Pak matice sestavensd z téchto vlastnich vektord

[T = Ty et —od n ] (1.15)

\

je modélni matici a transformuje matici [AT qa diagondlni matici

LAY =T Agy ooy And

[UITTATLUT = [ AT % (1.16)
V rovnici | 1.113 zavedeme novou promfmnou 1P}  podle vztah
{F} - [UJ{$}~ (1.17)
Vyjde
IAJLUIEPRY = {MY - (e} (1.18)

T
Rovnici (1.18) vyndsobime zleva maticf LU . Se zbetelem k vztahu
(1.16) dostaneme

[0 J{PY = LUI™{MY - TulTied, (1.19)

Kdybychom po&ftali s pl@vodnim bezchybnym vektorem R , bylo by
{eY=10) LWIT{FY=(Py, takie

[ATLPY = LulT{my - (1.20)

Odeltenim obou poslednich rovnic dostaneme pro chybu vysledku

{‘5} ’{Pl“iﬁ} vztah

- 13 -




(1,21)

CAILEY = Tulfel
Pro ( -ty Pédek méme ®/

I

Li0p = Ugp & + Ugi Eg v -+ Ung En . (1.22)
Odtud
by = bc /A, (1.23)

kde 61 znad{ pravou stranu rovnice (1.22) . Vidime, Ze chyba vy-
sledku 8@ miZ%e byt mnohem v&t3{ neZ chyba pravé stirany by, je-1i
| A:[%1 a to i tehdy, méme-1i matici [/ ] vypoditdnu s idedlnt

presnosti.

I kdybychom tedy libovoln¥ zpresnovali inverzi matice [A ]
nezménilo by se nic na nepouZitelnosti na3f metody, protoZe matice
LA]l m& tu vlastnost, %e kondidni &islo

\ /\,\ max

=" 31,
< | A limin ‘ (1.24)

Pripomenme si, jaky je vztah mezi zatffenim ¢ (x) a ohybovym
momentem M1(x)

2,
dd:,'l = - g (x). (1.25)

ProtoZe velidina %¥:} zastupuje v rovnici (1.6) spojité zatiZent
gx) , znamendé maticovy operdtor [pA | dvojil integraci a inverzni
operédtor [ll]“ v rovnici (1.7) dvoj{ derivaci. Nespolehlivost meto-

dy ztejmé& souvisi s tim, Ze se derivacemi kaZdd chyba zveliluje.

Vnucuje se my3lenka, zda by nebylo moZné Pe8it obrdcenou udlohu
primo numerickym derivovénim podle (1.25). Funkce @g(x) a M(x)
méme pritom ovzorkovény hodnotami M; = M(x{) a ¢; = qg(x)=F¢/fh -
Pro druhou derivaci zndme diferendni vztah

o 1
M= 7w (Mg -2 M+ M, )+ 0 (%) (1.26)

®/ Ozna¢ili jsme u¢z prvek v ¢ -tém Pddku a J ~-tém sloupci matice [('] .

- 14 -




pro v =1, 2, ..., v 8 tim, 3¢ Mo =0, Mas = 0. Aplikujeme-1i
tento vzorec na posloupnost §ﬂ; sloZek vektoru {Eﬁ} , vysledek
zndsobime W = 0,2 a zm&nime znaménkc, dostaneme piesn® vektor | E}
podle (1.10). To potvrdilo nadi hypotézu o vyznamu inverzniho operdto-
rau [ A]' . Checeme-1i dostat u¥itednd&jd3{ vztahy, musime spojit nume-
rickou derivaci s &fslicovou filtraci.

Vychdzime z intuitivni predstavy, %e funkce M(x) Je do znadné
miry hladkd4, nebof vznikla dvojnésobnou integraci spojité funkce g(x) ;
kde¥to chyby &(x¢) Jsou chaotické, nebot vznikly ndhodnymi chybami
r?i tenzometrickém méieni. ProloZime proto vZdy pé&ti body

Mi'i’ M{f1) Mii MOM ! M£+z

kvadratickou parabolu, kterd predstavuje hladkou k¥ivku

(1.2
M) = Q¢t AsX + C\LLKL K

tak, aby vektor rezidudlnfch hodnot Y = M-m v dangeh pdti bodech

mé]l minimdlnf normu. Pro tento vektor mdme soustavu rovnic v maticovém
zdpisu =/

&
(o 1 i ) B . 7
Vi Mi-2 1 2% -
Ti-4 M1 1 - WL
a%,)
_ _ (1.28)
Ve j M L L 0 Q ay >
Fird M i 1 v A as
L Fesr | | Mine |t 2 T ht
Zkrdcené
{r}={m} -1Hi{a} (1.29)
%/ Bez Ujmy na obecnosti zvolime ¥g = Q, takZe napr. &Q‘Z ='“2ﬁb

- 15 -




Stverec normy
eyt

et o= {rlTir) -

Imi{mY- 2§aTHI MY+ {aY THITHIta} (1.30)

o

bude minimdlni, kdyZ

2(r?)

eV (o}, (1.31)
Gdtud
{laY =[81{mY}, (1.32)
kde
[B] =(LHIT[HIY [T (1.33)

je zobecnénou inverzni maticf k matici LH] a je typu 3 x 3.

7a derivaci v boddé  vezmeme nyni hodnot:u sm&rnice tedny
k parabole (1.27); tou jsme na intervalu (¥¢ -2%, X+ 2%) pribliZnd
nahradili nezndmou presnou funkei M (x) . Bude tedy

M = m o) = (o) - a, (1.34)
Proto stadi vypoditat jen druhy rédek ze soustavy (1.32). Dostaneme
MP o= ' (xe) =y
1
= e— - . - . (1-35)
o UM g Mey e Mepy ¥ 2 Mgy, )
Tohoto vzorce poufijeme pro =2, 3, ..., M - 1. Na koncich
intervalu pouZijeme obdobnych vzorcl odvozenych pouze ze &tyPibodové

korekce (parabolu prokliddme metodou nejmendich &tvercd jen StyFmi
body mfsto p&ti). Vyjde

1

Mi T n G M e 3ME TN, - M), (1.36)
YRR I. (1.37)
A T3 ma "I Mug =3 My + 1 May)

- 16 =




Obdobn& urdime ze &tyrbodové korekce i hodnoty
4

Mo =, U Mot 13 M 17 My - g M), (1.38)

| vy
th‘l = 00 fu [\L} Mn—VL - 1? t\l1n-/| - 13’ Mn + 21 Mn+1>
9

(1.39)

Stend? jist® postdehl, ¥e k jednoznadnému urdeni paraboly (1.27)
by postadily t¥i body, nebot rovnice (1.27) obsahuje jen t¥i neznémé
koeficienty. Cty¥mi &i vice body je parabola pPeurdena, tak¥e jej{
koeficienty je nutné hledat minimalizaci &tverce normy rezidudlntho
vektoru podle (1.31). Tato preurdenost, tj. polet pPebytednych body,
které pouZijeme k stanoveni koeficientd paraboly, prévé zpisobl odd&-
lenf{ podstatné &dsti nahodilych chyb od predpoklddané hladké funkce.
Kdybychom pouZili pouze t¥{ bodl, prochdzela by jimi parabola piesnd
a k Z4dné takové filtraci by nedoSlo. KdybycHom pouZili pi#{1i8 mnoha
pFebyteénych bodd, "zatahovali" bychom do vypodtu p¥{flis Siroké okolf
daného mfsta a tim zkreslovali hledanou funkci. Volba podtu prebyted-
nych bodd Je véci zkuSenosti.

Pro derivaci s filtraci tedy bude platit tento maticovy zdpis

Mo | 21 13 17 -9 1 (M -0

M, -11 3 7 1 M,

My -4 -2 o) 2 4 M

M.’} ~4 -2 0 2 4 MA

1 (1

T : e { >(1.40)

Mo -4 -2 0 2 4W" M-t

Mp -1 -7 -3 11} | M,

) ;

M | 9 -17 -13 21| | Mo =0)

8i1i
tM) = IDIEMY . (1.41)

Opétnym pou¥itim operdtoru [ D]  (derivace s filtraci) dostaneme
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(M"Y = 1" { M) (1.42)
a tedy

{(Fry =-p DI {m} O (1.43)

Vynechdme~1i hodnoty F;* a F;t1 , dostaneme pro hledany vektor

x [ 866,25
F* 902,5

, 966,25

| 996,25
(F*} 4 ¢ = ﬁ 1067,5 L
1063,75
975,0
887,125

( 1.44)

- Fg*| | 798,125 | |

Nejv&ts{ odchylka od ofekévaného vektoru { F} &inf asi 20 %, v pri-
méru je v8ak mnohem menS8i{. Srovnéni pfesnych a péruéenjch pribé&hd veli-
8in F; a M, poskytuje obr. 3. Je zPejmé, Z%e se podatilo filtraci
nam&fenych dat zachrénit pfed znehodnocenim podstatnou &dst vstupni
informace a ziskat u¥itedné vysledky. Vypodet miZeme uskutednit i bez
maticové algebry opé&tovnym uZitim vztahd (1.35) a% {(1.39). Takové vy-
podty lze snadno realizovat i na programovatelnych kapesnich kalkuldto-
rech.

Yy

A

012345678910 123456789

Obro 3 Ay
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V uvedeném p¥ikladu jsme spojili filtraci s derivaci. To ov3em
nen{ nutné, stejného postupu lze uZit k "vyhlazeni" funkce, ani¥ by-
chom ji derivovali. PPedpoklddejme, Ze ndjakou funkei X(t) , o niZ
mi¥eme pPedpoklddat, Ze je dostatednd hladkd, experimentdlné vydetiu-
jeme pFi ekvidistantnich hodnotéch argumentu t = (At , * celé &islo,

At = konst. Dostaneme posloupnost X;=x (fat)+ € , kde €; Jjsou
nahodilé chyby tvoFic{ "Sum". Chceme-1i tento 3um co nejlépe odfiltro-
vat, miZeme proloZ%it p&ti body ¥., , X, , Xo » X » X, kva-

dratickou parabolu

Y = Aot 24t t autt (1.45)

metodou nejmendich dtvercd a za funkdni hodnotu w bodd € = 0 brét

w(8) Ty (e) - q, (1.46)
Dostaneme tak filtraci X > y,s predpisem
3 ) 2 1 .
%(f)=-j§'¥(%-iAt)f%E X(t“Aé)ﬂ~?% x () +
» (1047)

35

/I'Z / i : * .
+3.>Tx'\t+A‘6\,~ X {t+ 2at)

V maticovém zdpisu vychdzi obdobnd k rovnici (1.40) pro toto vyhlazent
empiricky nalezené funkce

[ Yo (31 -3 -5 3 ¥
Yy 9 13 12 6 -5 1
I
{
|
|

0

-3 12 17 12 -3 :

(1.48)

-3 12 17 12 -3
Fmt =5 6 12 13 9|| ¥y
Wi 3 -5 -3 9 31| Xn

V této rovnici je {M{} pivodni soubor dat, f%i} vyhlazeny soubor.
Prvni a posledni Padky byly doplnény souldiniteli odvozenymi tak, aby

- 19 -




se tPet{ a dtvrté diference v diferendni tabulce na poddtku a na konci
nemdnily. 3/ V ostatnfch ¥dédefch matice v rovnici (1.48) pozndvéme
ginitele podle (1.47).

Pozndmka

Kdybychom disledn& pouzili predpis (1.47) a nezavad&li Z&dnou
korekci na podétku a na konci intervalu, mé&la by matice filtru (1.48)

tvar

~

17
12
-3

[SEN RN
(€3]

(a7 =

Je to tzv. Toeplitzova matice, pro niZ plati vztah

12
17
12

-3
12
17
12

12
17

CKWJ

®/ Podrobndji o této filtraci pomoci &tvrté diference viz
LANCZOS, C.: Appliéd analysis. Pitman & Sons, London 1957

CLC+

-3
12 -3
-3 12

ﬁl‘jrﬁ,

@ 20 =

17
12
-3

12
17

12

12
17

(1.49)

(1.50)




2. POROVNANI WUMERICKYCH METOD PODLE HOSPODARNOSTI

UZivatelé programovatelnych kalkuldtord a minipo&itadd se &asto
domnivajf, %e ka?dé metoda, kterd vede k cfli je dobrd, neboi u tdchto
po&itadl nenf{ hodina "strojového" &asu tak drahd jako u velkych po&i-
tadl. Je to konec koncl jedno, trvé-li vypolet krat3f{ nebo deld3{ dobu.
Proto se k hospoddrnosti pouZitych algoritmi tolik nepiihl{iZf.

Je v8ak velmi oZemetné, pustime-li otdzku \spornosti algoritmd
Uplné se zietele. UkdZeme to na p¥ikladu ¥e3eni{ linedérni soustavy
algebraickych rovnic.

Nejméné& vhodnd metoda k Fe3eni soustavy linedrnifch algebraickych
rovnic je Cramerova. A pPece se ji na 3koldch (patrn® z metodickych
ddvodl) vénuje nejvét8{ pozornost, &asto se ani Jjind metoda neprobird.
Kdyby si n&jaky PreSitel, sveden svym Skolrim wzd&ldnim, sestavil pro-
gram podle této metody, neshledal by mic divného, pokud by redil sou-
stavu s malym podtem nezndmych. S rostouci velikosti soustavy by se
v8ak ndpadné prodluZovaly vypo¥tové &asy a mohlo by se stdt, Z%e by se
feditel nedodkal vysledku ani do konce Zivota.

Uvedme jako pi#iklad Pedeni soustavy rovnic

0»)(1 +  Mq - X3 = "1
(2.1)
M1 - 3)<')’ - XZ = Q— .

Podle Cramerova pravidla uréime kaZdou nezndmou jako podil determi-

nantd
4 -1 1 1 4 1
4 1
~X1 = T -] 1 -1 ) ‘)('L = 3— 2 -1 -1 )
2 -3 -1 1 2 -1
1 -1 4 1 -1 1
. 1
X = > 2 1 -1 D=1]2 1 -1
1 -3 2 1 -3 -1
Vypodteme X, =1, X, =-1, ¥ = 2,
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Kolik jsmé k tomu potfebovali matematickych operaci? K vipodtu
determinantu m -tého Fédu potPebujjeme sedfst Mm! sou¥ind vytvore-
nych permutacemi m ¥imiteld. Determinantd je celkem m++4 .
Bude-1i trvat operace sel{ténf{ a n#sobeni zhruba stejn® dlouho, je to
celkem (Mm+1)(m+4)! operaci; ostatn{ operace zanedbdme. Kdyby nés po-
gitad uskute¥nil sto tisio operac{ za sekundu, pot¥ebovali bychom
gas v sekundéch resp. minutdch

£, = (mad)(ma1)} [105 £ = to /60
pop¥*. v hodindch, dnech mebo rocich
'th:-b/m,/6o) 'bo(=‘bh{ﬂ+) t‘('=£d{365-

Zaokrouhlené vysledky pro ndkterd m (M = po¥et neznémych v soustavd
rovnic) uv4df tabulka 1. Zatim co FeSeni soustavy s pSti neznémymi by
netrvalo ani p8t setin vte’iny, soustava o deseti neznémfch by vyZa-
dovala uZ bezmdéla pildruhé hodiny a k FeSeni soustavy o patndcti ne-
zndmych by uZ nestadilo ani celé stoleti.

Tab. 1 V&poéet dasu t k Pedenf linedrnf goustawy rovnic

Po&et neznémych 5 10 15 ’ 20
Cramer 0,043 s 1,22 h 106 3,4.10% r
Gauss 0,0013 s | 0,008 s | 0,027 8 | 0,061 s

UZijeme~1i misto toho Gaussovy elimina&n{ metody, budou &asy
potifebné k vy¥podtu podstatné krat3i. Podstata metody spolivéd v tom,
Ze se matice soustavy postupné transformuje na trojdhelnikovouw matici.
Kombinacemi prvnf a druhé resp. prvni a t¥et{ rovnice (2.1) dostaneme
nejprve

X4 =~ Xy 4 Xy = ‘1'
X'L - Xg = -3 (2.2)
- X’L - 3(3 = "'f
a pak eliminac{ druhé prom&nné z druhého a t¥etiho Fédku
Xq — X'L + Xz= Lf
XZ hand X3 :'-3 (2'3)

2 = 4
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Tak‘jame dostali soustavu s trojuihelnikovou matic{f. Nyni - p¥i "zp&tném
chodu" - vypodteme postupnd X, , X, , X4 . Ve skutednosti byvd po-
stup dopln&n je3t& vyb&rem hlavniho prvku, tj. pfi{padnym preskupenim
sloupct tak, aby se na diagonédlu v pfislu3ném Fddku dostal vidy prvek
s nejvét8{ absolutni hodnotou; tim se zmenSuj{ zaokrouhlovaci chyby.
Gaussova metoda vyZaduje celkem M3/3 +m*-m[3 ndsobeni a M*/3+ Mt

—~ 5m[6 sed{tdni, tedy celkem 2m?[34 Im*-FmiG operaci. Prfsludné
dasy Jsou rovn&Z uvedeny v tabulce 1. Pro patndct nezndmych, pro které
by aplikace Cramerova pravidla vyZadovala celé stoleti vypodtového &asu,
potfebuje Geussova mstoda sotva t¥i setiny vtelfiny.

Zbyvé zodpov&d&t otdzku, zda lze vlbec s dostupnou vypoletni tech-
nikou wypolitat determinant nap¥. dvacédtého ¥adu. OvSemZfe to lze a to
velmi snadno. Neml¥eme v3ak postupovat podle definice, tj. sestavovat
permutace &initeld, ale musime determinant nejprve transformovat ufitim
dovolenych operaci do trojihelnfkového tvaru. Pod hlavni diagondlou pak
méme pouze nuly a determinant vydislime Jjako soulin prvkd na hlavni
diagondle. ProtoZe algoritmus se podcbd Gaussové postupné eliminaci
nezndmych ze soustavy linedrnich rovnic, jsou i %asy srovnatelné, tj.

v naem p¥fkladu by 31lo o zlomky vterimy. */

3. POzZNAMKA K VARTAGNT FORMULACI METODY KONEGNYCH PRVKU

Chceme Fedit metodou konedngch prvkd prihyb nosnfku. Je-1i nosnfk
prizmaticky, prost® podepreny a zatiZeny konstantni spojité& rozdZlenou
silou @ [v o 1], platt pro n&j diferencidlni rovnice

g (3.1)

zde EJ je ohybové tuhost, % vzdslenost od levé podpory, W pra-
hyb. Substitucemi

X =x4, W o= W, g = qEIIE’ (3.2)

®/ Vyvojové diagramy a programy viz napf. OLEHLA, M. - TISER, J.:
Praktické pouZitf{ Fortranu. 2. vyd., Praha, Nakladatelstvi dopravy
a spojd 1979.
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prejde rovnice (3.1) do bezrozmérového tvaru

Atw
Tt 4 (3.3)

Bez \Ujmy na obecnosti zvolime ¢ 1 a dostaneme

d*w
o 10 (3.4)
8 okrajovymi podminkami
wie = 0, w(1) = 0. (3.5)

Diferencidlnf rovnice { 3.4) s okrajovymi podminkami (3.5) minimalizuje
funkciondl

1

3 ’0&[47(“’")1““ Tax . (3.6)

Presvédéime se o tom tak, Ze funkei W(X) pozmdnime o wariaci

dw () = €y00 ; 1El&1 ; ¥ (0 je n&jeké "rozumnd" funkce s okra-
jovymi hodnotami ¥ (0) = 0 , YH) =0 - Dosazenim W + W za W do
rovnice (3.6 ) dostaneme

1
FasE = J[E e SwY-w - 6w Vax |

0

(3.7)

Protoze (W'+ 6w"') = (W' 2W'Sw", dostaneme odedtenfm rovnice (3.6)
od rovnice (3.7)

{

oF = ((W"gv\/"~ bw ) dx ‘ ( 3.8)

Prvni &len na pravé stranéd budeme dvakrét integrovat per partes

0

=

1 v 1
[ ! [ i 1 ]
[ wdwtax = Tw'Sw 1]~ [w" Sw'ax
. 0 A
= Tw'Sw'ds - Tw"lw I, + § w"Ew dx -

%

(3.9)
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Vzhledem k tomu, Ze 5@“0):0 R Smﬂj)=o , vgmizi predposledni &len. Aby

vymizel i prvni &len na pravé stran&, musi na okrajich defini&nfho in~-

tervald wymizet bud W" (tedy k¥ivost, tj. i ohybovy moment) nebo Jw'
(sklon k¥ivky zndzornujict variaci). Vzhledem k prostému podepienf nos-
niku vymiz{ na okrajich W' . Tedy

4 1
KV\IUSW“CLX = SWWEW AX . (3.10)

0 o -

Pak z rovnice (3.8) plyne, Ze
4 &
- A’w ‘
5F = [ (G 1) Bw et (3.11)
o)

Nutnou podminkou pro minimum funkeiondlu F je vymizeni Jjeho variace

oF , tedy OF = O. ProtoZe "vdhovd funkce” {Hw(x) Vv rovnici (3.11)
je libovolnd, musi se integrand rovnat nule, coZ Je prév@ rovnice
(3.4). */

lletoda kone&nych prvkld spolivd v tom, Ze definidénf{ interval rozdd-
lime na m#kolik podintervall a v kaZdém z nich aproximujeme skuteény
pribéh funkce W (x) n&jakym polynomem pokud mo¥no nizkého stupnid.
Koeficienty téchto polynomi stanovime tak, aby byla zachovéna potfebngd
spojitost a pop#. i hladkost ndhradnf funkce a aby funkciondl F byl
minimédln{. Hodnotu tohoto funkciondlu poditdme Jako soudet integrdll
na jednotlivych podintervalech, tj. jako soulet pifispévkl z Jednotli-
wfch koneéngych prvki.

Kdybychom zvolili v naSem pif{pad® po &dstech linedrni ndhradu,
vy8ly by prvni derivace nespojité a druhé derivace nulové a% nz body
nespojitosti, kde by druhd derivace nebyla definovéna. Pokud bychom Jji
definovali tak, Ze bychom pirimé Useky ndhradni funkce spojili kruhovymi
obloudky, jejichZ polom&r by v 1limit& klesal bez omezeni k nule, rostla
by druhd derivace do nekonedna (obr. 4), P#i pPechodu pies tyto zlomy
by pak vznikal neurdity piispévek k integrdlu F podle (3.6); jinymi

*/ Snadno srozumitelny dvod k variadnim metoddm najde Stendd v knize
ELSGOLC, L. E.: Variadni polet. Praha, SNTL 1965. Podrobny vyklad
viz REKTORYS, K.: Variadni metody v inZenyrskych problémech a
v problémech matematické fyziky. Praha, SNTL 1974.
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slovy, souet integrdll nad jednotlivymi
f prvky by neddval toté% co stejny integrdl

nad celym nosnikem. Proto by uZitf{ lineérni
r aproximace vedlo k hrubé chybd. Néhradnt
funkce popisujici prihyb musi byt tedy nejen

R spojit4, ale i hladkd, tj. spojitd i v prvnt
X derivaci. Musime tedy pouZit Jjako "ndsadové
funkce" polynom t¥etiho stupné.

|
[}
: Jestli¥e v&ak danou diferencidlnf rov-
]
e | nieci (3.4) ¥tvrtého ¥4du rozepiSeme na ekvi-
[]

X valentni soustavu dvou rovnic druhého F&du

‘iz%: = 4 (3.12)
)

Obr. 4 dostaneme funkciondl zévisly na dvou funk-
ecich WGK) , 4 () ve tvaru

4
P - 4 ‘
‘F* = S (—f{j’z’_‘_ ‘?'W' + \N’) O(,X . (3.13)

<

Zm&nime-1i funkci '% ) 8} ., W o 5%’, snadno vypolteme, Ze

1
SF* < S(y514+y’5w'+ w'éy + ow) dx . (3.14)

)

Integraci per partes odtud vyjde variace

{
0F* = J [(V“W") oy - (y"-1)ow ldx. (3.15)

Mé-1i tato hodnota vymizet pro libovolné funkce 5@} , dw , musi byt
Y-w'=0," "4 =0 . To jsou viak prévé rovnice (3.12). P{3eme tedy
podminku 0F*=0 pro staciondrni hodnotu funkciondlu (3.13), v n¥m% Je
nejvy33{ prvni derivace, tak¥e néhrada pro funkce Y(x) , W(x) miZe
byt po &dstech linedrni a nemusi byt hladkd. Sta¥i, je-1li spojité.

Tato vyhoda je vyvédZena Jjinou nevyhodou, %e totiZ urdujeme dv& ne-
znédmé funkce, kdeZto d¥ive jsme m&li jen jednu. Ale to nenf tek nep¥i-
Jemné. Funkce "Y(x) mé vyznam ohybového momentu, jenoZ prib&h beztak
potieoujeme znét pro dimenzovéni nosniku.
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Na tomto p¥ikladu jsme ukézali, Ze zddnlivé sloZit&jS{ formulace
Ylohy pomoci dvou rovnic (3.12) misto jedné rovnice (3.4) mi%e vést
¥ jednodussfmu reSeni. Jiny takovy piiklad ukdZeme detailndji v daldt
kapitole. */

4., METODA DYNAMICKE RELAXACE

Budeme nyni hledat staticky prihyb nosniku zcela neobvyklym zpiso-
bem. Zadneme 8 jinou dlohou, totiZ s tlumenym kmiténfm nosniku. Tato
druhd dloha Jje zddmliv& mnohem sloZit&j3{. UkdZe se v3ak, Ze algoritmus
k jejimu Fe3enf neni tak sloZity a Ze dovoluje #e3it stejn¥ snadno i n&které
nelinedérni dlohy (nosnik jednostrann® opreny o nelineérnd pruZny podklad). »
Staticky prihyb dostaneme jako ustdleny tvar vykmitové Edry, kdyZ se
prechodové kmitdni utlumf. Numericky vypodet se uskutednuje diferendnf
metodou. Obdobn& lze fedit i prihyb desek. ™/

Prihyb spojit& zatiZeného pruZného nosniku Jje popsdn soustavou
rovnic

.y
ax- - T, (4.1)
dw Mo

dxz E()()jtx) (4.2)

Rovnice (4.1) vyplyvéd z podminky rovnovéhy uvolnéného elementu nosniku
o délece dx , rovnice (4.2) vyjad¥uji kompatibilitu deformaci u¥itim
Bernoulliho-Navierovy hypotézy. Podle ni zlstévaji prifezy pri ohybu
rovinné a stPednice Jjimi prochdzi vidy kolmo.

®/ Metodou kone&nych prvkd Jjsme se podrobné& zabyvali na semind#i
v Dom& techniky 8SVTS v Praze roku 1976.

XX/ Viz RUSHTON, K. R.: Dynamic relaxation solutions of elastic plate
problems - "Journal of Strain Analysis" sv. 3 (1968), s. 23, nebo
od téhoZ autora: Large deflections of plates with unsupported edges.
Temté% sv. 7 (1972), s. 44.
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Rovnieci (4.1) doplnime o setrvadnou a tlumic{ sflu. Dostaneme tsk
pohybovou rovnici

L)

MM W
e

It

Z
=“€(’0+C%+QS (4.3)

7Zde C gnadé{l aouéinifolrdtlumn, Q@ hustotu a S prifez. Kdyby
byl nosnik prizmetickf, byla by ohybové tuhost EJ konstantnf, nezé-
visld na X . Pak podle (4.2) a (4.3)

M w Vw
Elagw =¢-Ccag - 0S 3¢ (4.4)

P¥edpoklddejme, Ze nosnik je prosté& podepiPeny. PFi jeho volném kmitdmf
bude g = 0 a prvanil vlastni tvar kmitu bude moZno popsat rovnici ®/

i X '
wixt) = @waw T Q;‘Wt. (4.5)

&

Exponencidlni funkce piedstavuje harmonické kmiténf s kruhovou frekven-
ef W . Je totii

e - cowt + CAmwWE (4.6)

a lze si pPedstavit, Ze fyzikdlni vyznam mé jenom redlnd ¥dst v rovnici
(4.5). Dosazenim (4.5) do (4.4) dosteneme (pro ¢ = 0)

Skt ] ,
(E7 ¢ + ¢cw- @ Sw'la = 0. (4.7)

Kdyby nebylo kmiténf tlumené (tj. kdyby C = 0), dostali bychom odtud
visstnl kruhovou frekvenci

9] =77.\}E‘§ : (4.8)

Pro tlumeny pohyb se musi{ rovnat nule celd obld zdvorka, takZe bude

%/ V néeledujictfch rovnicfch znadf ¢ imagindrnf jednotku.

- 28 -




2 . _C IHET
W' v gT W T e =0. (4.9)

ReSenfm této kvadratické rovnice dostaneme

. ¢ ¢t mi#Ej
= t
L { ]QS _q_ @’le + elk(gg (4.10)

Na pravé strané bude tedy obecn& komplexnf &islo, které miZeme zkricend
zapsat jako /

W= i@ (4.11)

7 rovnice (4.5) pak vyjde

X ot -t
o gkt

wix,t) =asm 7 e (4.12)

Soudin exponencidlnich funkci pfedstavuje tlumeny pohyb, neboi

QWb @ LGP (cosant + Aot ) | (4.13)
Vymiz{-1i hodnota & , stane se pohyb aperiodicky. Na hranici tohoto
aperiodického pohybu bude mft tlumeni kritickou hodnotu C, . . PPi
ném bude diskriminant pod odmocninou v rovnici (4.10) nulovy, takZe

21>

Cor = 7= |ETgS - ZSDSQ.. ( 4.14)

Je ' vyhodné, zvolime-1li pro nd48 nosnik prdévé kritické tlumeni (nebo n&-
jakow hodnotu nep¥f1id od n&ho rdznou). Nosnik se pak pod zatiZenim Q(X)
prohne, ale Jjeho vykmit se rychle ustdl{ v poloze, kterd odpovidd static-
kému prihybu, ani? bude "pfekmitdvat" pfes tuto polohu. PovaZujeme-li po-
hyb za utlumeny, kdyZ (bt =3 (nebot €% 20,05 & 1), bude cely vykmit
trvat

x/ Ve skuteénosti jde o dva takové vyrazy, nebof rovnice (4»9) mé obecné
dva kodeny. ‘
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T=3=GQS=3€29§-=

3
0 Cer T2 EJ _.Q_ ' (4.15)

Uvedené tvrzeni by bylo zcela sprdvné, kdyby 31l¢ skutedné& jen o prihybo-
vou &dru ve tvaru sinusovky Q 4w (Tx/¢) podle predpokladu (4.5).

Ve skutednosti bude mit prihyb obeendjs{ tvar a pii kmitdni se uplatni

i vy381 harmonmické sloZky. ProtoZe jde nakonec o statickou dlohu, bude
mit prvni{ harmonickéd sloZka dominentni vyznam & zdvdry, ke kterym jsme
do8li, budou i tehdy pFibliZnd platit.

Rovina (x, t)

A x

- e OO
J=1 J Js J1 J2 J3 =j

Obr. 5

Nyni prikrodime k numerickému FeSeni{ dané \lohy. Derivace nahradfme
pribliZné centrdlnimi diferencemi. Vzddlenost X rozd&lime na stejné
d{ly AV , kde¥to &as budeme m&¥it po intervalech At (obr. 5).
Proto¥e promdnné veli¥iny zdvisf{ jednsk na X , jednak na t , pfipo-
Jime ke kaZ#dé veli¥in& dva indexy. Prvni bude znadit &fslo uzlu na ose
X , druhy na ose t . Tak¥e nap?. Mnm_ bude znamenat ohybovy moment
v mistd X = X.a v dmse t= ty (obr. 5). Obecnd tyto indexy oznafme
3 L . Jejich hodnoty uréduji uzlovy bod sitd v rovind X , t . Pak
budou platit tyto vztahy %/

*/ O0dvodime je smadno z Taylorovy Fady. Viz napi. PRAGEROVA, A.:
Diferenni rovmice. Praha, SNTL 1971, pop¥. REKTORYS, K.: P¥ehled
uzité matematiky. Praha, SNPL 1968. Vyraz 0(Ax’) . | piSeme misto

presnéj$iho 0(( Ax)’ ) Je to rychlost konvergence pfi limitnim pfechodu Ax — 0.

- 30 -




(Qﬁ) - 4___ (M o
jtk = (Ax)‘z -k -2 Ma'k + Mj'”lk)+ 0 (AL)’ (4¢16)

v 1

(T) (2 . N
Lt it W Jje DAt (VQ}':“*' - 1,‘-3~'k_1)+ 0 (at?) . (4.17)

V mich jsme zavedli rychlost v =0W/?t jako novou promdnnou. Pro ni
bude platit vztah

,1 .
Uik = Tap (Wjike = Wyer) + 0 (a47). (428)

Tyto vyrazy dosadime do rovnic (4.2) a (4.3). Vyjde

. ’ M]k_
W?"hk. = Q-Wj‘t + w21'1||4 = - 3 sz)

Mj-tie -1 Mz + Mgre = - 2y A%+ cUyy . AxTH
. AXZ 5
+ Q35 (Vjkm - V) 7ot ( 4.20)

Naddle budeme piedpokléddat, Ze modul pruZnosti se nem&ni, takZe E;; =
= E = konst. Poslednf t#i rovnice je3t% nepatrnd upravime. Z rovnice
(4.18) wypolteme

Wit = Wy -1 + 244 Wk (4.21)

Index R v rovnici (4.19) zv&tifme o jednotku a vypo&teme

EJ,
MJ.K-M = —m‘%" (.'V“a-_/“ﬁ *ZW’J(Q_ 4+ Wj'”lﬁ’ ) (4-22)

Eonedn& v rovnici (4.20) nahradime vyraz Va‘,h aritmetickym primé&rem
soupednich hodnot (_abychom mohli posledni dva &leny slouéit), tedy'

.1
Vi = 7 (Vpler + V5 6-0) (4.23)

Pak zmen¥{me index R o jednotku a vypodteme
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- 1 CA-& _
'\/’246‘, - 44 Lot OA%: I( 2,@-2 +

La (4.24)
Qgﬁa.(M3ML1 2M$k1TM3Mk:0+ QSQJ]

Postup vipodtu je nyni takovy

(1) pro okem#ik t = (k-)At vypodteme z rovnice (4.24) rychlost Uy, 8
v priStim okem¥iku t = kaAf

(2) tuto rychlost dosadime do rovnice (4.21) a vypo&teme prihyb v oka-
mzika t = (f+1)at;

{(3) podle (4.22) vypoSteme ohybovy moment v tém¥e okam¥iku,
(4) Zvdtiime & o jednotku a znovu pofitéme od bodu (1).

Okrajové podminky se vsunou mezi body (2) a (3) resp. (3) a (4).

Wyni jedtd& nékolik pozndmek k praktickému vypodtu. Za tlumeni zvo-
1fme hodnotu podle (4.14) bez ohledu na to, zda Je nosnik skute¥nd pros-
t& podepfen nebo Jjinak uloZen. ProtoZe nejde o dynamickou, ale o static-
kou Ulohu, miZeme hmotnost mosniku volit libovolnd, mapt. ((x) S =

= konst = 1 kg m -1, Pek bude &fseln¥ Cor = 280 = 2J5VEJ,/€ Za plo3ny mo-
ment setrvadnosti dosadime néjakou odhadnutou reprezentativni hodnotu

Ji (je-1i moment setrvadinosti pri¥ezu J(x) promé&nlivy, jinak samo-
zPemé dosadime Jjeho skuteénou hodnotu).

Proto¥e metoda centrdlnich diferenci{ je jen podminé&n& stabilni,
nusime volit Zasovy krok dostatednd maly; zpravidla postadi zvolit %/

Lo ]88 m AL |
8% f 5 A\ T T, T Tion (4.25)

Je~1i Q@5 =1, je &fselnd
at € 4+ axt/VEY (es =1). (4.26)

*y CRANDALL, S. H.: Numerical treatment of a fourth order parabolic

partial differential equation. - "Journ. Assoc. Comp. Mach."
sv. 1 (1954), 8. 111-118. - Nerovnost (4.25) by platila presnd pro
prizmaticky nosnik ( EJ) = EJ; = konst).
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Potrebny polet iteraci N je pak podle (4.15) a (4.25)

T 6pt

N =77 - A ( 4.27)

ProtoZe nosnfk nebude obecn& ani prizmaticky, ani prost& podepPeny, Jsou
tyto hodnoty jenom informativni. Zjistime-1li, Ze FeSenfi diverguje, zmen-
§ime At a Fe3fme znovu. Podobné se mi¥e stét, ¥e ani po N &asovych
kroc{ch nebude reSeni ustdlené. PotP¥ebny limitnf podet krokt pak najdeme
touto dvahou: vyhledéme podet N, iteracf, jichZ bylo tfeba k dosaZeni
prvntho extrému rychlosti V' (napif. pro j = 5; za tim Udelem si déme
v#dy po 40 krocich vytisknout mezivysledky). Tomu odpovidd nejvé&t3{i ki-
netickd energie, tedy zhruba &tvrtina prvaniho kmitu. Odhadneme-li, Ze

k ustdleni je tPeba asi dvou tlumenych kmitd, bude N = 8N, .

PPipojujeme program v Jjazyku BASIC, upraveny pro vypolet nosniku
voln& uloZeného na pruZném pcdkladu. UloZeni je Jjednostranné, takZe re-
akce z podkladu se pifendS{ jen tehdy, je-1li prihyb kladny

gg=~kw pro w >0,
( 4.28)

N

Qo = O pro w s

Pozd8ji ukdZeme, jak lze program zobecnit i na Jiné piipady.

vsTUpPNf VELIGINY

DELTA X = D1, MODUL PRUZNOSTI V TAHU-TLAKU = E, MOMENT SETRVAGNOSTI
PROREZU = I\J), REFERENCNT HODNOTA MOMENTU SETRVASNOSTI = I1,

PRUHYB = W(J), RYCHLOST = V(J), OHYBOVY MOMENT = M (J), ZATIZENI = Q(J),
MODUL PODKLADU = K, SOUCINITEL UTLUMU = C, POSET ITERACE = M 2

#¥1¢ FOR YL = 1 TO J3

gded  w(yl)
#2836 M(Y1)
P49 V(Y1)
@058 NEXT Y1

#1068 REM VYPOCET KONSTANT

]
=

@114 D2 = D1 = D1 .
@12 T1 = @.25 = D2/ (SQR (E = I1))
@138 D3 = 2 = T1/D2
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1/D2
E = D4

@148 D4
8156 D5
@168 XK1 =1/ (1 +C = T1)

g176 BL=1-C =Tl

g18g 1I7 =@

#2¢% REM HLAVNI ITERACNI SMYCKA
$21¢ FOR M1 = 1 PO W2

@22¢ FOR g = 2 TO J2

#23¢ REM POHYBOVA ROVNICE

@246 Z =D3 = (M(J - 1) -2 = M(J) + M(J + 1))+ 2 =Tl = Q(J)
@258 IF W(J) <@ THEN @279

g6 Z =2 -2 Tl =K =z W)

@78 V(J) = K1 % (Bl = V(J) + 2Z)

@288 NEXT J

@3¢ FOR J = 2 TO J2

@318 W(J) = W(J) + 2 = T1 = V(J)

@320 NEXT J

@4p8 REM OKRAJOVE PODMINKY NULOVY MOMENT

418 w(l) = 2 = W(2) - W(3)

B428 W(I3) = 2 = W(J2) - W(J1)

@598 REM VYPOCET MOMENTU

@519 FOR J = 2 TO J2

goe@ M(J) = - D5 = I(J) =W (J+1)-2=WUJ) +W(J-1)
#5386 NEXT J

@548 REM OKRAJOVE PODMINKY WULOVA POSOUVAJICI SILA
@558 M(1) = M(3)

@560 M(J3) = M(J1)

@63 REM KONVERGENCE TISKNE PO 40 ITERACICH

#8618 I7 = I7 + 1

g62¢ IF I7 <40 THEN 2799

@630 PRINT M1, W(5), V(5), M (5)

G648 17 = @

@198 NEXT M1
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g8gg PRINT "PRUHYB MOMENT ZATIZEKI RYCHLOST"
@#81g FOR Jl = 1 TO J3

@82¢ PRINT W(J1), MJ1), Q(JL), V(J1)

@83@ NEXT J1

@gs4@ END

Pozndmky k programu

Aby se spolehlivé piedeSlo divergenci, je volen poloviéni &asovy
krok vzhledem k mezmf hodnot& (4.26). V programu je oznafen Tl a po-
gitd se v Padku @l2@. Kdyby Pedeni presto divergovalo, coZ se miZe stét
p¥i nevhodném odhadu referen®ni hodnoty plo3ného momentu setrvadnosti
I1, zam&nime v tomto Pé&dku soudinitel #.25 za men3i. Kdyby byla naopak
konvergence pomald, al¥eme jej zvEt3it. V Pddku 7250 se program vétvi
v souladu s podminkou (4.28). Kdyby reakce podkladu byla popsédna ne-
linedrni funkc{ (F(W(J)), kterd by musila byt v programu definovéna,
nahradili bychom Pféddek @260 jinym 2Z = 2 - 2 = T1 = F(W(J)). Okrajové
podminky wyjad¥ujf, Ze na volném konci nosniku jsou ohybovy moment
i posouvajici sfla mulové. Kdyby byl nosnik ulo%en jinak, bylo by nutné
podminky upravit. Nepf. pro kloubov& uloZemf nosnik by se vynechaly
Pédky @550 a @568 a misto nich by se zaPadily Fddky

#4@3 W(2) = @
g4de weI2) = @

Kdybychom cht&li popsanou metodou Fe3it dynamickou, nikoli statickou
dlohu, tedy piechodovy stav kmitén{ vynuceny néhlym pfiloZenim zatiZe-
ni Q(J), musili bychom zvolit skutedné tlumenif, nikoli kritické,a do
vypodtu bychom musili dosadit skutedné hodnoty'Q>S(x).

Nyn{ je8t® odpovime na otdzku, zda a pro¢ je metoda dynamické re-
laxace vyhodn&j31 ne% p¥imé Feleni statické dlohy diferenéni metodou.
Predev3im proto, Z%e jde o iteradni metodu, kterd rychle konverguje a
dovoluje bez velkych nesnézi zahrnout do vypodtu nelinedérni vratné s{ily.
Zadéni vstupnich dat je pfitom velmi Jednoduché iu neprizmatického
nosn{ku. Néroky na operaini pam&t po&fta¥e jsou velmi malé.
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5. SBER A ZPRACOVANT GASOVE PROMENN{CH EXPERIMENTALNICH DAT

Gi{slicového poditade lze pou%it k "vzorkovdni" spojit& prom&nnjch
funkei &asu, které ziskdvédme z rdznych experimentdlnich za¥izeni nejj-
gast&ji v podobé& elektrickych velidin. Zpravidla ijé'takovou veli&i~
nou napdtf. Tim odpadd pracné a zdlouhavé zapisovéni mezivysledkl pred
jejich dal8im vypodtovym zpracovdnim.

MEni-1i se n&jakd velidina v &ase spojité&, nazyvédme Jji analogovou
(nebol s takovymi velidinami pracujeme na analogovych poditadich).
Odeditéme-1li hodnotu analogové velidiny v urditych ekvidistantnich oka-
mZicich, ziskdvdme jeJi "vzorek". Oznalime-1li analogovou velidinu X(tL
je jejl wzorek X; =¥ (t¢) ; ti=tat ; ¢+ =0,1, 2, ... . Vyjddtime-
-11i prvky tohoto souboru (pfibliéné) Eislicovymi ddaji, mluvime o ana-
logo~&islicové prem&n& (prevodu). Vzhledem k wvelké operadni rychlosti
poéitade ml%e byt vzorkovéni amalogové funkce velmi "husté”, tzn. miZe-
me volit velmi maly &asovy krok, ba dokonce miZeme odedftat v rychlém
dasovém sledu ddaje z mnoha Zidel &i snimadd (resp. z mnoha vystupnich
kanald pfisludnych ménidd) za sebou a ziskat tak po jejich zpracovéni
pfehled o viech sledovanych veli¥indch zéroven. Je-li nap?. operadnt
rychlost naSeho zarfzeni pll milidnu bitd za sekundu (bit = binary
digit = Jednotka ve dvojkové soustave€), miZeme snimet asi 300 signdld
prakticky najednou s vzorkovaci frekvenci 100 za sekundu, p¥idem?
pro Jjeden udaj bude vyhrazeno 15 bitd. Je totiZ

300 x 100 x 15 = 450 000 bitd za sekundu.

K analogo-&islicové preméné (anamlog-to-digital conversion, zkratka ADC)
lze uzft bud primo reciproké dvojkové soustavy nebo bindrnich kédd pro
1gla v desitkové soustavé (binary coded decimal, zkratka BCD).

Uvedeme priklad patndctibitové soustavy ADC. Analogovy 9gigndl se
prevede na &1slo & 2z intervalu -1 @ < +1, pPfidemZ prvni bindrni
znak o rozhoduje o znaménku, zbyvajicfch &trnéct znakd o X,

oy %14 o velikosti &isla podle vzorce

’

P (5.1)
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Priklady

Binérn{ &islo , Znatdi
000000000000000 0
010000000000000 9-* 20,5
000000000000001 2714+ 6,1035.107°
110000000000000 - 0,5
111111111111111 - 0,99993896
Posledni &islo Jje soudtem geometrické Fady
1 1 1 1 _ ' 14
bl — + - - + o 8 @ + - - - - .
(2 s 8 214) (1 2 »

P*i tomto zplsobu miZfeme dosdhnout presnosti na 4 a¥ 5 platnych cifer.

{slicové voltmetry mivajf 4 bity na jednu &{slici v desftkové
gsoustavé a Jjsou v systému BCD kddovény takto:

Bindérni kod Gislice Bindrnf kéd Eislice
0000 0 0101 5
0001 1 0110 6
Q010 2 0111 7
0011 3 1000 8
0100 4 1001 9

Pred &tyri bity bindrnfiho kodu se pridévajl podle typu po¥itade jedts
dva nebo &tyFi nulové bity, aby se dosdhlo kompatibility s poditadem.
Pak nap¥. zdznam

000001 001001 000000 000010 000111 001000
znamend &1slo 190278 apod.
Rozd{il mezi ob&ma zplsoby je v tom, Ze zpracovédni BCD systému se snadno

programuje, av3ak bindrni ADC systém Jje ekonomidt&jdfi, zpracovévaji-li
se velké soubory dat.

Na obr. 6 je zakresleno uspoifdddni analyzdtoru pro sb&r &asovych
dat v redlném dase. Fyzikd4lnf veli&iny se nejprve prem&nujf na
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elektrickd Xasov® prom¥nnd napéti, snimend postupn® elektronickym pie-
pinadem (mltiplexorem). Soubor analogovych ddaji z multiplexoru se
digitalizuje v analogo-Z%islicovém pievodniku (m&ni&i) a zpracovévé
déle na rotftadi.

-
>l
(] o
— l o
=z | — X
i) *Q — ] L
.< ] 2 -t v v
2 Li|Z——+ & |+ Aoc POCITAC | DISPLEJ
N i = — -
> I S
b b3
Obr. 6

Existuj{l v3ak i mnohem dimyslnZj3{ soustavy pro sniméni{ a zpraco-
vén{ analogovych velidin mimo redlny &as. Nap¥. paralelné snimend data
se premdni v sériové usporéddni, jednotlivé bity se "znadkuj{" dvéma
nastavenymi frekvencemi elektromagnetickych vln (Jedna znal{ bindrni
znak O a druhd 1) a po bezdrdétovém prenosu z daného stroje (vozidla,
letadla, dru¥ice) se zaznamendvajfi na magnetickou pésku. Ve vypoZetnim
stPfedisku se pak zéznam dekdduje a zpracovévé bez zifetele na probfhajf-
ci fyzikdlni proces. K rozliSeni jednotlivych "slov" a Jjejich sekvencit
se zarazujf kodovaci znaky. Jiny zplisob se zaklédd na tom, Ze analogové
v¥stupy z ménife se vedou do nap&fové Fizenych oscildtord a preménujf
na frekvenci um&rnou p¥ivédd&nému nap&ti{ a to tak, Ze kaZdému kandlu je
p¥ridéleno urdité frekven¥ni pdsmo, podle ného% se pozd&ji po bezdrdto-
vém pienosu sériovy zdznam opét rozdé€luje na paralelni a zpracovavé
obdobn& jako p¥i ostatnich zpisobech. Konednym vystupem je vidy magne-
tickd péska se souborem &islicovych ddajl kalibrovanych tak, aby
- zpravidla v soustavé pohyblivé desetinné &érky - popisovaly mé&¥fenou
fyzikdlni velidinu ve zwvolenych Jjednotkéch.

Je ztejmé, Ze popsany zplsob je sloZity a Ze vysledek miZe byt
zatiZen rdznymi chybami. Pomineme-li chyby vzniklé hrubou poruchou
nékterych &idel, snimadl nebo pfistrojl, mohou to byt zejména tyto

chyby:

1. Gislicovy 3um

M&¥end.velidina se mdni spojitd, kde¥to bindrni &islo na vystupu
amalogo~&islicového pfevodniku se m&ni po skocich. Je-li napé&ti analo-
gového signdlu €= 2(t) , pritadi mu prevodnik &fslo X takové, Ze
hodnota ®  bude spolednd pro cely interval ¢ <xX<g+D C .
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Pfesné hodnota by méla byt

o« = Rle-a,), (5.2)

kde @, je prahové hodnota (korekce nuly),
R p¥evodni &initel.

Na displeji nebo ve vypisu

eT fxe z tiskérny v3ak pPelteme
91 + Ae1 —_——1————— KX = Kg =Ny ) (5.3)
e(t) |Xe . . .

—M— = kde M4 Je chyba diskretizace

N L I s (obr. 7). Tato chyba bude zhru-

ba rovnom&rné rozdélend a bude
pfedstavovat v zaznamenaném sou-

e, —— ——f——————— boru néhodny 3um. Je to obdoba

1 zaokrouhlovaci chyby.
Qbr. 7

2. St3rbinové chyba

Prem&na elektrického napdti ¢(t) na &fslicovy tdaj X = ¥; ne-
probihd okam¥it&, ale v urditém, byt nepatrném &asovém intervalu -
"oknu" . Neni-1li toto okno uzké vzhledem k vzorkovacimu intervalu,
vznikd chyba. Obdobnou chybu zpisobuje pohyb 3t&rbinové uzdvérky pPi
fotografovéni rychlych d&ja.

3. Ties

Nenf-1i interval At mezi jednotlivymi daty X{ konstantnt,
ale m8n{ se nahodile v uréitém rozmezi, vznikd chyba zejména p¥i posu-
zovéni fdze a spektrdlni vykonové hustoty p#i vysokych frekvencich.
Chybu lze porovnat s t¥esenfm filmového obrazu p#i nerovnom&rném pohybu
filmu v promi{taci kameile.

4. Nelinearity

Vznikaji bud chybnym se¥izenim nebo pifehlcenim nkterého zesilova-
de, pPevodniku apod., av3ak také Uplnym nebo chvilkovym selhdnim nékte-
rého prvku [ vynechénim n&ktergeh bitd, nulovou hysterezi ADC (p¥i pre-
chodu pres nulu se mé&ni prahovéd hodnota o v rovnici (5.2)) atd.].
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Av8ak i pPi bezchybném sbéru a vzorkovéni dasovych dat nemusi byt
vysledek reprezentativni pro dany fyzikdlni d&j. Je-1li do procesu zpra-
covéni dat zafazena integrace, miZe se stét, Ze vyslednd posloupnost je
zati%ena linedrnim nebo pomalu se m&nicim parazitnim &asovym prib&hem,
jako by k dané funkci X () byla superponovéna néjakd "cizi" funkce

q({) popsand polynomem nizkého stupné

plt) = Qo +aut + -+ t™  (m=12 --.). (5.4)

M{sto sprdvnych udajd Yy pak mdéme soubor

n

§,,'_, =¥ t ZO.K(»{.AHK. 5.5

k=0

Tato chyba byv4 zplsobena nesprdvnou kalibraci nuly (linedrni trend)
nebo zesilenim nizkofrekvenéniho Sumu (promé&nlivy trendj. Chybu 1ze
pPibliZ¥n& odstranit tak, ¥e na zdznamu urdité délky 4+ =0, 1, 2, ...
"M odhadneme hodnoty Yi = ?(t@) a pak odedteme. K tomu pouZijeme
jako kritéria metodu nejmenSich &tvercd. Pijde o to, aby soulet &tverch
odchylek §£’-¢f({¢) byl minimélni. Ozna&{me-1i

]

n

A,
S =2 [&-*Za;(im&)k ¥ (5-6)
4= k=0

budeme poZadovat, aby

28 .
';5&; =0 pro ¥ =0,1, 2, ..., n ] (5'7)

m > N
Zvolime~1li m, sudé, miZeme &islovani formdlnim posunutim zménit tak,
aby

oy, T - m m-
vE-T

y~ 9 *1,,0, "> 1,7

Nept. pro M = 40 bude £ = -20, -19, -18, ..., -1, O, 1, ..., 18,
19, 2Q. Pak odpadnou souéty lichych mocnin v a vyrazy pro soulinite-
le Q4 se zjednodul{.

Pro linedrni polynom (5.4) napf. dostaneme

Qp ) 7 )
N TS ot (5.8)
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kde
ﬂ/

N (N*-4)

Yoo S o
Lt LU= T N =msq,

S
A

&
(
i

Podobn& pro " = 2 (kvadraticky polynom) vyjde

e = 2 it Z-_‘ﬁ"f@ @ - Z«lgd
© (TN Y 17Y 2at

@ - 2t €.~ N Z{-Z@;
g [(Y - N2t ] (ab)®

kde

o NIN-D(2NE-7)
Lt 240

Kone&n& pro M = 3 (kubicky polynom) méme soulinitele

_ Lt ) 3% - L /\:tgi )
L4 LX) - Y 4 Yiélat

2t g N itgs
a = —e )
* LY ar) - N it ] (a0*

. - Yitdlisi - L2 ilg )
P Tt - LAt T D (abp
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(5.10)




kde

T - N (N*-1)(3N*-18 N*131)
v 1544

Pozneamene jme je3t&, Ze zdznam Sasovych d&jd mudi byt dostatednd dlouhy
nejem proto, abychom mohli posoudit staciondrnost d8je, ale také proto,
abychom mohli spolehliv® uskutednit nap#. harmonickou {frekvenéni) ama-
1fzu. Meni-li vzorkovaci frekvence dostate&n® vysokd vzhledem k nejvy3-
§{ pozorované frekvenci, miZe vzniknout stroboskopicky efekt. Je-1li
nejvy831 pozorovand frekvence 'fmax , m&1 by byt &asovy krok vzorko-
wéni

At & L) (5Fman) - o (5.11)

Stroboskopicky efekt vysv&tlime nma p¥ikladu. Chceme vzorkovat sinusovou
funkei

X = dow Luft . 5.12

Bude-1i t = & at{f =0, 1, ...) a zvolfme-li frekvenci

{ = fulnep), | (5.13)
kde N Je celé éisl@@ je tzv. Byquistova mezni frekvence ¥/
a0< p < 1, pak

- A [Tt (np)] =AM TENCOT Ep +

. (5.14)
£ TN AMT P = CaTlm snTlp,
nebot A Tk w= 0. Oznadime-1i
e _ P
el ¥ » (5.15)

a dosadime do (5.14), dostaneme

%/ Nyquistova frekvence Je mezn{ v tom smyslu, %e potPebujeme vice neZ
dva body na jednu periodu ovzorkované harmonické vlny, abychom byli
schopni posoudit jeji frekvenci.
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(a) pro sudé v
Lg = s lnfrt, (5.16)

kde ‘th = At )

(b) pro liché M

X S toam b AT bp < dom (wh-mhp) o (5.17)
=Aw [ 1w (fy- £5) e 1s

kde f,v =4/2At Je Nyquistova frekvence.

Je-1i tedy §> fv , vypodteme podil ) #v @ stanovime n p.
f

Je-11i " sudé, je zddnlivd frekvence I*‘; PJ(’N podle (5.15) a
(5.16); Jje=li W 1liché, je zddnlivé frekvence (1-p)fy podle (5.17).

Stroboskopicky efekt miZeme pozorovat na filmovém zéznamu pohybu
ozubenych kol. Skutednd frekvence Je zde ddna soudinem poétu zubl a
podtu otddek za sekundu. Snimé-li filmové kamera 32 obrézkd za sekundu,
je Byquistova frekvence fy =16 s"l. Kdybychom filmovali pohyb pastor-
ku se 16 zuby, pak kaZd4 rychlost rotadnfho pohybu v&t3{ neZ 1 otddka
za sekundu by zpisobovala stroboskopické zkreslenf{. Ka filmovém plétnd
bychom ziskali dojem, %e kolo se otd&{ s ndjakou frekvenc{ f* , pro
niZ by platilo, Ze O = f*< 16. Na plétn& bychom tedy pozorovali pohyb
se zdénlivou dhlovou rychlosti W* (0 = w*<2T). Skutednou thlovou
rychlost W bychom z filmového zdznamu nemohli posoudit.

P¥iklad

PoloZme si otdzku, Jjakéd by byla posloupnost X; , kterou bychom
ziskali vzorkovénim harmonické funkce s Nyquistovou frekvenc{ )(= :{ N T

Ztejm& by platilo, Ze
¥ o= Asiw (2xfnt 1),
Je-1i y néjaky fézovy dhel nezdvisly na &ase. Pak
Xg = X(t=qgat) = Adin (Ixn —37& Lat+y) -
= A 4w (TL+y) = A (—1)‘.’/3{4“{ ,
Dostali bychom tedy alternujic{ posloupnost hodnot ~& ,+ta , ~&& |,

+G 5 -, s --+, kde avAéc'w,f- Tedy 0 Zlal< A . Pro Y =0 bychom
m&li Jen #adu ml.
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6. Gfsrrcovf RC FILTR A SIGNALIZACE CHYB

S &islicovou digitdlni filtraci{ jsme se ji% setkali p¥i PFeSeni
obrécené udlohy o nosniku v prvnf kapitole. Tam Jsme vid&li, Ze filtraci
1ze zachrénit podstatnou &4st informaci ze vstupnich dat zatiZenych né-
hodnymi ch&bami, které by bez pouzitf{ filtrace dplné znehodnotily dal3{
vypodet. Je v3ak treba pfipomenout, Ze filtrace pifind3f i riziko vylou-
geni u¥itedné d4sti informacf, takfe usp&ch Jje do zna&né miry zévisly
na zkulenosti a intuici FeSitele.

Filtr Jje né&jaké zai{i-
R zen{ nebo fyzik#£lni proces,

Cr———{::::::] o ktery plsobi na &asové pro-~

ménnou velidinu a zcela
x(t) ID sndoms y(t) uréitym zpﬁsobem.jeji pri-
b&h mEnf. Méme-1li napi. na
vstupu RC-obvodu na obr. 8
napétf{ ¥ ({) , dostaneme
na vystupu napdtf ’g,(-k)
o Jjiném &asovém pritbéhu,
tedy 8 Jinou "historii".
Vestavdny odpor R  tvoP{ spolu s kondenz&torem C elektricky filtr.
Jeho &innost Je popséna zndmymi zdkony

Obr. 8

RI = v(b -y, | (6.1)

dy .
(=1 (6.2)
Rovnice (6.1) predstavuje Ohmiv zdkon. Spéd mapdtl na ohmickém odporu R
je dén rozdflem napdtf na vstupu ¥(t) a na vystupu Y(t) a je
mErny prochdzejicimu proudu I . Rovnice (6.2) vyjadiuje poznatek, Ze
proud pfichdzejici ke kondenzdtoru jJje umérny Jeho kapacité a &asové

zm&n& (derivaci) nap&ti na jeho elektrodéch (deskéach, polepech). Dosa-
zenim (6.2) do (6.1) dostaneme diferencidélni rovnici prvniho Fddu

d
RC GF +4 () = x(4) (6.3)

Je-1i na wstupu st¥idavy proud popsany redlnou &dsti komplexni funkce

%= Xe“"‘ft) (6.4)
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bude mit funkce ’?({) tvar

Wat ]
Y= (Uit (6.5)
kdy%
X
Y = Tiiasiec (6.6)

O tom se snadno presvdddime dosazenim z rovnic (6.4) a (6.5) do (6.3).
Pom&r amplitud na vystupu P(l a na vstupu |X| bude

(6.7)

WX -

m B Ve hx*{2 R2C*

Na wvystupu bude tim men3f nap&ti, &im v&t3i bude frekvence f napéti
na vetupu (obr. 9). Filtr na obr. 8 Jje tedy dolni propust.

-

0 1 2 fRC

Obr. 9

Rovnice (6.3) d4v4 ndvod, jak sestrojit obdobny filtr, ktery by
plsobil na n&jakou posloupnost &iselnych dat X< = ¥ (1At) a ménil i
v posloupnost + . Diferendni prepis rovnice (6.3) uZitim vzorce
(4.17) a4

RC
ZAE (ykﬂpyk—q)‘l_yk :\x& (6@8)
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Qdtud
2At

dt T Yo T Tre (e %), (6.9)

Rekurentni filtry druhého #4du maji{ obecny tvgr

A (6.10)
%&. = %’1 %lé'1 t {szkﬂz_ + q (Xk) .

Je tedy v naSem pripadé

1At ' Int
/ﬁlq = - ) ﬁl1=1) 5}(,)6{,,)‘ C 'X'L'.1

Snadno dokd¥eme, ¥e filtr (6.9) neni stebilnf, tak¥e by vedl k neomeze-

nd rostoucim numerickym chybdm. Vysledky vypo¥tu by vibec neodpovidaly
fyzikdélnimu filtru sloZenému z ohmického odporu a z kondenzdtoru podle

obr. 8.

Vysvétlime, jak by k tomu do3lo. Edyby podédtedni hodnoty Mo 2 Ya
byly zatifeny n&jakou malou ( nap¥. zaokrouhlovacf) chybou, pFidetlo by
se k partikulérnimu Fe3enf rovnice (6.10) je3t& obecné FeSen{ homogen-
niho problému :

%h"'&1yb1‘ ﬁzyzm = 0 (6.11)

z4vislé na chybédch poddtednich hodnot. Vyjéddiime-li FeSeni rovnice
(6.11) geometrickou #adou

yk( = /L/%K”I ) (6.12)

dostaneme dosazenim do (6.11) charakteristickou rovnici

-fu A - A = 0. (6.13)

0dtud vypolteme

Ay, LA
I U_77' thy, . | (6.14)
Jde-1i ﬁ > Ry y Jsou ko¥eny A redlné. Nemé-1li podétedni chyba
nardstat, mé-1li naopak vymizet, musf byt Al < 1 « To je podminka sta-
bility. Nebude-li spln&na, bude se chyba pii kaZdém kroku zvdt3ovat
geometrickou Fadou s kvocientem A . */

%/ Pro |A| =1 by zGstala absolutni hodnota chyby nezm&ndnd.
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Na hranicfch stability bude A =1 resp. L=-1 . 2 rovnice
(6.14) pak bude

i hi
(t1-Z) = T +he
$ili
1= hyx hy (6.15)

To je rovnice dvou pi¥imek vymezujicich pro oblast stability klin v ro-
ving k ﬁ’l I ﬁ/?,)

Je-11 '&L< Pt , budou koreny komplexné sdruZené. Jejich modul
(absolutni hodnota) bude

f‘gwfl_ ‘{ b= 2
= | + =
LAt = (7] [Hﬁwq‘)}”ﬂz (6.16)

a z podminky Al =1 vyjde na hranici stability ﬂq_ = - 1. To je
rovnice p¥imky rovnob&¥né s osou %, .

Piltr (6.10) bude proto sta- ‘ h A
biln{ jen uvnit? trojihelniku 2
zndzorné&ného na obr. 10. Tuto
podminku filtr (6.9) nesplnuje. o1

Nezbjvd tedy, chceme-li dostat

rozumné vysledky, neZ uZit jiného ’/////\\\\\N hy4
zplsobu piepisu diferencidlni rov- - } =
nice (6.3) na diferen&ni rovnici. '-?[///{H 0 {\\\\\?

Fe jjednoduss{ vzorec pro sta-

bilnf{ &f{slicovou RC filtraci do- -1
staneme, kdyZ uZijeme wvzorce
Obr. 10
d ‘j - -1

ktery sice konverguje pomaleji ne% wvzorec (4.17), ale vede k diferendni
rovnici prvého #4du

L (g = AE at
ge = U QC)'}}M T RS %) (6.18)
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kterd md vyhodné vlastnosti. Oznadime-1li zkrdcend

At
1-Rec =% (6.19)

bude rekurentni vzorec RC filtru

Yk = XYy T (A-ob) Xy (6.20)

a bude stabilni pro 0 =X < 1.

Obdobné& bychom mohli sestrojit hornf propust; platilo by pro ni,

e T B Y *(4+/3)x,,_) (6.21)
kdyz - 1 <[5 £ o.

Je-1li &= 0 nebo 3=0 , filtr nepracuje (nem&nf vstupnf posloup-
nost). Kdyby naopak bylo o-» 1 nebo A--1 , byl by vystup prakticky
nezévisly na vstupnich hodnotédch, tJj. vstupni hodnoty by byly zcela od-
filtrovény a vedkerd vstupni informace by byla zmarena.

Dolni propusti miZ¥eme uZit k eliminaci chybnych dat. Vyskytne-1li
se ve sledovaném souboru néjeky hrub& chybny uddaj ("ulitld hodnota"),
co% miZe vzniknout ndhodnym selhénim nékterého &ldmku v celém Fetdzu
registrace a zpracovéni vstupnich velidin (nap?. kazem na magnetické
pésce, Ulinkem cizfho indukovaného impulsu 2td.), mohl by tentoc ddaj
znehodnotit vypocet. Abychom tomu prede8li, vkldddme p¥ed vlastni vypo-
et program, podle kterého se posloupnost méfenych hodnot X, sleduje
a "hl{d4", D&je se to nap’. podle schématu na obr. 1l.

> ROZHODOVACL BLOK |}

 /

RC FILTR F{UMOCNE NI

\ 4

> UMOCNENI > RC FILTR

Jbr. 11




Vstupni hodnoty se jednak filtruji a pak umocnujf, takZe vzniké posloup-
nost &tvercd filtrovangch hodnot (X ¢)* , jednek nejd¥ive umocnuji a
pak filtruji, &I{m# vazniké posloupnost Eii . Tyto hodnoty se od sebe
oded{tajil, takZe bude

7 i o - \Z
Z)‘; - \ M‘Z— — (x{’) \( ) (6@22)
Po odmocnéni se zkoumd, zda pr¥i3t{i hodnota na vstupu ¥4;1 je v mezich

7 vE (6.23)
5‘1'" §/5¢< Xi4q < Xy T EA,(:,)

kde £ se voll v intervalu 3 a% 5, obvykle § = 4. Je-li podminkas
(6.23) spln&na, udaj X444 8e propusti{ beze zmény. Neni-li tato pod-
minka splnéna, Udaj se pozastavi a nahredi{ novym na zdékladé linedrni
extrapolace

A
Mg = Yot U= xgg) = dyg —%i- (6.24)

Je nutné kontrolovat, zda k této korekci nedochdzi vickrét za sebou.
Mohlo by se totiZ stét, Ze extrapolovand hodnota by zplsobila chybné
ocenéni nédsledujicich dat a tim Jejich nesprééné vyloudeni z vypodtu

a "yykolegjeni" celého procesu. JestliZe k tomu dojde, musi rozhodovaci
jednotka hldsit chybu. %/

Jiny zpisob detekce chyb spodivd v tom, Ze &tyfmi body ¥i-, |,
X, Xgg o, X442 v okolf vypoSetniho bodu ¥t proloiime kubic-
kou parabolu. Posuneme-1li poddtek do vypodetniho bodu (tj. zvolime t =
= 0), bude pro At =1

y—z""‘" ao“2a1+ l‘i'a'L“"Bag
4 70 -+ oa, - A (6.25)

Yy = 0o t A1 + Gy + Oy

Mq_”'do+'2a1+—’-f€{7_'r8a3

®/ Podrobné&ji viz napf. OINES, R. K. -~ ENOCHSON, L.: Digital time
series analysis. New York, John Wiley 1972.
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ReSenfm vyjdou koeficienty kubické paraboly X = Qo+ oyt + a,t? tagt’

) 1 . y .
o = 7 (=Xt t ey -x,),

S
Ay =g (- 8x, + 8y - %),
(6.26)
1
Qq =f(><_£ - X - Xt Xz),
-
Gy =77 (X, 2%, = 2% + %),
Odchylka ve vypodetnim bodu t =0 jJe
1 : :
o = Gomxe = T (-x 0t Hn - b+ Hx, - X,). (6.27)
V obecném bodu
= 1 A ,

Tato rovnice pifedstavuje filtr, kterym z poslour;nosti ¥i dostameme
posloupnost 5{5 . Prib&h této posloupnosti citlivé indikuje jakoukoli
chybu porudujfci predpoklddanou hladkost plivodnfho souboru Xe o
Kritériem p¥{pustnosti chyb je podminka

15,1 < <. (6.29)

Hodnotu €& zvolfme po pe&livé dvaze. Zpravidla to byvd 0,002 a¥
0,005kr4t maximéln{ "vykmit" posloupnosti X proti stiedni hodnot¥. %/

V3imneme-1i si wzorce (6.28) bli%e, shleddme, Z%e Jje Umdrny ¥tvrté
diferenci (konstanta m&drnosti je -1/6)

by, = :
8 Xy = ¥p-g - M Xpq 7 6 Xy - L‘LX{:M t Xy, (6.30)

®/ NYMAN, D.: The interpolation error operator: time series error.
detection and correction. - "Geophysics" sv. 42 (1977), &. 4,
s. T13-717.
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Skutedn&, v diferendni tabulce zazdéi{ kaZdd chyba ve &tvrtém sloupci
jako hv&zda na temné obloze. Uvedeme piiklad diferendni tabulky kvadra-
tické funkce X = t* s porulenou hodnotou pro +t =6

4
'f Xt S xb 81)(-5 56)(1; Sq)(t
1 1 P
3
2 4 2
5
3 9 2 0
7 0
4 16 -2 ' -1
' 9 -1
5 25 1 4
10 _ 3
—>6 35 4 : -6 <=——
14 -3
T 49 1 4
15
8 64 2 -1
17
9 8l 2 0
19 0
10 100 2
’ 21
11 121
Poznémka

Diferen®ni tabulku sestavujeme tak, %e v ka¥dém sloupeci jsou roz-
d{ly sousednich hodnot piedchdzejiciho sloupce. Podle (6.30) a uvedené
tabulky Jje

Y% = -6 = 16 - 4.25 + 6.35 - 4.49 + 64.

7. UZITT Z-TRANSFORMACE

D¥{ive neZ se budeme zabfvat Fourierovou transformaci, kterd mé
velky vyznem pfi studiu ndhodn& buzenych vibraci{ a jinych procesi, vy-
svdtlime, v Cem spolivd tzv. Z-transformace posloupnosti §¢==? tﬂAt),

At = konst.

Mechi je déna napt. posloupnost Gy =0 pro ¢ < 0 nebo
{ > 5 a nechf podle obr. 12

g’ = 1’ ql = 1’5, 93 = 3, gq_ = 2,5, gs-'- 1-
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Y

6 7 8 9 10 11 12 —=»i

Obr. 12

Této posloupnosti prifadf{me polynom prom&nné Z takovy, %e hodnoty ﬁi
budou soudiniteli u moecnin ZY . Bude tedy

G(2)= Z+1,52"+ 22°40,65 2%+ 25, (7.1)

Jaky mé tato - na prvnf pohled podivnéd - transformace dané posloupnosti
[ ovzorkované funkce ¢ (£)] vyznam?

k
Predevdim si viimndme, %e ndsobenim 2 se celd posloupnost
posune - ani%¥ se zmdni{ - ¢ k intervald vpravoe ( k je celé kladné
&{slo; Je~li zdporné, vznikne posuv doleva). Napi. soudin

276(2) = 28+ 1,5 29+ 3210, 9,52+ 212 (7.2)

odpovidd Earkovanému prib&hu na obr. 12.

Funkce zndzorndné ma obr. 12 by mohla predstavovat n&jakou napétfo-
vou vinu, kterd se 31i¥{ pruZnym prostiedim. Kdyby druhé takovd vlna
vgnikala o 3 At pozd&ji ne¥ prvn{, dostali bychom superpozici vy~
slednou vlinu. Kdybychom ji popsali nap¥. v okamZfiku £ =gt po vzniku
prvni vliny, bylo by

Y(2) = 6(2)« 2°G (2) - (1+ 23)6(2). (7.3)
Mohli bychom psét, Ze
Y(2) = X(z)G(z) (7.4)

kde X(Z) =1+ 72>  znast posloupnost vstupnich impulsd a G(2) odezvuy
na jednotkovy impuls. VySlo by (obr. 13)

N(2) = 2+ 45284 322+ 3,5 2%405 25+

(705)
+ 32642527+ 28
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Obr. 13

Kdyby po dal3f{m intervalu 24t vznikla t¥etf, v prib&hu podobnd
napéfovd vina s polovi¥nfmi vychylkami, byla by vyslednd vlna popséne
op&t rovnict (7.4), v ni¥% by bylo X(2) = 1+ 23+ 05 2°

Rovnice (7.4) predstavuje filtraci vstupni posloupnosti X(Z) na
vystupni posloupnost Y(Z) . Jinou takovou filtraci predstavuje rovni-
ce (1.35). Zde vstupn{ vektor X2 p¥edstavuje ohybové momenty

X(Z) = Mo+ MyZ+ Mp2%% o e My2%% ooy (7.6)

vystupni vektor Y (Z) jejich derivace, tedy ‘posouvajicf sily (nebof
T:(dM/dx ), takie

Y(2) =To * T, 24 To2%+ -ooa T 2%+ - . (7.7)
Prenosovou funkei 6 (Z) dostaneme jako polynom

4
10 fA

G(2)=(28%+ 2"~z - 23" (7.8)

Dosazenim do (7.4) dostaneme (porovnénim koeficientd u K -té moeniny)

1 .
TL:R(‘ZML—Z_ME-1+MK+1+ZMZ+Z), (7-9)

co? Jje rovnice (1.35)., V¥imn¥me si, Ze koeficienty jeme do polynomn
G (Z) zapadili v opadném potadf ne¥ jsou v zévorce v rovniei (1.35).

Podobn& mi¥eme popsat RC filtr (6.20) transformaci (7.4), zvolfme-
-1i

(7@10)
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§

Je-1i |02 |¢4{ , bude moZno posledni wjraz upravit d&lenim
G(2) = (M- 1+t 2 42274+ x32%4 -..) | (7.11)
Potom

Y Z) = G(Z)X(2) = (1-ot) [ oo ¥ (xxo+%) Z +

b (g + ooty 3 ) 224 - T (7.12)

Pr{iklad

Aplikujme RC filtr (6.20) nebo vzorec (7}12) na soubor {M} .=
= { 0, 1, 2,2, 3, 2, 4, +e. Y. Obdma zpisoby dostaneme pro X = 0,6
hodnoty uvedené v tabulce

t, 0 1 2 3 4 5 6 viernnn
X o 1 2 2 3 2 4 vivrnas
Ye 0 0,4 | 1,04 | 1,424 2,0544 | 2,03264 | 2,819584 ...

Je tedy zPejmé, Ze digitdln{ filtraci dostaneme pomoci Z-transfor-
mace jako soudin polynomi. Mocniny Z mohou bft i zéporné. Jsou-li
v polynomu obsaZeny zdporné mocniny, znamend to, Ze n&které hodnoty
existovaly i pfed po¥dtkem d¥je (pro t < 0). Proto¥e funkce G5(2z)
pfedstavuje odezvu na jednotkovy impuls v &Zase t = 0, pak zdpornd
mocnina v tomto polynomu by znamenala existenci odezvy je3td pied vzni-
kem impulsu. To je fyzikdln® nemoZné. Mluvime pak 0 nerealizovatelném
filtru. PFi zpracovéni zaznameneané posloupnosti si v3ak mi%eme po&étek
formdlng posunout kamkoli; pak znéme i data pro zdporné ¥asy a mGZfeme
8 nimi po¥{tat. Nerealizovatelnost filtru neni tedy na zévadu, nepracu-
Jjeme-1i se souborem dat v redlném Case.

RozloZime-1i polynom G (Z) na soudin dvou polynomt
G(2) = P(2).6(3), (7.13)

mi¥eme filtr G (Z) nahradit dvéma sériové razenymi filtry podle
obr. 14
U(2)

Y (Z)

1§

P(2) X (2),

(7.14)
Q(2)YV (E).

1]
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X(Z) 6(2) Y(Z)’

X{Z) u(z) Y(Z)

—P(Z) Qz) —>
Obr. 14

V8imnémé si, jak probihd ndsobeni polynomd v rovnici (7.4)

o+ %2+ 8y 2% ). (Gor GiZ + gu2Pe o) -
= Yot WZ y.,.z"w

Porovndnim soudiniteld u stejnych mocnin Z  Jostaneme

'\ga :Xogo
CTRRRY go + Mog1
yﬁ = Xz@oﬁ'¥1g1*'xogz

Yo = %o + gy ¢ AiGet Xogs (7-15)

9
Yo = L v gi

=0
Vztah (7.15) se nazyvéd konvoluce. Je to diskretni obdoba konvolu&nfho
integrdlu

Yy #) = fbb(l:—t')?,('t'?dt’ : (7.16)

Zvolime-li formdlné za (f*”t) novou proménnou, miZeme - po zm&né
oznadeni - prevést rovnici (7.16) na ekvivalentni tvar

J T
(t) = t- . .
Y, ) x(r)g )d.‘l:‘ (7.17)

- 55 =




1 g (t)
t
0
x(?)
/'\2
o T ‘d’b
t
Obr. 15

Je-1i Q{t) odezvou na jednot-
kovy impuls v okam¥iku t = O,
na funkei X(t) , jak je zPej-
mé z obr. 15. Impuls % (T)dT
v okamZiku T 2zplsobi v Zase t
odezvu X (t) d’c.g‘ (t-T) . Vysled-
néd odezva v &ase t Jje pak
déna soudtem G&inkd vSech im-
pulsi, tedy integrélem (7.17).

pak t?(t) predstavuje odezvu

Vs8e, co bylo dosud Fedeno,
predpoklddd platnost zdékona
superpozice. Jde-1li nap¥. o 8{-
vYeni nap&fovych vln, musi pla-
tit Hookelv zékon a posuvy mu-
s{ byt malé, aby platila linedr-
ni teorie pruZnosti.

Pro pozorného &tendie
zistdvd zdhadou, Jeky vyznam

(matematicky nebo fyzikélnf) mé proménnd Z v uvedené transformaci.
Pojedndme o tom v priftf kapitole. Uvedeme je3t& program ve FORTRANU
pro finitn{ diskretni konvoluci, tJj. pro vypolet hodnot Y« podle
rovnice (7.4), maji-li vSechny polynomy jen konednou délku. */ Program
respektuje i zvld3tnosti na obou koncich danych soubord a Je natolik

srozumitelny, Ze nepotifebuje komentdie.

C  PROGRAM PRO DISKRETNI KONVOLUCI

DIMENSION X (LX), G (LG), Y (LY)

DO 18 I =1, LY

1 1(1) = g.
D029 I =1, IX
DO 28 J =1, LG

20 Y (I +J-1)=Y (I+J-1)+X(I)xG (J)
END

®/ S mekonednou délkou nelze v po&itadi pracovat. V ndsledujicim

programu musi byt LY > LX + LG - 1.
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8. TFOURIEROV INTEGRAL

Z-transformaci jsme definovali vyrazem ( t Je celé &islo)

2 . Y &
X(2) < Xe L (8.1)

Prom&nnd Z nemla af dosud Z4dny specificky vyznam. Nyni zvolime
Z = Q“° a dostaneme

X(2z) = X (e“) - > ¥, ot (8.2)

Bude-1i pro At =%, -{, platit, Ze lim At » ( , pFejde soudet (8.2)
ve Fourierdv integrédl

X (w) - g.x(f)@a”tdt\ (8.3)

-0

Dosadime~1i naopak do (8.3) vzorkovanou funkeci ¥ (t) , totiZ (obr. 16)

X(t) =§xhguﬁg), (8.4)

kde g(f) znamend Diracovu funkeci,
dostaneme soudet (8.2). V rovnicich

(8.1) a (8.4) jsme zvolili At = 1, x(t)
co? nenf na zdvadu, nebof Jednotku -_—“\\\\\
¢asu miZeme volit libovolné& malou.

Tek jsme dostali primou souvislost t=k

mezi Z-transformaci a Fourierovym 5(t:£0): 0

integrdlem. Vzorec (8.2) predstavu- P olt-k)
Jje diskretni podobu tohoto integré- ‘SS(f)dt =1

1u. -0 -

Tato souvislost mdéd dalekosdhly
vyznam. Fourieriv integrél lze
mnohdy jen obt{zns vypoditat, &asto Xk=X(f)S(f—k)
Jje vypodet v uzavieném tvaru nemoZ-
ny. Ale Z-transformace Jje velmi

snadnd, trividlni zdleZitost. Je-1i Obr. 16
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\
dén soubor dat «, , mifeme polynom X(2) podle (8.1) ihned napsat.
MiZeme JeJj pak interpretovaf bud pomoci hodnot ¥¢ Jako funkci &asu
nebo po dosazeni 2 = "’ jako funkci kruhové frekvence. Poznamene jme,
Ye zm&nd W od nuly do 2T odpovid4 uplny ob&h bodu Z na Jed-
notkové krufnici ve smyslu proti hodinovym rudi¥kém, nebot 2 = ¢ =
= Iwt 4+ (MM Wt - ®/

V minulé kapitole jsme ukézali, Ze konvoluci v &asové oblasti
pf{sluSf nésobeni polynomd ye frekvendni oblasti. To je znémd v&ta

o konvoluci, kterou zde dostdvéme Jako samozPejmy disledek Z-transfor-
*¥
/

mace.

Z-transformace spodivd v tom, Ze k hodnotédm souboru dat v &asové
oblasti pifirazujeme mocniny prom&nné Z . Pak inverzni transformace
bude spodfvat v tom, %e soudinitele u rlzngch mocnin 2  ztotoZnime
8 odpovidajicimi prvky souboru v &asové oblasti. Zkoumejme, jak se to
projevi pii inverzni Fourierové transformaci

-

VA i
x(t) = 53 S X (w) ¢ “tulw (8.5)

- N
Nejprve si v3imnsme, %e integrace Z na jednotkové kruZnici 44 vidy

nulu, pokud neni M = 0. Plati totiZ

T, g
A T, A .
ax ) ¢ dw =g J(omw -4 mimnw)dw -
_]t‘ _]t
(8.6)
{1 pro n =0,
= 0 pro m *0 (m celéd).
V diskretni podob& mé integrél (8.5) tvar (1 Je celé &fslo)
4 * ;
- Tilw (A 24w -t
Yy = 21,“"'“4,1?« FXo+ e ke ). (8.7

K

*/ V Gaussové roving vyné3ime na osu uselek redlnou &ést, na osu
pofadnic imagindrni &4st. Pak /Z predstavuje bod na kruZnici
s polom&rem rovnym jedné.

= K tomu srovnej rovnice (7.4) a (7.15).
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Je zbejmé, ¥e bude nenulovy pouze &len obsahujfci X . TakZe
I

v = A 4
Xe = 77 ¥4 ( Adw = ¥g - (8.8)
-K

Zp&tnd Fourierova transformace je tedy skute&n& jen prifazovéni soudi-
niteld u mocnin prom$nné Z . ¥/

9. RYCHLA POURIEROVA TRANSFORMACE

Napi3eme-1i

X (Z2) = X + X Z+ Xq Zz'f == ) (9.1)

mdme zdéroven soubor dat v &asové oblasti ¥Xo , ¥Xq , X | ..,

ktery predstavuje ovzorkovanou funkci &asu ¥ (t) , i jeho Fourierovu
transformaci X (w) . Vyneseme-1li do diagramu hodnoty v, , e oy X,
..., pro t =0,1, 2, ..., méme dasovy pribdh. Vyneseme-li X [Z(w))
pro rdzné hodnoty W , kdy%Z £ = Z“”, méme Fourierovu transformaci,
tj. zdvislost obrazu X na kruhové frekvenci & . PotfiZ je v tom,
e W se méni spojit&, ale do politade mohou vstupovat jen diskretni
¢i{selné tdaje. Musime proto uvdZit, jak ze spojité promé&nné hodnoty w
vytvofime posloupnost W¢ , Il =0, 1, 2, ... . Asi bude vyhodné
volit konstantni interval Aw . Nejni%8f frekvence Je zPejmd8 Wo = 0.
Poznamenejme, ¥e Z(0) = e° = 1. Nejvy83f frekvenci w = I u¥ ne-
pot¥ebujeme brét, nebo¥ vzhledem k periodicitd funkce e ¥ je

X (2(21)) = X (Z(c)). (9.2)

Proto vezmeme

wk._,_%?.ik {:/é~(0)4‘>?‘“) g M"O] (9.3)

M

%/ V ndkteré matematické literatulfe se uZivd v Z-transformaci zdpornych
mocnin &€ ; pak se minf znaménka v exponentech v transformacich (8.3)
a (8.5). Viz nap¥. oborovou encyklopedii APLIKOVANA matematika I/II,
Praha, SNTL 1977-8. ’
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kde M Jje n3jaké kladné celé &1slo. Abychom zjednodudili zdpis,
oznatime
(2 /™

Xe= X(Z2(w)) 7 W=ge (9.4)

Pro zvld3tni pF¥ipad &tyfbodové dasové funkce (N = 4) dostaneme
z rovnice (9.1) v maticovém tvaru

S N TR

L LW i%L' (9.5)
X, 1 Ww: o w* o we " .

K] LW we W (%

Neni nutné volit vidy M = N , ale Jje to vyhodné. Matice v rovnici
(9.5) je pak &tvercovd a lze ji invertovat

(v, (1 1 1] %
N O A R R RS (9.6
Ly Ny W?r WY Wt Xo
i | W e W] X

ProtoZe W je komplexnd sdrufené s W , Jjsou matice v rovnicich
(9.5) a (9.6) vzdjemnd komplexn& sdruZené. Neni tedy Z4dny podstatny
rozdil mezi funkcemi z &asové a frekvendni oblasti. Symetrie by byla
jedtd zrejm&j8i, kdybychom - Jjak se to né&kdy d&ldvd - rozddlili &initel
1/N v rovnici (9.6) mezi ob& rovnice (9.5) a (9.6) a nahradili jej tak
dvéma stejnymi vyrazy 1/VN . To nds vede k poznatku, Ze ve v3ech v&-
téach lze zam&nit vzhledem k dualité& oznaleni "asov4" a "frekvendni"
oblast, aniZ se zmé&ni Jjejich platnost.

Diskretni Fourierova transformace X (Z(w)) m4 oproti spojitému
Fourierovu integrdlu tu vlastnost, %e Je periodickd (srov. 8 rovnicit
(9.2)) . Proto sta¥i sledovat jen interval - € W< . Zvolime-1li napi.

N = 8, budeme sledovat posloupnost

X"h XSI‘ th X}; Xo. X1| XZ,Xg (9-7)
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odpovidajici{ hodnotém W

3x T T T ®m 3T (9.8)
el Bty o s L 2 L AL |

Tento posun mé za ndsledek, Z%e pri dostatednd hustém vzorkovéni funkce

x(t)  budou hodnoty na obou koncich posloupnosti (9.7) malé. Jsou-li
hodnoty ¥(t) redlné, je posloupnost redlnych &dsti Xr osové sou-
mérnd (sudd) k poddtku Xo . Imagindrni &&sti jsou stPedové soumdrné
(liché) k témuZ poddtku. ProtoZe jeme zvolili N  sudé, nenf nulovy
bod pFesn& uprostfed. Z didvodd, které ihned poznéme, zvolime v3ak N
sudé.

N4sobenf matice N -tého ¥ddu vektorem podle (9.5) vyZaduje 2N%-N
ndsobeni a sedf{tédni. UkédZeme nyni obrat, nazyvany rychld Fourierova
transformace, ktery sniZi poet t&chto matematickych operaci na Nfbgth,
Kdyby N = 1024, byl by tento po&et 10 240 ve srovnénf s 2N“- N =
= 2 096 128. Podet potrebnych operaci se tedy v tomto pifipadé zmend{
asi na pdl procenta.

Hlavni my38lenkou v rychlé Fourierové transformaci je zdvojovéni.

Méme-1i ddn néjaky soubor hodnot v &asové oblasti (XO,X1,¥L, B ¥-1)
a jeho Fourierovu transformaci, (Xo , X11 Xy, cme Xyer) a pak je3td
jiny takovy soubor, (yo, Yai Yo -~~~ Yn-1) @ Jeho Fouriertiv obraz

Yo 5 Yo s My 3 ooy Y , utvorime 2z nich novy soubor zdvojenim
1 7 -1
podle piedpisu

2y = (Xoy Yoo Xa) Yai Xoy Yoy o) Xt ) Yuer) (9.9)

a budeme hledat jeho Fourieridv obraz. Za N pritom zvolime n&jaké
g1slo, které je mocninou &isla 2, nap#. N = 23 = 8.

Zadneme tim, %e ndé¥ osmibodovy soubor X, aZ X3 rozdélime na
osm soubord po jedné hodnot&. Fourierova transformace kaZdého takového
"gouboru" (Xi) Je prévé hodnota X, . Hynf vytvorime polovidni po-
Set (tj. &tyFi) zdvojenych soubord ( X, Xy), (X1, X5) , (xz, x4)

(ugl’x}) . DalSim zdvojenim vzniknou dwa soubory po &ty¥ech prvcich
(Mo, ¥z ¥y ¥6) 5 (Xe1 X5y Xr, X3) a koneln& osmibodovy soubor
(Xo, ¥1) ¥y, N3 ) Ny1 ¥y, Xpi ¥3) -

Prozkoumdme nyni podrobn&ji, co se pii takovém zdvojovani dé&je.

Oznadime

(9.10)
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Transformace dvou N -bodovych soubori d&

N-1
- M
X" —;)XJV (£=011,~~-:N'1>; (9.11)
N-{
= ik .
Ye ;;o y; V ~ (£ =01, -, N-1). (9.12)
Transformace zdvojeného souboru (9.9) je pak podle definice
2N-1
Ze = :L:O Ze,vu‘ (2 =0,1,2, -~-) IN-1). (9.13)

Vypo&et podle tohoto vzorce rozdé&€lime na dv& &dsti; jedna bude platit
pro ¥ =0,1, ..., N -1 adruhdpro & = N, N+1, ..., 2N - 1.
Nejprve tedy vypolteme

N~

£y = 22 z@\/ek (£ = 0,1, ===y N-1) . (9.14)
=0

V8imneme si, Ze XJ‘ nésobime v souboru (9.9) sudymi mocninami V a y 7
lichymi mocninami. Bude proto vhodné napsat posledni vyraz ve tvaru

N-1 Ni~1
B 23k L ljlr_ . 4
Z, = Z;o“jv + V Z‘b‘v - X, + VY, (9.15)
d 420
Druhou polovinu hodnot 2 ¢ dostaneme ze vzorce
AN~
= A%
Z Z 2o V (e = N, N+1, -o, 2N -1)

=0

= z("""N)
Z sz (-N=mm =01, -=-, N-1)
&=0 (9.16)
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ProtoZe VN=-4 podle (9.10), d4 posledni vyraz

N N - N -1
= p { . . — 24
o s L VI s Do vy L v
=0 J=O 330
= Xm = V" Y , (9.17)
takze (po dosazeni M = - N )
Z =X _V&'Nv (¢ - - 9 (9.18)
¢ b-N Te-n e = N, Ntt, -, 2N-1).

vzorce (9.15) a (9.18) popisuji cely algoritmus vypo¥tu Fourierova
obrazu zdvojeného souboru. Aplikujeme Jjej postupn&, jak Jjsme naznadéili.
7 uved2ného ndvodu je zPejmé, prod musf{ byt /N voleno jako celd moc-
nina &1sla 2. Tomu lze prakticky vidy vyhovét.

Rychld Fourierova transformace zplsobila plevrat zvla3té pfi vy-
podtech ndhodnych vibraci v mechanice, ale také v jinych odvé&tviech fy-
ziky. Za autory se v literatule uvddéji Cooley a Tukey (1965). Algorit-
mus rychlé Fourierovy transformace v3ak nezdvisle odvodil uZ roku 1962
a po léta uiival Vern Herbert ( Chevron Standard Ltd., Calgary, Kanada),
aniZ jej publikoval. ®/

Pripojujeme program pro rychlou Fourierovu transformaci v Jjazyku
FORTRAN. **/ Vyvoldme-1li tento program (subroutinu) dvakrét, dostaneme
pivodni soubor dat. Musime v3ak volit SIGNI = 1. v prvém piipadd,

SIGNI = -1. v druhém pfipadé. Hodnota LX musi byt celou mocninou dvojky.
Soubor dat Je usporddén do vektoru CX. P¥edpokléddd se vypolet s komplex=-
ni prom&nnou.

*/ Viz 1EEE Trans. Audio Electrostat., zvl&3tni vydéni vEnované rychlé
Fourierové transformaci; June 1967."

X/ Viz CLAERBOUT, J. F.: Fundamentals of geophysical data processing.
New York, McGraw-Hill 1976.
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SUBROUTINE FFT (LX, CX, SIGNI)
RYCHLA FOURIEROVA TRANSFORMACE

‘ LX
CX = SQRT (1/LX) SUM ((X{J ) % EXP (2#PIxSIGNIxIx (J-1) = (K-1)/LX))

J=1

FORK =1, 2, ..., LX = 2 % = INTEGER
COMPLEX CX (LX), CARG, CEXP, CW, CTEMP
J=1
SC = SQRT (1./1X)
DO 30 I =1, IX
IF (I.GT.J) GOTO 10
CTEMP = CX (J) = SC

CX () = CX(I) = SC
CX (I) = CTEMP

M = LX/2

IF (J.LE.M) GOTO 38
J=J-M |
M= M/2

IF (M.GE.1) GOTO 28
J=J+N

L=1

ISTEP = 2 % L

DO 58 M=1, L

CARG = (@&., 1.) = (3.14159265 = SIGNI = (M - 1)) /L
CW = CEXP ( CARG)

DO 58 I = M, LX, ISTEP

CTEMP = CW 2 CX (I + L)
CX (I + L)= CX(I) - CTEMP
CX(I) = CX(I) + CTEMP

L = ISTEP

IF (L.LT.LX) GOTO 4@
RETURN
END
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10. EKORELACE A SPEETRUM

Fourierova transformace prevdd{ posloupnost X, , X , Xo 5 --o
z dasové oblasti do posloupnosti Xo , X; , Xy , ».. ve frekven&nt
oblasti. Usporddand posloupnost hodnot né&jaké welidiny jakoZto funkce
kmito&tu, popf. vlnové délky nebo kruhové frekvence se nazyvé spekirum. 2/
Protofe velidiny Xo , ¥Xq¢ , X y +ee JBOU komplexni, budeme za spektrum
deného souboru povaZovat posloupnost

(Xo I, IX 1, UXet® ~(10.1)

Je to tedy posloupnost &ivercl amplitud transformovaného souboru. Je-1i
pivodni soubor (X¢) sloZen z redlnych 3isel, je Qg(Xf) sudou funke{

8  Jy (X¢) lichou funkei W . Posloupnost (I1X:1?) je véak vZdy sudé.

To znemend, %e u kmitavého pohybu neméd smysl rozliSovat kladnou a zépor-
nou kruhovou frekvenci.

Jde-1i v3ak o rotadn{ pohyb, mé W v¥znam skutednd dhlové rych-
losti a vstupni soubor dat je sloZen z komplexnich &isel. Pak je nutné
rozliSovat kladnou a zdépornou dhlovou rychlost@‘Napf, polohh bodu A
na obr. 17 je déna komplexnim &islem

Xy = acon (Wot - ) + Caa st (wot -¢). (10.2)
Fourierova transformace (8.3) a4
w0 o)
0 (Wot ~ wb ‘ -
Xy = & S e’ wob ~) @o at = A gexp@ Y(wnw)éle“\’aa,—:
-0 -
-4 (10.3)
= Cl@‘hr\ 5 (_w ‘f’wo)\
55;*;1)(‘t S
4 |x]
LA
O
wet - ¢ N | | N
0 Re x, - W, 0 Al
Obr. 17 Obr. 18

®/ Porovnej s (SN 01 1400, Nézvoslov{ mechanického kmitén{ a rézd.
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Zde 51&» znad{ Diracovu funkci. Spektrum mé jedinou nenulovou hodnotu

| Xw |®= a*v bod& W=-we (obr. 18). Kdybychom zm&nili smysl w |,
dostali bychom tuto hodnotu v bodé W =+twe . To by odpovidalo rotaci
vektoru OA na obr. 17 v opadném smyslu. Spektrum nen{ v tomto pP{i-
pad® ani sudou ani lichou funkef{ w

Abychom se tedy zbyte&n& neomezovali, budeme piedpoklédat, %e soubor
vstupnich dat sestévd z komplexnich &1isel.

Pokusme se nyni posoudit, zda nelze k vypo&tu spektra ufit Z-trans-
formace. Podle definice hleddme vyraz

Riw) = IX(w)* = Xw). X(w)- (10.4)

Pruhem jsme oznalili komplexné& sdruZené &1{slo. Kdyby 3lo nap¥. o t¥i-
bodovy soubor, bylo by

Rlw) = (X, +X g™, Le‘““’)cxo T><1@w*'><z€uw)v (10.5)
PouZijeme-1i oznaleni Z = Guu=‘2(w0, bude
RIZ(w) = (% +% 17 + YZ—%E)(XO +% 2 +x, 2°) (10.6)
¢ili
R(2) = X (F) x(2). (10.7)

Po rozepséni

XL Xi Xo + Xz X —~ ~ =
R\Z) = LZ? + - zz 1 +(¥o>‘o+x1¥’l+Xle)“
- - . 1
P (Toxe = %) E o+ Kok 2F
(10.8)
Ty T 2
==+ é’ + e o+ MZ o+ 7T
Obecnd miZ%e mit soubor N prvkd a soufinitel u Z“ Je
N-{
e = Z__ i% X3, - (10.9)
0
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Vzorec (10.9) je predpisem pro vypodet autokorelace. %/

Jaky je vyznam hodnot 7, 7
Index % znadi podet krokd
At , o ktery je posloupnost
¥3+t posunuta vzhledem k po-
sloupnosti X; pii vytvéFent
goudind v soudtu (10.9).

Na obr. 19 je uveden p¥iklad
souboru redlnych dat (1, 2,
4, 3, 2,1, 2, 3, 2, 1).
Nenulové hodnoty 7T, zde
dostaneme pro o = -9, =8,
~Ty e0ey T, 8, 9. Z nich Jsou
na obr. 19 zakresleny posunu-
té funkce pro & = 0 a% 3.

Z nézoru je zrejmé, Ze T, Je
mirou “"podobnosti" mezi posu-
nutou a pivodni posloupnosti.
Celkem vyjde

53

0'1
I

Te = (1, 4, 11, 19, 25, " Obr. 19
26, 27, 35, 46, 53,
46, 35, 27, 26, 25,
19, 11, 4, 1).

V tomto souboru Jje jeden maximdln{ prvek, a to 7T, = 53. Kdyby byla
posloupnost X5 periodickd s periodou m , tj. kdyby Xj+m,= xj,
opakovalo by se lokdlni maximum v posloupnosti Y, , takZe 171,, = 7o =
= = Top= ... . ProtoZe posunut{ druhé posloupnosti vpravo proti
prvni lze povaZovat za posunuti prvni posloupnosti vlevo proti druhé

(a ob& posloupnosti ij, X; Jsou stejné, nebot Jjde o redlnd &1isla),

musi byt ¢ = Y4 » coZ se vypoltem potvrdilo.

¥/ Pro spojitou funkei X(t) (stacionérnf proces ) se def'inuje auto-

koreladni funkce vztahem
T

r < o+ [T e emyae

To»o o
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Kdy% ovzorkujeme tzv. "bily Sum"”, dostaneme posloupnost natolik
ehaotickou, Ze bude 7T S0 pro kR %0 (jakkoli posunuté posloup-
nost se pivodni posloupnosti témé&F wibec nepodobd). Je to posloupnost
néhodngch &isel ( kladnych i zéporngch). ®/

Pro redélné soubory bude tedy 7, = 7, , takfe (10.8) dd

4 .
RiZ) = o+ 'n(z*'—g)a—n(il%--jia). (10.10)
ProtoZe
Z" 1 ibw —&w (10.11)
PR T e Lok,
bude nakonec
N-1 ,
R(2) =2 ) tgcootwnr,. (10.12)
4,20

Posledni rovnice, kterd je jednoduchym a pirozenym disledkem
vypodtd uZitim Z-transformace, vyjadfuje vétu, jeZ se dokazuje pro
8pojité funkce mnohem slo%it&jl. Podle nf se dvojndsobek kosinové
Fourierovy transformace autokorela¥ni funkce rovng spektrdlni vikonové
hustotd. *%/ Uvedend v&ta plat{ pro redlné funkce gasu, JjimZ prislus{
sudéd autokoreladn{ funkce. Spektrdélni vykonovéd hustota je pak &tvercem
amplitud Fourierovy transformace lXIW)lia Je tedy urdena spektrem R(Z).

Souvislost t&chto pojml objasnime pro spojitou funkei X
necht tato funkc/e pfedstavuje rychlost kmitajici hmoty zav&Sené na hyd-
raulickém tlumidi slinedrni charakteristikou, takzZe F(t) = &x(t)
je sfla v tlumidl ( f nezévisf ani na X ani na t ). Elementdrni préce
vykonand tlumi¥em je A = k\*At . Predpoklédejme, %e % =1 N o Lsec.
Pak prédce rozptylend tlumicdem (b&hem &asového priristku t,- ¢4 ) bude

t
A = | wwat. (10.13)
t

¥/ Tdedlni bIly B3um je fyzikélnd nerealizovatelny:; je to zvldstni p¥ipad
staeciondrnfho proeesu na intervalu —eo {({ < o8 .

¥/ viz napr. KOZESNIK, J.: Knitén! mechanickych soustav. Praha,
Academia 1979 ( str. 470).




PrimSrny vykon dostaneme, budeme-li tuto préci d8lit &asovym p¥{rdstkem

p AA 1 t
T h- bt -t jxi(t)dt. (10.14)
4 f

Polo¥me podédtek do st¥edu &asového intervalu, jehoZ délku oznadime
T = f'L"'tt . Bude

T

i
P o= E S Xt de - (10.15)
~Tle

Proto¥e kmit X (%) si lze myslit rozdé&len do harmonickych sloZek
ufitim Fourierovy Fady nebo - pro neperiodické funkce -~ uZitim Fouriero-
va integrélu, mi¥e nds zajimat, jak se kterd harmonické slofke s kruho-
vou frekvenci W podili na celkovém vykonu. Zavedeme proto spektrdlnf
vykonovou hustotu S(21x _(l) takovou, Ze vykon ve frekvenén'im pdsmu od

f =w/2T do f+ df bude prévd dP = S(1mf)df = S(w)o'%%, . Pak oviem

y )

P - EEGS Swdw. q ' (10.16)

Abychom mohli porovnat posledni dva vyrazy, prevedeme integrand v rov-
nici (10.15) do frekvenini oblasti. Nejprve si uvddomime, %e x':= X.x
a %e podle (8.5)

(" Lot
x(t) = 77 JX(m) < duw

(10.17)
Pak misto (10.15) mlZeme psét
A Tit 1 oo (ot
- ~ 1wt ——— .
P = T J [‘[ﬂj X)((w)@ aw | xb).dt . (10.18)
-Th ~00

Zamdnime poradl integrace. Protoe podle (8.3) */

®/ U staciondrnich procesd neni limita (10.19) definovéna, existujf
vdak limity (10.20) a @0.21). Proto zavédime v rovniei (10.19)
Fourierovu transformaci X;(w) na kone¥ném intervalu < -T/Z, T/z> .

- 69 -




- | Te \
X(w) = b Xsiw) = &/M ,{ x(t) e wko(t , (10.19)
00 Toeo :

bude pro lim T 5> e0

i__’ﬁ

P - —_FJ )(T (W) ,'XT () (10.20)

Porovndnim (10.16) a (10.20) dostaneme pro spekirdlni vykonovou hustotu

Sy - bm 47 I ()1* = %’_’:‘m j‘F Rr(w) (10.21)

T =00

Tim se potvrzuje vyznam spektra Ez(uﬂ . 8initel A(T souvis{i s tim,
%e u staciondrnich (tedy nekoned&nych) procesd by nebyly bez tohoto
¢initele nékteré integrdly na nekonelném intervalu definovény [ viz
poznémky k rovnicim (10.9) a (10.19) ]

U&elem této kapitoly bylo ukézat, jak Z-transformace piispivé
k objasnéni nékterych matematickych v&t a2 pojmi uZivanyeh v teorii
ndhodnych proces® a jak usnadnuje &islicové zpracovéni soubort dat
vzniklych ovzorkovdnim dasové proménnycn velidin. ®/

Priklad
Dokazté, Ze posloupnost

2 I R T 1 04 01
3t ('“ ' g ;_'—37'”3"~Q|ﬂl 5’s'! ?”'“)

dévd stejnou autokorelaéni posloupnost jako bily Sum, adkoli dandé po-
sloupnost je deterministick4.

®/ Podrobnou teorii Z-transformace obsahuje nap#¥. publikace
viCH, R.: 2Z-Transformation, Theorie und Anwendung. Berlin,
Verlag-Technik 1964.
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Pozndmka
i
8

- 4414 A A uyide 1 = (.. 'o’o»o
=1+ 5+ t gt y3 k = (eeey
1, 0, 0, O, ... ). K dané posloupnostl 1ze vypoéitat autokorelaéni

posloupnost; obrécend dloha Je viak mnohoznaéné

11. CHYBY PRI REGRESNI ANALYZE

V souborech programi tvoifcich software minipoditadd a stolnich
kalkuldtord byvé4 obsaZen i program pro regresni ana}yzu pomoci polyno-
mi. %/ Dokonce i mnohé kapesnf kalkuldtory byvaji vybaveny vestavinym
programem pro stanoveni soudinitell regresni primky. Snad si tim lze
vysvétlit, Ze ve vyzkumnych zprédvéch i v technické 1iteratufé‘se &im
ddl tim dastdji setkévéme s k¥ivkami, jeZ se proklddaji metodou nej-
mendich &tvercl souborem bodd predstavujicich experimentdlnd zji§t&n4d
data n&jaké funkdnf zdvislosti. To nahrazuje diive obvyklé kresleni
kfivek "od oka". To je pot¥3itelnd skutednost, nebot ufitim regresnt
analyzy se minimalizuji podle zvoleného kritérié subjektivng chyby .
Stdvd se v3ak, Ze uZfivatelé téchto poéitééﬁ nerozuméji detailné& tomu,
co se vlastné pri regresni analyze déje s vloZenymi daty, zejména se
nedovedou rozhodnout pro sprévny kompromis mézi dvéma protichidnymi
poZadavky. Na jedné strand toti% chceme, aby k#ivka co nejvérndji vy-
stihovala zkoumanou funk&ni zévislost, kterou predem neznéme - aléSpoﬁ
ne do vdech podrobnosti. Kdybychom tento poéadavek pﬁ@hnall, doséhli
- bychom volbou dostate¥n? vysokého stupnd regresniho polynomu tohoy ﬁe
by regresni ki¥ivka prochézela v3emi body. Pak by Jji% nedlo o regresi,
ale o polynomidlni interpolaci. To by v3ak znamenalo, Ze se budou
"kopirovat" i vS8echny chyby méPfeni, ba Ze se budou i zvelildovat, neboi
polynomy vysokého stupné budou ddvat kiivku "hadovitého tvaru". Na dru-*
hé strand poZadujeme, aby se metodou nejmendfch &tvercd co nealépe vy-
rovnaly (odstranily) m&ri&ské chyby. Kdybychom kladli p¥f1i¥ velky
diraz na tento poZadavek, odstranili bychom spolu s tdmito chybami i
podstatnou &4st informaci, které potrebujeme zndt. TotiZ tim, Ze bychom‘
volili pr{1i¥ nfzky stupen regresniho polynomu, bychom zfskali o sku-
tedné funkéni zdvislosti nesprévnou predstavu ( povaZovali bychom napr
za linedrni i takovou funkci, kterd linedérni neni ).

%/ Presn&ji Pedeno, jde o aproximaci funkci metodou nejmen3ich &tvercd
pomoci polynomi.
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Jinou &astou chybou je to, %e se programi uvedenych v&t3inou bez
podrobndjiiho komentére pouZivd mechanicky, neuvéZen&. Program pro
regresni analyzu pomoci polynoml bfvé sestaven tak, Ze se danym soubo-
rem dat proklsdé nejprve lineérni polynom, pek kvadraticky, kubicky atd.
To znamend, %e vysledkem je FeSeni ve tvaru

Y = Qo + Out + Qgtt + -+ Ant™. (11.1)

Konedny stupen polynomu " voli bud uZivatel nebo poditad. Vime-1i
v8ak, %e hledand zdvislost musi mft ( z fyzikdlnfch ddvodl) urdité
vlastnosti, musime je p¥i volb& regresni kiivky respektovat. Jde-1i
napf. o lichou funkci, musf vymizet na pravé strand rovnice (11l.1)
v3echny sudé funkce. Musime proto piedem ze svjch \dvah vyloudit v3echny
sudé mocniny a poloZit (Ao =0, Q. =0 atd. Neutinime-li tak, ne-
dostaneme presndj3i vysledky, ale prévé naopak; nevyuZijeme-1li vSechny
informace, jeZ se vztahuj{ k Pedenému problému, zati¥ime, FeSen{ v&t3i{
chybou.

Abychom ukdzali, jak se takovych chyb vyvarovat, probereme detail-
n& vypodet koeficientld regresni funkce metodou nejmen3ich &tvercl a
vypodet st¥ednich chyb popt. intervall spolehlivosti pro tyto koefi-
cienty. Uvedeme také objektivni kritéria pro volbu Zddouciho stupnd
polynomické aproximace.

Predpokléddejme, Ze uréity fyzikdlni jev je piesn® popsén rovnici

YW = AL ) £ ALh () + -t Asfm 1) . (11.2)

Fufikce {1 (t) a% fm (t) znéme, ale soudinitele PAq a% Ax chceme

teprve urdit. Proto uskutednime opakovand md¥enf pro t =4, , 4, , ...,
tm a volime "m > m , abychom m&1li v&t3{ "jistotu", pokud jde

o sprévnost vychoziho pPedpokladu i o sprdvnost vysledkd. Protofe nale

méFeni jsou zatiZena chybami, ziskéme hodnoty % (t) misto sprévnych

hodnot Y(t) . Také koeficienty A, a% Ans, mdfeme pouze odhadnout,

nebot presné hodnoty nezndme. Odhadnuté hodnoty budeme zna¥it A1 , Q.
Gz 5 -+s, Qm . Pou¥ijeme zkréceného zépisu

Yoy (b) o £ - £ (40 (11.3)
pro £ =1, 2, ..., M ; j =1, 2, ..., " . Z pokusl dostaneme
pro hledané souéinitele a, a% dmwn preurdenou soustavu rovnic
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¢ ) - T r

H f« gu --- fm G |
L i f o | ]S

N HANES ety
| Ym | S f | O
Struéné ji zapileme takto
fyy = IFl{a}- - (1.5),

Matice L[F ] je typu mvxm , m>m . ProtoZe mdfeni nejsou piesnd
(ani soudinitele {a} neznéme piesnd), budou si rovnice v této sou-
stavé obecn$ odporovat. Rozdfl [ FJlia}-{y] nebude dévat nulovy
vektor, ale néjaky rezidudlni vektor

(ry=Trlial-{y}. (.6

Je t¥reba odpovédét na otdzku, jak méme odhadnout_ soudinitele ia}
Jednfm z mo¥njch zplsobd je %4dat, aby norma wvektoru HTI resp. jeji
dtverec .

Wit = {rifivy = v o (1.7

byly minimdini. Dosazenim z rovnice (11.6) dostaneme

frit= faFIFITIFI{a}-21a YT IFIT{y] + {y1Tiy) Qi.8)

Horn{ index | znamenéd transpozici matice. JestliZe &tend® maticovému
zédpisu (11.8) a (11.9) dobie nerozumf, af si tyto vyrazy rozepile a
porovné s vypodtem uskutedndnym pomocf soudtu T podle (11.7).

Vyraz (11.8) budeme derivovat podle jednotlivych sou¥initeld Qg

aZ (4 a derivace sestavime do vektoru. Vyjde
Vr)*
2{a}

Nutnd podminka pro minimum \|7v 0 Je, aby se tyto derivace rovnaly nule.
Po zkrdceni dvéma

= LIFYIFI{a} -2 LRIy} L9

[FJTLFJ{a}-LFJTmF{oi - (11.10)
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To . je soustava tzv. normdlnich rovnic. Vy¥sledkem Pedeni je

= (LFITLRI)'IFIT{y} . (11.11)

O

N

Poznamene jme je3t&, te podle (11.10) Je .-
[FIT(IFl{aY - {y}) = {0} (11.12)
&ili - s prihlédnutim k (11.6) -

LEIT{r}=1{0}. (11.13)

SloZky rezidudlnfho vektoru Ti, T2, ..., Tm tedy u% nejsou nezé-
vislé. Vzhledem k odhadu {a} podle (11.11) spliuj{ tyto hodnoty rov-
nici (11.13), tj. soustavu m rovnic

Lf% r, =0 (F=1,2, coo,m ). (11.14)

‘Jak je to. 8 chybami popseného Pe¥enf? O m¥Fickych chybéch budeme
pPedpoklddat, Ze majf normdlni (Gaussovo) rozddleni. To znamend, Ze
kladnd chyba je stejnd pravd&podobné jako zéporné chyba o stejné abso-
lutni hodnot& a Ze chyba je tim pravd&podobn&js{i, &{m mé& men3{ absolut-
ni{ hodnotu. Je zvykem definovat

ofesnd hodnota = pribli¥né hodnota + chyba. %/

Je-1i presnd hodnota |/ a m¥Fend 4 , pak chyba této hodnoty

€ = U-Lb (11.15)

Opakujeme~1i m¥#enf N -kfét, dostaneme N  hodnot

eW. U-p9), 4 =1,2, ..., N. (11.16)
Bude-1i N ‘dostate&ns velké, pak podle prvého z uvedenych predpokladd
bude stfedni hodnota (aritmeticky primir)

{. 4 .
Me = T (P @y oy gy o (11.17)

%/ ¥ ndktergch monografifich se chyba definuje s opa¥nym znaménkem.
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zde M znad{ operdtor, kterym se z daného souboru vytvéii aritmeticky
primdr. Kdybychom m&#ili nékolik velidin ¢ , U, ,

ceey gy , mohli
bychom z nic¢h utvorit vektor {u«} typu mx4

a psdt
ru{m TR Sy L B (T, )
R YU [ L,
Miu} =19 meeeee (=*wy: | |
T : (11.18)
' 2) . N , . ‘
ku£’+ w& £ oaae t M)J L lhm,
Nyn{ Jjest& zavedeme operdtor Q ’ ktery' z daného vektoru 'iu-} vyivo-
1 kovarianéni matici f o
Tt Lgur  Llglw |
1 Zm Wi Z U'I-.L : Z Uz Uy, ‘
Piud= § | P (11.19)
i T puy L Untis e uk |

Aplikujeme-1li operdtor QD na vektor chyb fel , budou na diagondle
rozptyly mé¥enych hodnot, nebof podle definice ‘

GF = o [ledV+ () ¢ (1)1 Zet.

(11.20)

Mimodiagondlni prvky budou pfi nezdvislych chybéch a pii velkém _N nu=-
lové, protoZe kladné chyby jsou stejné dasté jako zéporné a ve smiSe-
nych soufinech se v soudtu ru3df{. Bude-1li rozptyl viech méi"eni stejny,

bude podle toho
21{ey =G*[1], (11.21)

kde LI] Je Jjednotkovéd matice. Mezi ob&ma operdtory existuje souvis-
lost, kterou pochopime, srovndme-li vyrazy (11.18) a (11.19)

F{wy - M(tuwyiunl?). (11.22)'
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) _V,naéi.ﬁlozé jsou chyby jednotlivych md¥eni

fey = {vi-{yy. | (11.23)
Chyby soudiniteld budou aobdobné |
{ey=1{n)-tal. (11.24)
ProtoZe {¥Y = [F1{A) (presnd), dostaneme pomoc{ (11.6) z rovnice
(11.23)
{ey=TFIUa)-tad)eir)=TFliel+ vy (1129

Tuto rovnici znésobime zleva maticdi [F'JT . S pifihlédnutim k vztahu
(11.13) vynechdme posledni &len, nebof to bude nulovy vektor. TakZe

TF1T{ey = [(FITLFl1die). (11.26)

To je soustava rovnic, kterd védZe skutedné chyby m&Feni a skutedné
chyby soudinitell. Skute&né chyby v8ak neznédme, musime se spokojit
s jejich odhadem.

Aplikujeme-1li na poslédni rovnici operétor‘vn , dostaneme

[Fi miey = LFI [FIMie}. ' (11.27)
Vzhledem k platnosti (11.17) bude miel = EC}, takZe

miecl = {c}. | (11.28)

To znamend, Ze p¥i mnohokrét opakovaném mé&¥eni dd aritmeticky primér

odhadnutych soudiniteld Q¢ presnou hodnotu A({ (aritmeticky pri-
mér chyb ¢¢{ vymizf pro v8echna ¢ =1, 2, ..., n ). Proto odhad

soudiniteld {a} podle (11.11) pova¥ujeme za nestranny.

Aplikujeme-1li na vektor {e} operator 2 , dostaneme vypo&tem
z rovnice (11.26)

Qfey =2 (LIFITLFY [FIT{eY). (11.29)
Podle (11.22) to bude ; __
[r]}'*{rl{eﬁi'a‘f[s?]([Ff[F]).T) (11.30)
ProtoZe

LF] (11.31)
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je soumdrnd matice, musi byt (C17=1C17! . Pak podle (11.30)
9{et = [CT'IFI"michiel LFaLca™, ' (11.32)
 Podle (11.21) a (11.22) Jje v3ak
Mmi{glieT =2 e}y =6 0T, | (11.33)
Proto podle (11.32) a (11.31) |
Q{ey =6 [cIMIFITIFIlC - G2 lelt  (11.34)°
To znamené, Ze matice
(d3 - [cIt- (LFICFI) | | | (11.35)
gndsobend rozptylem Gt predstavuje kovarianéni matici chyb {e} sou-

dinitelt {al . Na jejf diagondle jsou rozptyly tSchto soudiniteld
(srovnej (11.19) a (11.20)) :

\304 % - - ¥
2 = " L .
@ie} =G [D] * qu ----- * (11.36)
L ¥* % ----- ga.lw

Mimo diagondlu jsou n&jaké &f{sla * , vyjadifujici statistickou vazbu
mezi souliniteli Q¢ , aj s kterd nds nezajimd. StFfedni chyby jed-
notlivych soudiniteld dostaneme odmocndnim diagondlnich prvkd v matiei
(11.36) .

Skute&né chyby ani jejich rozptyly neznéme. Za chyby 1t} ~IF1{An}- tyY
vezmeme proto pribliZnd vektor iri=IFl{iai-{4) urseny pomoci odhad-
nutych soudiniteld 14Y mfsto presnfch soudiniteld {A} . SloZky
vektoru LT} vEak nejsou nez&vislé, nebof pro n& plat{ m rovnie
(11.14). To znamend, %e k odhadu chyby miZeme pou%it jenom takové
méPeni, jejich? po¥et ™ >m . Rikéme, Ze pro urdeni chyb méme m-m
stupnd volnosti. Proto soulet . vi* nedélime podtem m&fen{ M , ale
Jjen initelem ‘m-m . Odhad A% rozptylu G? tedy vyjde ze
vzorce %/

%X/ Pro ™ =M bude Zitatel i Jmenovatel v rovnici (11.37) nulovy.
Rozptyl tedy nebude moZno odhadnout. Musi bt m>n .
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o o : ,
- trityrd (11.37)

Chceme~1li, miZeme je3té dosadit z rovnice (11.6) a (11.11). Po ﬁprgvé
dostaneme :

S (y) aY I iy} (11.38)

A =

Pro odhad st¥ednich kvadratickych chyb souéiniteld @& plati podle
rovnice (11.36)

Aad = A \] dic - (11.39)

‘Pokftéme-1li regresni kiivku z posloupnosti funkei §4(8) |, fut)
ceey Fm (t) podle (11.2), sledujeme piitom, zda se pribrénim dals{
funkce vyznamné& zmen3{ odhad rozptylu .A2 podle (11.38). Zustane-1li
s;ejgi‘nébo dokonce vzroste, vynechdme &len s funkeci, kterou jsme na-
posledy pi¥idali. PPi polynomidlni regresi je to Gramiv polynom m -tého
stupné. Tim je rozhodnuto o tom, jakého stupné md nejspile byt regresni
funkce, aby mé&la rozumny vliv na vyrovnéni chyb.

Jinym kritériem mohou byt intervaly spolehlivosti pro souinitele
¢ + Na hlading vyznamnosti 0,05 Jje to napi. interval

Obsahu;je-1i tento interval nulu, prohldsime soudinitel «: =za nevy-
znamn& rdzny od nuly a p¥islu3ny &len z Fady (11.2) vynechdme.

Casto maji rdzné msFenf! Y< rdznou véhu W, . To znamend, Ze
‘také normdélni rovnice v soustavé (11.10) budou mit rdznou vdéhu W
Abychom do t&chto rovnic véhu snadno dostali, sestavime z vihovych
souliniteld w; diagondln{ matici

W1
tw] - Wo o _ (11.41)
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Misto normy (11.7) budeme minimalizovat vyraz

Pey lwliv) = iu}TLF] (WIIF1{al- iia}TEFJ 1w1m+ “'1'1'-_4_2}).
tiylTIwIiyl

a dostaneme misto (11.11) vysledek
- (TFITLWILFN T IFI LWl iy} o (11.43)
Matice (11.35) tedy bude , '
ID] = ((FITTwILFD)™" o (11.44)

a misto (11.38 ) dostaneme X/

- - . , ‘ ‘

AL = (ty ) - 1a TR Ity (11.45)
M&Zeme-1li predpoklddat, Z%e m¥iime pokaiaé se stejnou pPesnosti,

je vdha uUmérné po&tu opakovanych m&ifeni. Neni-li tomu tak, bere se
véha Umérnéd pirevrdcené hodnot& rozptylu, tj. nepfimo Umérnd &tverci
stfedni kvadratické chyby. To vyplyvéd z Gaussova zdkona normélnfho.
rozdéleni. Cim je tedy men3{i rozptyl opakovaného md¥eni, ti{m v&ts{
véhu mu prisoudime. Na konstant® uUmdrnosti nezdleZi; vysledek se ne-
zméni, zndsobime-1li v3echny véhové soudinitele stejnym &fslem.

12. GOLUBOVA METODA VYPOSTU ZOBECNENE INVERZNI MATICE

V nejrizndjsich Glohédch vyrovnévaciho po&tu se setkévéme s vypoé-b =
tem zobecn&né inverzni matice :

[61- ([AT7[A1) [ATT ey

X/ 0dhad rozptylu normélnfho rozddlenf chyby £ ddvé v tomto
piripadd /.\é‘ = A"/w;, '
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k obdélnfkové matici LA] typu mxm, , m>w . Dosp&jeme k ni
pti FeSeni preurdené soustavy rovanic metodou nejmen3ich &tvercl, jak
jsme to ukdzali na pFfkladu soustavy (11.5). Dostali jsme Fedeni
(11.11), v ndm¥ na pravé strand vystupuje zobecn®né inverzni matice
k matici LF]

Méme-1li tedy peurdenou soustavu rovnic
[TAT{xY ={¢Y (12.2)
je jeji Pe3Seni metodou’ nejmenSich &tverci
fx} = [6116], (12.3)

kde [6] se vypo&itd podle piedpisu (12.1). KliZovou roli v tomto
vjpodtu hraje inverze soumsrné matice ([AJTLAI) . V minulé kapitole
jsme vidé&li, Ze jeji inverze

[d1~(CA1Tra1)™! (12.4)

nédsobend rozptylem néhodnych hodnot 10Y q4vé na diagondle rozptyly
hodnot 11X} . %/

Basto se stévd, zvlddtd jde-1li o regresni énalyzu 8 linedrni kom-
binacf neortogondlnich funkci nezdvisle promdnné, Ze matice (L[A1T[AI)
Jje Spatn& podmin&nd a vypolet Jjejl inverze zatiZen velkymi zaokrouhlo-
vacimi chybami. ®%/ Byl proto sestaven algoritmus vypodtu inverznf
matice (LAYTTA1)™ | ktery pracuje prfmo s matict [A) a nikoli se
soutinem [AJTLA) . Tak se dosahuje podstatného zvySeni phesnosti vy-
poétu (asi jaké by odpovidalo zdvojndsobeni podtu platnych cifer).

V8imnéme si nejprve matice tvaru
i {vit

‘LQ]=(I13~ZW)‘ (12.5)

_ X/ srovnej s rovniect (11.36), kde 3lo o rozptyly prvkd vektoru vl
Ten nyni zna&fime obecndji {x}

XX/ Jde zejména o regresni funkci ve tvaru polynomu
Y(t) = %o + 3t + Xg £ 4 o b Uy £

Podrobn&ji viz RALSTON, A.: Zdéklady numerické matematiky.
Praha, Academia 1973.
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Je ziejmé soumérnd, neboi (RI=TR] . Je ortogondlni{, protoZe
(RITLR] = T11]. | (12.6)

To znamend, %e transformaci

{43 = [R1{x} (12.7)

se délka vektoru nezméni. Je totiZ

Lyt fy iy = )3T [RITTRIY = ExFixd = Ix4® (12.8)

Matice [R] md jedtd jednu dlleZitou vlastnost. Ndsobime-li ji zprava
vektorem {v! , dostaneme

) o ey ey tvliv)
[(R3fvd = fvy-2 {vitiv)y ivy- Lv it

= fvy-2{vy=-4vy. " (1?'9)

Zvolime-1i  soustavu soufadnic tak, aby jedna osa byla rovnob¥ind s vek-
torem (VY , pak operdtor LR1 zminf tuto soutadnici na opa¥nou
(zménf jej{ zneménko), kde%to ostatni soutadnice poneché beze zmény. %/
Zpisobuje tedy zrcadlenf (reflexi, odtud ozna¥eni [RJ ),

Householderova transformace spodivd v tom, %e se hledd reflexnf
patice ([R1=TH]  xterd by zpisobovala eliminaci poddiagonélnich
prvkd Z jednoho sloupce. Oznadme LH¢1 matici, kterd takto zmAn{

{ -t} sloupec. Napifklad bude platit, Ze

o 4+ ¢ a] (e % % %]

0 e 4 g 0 % ¥ %
tHsllo 0 4 &f =]o o # »
Lo o m P} O O 0 ¥

%/ Pro vektor {4} kolm§ k LV} plati, Ze {“‘-‘T{V’i‘ fo}. pax také
TRI{u}= {w) , jak se presvddiime dosazenim.
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Budeme-1i tuto transformaci zndt, miZeme danou matici postupné trans-
fbmovat na tvar, v ndm% budou pod hlavni diagondlou jen nuly.

Golub rozpoznal vyhodu této metody pri FeSeni preurdené soustavy

rovnic metodou nejmendfich dtverci. Je-li rezidudlni vektor {r} =

= [AJ{x}-{6} transformovén uzitim ortogondlnf matice [H] do vektoru
[HX{r} , Je lhostejné - za pf-edpokladu pi"esného po¥f{ténf - , zda mini-
malizujeme vyraz {73 {7} nebo {T}T[HIT[H1{T} vzhledem k slofkém vek-
toru {X} . V obou pripadech jde totiZ o Etverec "délky" vektoru a
oba wektory, {7] i [H]{r} , jsou stejnd "dlouhé". A tak uZitfm
opakované Householderovy transformace plrevedeme nejprve vektor {r}
napt. na tvar

EE R '*1
0 % ® Iy ’
‘ - X4 2%
i_’:_}z AR £ o S Bl G (12.11)
M 0 0 Of{y * .
o o o 7 |=*
*x
L0 o 0]

Hvézdi&kou oznadujeme nenulové ¢isla. Vzhledem k nulém v doln{ &dsti

je zrejmé, Ze Zédnou volbou &initeld Xy , ¥, , X; nemiZeme zm&nit

subvektor Y, . Horni &4st soustavy (12.11) ddvé pro dané T, Jedno-
zna¥né ¥eSenf ¥4 a¥ ¥X; a naopak. Vektor {7} bude mit jen tehdy

minimdlnf normu vzhledem k f{x] , bude-1i {7 }={0} , nebof Zdst {7}
nemdfeme volbou {X} ovlivnit. Odtud dostaneme ihned {X} , ani%

pot¥ebujeme po¥itat matici ([AIT[AI)"' . V tom je prévé vtip Golubovy
metody. %/

Pozorny &tendi. jisté post¥ehl, v dem se 1id{ Householderova trans-
formace (12.10) od Gaussovy eliminadni metody. V obou p¥ipadech trans-
formujeme matici soustavy na tvar, v némZ méme pod hlavni diagondlou
nuly. Na rozdil od Gaussovy metody nem&nf Householderova transformace
normu vektoru, nebof matice této transformace je ortogondlni.

Zbyvd jedtd urdit reflexnf matici [HJ] tak, aby m&la poZadované
vlastnosti. Do rovnice ( 12.5) zkusime dosadit napi.

tvY= 10 0 (as-8) ay aj 1T (12.12)

a s matict [H]=[R(v)] pak ndsobit wektor LG4 a, a; ay ar J'.

®/ GOLUB, G.: Numerical methods for solving linear least squares
problems. - "Nunerische Mathematik" sv. 7 (1965), s. 206-216.
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Dostaneme (pro urditou hodnotu 4 )

.r N ' . (o )
4 A 7 0 | AT A
1 0 _ Qe
2 | '
1 - ————1 ®AL[00(a-Ma¢ac] ] %
1 (a3=A)ray +as ‘
Ay Ay
Q «a
- N \ :J > rJ
Ay (0 ) ’CH )
a, 0 Gy
< G,y > Q=) > = < A r ‘ ’ (12.,13)~
Qy Ay 0
L c‘:. L Qs | g 0.

Snadno se pPesv&ddime, Ze vztah (12.13) bude opravdu platit, zvolime-1i

r$ = i-\j a'sz + a'.:" + ar’f ) : (12.14)

K tomu stadi rozepsat p¥islu$né soudiny a porovnat oba druhé Zleny

v rovnici (12.13). Kdy% porovndme operaci [W1[a, G, @, a, as 1T
podle (12.13) s operaci naznadenou v rovnici (12.10), poznéme Ze [H]
je hledanou Householderovou maticf [Hi] pro eliminaci prvkd £ , m
z tPetfiho sloupce. Prvni{ a druhy sloupec se touto transformaci{ neovliv-
n{. Hodnotu 4 podle (12.14) po¥{tdme od prvku na diagondle toho
sloupce, v némZ chceme mit po transformaci nulové poddiagondlni prvky.
V ukdzaném pfikladu tedy od 43 . ' '

Priklad

ReSte preurdenou soustavu rovnic

- 4 -2 ] | [

3 6)
2 1 1|[x 5
1 3 2f{%p = j2;
0 -1 4 X3 _ 4
L 2 1 3] L 5 |

metodou nejmendfich dtverci.
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ReSent

Prvni Householderovu transformaci zvolime tak, abychom eliminovali
v prvnim sloupeci v3echny prvky s vyjimkou prvniho. Bude

A = J 42 + (_2)2 + 12 + 02 + 22 = {;; =5,
"’-1W
-2
ca o 2 _
Ll =[11-55 <14 [-1 -2 1 0o 2] =
0
[ 4 -2 1 0 2 ]
-2 12 0 4
= X - -
S 1 2 4§ o0 =2
O 0 0 5 0
L 2 4 =2 o 1]

Vyndsobenim dané soustavy touto matici dostaneme

25 =5 18 [ 26 )
0 15 11 |y 17
1 1L 1 \
5 0 10 T xLJ = gﬁ 14 .
o -5 20 s 20
L 0 -5 9 - .. 33 7

P&tinu miZeme na obou strandch zkrétit. To mé ovSem v¥znam jen pFi
ruénim po¥itédni. V daldim kroku bude

24 (5% +(-5)% = {375 = 19,364917.

b= {152 + 10
Budeme mit

{vY = [ o, -4,3649167, 10, -5, -5 17
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a transformani matice vyjde

[Hl]=

-

1
0
o
o
0

Vyndsobenim dostaneme

[ 25

o
o
0
0

b

-5,
19,

0
)
0

0 0
0,7745967 0,5163977
0,5163977 =-0,1830644

-0,2581988  0,5915322

-0,2581988  0,5915322

0 18,0

364916  4,6475824

21,553358
12,723215
1,7231063 |

Kone&nd pii ti¥et{ tranaformaci je

o]
-0,2581988

0,5915322

0,7042333
-0,2957661

26,0
6,7131753 |
37,567066 [ °
8,2161094
21,216238 |

0
-0,2581988
0,5915322
-0,2957661
0,7042333

A= J21,5533582 + 12,7232152 + 1,72310632 = 25,0877717,

{vy - [o,

Vyjde

[H3]=

=

© O O O =+

Transfo;mované soustava mé tvar

- 25

O © O O

=5,
19,

0
0
0

0, -3,5344186, 12,723215, 1,7231063 ]' .

o o 0 0

1 o 0 0

0 0,8591179 0,5071479 0,0686831

O  0,5071479 -0,8256334 -0,24T245T |

0 18,0 ] [ 26,0

364916  4,6475824 | [ X, 6,7131753

25,087776 |< X, ¢= 1 37,898519
) X3 7,0229407
0 ] | 21,054646 )
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Re%enim prvnich t¥{ ¥#4dkd dostaneme

Xy = 0,050835764,
M, = 0,01588615,
X, = 1,5106369.

Poslednf dva Fédky deji normu rezidudlniho vektoru, ovSem po nésobeni
p&tinou, kterou Jjsme krdtili

el <Oy - iniTing -

¥

Q 7,02294% + 21,0546 £ 4,439.

[

Wi

Snadno se mi¥eme presvdd&it, Ze touZ normu rezidudlniho vektoru dosta-
neme z pivodni netransformované soustavy rovnic. Je totiZ

oy = 4X, -2%, *+ 3x, -6 = =1,6396602
Y, =2 x * ¥ + X3 -5 = =-3,4035778
Y3 o= X o+ 3X, + L¥xz; =2 = 0,922779%
Yo = X, - X, + 4% -4 = 2,0584336
Te = 2 X + ¥ o+ 3% -5 = _0,5856471
hri®= 3 n? = 19,70448

rl = 4,438973

1. poznémka

Golubovy metody by bylo moZno uZit také k Pe3eni dlohy s vedlejsi-
mi podminkami. Pro N neznémych je déno 3 podminek (ﬁ<%) y Je#
mus{ byt spln¥ny piesn&, a ™M podminek, JjeZ splnime jen pribli¥né me-
todou nejmendich &tverct. Pfitom "M > M- & . Kapt. v soustavd

- A 5 Q
[Bl ix} - {—(}—} (12.15)
chceme presns splnit (AJixY-{a}, priviizns [BI1{x) - {&}. Nechf [A]

je typu 2 x4, [R] typu 3 x 4. Householderovy matice vypo&tené
pro *4dky (mfsto pro sloupce) oznadime [ Ht-] . Bude napi.

'{‘,13 = [H,TUH, Ty (12.16)
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Pro zp&tnou substituci plati
{xy - LA ITH 1y Y, (12.17)

nebof [H,] [l:l'ﬁ][ ITL,_} U:h] = {11 (Householderova matice je ortogondlnf a
soumdrnd ). Dosazenim (12.17) do (12.15) pfevedeme tuto soustavu na tvar

(= 0 0 O] (G )
- x 3 0 0 C(.],
aloe o |roxo0° ] %
S IR = |2 2 % e lyl o {4 b, 2ae
* %® xR x Ys {r,
® x * x A L s
Nésobenim (Hi] , [H4]  zleva dostaneme
= 0 O 0] @, )
x o« o o[yl |a|
x % % 1“5“:1*’ - (12,19)
¥ = 0 x|} *
X * (o) 0 \13""

J ~ /

V daném prikladu jsou matice [Hi] typu 4 x 4, matice [H{] typu

5 x 5. Z prvnich dvou ?4dkd soustavy (12.19), které mus{ platit piesnd,
dostaneme jednoznadn® Y1 , Y= . Proto tyto dv¥ promé&nné nemohou
ovlivnit normu zbytkového vektoru (presnost splni3ni zbyvajicich tif
rovnic). ProtoZe ostatni prom¥nné "js y Y+ wvibec nevstupujl do po-
slednfho #4dku (ndsobi se nulami), miZeme &tvrty Fédek vynechat. Zbjvé
t¥et{ a &tvrty rddek, jeZ lze vidy presn® splnit volbou Yo oa Y« .
T{m dostaneme celj vektor {y} . Vektor {X} pak plyne z rovnice
(12.17).

2. poznémka

UZitim Golubovy metody pfevedeme soustavu rovnic

(ATix) = {a} (12.20)

na tvar [HI[AJ4x}=[H]{a} 8411
_ ) & ‘
[-%-] iy =z} | (12.21)




Zde LU] 2znad&f{ horni trojthelnikovou matici [ srovnej s (12.11)]
Odtud plyne jednak

{xy = Lud'6}, (12.22)
Jjednak
lrn= fe){c) - (12.23)

N T T .
V rovnici (12.11) toti? poklédéme i} ={0}. Proto {T}{rl=I{n¥in} =
= {¢1"{¢} . Chceme-1i najft matici [D] =([A1TCA1)™" podle (11.35),
vypo&teme */

U .
(A17TAT = [UUO][‘@'] = TuITLu] (12.24)

a ddle
(LA1TTADY = [uT' [ul™ (12.25)

Lze dokdzat, %e inverze horni trojiuhelnfkové matice Jje op&t horni troj-
dheln{kovéd matice. K jejimu vypodtu méme velmi jednoduchy algoritmus.

Oznadme L[R1=TUI™" Predevdim si vidimneme, Ze z rovnice [R1[U]=LT]
dostaneme

Tee = ALY, - (12.26)
Mimo to - z definice soudinu matic -~ plati vztahy
4
::L—k Yo ucé' =0 pro (2 ’J."ll j“'l: ALY (12.27)

z nichZ vypoditéme v3echny mimodiagondlni prvky matice [R] . Zobecni-
néd inverzni matice je pak

161 = (1A A (AT"- LUl'tul TAT" (12.28)

Vypodetli Jsme ji, aniZ jsme potfebovali invertovat 3patné& podminZnou
matici ( [AIT[AI).

¥/ v 11. kapitole jesme u%fili jiného ozna¥eni, nebot jsme sledovali jiny
c1l ne% zde. Nezam¥nujte proto matici UAJ] s vektorem {A}
z predchozi kapitoly. Tam byla matice soustavy znaZena [F ]
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Program

Pripojeny program v jazyku FORTRAN vypracoval Don C. Riley. Reif
se jim jen preur&ené soustavy rovnic ( ™m>m, , jinak Fe3en{ selhdvd).

SUBROUTINE GOLUB (A,X,B,M,N)

c

o DANC A(M,N); B(M) PRO M>N . HLEDA SE X(N) TAKOVE

c ABY II B - AX II = MINIMUM

c GOLUBOVA METODA, NUMERISCHE MATHEMATIK 7 (1965), 202-216
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (D)
REAL A(M,N), X(N), B(M), U (50)

c DIMENSION U(M)

Cc USKUTECNUJE N ORTOGONALNICH TRANSFORMACI MATICE A (. , .)

c NA HORNI TROJUHELNIKOVY TVAR
DO 3016 K =1, N '
DSUM = 8.4 D &
DO 1#1¥ I =K, M
DAJ = A(IL,K)
1416 DSUM = DSUM + DAJ = = 2
DAI = A(K,K)
DSIGMA = DSIGN (DSQRT (DSUM), DAI)
DBI = DSQRT (1.8 D & + DAI / DSIGMA )
DFACT = 1.4 D 4 / (DSIGMA x DBI)
U(K)
FACT
KPIUS = K + 1
DO 1#2¢ I = KPLUS, M
1026 U(I) = FACT % A(L,K)

DBI
DFACT

c I - U U° JE SOUMERNA ORTOGONALNI MATICE
C VYNASOBENIM ANULUJE V MATICI A (., .)

C \PRVKY POD DIAGONALOU K
DO 2438 J =K, M
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c ORTOGONALNI TRANSFORMACE
FACT = #.9
DO 2414 I =K, M
201@ FACT = FACT + U(I) = A(I,J)
DO 2#28 I =K, M
2@ A(I,J) = A(I,J) - FACT = U(I)
2¢3¢  CONTINUE
FACT = 4.9
DO 2g4d I =K, M
2@4@  FACT = FACT + U(I) = B(I)
DO 2@ I =K, M
2¢58 B(I) = B(I)- FACT = U(I)
3018 CONTINUE

c ZPETNA SUBSTITUCE DAVA X(N)
X(N) = B(N) / A(N,N)l
LIM =N-1
DO 442¢ I =1, LIM
IROW=N -1
SUM = @.8
DO 4418 J =1, I

4018 SUM = SUM + X(N - J + 1) % A(IROW, N - J + 1)
4028 X(IROW) = (B (IROW) - SUM) / A (IROW, IROW)
RETURN
END

13. 'AUTOMATICKA VOLBA STUPNICE

Basto byv4 vysledkem vypodtu néjakd funkce 3‘(1‘13) =0 nebo Y= %),
kterou dostdvédme na vystupu z politafe jako diskretni soubor dvojic
(X, Y<) o, ¢t =1,2, ..., N . Chceme vytisknout tabulku nebo nakres-
1lit graf funkce na soufadnicovém zapisovad&i (plotteru) . K tomu pot¥ebu-
Jeme zvolit vhodnou stupnici.

Na p¥ikledu vybéru stupnice pro promdnnou X ukéZeme, jak lze
tento postup automatizovat.
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Z daného souboru { X{) vybereme maximdln{ resp. minimélnf prvek
Xmax resp. Xmin - Definujeme celé &fslo I vztahem

T - tog (=t} @)

Zde %g zna&i Briggsiv dekadicky logaritmus. Hranatéd zdvorka zm&i,
%e &1s8lo je zaokrouhleno dold (na celou hodnotu). S 2zna¥{ hodnotu
dilku stupnice} predpokléddéme, Ze stupnice bude d&lena na stejné inter-
valy. Veli®ina S mé stejny fyzikdlni rozmdr jako promdnné X , tak-
%e ve sloZené zévorce (13.1) je vidy bezrozmdrovd hodnota. Vypolteme ,

Xmaq = Lmin

e (13.2)

Vyjde 1 £ ¢< 10. Nyni vybereme &fslo D tak, aby to bylo nejmen3{
&1slo ze souboru (1,5; 2; 2,5; 5; 10), pro které D > C
Pak SD.107 obsahuje rozp&tf od ¥min do ¥max .

Definujeme celd &isla
] xmm, . ~ D I
= ————— . = N O . J .
J [ D.wr] o | (13.3)
E je névrh poddtku stupnice. Ovd¥ime, zda je splnna podminka
Ymax € E+ D. 10T §. (13.4)

JestliZe ano, Jje stupnice navrZena. Ne-li, zv&t3i se D na nejbliZe
vy33{ prvek v prisludném souboru. Kdyby vSak u% bylo D = 10, pak
zvétS3fme T o jednotku a poloZifme D = 2, Po&dtek stupnice je £ |,
koneec E+D.10%. S

Priklad

Chceme navrhnout stupnici pro X¢ , je-1li X, = 1001, Xmax =
= 9999 a to tak, aby hodnoty X byly odstupnovdny po deseti (S = 10 )
Podle (13.1) je

I - [log 99991(-) 1001

J = [1log 899,8] = [2,954146] = 2.
Z rovnice (13.2)

C = 8998 -
10%.10

8,998.
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Toma odpovidd D = 10> ¢ . Méme tedy SD-10% =10.10. 10% =

= 10 000 > ¥mac = ¥min = 8998. Pak podle (13.3)
] e = [1,001] =1,
1000

£'= 10.10%° .1 = 1000.

Podminka (13.4)

9999 = 1000 + 10 . 100 . 10 = 11 000
Jje splnéna.

Stupnice tedy za&ind &islem 1000 a kondi &fslem 11 00O.
M& D. 1% = 1000 intervalt po S = 10 jednotkéch, tj. celkem 10 000
jednotek. Obsshuje cely interval, ktery nés zajimd. */

14. AUTOMATICKE KRESLENT EKVISKALARNICH (AR

) Re3{me~1i na po&itadi diferendni metodou nebo metodou konednych
prvkd teplotni nebo jiné fyzikédlni pole v rovinné oblasti nebo zjidtu-
jeme-1li toto pole experimentéln& na pravidelné siti vybranych boddi,
dostévéme velké mnoZstvi dat, kterd potifebujeme vhodné& zndzornit, aby-
chom ziskali pPehled o Jjejich prdib&hu a mohli je lépe interpretovat.
Nej¥astdji byvd sil pravidelnd, &tvercovd nebo obdélnikovd, ménd Zasto
trojihelnikovd nebo nepravideln4.

Jednfm ze zpisobd zndzorn&ni funkce 2 = f(x(g) nad rovinnou
oblasti je kreslen{ ekviskaldrnich &ar 2Z = konst. Tuto konstantu
volime odstupnovanou tak, aby sii byla primé¥en& husté. Popsanym zpi-
sobem se v geografickych mapdch znézornuje terén pomoci vrstevnic.

Budeme predpoklédat, Ze zndme hodnoty Z¢j =f(¥;, ;) nad pravidel-

nou obdélnfikovou s{t{ se soutadnicemi uzlovych bodd

X; = Xo+ LAY,

. (14.1)
Mi < Yo raby,

X/ Podle R. K. Otnese a L. Enochsona, l.c.
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Ax = konst, LY = konst, ¢ , j celd &fsla, ¢ =0, 1, .e., m ,
J =O, 1,‘100,0"\/ . '

Kdybychom kreslili ekviskalérni kiivky (izolinie) od oka, sne%ili
bychom se odhadnout jejich tvar tak, aby na dané siti popf. na diagonéd-
14ch této sft$ spliovaly poZadavek sprévné interpolace. Uloha mé viek
uskalf v tom, Ze ¥e3eni neni jednozna&né ani p¥i pfesné& zvoleném zpiso-
bu interpolace. Obti% vznikd zv143t& tehdy, nenf-li sif dostateZn¥ hus-
t4 anebo je-li funkce v blizkém okol{ ur&itého bodu skoro konstantni.
Méme-1i nap¥. sif sloZenou ze &ty’ &tvercld s funk¥nimi hodnotami

2 0 2
[24;3'] = Y 2 o1, (14.2)
2 0 2

mi¥eme nakreslit ekviskaldrni &4ry "stejnym prévem" podle obr. 20 a obr.
21. Jsou-li v uzlech &tverce na obr. 22 zaddny stejné hodnoty 2.y =1,
pak izolinie 2z =1 miZe mft v daném &tverci jakykoli prib&h. Vidime,

¥e subjektivni pohled kreslie mife v¥sledek velmi snadno "zkazit" i
"zachrédnit". Jak maj{ "doopravdy" izolinie na obr. 20 nebo 21 probihat,
to bez dal3ich informaci{ nevime; miZeme se Jjen dohadovat podle prib&hu
funkce Z = f(x\y)v dalsfim okol{f kritického mista.

NO NN 2 1 1 2

; \\\ o 1

N \\\ o 9 1
\\’
70 7 2 2 1 1 2
(a) (b) (c)
Obr. 20
totr 21 12
1 1 1 1
0
1 1 1 1
10 1 2 1 1 2
(a) (b)
Obr. 21 Obr. 22
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Checeme-1i tuto zdlouhavou a naméhavou préci sv&fit po&ftadi, mu-
sime mu d4t jasné instrukce i pro tak sporné pripady, o jakych jsme
prévé pojednali. Nic nembZe byt ponechdno bez odpov&di promy3lené pie-
dem. . - '

' ' Idedlni by bylo, kdyby podftad kreslil hladké izolinie. To vSak
neni mo¥né. Mé-1li podita& vibec n&jakou kifivku kreslit, musime mu zadat
krok v jedné promémnné (dostatedn& maly, aby lomend ¥éra sloZend z \se-
ek ndle%itd imitovala hladkou kiivku) a ndvod, Jak vypoditat druhou
prom$nnou pfi-~ Z = konst, kdyZ 2-{(xy) Je hladkd funkce. ProtoZe
méme zaddny jen hodnoty funkce v uzlovych bodech sit&, neni funkce

{ (x,y) mimo tyto body nijak predem definovéna. Musime ji definovat
dodate¥n&, tj. zvolit "dedifrovaci k1{&"; to je snadné, volime-li k to-
mu polynomidlnf nebo goniometrickou interpolaci. Av3ak vypoldet expli-
citnt zdvislosti Y=Y() resp.x= x(y) pPi f(xy)= 2 = konst by ne-
byl dost efektivn{ a kresleni by pokradovalo Jjen pomelu. Kromé& toho by
se mohlo stdt, %e némi definovand plocha Z==f(x§p”bw nevystihovala
sprévnd skutedny prib&h (mohla by byt nevhodné& "zvln&nd").

Proto se poZadavek hladkosti kiivek zmirnuje na po%adavek "vizudl-
ni hladkosti”. To znamend, Ze k¥ivky jsou po &é4stech hladké, ale zlomy
na nich nejsou p#{1i8 patrné. Pak stad{, omezime-li se p¥i interpolaci
nad danym obdélnikem na plochu Z==f(yyy) ur&enou pouze pomoci men3iho
podtu hodnot ZQ; =f(xﬁ§“) na uzlech vybranych z blizkého okoli (nap?.
z 12-ti nebo 16-ti uzlovych bodd). Abychom nemusili vZdy znowvu hledat
kofeny implicitni funkce f(x‘y) = konst, miZeme pouZit derivace dg/ax
k pfibliZnému vyJjédfen{ pom¥ru piirdstkd AY/AxX . Zvolime napr. AX
a vypodteme AY . ProtoZe by se chyby mohly postupnd hromadit, musili
bychom polohu bodu izolinie obdas korigovat pom&rnd zdlouhavym FeSenim
implicitni interpola&ni funkce. Tyto potiZe odpadnou, upustime-1li od
poZadavku hladkosti dplné. Pak stadi, rozdé&élime-1li dané pole na troj-
dhelniky a v kaZdém z nich pouZijeme linedrn{ interpoladni funkce.
Ekviskaldrni &4ra je pak lomend a sklddd se z Usedek. Tohoto zpisobu
se v praxi pouZivéd nejlast&ji.

Nemé-1li se um&le zdiraznovat
1 1 néjaky smér na uvkor Jjiného, musi
T ' se obdélnfkové pole rozddlit na
&tyri trojihelniky (obr. 23).
Uzlu uprost¥ed p¥isoudime hodnotu
vzniklou utvofenim aritmetického
primé&ru hodnot ve vrcholech obdél-
niku, co% odpovidéd linedrni inter-
polaci. T{m dosdhneme Jednak zjem-
néni sit&, Jednak piredejdeme

Obr. 23
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pfipadnému hrubému zkresleni, jaké ukazuje srovnéni obr. 20 a, b.
Pro hodnoty zadané matici (14.2) dostaneme prib&h podle obr. 23.

Existuje v38ak Jje3t& Jjedna moZnost, jak interpolovat v pravoudhlé
siti bez toho, %e bychom ji d¥1lili na trojihelniky, a zdroven zachovat
jednoduchost algoritmu linedrni interpolace. Je to interpolace uZitim
bilinedrniho polynomu

Z=Qt QX t QY + Gzxy. (14.3)

Tento polynom obsahuje &ty¥i konstanty, které miZeme vypoditat tak,
aby ve vrcholech ¢ =1, 2, 3, 4 bylo 2z = 2; ; bude ®/

~ N -

Z4 T X Yo Xy Qo
< 2y L . 1 Xy '\31 xzyz < aq Lo,

3 LR S 7R ar (14.4)
L 2y |1 Xg P Xupu | | as ]

Zkrécens&

{2} = [Alial (14.5)
Odtud vypolteme koeficienty polynomu

. - ~1 ¢ . A
Rovnice (14.3) mi%e byt pro Z = k = konst snadno FeSena pro kterou-
koli z obou promé&nnych

_ &-ao 'Qﬂ A _ i‘ao TO1X
aq ‘l'(l:,% ’ Q2 +Aq3x (14.7)

Je to rovnice hyperboly s asymptotami ? *-Q,/Q; resp. X =~Q.luy.

PouZiti rovnice (14.3) je vyhodné jednak proto, %e izolinie jsou
sloZeny z obloukd a plsobl estetidt&ji neZ lomené &4ry sloZené z uselek,
jednak proto, Ze odpadd jakékoli d&leni zadané sit&, takZe kresleni
probfhé dokonce rychleji neZ p#i linedrni interpolaci s d&lenim kaZdého
obdélniku na &tyri trojihelniky.

¥/ Zde pouzfvéme jednoindexového oznaleni podle o&islovanych vrchold.
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Program pro kresleni izolini{ (ekviskaldrnich &ar) v3ak musi byt
vypracovén tak, aby predvidal v3echny moZnosti, které se mohou vyskyt-
nout. Predev3im se urfuje poloha asymptot. Podle toho se volf bud ¥
nebo % za nezévisle promEnnou. Musf se také pamatovat na mo%ny p¥i-
pad degenerace hyperboly (14.3) na dv& riznobdZky.

Uvedeme jednoduchou verzi programu, podlenéhof! lze nakreslit ekvi-
skalérnf k¥ivky v obdélnikovém poli s pravidelnou pravoihlou sit{.
Funkdni hodnoty v uzlovych bodech se zaddvaji jako prvky matice z(I1,3).
Program Jje vypracovén v Jjazyku BASIC pro HP 9830 A s roz3i¥encu pam&-

/
N\ \\

7 7 ANNT NS

NN
N

C
<

/

e A

/
S5

Pomijime moZnost vostupného zjemnovéni sité nelinedrni inter-

™~

Obr. 24

polaci, nebot tato metoda se nehodi pro malé poditade.

Na obr. 24 jsou zakresleny izolinie skaldrniho pole zadanéhc
matiof 6x 6

®/ Vypracoval RNDr. V. Héschl
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80 68 60 48 60 65 ]
65 52 48 36 52 61
50 42 38 30 45 58
25 28 30 38 48 52
20 24 25 28 36 42
24 28 32 36 38 48

[Z2(1,1)] = ‘_(14.8)

—

s krokem 42 = 5, Tyto hodnoty neodpovidajf %édnému fyzikélnimu poli
ani hladké matematické funkci; byly zvoleny um&le, tak%e k nim ptislﬁ-
81 dost nepravidelny prib&h izolinifi.

Poznémky k programu

Po vloZeni dat se vytiskne celd matice [ Z(1,3)] a vyposet se
zastavi na Pé4dku 16@. Nyni{ je mo%Zno zkontrolovat vloZené hodnoty a
popl. Je opravit. Po opd&tovném spudténi programu se podle pfikazu na
Ppédku 25@ objevi na displeji poZadavek, aby Fe3itel vloZil hodnotu A2
(krok izolinif, tj. celé &islo vybrané tak, aby pole izolinif bylo
piimdFend husté). Pred vloZenim této hodnoty je moZné zm&nit barvu
pisétka, aby se rozliila zdkladni pravothld sif od izolinif. Na #ddku
630 je prikaz, podle ndho¥ se na displeji objevi hodnota piislu¥nd
izolinii, kterd se prdvé po¥ind kreslit. Po nakresleni celé mapy se
poditad zastavi na ¥édku 86@8. Po vyméné papiru a op&tném spulténi pro-
gramu se po&ftad vré4ti na ¥4dek 19@ a nakresli dald{i mapu pro stejnou
matici vloZenych dat. Kreslen{ mapy lze tedy opakovat, ani? se musi
znovu vklddat vstupni hodnoty.

#1¢ REM KRESLENI EKVISKALARNICH CAR V PRAVOUHLE SITI
@2¢ REM ZADANE DISKRETNI HODNOTY POLE Z(I,d)
@3¢ DM zS (30,48)

@4¢ DISP "POCET RADKU = ";
@58 INPUT R
@68 DISP "POCET SLOUPCU = ";

@19 INPUT S
g8@ REM VKLADANI DAT PO RADCICH

#9% FORI=1TOR
166 FORJ = 1 TO S
116 DISP"Z ("I "; "g")=
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129
138
148
158
168
179
189
19¢
209
21@
220
23¢@
249
25¢
260
278
284
290

388

31¢
320
330
348
350
368
379
388
398
400
410
429
43¢
440

INPUT 2(I,J)
NEXT J

NEXT I

MATPRINT Z

STOP

REM SIT SE TRANSFORMUJE BA CTVERCE 2 x 2
SCALE #, 2 = (S -1), #, 2 x (R~ 1)
FORI=@TO2% (R-1) STEP 2

XAXIS I

NEXT I

FORJ =@ T02x (S-1) STEP 2

YAXIS J

NEXT J

DISP "KROK IZOLINII DELTA Z = ";
INPUT K

REM POCATEK HLAVNIHO CYKLU
FORI=1T0 R-1

FORJ=1T0 S -1

A=2Z (T+1,Jd)/4

B=2(I+1, J+1)/4

C=2(I,d)/ 4

D=3z (I, J+1)/ 4

REM VYPOCET KOEFICIENTU INTERPOLACNIHO POLYNOMU
A=A+B+C+0D

Al=-A+B-C+D

-A-B+C+D

g
N
n

A3=A-B-C+D
IF ABS (A3) > 1 E - 1¢ THEN 428
D=D - 3.0001 % K

GOTO 358

REM LOKALNI SOURADNICE ASYMPTOT
X1 = - A2/A3

Yl = - A1/A3
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450 Z1 =A@ -A3xXl =Yl

46§  REM SOURADNICE STREDU OBDELNIKU

47 X =2x=J -1

486 Y =2x (R-1I)-1

499 REM VYBER MAX/MIN HODNOTY V OBDELNIKU
5¢¢ IF A > B THEN 540

51 M2 =B
528 Ml = A

538 GOTO 560
540 M2 = A
55¢ Ml =B
568 P =C

57¢ GOSUB 113#
584 P =D

594 GOSUB 1134

60¢ REM Q = HODNOTA IZOLINIE, KTERA SE: BUDE KRESLIT
614 Q=K = INT (Ml /K + (ML¥ @))

628 FIXED 2

63¢ DISP Q

648  WAIT S@¢@

658 IF ABS (Q - Z1) < #.001 » K THEN 1610
66¢ REM KRESLENI IZOLINIE

678 IF ABS (X1)> ABS (Y1) THEN 88¢
68 Y = - 1.1 '

699 Y=Y + g.1

796 IF Y >1 THEN 81¢

% U=Yl-Y

726 IF U =@ THEN 799

T3 X= (Q-AF -A2%Y) /AL +A3=7Y)
746 IF 1< ABS (X) THEN 794

756 IF @ <U AND U < @#.1 THEN 78¢

768 PLOT X@ + X, Y@ + Y

774 GOTO 699
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788
799
8¢d
819
820
830
840
859
869
87¢
s8¢
899
9@
91¢
920
93¢
949
950
969
979
98¢
994
10049
1419
122¢
1939
1040
1459
1469
1474
1480
1990
114¢

PLOT X9 + X, Yd + ¥

PEN

GOTO 699

PEN

Q=Q+K

IF Q < M2 THEN 630
NEXT J

NEXT I

STOP

GOTO 19¢

X=-1.1

X=X+ g8.1

IF X>1 THEN 814
U=5xl-X )

IF U =@ THEN 999
Y= (Q-A0 -~ Al = X) /(A2 + A3 = X).

IF 1< ABS (Y) THEN 998

IF < U AND U<@,1 THEN 980
PLOT X8 + X, Y8 + ¥

GOTO 899

PIOT X@ + X, YO + ¥

PEN

GOTO 8949

REM KRESLENI ASYMPTOT

IF ABS ( X1)< =1 THEN 1650
IF ABS (Y1)< =1 THEN 1998
GOTO 819

PIOT Xg + X1, Y¥ - 1

PLOT X4 + X1, Y@ + 1

PEN

GOTO 1¢43¢

PLOT X¢ - 1, Y@ + Y1

PLOT X8 + 1, Y& + Y1
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111¢ GOTO 81¢

112¢  STOP

113¢ IF P> M2 THEN 1160
114¢ IF P< M1 THEN 118¢
115¢ GOTO 1198

1168 M2 =P

1176 GOTO 1199

1186 M1 =P

1194 RETURN

12¢¢ END

15. PRIRLADY

PP{klad 1

Vypoététe Fourierdv integrél

Flw) = S&(t)emdt,

je-1i §(t) =1 pro-5<t< 5; $(t) =0 pro ltl > 5;
tit) =0,5 pro It| =
Odpové&d:
Flw) = = Aim Sw .
Pr{klad 2

Ovzorkujte funkei f(t) z pi{kladu 1 s intorvalom At =1
a napi3te p¥isludnou Z-trensformaci.

Odpovid:

F2)2 0575 2% 22, 278, 241+ 2+ 2%+ 23r 244 05 25
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P¥r{klad 3

Vypo&t&te hodnoty F(wc) diskretni Fourierovy transformace pro

We =0, T/18, ©/9, /6, ..., 5T/9 (odpovidd w. = 0 %, 10 O,

20 9, ..., 100 ©) uzit{m Z-transformace z p¥{kladu 2. Vysledek porov-

nejte s FeSenim p¥ikladu 1.

Odpovéd:

k o 7 8

~IC 5K
g9 1%

16 9

;c.iF'l o

7T 4
Ny 0 - T

oA »
6\'37 w
o
“_-l

1
L
3

O

~ li'"i

Flwy) || 10,0 8,756 |5,585 [1,866 [-0,940| -2,015| -1,500| -0, 248/ 0,766 1,000

Flw) | 10,08.778|5,642]1,910|-0,980| -2,153| -1, 654 -0,284| 0,921} 1,273

0,539

0,736

Posloupnost Flwe) je periodickd s periodou W * LT ( k =36) na

rozdfl od spojité funkce F (W) kterd absolutn& klesé s rostoucim W

Pr{kled 4

Jak se¢ zm&n{ hodnoty diskretni Fourierovy transformace z p¥ikladv

3, zvolfme-li vzorkovac{ interval At =2,5 7

Odpovéd:
Ve Fourierové integrélu

o

Flw) = jf@c) o™t at

-0

zavedeme novou prom&nnou L uZitfm substituce T = CT . Bude

Flw) = ¢ J{O} (et)e ar
Zvolime-1i AT =1, bude C = 2,5, tak¥e pro 7= écwdostaneme
FLZ) =25(052%+ 2741 r2 +052),
Flw = FIZI) = 25 +5r 25w + 25 eon Swo -

- 102 -




Srovnéni s funkei F(w) d4vé tato tabulka:

~
Q
-
N

w

4 5 6 | 7 8 9 10
r | | = | |8 | E 1L | 4= | E | S
w 0 18 g ¢ q 18 3 18 q 2 9
Flw) | 10,018,639 5,280 1,629 |-0,717 |-1,223| -0,580]-0,019| -0,283|-1,036| 1,125
Flw) || 10,0(8,778 |5,642|1,910(-0,980|-2,153| -1,654{-0,284f 0,921} 1,273| 0,736

Ze srovnéni vysledkl z pfikladu 3 a 4 je ziejmé, Ze chyba Fourierovy
transformace se pfi vysokych frekvencich rychle zvdt3uje, volime-1li

¥id3{ vzorkovéni.

P#{klad 5

Nalezn&te Fourierlv obraz Diracovy 5--funkce, pro niZ plat{ vztahy

5()() 0 pro X ¥0

Jsde=1,  taxne j [ {8 y)d\t foo

Odpovéd:

0

JE jSm M

Pro zpétnou Fourierovu transformaci dostaneme

00

= ; e S o
X -'Z;..JD dw E—f(—_ d

-

w.

To je integrdlni tvar AET-funkce.
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Priklad 6

Nechf funkce ]C({;) [ i) =

} <
f(t) pro t = 0, '{'(’k) @ At’Y\J wet
‘ pro t > O, obr. 25 ] pPedsta-
vuje vyzarované elektrické pole.

Vyzérend energie je déna inte-
t grélem
77N ey

| T~ oo )
0 ~ E——komtoJH(H\dt-

Obr. 25

DokaZte, Ze
o0 4 o
—_ —— A
Siswrae = 2z [lg@itaw,
° -®
kde \q,(w) \?_ je umarné energii vyzérené v intervalu LW = 1.

Odpoved:
g (W) = J)((‘r.) ef“’bc(f fe, /wwa)afd’c

T o B -

4 1 1 )
2\ Wit Wo+ 4AfT W-wo + £[T

Predpoklédejme, %e | Jje relativng velk$ (woT »1) . Pax cg(w) bude
nabyvat velké hodnoty v okolf .. = L .. Zanedbdme-li v posledni rovnici
prvni &len, bude pro toto okolf p#ibliZng platit, Ze

A
glw) =- w-w + 4t
#1414
v _ 4 4 |
lql” =% = v

Bude-1i W=Wo*1/T , poklesne hodnota poslednfho vyrazu prévé na polo-
vinu hodnoty \g(wo) |* (obr. 26).

Tento vysledek souvisi velmi dzce s Heisenbergovym principem ne-
urditosti, znémym z kvantové mechaniky. Sf¥ka pésma A = 2/T je mirou
"neurditosti", s jakou jsme schopni experimentdlnz stanovit frekvenci

Wae . Je neprimo Wm&rnéd trvéni oscilacf (Sasu T ). Osciluje-li n&co
dlouho, miZeme uréit frekvencl pom&rnZ piesnd. Trvé-1li viak dgj velmi
krétce, Je pfesné ur&eni frekvence velmi obtiZné.
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lglw )l T

I .

f— sl
>
[}
o

o
£ —4-—
(%

¥

Qbr. 26

P¥iklad 7

Vypoététe Fourierovu transformaci F(w) -7 [f (t)] funkce f(-l:)
pro kterou plati

{(t) =1 pro O0< t < 10,
Lty =0 pro t < 0 a_t>» 10,
{(xy = 0,5 pro t =0 a t =10.

Je to posunutd funkce z pfikladu 1.

Odpovéd :

xR

40 :
. . A .
g;(t) et o < S @wﬂ:dt - 5 (Q/Aow_)‘) )

- o

W

Flw)

1

1 , ¢
U/S’L%{OLUTTELT‘C’OQ(O(’U>° ;

Obecné 1lze odvodit vzorec ( nejsndze pomoci Zwtransforﬁlace»)

Flflt-a)T = e Fli)].
Ze srovndni s pfikladem 1 plyne Q@ = + 5. Pak tedy

IR
@ .

2 . 1 . )
Flw) = o A Sw =a(lwo5wém5wfﬁimb5w>’

1 ‘ v
=5 A 0wt g (1-contow) -
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Fourierova transformace mé obecnd redlnou a imagindrni &dst.

Pr{klad 8

Je dén soubor dat Xy =x(tu); ty =knt; k=1, 2, ..., 5; At=1
Ti{mto souborem proloZte regresni pfimku X =, + A+t & stanovte inter-
valy spolehlivosti pro soudinitele Go , d4 . Vysledek znédzorndte
graficky.

Déno

(X,) = (0,9146; 0,4356; 0,2594; 0,6288; 0,1984) .

Odpov&d:

Z preurdené soustavy rovnic

M1 1] " 0,9146 |
1 2 0,4356 |
ao i
1 3¢ .\ ={ 0,2594 >,
1 4 \M 0,6288
15 0,1984

kterou zapi3eme zkrdécend jako
[Al(a} = (&)

vypodteme metodou nejmendich &tvercd

{ay=(0A1TLA)! (AT (&}

Nejdrive vydislime soudin

101 01 1

N
w
>
W

Lc1 =0A1T[R)= N

[ P O—

HoO e
G I N VR
1

w
[a]
A n
| U
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a pak jeho inverzi

Koneéné&

- 55  -15 7] 1 1 1 1 1] _
bIAT - 55 } L } -

| -15 5 1 2 3 4 5
" 0,8 0,5 0,2 -0,1 -0,4
" 1-0,2 -0,1 0 0,1 0,2 | '
[ 0,9146
o 0,4356 .
‘ol - {[ o8 0,5 0,2-0,1 -0,4 0,859 12
% o T 1 0,2594 - =
tJl-0,2 -0,1 O 0,1 0,2 -0,123 92
- | 0,6288
| 0,1984 |
Rezidua Jsou
i.= Qo + Q1 - 0,9146 = -0,179,
W= a, + 2a, = 0,4356 0,17568,
,o= g, * da, - 0,259% 0,22796,
W= a + 4a, - 0,6288 = -0,26536,
s = a, + 5a, =-0,1984 0,04112.
Soudet &tvercl reziduil
5
Z 2
T¢ 0,187 120 3.
it=1
Podle (11.37) vyjde odhad rozptylu
| 0,187 120 3
/\37‘ = -——?—-—5—— = 0,062 373 4.
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Odhad st¥ednich chyb soudiniteld Ao

, Q7 vyjde podle
= 0,249 [ 2 . 0,2619
AC{Q - ] 4‘ 7 \ 0 - 9 ]
j -
g 2
/Saq = 0,2497 \} 55 = 0,078 98.
Na hladiné vyznamnosti 0,05

jsou intervaly spolehlivosti

0,3458 < ‘o <

< 01,3724,
-0,2029 < @, < -0,0449.

V¥¥asledek je zndzornén na obr. 27.

“1

1,57

1,0 H

0.5 )

-0,5 N

Obr. 27
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Je zPejmé, Ze rozptyl je tak welky, Ze regresni'pfimka
X = 0,85912 - 0,12392 t

(gerchovand na obr. 27) vytihuje dany soubor velmi nespolehlivé. Skuteins,
regresni soudinitel R = -0,6714. Sotva lze tedy hovorit o linedrnf
zdvislosti. Jde-1li v3ak oprawdu o linedrni zdvislost, pak Je nd8 soubor
zat{¥en pr{lid velkymi chybami ( A = 0,25).

Pr{klad 9

Predpokléde jte, Ze soubor (%) = pfedchoziho pFfikladu je znshod-
nocen parazitnim linedrnim prib&hem. Odstrante parazitni sloZku uZitfm
metody nejmen3ich &tvercl a wzoreld z kapitoly 5.

Odpovéd:

Bude ™ = 4. Poldtek posuneme tak, aby platilo

b = -2 -1 0 1 2

YLy = 0,9146 0,4356 0,2594 0,6288 0,1984

Pak pro parazitni sloZku

L()UT) = e * Cht

dostaneme podle (5.8)

N = T o= E_Lﬁ = 10
% ZL 12 ’
2,4368
Qo T e = 0,487 36
5

-2 . 0,9146 - 1.0,4356 + 1 . 0,6288 + 2.0,1984
19

= -0,123 92.
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Filtrovany soubor Je

Yoo = Xy - G + Loy, = -0,1794,
Y-1 = Xy = G * Gy = 0,17568,
Yo = Xo = Gs = 0,22796,
31 = Wy - de - &, = =0,26536,

= ¥, - Go - fla, = 0,04112.

Y2

Jsou to (samoziejm&) rezidua z minulého ptikladu.

Priklad 10

Re3te dlohu z p¥ikladu 8 Golubovou metodou.

Priklad 11

Je dén osmibodovy soubor (%) , k =o0,1,2, ..., 7. Usit{m
algoritmu rychlé Fourierovy transformace najdéte jeho Fourieriv obraz
a spektrum.

Déno

(%) =(‘O, 0, 1, 2, 2, 1, o, 0).

Odpovéd:

Dany soubor rozd&lime na osm Jednobodovych soubort, takZe kaZdému
prvku ( ¥¢ ) = Xe piPifsludi Fourierav obraz ( Xg) = X (kazdy prvek
je sdm sob& Fourierovym obrazem ). Pak vytvorime &ty¥i zdvojené soubory
(MOI\JJ)atO

(o,2), (0, 1), (1, 0) , (2, 0y). (a)

L

ProtoZe plhvodni soubory byly Jjednobodé, je N = 1. Proto V
= - 1. Podle (9.15) resp. (9.18 ) mdme

]
<
1}

Zo = Xo + Ve Yo = Xo *+ Yo = MO‘*?hJ

= Xo = VYo = Xo - Yo T % - Yoo
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Fourierovské obrazy dvoubodovych soubord (a) tedy budou
(2; ‘2); (1’ ‘1) ] (1, 1) ’ (21 2)* (A)

Ze soubord (a) zdvojime nejdfive prvni a t¥eti. S novym oznadenim
budeme zdvojovat origindly

(XO,X1)=(0, 2) (%o:yq)."(l) O)’
pro jejichZ obrazy méme podle ( A)
( Xo, X4 ) =(2, -2) ; (Y%,Y )=1(1, 1) .

Zdvojenim origindld vznikne soubor

(xo:yoyy1xyq)=(oa 1, 2, 0)

Fourierova transformace tohoto souboru vyjde podle ( 9.15) resp. (9.18).
Pro N =2 je V = g &t = { , takZe

+ VY = Xo + Yo = 2+

2, = Xo ( 1 =3,
Z, = X + V'Y, = Xy + 4 Ny = -2+ ¢ ,
Z, = Xo = V', = X, = Y, = 2-1 =1,
Zy = Xy - \/4\(4 = X -4 Yo =-2- 4
Pro druhy a &tvrty ze soubord (a) bude obdobné
( ¥, Xq )} = (0, 1) ; (’jo ,yq) = (2, 0);
(Xoy Xg ) = (1, -1); (Y% ,Y,) = (2, 2).

Pro zdvojeni vyjde pro

( 3(0 ’ \jO 3 )(1 P 1j1 ) (01 2) l’ 0)

Fourieriv obraz

Zo = 1+2 =3,
Z, = -1%2¢,
Z, = l1-2 =-1,
Z2; = - 1-24
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Shrneme-li tyto vysledky, vidime, Ze zdvojené soubory

(‘ko)x‘l,xbaxs)

CMs oy s Yooys) = (0, 2, 1, 0)

]
F~
(@]
H
N
o
s
-—
o~
o’
S

budou mit Fourierovy obrazy

( VXO 9 X1‘ 9 'X'), ] X3 ) (37 "'2+1‘J 5 1, -2 ‘(/) N

(B)
( YO 3 Y1 b YQ, ] \(3 ) = (3’ "1+2{/ 3 "'1, “"1 "21’4) °
Ze soubord (b) vznikne makonec jeden osmibodovy§ soubor
(o, 0 1, 2, 2, 1, 0, 0). (e)

Pro N = 4 vyjde

\ ) _
V= g™l - 7 (1 ¢),
AL

R 1) S .

\/ Q/ ﬁ(.1+1’)y

V‘fﬁ @om = -1

Podle (9.15) dostaneme

Zs
-

Xo + Yo =3+3 =6,
Xy + VY, =(-2+4 )+ v%*(l+{,) (-1 +2¢) =

1

= — — 2 4+ ) g—"l—!—_z-.
2 v 2

Zo= X +VPY, =14+ ¢ (-1) =1-¢,
Zy= X, + VY, =(-2 -1) +V§-—(_1+4;)(-1-213) =

—5+23E . o2z

Podle (9.18) je koneé&né
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¥Lr= Xo - YO = 0,

25=><1—\/Y1=(-2+4;)—-f(%—(1+<;)<~1+2z;) =
= ”ﬂ;+35+{/255’
Zb:: XL-VQYQ_;']“'-{/D

~N
Y
1l

i

Xg = VY, = (-2 - { )-7?2#(-14-@)“1-25)

. -4-3V,  -2-V2
= e ———————— {, m—
2 2

Transformac{ souboru (c) tedy dostaneme

(6; =-4,1213 + 1,707 ¢ ; 1 - ¢ ; 0,1213 - 0,2929 ¢ ;
0; 0,1213 + 0,2929 ¢ ; 1+t ; - 4,1213 - 1,7071 U ).

(c)

Tento obraz odpovidd Z-tramsformaci X (Z(W.)) dané posloupnosti (xy)
2 3w Wioe  Brw
XLZ (wu_” - LW&+ Q—@ 1wg+ 267-60].,* @'91/t,w_ (D)

pro dhlové frekvence

, iy Y AT 5z 3m 3
(we) =lo, 7T T =g

S

).

Ry

O tom se lze presvdddit dosazenim W, do (D).

Usporédéme-1i soubor do po¥adi podle (9.7), dostaneme posloupnost

(0o; 0,1213 +0,2929 { ; 1+ € ; =-4,1213 - 1,7071 ¢ ; 6;
-4,1213 + 1,7071 v ; 1 - ¢ ; 0,1213 - 0,2929 € ),

kterd md velké amplitudy uvnit#®, malé vnd.

Spektrum je sudou funkc! w , tak¥e stadl napsat hodnoty jen pro
interval 0 € W £ X . Podle (10.1)

3w
o} I r T
w I 92 Y T
R(w) 36,0 19,90 2,0 0,1005 0,0
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Priklad 12

PovaZujte osmibodovy sou-
£(t) 4 bor z prfkladu 11 za vzorko-
25 vanou a posunutou funkeci {(¢)

: zndzornénou na obr. 28. Vypo-
&t&te spektrum této spojité
funkce a porovnejte s vysledky
vypodtu rychlou Fourierovou
transformac{ z p¥ikladu 11.

2.5 0 2,5 t

Obr. 28

Odpovéd:

ZF¥ejm& plati tyto definidéni rovnice:

{t) = 2,5 - £ pro 0 <t< 2,5,
) =2,5+ ¢ pro =25 <t < 0,
jlt)y =0 pro |t| > 2,5.

Fourierova transformace diva

0 2,5
Flw) = gﬂfc) eWiar = L Jtzs-t)coawt at =

2.5 /Ay
-5 [Comotat - L | temwtdt |
c o]

Poslednf integrdl rfe$fme integraci po &dstech
Tl = i 2 . (i 2 uy
rlw) = - Avw(ﬂ,&w)‘@[tmwf]0+—Ejtcmwto(t=

0

N 5 2
T L A LZIEL{))‘B/MM (Q-IS.W)q('-uTZ[']—@QQ(ZIYW)];
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Je tedy

Flu) = =il 4-con (05 00) 1

Hodnotu F (0) najdeme limitnim pechodem

F(o) =1im F(w) = 6,25.

=0

Pro spektrum.Qlab) méme
Riw) = -—%}7 L1~ wna (Z,Yw)]z.

Hodnoty R (W) jsou uvedeny v tabulce

w Y T/ T2

S|y

Rw)| 39,06 | 20,10 | 1,915

0,001

0,041

Ze srovnéni(obr. 29)

je zrejmé, Ze vysled- R(w)
ky z pPfikladu 11 jsow 40
pPekvapiv® presné,

zvld3t kdy? uvéZime,

¥e jsme k diskretni 30
transformaci wfili
jen osmi bodil.

20 -

10 -
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