Kapitola 1

Teorie kosmického plazmatu

Vétsina baryonové hmoty ve vesmiru je silné ionizovana a jeji pohyb casto generuje silnd elek-
tromagnetickd pole. To plati pro extrémné hustou a horkou hmotu v nitrech hvézd (véetné ne-
utronovych) i pro extrémné fidkou a chladnou hmotu v mezihvézdném a mezigalaktickém pro-
storu. K popisu chovdni této hmoty proto v mnoha (i kdyz zdaleka ne ve vsech) piipadech
potiebujeme fyziku plazmatu. V klasickém pojeti byva védni disciplina “fyziky plazmatu” vy-
mezena jako popis “kolektivniho chovani kvazineutralniho ionizovaného plynu”, coz kvantita-
tivné znamend jisté omezujici pfedpoklady (napt. dostateéné vysoky pocet ¢dstic uvnitt Debyeho
stinictho pomeéru). Skuteény vesmir se ovSem nasimi definicemi neomezuje. Proto teoreticky popis
kosmického plazmatu musime rozsitit nad rdmec klasické magnetohydrodynamiky. Pfedevsim je
zapotiebi zahrnout do fyziky kosmického plazmatu interakci se zafenim a to hned ze dvou divodu;
jednak zareni v mnoha kosmickych objektech urc¢uje jejich energeticky stav a tedy i jejich ionizaci a
casto i dynamiku. Kromé toho pozorované zafeni je zpravidla jedinym nasim zdrojem informace o
téchto objektech a jejich fyzice a proto potfebujeme znat fyziku jeho vzniku a $ifeni. V kosmickych
objektech také velmi casto hraje dilezitou roli jejich gravitace. V kompaktnich objektech byva gra-
vitace natolik silnd, ze k jejimu kvantitativnimu popisu je nutné pirejit od newtonovského popisu
k obecné teorii relativity. I v piripadech, ze prostoro¢as muzeme s velkou presnosti povazovat za
plochy, se vSak casto nevyhneme relativistickému popisu kosmického plazmatu, protoze jeho ¢astice
byvaji urychleny na rychlosti srovnatelné s rychlosti svétla. Kromeé toho samotné zareni muzeme po-
pisovat jako ultrarelativisticky plyn fotonu. Alespon specidlné relativistickd kinetickd teorie je proto
vhodnym vychodiskem tzv. zafivé magnetohydrodynamiky, tj. ke spoleénému popisu pienosu zafeni
i fyziky ionizovaného plynu a velkorozmérového elektromagnetického pole. Alespon piibliznou ge-
ometrickou symetrii studovanych objektu (napt. sférickou ¢i axidln{) muze byt vyhodné vyjadiit v
odpovidajicich kiivoc¢arych soufadnicich. Proto muze byt vyhodné pouzivat obecné-relativisticky
matematicky aparat metrického tenzoru prostorocasu v obecnych soufadnicich i v plochém pro-
storocase.

1.1 Pohyb nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli

Chovéan{ dostatecné ridkého plazmatu v silnych vnéjsich (elektro-)magnetickych polich muzeme
pomérné dobie popsat jako nezavisly pohyb jednotlivych nabitych ¢dstic. Zanedbavame piitom
jejich vzajemnou interakci jak srazkami, tak prostfednictvim elektromagnetického pole, které pii
svém pohybu generuji.



1.1.1 Variac¢ni principy a pohybové rovnice
Pohybové rovnice pro vyvoj soustavy Céstic a poli lze odvodit z principu nejmensi akce
05 =0, (1.1)
kde akce S je ddna integrélem lagrangianu
L=L,+L¢+ L, (1.2)

ktery je souctem lagrangidnu L, ¢astic, lagrangidnu L¢ pole a interakéniho lagrangidnu L;.
Protoze vzajemnou interakci ¢astic zanedbdavame, lagrangian soustavy ¢astic je pouze souctem
lagrangidni pro jednotlivé ¢astice. V nasledujicim se omezime na jedinou ¢astici, kterou bu-
deme povazovat za hmotny bod s klidovou hmotnosti my a nabojem Q. Jeji pohyb bude popsan
svétocarou z¢ = z'(w)|>_, parametrizovanou v prostoro¢asovych soutadnicich z* libovolnym pa-
rametrem w, ktery pro Castice s mg # 0 vétdinou volime rovny jejich vlastnimu ¢asu 7 uréenému
vztahem
Adr? = —g,.dxtda” (1.3)

kde g, () je metricky tenzor prostorocasu. Akce S, volné ¢éstice by méla byt lorentzovsky inva-
riantni a tedy dmeérna integralu konstanty podle vlastniho casu

Sp = —moc/dT = —moc/ v =g UURdT | (1.4)

kde te¢ny vektor ke svétocate
dz*

UL — A
. dr

(1.5)
je 4-rychlost spliujici vzhledem k (1.3)
U? =g, UU"=—-¢%. (1.6)

V kartézskych souradnicich v plochém prostorocase (v nichz 20 = ct, kde t je soufadnicovy ¢as) je
metricky tenzor
gue = diag(—1,+1,+1,+1) , (1.7)

nebo v post-newtonovském pfiblizeni v gravitacnim poli se skalarnim gravitaénim potencidlem
O(z)

. 29
9k = dlag(_l - ?a +17 +1a +1) . (18)
Lagrangian L, ¢astice v této soufadné soustave, ktery ma spliiovat vztah

S, = /Lpdt, (1.9)

je tedy dan vyrazem
dr
L, = —moc/—9,, U U" i —mocy/ ¢ + 20 —v? | (1.10)

kde v = dd—””; je souradnicové rychlost. Pro ® < ¢? > v? tedy dostdvame ve shodé s nerelativis-
tickym vyrazem pro Lagrangian

1
L, ~ —moc® — me® + §m0v2 . (1.11)



Elektromagnetické pole neni skalarni, ale vektorové. Interakéni lagrangidn udavajici vzajemné
pusobeni ¢astice s nabojem @ a elektromagnetického pole popsaného ¢tyi-potencidlem A ma v
soustaveé se souradnicovym casem t tvar

L=-2une

: = (1.12)

Celkovd akce ¢dstice ve vnéjsim elektromagnetickém poli (tj. stale jesté bez zahrnut{ lagrangidnu
L¢ samotného elmag. pole) mé tedy tvar

Q

S=85+5= —/ (moc -U? + C(A.U)) dr . (1.13)

Z celkového vlastniho (tj. pro t = 7) lagrangidnu ¢éstice

Q

L:—GW:4P+CMU0 (1.14)

muzeme vypocitat jeji ¢tyr-hybnost

oL Q
= = WU = —A,, 1.15
P = 5o = Mog ; (1.15)
ktera splnuje Lagrangeovy pohybové rovnice
oL d (0L D Q
o dr =—mo——U, + —(A,x — A )U" . 1.1
0 ort dr <(“)5CL> mOdTUL + c( b r)U (1.16)

Elektromagnetické pole se ¢tyi-potencidlem A tedy pusobi na nabitou ¢astici Lorentzovou silou,
jejimz vysledkem je ¢tyr-zrychleni

DU* Q
b= = —F.U" 1.17
“ dr cmo 7 ( )
kde
F.= AI/7,‘{ - AK,7L (118)

je tenzor elektromagnetického pole, ktery je antisymetricky; A je jedna-forma a dva-forma
F=dA (1.19)
je jeji vnejsi diferencidl. V dusledku antisymetrie F' je a vyjadiené (1.17) kolmé na U,
(aU) =0, (1.20)

coz je podminka nutnd k zachovéni vztahu (1.6).

1.1.2 “341”-formalismus

Kovariantni vyjadfeni elektromagnetického pole jako prostorocasové 2-formy F' v sobé implicitné
shrnuje algebraické vlastnosti tohoto pole, tj. jeho chovani vzhledem k Lorentzové grupé transfor-
maci. Historicky postup byl opaény — kovariantni formulace byla umoznéna empirickym zjisténim



téchto vlastnosti v rdmci starsi formulace zalozené na popisu pomoci dvou prostorovych (z hle-
diska zvolené vztazné soustavy) vektorovych poli — elektrického E a magnetického B. Pro po-
chopeni vzajemné korespondence uvedeme nyni vztahy mezi relativistickou 2-formovou formulaci
a klasickou formulaci, nazyvanou také “3+1” (tj. budovanou z hlediska rozstépeni prostorocasu
na vlastni 3-dim. prostor a ¢as pozorovatele). Klasickd formulace muze v nékterych konkrétnich
piipadech (kdy symetrie feSeného problému nabizi pfirozenou vztaznou soustavu, viéi niz se ma
toto rozstépeni provadét) ddvat jednodussi a ndzornéjsi popis pole i pohybu ¢dstic v ném.

Zvolime-li v kazdé udélosti prostorocasu vztazné pozorovatele se 4-rychlosti u, pak 4-vektory
elektrického napéti a magnetické indukce

1

E' = -F'u” (1.21)
c
1 K A

B, = %em,\MuF“ (1.22)

jsou kolmé na u. Jsou tedy teéné k vlastnim prostorum pozorovatell, kteii je mohou brat jako
3-vektory elektrického a magnetického pole v dané udélosti. Z téchto vektori lze zpétné zrekon-
struovat tenzor elektromagnetického pole!

2 1
Fro= gl gl Zes By, (1.23)
c c
Ve vlastni bazi pozorovatele (v niz u* = ¢d§) ma F slozky

| k=0 1 2 3

=0 _El _E2 _E3
F,. — Bt 0 BY —B2 | (1.24)
.| E2 —BY 0 B
.| B3 B2 —B' 0
Vyjadifme-li U* = 7(c,v") v této bazi pomoci soufadnicové rychlosti v! = ddi:, kde t = 2°/c

je soutadnicovy ¢as a v = (1 — (v/c)?)"2 je Lorentziv faktor, pak pohybova rovnice (1.17) mé
prostorové slozky ‘
d(yv') _1Q

dr mo

. )
(E' + e“”?’“Bl) : (1.25)
a casovou slozku (tj. rovnici pro energii ¢astice, kterd je na predchozich rovnicich zdvisld)

dy _ 1@ Eru

1.2
dr  cmy (1.26)

Ve vétsiné soustav fyzikalnich jednotek byva zvykem uzivat pro slozky B a F tenzoru F rozdilné
jednotky, podobné jako pro hybnost a energii ¢dstice, prestoze jsou dany prostorovou a ¢asovou
slozkou téhoz 4-vektoru. Napiiklad v soustavach CGSE a CGSM

[Elcask = c[Blcase,  [Elcasm = ¢[Blcasm , (1.27)

¢imz v obou pifpadech na pravé strané rovnice (1.25) odpadd jmenovatel ¢ uvniti zdvorky. Zde
naopak budeme vsechny slozky F' mérit stejnou jednotkou

[F] = em™/2g' /2571 = [E]case = [Bloasm = 1gauss = 10°y = 107*T | (1.28)

lHranaté zévorka znaéf antisymetrizaci, Al B5l = A*B~ — AR B¢,



¢imz se zjednodusi a symetrizuje vétsina ostatnich vztaht (napf. (1.24), nebo vyraz (??) pro
hustotu energie pole) stejné jako v geometrické soustavé jednotek. Pro elektricky ndboj budeme
uzivat jednotku

[Q] = em®/2g' /257! = [Q]casE - (1.29)

1.1.3 Lorentzova transformace

Obecné Lorentzova transformace (ve zvolené uddlosti) je ddna prechodem od jedné ortonormé&ln{
tetrady k jiné

{e.} = {e}, eo=e A", n=ATnA. (1.30)
Lorentzova transformace je tedy linearni transformace prostoroc¢asovych 4-vektoru zachovavajici
jejich indefinitni skaldrni sou¢in. Mnozina vS8ech Lorentzovych transformaci tvoii 6-ti parametric-
kou Lieovu grupu a matice A jsou jeji vektorovou reprezentaci (nejjednodussi reprezentaci grupy
Lorentzovych transformaci je tzv. spinorova reprezentace — viz dodatek ??). 3-parametrickou pod-
grupou této grupy je mnozina vsech prostorovych rotaci. V ptipadé prostorové rotace o thel ¢ je
Lorentzova transformace ddna matici?

1 0
A = 1.31
K ( 0  exp(eme) ) ( )

a elektrické 1 magnetické pole se pfi ni transformuji jako prostorové vektory

E' = AE (1.32)
B' = AB. (1.33)

V pifpadé cistého boostu (tj. prechodu do soustavy s jinou rychlost{) s rychlosti ¥ = ¢07 je
Lorentzova transformace ddna matici

Co_ (7 vBn
A"‘_<7ﬁn 1—|—(7—1)n®n>' (1.34)

Pii této prostoro-¢asové rotaci® se projevi spoleéna podstata elektrické a magnetické slozky pole
F jejich vzajemnou indukei*

E = [1+(1-y)n®n]E+~v8nx B (1.35)
B = [y1+(1—-v)n&@n]B—yBnx E . (1.36)

Piispévky pifénych (vuci §) slozek E i B k E’ resp. B’ se zvétsuji o Lorentzovsky faktor, zatimco
prispévky podélnych slozek jsou invariantni. Z transformacnich vlastnosti F' vyplyvé, Ze obecné
existuje (alesponn lokélné) inercidlni soustava, ve které jsou elektrickd a magnetickd slozka pole
rovnobézné, tj. jejich vektorovy soucin vymizi. Jak uvidime pozdéji, tento vektorovy soucin (Poyn-
tinguv vektor) méd vyznam hustoty toku elektromagnetické energie. Je proto prirozené hledat

2Funkci obecné matice miizeme vypo&itat napi. pomoci Taylorova rozvoje funkce nebo z Jordanova rozkladu
matice. Matice €;5;¢! mé vlastni hodnoty 0 ve sméru @ a i@ v kolmych smérech, proto nésledujici zapis je ekvivalentni
cos ¢ sin ) )

—sing cos g .
30znagime-li v = cosh a, pak 78 = sinha a A ~ (SI’S]}:;* 2;‘;%:3)

4Vektorovy souéin x dvou vektorii ve t¥fdimenzionalnim prostoru je dudlem (danym jednotkovou 3-formou
generovanou metrikou) k jejich vnéjsimu sou¢inu A. V tomto vyznamu byva nékdy symbol x nahrazovdn symbolem
A.

standardnimu zdpisu rotace ~ (



tetrddu {e!}, ve které E’ || B’, pomoci boostu ve sméru n = %. Pro tento piipad se transfor-

mace (1.35) a (1.36) zjednodusi na

E = ~ <1 - |EfB|BQ> E+ |E’YX’BE(EB)B (1.37)

B = ~ (1 - |EfB|E2) B+ |E7XﬁB|(EB)E , (1.38)
odkud dostdavdame podminku pro § ve tvaru

0=E’xB’:72<l—ﬁﬁ+ﬁ2)ExB. (1.39)

Tato kvadraticka rovnice mé jedno fyzikalni feseni

1 2|E x B
f=tanha, kde a= §argtanhﬁ (1.40)
(druhé feseni > 1) vzdy, kromé singuldrniho piipadu “nulového” neboli “z&fivého” pole (|E| = |B|,

E 1 B — viz str. 7?), kdy f — 1 (v piipadé kolmych ale ruzné velkych poli lze mensi z nich
vynulovat). Dalsim boostem ve sméru obou polf se jejich velikost ani smér neméni, takze existuje
celd tiida hledanych inercialnich soustav. Nasledujici vhodnou rotaci prostorovych vektoru tetrady
1ze redukovat F' na dvé nezéavislé slozky

F = —ed2® Ada' 4 bda? A da? . (1.41)

Kazdy 4-vektor z 2-dimenzionédlniho podprostoru {90,091} méa prostorovou slozku paralelni s
elektrickym a magnetickym polem v této soustavé a je vlastnim vektorem tenzoru F*_ s vlastni
hodnotou e. Kazdy 4-vektor z podprostoru {0,z2, 0,3} je kolmy na obé pole a je vlastnim vektorem
tenzoru F*,_ s vlastni hodnotou ¢b. Libovolny 4-vektor mizeme rozlozit na soucet dvou vlastnich
vektoru s témito vlastnimi hodnotami pomoci projektoru

L 1 2 5L L A
P, = o (b*6L, + FF,) (1.42)
& 1
Lo 25t L A
Pulo= g (0 - FOF) (1.43)

Z 2-formové povahy pole F' déle vyplyva existence dvou skalarnich charakteristik invariantnich
viiéi Lorentzové transformaci, a to normy F°

|F|*> = F*""F\,, = B* — E? (1.44)
a zuzeni F' s dudlem *F )
1< FF) = "M, F, = (EB), (1.45)
F s dualem *F, jehoz slozky jsou
‘ k=0 1 2 3
—0 0 BT B B
Fr = €l FMN = 1 | —B? 0 B3 —E? | . (1.46)
» | =B —F3 0 F1
s | -B> E? —E! 0

5Z4pis indexti |ox| Oznacuje scitani pfes ¢ < k a je ekvivalentni déleni sou¢tu permutaci jejich poctu.



Vzhledem k invarianci téchto veli¢in tedy muzeme vypocitat vlastni hodnoty e a ib tenzoru F' ze
vztahu

o2 — %\/(32 — E?)2+ 4(BC)? — %(32 — E?) (1.47)
a
b = %\/(32 — E2)2 + 4(BC)? + %(B2 - E?%). (1.48)

1.1.4 Rovnice elektromagnetického pole
Volné pole

Vedle algebraickych vlastnosti svazujicich ruzné slozky elektromagnetického pole v téze udélosti
(viz kap. 1.1.2 a 1.1.3) plati také pohybové rovnice svazujici jeho slozky v sousednich udélostech.
Zatimco algebraické vlastnosti jsou geometricky charakterizovany prifazenim elmg. poli jisté 2-
formy F', druhé lze odvodit opét z variaéniho principu (1.1) pokud zvolime v (1.2) sprdvny tvar
lagrangeovské hustoty L¢ pole. Pro elektromagnetické pole mé platit princip superpozice, takze
musi byt popsano linedrnimi parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi. Lagrangian tedy musi byt kva-
draticky v proménnych pole (viz [12]). Volbou

1
167c

Lp = F*F,. (1.49)

je vzhledem k (1.44) zaru¢ena lorentzovskd invariantnost lagrangianu a tedy i pohybovych rovnic.
Z antisymetrie F' zarucené jeho volbou (1.18) nebo (1.19) jako vnégjsi diferencidl vektorového
potencidlu A vyplyva, ze vnéjsi diferencidl F' je nulovy,

dFF =0. (1.50)
Tuto tzv. prvni sérii Maxwellovych rovnic 1ze slozkové zapsat
Fourx+Fo,+Fn.=0. (1.51)
Odtud ve “3+1”-formalismu dostdvédme pro vechny tii indexy prostorové (tkA = ikl)
(V.B)=0, (1.52)

a pro jeden casovy (1 = 0)
80B+VxE=0. (1.53)

4-potencidl A je podminkou (1.19) urcen az na kalibra¢n{ invarianci A — A’
A= A+df, (1.54)
kde f je libovolna skalarni funkce v ¢asoprostoru. Lze volit napf. tzv. Lorentzovu kalibraci, ve které
A, =0, (1.55)
jestlize za f vezmeme feSeni rovnice
Of = d§df =64, (1.56)

kde A’ je vychozi 4-potencidl.



Variovanim akce volného pole
1
0=45= 6/£fd4x = —ég—é/A""“(AL,N — A, )d* (1.57)
me

vuci A ziskame tzv. druhou sérii bezezdrojovych Maxwellovych rovnic ve slozkovém tvaru

ABR AR = FR =) (1.58)

To znamend, Ze je souc¢asné nulovy i vnitini diferencidl
0F="d"F=0. (1.59)
Ve “341”-formalismu pro ¢asovy volny index (¢ = 0) m4 tato rovnice tvar
(V.E)=0, (1.60)
a pro prostovy (v = 1) o
OWE -V xB=0. (1.61)
Zdrojovy clen

V pritomnosti elektromagnetickych naboji budou rovnice pole ovlivnény témito naboji jako zdroji.
Vzdjemné pusobeni ndboju a pole je dédno interakénim lagrangidnem L; ve vyrazu (1.2). Tento
prispévek k lagrangidnu ¢dstic muzeme povazovat soucasné za piispévek k lagrangeovské hustoté
pole, ktery méa charakter distribuce, tj. d-funkce s nosi¢em ve svétocéie castice. Nahradime-li inte-
graci podél svétocary Zg(7) ndboju integraci pres cely prostorocas

. dix
dr =6 (7 - 7o) 5o (1.62)
pak variovanim celkové akce ¢astic a pole
1
S = —moc/ V —U2dt — % <AU>d7' — m /F“{FLHCZAL.T (163)
7r

podle A dostaneme jako pohybové rovnice (B.23) druhou sérii Maxwellovych rovnic se zdroji ve
tvaru

OF = —4nJ | (1.64)
tj. ve slozkach
F*, = —47J" (1.65)
resp. ve “3+1”-formalismu
(V.E) = 4mp (1.66)
NWE—-VxB = 4rj, (1.67)

kde tzv. 4-proud J = (p,j) pro nabité ¢éstice je

_ Q@
oy

J Uz - ig) (1.68)

(obecné v8ak muze byt ddn i spojitou hustotou prostorocasového 4-vektoru).



1.1.5 Pohyb v homogennim elektromagnetickém poli

V homogennim ¢asové neménném poli jsou (v priblizeni plochého prostorocasu) pohybové rovnice
(1.17) nabitych ¢astic homogenni linedrn{ diferencidlni prvniho fddu pro U a jejich Feseni lze zapsat
ve tvaru

U'(1) = exp (QFL,,J') U, (1.69)

Ccmy

(viz pozn. 2 na str. 5). Toto Fesen{ 1ze v soustave, ve které F' ma tvar (1.41) a poc¢atecni (ve vlastnim
case 7 = 0) rychlost ¢dstice ma nenulovou pouze slozku vy pricnou ke sméru F, jednoduse explicitné
zapsat ve tvaru

U' = 7yo(ccosh ar, e¢sinh at, v cos wT, vp sinwT) | (1.70)

kde b
QEEZ% a w:Q—. (1.71)

C Ccmy Cmyo

Integraci odtud dostaneme svétocaru ¢astice
Cc . C Vo . Vo
(1) = yo(— sinh ar, — cosh ar, — sinwr, —— coswr) . (1.72)
! @ w w

Vysledny pohyb je tedy slozenim rovnomérné zrychleného pohybu zpusobeného elektrickou slozkou
pole (se zrychlenim a v jejim sméru) a rovnomérného kruhového pohybu (v kolmém sméru, s
kruhovou frekvenci w Larmorovym polomérem gyrace r = vg/w) zptisobeného magnetickou slozkou
pole.

1.1.6 Pomalu proménné pole

Diky periodi¢nosti pohybu nédboje ve smérech kolmych na homogenni magnetické pole lze v ptipadé
slabé odchylky od homogenity uzit k feseni pohybovych rovnic (1.17) pfiblizeni adiabatického
invariantu (viz [11]). Jestlize totiz jednorozmeérny pohyb ve zobecnénych soufadnicich ¢ a hybnosti
p je uréeny hamiltonidnem H = H(q,p;b) zdvislym na parametru b, pak po vylouceni ¢asu (p =
p(t(q))) z teseni dostdvame z vyrazu pro energii

E = H(q,p(g; E,b); ) (1.73)
invariant pohybu a jeho derivovanim podle b a E
OHO0p OH
_ 9Hdop OoH 1.74
0 Op 0b  0b (1.74)
OH Op
= — L 1.
Jdp OF (1.75)

Jestlize je tento pohyb pro konstantni b periodicky, tj. 37 = T'(E, b) tak, ze q(t+7T') = q(t), pak pii
pomalé zméné parametru b = b(t) se pomalu méni energie pohybu tak, ze pro zménu jeji hodnoty
vystfedované pres jednu periodu plati

dH /OH
5 . :
b ¢ dt § (1/%—5) dq ¢ 95dq
Proto plati
_ . Op . Op B ﬁ B 1
0—]{(<E>6E+bab> dg = dt%pdq- dtI’ (1.77)



tj. velicina I = § pdq je (adiabatickym) invariantem pohybu.

V piipadé pohybu nabité ¢astice v elektromagnetickém poli, které 1ze alespon lokalné ve vhodné
zvolené vztazné soustavé zapsat ve tvaru (1.41) a jeho 4-potencidl tedy napf.

1 1
A= ez dx + §b(z dy —ydz) = ez’ dox + §b7‘2d4p , (1.78)

kde r, ¢ jsou polarni soutadnice v roviné y, z kolmé na smér = elektrického i magnetického pole,
je analogicky (1.15) zobecnénd hybnost odpovidajici periodické souradnici ¢

) . 1 o, ,
Dy = % —mocm— %( + 557’2@ = moyr’p — %57“2 : (1.79)

Pro pohyb popsany lokdlné fesenim (1.70) je whlovd rychlost gyra¢niho pohybu v soufadnicovém
Case 79 = w a podle (1.71) je prvni ¢len na pravé strané dvojndsobkem druhého. Vyintegrovanim
D, Pies ¢ od 0 do 27 tedy dostédvame adiabaticky invariant ve tvaru

[= "9 (1.80)
&

Tato hodnota je imérna magnetickému momentu p = Qr2w/2 proudové smycky tvorené krouzivym
pohybem néboje. Jestlize se tedy nabitd castice postupné dostane do oblasti s jinou intenzitou
magnetického pole, pak se Larmoruv polomér r jeji gyrace zméni tak, ze tok magnetického pole
b gyraéni kruznici zustava stejny. Umérné intenzité magnetického pole b se méni také kruhova
frekvence w gyrace i kinetickd energie W, = mgv¢/2 odpovidajici gyraénimu pohybu. Pokud je
zména b zpusobend Casovym nérustem, pak je podle Maxwellovy rovnice (1.53) provdzena ro-
taci elektrického pole, které kona praci pti kruhovém pohybu naboje a tim mu kinetickou energii
dodava. Jestlize je magnetické pole statické a elektrické pole nulové, pak Lorentzova sila, kterd je
vzdy kolmd na smér pohybu naboje, praci nekond a celkovd kineticka energie ¢astice se zachovava.
Vzhledem k nulové divergenci magnetického pole podle (1.52) ovSem musi byt jeho podélny narust
provazen konvergenci sousednich silocar, takze Lorentzova sila pusobici na nidboj krouzici kolem
stredu gyrace ma také slozku podélnou ve sméru jeho postupu, takze snizuje podélnou slozku kine-
tické energie tak, ze celkova kinetickd energie se zachovava. V misté, kde intenzita magnetického
pole dosdhne hodnoty odpovidajici celkové kinetické energie ¢astice vznikd tzv. magnetické zrcadlo,
které odrazi postup stfedu gyrace zpét.

10



Dodatek A

Diferencialni geometrie

A.1 Tenzorova algebra

V této kapitole budou shrnuty zdkladni algebraické vlastnosti vektort, tenzoru a dalsich geomet-
rickych objektt, tj. vlastnosti vztahujici se k chovéani a vztahtum jimi popsanych fyzikalnich veli¢in v
jednotlivych bodech piislusného fyzikalniho prostoru (napf. prostoro¢asu nebo fazového prostoru),
nikoliv vSak k jejich prostorovym zménam.

A.1.1 Vektory a kovektory, tenzorovy soucin a uzeni

Definice 1 Vektorovy prostor nad télesem' skaldri (zpravidla redlnych cisel R, nebo kom-
plexnich cisel) je mnozina T vektoru, na které je ddna operace s¢itdni s vlastnostmi:
a) asociativnost, VXY, Z € T: X +Y)+Z =X+ (Y + Z)
b) komutativnost: X +Y =Y + X
¢) 30 € T (nulovy vektor): X +0=X VX eT)
d)VX €T, 3— X €T (opaényg vektor): —X + X =0,
a ddle je na T ddno ndsobeni skaldrem s vlatnostmi:
e) VX €T, a,b e R: a(bX) = (ab)X
fl1LX =X
g) distributivnost vici sc¢itant vektori: a(X +Y) = aX 4+ aY
h) distributivnost vici s¢itdnd skaldri: (a + b)X = aX + bX.
Vektory X;|"_; jsou linedrné zavislé, jestlize Ja;|"_; € R: Y a2 #0, > a; X; = 0.
T je n-dimenziondlni, jestliZe v ném existuje tzv. bdze n linedrné nezdvislych vektoru a kazdd
n + 1-tice vektoru je linedrné zdvisld.
Dualni vektorovy prostor T* je prostor linedrnich zobrazeni

E:T—-TR.
{ex|p_, €T} a {0F7_, € T*} = {ex|?_,}* jsou vzdjemné dudlni baze T a T*, jestlize

0'(e;) = 6t . (A.1)

I Téleso je asociativni okruh s jednotkou (a.1 = 1.a = a), ve kterém pro kazdy nenulovy prvek a existuje inverzni
prvek a=! (a.a”! = a~'.a = 1). Okruh je komutativn{ grupa (viiéi sé¢itan{) s oboustranné distributivnim nasobenfm.
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Ziejmé T* k n-dimenzionalnimu T je rovnéz n-dimenzionalni. Ztotoznujeme 7** =T a piSeme
E(X) = (€X) = X'¢; |
kde X = X'e; € T a £ = £,0° € T* (pres shodné hornf a doln{ indexy se s¢ita).
Definice 2 Prostor T} tenzoru typu (p, q) je prostor multilinedrnich zobrazend

A: T x .. xT"xTx.xT—-TR.

p q

Na mnoZziné tenzoru vech typu je definovdna operace tenzorovy soucin

®: TP x T — TP

a+s
tak, Ze
(A® B)(&,...,n, ... X,...,Y,...) = A&, ..., X,...).B(n, ..., Y, ...) (A.2)
N N —— = =
P T q s P q T s

a zobrazeni G\zeni v i-tém a j-tém indexu

( ):1P—T1)

q q—1
tak, Ze
(ANE oy X, Y ) =D A, 08, X e, Y ) (A.3)
N~~~ N A ~—
i—-1 p—i j—1 q—j i—1 p—i j—1 q—j

kde {ex|P_,} = {0%|n_,}* jsou libovolné dudini bdze.

Ziejmé plati dim(th) = nPT4, Tenzorovy soucin tvoif algebru v prostoru direktnich souétl
ooa—01r. Kazda (nikoliv nutné dudlni) dvojice bazi na T' a T* indukuje bézi na TP (tvorenou
tenzorovymi souciny jejich prvki), v niz lze tenzor A € TP vyjadiit slozkové
A=Al ®.. 06, 07 @ ...0 00 .

Lze ovéfit, ze definice izeni je nezavisla na volbé dvojice dualnich béazi.

A.1.2 Vneéjsi algebra

Definice 3 Prostory p-vektora APT C T} resp. p-forem APT* C Tg (p < n) jsou podprostory
tenzoru antisymetrickych ve viech argumentech. Vné&jsi souéin je zobrazeni

A APT x AT — APTAT

takové, Ze

—1)lel
XAV spra) = 50 LD X BV ot otpra) (A4)

o

kde |o| je parita permutace o ¢isel 1,...,p+ q. Vnitini sou€in p-formy £ a g-vektoru X je |p — q|-
forma resp. vektor vznikly ziZenim jejich tenzorového soucinu v prunich min(p, q) indexech,

(€X) = (o X).
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Zrejmé plati ze dim(APT) = (), AT = R, AN'T =Ty =T, A'T* = TP = T*. Vngjsi soucin je
antisymetricky

(XAY)=(-D)"(Y NX), (A.5)

linedrni a asociativni. Tvoif tedy (tzv. Grassmanovu) algebru v 2"-dimenzionalnim prostoru di-

rektnich souctt @ _o(APT).

Definice 4 Zvolime-li na n-dimenziondlnim prostoru T jednotkovou n-formu e¢ € A"T*, pak
tato definuje dualni zobrazeni
x 0 NPT > ATTPT

tak, Ze pro A € NPT, w € NPT™

*xA = E<EA> . (A.6)
1
*w = E(wE) , (A7)

kde E € AN"T je jednotkovy n-vektor, pro ktery

«B=1. (A8)

Plati
xxw = (=1)P=Py . (A.9)

Vngjsi soucin p-vektoru je tieba odlisovat od vektorového soucinu vektoru, ktery je také an-
tisymetrickd a bilinedrn{ operace (nékdy také oznacovand symbolem A), ale definovand pouze na
3-dimenziondlnim vektorovém prostoru. V takovém prostoru s metrikou lze vektorovy soucin Z
vektori X,Y lze konstruovat zvednutim indexu jejich kontrakce s jednotkovou 3-formou, Z =
XxY =g, X®Y)).

A.1.3 Skalarni soucin

Definice 5 Symetricky, tzv. kovariantni metricky tenzor g € 1Y, pro jeho? slozky gi; v libo-
volné bdzi T je
det(gij) 7é 0 )

definuje na T skaldrni soucin
(. ) TxT—>F

tak, zZe proVX,Y €T o
(XY)=(YX)=9¢9X,Y)=yg,; XY’ (A.10)

(kde X* a Y7 jsou slozky v dudini bdzi), ddle definuje snizovani indexi, tj. zobrazeni
g:T—T"

tak, Ze
(9(X)Y) =g(X,Y). (A.11)

g ddle indukuje k nému inverzni zobrazend (zvySovani indexi)

g T =T,
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které definuje skaldrni soucin na T*

€n) =08 =9 " (€.9g" () =9"&n; (A.12)

kde g jsou slozky kontravariantniho metrického tenzoru g—! € Tj. Bdze {e;} je orto-
gonalni, jestlize
(eiej) =0 pro i#7,

a ortonormalni, jestlize
(6i.6j) = iéi]‘ .

A.2 Tenzorova analyza

V této kapitole budou shrnuty zakladni vlastnosti te¢nych vektoru, vektorovych a tenzorovych
poli a jejich derivaci na zakiivenych prostorech (varietdch) jako je napi. obecné relativisticky
prostorocas.

A.2.1 Tecné vektory a n-formy na varietach

Definice 6 Topologicky prostor M je diferencovatelna varieta dimenze n, jestlize je ddn tzv.
uplng atlas soutadnicovych map, tj. lokdlné definovangch zobrazeni

v M—R"

pokryjvajicich celé M takovych, Ze v priniku jejich definiénich obori je o v™' nekoneéné dife-
rencovatelné s nenulovym jakobidnem.

Definice 7 Nechf M je diferencovatelnd varieta a F prostor redlngjch funci (“skaldri”) na M.
Tetnym vektorem v bodé A € M nazveme zobrazeni

XA F—R
které je linedrni, tj. spliuje
Xa(f +cg) = Xa(f) +c.Xalg) (A.13)
pro libovolnd f,g € F, ¢ € R, pro které plati
Xa(f.9) = Xa(f)-g(A) + f(A)-Xa(g) - (A.14)

Mnozina T4 vSech teéniych vektori v pevném bodé A se nazyjvd fibre, a jejich sjednoceni B =
UaemTa teény bundle.

Vlastnost (A.13) urcuje, ze X4 jsou linedrni zobrazeni na (co-dimenziondlnim) vektorovém
prostoru F. Te¢ny fibre tedy tvoii opét linedrni vektorovy prostor vici operacim séitani a ndsobeni
¢islem definovanym vztahem

(Xa +cYa)(f) = Xa(f) +cYa(f) -
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Vlastnost (A.14) uréuje, ze X4 se chovd jako derivace (tedy napt. Xa(f") = nf" 1t X4(f)),
takze tectny vektor je diferencidlni operdtor. Lze ukdazat, ze souradnicové vyjadieni X4 v mapé pu
(w(A) = (zy,...,2")) m4 tvar

;, 0 _
Xa(f) = XAaxi (fou 1)|H(A) . (A.15)
Fibre T4 je tedy n-dimenziondlni vektorovy prostor a { afi ™ .} jeho soufadnicovd béze in-
A

dukovand mapou p. Teény bundle B tvoii 2n-dimenziondlni varietu, jejiz atlas je tvofen vsemi
mapami sluéitelnymi s mapou, kterd VX4 € Ty piifad{ (2}, ...,z%, X}, ..., X%) € R*".

Definice 7 odpovidd intuitivni pfedstavé vektoru X4 jako sipky z bodu A € M do (infinite-
zimdlné vzdaleného) bodu A + A tak, ze pro Vf € F (a specidlné i kdyz za f zvolime slozku
souradnicové mapy) X 4(f) udévd linedrni élen Taylorova rozvoje

fA+A) = f(A)+ Xa(f) -

Definice 8 Nechf M je diferencovatelnd varieta a F prostor redlngjch funci (“skaldri”) na M.
Tecny vektorovy prostor T na M je prostor teénych vektora X (neboli “kontravariantnich vek-
torovyjch poli”) na M, tj. prostor zobrazeni

X:F—=F
kterd jsou linedrni a diferencidlng, tj. splriugi
X(f+cg)=X(f)+cX(g9) (A.16)

X(f9)=X(f)9+fX(9) (A.17)
pro libovolnd f,g € F, c € R.

Vektorové pole na M tvoii n-dim. podvarietu te¢ného bundlu.

Definiéni obor {A € M} vektorového pole lze omezit na libovolné N ¢ M (X : F(M) — F(N)).
Je-li N podvarieta M, pak T'(N) je podprostor T(M) vektoru tecnych k N. Zfejmeé totiz kazdd
funkce na M je soucasné funkci na N, proto tecny vektor na N je vektorem i na M, definovanym
pouze v bodech N a 'necitlivym’ k rozdilnému chovéani funkei mimo N. Kazda souradnicovd mapa
pu(A) = {z'(A)|*_;} indukuje ve svém definiénim oboru soufadnicovou bazi {9,:|™;} (rozumi se
Opi f = %( fou™h)). Pii piechodu k soufadnicim {y*} se prvky soutadnicové baze transformujf

Oy?
Opi = =—0,j . A.18
Tvrzeni 1 Komutdtor
[X,)Y]=XoY —-YoX (A.19)

vektoru X, Y je vektor.

Pro dukaz je klicové vlastnost komutdtoru dand rovnici (A.15), kterd plati, protoze smiSené cleny
typu X (f).Y(g) se vyrusi. Prvky soufadnicové baze komutuji (jsou 'holonomni’). V obecné bazi

{ei} = {0}

(X, V] = (X(Y*) = Y(X*) + XY ey, , (A.20)
kde
cfj = —cfi = Hk([ei, e;1) (A.21)

jsou tzv. koeficienty struktury dané béze.

15



Definice 9 Koteény vektorovy prostor T je dudlni vektorovy prostor 1—forem neboli “kovari-
antnich vektorovych poli”, tj. prostor zobrazeni

E:T—F.
Analogicky prostor TP tenzoru typu (p,q) je prostor multilinedrnich zobrazeni

AT .. xXT"xTx..xT—F

p q

a prostory p-vektoru resp. p-forem jsou antisymetrické podprostory T3 resp. T]g) .V prostorech
vSech tenzoru resp. p-vektoru a p-forem jsou definovdany tenzorovy soucin a uZeni, resp. vnéjsi a
vnitrnd soucin analogicky definicim 2 a 3.

Tenzor typu T]? na M je soucasné tenzorem téhoz typu na podvarieté N C M, spec. p-forma
na M je p-formou na N (nenulovou pouze pro p < dimN).

Definice 10 Vnéjsi diferencial je linedrni zobrazeni

d: N\PT* — APHLT*

takové, Ze
df (X) = X(f) (A.22)
pro f € NOT* = F,
dw An) = (dw) An+ (=1)Pw A (dn) (A.23)
prow € N\PT* q
ddw =0 . (A.24)

Pro kazdou soufadnicovou mapu {x*|?_;} tvoif {dz*|?_,} bdzi T*, kterd se transformuje

ox’

da’ = 997 dy? (A.25)
a je dudlni k bazi {0,:|",}
Tvrzeni 2 Pro I-formu w je
dw(X,Y) = X((Y)) = Y (@(X)) —w([X,Y]) . (A.26)

Dikaz: V libovolné souradnicové bézi plati podle (A.18)

X)) -YwX)) ~w(X,Y]) = X(wY?)-Y(wX?) —wj(X(Y?) - Y(X7)) =
= X(w))Y? =Y (w))X? = (dw; Ada?)(X,Y) = dw(X,Y)

Q.E.D.
Dusledek: V dudlni bézi lze koeficienty struktury vyjadrit alternativné k (A.21) jako

cfj = —d0"(e;, e;) . (A.27)
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Definice 11 w € APT* definuje miru (integrdl) na p-dimenziondind podvarieté N C M

/w _ /w(@ml,...,axp)d:cl...da:p, (A.28)

kde {x'[}_,} je libovolnd sourfadnicovd mapa na N.

Tvrzeni 3 Zobecnéna Stokesova véta Pro uzavienou p-dimenziondlni hranici OV (p + 1)-

dimenziondlni oblasti V' plati
/ dw = / w . (A.29)
1% av

Definice 12 Vnitini derivace je zobrazeni 6 : T — F takové, ZeVf € F a X,Y €T plati

S(FX+Y) =X(f) + f6X + Y . (A.30)

Vnitini derivace vektorového pole X je tedy ve zvolené bazi v n-dimenziondlnim prostoru dédna
n-tici funkei (derivacemi jednotlivych prvku béze),

60X =e;(X") + X'0e; . (A.31)
Kazda n-forma ) na n-dimensionélni varieté urc¢uje vnitini derivaci § vektoru X vztahem
d(QX) =(6X)Q. (A.32)
V soufadnicové bazi, ve které Q = Qodz! A ... Ada™ a X = X'0;, totiz
d(QX) = (X )dr' A ... Ade™ = (0;(X7) + X'0;(InQp))Qoda’ A ... Ada™ (A.33)
coz odpovidd vztahu (A.31), jestlize vnitini derivace prvku béze 9; zavedeme vztahem
00; = 0;(InQ) . (A.34)

Naopak, obecnou vnitini derivaci ¢ lze zapsat ve tvaru (A.33), jestlize lze nalézt funkci Qg tak, aby
spliiovala rovnice (A.34), tj. jsou-li splnény podminky integrability téchto rovnic

9;(60;) = 0;(60;) , (A.35)

které maji v obecné bazi tvar
61'((56]‘) — €5 (561) = 5[62',6]'] . (A?)G)
Disledek: Pro vnitinf derivaci 6 spliiujici tyto podminky plati podle (A.32) a (A.29)

/V (6X)0 = /8 (ax). (A.37)
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A.2.2 Afinni konexe

Definice 13 Afinni konexi nazveme zobrazeni

V:TxT—=T
takové, e VXY, Z €T, f € F
VivizX = fVy X + VX (A.38)
Vx(fY+2)=X(f).Y + fVxY +VxZ. (A.39)

Afinni konexe VxY se tedy chova tenzorové vuci indexu X a diferencidlné vuéi argumentu Y,
tj. popisuje zménu pole Y podél pole X. V libovolné dudlni bazi {e;} = {6"}*

VxY = (X(Y*) + YWk, (X)) .ex , (A.40)

kde , '
Wk = wk07 =05 (Ve,e;).00 (A.41)

jsou 1-formy konexe v piislusné bézi (jejich slozky wkij jsou tzv. Ricciho rotaéni koeficienty).
Pozadavkem
X({Y)) = (Vx&Y) + {{VxY), (A.42)

resp. analogickym pozadavkem na rozderivovani tenzorového soucinu a jeho zuzeni, je definovéna
afinni konexe také na 1-formach

Vxé = (X (&) — &'y (X)) 6%, (A.43)
resp. na tenzorech T¥ jako zobrazeni
V:Tx Té’ — Tg
takové, ze VA € TP, X, Y, ... € T\, ... € T*
X(AE,....Y,..) =VxAE,....Y, . )+ A(VxE .Y L)+ +FAE, .., VXY, )+ ... (Ad4)
Definice 14 Kovariantni derivaci (odpovidajici afinnd konexi V) nazveme zobrazeni
D:TP —Tp,

takové, Ze VA€ TP, X € T
(DA® X)=VxA. (A.45)

V libovolné dudln{ bazi {e;} = {#}* znacime

DA=V, A0 = A} e, ©.. 06, 00 © .00 @ 0", (A.46)
a piseme 4 4 _ 4 o 4 4 o

A = A e AT e = AT = (A.47)
kde



Definice 15 Divergenci vektorového pole X (odpovidagici afinnd konexi V) nazveme skaldr, ktery
je zuzenim kovariantni derivace X, tj.

divX = (DX) = X", + X', . (A.48)

Porovnanim tohoto vztahu s (A.31) je zfejmé, ze divergence je vnitini derivaci a jeji pusobeni
na vektory baze je ddno zizenim Ricciho rotacnich koeficient,

de; =Wk, . (A.49)

Matice 1-forem konexe (viz (A.41)) se nechové tenzorové v indexech k a i pti pfechodu k jiné
bazi, avsak 1ze z ni tenzory vytvorit.

Definice 16 Jestlize V je afinni konexe, pak tenzorem torze (urdengm touto konexi) nazveme
tenzor Q € (T ® N2°T*) C T3 takovy, 2e VX,Y € T

VxY - VyX - [X,)Y]=(Q,X®Y) (A.50)
a tenzorem k¥ivosti nazveme tenzor R € (T @ T* @ A°T*) C Ty takovy, 2 VX,Y,Z € T

VxVyZ —-VyVxZ— V[X,y]Z = <R,Z®X ®Y> . (A51)

Oba tyto tenzory jsou antisymetrické v poslednich dvou argumentech (X a Y’), proto je lze ve
zvolené bazi reprezentovat 2-formami torze 7 resp. kiivosti QF; tak, ze

Q=c,a1",

R=¢,260 @0, .
Z porovnéani (A.40) a (A.20) je ziejmé, ze

VxY = Vy X — [X,Y] = (Y (X) = X'k (V) = XY} en (A.52)
takze
k _ k k k
Q% =w" — W — ¢ (A.53)

Tvrzeni 4 Cartanovy rovnice struktury prond
™ = do* + W A 6 (A.54)

a druhé 4
QF; = dw®; + wF AW (A.55)

Specidlné pro konexi bez torze je prava strana (A.54) identicky rovna nule. Dukaz (A.54) plyne
dosazenim (A.27) do (A.53). Podobné (A.55) vyplyva z (A.51) dosazenim (A.40) a uzitim (A.26).
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A.2.3 Riemannovska geometrie

Definice 17 Metrickou konexi nazgvdme afinni konexi V, kterd zachovdvd skaldrni soucin, tj.
takovou, kterd splriuje

Z(X,)Y)=(VzX,)Y)+ (X,VzY) (A.56)
pro vSechna X,Y, Z.

Dosazenim za X, Y, Z bazovych vektori e;, e;, e, dostdvame vztah
dgi; = wij + wji (A.57)
kde 1-formy w;; = gikwkj, nebo ve slozkovém zapisu
er(9ij) = wijk + wWjik - (A.58)
Po snizeni indexu k v rovnici (A.53) muzeme nalézt FeSenf linedrni soustavy (A.53), (A.58) ve tvaru
1
wijk = 5(en(gij) +es(gin) — eilgjn) (A.59)
—Cijk + Cjik + Chij
—Qijk + Qjik + Qij ) -

Afinni konexe je tak jednoznacné urcéena pozadavkem metri¢nosti a pozadavkem vymizeni torze
(pro ktery je ttet{ fddek tohoto vyrazu identicky rovny nule). V soufadnicové bazi, ve které vymizi
i koeficienty struk‘_cury ve druhém rddku, jsou slozky w';; nazyvany Christoffelovy symboly (a
obvykle znaceny I'; )

Tvrzeni 5 Divergence (definovand vztahem (A.48)) odpovidagici metrické konexi bez torze je vniting
derivace uréend podle vztahu (A.32) n-formou Q objemu jednotkového vzhledem k metrice gene-
rujici konexi

(divX)Q2 =d(X.Q) . (A.60)
Diikaz: Podle (A.59)
k _ ki _
Wik = 59" Gk T (A.61)

kde |g| je determinant matice kontravariantnich slozek metriky (slozka ¢g°* jakozto prvek matice
inverzni ke kovariantnim slozkam metriky je totiz podil subdeterminantu ke g;; a celého determi-
nantu |g|). Metrickd divergence tedy spliiuje podminku (A.34) pro

Q = /=£|gldz* A ... Ada™ (A.62)

coz je n-forma objemu jednotkového vuéi g, kterd mé v libovolné ortonormélni bazi jednoduchy
tvar Q=60 A ... A O™

Disledek (Gaussova véta): Pro riemannovskou divergenci vektorového pole X plati podle
(A.37)

/V (divX)Q = / (QX) . (A.63)

2%
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Tvrzeni 6 Pro metrickou konexi splriugi slozky Riklm = <Qik, e1®em) tenzoru kiivosti antisymetrii

Rikim = —Rkitm - (A.64)
Pro konexi bez torze splrniuji symetrii
Ry = Ryt + Rl + Ry = 0, (A.65)
a tzv. Bianchiho identity
Ry = Rtmin + Bt + Rl = 0 - (A.66)

Na n-dimensiondlni varieté md Riemannuav tenzor, tj., tenzor kiivosti uréeny metrickou konexi

bez torze 1—12n2 (n? — 1) algebraicky nezdvishjch slozek.

Ricciho tenzor Ry, = Rikim je potom symetricky.

Tvrzeni 7 Vektor X = % tecny ke geodetické krivce x = x(t), tj. primce, kterd je extremdlou

délky S,
0=269 = 5/ Vo(X, X)dt , (A.67)
je paralelné prendsen podél této krivky, tj.
VxX=0. (A.68)
Dukaz: Rovnice extremdly akce S = [ L(x,&)dt dostaneme variovanim 0z drdhy x a jejich

derivaci d&. K vyjadieni lagrangidnu geodetiky v tomto tvaru je vyhodné vzit slozky (X* = i?)
tecného vektoru X = % v soutradnicové basi 0,: souradnicového systému z?, tj.

L(z,%) =/ gij(x)zidd . (A.69)
Dosazenim tohoto lagrangianu do standardnitho postupu variovani

0=168= /5L(:r,:ic)dt = / {Zﬁ - % (‘;ﬁﬂ Swdt | (A.70)

dostavame vztah

1 o d [ gindt 4 grid?
0= ———giip(x)i'ds!) — — EALASILI L7 Rl R A.T1
N dt( 2/9(, 5) AT
tj.,
0= *(gz’j,k — Yik,j — gkj,i)ﬂc ¥ — gind" — gk 9(33795)* | (A-72)
2 dt g(i,2)

Tento vztah plat{ pro libovolnou parametrizaci drdhy x(t). Jestlize navic nalozime podminku aby ¢
byl afinni parametr, tj. t = S, pak g(&,2) = 1 a posledn{ ¢len vymizi. S touto podminkou muzeme
geodetiku vypocitat i z ekvivalentniho variacniho principu

0= 5/9(3;«,33)47: . (A.73)
Vzhledem k tomu, ze v soufadnicové bazi c;j, = 0, nalézdme porovnanim prvniho ¢lenu na pravé

strané (A.72) s rovnici (A.59), Ze odpovidd —wy; ;447 metrické konexe bez torze (Q;;r = 0) a prvn{
dva ¢leny tak dévajf levou stranu rovnice (A.68).
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A.3 Lieova derivace a Killingovy vektory

Definice 18 Lieova derivace £x podle vektorového pole X je zobrazeni £x : TV — TP takové,

. £x(A®B)=(£xA)®@B+AR® (£xB),
£x(A) = (£x4),
E£xf=X(f) pro Vf € TY ,
a
LxY =[X,Y] pro VY € Ty .

Ve srovndn{ s rov. (A.38) pro afinni konexi pfibyvéd na pravé strané vyrazu
ErxtzY = fEXY +£Y =Y (f)X
tiet{ ¢len. Proto v obecné bézi {e;}
L£xY =X"L£.Y —Y(XVe; = Xle;(YF)ep — YFerp(XVe; + XY e, en]
a specidlné v souradnicové bazi
(ExY) = XFY' —YFX?,

Protoze pro o € T}
£X<U,Y> = <£XO'7Y> + <O’,£XY> s

pro slozky Lieovy derivace ko-vektoru plati obecné
(Ex0)i = (£x0,e)=£ELx(0,e;) — (0,£xe;) = X(0:) — (0,[X, €&])
= X"e(0y) + el(XM)or — X" (0, [en, eil) -
V soufadnicové béazi {dz'} tedy plati pro slozky
(Ex0)i = XFoip + o X",

a pro derivace prvku bédze ‘
£x(da*) = X* da'

takze pro libovolny skalar f
£x(df) = d[X(f)] .

(A.74)
(A.75)
(A.76)

(A.77)

(A.78)

(A.79)

(A.80)

(A.81)

(A.82)

(A.83)

(A.84)

(A.85)

Podobné pro Lieovy derivace vyssich tenzoru piibyva k derivacim slozek pro kazdy kontrava-
riantni nebo kovariantn{ index ¢len s derivacemi X analogicky druhym ¢lentum v rovnicich (A.80)
nebo (A.83). Jestlize varieta je riemannovskd, parcidlni derivace v téchto rovnicich mohou byt
nahrazeny i kovariantnimi derivacemi, protoze pridavné ¢leny s konexemi se v dusledku symetrie

wi(jk) vzajemné vyrusi. Specidlné pro p-formu o plati (vzhledem k (A.84))

Exo = £X<O'¢1mipd$i1 TANAN dl’il’) = (Xko'il..‘ip,k =+ Zail,,,kmipXk)ik)dx“ TANAN dxip =

d{o, X) .
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Tvrzeni 8 Necht na n-dimenziondlni varieté M je ddana jednoparametrickd grupa pohybi (tj. z0b-
razeni M x R — M takové, ZeVw € R a xg € M 3x,, = x(x0,w) € M ). Pak pro kaZdou otevienou
oblast X (kterd se grupovgm pohybem transformuje na ¥,,) p-dimenziondlnd nadplochy (p <n) a
p-formu o € \PT* plati

d
— a:/ £ao. (A.87)
dw S S dw
Diukaz vyplyvé ze zdménnosti integrace a derivace v soufadnicovém vyjadieni
0 0 oz’ Oxir
o= | {0, —..—)dsy...ds, = [ 04, s —...———ds1...ds, , A.88
/w /< 0s1 8sp> ! P / 1t sy T Oy ! P ( )
kde {s1, ..., sp} je libovolnd parametrizace nadplochy ¥¢, pfendsend grupovym pohybem i na nad-
plochy ¥, (z' = z(s1...8p,w)|";) a %‘7‘:: jsou souradnicové slozky vektoru teénych k témto

plocham. Vektor te¢ny k pohybovym trajektoriim je v soufadnicovém vyjadieni

i_axi 0

X = -
dw Ow Oz’

(A.89)
takze derivovanim (A.88) dostdvdme

d

g =
dw S

Tiyooig, kX dsy...ds, ,  (A.90)

sy Osp 0 95, T Ospow ds,

. . » . . .
ROzt Qz'r ozt 9Pz Ozl
+E T4,
k=1

coz podle (A.86) souhlasi s pravou stranou dokazovaného vztahu (A.87).
Definice 19 Na riemannovské varieté s metrikou g se vektor € nazyvd Killingtv vektor, jestlize
£eg=0. (A.91)
Vyjadiime-li tuto podminku v soufadnicovych slozkach
0= (£eg)it = &' gina + g’y + gully (A.92)

dostavame
0= ki + &k (A.93)

protoze pro metrickou konexi kovariantni derivace slozek metriky identicky vymizi.

Tvrzeni 9 Jestlize X = % je vektor tecny ke geodetice, pak pro kazdy Killinguv vektor £ je skaldrni
soucin g(&§, X) konstantni podél této geodetiky.

Dukaz: p
7906 X) = (6X") X" = g XXM + X0 X =0, (A.94)

protoze prvni clen vymizi diky antisymetrii £.; podle (A.93), a druhy ¢len podle rovnice geodetiky
(A.68).
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Dodatek B
Variacni principy

B.1 Soustava s koneénym poctem stupnua volnosti

V klasické mechanice mtizeme pohyb soustavy s n stupni volnosti *|"_; (nap¥. pohyb hmotného
bodu) vyjadrit variaénim principem

0=45, (B.1)

kde akce S je funkciondlem pohybu z = z(t) soustavy danym tzv. lagrangidnem L = L(¢,z, &)
S = /L(t7 x, &)dt (B.2)
a = di Variaci akce tedy muzeme vyjadiit ve tvaru

oL d OLY
58 = /(5 +—5 )dt:/(axi—dtaﬂ)&;dt, (B.3)

a z principu (B.1) potom vyplyvaji pohybové rovnice ve tvaru Eulerovych — Lagrangeovych rovnic

oL d ([ OL
O_W_clt(adsi>' (B-4)

Definujeme-li zobecnénou hybnost p; = g wL a vypocteme odtud & = (¢, x,p),* pak ve fazovém pro-
storu {z, p} muzeme pohybové rovnice ekvivalentn{ rovnicim (B.4) napsat ve tvaru Hamiltonovych
kanonickych rovnic

da? _OH dp;  OH
dt — Op;’ dt — oxt’

(B.5)
kde hamiltonidn ‘
H(t,xz,p) = pi&' — L(t,z, &) . (B.6)

Rovnice (B.5) muzeme také odvodit jako Eulerovy — Lagrangeovy rovnice z Hamiltonova — Jacobiho
variac¢niho principu

0=465= 5/(pix'i — H(t,z,p))dt , (B.7)

9pi _ %L
o oxtoxI

I Rovnice p; = p;(t, z, &) lze fesit vici @ jestlize matice je regulérni.
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ve kterém povazujeme x a p za nezavislé proménné. Z rovnic (B.5) vyplyva

0H

d
*H(t,l‘,p) = 87

B.
n e (B8)

takze hamiltonian je invariantem pohybu pravé kdyz nezavisi explicitné na case.

7 kvantového hlediska princip nejmensi akce plati proto, ze ve skutecnosti se soustava z pocateéni
udélosti (¢, z;) do koncové udélosti (¢¢, x¢) muze siFit po vSech trajektoriich z(¢) s témito koncovymi
body, a kazd4 z téchto trajektorii pfispiva k vinové funkei ¥ (tf, z¢) ¢lenem exp(%S ). Piispévky drah
blizkych extremale akce se s¢itaji se stejnou fazi, zatim co prispévky vzdalenéjsich drah se vzajemné
rusi — viz [5]. Zménime-li koncovou udélost, (¢, z¢) = (t,2) — (t + At,z + Ax), pak akce (B.2) se

améng oL oL  d /oL
ASUg@::LAt+aﬂ6x%1/[8xi—dt(aﬂ>}6xdt, (B.9)

pricemz v koncovém bodé Ax = dx + #At. Podél extremdly je posledni ¢len v (B.9) nulovy v
dusledku (B.4), takze

AS(t,z) = gli Azx' — (aafle — L) At = p; Az’ — HAt . (B.10)

V newtonovské mechanice, kde existuje univerzalni ¢as t, jsou akce S i lagrangian L skalarni
veli¢iny pfi libovolné transformaci @ — z' = a/(¢t,z). V relativité je vsak casovd soufadnice
2% = ct ekvivalentni prostorovym soufadnicim a kazd4 nenulovéa variace dx svétocary ma ale-
spon z hlediska nékterych pozorovateli nenulovou variaci i casové slozky. Na rozdil od akce, ktera
mé lorentzovsky invariantni fyzikaln{ vyznam, lagrangidn ve vyrazu (B.2) je zdvisly na zvolené
soufadnicové soustavé. Abychom dosli k relativistické formulaci varia¢niho principu, musime zrov-
nopravnit postaveni vS8ech prostorocasovych soufadnic prechodem k parametrickému vyjadieni
pohybu z* = z*(w)|",, ve kterém 20 je pifdavna n + 1., zatim bliZe neuréend funkce parametru
w. Pro libovolnou parametrizaci je potom akce dana vyrazem

S = /f(x,:ﬁ')dw, (B.11)
kde ' = qulu a parametricky lagrangian
f(oa') = ¥ L(t,2,) | (B.12)
nezavisi explicitné na w. Protoze & = f—,/, zobecnénd hybnost kanonicky sdruzena k prostorovym
soufadnicim o oL

se nezméni. Jestlize vezmeme ¢asovou soufadnici ¢(w) rovnéz jako dynamickou proménnou, pak
zobecnénd hybnost sdruzend k ¢t bude
af oL z't
=t = L—
ot’ ozt t!

D =—H(t,x,p) . (B.14)
Prostorové slozky Eulerovych — Lagrangeovych rovnic odvozenych z f jsou t’-ndsobkem rovnic
(B.4) a jejich ¢asovd slozka je rovnéz jejich linedrni kombinaci (souc¢tem ndsobku a’). Vsech n +
1 lagrangeovskych rovnic je tedy konzistentnich s ptivodnimi ¢asovymi rovnicemi, nemaji vsak
jednoznaé¢né teseni, protoze jim vyhovuje jakakoliv parametrizace. K dosazeni jednoznac¢nosti je
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tieba k variaénimu principu (B.1) pro parametrické vyjddieni zdvislosti x(w) pfidat dopliujici
podminku fixujici parametrizaci. Ta muze mit tvar algebraické rovnice

w(z, ') =0, (B.15)

kde w je libovolna funkce. Prostorocasové variace §z* pak jiz nejsou nezavislé, ale musi vyhovovat
linearni rovnici

dw = %63: + %53@’ =0, (B.16)

takze v (B.1) musime variovat (B.11) s vazbou (B.15). Lagrangeovsky varia¢ni princip pro para-
metrické vyjadieni pohybu ma tedy tvar

0=46S= 5/f(:1c7x') +n(w)w(z, z")dw , (B.17)

kde n je lagrangeovsky soucinitel variacni tlohy s podminkou.

Podobné v hamiltonovském formalismu pro parametrické vyjadieni pohybu nemuzeme vychazet
z akce (B.11), protoze soustava rovnic (B.13), (B.14) pro ¢, 2’ nem4 jednoznac¢né feseni (podminka
z pozn. ! na str. 24 nenf pro f dané (B.12) splnéna). Vyraz p,z’* — f formalné vytvoieny z f pro
x* analogicky jako hamiltonidn (B.6) z L pro 2° je identicky rovny nule, coz odpovida skutecnosti,
ze takto vytvofeny hamiltonidn, ktery nemuze explicitné zaviset na w, by musel byt — analogicky
(B.8) — trividlnim integrdlem pohybu. Vzhledem k (B.14) muzeme integral v (B.7) vyjadfit jako
J p.a’dw (Hamiltonova funkce pro z*(w) by tedy byla identicky rovna 0). p, vSak nejsou nezavisla,
protoze musi spliiovat podminku (B.14). Hamiltonav — Jacobiho variaén{ princip pro parametricky
vyjadifeny pohyb tedy musi mit tvar

0= 5/(]9@” — N(w)H(z,p))dw , (B.18)
kde N je opét lagrangeovsky soucinitel a tzv. superhamiltonidn
H(z,p) = po + H(t,z,p) (B.19)
je vyraz jehoz nulovost dévd podminku (B.14). Variovanim (B.18) vuéi pg dostaneme
0=2"— N(w), (B.20)

odkud je zfejmy fyzikdlni vyznam N(w).

B.2 Pole

[kl

Pro obecné prostorocasové pole p; = ¢r(z) (index “;” oznacuje jednotlivé slozky pole ¢) je akce
S funkciondlem lagrangeovské hustoty £ = L(p, dp)

S = /£d4x, (B.21)

takze variace

08

/§£d4x = /Z £5901+ ﬂé@[ﬁ d*x
7 Opr 091 ’

oL 9 oc "
_ _ B.22
/ 21: (3@1 Ox* 3wz,n> b (522
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a pohybové rovnice pole

oL 9 [ or
= x5 (0n) 2

Jestlize lagrangian nezavisi explicitné na soutradnicich, pak jeho prostoroc¢asova zména je déana
pouze zménou pole

oL oL oL 0 ( oL ) (B.24)

D R M A N dadl

ozt 8g0(p’L 0 1 Pt = P 0 1 P

(index pole, ptes ktery se vyraz s¢itd, pro strucénost vynechdvdme). Proto muZzeme definovat tzv.
kanonicky tenzor energie—hybnosti

ko oL

L awﬁ

oo — oL+t (B.25)
pro ktery plati zdkon zachovéani
Z‘VLIQ”€ i O . (B26)

t je libovolny tenzor s vyznacenou antisymetrii, diky které v zdkonu zachovani vypadne.

27



Literatura

[1] Bernstein J.: Kinetic theory in the expanding universe, Cambridge Univ. Press, Cambridge...
1988

[2] Bhatnagar D., Gross E., Krook M., 1954: Phys. Rev. 94, 511

[3] Carter B.: Black Hole Equilibrium States, v “Black holes les astres occlus” ed. C. DeWitt, B. S.
DeWitt (Les Houches 1972), Gordon and Breach Science Publishers, New York, London, Paris
1973

[4] Cary J. R., Brizard A. J.: Hamiltonian theory of guiding-center motion, Rev. Modern Phys.
81, 693 (2009)

[5] Feynman R.P., Hybbs A.R.: Quantum Mechanics and Path Integrals, McGraw-Hill, New York
1965

[6] Helgason S.: Groups and geometric analysis, Academic Press, Orlando... 1984 (Mir, Moskva
1987)

[7] Israel W., Stewart J.M.: Progress in Relativistic Thermodynamics and Electrodynamics of
Continuous Media, in: General Relativity and Gravitation 2, ed. A. Held, Plenum Press, New
York, London

[8] Kowalski O.: Uvod do Riemannovy geometrie, UK, Praha 1995
[9] Kracik J., Tobias J.: Fyzika plazmatu, Academia, Praha 1966

[10] Kracik J., Sestdk B., Aubrecht L.: Zaklady klasické a kvantové fyziky plazmatu, Academia,
Praha 1974

[11] Landau L. D., Lifsic E. M.: Mechanika (TF I), Nauka, Moskva 1973

[12] Landau L. D., Lifsic E. M.: Téorija polja (TF II), Nauka, Moskva 1973

[13] Kohout V.: Diferencidlni geometrie, SNTL, Praha 1971

[14] Misner C. W., Thorne K. S., Wheeler J. A.: Gravitation, Freeman & co., San Francisco 1973

[15] Ocelkov Ju. P., Priluckij O. F., Rozental I. L., Usov V. V.: Relativistskaja kinetika i gidrodi-
namika, Atomizdat, Moskva 1979

[16] Oxenius J.: Kinetic Theory of Particles and Photons (Springer Series in Electrophysics, vol. 20)
Springer-Verlag, Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo 1986

28



[17] Pacholezyk A. G.: Radio Astrophysics, Freeman & co., San Francisco 1970 (Radioastrofizika,
Mir, Moskva 1973)

[18] Roache P. J.: Computational Fluid Dynamics, Hermosa Publishers, Albuquerque 1976 (Mir,
Moskva 1980)

[19] Richtmyer R. D.: Principles of Advanced Mathematical Physics 2, Springer, New York... 1981
(Mir, Moskva 1984)

[20] Sachs R.K., Ehlers J.: Kinetic theory and cosmology in: Astrophysics and General Relativity
2, M. Chrétien, S. Deser, J. Goldstein eds. (Brandeis summer inst. 1968), Gordon and Breach,
New York...

[21] Stewart J. M.: Non-Equilibrium Relativistic Kinetic Theory (Lecture Notes in Physics 10),
Springer-Verlag, Berlin — Heidelberg — New York 1971

29



