
Kapitola 1

Teorie kosmického plazmatu

Většina baryonové hmoty ve vesmı́ru je silně ionizovaná a jej́ı pohyb často generuje silná elek-
tromagnetická pole. To plat́ı pro extrémně hustou a horkou hmotu v nitrech hvězd (včetně ne-
utronových) i pro extrémně ř́ıdkou a chladnou hmotu v mezihvězdném a mezigalaktickém pro-
storu. K popisu chováńı této hmoty proto v mnoha (i když zdaleka ne ve všech) př́ıpadech
potřebujeme fyziku plazmatu. V klasickém pojet́ı bývá vědńı discipĺına “fyziky plazmatu” vy-
mezena jako popis “kolektivńıho chováńı kvazineutrálńıho ionizovaného plynu”, což kvantita-
tivně znamená jisté omezuj́ıćı předpoklady (např. dostatečně vysoký počet částic uvnitř Debyeho
st́ıńıćıho poměru). Skutečný vesmı́r se ovšem našimi definicemi neomezuje. Proto teoretický popis
kosmického plazmatu muśıme rozš́ı̌rit nad rámec klasické magnetohydrodynamiky. Předevš́ım je
zapotřeb́ı zahrnout do fyziky kosmického plazmatu interakci se zářeńım a to hned ze dvou d̊uvod̊u;
jednak zářeńı v mnoha kosmických objektech určuje jejich energetický stav a tedy i jejich ionizaci a
často i dynamiku. Kromě toho pozorované zářeńı je zpravidla jediným naš́ım zdrojem informace o
těchto objektech a jejich fyzice a proto potřebujeme znát fyziku jeho vzniku a š́ı̌reńı. V kosmických
objektech také velmi často hraje d̊uležitou roli jejich gravitace. V kompaktńıch objektech bývá gra-
vitace natolik silná, že k jej́ımu kvantitativńımu popisu je nutné přej́ıt od newtonovského popisu
k obecné teorii relativity. I v př́ıpadech, že prostoročas můžeme s velkou přesnost́ı považovat za
plochý, se však často nevyhneme relativistickému popisu kosmického plazmatu, protože jeho částice
bývaj́ı urychleny na rychlosti srovnatelné s rychlost́ı světla. Kromě toho samotné zářeńı můžeme po-
pisovat jako ultrarelativistický plyn foton̊u. Alespoň speciálně relativistická kinetická teorie je proto
vhodným východiskem tzv. zářivé magnetohydrodynamiky, tj. ke společnému popisu přenosu zářeńı
i fyziky ionizovaného plynu a velkorozměrového elektromagnetického pole. Alespoň přibližnou ge-
ometrickou symetrii studovaných objekt̊u (např. sférickou či axiálńı) může být výhodné vyjádřit v
odpov́ıdaj́ıćıch křivočarých souřadnićıch. Proto může být výhodné použ́ıvat obecně-relativistický
matematický aparát metrického tenzoru prostoročasu v obecných souřadnićıch i v plochém pro-
storočase.

1.1 Pohyb nabitých částic v elektromagnetickém poli

Chováńı dostatečně ř́ıdkého plazmatu v silných vněǰśıch (elektro-)magnetických poĺıch můžeme
poměrně dobře popsat jako nezávislý pohyb jednotlivých nabitých částic. Zanedbáváme přitom
jejich vzájemnou interakci jak srážkami, tak prostřednictv́ım elektromagnetického pole, které při
svém pohybu generuj́ı.
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1.1.1 Variačńı principy a pohybové rovnice

Pohybové rovnice pro vývoj soustavy částic a poĺı lze odvodit z principu nejmenš́ı akce

δS = 0 , (1.1)

kde akce S je dána integrálem lagrangiánu

L = Lp + Lf + Li , (1.2)

který je součtem lagrangiánu Lp částic, lagrangiánu Lf pole a interakčńıho lagrangiánu Li.
Protože vzájemnou interakci částic zanedbáváme, lagrangián soustavy částic je pouze součtem

lagrangián̊u pro jednotlivé částice. V následuj́ıćım se omeźıme na jedinou částici, kterou bu-
deme považovat za hmotný bod s klidovou hmotnost́ı m0 a nábojem Q. Jej́ı pohyb bude popsán
světočárou xι = xι(w)|3ι=0 parametrizovanou v prostoročasových souřadnićıch xι libovolným pa-
rametrem w, který pro částice s m0 6= 0 většinou voĺıme rovný jejich vlastńımu času τ určenému
vztahem

c2dτ2 = −gικdxιdxκ , (1.3)

kde gικ(x) je metrický tenzor prostoročasu. Akce Sp volné částice by měla být lorentzovsky inva-
riantńı a tedy úměrná integrálu konstanty podle vlastńıho času

Sp = −m0c

∫
dτ = −m0c

∫ √
−gικU ιUκdτ , (1.4)

kde tečný vektor ke světočáře

U ι = ẋι ≡ dxι

dτ
(1.5)

je 4-rychlost splňuj́ıćı vzhledem k (1.3)

U2 ≡ gικU ιUκ = −c2 . (1.6)

V kartézských souřadnićıch v plochém prostoročase (v nichž x0 = ct, kde t je souřadnicový čas) je
metrický tenzor

gικ = diag(−1,+1,+1,+1) , (1.7)

nebo v post-newtonovském přibĺıžeńı v gravitačńım poli se skalárńım gravitačńım potenciálem
Φ(x)

gικ = diag(−1− 2Φ
c2
,+1,+1,+1) . (1.8)

Lagrangián Lp částice v této souřadné soustavě, který má splňovat vztah

Sp =
∫
Lpdt , (1.9)

je tedy dán výrazem

Lp = −m0c
√
−gικU ιUκ

dτ

dt
= −m0c

√
c2 + 2Φ− v2 , (1.10)

kde vi = dxi

dt je souřadnicová rychlost. Pro Φ � c2 � v2 tedy dostáváme ve shodě s nerelativis-
tickým výrazem pro Lagrangián

Lp ' −m0c
2 −m0Φ +

1
2
m0v

2 . (1.11)
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Elektromagnetické pole neńı skalárńı, ale vektorové. Interakčńı lagrangián udávaj́ıćı vzájemné
p̊usobeńı částice s nábojem Q a elektromagnetického pole popsaného čtyř-potenciálem A má v
soustavě se souřadnicovým časem t tvar

Li = −Q
c
〈A.U〉dτ

dt
. (1.12)

Celková akce částice ve vněǰśım elektromagnetickém poli (tj. stále ještě bez zahrnut́ı lagrangiánu
Lf samotného elmag. pole) má tedy tvar

S = Sp + Si = −
∫ (

m0c
√
−U2 +

Q

c
〈A.U〉

)
dτ . (1.13)

Z celkového vlastńıho (tj. pro t = τ) lagrangiánu částice

L = −
(
m0c

√
−U2 +

Q

c
〈A.U〉

)
(1.14)

můžeme vypoč́ıtat jej́ı čtyř-hybnost

pι =
∂L

∂ẋι
= m0gικU

κ − Q

c
Aι , (1.15)

která splňuje Lagrangeovy pohybové rovnice

0 =
∂L

∂xι
− d

dτ

(
∂L

∂ẋι

)
= −m0

D

dτ
Uι +

Q

c
(Aι,κ −Aκ,ι)Uκ . (1.16)

Elektromagnetické pole se čtyř-potenciálem A tedy p̊usob́ı na nabitou částici Lorentzovou silou,
jej́ımž výsledkem je čtyř-zrychleńı

aι ≡ DU ι

dτ
=

Q

cm0
F ικU

κ , (1.17)

kde
Fικ = Aι,κ −Aκ,ι (1.18)

je tenzor elektromagnetického pole, který je antisymetrický; A je jedna-forma a dva-forma

F = dA (1.19)

je jej́ı vněǰśı diferenciál. V d̊usledku antisymetrie F je a vyjádřené (1.17) kolmé na U ,

(aU) = 0 , (1.20)

což je podmı́nka nutná k zachováńı vztahu (1.6).

1.1.2 “3+1”-formalismus

Kovariantńı vyjádřeńı elektromagnetického pole jako prostoročasové 2-formy F v sobě implicitně
shrnuje algebraické vlastnosti tohoto pole, tj. jeho chováńı vzhledem k Lorentzově grupě transfor-
maćı. Historický postup byl opačný — kovariantńı formulace byla umožněna empirickým zjǐstěńım
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těchto vlastnost́ı v rámci starš́ı formulace založené na popisu pomoćı dvou prostorových (z hle-
diska zvolené vztažné soustavy) vektorových poĺı — elektrického E a magnetického B. Pro po-
chopeńı vzájemné korespondence uvedeme nyńı vztahy mezi relativistickou 2-formovou formulaćı
a klasickou formulaćı, nazývanou také “3+1” (tj. budovanou z hlediska rozštěpeńı prostoročasu
na vlastńı 3-dim. prostor a čas pozorovatele). Klasická formulace může v některých konkrétńıch
př́ıpadech (kdy symetrie řešeného problému nab́ıźı přirozenou vztažnou soustavu, v̊uči ńıž se má
toto rozštěpeńı provádět) dávat jednodušš́ı a názorněǰśı popis pole i pohybu částic v něm.

Zvoĺıme-li v každé události prostoročasu vztažné pozorovatele se 4-rychlost́ı u, pak 4-vektory
elektrického napět́ı a magnetické indukce

Eι ≡ 1
c
F ικu

κ (1.21)

Bι ≡
1
2c
εικλµu

κFλµ (1.22)

jsou kolmé na u. Jsou tedy tečné k vlastńım prostor̊um pozorovatel̊u, kteř́ı je mohou brát jako
3-vektory elektrického a magnetického pole v dané události. Z těchto vektor̊u lze zpětně zrekon-
struovat tenzor elektromagnetického pole1

F ικ =
2
c
u[ιEκ] +

1
c
εικλµBλuµ . (1.23)

Ve vlastńı bázi pozorovatele (v ńıž uι = cδι0) má F složky

Fικ =


κ=0 1 2 3

ι=0 0 −E1 −E2 −E3

1 E1 0 B3 −B2

2 E2 −B3 0 B1

3 E3 B2 −B1 0

 . (1.24)

Vyjádř́ıme-li U ι = γ(c, vi) v této bázi pomoćı souřadnicové rychlosti vi = dxi

dt , kde t = x0/c

je souřadnicový čas a γ = (1 − (v/c)2)−
1
2 je Lorentz̊uv faktor, pak pohybová rovnice (1.17) má

prostorové složky
d(γvi)
dτ

=
γQ

m0
(Ei + εikl

vk
c
Bl) , (1.25)

a časovou složku (tj. rovnici pro energii částice, která je na předchoźıch rovnićıch závislá)

dγ

dτ
=

γQ

cm0
Ekvk . (1.26)

Ve většině soustav fyzikálńıch jednotek bývá zvykem už́ıvat pro složky B a E tenzoru F rozd́ılné
jednotky, podobně jako pro hybnost a energii částice, přestože jsou dány prostorovou a časovou
složkou téhož 4-vektoru. Např́ıklad v soustavách CGSE a CGSM

[E]CGSE = c[B]CGSE, [E]CGSM = c[B]CGSM , (1.27)

č́ımž v obou př́ıpadech na pravé straně rovnice (1.25) odpadá jmenovatel c uvnitř závorky. Zde
naopak budeme všechny složky F měřit stejnou jednotkou

[F ] ≡ cm−1/2g1/2s−1 = [E]CGSE = [B]CGSM ≡ 1gauss = 105γ = 10−4T , (1.28)

1Hranatá závorka znač́ı antisymetrizaci, A[ιBκ] ≡ AιBκ −AκBι.
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č́ımž se zjednoduš́ı a symetrizuje většina ostatńıch vztah̊u (např. (1.24), nebo výraz (??) pro
hustotu energie pole) stejně jako v geometrické soustavě jednotek. Pro elektrický náboj budeme
už́ıvat jednotku

[Q] ≡ cm3/2g1/2s−1 = [Q]CGSE . (1.29)

1.1.3 Lorentzova transformace

Obecná Lorentzova transformace (ve zvolené události) je dána přechodem od jedné ortonormálńı
tetrády k jiné

{eι} → {e′ι}, eι = e′κΛκι, η = ΛT ηΛ . (1.30)

Lorentzova transformace je tedy lineárńı transformace prostoročasových 4-vektor̊u zachovávaj́ıćı
jejich indefinitńı skalárńı součin. Množina všech Lorentzových transformaćı tvoř́ı 6-ti parametric-
kou Lieovu grupu a matice Λ jsou jej́ı vektorovou reprezentaćı (nejjednodušš́ı reprezentaćı grupy
Lorentzových transformaćı je tzv. spinorová reprezentace – viz dodatek ??). 3-parametrickou pod-
grupou této grupy je množina všech prostorových rotaćı. V př́ıpadě prostorové rotace o úhel ~ϕ je
Lorentzova transformace dána matićı2

Λικ =
(

1 0
0 exp(εiklϕl)

)
(1.31)

a elektrické i magnetické pole se při ńı transformuj́ı jako prostorové vektory

E′ = ΛE (1.32)
B′ = ΛB . (1.33)

V př́ıpadě čistého boostu (tj. přechodu do soustavy s jinou rychlost́ı) s rychlost́ı ~v = cβ~n je
Lorentzova transformace dána matićı

Λικ =
(

γ γβn
γβn 1 + (γ − 1)n⊗ n

)
. (1.34)

Při této prostoro-časové rotaci3 se projev́ı společná podstata elektrické a magnetické složky pole
F jejich vzájemnou indukćı4

E′ = [γ1 + (1− γ)n⊗ n]E + γβn×B (1.35)
B′ = [γ1 + (1− γ)n⊗ n]B − γβn× E . (1.36)

Př́ıspěvky př́ıčných (v̊uči β) složek E i B k E′ resp. B′ se zvětšuj́ı o Lorentzovský faktor, zat́ımco
př́ıspěvky podélných složek jsou invariantńı. Z transformačńıch vlastnost́ı F vyplývá, že obecně
existuje (alespoň lokálně) inerciálńı soustava, ve které jsou elektrická a magnetická složka pole
rovnoběžné, tj. jejich vektorový součin vymiźı. Jak uvid́ıme později, tento vektorový součin (Poyn-
ting̊uv vektor) má význam hustoty toku elektromagnetické energie. Je proto přirozené hledat

2Funkci obecné matice můžeme vypoč́ıtat např. pomoćı Taylorova rozvoje funkce nebo z Jordanova rozkladu
matice. Matice εiklϕ

l má vlastńı hodnoty 0 ve směru ~ϕ a iϕ v kolmých směrech, proto následuj́ıćı zápis je ekvivalentńı

standardńımu zápisu rotace ∼ ( cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ).

3Označ́ıme-li γ ≡ coshα, pak γβ = sinhα a Λ ∼ (coshα sinhα
sinhα coshα).

4Vektorový součin × dvou vektor̊u ve tř́ıdimenzionálńım prostoru je duálem (daným jednotkovou 3-formou
generovanou metrikou) k jejich vněǰśımu součinu ∧. V tomto významu bývá někdy symbol × nahrazován symbolem
∧.
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tetrádu {e′ι}, ve které E′ ‖ B′, pomoćı boostu ve směru n ≡ E×B
|E×B| . Pro tento př́ıpad se transfor-

mace (1.35) a (1.36) zjednoduš́ı na

E′ = γ

(
1− β

|E ×B|
B2

)
E +

γβ

|E ×B|
(EB)B (1.37)

B′ = γ

(
1− β

|E ×B|
E2

)
B +

γβ

|E ×B|
(EB)E , (1.38)

odkud dostáváme podmı́nku pro β ve tvaru

0 = E′ ×B′ = γ2

(
1− E2 +B2

|E ×B|
β + β2

)
E ×B . (1.39)

Tato kvadratická rovnice má jedno fyzikálńı řešeńı

β = tanhα , kde α =
1
2

argtanh
2|E ×B|
E2 +B2

(1.40)

(druhé řešeńı > 1) vždy, kromě singulárńıho př́ıpadu “nulového” neboli “zářivého” pole (|E| = |B|,
E ⊥ B — viz str. ??), kdy β → 1 (v př́ıpadě kolmých ale r̊uzně velkých poĺı lze menš́ı z nich
vynulovat). Daľśım boostem ve směru obou poĺı se jejich velikost ani směr neměńı, takže existuje
celá tř́ıda hledaných inerciálńıch soustav. Následuj́ıćı vhodnou rotaćı prostorových vektor̊u tetrády
lze redukovat F na dvě nezávislé složky

F = −e dx0 ∧ dx1 + b dx2 ∧ dx3 . (1.41)

Každý 4-vektor z 2-dimenzionálńıho podprostoru {∂x0 , ∂x1} má prostorovou složku paralelńı s
elektrickým a magnetickým polem v této soustavě a je vlastńım vektorem tenzoru F ικ s vlastńı
hodnotou e. Každý 4-vektor z podprostoru {∂x2 , ∂x3} je kolmý na obě pole a je vlastńım vektorem
tenzoru F ικ s vlastńı hodnotou ib. Libovolný 4-vektor můžeme rozložit na součet dvou vlastńıch
vektor̊u s těmito vlastńımi hodnotami pomoćı projektor̊u

P ι
‖ κ =

1
e2 + b2

(
b2δικ + F ιλF

λ
κ

)
(1.42)

a
P ι
⊥ κ =

1
e2 + b2

(
e2δικ − F ιλFλκ

)
. (1.43)

Z 2-formové povahy pole F dále vyplývá existence dvou skalárńıch charakteristik invariantńıch
v̊uči Lorentzově transformaci, a to normy F 5

|F |2 = F ικF|ικ| = B2 − E2 (1.44)

a zúžeńı F s duálem ∗F
1
4
〈 ∗F, F 〉 = εικλµF|ικ|F|λµ| = (EB) , (1.45)

F s duálem ∗F , jehož složky jsou

∗Fικ = εικλµF
λµ =


κ=0 1 2 3

ι=0 0 B1 B2 B3

1 −B1 0 E3 −E2

2 −B2 −E3 0 E1

3 −B3 E2 −E1 0

 . (1.46)

5Zápis index̊u |ικ| označuje sč́ıtáńı přes ι < κ a je ekvivalentńı děleńı součtu permutaćı jejich počtu.
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Vzhledem k invarianci těchto veličin tedy můžeme vypoč́ıtat vlastńı hodnoty e a ib tenzoru F ze
vztah̊u

e2 =
1
2

√
(B2 − E2)2 + 4(BC)2 − 1

2
(B2 − E2) (1.47)

a
b2 =

1
2

√
(B2 − E2)2 + 4(BC)2 +

1
2

(B2 − E2) . (1.48)

1.1.4 Rovnice elektromagnetického pole

Volné pole

Vedle algebraických vlastnost́ı svazuj́ıćıch r̊uzné složky elektromagnetického pole v téže události
(viz kap. 1.1.2 a 1.1.3) plat́ı také pohybové rovnice svazuj́ıćı jeho složky v sousedńıch událostech.
Zat́ımco algebraické vlastnosti jsou geometricky charakterizovány přǐrazeńım elmg. poli jisté 2-
formy F , druhé lze odvodit opět z variačńıho principu (1.1) pokud zvoĺıme v (1.2) správný tvar
lagrangeovské hustoty Lf pole. Pro elektromagnetické pole má platit princip superpozice, takže
muśı být popsáno lineárńımi parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi. Lagrangián tedy muśı být kva-
dratický v proměnných pole (viz [12]). Volbou

Lf = − 1
16πc

F ικFικ (1.49)

je vzhledem k (1.44) zaručena lorentzovská invariantnost lagrangiánu a tedy i pohybových rovnic.
Z antisymetrie F zaručené jeho volbou (1.18) nebo (1.19) jako vněǰśı diferenciál vektorového

potenciálu A vyplývá, že vněǰśı diferenciál F je nulový,

dF = 0 . (1.50)

Tuto tzv. prvńı sérii Maxwellových rovnic lze složkově zapsat

Fικ,λ + Fκλ,ι + Fλι,κ = 0 . (1.51)

Odtud ve “3+1”-formalismu dostáváme pro všechny tři indexy prostorové (ικλ = ikl)

(~∇. ~B) = 0 , (1.52)

a pro jeden časový (ι = 0)
∂0
~B + ~∇× ~E = 0 . (1.53)

4-potenciál A je podmı́nkou (1.19) určen až na kalibračńı invarianci A→ A′

A′ = A+ df , (1.54)

kde f je libovolná skalárńı funkce v časoprostoru. Lze volit např. tzv. Lorentzovu kalibraci, ve které

Aι,ι = 0 , (1.55)

jestliže za f vezmeme řešeńı rovnice

2f ≡ δdf = δA′ , (1.56)

kde A′ je výchoźı 4-potenciál.
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Variováńım akce volného pole

0 = δSf = δ

∫
Lfd

4x = − 1
8πc

δ

∫
Aι,κ(Aι,κ −Aκ,ι)d4x (1.57)

v̊uči A źıskáme tzv. druhou sérii bezezdrojových Maxwellových rovnic ve složkovém tvaru

Aι,κ,κ −Aκ,ι,κ = F ικ,κ = 0 . (1.58)

To znamená, že je současně nulový i vnitřńı diferenciál

δF ≡ ∗d∗F = 0 . (1.59)

Ve “3+1”-formalismu pro časový volný index (ι = 0) má tato rovnice tvar

(~∇. ~E) = 0 , (1.60)

a pro prostový (ι = i)
∂0
~E − ~∇× ~B = 0 . (1.61)

Zdrojový člen

V př́ıtomnosti elektromagnetických náboj̊u budou rovnice pole ovlivněny těmito náboji jako zdroji.
Vzájemné p̊usobeńı náboj̊u a pole je dáno interakčńım lagrangiánem Li ve výrazu (1.2). Tento
př́ıspěvek k lagrangiánu částic můžeme považovat současně za př́ıspěvek k lagrangeovské hustotě
pole, který má charakter distribuce, tj. δ-funkce s nosičem ve světočáře částice. Nahrad́ıme-li inte-
graci podél světočáry ~xQ(τ) náboj̊u integraćı přes celý prostoročas

dτ = δ(3)(~x− ~xQ)
d4x

U0
, (1.62)

pak variováńım celkové akce částic a pole

S = −m0c

∫ √
−U2dτ − Q

c

∫
〈A.U〉dτ − 1

16πc

∫
F ικFικd

4x (1.63)

podle A dostaneme jako pohybové rovnice (B.23) druhou sérii Maxwellových rovnic se zdroji ve
tvaru

δF = −4πJ , (1.64)

tj. ve složkách
F ικ,κ = −4πJ ι , (1.65)

resp. ve “3+1”-formalismu

(~∇. ~E) = 4πρ (1.66)

∂0
~E − ~∇× ~B = 4π~j , (1.67)

kde tzv. 4-proud J = (ρ,~j) pro nabité částice je

J ι =
Q

cγ
U ιδ(3)(~x− ~xQ) (1.68)

(obecně však může být dán i spojitou hustotou prostoročasového 4-vektoru).
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1.1.5 Pohyb v homogenńım elektromagnetickém poli

V homogenńım časově neměnném poli jsou (v přibĺıžeńı plochého prostoročasu) pohybové rovnice
(1.17) nabitých částic homogenńı lineárńı diferenciálńı prvńıho řádu pro U a jejich řešeńı lze zapsat
ve tvaru

U ι(τ) = exp
(

Q

cm0
F ικτ

)
[Uκ]τ=0 (1.69)

(viz pozn. 2 na str. 5). Toto řešeńı lze v soustavě, ve které F má tvar (1.41) a počátečńı (ve vlastńım
čase τ = 0) rychlost částice má nenulovou pouze složku v0 př́ıčnou ke směru E, jednoduše explicitně
zapsat ve tvaru

U ι = γ0(c coshατ, c sinhατ, v0 cosωτ, v0 sinωτ) , (1.70)

kde
α ≡ a

c
=

Qe

cm0
a ω =

Qb

cm0
. (1.71)

Integraćı odtud dostaneme světočáru částice

xι(τ) = γ0(
c

α
sinhατ,

c

α
coshατ,

v0

ω
sinωτ,−v0

ω
cosωτ) . (1.72)

Výsledný pohyb je tedy složeńım rovnoměrně zrychleného pohybu zp̊usobeného elektrickou složkou
pole (se zrychleńım a v jej́ım směru) a rovnoměrného kruhového pohybu (v kolmém směru, s
kruhovou frekvenćı ω Larmorovým poloměrem gyrace r = v0/ω) zp̊usobeného magnetickou složkou
pole.

1.1.6 Pomalu proměnné pole

Dı́ky periodičnosti pohybu náboje ve směrech kolmých na homogenńı magnetické pole lze v př́ıpadě
slabé odchylky od homogenity už́ıt k řešeńı pohybových rovnic (1.17) přibĺıžeńı adiabatického
invariantu (viz [11]). Jestliže totiž jednorozměrný pohyb ve zobecněných souřadnićıch q a hybnosti
p je určený hamiltoniánem H = H(q, p; b) závislým na parametru b, pak po vyloučeńı času (p =
p(t(q))) z řešeńı dostáváme z výrazu pro energii

E = H(q, p(q;E, b); b) (1.73)

invariant pohybu a jeho derivováńım podle b a E

0 =
∂H

∂p

∂p

∂b
+
∂H

∂b
(1.74)

1 =
∂H

∂p

∂p

∂E
. (1.75)

Jestliže je tento pohyb pro konstantńı b periodický, tj. ∃T = T (E, b) tak, že q(t+T ) = q(t), pak při
pomalé změně parametru b = b(t) se pomalu měńı energie pohybu tak, že pro změnu jej́ı hodnoty
vystředované přes jednu periodu plat́ı

〈Ė〉 = ḃ〈∂H
∂b
〉 = ḃ

∮
∂H
∂b dt∮
dt

= ḃ

∮ (
∂H
∂b /

∂H
∂p

)
dq∮ (

1/∂H∂p
)
dq

= −ḃ
∮
∂p
∂bdq∮
∂p
∂E dq

. (1.76)

Proto plat́ı

0 =
∮ (
〈Ė〉 ∂p

∂E
+ ḃ

∂p

∂b

)
dq =

d

dt

∮
p dq =

d

dt
I , (1.77)
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tj. veličina I ≡
∮
p dq je (adiabatickým) invariantem pohybu.

V př́ıpadě pohybu nabité částice v elektromagnetickém poli, které lze alespoň lokálně ve vhodně
zvolené vztažné soustavě zapsat ve tvaru (1.41) a jeho 4-potenciál tedy např.

A = ex0 dx+
1
2
b(z dy − y dz) = ex0 dx+

1
2
br2dϕ , (1.78)

kde r, ϕ jsou polárńı souřadnice v rovině y, z kolmé na směr x elektrického i magnetického pole,
je analogicky (1.15) zobecněná hybnost odpov́ıdaj́ıćı periodické souřadnici ϕ

pϕ =
∂

∂ϕ̇

[
−m0c

√
...− r2ϕ̇2 − Q

c
〈...+ 1

2
br2ϕ̇〉

]
= m0γr

2ϕ̇− Q

2c
br2 . (1.79)

Pro pohyb popsaný lokálně řešeńım (1.70) je úhlová rychlost gyračńıho pohybu v souřadnicovém
čase γϕ̇ = ω a podle (1.71) je prvńı člen na pravé straně dvojnásobkem druhého. Vyintegrováńım
pϕ přes ϕ od 0 do 2π tedy dostáváme adiabatický invariant ve tvaru

I =
πQ

c
br2 . (1.80)

Tato hodnota je úměrná magnetickému momentu µ = Qr2ω/2 proudové smyčky tvořené krouživým
pohybem náboje. Jestliže se tedy nabitá částice postupně dostane do oblasti s jinou intenzitou
magnetického pole, pak se Larmor̊uv poloměr r jej́ı gyrace změńı tak, že tok magnetického pole
b gyračńı kružnićı z̊ustává stejný. Úměrně intenzitě magnetického pole b se měńı také kruhová
frekvence ω gyrace i kinetická energie W⊥ = m0v

2
0/2 odpov́ıdaj́ıćı gyračńımu pohybu. Pokud je

změna b zp̊usobená časovým nár̊ustem, pak je podle Maxwellovy rovnice (1.53) provázena ro-
taćı elektrického pole, které koná práci při kruhovém pohybu náboje a t́ım mu kinetickou energii
dodává. Jestliže je magnetické pole statické a elektrické pole nulové, pak Lorentzova śıla, která je
vždy kolmá na směr pohybu náboje, práci nekoná a celková kinetická energie částice se zachovává.
Vzhledem k nulové divergenci magnetického pole podle (1.52) ovšem muśı být jeho podélný nár̊ust
provázen konvergenćı sousedńıch siločar, takže Lorentzova śıla p̊usob́ıćı na náboj krouž́ıćı kolem
středu gyrace má také složku podélnou ve směru jeho postupu, takže snižuje podélnou složku kine-
tické energie tak, že celková kinetická energie se zachovává. V mı́stě, kde intenzita magnetického
pole dosáhne hodnoty odpov́ıdaj́ıćı celkové kinetické energie částice vzniká tzv. magnetické zrcadlo,
které odráž́ı postup středu gyrace zpět.
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Dodatek A

Diferenciálńı geometrie

A.1 Tenzorová algebra

V této kapitole budou shrnuty základńı algebraické vlastnosti vektor̊u, tenzor̊u a daľśıch geomet-
rických objekt̊u, tj. vlastnosti vztahuj́ıćı se k chováńı a vztah̊um jimi popsaných fyzikálńıch veličin v
jednotlivých bodech př́ıslušného fyzikálńıho prostoru (např. prostoročasu nebo fázového prostoru),
nikoliv však k jejich prostorovým změnám.

A.1.1 Vektory a kovektory, tenzorový součin a úžeńı

Definice 1 Vektorový prostor nad tělesem1 skalár̊u (zpravidla reálných č́ısel R, nebo kom-
plexńıch č́ısel) je množina T vektor̊u, na které je dána operace sč́ıtáńı s vlastnostmi:
a) asociativnost, ∀X,Y, Z ∈ T : (X + Y ) + Z = X + (Y + Z)
b) komutativnost: X + Y = Y +X
c) ∃0 ∈ T (nulový vektor): X + 0 = X (∀X ∈ T )
d) ∀X ∈ T, ∃ −X ∈ T (opačný vektor): −X +X = 0,
a dále je na T dáno násobeńı skalárem s vlatnostmi:
e) ∀X ∈ T, a, b ∈ R: a(bX) = (ab)X
f) 1.X = X
g) distributivnost v̊uči sč́ıtáńı vektor̊u: a(X + Y ) = aX + aY
h) distributivnost v̊uči sč́ıtáńı skalár̊u: (a+ b)X = aX + bX.

Vektory Xi|ni=1 jsou lineárně závislé, jestlǐze ∃ai|ni=1 ∈ R:
∑
a2
i 6= 0,

∑
aiXi = 0.

T je n-dimenzionálńı, jestlǐze v něm existuje tzv. báze n lineárně nezávislých vektor̊u a každá
n+ 1-tice vektor̊u je lineárně závislá.

Duálńı vektorový prostor T ∗ je prostor lineárńıch zobrazeńı

ξ : T → R .

{ek|nk=1 ∈ T} a {θk|nk=1 ∈ T ∗} = {ek|nk=1}∗ jsou vzájemně duálńı báze T a T ∗, jestlǐze

θi(ej) = δij . (A.1)

1Těleso je asociativńı okruh s jednotkou (a.1 = 1.a = a), ve kterém pro každý nenulový prvek a existuje inverzńı
prvek a−1 (a.a−1 = a−1.a = 1). Okruh je komutativńı grupa (v̊uči sč́ıtáńı) s oboustranně distributivńım násobeńım.
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Zřejmě T ∗ k n-dimenzionálńımu T je rovněž n-dimenzionálńı. Ztotožňujeme T ∗∗ ≡ T a ṕı̌seme

ξ(X) = 〈ξX〉 = Xiξi ,

kde X = Xiei ∈ T a ξ = ξiθ
i ∈ T ∗ (přes shodné horńı a dolńı indexy se sč́ıtá).

Definice 2 Prostor T pq tenzor̊u typu (p, q) je prostor multilineárńıch zobrazeńı

A : T ∗ × ...× T ∗︸ ︷︷ ︸
p

×T × ...× T︸ ︷︷ ︸
q

→ R .

Na množině tenzor̊u všech typ̊u je definována operace tenzorový součin

⊗ : T pq × T rs → T p+rq+s

tak, že
(A⊗B)(ξ, ...︸︷︷︸

p

, η, ...︸︷︷︸
r

, X, ...︸ ︷︷ ︸
q

, Y, ...︸︷︷︸
s

) = A(ξ, ...︸︷︷︸
p

, X, ...︸ ︷︷ ︸
q

).B(η, ...︸︷︷︸
r

, Y, ...︸︷︷︸
s

) (A.2)

a zobrazeńı úžeńı v i-tém a j-tém indexu

〈 〉 : T pq → T p−1
q−1

tak, že

〈A〉(ξ, ...︸︷︷︸
i−1

, η, ...︸︷︷︸
p−i

, X, ...︸ ︷︷ ︸
j−1

, Y, ...︸︷︷︸
q−j

) =
n∑
k=1

A(ξ, ...︸︷︷︸
i−1

, θk, η, ...︸︷︷︸
p−i

, X, ...︸ ︷︷ ︸
j−1

, ek, Y, ...︸︷︷︸
q−j

) , (A.3)

kde {ek|nk=1} = {θk|nk=1}∗ jsou libovolné duálńı báze.

Zřejmě plat́ı dim(T pq ) = np+q. Tenzorový součin tvoř́ı algebru v prostoru direktńıch součt̊u
⊕∞p,q=0T

p
q . Každá (nikoliv nutně duálńı) dvojice báźı na T a T ∗ indukuje bázi na T pq (tvořenou

tenzorovými součiny jejich prvk̊u), v ńıž lze tenzor A ∈ T pq vyjádřit složkově

A = A
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ ...⊗ eip ⊗ θj1 ⊗ ...⊗ θjq .

Lze ověřit, že definice úžeńı je nezávislá na volbě dvojice duálńıch báźı.

A.1.2 Vněǰśı algebra

Definice 3 Prostory p-vektor̊u ∧pT ⊂ T p0 resp. p-forem ∧pT ∗ ⊂ T 0
p (p ≤ n) jsou podprostory

tenzor̊u antisymetrických ve všech argumentech. Vněǰśı součin je zobrazeńı

∧ : ∧pT × ∧qT → ∧p+qT

takové, že

(X ∧ Y )(ξ1, ..., ξp+q) =
∑
σ

(−1)|σ|

p!q!
(X ⊗ Y )(ξσ(1), ..., ξσ(p+q)) , (A.4)

kde |σ| je parita permutace σ č́ısel 1, ..., p+ q. Vnitřńı součin p-formy ξ a q-vektoru X je |p− q|-
forma resp. vektor vzniklý zúžeńım jejich tenzorového součinu v prvńıch min(p, q) indexech,

〈ξX〉 = 〈ξ ⊗X〉 .
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Zřejmě plat́ı že dim(∧pT ) = (np ), ∧0T = R, ∧1T = T 1
0 = T , ∧1T ∗ = T 0

1 = T ∗. Vněǰśı součin je
antisymetrický

(X ∧ Y ) = (−1)qp(Y ∧X) , (A.5)

lineárńı a asociativńı. Tvoř́ı tedy (tzv. Grassmanovu) algebru v 2n-dimenzionálńım prostoru di-
rektńıch součt̊u ⊕np=0(∧pT ).

Definice 4 Zvoĺıme-li na n-dimenzionálńım prostoru T jednotkovou n-formu ε ∈ ∧nT ∗, pak
tato definuje duálńı zobrazeńı

∗ : ∧pT ↔ ∧n−pT ∗

tak, že pro A ∈ ∧pT , ω ∈ ∧pT ∗

∗A =
1
p!
〈εA〉 . (A.6)

∗ω =
1
p!
〈ωE〉 , (A.7)

kde E ∈ ∧nT je jednotkový n-vektor, pro který

∗E = 1 . (A.8)

Plat́ı
∗ ∗ ω = (−1)p(n−p)ω . (A.9)

Vněǰśı součin p-vektor̊u je třeba odlǐsovat od vektorového součinu vektor̊u, který je také an-
tisymetrická a bilineárńı operace (někdy také označovaná symbolem ∧), ale definovaná pouze na
3-dimenzionálńım vektorovém prostoru. V takovém prostoru s metrikou lze vektorový součin Z
vektor̊u X,Y lze konstruovat zvednut́ım index̊u jejich kontrakce s jednotkovou 3-formou, Z ≡
X × Y = g−1(〈ε,X ⊗ Y 〉).

A.1.3 Skalárńı součin

Definice 5 Symetrický, tzv. kovariantńı metrický tenzor g ∈ T 0
2 , pro jehož složky gij v libo-

volné bázi T ∗ je
det(gij) 6= 0 ,

definuje na T skalárńı součin
( . ) : T × T → F

tak, že pro ∀X,Y ∈ T
(X.Y ) = (Y.X) = g(X,Y ) = gijX

iY j (A.10)

(kde Xi a Y j jsou složky v duálńı bázi), dále definuje snižováńı index̊u, tj. zobrazeńı

g : T → T ∗

tak, že
〈g(X)Y 〉 = g(X,Y ) . (A.11)

g dále indukuje k němu inverzńı zobrazeńı (zvyšováńı index̊u)

g−1 : T ∗ → T ,
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které definuje skalárńı součin na T ∗

(ξ.η) = (η.ξ) = g(g−1(ξ), g−1(η)) = gijξiηj , (A.12)

kde gij jsou složky kontravariantńıho metrického tenzoru g−1 ∈ T 2
0 . Báze {ei} je orto-

gonálńı, jestlǐze
(ei.ej) = 0 pro i 6= j ,

a ortonormálńı, jestlǐze
(ei.ej) = ±δij .

A.2 Tenzorová analýza

V této kapitole budou shrnuty základńı vlastnosti tečných vektor̊u, vektorových a tenzorových
poĺı a jejich derivaćı na zakřivených prostorech (varietách) jako je např. obecně relativistický
prostoročas.

A.2.1 Tečné vektory a n-formy na varietách

Definice 6 Topologický prostor M je diferencovatelná varieta dimenze n, jestlǐze je dán tzv.
úplný atlas souřadnicových map, tj. lokálně definovaných zobrazeńı

µ, ν : M → Rn

pokrývaj́ıćıch celé M takových, že v pr̊uniku jejich definičńıch obor̊u je µ ◦ ν−1 nekonečně dife-
rencovatelné s nenulovým jakobiánem.

Definice 7 Necht’ M je diferencovatelná varieta a F prostor reálných funćı (“skalár̊u”) na M .
Tečným vektorem v bodě A ∈M nazveme zobrazeńı

XA : F → R

které je lineárńı, tj. splňuje
XA(f + c.g) = XA(f) + c.XA(g) (A.13)

pro libovolná f, g ∈ F , c ∈ R, pro které plat́ı

XA(f.g) = XA(f).g(A) + f(A).XA(g) . (A.14)

Množina TA všech tečných vektor̊u v pevném bodě A se nazývá fibre, a jejich sjednoceńı B =
∪A∈MTA tečný bundle.

Vlastnost (A.13) určuje, že XA jsou lineárńı zobrazeńı na (∞-dimenzionálńım) vektorovém
prostoru F . Tečný fibre tedy tvoř́ı opět lineárńı vektorový prostor v̊uči operaćım sč́ıtáńı a násobeńı
č́ıslem definovaným vztahem

(XA + cYA)(f) = XA(f) + cYA(f) .
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Vlastnost (A.14) určuje, že XA se chová jako derivace (tedy např. XA(fn) = nfn−1XA(f)),
takže tečný vektor je diferenciálńı operátor. Lze ukázat, že souřadnicové vyjádřeńı XA v mapě µ
(µ(A) = (x1

A, ..., x
n
A)) má tvar

XA(f) = Xi
A

∂

∂xi
(f ◦ µ−1)|µ(A) . (A.15)

Fibre TA je tedy n-dimenzionálńı vektorový prostor a { ∂
∂xi

A

|ni=1} jeho souřadnicová báze in-
dukovaná mapou µ. Tečný bundle B tvoř́ı 2n-dimenzionálńı varietu, jej́ıž atlas je tvořen všemi
mapami slučitelnými s mapou, která ∀XA ∈ TA přǐrad́ı (x1

A, ..., x
n
A, X

1
A, ..., X

n
A) ∈ R2n.

Definice 7 odpov́ıdá intuitivńı představě vektoru XA jako šipky z bodu A ∈ M do (infinite-
zimálně vzdáleného) bodu A + ∆ tak, že pro ∀f ∈ F (a speciálně i když za f zvoĺıme složku
souřadnicové mapy) XA(f) udává lineárńı člen Taylorova rozvoje

f(A+ ∆) ' f(A) +XA(f) .

Definice 8 Necht’ M je diferencovatelná varieta a F prostor reálných funćı (“skalár̊u”) na M .
Tečný vektorový prostor T na M je prostor tečných vektor̊u X (neboli “kontravariantńıch vek-
torových poĺı”) na M , tj. prostor zobrazeńı

X : F → F

která jsou lineárńı a diferenciálńı, tj. splňuj́ı

X(f + c.g) = X(f) + c.X(g) (A.16)

X(f.g) = X(f).g + f.X(g) (A.17)

pro libovolná f, g ∈ F , c ∈ R.

Vektorové pole na M tvoř́ı n-dim. podvarietu tečného bundlu.
Definičńı obor {A ∈M} vektorového pole lze omezit na libovolné N ⊂M (X : F(M)→ F(N)).

Je-li N podvarieta M , pak T (N) je podprostor T (M) vektor̊u tečných k N . Zřejmě totiž každá
funkce na M je současně funkćı na N , proto tečný vektor na N je vektorem i na M , definovaným
pouze v bodech N a ’necitlivým’ k rozd́ılnému chováńı funkćı mimo N . Každá souřadnicová mapa
µ(A) = {xi(A)|ni=1} indukuje ve svém definičńım oboru souřadnicovou bázi {∂xi |ni=1} (rozumı́ se
∂xif = ∂

∂xi (f ◦ µ−1)). Při přechodu k souřadnićım {yi} se prvky souřadnicové báze transformuj́ı

∂xi =
∂yj

∂xi
∂yj . (A.18)

Tvrzeńı 1 Komutátor
[X,Y ] = X ◦ Y − Y ◦X (A.19)

vektor̊u X, Y je vektor.

Pro d̊ukaz je kĺıčová vlastnost komutátoru daná rovnićı (A.15), která plat́ı, protože smı́̌sené členy
typu X(f).Y (g) se vyruš́ı. Prvky souřadnicové báze komutuj́ı (jsou ’holonomńı’). V obecné bázi
{ei} = {θi}∗

[X,Y ] = (X(Y k)− Y (Xk) +XiY jckij)ek , (A.20)

kde
ckij = −ckji = θk([ei, ej ]) (A.21)

jsou tzv. koeficienty struktury dané báze.
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Definice 9 Kotečný vektorový prostor T ∗ je duálńı vektorový prostor 1–forem neboli ”kovari-
antńıch vektorových poĺı”, tj. prostor zobrazeńı

ξ : T → F .

Analogicky prostor T pq tenzor̊u typu (p, q) je prostor multilineárńıch zobrazeńı

A : T ∗ × ...× T ∗︸ ︷︷ ︸
p

×T × ...× T︸ ︷︷ ︸
q

→ F

a prostory p-vektor̊u resp. p-forem jsou antisymetrické podprostory T p0 resp. T 0
p . V prostorech

všech tenzor̊u resp. p-vektor̊u a p-forem jsou definovány tenzorový součin a úžeńı, resp. vněǰśı a
vnitřńı součin analogicky definićım 2 a 3.

Tenzor typu T 0
p na M je současně tenzorem téhož typu na podvarietě N ⊂ M , spec. p-forma

na M je p-formou na N (nenulovou pouze pro p ≤ dimN).

Definice 10 Vněǰśı diferenciál je lineárńı zobrazeńı

d : ∧pT ∗ → ∧p+1T ∗

takové, že
df(X) = X(f) (A.22)

pro f ∈ ∧0T ∗ = F ,
d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)pω ∧ (dη) (A.23)

pro ω ∈ ∧pT ∗ a
ddω = 0 . (A.24)

Pro každou souřadnicovou mapu {xi|ni=1} tvoř́ı {dxi|ni=1} bázi T ∗, která se transformuje

dxi =
∂xi

∂yj
dyj (A.25)

a je duálńı k bázi {∂xi |ni=1}

Tvrzeńı 2 Pro 1-formu ω je

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]) . (A.26)

Důkaz: V libovolné souřadnicové bázi plat́ı podle (A.18)

X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]) = X(ωjY j)− Y (ωjXj)− ωj(X(Y j)− Y (Xj)) =
= X(ωj)Y j − Y (ωj)Xj = (dωj ∧ dxj)(X,Y ) = dω(X,Y )

Q.E.D.
Důsledek: V duálńı bázi lze koeficienty struktury vyjádřit alternativně k (A.21) jako

ckij = −dθk(ei, ej) . (A.27)
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Definice 11 ω ∈ ∧pT ∗ definuje mı́ru (integrál) na p-dimenzionálńı podvarietě N ⊂M∫
ω =

∫
ω(∂x1 , ..., ∂xp)dx1...dxp , (A.28)

kde {xi|pi=1} je libovolná souřadnicová mapa na N .

Tvrzeńı 3 Zobecněná Stokesova věta Pro uzavřenou p-dimenzionálńı hranici ∂V (p + 1)-
dimenzionálńı oblasti V plat́ı ∫

V

dω =
∫
∂V

ω . (A.29)

Definice 12 Vnitřńı derivace je zobrazeńı δ : T → F takové, že ∀f ∈ F a X,Y ∈ T plat́ı

δ(fX + Y ) = X(f) + fδX + δY . (A.30)

Vnitřńı derivace vektorového pole X je tedy ve zvolené bázi v n-dimenzionálńım prostoru dána
n-tićı funkćı (derivacemi jednotlivých prvk̊u báze),

δX = ei(Xi) +Xiδei . (A.31)

Každá n-forma Ω na n-dimensionálńı varietě určuje vnitřńı derivaci δ vektoru X vztahem

d〈ΩX〉 = (δX)Ω . (A.32)

V souřadnicové bázi, ve které Ω = Ω0dx
1 ∧ ... ∧ dxn a X = Xi∂i, totiž

d〈ΩX〉 = ∂i(Ω0X
i)dx1 ∧ ... ∧ dxn = (∂i(Xi) +Xi∂i(lnΩ0))Ω0dx

1 ∧ ... ∧ dxn , (A.33)

což odpov́ıdá vztahu (A.31), jestliže vnitřńı derivace prvk̊u báze ∂i zavedeme vztahem

δ∂i = ∂i(lnΩ0) . (A.34)

Naopak, obecnou vnitřńı derivaci δ lze zapsat ve tvaru (A.33), jestliže lze nalézt funkci Ω0 tak, aby
splňovala rovnice (A.34), tj. jsou-li splněny podmı́nky integrability těchto rovnic

∂i(δ∂j) = ∂j(δ∂i) , (A.35)

které maj́ı v obecné bázi tvar
ei(δej)− ej(δei) = δ[ei, ej ] . (A.36)

Důsledek: Pro vnitřńı derivaci δ splňuj́ıćı tyto podmı́nky plat́ı podle (A.32) a (A.29)∫
V

(δX)Ω =
∫
∂V

〈ΩX〉 . (A.37)
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A.2.2 Afinńı konexe

Definice 13 Afinńı konex́ı nazveme zobrazeńı

∇ : T × T → T

takové, že ∀X,Y, Z ∈ T, f ∈ F

∇f.Y+ZX = f.∇YX +∇ZX (A.38)

∇X(f.Y + Z) = X(f).Y + f.∇XY +∇XZ . (A.39)

Afinńı konexe ∇XY se tedy chová tenzorově v̊uči indexu X a diferenciálně v̊uči argumentu Y ,
tj. popisuje změnu pole Y podél pole X. V libovolné duálńı bázi {ei} = {θi}∗

∇XY =
(
X(Y k) + Y iωki(X)

)
.ek , (A.40)

kde
ωki = ωkijθ

j = θk(∇ej
ei).θj (A.41)

jsou 1-formy konexe v př́ıslušné bázi (jejich složky ωkij jsou tzv. Ricciho rotačńı koeficienty).
Požadavkem

X(〈ξY 〉) = 〈∇XξY 〉+ 〈ξ∇XY 〉 , (A.42)

resp. analogickým požadavkem na rozderivováńı tenzorového součinu a jeho zúžeńı, je definována
afinńı konexe také na 1-formách

∇Xξ =
(
X(ξk)− ξiωik(X)

)
.θk , (A.43)

resp. na tenzorech T pq jako zobrazeńı

∇ : T × T pq → T pq

takové, že ∀A ∈ T pq , X, Y, ... ∈ T, ξ, ... ∈ T ∗

X(A(ξ, ..., Y, ...)) = ∇XA(ξ, ..., Y, ...) +A(∇Xξ, ..., Y, ...) + ...+A(ξ, ...,∇XY, ...) + ... . (A.44)

Definice 14 Kovariantńı derivaćı (odpov́ıdaj́ıćı afinńı konexi ∇) nazveme zobrazeńı

D : T pq → T pq+1

takové, že ∀A ∈ T pq , X ∈ T
〈DA⊗X〉 = ∇XA . (A.45)

V libovolné duálńı bázi {ei} = {θi}∗ znač́ıme

DA = ∇ek
A⊗ θk = A

i1,...,ip
j1,...,jq ;kei1 ⊗ ...⊗ eip ⊗ θ

j1 ⊗ ...⊗ θjq ⊗ θk , (A.46)

a ṕı̌seme
A
i1,...,ip
j1,...,jq ;k = A

i1,...,ip
j1,...,jq,k

+A
i,...,ip
j1,...,jq

ωi1ik + ...−Ai1,...,ipj,...,jq
ωjj1k − ... , (A.47)

kde
A
i1,...,ip
j1,...,jq,k

= ek(Ai1,...,ipj1,...,jq
) .
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Definice 15 Divergenćı vektorového pole X (odpov́ıdaj́ıćı afinńı konexi ∇) nazveme skalár, který
je zúžeńım kovariantńı derivace X, tj.

divX = 〈DX〉 = Xk
,k +Xiωkik . (A.48)

Porovnáńım tohoto vztahu s (A.31) je zřejmé, že divergence je vnitřńı derivaćı a jej́ı p̊usobeńı
na vektory báze je dáno zúžeńım Ricciho rotačńıch koeficient̊u,

δei = ωkik . (A.49)

Matice 1-forem konexe (viz (A.41)) se nechová tenzorově v indexech k a i při přechodu k jiné
bázi, avšak lze z ńı tenzory vytvořit.

Definice 16 Jestlǐze ∇ je afinńı konexe, pak tenzorem torze (určeným touto konex́ı) nazveme
tenzor Q ∈ (T ⊗ ∧2T ∗) ⊂ T 1

2 takový, že ∀X,Y ∈ T

∇XY −∇YX − [X,Y ] = 〈Q,X ⊗ Y 〉 (A.50)

a tenzorem křivosti nazveme tenzor R ∈ (T ⊗ T ∗ ⊗ ∧2T ∗) ⊂ T 1
3 takový, že ∀X,Y, Z ∈ T

∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z = 〈R,Z ⊗X ⊗ Y 〉 . (A.51)

Oba tyto tenzory jsou antisymetrické v posledńıch dvou argumentech (X a Y ), proto je lze ve
zvolené bázi reprezentovat 2-formami torze τk resp. křivosti Ωki tak, že

Q = ek ⊗ τk ,

R = ek ⊗ θi ⊗ Ωki .

Z porovnáńı (A.40) a (A.20) je zřejmé, že

∇XY −∇YX − [X,Y ] =
(
Y iωki(X)−Xiωki(Y )−XiY jckij

)
.ek , (A.52)

takže
Qkij = ωkji − ωkij − ckij . (A.53)

Tvrzeńı 4 Cartanovy rovnice struktury prvńı

τk = dθk + ωki ∧ θi (A.54)

a druhé
Ωki = dωki + ωkj ∧ ω

j
i . (A.55)

Speciálně pro konexi bez torze je pravá strana (A.54) identicky rovna nule. Důkaz (A.54) plyne
dosazeńım (A.27) do (A.53). Podobně (A.55) vyplývá z (A.51) dosazeńım (A.40) a užit́ım (A.26).
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A.2.3 Riemannovská geometrie

Definice 17 Metrickou konex́ı nazýváme afinńı konexi ∇, která zachovává skalárńı součin, tj.
takovou, která splňuje

Z(X,Y ) = (∇ZX,Y ) + (X,∇ZY ) (A.56)

pro všechna X,Y, Z.

Dosazeńım za X,Y, Z bázových vektor̊u ei, ej , ek dostáváme vztah

dgij = ωij + ωji , (A.57)

kde 1-formy ωij = gikω
k
j , nebo ve složkovém zápisu

ek(gij) = ωijk + ωjik . (A.58)

Po sńıžeńı indexu k v rovnici (A.53) můžeme nalézt řešeńı lineárńı soustavy (A.53), (A.58) ve tvaru

ωijk =
1
2

(ek(gij) + ej(gik)− ei(gjk) (A.59)

−cijk + cjik + ckij

−Qijk +Qjik +Qkij ) .

Afinńı konexe je tak jednoznačně určena požadavkem metričnosti a požadavkem vymizeńı torze
(pro který je třet́ı řádek tohoto výrazu identicky rovný nule). V souřadnicové bázi, ve které vymiźı
i koeficienty struktury ve druhém řádku, jsou složky ωijk nazývány Christoffelovy symboly (a
obvykle značeny Γijk).

Tvrzeńı 5 Divergence (definovaná vztahem (A.48)) odpov́ıdaj́ıćı metrické konexi bez torze je vnitřńı
derivace určená podle vztahu (A.32) n-formou Ω objemu jednotkového vzhledem k metrice gene-
ruj́ıćı konexi

(divX)Ω = d〈X.Ω〉 . (A.60)

Důkaz: Podle (A.59)

ωkjk =
1
2
gkigik,j =

|g|, j
2|g|

, (A.61)

kde |g| je determinant matice kontravariantńıch složek metriky (složka gik jakožto prvek matice
inverzńı ke kovariantńım složkám metriky je totiž pod́ıl subdeterminantu ke gik a celého determi-
nantu |g|). Metrická divergence tedy splňuje podmı́nku (A.34) pro

Ω =
√
±|g|dx1 ∧ ... ∧ dxn , (A.62)

což je n-forma objemu jednotkového v̊uči g, která má v libovolné ortonormálńı bázi jednoduchý
tvar Ω = θ1 ∧ ... ∧ θn.
Důsledek (Gaussova věta): Pro riemannovskou divergenci vektorového pole X plat́ı podle
(A.37) ∫

V

(divX)Ω =
∫
∂V

〈ΩX〉 . (A.63)
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Tvrzeńı 6 Pro metrickou konexi splňuj́ı složky Riklm = 〈Ωik, el⊗em〉 tenzoru křivosti antisymetrii

Riklm = −Rkilm . (A.64)

Pro konexi bez torze splňuj́ı symetrii

Ri(klm) ≡ R
i
klm +Rilmk +Rimkl = 0 , (A.65)

a tzv. Bianchiho identity

Rik(lm;n) ≡ R
i
klm;n +Riknl;m +Rikmn;l = 0 . (A.66)

Na n-dimensionálńı varietě má Riemann̊uv tenzor, tj., tenzor křivosti určený metrickou konex́ı
bez torze 1

12n
2(n2 − 1) algebraicky nezávislých složek.

Ricciho tenzor Rkm = Rikim je potom symetrický.

Tvrzeńı 7 Vektor X = d
dt tečný ke geodetické křivce x = x(t), tj. př́ımce, která je extremálou

délky S,

0 = δS = δ

∫ √
g(X,X)dt , (A.67)

je paralelně přenášen podél této křivky, tj.

∇XX = 0 . (A.68)

Důkaz: Rovnice extremály akce S =
∫
L(x, ẋ)dt dostaneme variováńım δx dráhy x a jej́ıch

derivaćı δẋ. K vyjádřeńı lagrangiánu geodetiky v tomto tvaru je výhodné vźıt složky (Xi = ẋi)
tečného vektoru X ≡ d

dt v souřadnicové basi ∂xi souřadnicového systému xi, tj.

L(x, ẋ) =
√
gij(x)ẋiẋj . (A.69)

Dosazeńım tohoto lagrangiánu do standardńıho postupu variováńı

0 = δS =
∫
δL(x, ẋ)dt =

∫ [
∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)]
δxdt , (A.70)

dostáváme vztah

0 =
1

2
√
g(ẋ, ẋ)

gij,k(x)ẋiẋj − d

dt

(
gikẋ

i + gkj ẋ
j

2
√
g(ẋ, ẋ)

)
, (A.71)

tj.,

0 =
1
2

(gij,k − gik,j − gkj,i)ẋiẋj − gikẍi − gikẋi
√
g(ẋ, ẋ)

d

dt

(
1√

g(ẋ, ẋ)

)
. (A.72)

Tento vztah plat́ı pro libovolnou parametrizaci dráhy x(t). Jestliže nav́ıc nalož́ıme podmı́nku aby t
byl afinńı parametr, tj. t = S, pak g(ẋ, ẋ) = 1 a posledńı člen vymiźı. S touto podmı́nkou můžeme
geodetiku vypoč́ıtat i z ekvivalentńıho variačńıho principu

0 = δ

∫
g(ẋ, ẋ)dt . (A.73)

Vzhledem k tomu, že v souřadnicové bázi cijk = 0, nalézáme porovnáńım prvńıho členu na pravé
straně (A.72) s rovnićı (A.59), že odpov́ıdá −ωkij ẋiẋj metrické konexe bez torze (Qijk = 0) a prvńı
dva členy tak dávaj́ı levou stranu rovnice (A.68).
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A.3 Lieova derivace a Killingovy vektory

Definice 18 Lieova derivace L−X podle vektorového pole X je zobrazeńı L−X : T pq → T pq takové,
že

L−X(A⊗B) = (L−XA)⊗B +A⊗ (L−XB) , (A.74)

L−X〈A〉 = 〈L−XA〉 , (A.75)

L−Xf = X(f) pro ∀f ∈ T 0
0 , (A.76)

a
L−XY = [X,Y ] pro ∀Y ∈ T 1

0 . (A.77)

Ve srovnáńı s rov. (A.38) pro afinńı konexi přibývá na pravé straně výrazu

L−fX+ZY = fL−XY + L−ZY − Y (f)X (A.78)

třet́ı člen. Proto v obecné bázi {ei}

L−XY = XiL−ei
Y − Y (Xi)ei = Xiei(Y k)ek − Y kek(Xi)ei +XiY k[ei, ek] , (A.79)

a speciálně v souřadnicové bázi

(L−XY )i = XkY i,k − Y kXi
,k . (A.80)

Protože pro σ ∈ T 0
1

L−X〈σ, Y 〉 = 〈L−Xσ, Y 〉+ 〈σ,L−XY 〉 , (A.81)

pro složky Lieovy derivace ko-vektoru plat́ı obecně

(L−Xσ)i = 〈L−Xσ, ei〉 = L−X〈σ, ei〉 − 〈σ,L−Xei〉 = X(σi)− 〈σ, [X, ei]〉
= Xkek(σi) + ei(Xk)σk −Xk〈σ, [ek, ei]〉 . (A.82)

V souřadnicové bázi {dxi} tedy plat́ı pro složky

(L−Xσ)i = Xkσi,k + σkX
k
,i (A.83)

a pro derivace prvk̊u báze
L−X(dxk) = Xk

,idx
i , (A.84)

takže pro libovolný skalár f
L−X(df) = d[X(f)] . (A.85)

Podobně pro Lieovy derivace vyšš́ıch tenzor̊u přibývá k derivaćım složek pro každý kontrava-
riantńı nebo kovariantńı index člen s derivacemi X analogický druhým člen̊um v rovnićıch (A.80)
nebo (A.83). Jestliže varieta je riemannovská, parciálńı derivace v těchto rovnićıch mohou být
nahrazeny i kovariantńımi derivacemi, protože př́ıdavné členy s konexemi se v d̊usledku symetrie
ωi(jk) vzájemně vyruš́ı. Speciálně pro p-formu σ plat́ı (vzhledem k (A.84))

L−Xσ = L−X(σi1...ipdx
i1 ∧ ... ∧ dxip) = (Xkσi1...ip,k +

∑
σi1...k...ipX

k
,ik

)dxi1 ∧ ... ∧ dxip =

= d〈σ,X〉 . (A.86)
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Tvrzeńı 8 Necht’ na n-dimenzionálńı varietě M je dána jednoparametrická grupa pohyb̊u (tj. zob-
razeńı M ×R →M takové, že ∀w ∈ R a x0 ∈M ∃xw = x(x0, w) ∈M). Pak pro každou otevřenou
oblast Σ0 (která se grupovým pohybem transformuje na Σw) p-dimenzionálńı nadplochy (p ≤ n) a
p-formu σ ∈ ∧pT ∗ plat́ı

d

dw

∫
Σw

σ =
∫

Σw

L− d
dw
σ . (A.87)

Důkaz vyplývá ze záměnnosti integrace a derivace v souřadnicovém vyjádřeńı∫
Σw

σ =
∫
〈σ, ∂

∂s1
...

∂

∂sp
〉ds1...dsp =

∫
σi1...ip

∂xi1

∂s1
...
∂xip

∂sp
ds1...dsp , (A.88)

kde {s1, ..., sp} je libovolná parametrizace nadplochy Σ0, přenášená grupovým pohybem i na nad-
plochy Σw (xi = xi(s1...sp, w)|ni=1) a ∂xik

∂sk
jsou souřadnicové složky vektor̊u tečných k těmto

plochám. Vektor tečný k pohybovým trajektoríım je v souřadnicovém vyjádřeńı

X ≡ d

dw
=
∂xi

∂w

∂

∂xi
, (A.89)

takže derivováńım (A.88) dostáváme

d

dw

∫
Σw

σ =
∫ [

σi1...ip,kX
k ∂x

i1

∂s1
...
∂xip

∂sp
+

p∑
k=1

σi1...ip
∂xi1

∂s1
...
∂2xik

∂sk∂w
...
∂xip

∂sp

]
ds1...dsp , (A.90)

což podle (A.86) souhlaśı s pravou stranou dokazovaného vztahu (A.87).

Definice 19 Na riemannovské varietě s metrikou g se vektor ξ nazývá Killing̊uv vektor, jestlǐze

L−ξg = 0 . (A.91)

Vyjádř́ıme-li tuto podmı́nku v souřadnicových složkách

0 = (L−ξg)ik = ξlgik;l + glkξ
l
;i + gilξ

l
;k , (A.92)

dostáváme
0 = ξk;i + ξi;k , (A.93)

protože pro metrickou konexi kovariantńı derivace složek metriky identicky vymiźı.

Tvrzeńı 9 Jestlǐze X = d
dt je vektor tečný ke geodetice, pak pro každý Killing̊uv vektor ξ je skalárńı

součin g(ξ,X) konstantńı podél této geodetiky.

Důkaz:
d

dt
g(ξ,X) = (ξkXk);iX

i = ξk;iX
iXk + ξkX

k
;iX

i = 0 , (A.94)

protože prvńı člen vymiźı d́ıky antisymetrii ξ[k;i] podle (A.93), a druhý člen podle rovnice geodetiky
(A.68).
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Dodatek B

Variačńı principy

B.1 Soustava s konečným počtem stupň̊u volnosti

V klasické mechanice můžeme pohyb soustavy s n stupni volnosti xi|ni=1 (např. pohyb hmotného
bodu) vyjádřit variačńım principem

0 = δS , (B.1)

kde akce S je funkcionálem pohybu x = x(t) soustavy daným tzv. lagrangiánem L = L(t, x, ẋ)

S =
∫
L(t, x, ẋ)dt (B.2)

a ˙≡ d
dt . Variaci akce tedy můžeme vyjádřit ve tvaru

δS =
∫ (

∂L

∂xi
δxi +

∂L

∂ẋi
δẋi
)
dt =

∫ (
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi

)
δxidt , (B.3)

a z principu (B.1) potom vyplývaj́ı pohybové rovnice ve tvaru Eulerových – Lagrangeových rovnic

0 =
∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
. (B.4)

Definujeme-li zobecněnou hybnost pi = ∂L
∂ẋi a vypočteme odtud ẋ = ẋ(t, x, p),1 pak ve fázovém pro-

storu {x, p} můžeme pohybové rovnice ekvivalentńı rovnićım (B.4) napsat ve tvaru Hamiltonových
kanonických rovnic

dxi

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂xi

, (B.5)

kde hamiltonián
H(t, x, p) = piẋ

i − L(t, x, ẋ) . (B.6)

Rovnice (B.5) můžeme také odvodit jako Eulerovy – Lagrangeovy rovnice z Hamiltonova – Jacobiho
variačńıho principu

0 = δS = δ

∫
(piẋi −H(t, x, p))dt , (B.7)

1 Rovnice pi = pi(t, x, ẋ) lze řešit v̊uči ẋ jestliže matice ∂pi

∂ẋj = ∂2L
∂ẋi∂ẋj je regulárńı.
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ve kterém považujeme x a p za nezávislé proměnné. Z rovnic (B.5) vyplývá

d

dt
H(t, x, p) =

∂H

∂t
, (B.8)

takže hamiltonián je invariantem pohybu právě když nezáviśı explicitně na čase.
Z kvantového hlediska princip nejmenš́ı akce plat́ı proto, že ve skutečnosti se soustava z počátečńı

události (ti, xi) do koncové události (tf , xf) může š́ı̌rit po všech trajektoríıch x(t) s těmito koncovými
body, a každá z těchto trajektoríı přisṕıvá k vlnové funkci ψ(tf , xf) členem exp( ihS). Př́ıspěvky drah
bĺızkých extremále akce se sč́ıtaj́ı se stejnou fáźı, zat́ım co př́ıspěvky vzdáleněǰśıch drah se vzájemně
ruš́ı – viz [5]. Změńıme-li koncovou událost, (tf , xf) ≡ (t, x)→ (t+ ∆t, x+ ∆x), pak akce (B.2) se
změńı

∆S(t, x) = L∆t+
∂L

∂ẋi
δxi +

∫ [
∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

)]
δxidt , (B.9)

přičemž v koncovém bodě ∆x = δx + ẋ∆t. Podél extremály je posledńı člen v (B.9) nulový v
d̊usledku (B.4), takže

∆S(t, x) =
∂L

∂ẋi
∆xi −

(
∂L

∂ẋi
ẋi − L

)
∆t = pi∆xi −H∆t . (B.10)

V newtonovské mechanice, kde existuje univerzálńı čas t, jsou akce S i lagrangián L skalárńı
veličiny při libovolné transformaci x → x′ = x′(t, x). V relativitě je však časová souřadnice
x0 ≡ ct ekvivalentńı prostorovým souřadnićım a každá nenulová variace δx světočáry má ale-
spoň z hlediska některých pozorovatel̊u nenulovou variaci i časové složky. Na rozd́ıl od akce, která
má lorentzovsky invariantńı fyzikálńı význam, lagrangián ve výrazu (B.2) je závislý na zvolené
souřadnicové soustavě. Abychom došli k relativistické formulaci variačńıho principu, muśıme zrov-
noprávnit postaveńı všech prostoročasových souřadnic přechodem k parametrickému vyjádřeńı
pohybu xι = xι(w)|nι=0, ve kterém x0 je př́ıdavná n + 1., zat́ım bĺıže neurčená funkce parametru
w. Pro libovolnou parametrizaci je potom akce dána výrazem

S =
∫
f(x, x′)dw , (B.11)

kde ′ ≡ d
dw a parametrický lagrangián

f(x, x′) = t′L(t, x, ẋ) , (B.12)

nezáviśı explicitně na w. Protože ẋ = x′

t′ , zobecněná hybnost kanonicky sdružená k prostorovým
souřadnićım

pi ≡
∂f

∂x′i
=
∂L

∂ẋi
(B.13)

se nezměńı. Jestliže vezmeme časovou souřadnici t(w) rovněž jako dynamickou proměnnou, pak
zobecněná hybnost sdružená k t bude

p0 ≡
∂f

∂t′
= L− ∂L

∂ẋi
x′i

t′
= −H(t, x, p) . (B.14)

Prostorové složky Eulerových – Lagrangeových rovnic odvozených z f jsou t′-násobkem rovnic
(B.4) a jejich časová složka je rovněž jejich lineárńı kombinaćı (součtem násobk̊u x′). Všech n +
1 lagrangeovských rovnic je tedy konzistentńıch s p̊uvodńımi časovými rovnicemi, nemaj́ı však
jednoznačné řešeńı, protože jim vyhovuje jakákoliv parametrizace. K dosažeńı jednoznačnosti je
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třeba k variačńımu principu (B.1) pro parametrické vyjádřeńı závislosti x(w) přidat doplňuj́ıćı
podmı́nku fixuj́ıćı parametrizaci. Ta může mı́t tvar algebraické rovnice

ω(x, x′) = 0 , (B.15)

kde ω je libovolná funkce. Prostoročasové variace δxι pak již nejsou nezávislé, ale muśı vyhovovat
lineárńı rovnici

δω =
∂ω

∂x
δx+

∂ω

∂x′
δx′ = 0 , (B.16)

takže v (B.1) muśıme variovat (B.11) s vazbou (B.15). Lagrangeovský variačńı princip pro para-
metrické vyjádřeńı pohybu má tedy tvar

0 = δS = δ

∫
f(x, x′) + n(w)ω(x, x′)dw , (B.17)

kde n je lagrangeovský součinitel variačńı úlohy s podmı́nkou.
Podobně v hamiltonovském formalismu pro parametrické vyjádřeńı pohybu nemůžeme vycházet

z akce (B.11), protože soustava rovnic (B.13), (B.14) pro t′, x′ nemá jednoznačné řešeńı (podmı́nka
z pozn. 1 na str. 24 neńı pro f dané (B.12) splněna). Výraz pιx′ι − f formálně vytvořený z f pro
xι analogicky jako hamiltonián (B.6) z L pro xi je identicky rovný nule, což odpov́ıdá skutečnosti,
že takto vytvořený hamiltonián, který nemůže explicitně záviset na w, by musel být – analogicky
(B.8) – triviálńım integrálem pohybu. Vzhledem k (B.14) můžeme integrál v (B.7) vyjádřit jako∫
pιx
′ιdw (Hamiltonova funkce pro xι(w) by tedy byla identicky rovna 0). pι však nejsou nezávislá,

protože muśı splňovat podmı́nku (B.14). Hamilton̊uv – Jacobiho variačńı princip pro parametricky
vyjádřený pohyb tedy muśı mı́t tvar

0 = δ

∫
(pιx′ι −N(w)H(x, p))dw , (B.18)

kde N je opět lagrangeovský součinitel a tzv. superhamiltonián

H(x, p) = p0 +H(t, x, p) (B.19)

je výraz jehož nulovost dává podmı́nku (B.14). Variováńım (B.18) v̊uči p0 dostaneme

0 = x′0 −N(w) , (B.20)

odkud je zřejmý fyzikálńı význam N(w).

B.2 Pole

Pro obecné prostoročasové pole ϕI = ϕI(x) (index “I” označuje jednotlivé složky pole ϕ) je akce
S funkcionálem lagrangeovské hustoty L = L(ϕ, ∂ϕ)

S =
∫
Ld4x , (B.21)

takže variace

δS =
∫
δLd4x =

∫ ∑
I

(
∂L
∂ϕI

δϕI +
∂L
∂ϕI,κ

δϕI,κ

)
d4x

=
∫ ∑

I

(
∂L
∂ϕI

− ∂

∂xκ
∂L
∂ϕI,κ

)
δϕId

4x , (B.22)
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a pohybové rovnice pole

0 =
∂L
∂ϕI

− ∂

∂xκ

(
∂L
∂ϕI,κ

)
. (B.23)

Jestliže lagrangián nezáviśı explicitně na souřadnićıch, pak jeho prostoročasová změna je dána
pouze změnou pole

∂L
∂xι

=
∂L
∂ϕ

ϕ,ι +
∂L
∂ϕ,κ

ϕ,κι =
∂

∂xκ

(
∂L
∂ϕ,κ

ϕ,ι

)
(B.24)

(index pole, přes který se výraz sč́ıtá, pro stručnost vynecháváme). Proto můžeme definovat tzv.
kanonický tenzor energie–hybnosti

T κ
ι ≡

∂L
∂ϕ,κ

ϕ,ι − δκι L+ t
[κλ]
ι ,λ , (B.25)

pro který plat́ı zákon zachováńı
T ικ,κ = 0 . (B.26)

t je libovolný tenzor s vyznačenou antisymetríı, d́ıky které v zákonu zachováńı vypadne.
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