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ÚVOD

Semináf' o metodě konečných prvlcó poř'ádá Mm techniky ČVTS Fr aha z podně

tu některých dč~stník6 dř'ívěJěích semin~ o maticových metodách v pružnosti ,
a pevnoet1. Těm. kdo tyto seminář'e navětívili. není metoda konečných prvkd
ničím novlm. Dneění semináf' věak zaměfíme poněkud obecněji. Nebudeme se tolik
starat o maticovou algebru a o formální aparát jako dř'íve; misto toho se po

kusíme vysvětlit metodu konečných prvkd jako obecný matematický prostř'edek

k feAení variačních dloh, popř'. diferenciálních rovnic s okrajovými nebo po
čátečními podmínkami. Neztratíme věak zájem ani o fyzikální ob~ah ř'eěených

dloh a o jejich technické vyul1tí. Budeme se sna!it o největěí názornost 8

srozumitelnost výkladu. col mOle být někdy na dkor exaktnosti a dplnosti.

Zastáváme názor, !e účelem semináfe Je pfedevěím propagace nových poznat
Icó a metod. K tomu je nutné. aby dčastníci dobfe porozuměli podstatě těchto

metod 8 měli jasnou pfedstavu o jejich apltkačních možnostech. Ke studiu těch

to ekr1Pt není tfeba - podle autorova názoru - !ádných zvláětních pfedběžných

znalostí. pfekrečuj!c!ch rozsah bAlného inženýrského vzdělání.

Ůvodem opakujeme některé poznetky z matematiky a z mechaniky, je! budeme
pro dalěi výklad nejvice potfebovet. a výklad doplňujeme mnoha ř'eěenými ilus
trativními př'íkledy. Čtenář'i doporučujeme. aby postup jejich teěení dobř'e pro
myslel a pak se jej pokusil samostatně reprodukovat. Zadání pfíkladO JSou zjed
noduAena tak, aby se pfi numerickém výpočtu vystačilo s kalkulačkami ne~o ma
lými stolními počítači. K praktickému využití metody konečných prvkO ověem po
ttebujeme stř'edni nebo velký počítač. ZpOsobem programování úloh pro tyto po
čitače se nebudeme zabývat.

Je velkou zásluhou Domu techniky ČVTS Praha, že umožňuje ěítit.nové po
znatky a zavád~t je do praxe mnohem rychleji a účinněji, než by to bylo možné
napf. knižními publikacem1. Autor uptimně děkuje pracovn~ Domu techniky ze
vzornou organizaci semináře, zejména za pečlivé a včasné vydání t~chto skript.
Zvláět děkuje Ing. Vladimíru Václavíkovi t který svými náměty př'iapěl k rbaaho
vému zamě~eni semináře a vycházel př'ánim autora věemožně vst~íc.

1. Základní poznatky o maticich

Význam jednotlivých symboló je próběžně vysvětlován v textu. Pro potfebu
t~ch, kteř'í se nezúčastnili nedáv~Jch semináfO o maticovém počtu, uvedeme zde
některá poznatky a zpósoby zápisu. které budeme dále použivat.

Soubor h veličin sestavených do sloupce nazýváme vektorem a značíme

společným symbolem ve složené závorce. Napf.
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fx 1 {~J • {~J
( 1)

-Vektor fl<} by mohl cýt skutečně vektorem x v třírozměrném prostoru

a měl by složky x, x 2 I x" • K znázorněn! vektoru f~ ] je však tfoebe
čtyf'rozměrného ~ostoru, pro který nemáme pf-ímou geometrickou představu. Své
poznstky věak ~žemo snadno zobecnit 1 pro tento ptípadj např. m~žeme psát
v obou ptípadech formálně stejně vzorec pro délku vektoru, tj. pro jeho

acsolutn1 hodnoty;

( 2)

Mezt vek'tor,Y (x} /Jl [~} mO~e platit Hneární transformaco (zobrezen:t)

~, • a,,~, + a'R 112 + Q,:J'IJ ol a'~!lIt

)(2 • 027 /I, .,. Q22 b''J. + QI3 ~J + 02* Jl4

X; ~ 03,V, 1-QJIlV2 f C!JnVJ + QJ~!I'"

To rnÓžeme zkráceně zapsat taktu~

[xJ =[A] EvJ I

(3)

(4 )

bude-ll [A] zna/Ut matici

Q'1 QlI. a'a a,'r

[AJ:: OH Q22 Q23 Q2/f

a bude-li platit, ze
If

)(... I o,) !lj .
j=i

( 6)

Rovnici (61 považujeme za definici néaobEmi matice [A J zprava vektevem

[JI J . Aby tato násobení mělo smysl, musí mít matice [A] tolile sloupcO ,

kolik má vektor r!lJ prvlnL Odtud plyne, ~e násobenf fYJ[A]je nemoi!né.

Pofedf einiteló tedy nelze - a~ na výjimky - v meticové al~ebte zaměnit.

Pravidlo (6) můžeme zobecnit i na ptfpad násobení matic. Např. budeme ná

sobit matici [,Ll] o velikosti 3 x 4 (tj. počet tádkó x poOet sloupcll) zprava
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matici [BJ o vel1koeU 4 x 2. Výsledkem je matice [CJ o velikosti 3 x 2,
jejíž prvky definujeme takto:

[eJ :: [A ] [8J I

i .. 02,.:1/
( 7)

Pravá matice musí mít tolik ~ádk~t kolik má levá matice sloupc~ (v našem pfi
padě ětyfoi).

Rovnice (7) definuje násobení matic; dělení matic ne,ní definováno. Sou
stava rovnic (), po pf , (4) pf1fazuje jednoznačně ke každ'mu vektoru {vl
nějaký vektor (x J , avtak opačné zobrazení není jednoznačná, nebot ke kd
dému [x J lze nalézt nekonečně mnoho vektorO l'i) (alespoň jednu ze slo
žek :/&' lze libovolně zvolit). Je to .tím, le rovnice (4) promHá vektor {'IJ
z čtyfroz~rného prostoru do tfirozměrného. Kdyby oba prostory měly stejný
počet rozměr~, mohlo by být zobrazení vzájemně jednoznačné. K tomu je nutné
a postačující, aby determinant sestavený z prvkd matice - v tomto pfípadě

nutně čtvercové - byl ro.zný od nuly. Napf. pro transformaci

{:. J · rJ. '~] {II,}, l~" Kll II~
( 8)

musí platit, že determinant

( 9)D=
k~, }u

Pak rovnice (8), kterou mO-leme zkráceně zapsat jako [u J ,,[k] (II) , má jedno
značné f'eěení

-1

fyJ =[K] fuj ( 10)

Matici [Kl
1

nazýváme inverzní k matici [K] ; Její prvky !DMeme dostat
např. f'eěením lineární soustavy (8). V tomto případě dostaneme

-, 1 [k 72 -J" 1[KJ . -
O -""7 I-I K 'l

(ll)

Snadno se přesvědčíme, že

(12)
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Matice [ll , která má na hlavni diagonále Jednotky a Jinak jen nuly, Je

jednotková matice. Hlavni diagonála vede zleva shora vpravo doló. Má-li

některá matice nenulové prvky jen na této diagonále, nazývá se diagonálni.

Jednotková matice il1 je tedy zvláětni ~ipad diagonálni matice. Plati,

že

lK1~11 = LI1 [K] • [K] . (1) )

Zaměnime·-li v matici [K] sloupce a f'ádky, dostaneme transponovanou matici

[KJr _ [1:." kl'J (14)

"'fl ~22

Je-li matice [,(/ ] souměrná. tj. plati-li, h ký' = ~i' ,je ověem té!
[kf= [K] . Pro transpozici součinu plati pravidlo

([AJ [BJf • [BJT[A JT I (15)

tj. pH transpozici se min:! pohd:! činit.elO. TranBponovan~ vektor f)<} r je

t"ádkovou matic:! [>t, X, .... x" J.
Sečítat a odčítat lZI jen matice o 8tejn~ch rozměrech. Pro součet

[C] • [A ] + [ 8 ]

plaH, II

II pro Jeho 'trlnlpodoi

[CJr = (AJ' oto [8] r.

( 16)

(17)

(18)

torzu

Jloftld~ IUtlno~ hl ov'lm 'Im.ňovlt. Rovnolt [AJ • [S] plld ~In tlhc!~,
j,-U Qr/. Ďy pro vllohnl ,,' ,i . Poc!obnl CM} • (~J .nllllln16,
I. N,' • ~. ,,'. 1, 2 ••• , n.

Se etvlroovou loumlrnou lDatio~ 1.1 c!ltinovat kya~atiokou

( 19)
.,

kde {XJ JQ foádkové matice r x, ~'1'" Ji" J vzniklé tranlpodd vektoru. {X}
Matice " Je je~noprvkov~, t@dy 5kal~ (~oto n~pfipo~u.~lm. z~vo~ky). Pro
matic 1 [k'] z I10vnice (8) Je
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(20)

Derivaci skaláru U podle vektoru {x} budeme definovat jako vektor

( 21)

..
7tU
OX'"

Pro rovnici (20)

Hli

[
J1' k,,] [X11
i-~1 i-n X.z ~

é).. -
&) (x}

( i (x{ [K] [x j) • [k] [xl. (22)

Skalár m~~eme dostat tak, néeoben!m dvou vektord o etejn'm po~tu prv~, napf.

T fl",)W • f .. } (F}' (x, x. x,J ~ • x, F, + x,;:; + x, t:; , (23)

Viktor, ktlr~ II n"ob! 111'11, mu.t btt trln.ponov'n. JI '~IJm', II tento
.kalkn! .ouUn dvou vlktord mdltme povllovlt II PI' 'o i dly .". o .lolk'oh

':" li', F"J (v II'lvo~ltoh .o~ldnidoh) pfl po,uvu 'F' Jljtho ~IO·

bitU o .lolk'oh /(, I It, I /tJ •

Dlr1vlot (23) podll "Iletoru {x} •• pftihlldnl,lUm k (21) .. vyjde

(24)

'-rotoll jldnoprVkov' mltlal jl vidy .oumlrn'. ~I podll (1')

r)( }' {~j • [,coY' (~} I

()C f [k] (~j • (Nr [K]T {>cJ .
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2. Extrém funkce o několika proměnných. Lagrangeova metoda

Z nauky o prulnosti známe Kénabréovu větu, podle které mají staticky ne
určité veličiny v lineárně prulné soustavě takovou velikost, !e potenciální
energie napjatosti je minimální. Věta platí jen pro soustavy, pro ně! platí
princip superpozice. Jde tedy o extrém skalární veličiny LI vzhledem k pro
měnným staticky neurčitým veličinám [X} . Podmínky pro extrém m~leme

- s pou!itím (21) - napsat formálně taktOI

<JL!
'J {X J [oJ. (26)

P!'itom [O} značí vektor, jeho! prvky jsou nulové.

V této souvislosti budeme často vyhledávat extrém nějaké spojité funkce

I = I (x" )(:1/ ., . / x,,).
Soustavu nutných podmínek

( 27)

"J/
- .. OéJx, /

'JI
• O/ . . •

~.)(2

;)/ • O
i:>x,.,

( 28)

móžeme, jak jsme ji! ukázali, zapsat také jako

( 29)

Rovnice (28) určují soufadnici bodu, v němž extrém nastává, jen tehdy,
leží-li tento bod uvnit~ vyěet~ované oblasti (nikoli na hranici). K zjiětění,

zda skutečně jde o extrém (a nikoli snad jen o inflexi či o sedlový bod),
a k posouzení druhu extrému by bylo nutné počítat dalAí derivace. Proto bude
me obecněji hovo~it jen o stacionární hodnotě funkce v tomto bodu, co! zname
ná, že funkce Se změní o malou veličinu druhého nebo vyěAího ~ádu, pohneme-li
se z bodu libovolným směrem o malou vzdálenost prvního ~ádu. P~ír~stek funkce
prvního ~ádu

~f ;;/dl = - dx, + -- d)( -f-
UX1 ;;X2 2

••• To (JO)

je totiž - podle (28) - nulový.

Často se stává, že veličiny x, , )(2 , ••• , Xn nejsou vzájemně ne-
závislé, že tedy mezi nimi platí nějaké vztahy Kl

~I Wa~. podmínky rovnoYáhy pro soustavu sil nebo podmínky kompatibility
pro složky p~etvo~ení.
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<] 7 (K" }(z, .. " X" ) .. 1),

~2 (K" )(1., ... ,){'7) ~ O,

(31)

Bmleme postupovat jednoduěe tak, že z rovnic (31) vypočteme m veličin

(nap!'. ><,.,.""., ,X,,-m .. 2 "', x,., ) a dosadíme do (27). Dostaneme tak tunk-
c i o ( n - 17?) prominn$ch, kter' ul nejsou vázány ládnou podmínkou.

Pfi volb' promlnn$ch, kter' vylou~íme z funkce (27) dOlazením'z rovnic
(31), nejsme nijak vázáni, mdleme vybrat kter$chkoli ~ promlnn$ch. Kdyby
s, n'- nikdo zeptal, pro~ Jim, zvoll1l právl ty a ni jin', uvedlo by n'- to
do rOlpakd. Sloe jlme nepoltupovall ohybn', pflol vlak oítím., II Jimi
II zv~odn1l1" n'ktlr' promlnn4 proti j in~ a II Jimi pro tlnto v$blr nlmlli
dOltat.~n$ ddvod.

Zvl'ltní cit pro tyto detal1y vedl La~ange k tomu, le .8 rozhodl pone
ohat ve funkcl ;r vleohny prom'nn' jako rovnooenn4 a n.z'vls1'. Podmínky
(31) nejprve diferencoval, takže dostal - pro i • 1, 2, ••• , m-

...... (32)

a Ai -násobky t6chto rovnic p~ipojil k totálnímu diferenciálu (30), o něm!

víme, ~e se rovná nule. P~ipojení nuly k nule se ~!e jevit jako triviální
úkon. Ale neni tomu tak. Nejde toti! o nulu, ale o nulov$ součet konečného

počtu sčitancd, které p~eskupime a jednotliv' diferenciály vytkneme takto'

03 )

V rovnic i O) je tedy n s čí tancd. Par 8DIetr y A 7 d Jl,.., zvo Hme
nyni tak, aby posledních. ~ oblých závorek v tomto součtu vymizelo. (To
věak znamená, že tyto parametry mohou obecně záviset na soufadnicích x7 až

X,., ). Tento obrat nás zbaví nutnosti eliminovat rn diferencUld závisle
proměnných. Zbude pak ~ jenom (n -m) člend, takže IIÚsto O) budeme mít

(34 )

Nyni věak jsou oblé závorky násobeny už jenom nezávislými - tj. libovol
nými - diferenciály. Má-li (34) platit, musí i tyto oblé závorky vymizet.
Celkem tedy musí být

... + il."., ~ = IJ
;) Xi

(5)
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pro jakékoli Z· =1, 2, "" n. ~ovnice (35) plati tak, jako by všech n

proměnných bylo skutečně nezávislých. Lze ukázat, že soustava rovnic (35) je
podminkou pro existenci stacionární hodnoty funkce

Derivací podle xz' vyjde totiž

~F-;lx,' (7)

V této rovnici věak odpadnou členy s derivacemi CJlI.;/;;K;.

tyto derivace jsou násobeny podle ()l) nulami, takže rovnice (37)
ná se soustavou (35). Protože derivace parametrd odpadnou, m~ž9me

metry považovat formálně za nezávisle proměnné. Podmínky

nebot
Jsou totož
i tyto para-

• . • I (JB)

dávají pak znovu souatavu vedlejěich podmínek ()l).

Vyhledání stacionární hodnoty funkce
jsme tak pf-evedli na to~ úlohu pro funkci
ny proměnné nezávislé.

f s vedlejiH.mi podmínkami 7.: .. 1}

~ podle ()6), v níž jsou věech-

Poznámka: J. L. Legrange (1736 až 1813) pati"í k nejpozoruhodnějším osobnostem
osmnáctého stoleti. Ve své knize Mécanique Analytlque, vydané v roce 1788,
dokázal, že pohybové rovnice mechanické soustavy lze formulovat pomocí dvou
skalárních veličin (tedy veličin nezávislých na systému souřadnic), totiž po
moci kinetické a potenciální energie. Zavedením zobecněných souřadnic a sll
dosáhl pozoruhodného zjednoduěení výpočt~, v nich~ je celá soustava brána
jako celek, tedy bez nutnosti uvolňovat jednotlivé členy. Hamilton, který sám

patřil k věhlasným učencam první poloviny devatenáctáho století, nazýval
Logrange "Shakespearem matematiky" pro mimof-ádnou krásu, eleganci a myělen

kovou hloubku jeho metod.

1. příklad
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a

y

Je dán kloubově podepřený pravo
úhlý rám podle obr. 1, zatížený v ro
hu momentem /10 • Ohybová tuhost rá
mu je EJ =konat. Vypočtěte reakce.

X Obr. I



Řešení

Uvolníme rám v kloubu 8 a jeho fŮsobení nahradíme reakcemi XY.
Tyto reakce nejsou nezávislé, nebot musí splňovat podmínku momentové rovnováhy

kolem kloubu A • tj. musí platit, že

~ ()(, V) = bX + a Y - 170 o. (a)

Energie napjatosti fŮsobená ohybem je
2 b Q

/
11 J -r 2 2

LI: 2EJ d s =' -L;(X/I)d/j.,.j()(6 r f/-/%)c!j=LI(X,Y)=
2~J o o

( b)

Pomocí (a) vyloučíme jednu proměnnou, např. Y', a dostaneme

Li .. ~ (JI bYa ~ b) X
Z

- j a /;~X + :f a/'l,/J " I (X)
2EJ

Z podmínky uf/ {)x= O, totiž z rovnice

;// (cu-6)X - j a6110 O

vyjde

(c)

x =

a s po už it ím (a)

Q 110

6(a r-b) ( d)

(e)

"Nesouměrnost" ve výpočtu, vzniklou zvolením Y za závisle proměnnou,
odstraňuje Langrangeova metoda. Místo minimalizace funkce U= LI[X,Y(X)]= f(X)
budeme minimalizovat funkci

Dostaneme

~~ .. 2;.][(J1/+l~I/)X + a 2
/; Y -2q 611o} f lLb .. O

tJF I r;)9 =2EJ 0
26)(' + J dr -c:lI1oJ + /ta = tJ

;~ == 6X", cz Y - 1% = O

( f)

( g)
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Posledni rovnice je totožná s (a), takže
z těchto rovnic dělime 6 ,druhou a
ll. • Vyjde

jsme ji ani nemusili psát. První
a odečteme. Tim vyloučime parametr

(h)

Spolu s posledn! z rovnic (g) dává (h) lineárni soustavu pro výpo~et nezná
mých X, y. Vyjde opět (d) a (e). V soustavě (g) jsou obě proměnná X
Y úplně rovnocenné. Vypo~tem8-li také parametr ;t. , zjlst!me, !e

)1 • L
6E.J

( i)

.o

a

X 1 A

Je zaj!mavé, ~e je to pr've vel1koet úhlu otočen! teOny kQ ~tt8dniQi rámu
v kloubu A ,:tj. )l, III fA (obr. 1), tedy v tom klouol.1, k n~mu! vztahujeme
momentovou podm!nku rovnováhy (o). Lze dok'zat, ae to není náhoda. F,yz1káln!
význam Lagrangeova parametru vidy n~jak souvisí s ť,yz1k'lním významem ved1ej
ěich podm!nek. Pozděj1 se o tom p~esvěd~!m8 jeětě na jiných pf!kladech. -/

P~i teěeni téže úlohy je věak

možno postupovat mnohem volněji,

m~hme uvolnit oba klouby a nahradit
jejich fŮsobeni podla obr. 2.
En~rgle ohybové napjatosti je

1 [ J " 1/
2 7U ,,- 6A'; + d r, J

6EJ
( j)

a vedlejěi podminky jsou

'jr; X, l' X2 = O .

~2 = 1; .. ~ = 1/
~) = IJX2 + a !; - I1a

(k)
Obr. 2

Budeme tedy minimalizovat funkci

F ( Xr , X2 , Y; I J'; ) = U ( X 2 ,r;) +- /l, (X, l' X2 ) +

1" .í!z ( r; .. r;) + 7lJ (6%2 .,. Cl 1; - 1'10 ). ( 1)

1C/ Nejde tedy jen o čistě "formální" parametr. Viz též 3. pfíklad.
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Derivováním získáme

íL 2 = O I

dLi ! J Ko r; =JE:j a ,ol-lL,

Odtud vypočteme

o ,

o

;;LI
- =!L1 + lL" Cl = () .ar;

(m)

J

lI" - - :;;,:; ~ Jl,::: () I

a po vyloučení t~chto parametrO ze soustavy (m) dostaneme rovnici

která spolu s podmínkami (k) dává

(n)

(o)

- 1: =2 ( p)

tedy totéž, co vyšlo d~íve, jak poznáme ze srovnání s rovnicemi (d) a (e)o

V tomto případě jsme odstranili i nesymetrii postupu zp~sobenou tím, že
jsme př i prvním řešení uvolňovali jen kloub B (a nikoli A ). Nyní jsou
oba klouby - a také všechny reakce - rovnocenné. Vzhledem k tomu, že rovnice
(j) obsahuje na pravé straně jen dva členy, je poslední způsob výpočtu do
konce snazší než oba předchozí.

3. Princip duality v teorii pružnosti

Podle Lagrangeova principu virtuálních prací l~e podmínky rovnováhy
(jichž je obecně pro každé uvolněné těleso šest) nahradit jediným požadavkem,
aby celková práce při libovolném virtuálním pohybu byla nulová. Virtuálním
pohybem se rozumí libovolný, ale nekonečně malý pohyb, který umožňují vazební
podmínky. Nezajímají-li nás vnitřní reakce, nemusíme přitom tělesa ze sousta
vy uvolňovat. Je-li tento pohyb nekone.Čně malý, mžeme při něm zanedbat změnu

~sobících sil vzniklou posuvem, takže síly považujeme za konstantní. Princip
v irtuálních prací je tedy vyjádřen rovnicí L aČ, d <'fi = o , v níž Ó'ti značí

nekonečně malou zm~nu složky posuvu ~sobiště síly &i do směru táto síly.
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Pf1tom máme na mysli zobecniná posuvy a síly, takle mc~i ně zahrnujeme napf.
1 silovou dvojici a virtuální úhel otočení pdsobiět6 táto dvojice.

U pružných těles je virtuálním posuvem taká pfetvo~ení tilesa, při němž

vzniká změna energie napjatosti J U • J'18 to práce spotřebovaná, proto vstu
puje do pracovní bilance 8 opačným znamánkem než virtuální práce vnějěích

sil

JL! - t I).. d~& • () ·"., (39)

Zvolíme-li jen Jeden z ~ír~stkO ~%~ r~zný od nuly a p~ipomeneme-li si
definic 1 parc iální der 1vace. dostaneme (pro cr1;- = () I JO "i, )

(40)

Op6t by se mohlo zdát, le L8grange~v princip je zcela triviální, nabot
je-li výslednice sil pOsob:!cích na nijaká t~.leso nulová, je ovAem nulová
i práce tichto sil pfi vtrtuálním pohybu. Ve skutečnosti to není tak samo
zřejmá, nebot jde o 80uěet prací jednotlivých sil 8 nikoli o práci výsledni
ce. Význam principu je pfedevlím v tom; !e nás osvobozuje od závislosti na
soustavě souřadnic} 18 m!sto slolkových a momentových rovnic ke t~em osám sou
~adn1c počítáme nyní a jedinou skalární veličinou - s virtuální prací, která
na soufadnicích nezávisí (tj. s poui1tím kter$chkoli aoufadnic dostaneme při

tám! virtuálním posuvu toU! vtrtuální,prác1). Poznamenejme, že rovnice (40)
plat! 1 ~o ne11neárni prulná tAlesB.

Levá strana (39) mdle být povalována za variaci celková potenciální
energie

( 41)

považujeme-li síly Ol, za nemtlnn4 (daná). Nulová hodnota var iace

dL = Jll - L:.&idy.. je podmínkou existence stacionární hodnoty celkové poten
ciální energie L • trl Je zřejm~. !e ve'11a~iny Q. (síla) a f.: (posuv)
nemají v rovnici (41) rovnocenná postavení. ProtějAkem tohoto "nesouměrného"

vztahu by mohl být výraz

( 42)

'J(I Součet W = - ~ai 'li. značí potenc lál vnějěích B 11. Rovnic i (41) lze psát
také ja~o součet potenciální energie napjatosti a potenciálu vnějěích 8il,

tj. L = U +W. Odtud název pro L .

18



při jehol variaci by zOstávaly konstantní posuvy 'li . Budeme jej nazývat
komplementární celkovou potenciální energií a hodnotu L/* komplementární
energií napjatosti. Anulováním variace JL" dostaneme

(43)

a odtud

(44)

Mezi vztahy (39) a (43) je podstatný rozdíl. První člen v rovnici ()9)
značí elementární deformační práci vn~jěích sil a má fyzikální význam, kde!to
obdobný člen v rovnici (43) vznikl pouhou matematickou spekulací. Ač má také
fyzikální rozm~r práce, ládná skutečná práce to není, nebot p~i nulovám posu
vu pdaobiět~ síly se nemd~e konat ládná fyzikální práce, a to ani tehdy ne,
mění-li se síla. w/ Podobně energie napjatosti

je skutečnou potenciální energií napjatosti a závisí na posuvech pOsobišt
sil, tekle U= U{1..')' kdelto komplementární energie napjatosti

U"':/Il'ttd 1/, kde /l*orJ{é({e5J)}T[dď}, (46)

nemá !ádný přímý fyzikální význam a je funkcí ~sobících sil, U*.. U*'(Gi).
Proto

~U ,
JU = \' --- aQ.

~ ;)l:j,. ,. (47)

(44a)

Dualita mezi těmito vztahy je na první pohled zfejmá. Pro lineárně pružné
t~leso je [<f}= [el(E} , tekle

I\. jr6({dE} }r{[CY[olE} =fl':/[C]{dE} =JrE({d6} :< /\.*,

a tedy i U =U*. Z rovnice (44) pak dostáváme

aUey. =-
1l é) Qi

HI To však neznamená, že Be nem~že unavit sval, p~edepjatý určitou silou,
i když nekoná žádnou fyzikální práci. V lékařství se rozlišuje práce
izotonická, ~i ní! sval koná fyzikální práci stálou silou, a práce
izometrická, Při které 8e udržuje konstantní dálka svalu (a tedy dráha).
V tom případě věak jde jen o disiponovanou energii.

19



což je známá Castiglianova věta, platící jen pro lineárně pružná tělesa.

Rovnice (40) a (44) věak plati i pro tělesa nelineárně prutná.

Význam slova "komplementární" vyplyne z této úvahy: vytvořme součet

variaci celkové a komplementární celkové potenciální energie

(48)

Tento součet lze považovat za variaci energie

se dvAma posloupnostmi nezávisle proměnných Qi
tenci stacionární hodnoty nyní jsou

'V

dW =_1). + !JL .. O
a?.: í3'li. /

"'-'
aW dU~
- ... - Qi + - co o. .dl}. I. ;;1),.

(49)

?,. • Podmínky pro exis-

( 50)

..

To jsou věak rovnice (40) a (44). Doplněním celkové energie o energii komple
mentární (= doplňkovou) jsme dosáhli úplné symetrie v postavení obou prom~n-

ných t:I,. ?.... 'L'ato symetrie je základem principu duality v teorii prut-
nostL

Poznámka: V literatufe najdeme pro rovnice (40) a (44) rovněž označení

"CaeUglianovy věty". Italský konstruktér železnic, A. Caat1gliano, je uve
~ejnil aai před sto lety, avěak jen pro lineárně pružná tělesa. Pojem komple
mentární energie neznal, ten zavedli do výpočtu až F. Z. Engesser a H. M.
Westergaard. Věta (40) je - jak jsme ukázali - formou Lagrangeova principu
virtuálních prae:! (v úpravě pro pružná tělesa).



Pruty ® a @ jsou v soustavě zastoupeny dvakrát. Napíěeme rovnice platné
pro tuto prutovou soustavu jednak v deformačni, jednak v silové variantěj

označení rovnic pro silovou variantu rozliěíme hvězdičkou.

Konstituční rovnice jsou

P ,. ).n.
I Z j-r A: .. Ci R •(a t 9. )

Potenciál vnějěích sil (každá je v soustavě podle obr. 3 zestoupena dvakrát)

W := - 2 (I(, cp + ~ í'z + Clr.J ~ t21i-?* )

Potenc1ál vnějěich deformací

(bl

•
(b )

Záporné znaménko v rovnici (b) vyjadf'uje zmeněení vněj~í "zásoby" práce
(tj. potenciálu) o práci vykonanou vněj~ími silami. Obdobně je tomu u rovni
ce (bll).

Potenciální energie napjatosti (tj. "zásoba" vnitf'ní deformační práce)

u = ; L I?/li := j (1:,P/~ 2JzfJ: fo 2kJ}J; +- ;~/J:)
Komplementární energie napjatosti

u*": : LA.I? =; (C,1?2+ 2C~;:;2~ 2CJ~2+ C~~).

Vztah mezi prodloužením prut~ a posuvy (s označením ~ = l/v;2)

(c)

•(c )

2

o

O

o

1

O

o O

L -..<,.

O -1

2 O .

rcr,
~ 11

letJ
'll#.

(d)

Vztah mezi vnějšími silami a silami v prutech:

O ol O

O -...:. -1

1

O

O

1

o

O

1

O

•(d )

Matice v posledních dvou rovnicích jsou singulární, tj. posuvy nevyplý
vají jednoznačně z prodlouženi prut~ a síly v prutech nevyplývají jednoznač

ně z vnějěích sil, taKže matice nelze invertovat. Prodlouženi prut~ nejsou
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nez&vislá, platí mezi nimi geometrický vztah (podmínka kompatibility)

Mezi vnějšími silami podobně platí podmínka rovnováhy

( e)

O.
JI

(e )

Ostatní podmínky rovnováhy jsou vzhledem k souměrnosti vždy splněny. Rovnice
(e), (e H

) vyjadřují lineární závislost v soustavách (d), (dH
) a jsou podmín

kou řešitelnosti těchto soustav. HI
Z podmínek

~
- ( W + U ) '" O I pop!'.ar..

dostaneme soustavy rovnic pro neznámé rl I popř. O,' Pro stručnost nyní
zvolíme k, = Ci = 1 = konst. S použitím pravidla pro derivaci složené

funkce
()u

~Z
~U
~- - ' ':I

7) 'li op; ~r.'.J

dostaneme pro deformační metodu (po krácení dvěma) z rovnic ( f) ,

5 1 1 -1 1., tJ,

1 3 1 -3 12 {J2
1 =- 1 1 5 -12 13 OJ

-1 -3 -1 2
711- alf.

(b) a (c)

( g)

S překvapením zjistíme, že matice je singUlární, takže soustavu rovnic
(e) nelze řešit. Je to z~sobeno tílli, že jsme dosud nevyloučili posuv sou
stavy jako tuhého celku ve svislém směru (ve vodorovném ano, nebot vodorovný
posuv celé soustavy např. vlevo by odporoval předpokládané souměrnosti).

Soustava má tedy dosud jeden stupeň volnosti. Předepíšeme proto okrajovou
podmínku f'f = O a vynecháme v soustavě (g) čtvrtý řádek (čtvrtou rovnici).
Zároveň vynecháme i čtvrtý sloupec v matici, nebot se násobí hodnotou 'lJ,. = O.

*1 Bližší poučení o řešení přeurčených nebo neurčitých soustav lineárních
rovnic jsme podali na třetím semináři Maticové metody v pevnostních
výpočtech, mm techniky ČVTS v Praze (1973).
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Dostaneme tak zmeněenou soustavu

d5 1 qi1'1 \Q,1 3 'll = /12

1 1
5 9) l OJ

z níž vyjde vektor posuw f~ J pro dané síly [())

~:J· [-:
-2 _1] [~11 12 -2

16
-1 -2 7

(h)

( li

Sila Q* je nyní reakcí v dolnich kloubech, které se nemohou svisle pohybo
vat, a plyne bud ze čtvrté rovnice (g) pro r~' = O, nebo kratčeji z (e~).

Čtvercová matice v rovnici (h) je matici tuhosti, v rovnici (i) maticí
poddajnosti (je složena z pfičinkových činiteló). ~i silové metodě nemůžeme

z rovnic (clf
) jednoznačně vyloučit sily ft v prutech pomocí (d'!f) , nebot

soustava (d'lf) má jeden "stupeň volnosti". Má nekonečně mnoho řešeni, která
~žems napsat t~to:

~ O, o#- X ~ '" fl2, ~ X , *K

-xVi
(d )

~ = ~ o:- O.) + X
/

Parametr X móže nabývat kterékoli hodnoty. Po dosazení ze soustavy (d~~)

do (c~) ( pro C· = 1) dostanemel

'lf I O O I 1
I

'11 - '74 O 2 O I 2
= .1.

I
?J 2 O O 1 I 1

- - -- -- - - --- -- +--
O 1 2 1 I 8

a z rovníce (~) s použitím vedlejěi podmínky (eK
)

r 01 I
J tl2=-O~1

-~~-j
Posledni řádek jsme dostali tím, že jsme považovali parametr X
- pátou - proměnnou silu a napsali podmínku

'lil'{

( c )

~

(g )

za daBl:
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Eliminací X a dosazením r~=O dostaneme !fl

1, 7 -2 -1 &,
1 {J2

!f

~2 = 16
-2 12 -2 (h )

f J
-1 -2 7 aJ

Řeěením táto soustavy dostaneme vnějěí síly ftJ } vzniklé posunutím uzld

o daná posuvy (y}

(), 5 1 1 'l,
Jr1 1 3 1 '12 (i )

{}1 = 2"

OJ 1 1 5

Srovnáme-li obě metody, vidíme, že deformační metoda je jednoduěěí, ne
bo( vyjádfíme-li ulitím (d) věechny deformace pomocí posuvd [r J , dosta
neme vidy kompatibilní pf'etvoření (nezávisle na stupni statická neurčitost;l.).

Vypočteme-li podle rovnice (d) prodlou~ení prutd (p) , snadno se přeav~d

číme~ Je vedlejěí podmínka (e) je spln~na. Silová metoda věak musí počítat

se stupni volnosti v řeěení soustavy (dH
), kterých je tolik, kolik má mecha

nická soustava stupňd statické neurčitosti, ale její výhodou je, že nepotře

bujeme řeěit pfípad až do konce. Zpravidla toti! nejsou dány posuvy, ale
vn~jěí síly, tak!e věe, co nás zajímá, bývá obsaženo již v soustavě (hB

) ,

kterou proto nepotfebujeme ~eěit. Soustava (i*) nás již nezajímá.
~

Pfi aplikaci číslicových počítačů převaž~je výhoda principiální jedno-
duchosti deformační metody nad nevýhodou eventuální větěí pracnosti, takže
se nyní táměř výhradně používá deformačn~ varianta výpočtu. Silová metoda je
naopak vhodnějěí pro ruční výpočty. Proto se až do nedávna používala v tech
pická praxi a mnoho rutinních metod, uváděných v učebnicích o stavbě ocelo
vých a jiných konstrukcí, bylo odvozeno právě ze silová metody výpočtu.

3. příklad

Obr. 4

Tři vlákna podle obr. 4 jsou
bez vOle spojena ve společném uzlu
a zatížena v rovině souměrnosti si
lou tl . Platí pro ně nelineární
konstituční rovnice P, = R2

, ,P2 =
2

=?A ,kde Pi jsou absolutní
prodloužení vláken a R jimi pře

ná~ené síly, {," = 1, 2. Vztahy platí
číselně (nikoli rozm~rově); zavedli
jsme je pro zkrácení zápisu a větě!

přehlednost. Úhel ~ = 60 o•

../ Síla X je vnitřní, a proto není zastoupena v potenciálu W-*.
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Řeěení deformační metodou

W = - LlCf J ( s)

( <t = svislý posuv uzlu),

(/ = 5 /7, i + j Vi" /7;
Vedlejěí podmínky (kompatibilita)

( b)

/, =/J, - 2pz ", () I

;; c Cj -1', .. O ·
(e)

Hledá se stacionární hodnota Lagrangeovy funkce

( d)

(e)

c;. ýf; +- ll, - llz = O,

:o ';2fi~ - 2A T
= O

I

- tl + )1.2 = Ol

vzhledem k proměnným 1', ,pz Cl, popt-. tál JL" /Ll. • Derivujeme
tedy Legrangeovu funkci a derivace anulujeme

dL_
'op,

'dL _
ap2
dL
lJCj

';jL
d /1,

(JL
dll

z
= CZ -;01 = O.

Odtud

( f)

Řešení silovou metodou

JI
(a )

w
(b )
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Podmínka rovnováhy
ll!

(c )

Lagr3ngeova fUnkce
ll!

(d )

Podmínky pro

aL'"
tJr: =

;,L·
~=

,L*
W
'dLIf

J/t

Odtud

existenci stacionární hodnoty této funkce

](

(e )

"(f )

p' 2 Ln
2 .J O( I

Všimněme si. že v deformační metodě značí /l," tJ/.J výslednici sil

v obou postranních vláknech; o ni je meněí síla ~ proti síla Q

Dále ft~ ~ () . V s ilové metodě zase' II .. <t značí posuv společného ~8obiětě

sil vstupujících do rovnováhy. Potvrzuje se, že význam Lagrangeova parametru

souvisí s významem vedlejěích podmínek. Je to vždy doplňková veličina k vaz

bě popsané vedlejěími podmínkami.

4. příklad

Pro lineárně pružné prutové soustavy odvo~te věty o jednotkovém posuvu

a o jednot~ové sile.

~ešení

Označme Bíly v prutech [P] a vnějěí síly [tJ J . Prutové soustavě

udělíme virt.uální posuv [cr CZ} uzló. které vyvolá kompatibilní prodloužení

prutó [Jp} . U lineární soustavy existuje mezi nimi vztah
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Prvky bij matice [BJ jsou konstanty. Virtuální práce je pak

T T
óL = [Jp} {Pl - [óCf1 fQ} (b)

a po dosazení z (a)

dL :o [e:Í7:f ([8{ fP} - [a}) = fO} . (c)

Protože fJ Cf} je libovolné, musí být oblá závorka rovna nule. Odtud

[O} Cl [BJr fP } (d)

Rozepíěeme-li rovnici (d), dostaneme

Qj=Ló··R·
i V

Podle (a) věak

Odtud

(e)

( f)

6...
'J
~ =- éEi.. .. APi""P,'
;)~. ~ 'li A Cf;, =1

( g)

(h)

Zde !Ji je prodloužení i -tého prutu, které je kompatibilní s jednotkovým

posuvem Cfi = 1. Potom podle (e)

G?=LA·R·
l'

Tato rovnice vyjadřuje větu o jednotkovém posuvu: "Sílu G.J. dostaneme
jako součet součinó existujících sil ~. v prutech soustavy násobených
prodlouženími Pi prutó kompatibilními s jednotkovým posuvem Cfj = 1."

Věta o jednotkovém posuvu (h) vede k zajímavému d~sledku. Je-li ve sta
ticky neurčité soustavě vlastní pnutí, tj. existují-li v ní síly f? bez
~sobení vnějších sll (Jj ,je f ji," R· = O • To znamená, že sily v pru-,.l
tech tvořící vlastní pnutí nekonají při deformacích vynucených posunutím
uzló žádnou práci, tj. jejich celková deformační práce je při jakémkoli
(malém) posunutí uzló nulová. Energie napjatosti přísluěná vlastnímu pnutí
se tedy při pósobení vnějěích sil nemění a nevstupuje do rovnic (40) a (44a).
Lineárně pružná prutová soustava se účinkem vnějěích sil deformuje tak, jako
by v ní žádné vlastní pnutí nebylo. Je to zvláštní případ plynoucí též
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z obecnějěí Colonettiho věty, podle níž je u lineárně pružných těles inter-
. !(

akční energie ~i pdsobeni vnějěích sil a vlastních pnutí nulová. I

Věta o jednotkové síle je duální k ~edchozí větě. Komplementární
virtuální práce je

Jl
(b )

Zde { JP}
se silami

jsou libovolná síly v prutech, které splňují podmínku rovnováhy
[dQ} v uzlech; musí proto mezi nimi platit nějaký lineární vztah

!II
[óPJ • [b] [JOl. (a )

Prvky (lij matice (h J jsou konstanty. Rovnice (aJ() není odvozena inverzí
a variaci z rovnice (d), nebot matice [8] je obecně obdélníková. Proto
tak4 - je-li soustava několikrát staticky neurčitá - není rovnice (aJ() jediná,
lze ji psát rllzným zpdsobem. Na sily raP] neklademe jiný požadavek, než
aby byly v rovnováze se silami [Jl( J . Nemusí to t.edy být skutečné síly
v prutech, která jsou kromě podmínek rovnováhy vázány i deformačními podmín
kami. Dosazením (aM) do (bM) vyjde

{O}
]I

(c )

a odtud
T

= [b 1 {p J .

S obdobnou argumentací jako d~íve dostaneme pro jednotlivé posuvy

!f
(d )

"(h )9/ .. L F1. Pi /
i

což je věta o jednotkové síle: "Posuv Cf; ve směru síly aj vypo čteme

jako součet součinll skutečných prodloužení Pi prutll v soustavě násobených
silami ,q. v týchž prutech, která jsou v rovnováze s jednotkovou silou

&,;. = L" Protože síly 11 jsou vázány jen podmínkou rovnováhy se silou
~. = 1, mohou být obvykle v některých prutech zvoleny nulové. Tím se pod

statně usnadní výpočet.

Obě věty jsme odvodili pro prutové soustavy. Lze je věak zobecnit i pro
pružná spojitá tělesa (kontinuum).

K/ COLONETTI, D.: Accad. Lincei Rend. 24, 404, 1915. Colonettiho věta se
týká pružných těles, tedy nejen prutových soustav ..
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5. p~íklad

U prutová soustavy dokalte dualitu mezi rovnicemi kompatibility a rovni
cemi rovnováhy.

Řelení

Nechol je m prutd spojeno v n uzlech. Kompatibilní prodlou!en:! f}'}
prutO dostaneme, odvodíme-li je z posuvd {tj} uzld (viz 2. P'l'íklad).
Pak bude platit, le

{,b}. [Alf'!) ( a)

Matice [A] je obecni obdélníková (pro rovinnou soustavu má rozmlr m I( 2" ).
Rovnice rovnováhy lze napsat ve. tvaru lineární závislosti mezi vnijAíml slla
mi f II J a silami v prutech {P 1

f(}) •[8] fp} ( b)

Virtuální práce vnljlích 811 se mus:! rovnat deformaění práci vnitfních s11

Dosazením z (a) a (b) do (c) - s poul1t:!m (15) - dostaneme

fd'i([B] (P} = fcf'i([Ajr[p} .

Protoh virtuální posuv fd'i} lze volit libovolně, musí být

( c)

( d)

( e)

Podle (b) má levá strana (e) význam vektoru vn~jěích sil, který lze volit
libovolně. Při konstantní matici [B] to znamená, !e' i vektor fP J lze
libovoln~ měnit, tak!e rovnice (e) mO!e být splněna jen tehdy, platí-li, !e

( f)

Známe-li teay rovnici (a), md!eme ihned napsat i rovnici (b) 8 naopak.

Podíváme-li se z tohoto hlediska znovu na 2. příklad, na rovnice (d) a
(dJr

) , zjistíme, že tam vztah [B]T: [A] neplatí. Rozpor je však jen zdánlivý;
je zp~soben tím, že jsme p~i formulaci rovnic (d) a (dM) využili souměrnost.

Kdybychom číslovali pruty a uzly prObě~ně a bez zřetele k souměrnosti, naěe

rovnice (f) by platila. Dostali bychom věak větěí matice, např. matice v rov
nici (d) by měla velikost 6 x 8. Obdobná poznámka se týká i 3. pf-íkladu.
Rovnice (e), popř. (c*) by bez zřetele k souměrnosti v tomto p~ípadě zněly
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1'7 1

0,5] ~1 '.
P2 = 0,5 f'i} / [aJ:: [1 0,5 (3 c, e )

PJ 0,5

To j 80 u věak pr ávě rovnice (8) 8 (b). Věimněme si, že platí i pro nelineárn~

pružnou soustavu.

Výhoda, kterou jsme ziskali vyu!1tím souměrnosti ~i číslováni prutd,
posuvd a sil, byla vyvá!ena ztrátou platnosti rovnice (f). POkud máme k vt
počtu č!slicový poěitač, nezálelí nám tolik na rozsahu výpočtd, jako na vzta
hu (f), který mO!eme poul1t ke kontrole výpočtd. Proto číslujeme pruty raději

prObě~n~ a souměrnost nevyuJíváme, leda al nakonec ke kontrole výsledk~.

4. Deformační metoda ~elen1 prutových soustav

Kompatibilní prodlou!ení prutd dostaneme, vyjád~íme-11 je pomocí posuv6

uzlO {tf}

fI' J • [A] fcr 1 · ( 51)

Konstituční zákon, vyjad~uj1cí vztah mezi silami v prutech a jejich prodlou
lením, je dán rovnicí

f p J = [~] fl'} ·

Matice [;}ť] je diagonální a složená z prvk~

dl = Ei. Si-
i'; J. I

&,..

(52)

(53)

kde Ei značí modul pružnosti v tahu či tlaku, ~,: pr~řez a /1' délku
i -tého prutu. S použitím těchto vztahd mOžeme již sestavit výraz pro poten

ciální energii napjatosti

(54)

S označením

je

, 30

1 { T
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Potenciál vnějších ail je

( 51)

Z Lagrangeova principu JL = J"(U~W)= o, totiž z rovnice

dostaneme základní rovnici pro řešení prutové soustavy

( 58)

která spolu e okrajovými podmínkami nakone'c dá i"ešení )fl

(~} "[ll faJ . (59)

Matici tuhosti [KJ md!eme se
stavit ještě jinak, pomoci super
pozice. Pro libovolný prut sesta
víme závislost reakcí v kloubech

R, a! R", na posuvech u, až

IIq. ( o br • 5):

(60)

Obr.5u,

::.

IJ! kJ2 I J) KJ*- u)

I<./t-.f K+1 .l:""J J'I" tJ"

Indexy 1 až 4 se opakují u každého prutu, jsou to tedy lokální indexy. Rovni-
ci (60) napíěeme pro každý prut, takže budeme mít m rovnic

e = 1, 2, ... ,
prut na obr. 5

C = cos 0<- S',

m. Mat ic i [Xte')J nazýváme elementární maticí tuhosti. Pro

dostaneme z Hookeova zákona se zkráceným označením

= sin.,(.
2 2

C es -c - es

= Ee 0: es 2 -es _05 2 (62)[X(e)] oS

Ze 2 c 2
-:c - CoS es

-es 1-
6

2-s es

)fl Matice [/ ] je inverzn1 ke zmenšené matici tuhosti.
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K tomu stačí, abychom zvolili jednu z hodnot Ui rovnou jedničce a ostatní
nule a vypočetli reakce R , až R", , které p~k tvof'í i -tý sloupec mati-
ce [Je (e) J.

Nyní si vytvof'íme pro celkovou matici [K] nulové pole o velikosti
2n >C 2n a poěleme do něho jednotlivé prvky elementárních matic tak, že je

vidy p~ičteme k hodnotě na přísluěné adrese, určené číslem ~ádku a sloupce.
K tomu pou!1jeme prObě!ná číslování posuvd a sil v globální soustavě. Souvis
lost lokálních a globálnťch indexd vyplývá z dispozice~prutové soustavy.

Ffi tomto postupu vycházíme z poznatku, ~e reakce v nijakém uzlu, vznik
lá jeho jednotkovtm posuvem, je dána součtem reakcť p~en'Aených do jednotli
vých prutO, je~ se v tomto uzlu stýkají. Tak pomocí [~(e)J sestavíme pf!mo
matici [~], co! jeAti objasníme na p~íkladu. Podobni 1 vněji! síly, vná
~ená do jednotlivých pruta v uzlech soustavy, slolťme do výslednáho vektoru
{a) vnijA:!ch s11 pi"enálených do celá prutová soustavy v uzlech, jejichl

posuvy jsou - ve shodnám globálním číslování - ftl } . r~ je podstata "pfa!má
tuhostní metody" (direct stif'f'nese method).

( a)

( b)

Z rovnice (55) vyjde celková matice tuhosti 8: x 8 (8 označením (J - 1 )
- 2\12
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1 2 J 4- S 6 7 8

1 O -1 O O O O O 1

O O O O O O O O 2

-1 O 1+(1 -IJ -(1 (J O O J

O O -IJ 1+(J (J -(.J O -1 ~
(c)

[k]:= k
O O -p IJ 13 -IJ O O s-

O O II -/J -/J /J O O ~

O O O O O O O O 7

O O O -1 O O O 1 d

Tato matice je singulární, a proto vztah (58) nelze jeětě ~elit. Z okrajových
podmínek vlak vyplývá, le 1:/, = 92 = tll' = 9 G = 9~ = 'Yd = O.

Vynecháme proto sloupce a f'ádky 1, 2, 5, 6, 7 a 8 a dostaneme zmeněenou sou-
stavu (58)

["p -p] 1::} = f~.JK -,11 I+- ;J

Z ní vypočteme

rYl ~
1 (dl ~ 12/.1] !~J .

'f". k 2 ('6 + 1)

Nyní budeme postupovat druhou metodou. Nejprve určíme elementární matice
tuhosti

1 2 .:J 4- ,) 4 7 8
1 O -1 O 1 O O O O J

[]({1)] o; k O O O O 2 O 1 O -1 4-

-1 O 1 O
' [~(Jj=k

O O O O 7J

O O O O 't O -1 O 1 (]

.J ~ S /5

1 -1 -1 1 J

[~ (.?J}: i;J -1 1 1 -1
"'"

-1 1 1 -1 S

1 -1 -1 1 6

( d)

( e)

I

( :f')

K elementárním maticím Jsme připisovali čísla sloupcO a f'ádkO shodná s glo
bálními indexy pHsluěných posUV'l1 z vektoru f? J . Napi". prvek K.~2) = k/l
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tl) "2'
znaěí svislou reakci RIJ pfenálenou na prut ~ v pravdm dolním kloubu
'plai jednotkovdm posuvu fr =1 a Jeho adreaa Je urěeD8 ěí81em f'dku - 4 
a ěíslem sloupce - ,. Jednotllv' prvky elementárních matic nyní polleme do
nulovdho pole ~lP1'aven'ho pro matici [K0] , a to podle 1ndexd, jimil j8Dl8

Označili fádky a sloupce, 8 prvky na atejn' adrese bud••e postupnl eěítat.

[K ]
,... (r) f~J

Napf. prvek: kl ,,- v matici vzn1kn~ .eatením, prvtd c.~. + Ic~. +
+ k,r:.J = K (O + O + (- II )] = ~ "IJ . tento prvek ZDa~1 vtalednou silu
QJ pfl jednotkovd. posuvu fl",· 1 (oltatnt P08UVY j80U Dolov".. vlsledn'

(,) ,_ ,,) rJ (.}) 1_ (3)

s118 .1. sloJ.na z díle1ch reůci RJ ,. K~~ al n~ • ICJ", • Podoblll
prvek KJJ ll: ~/:) + k~~) + k,~ ~ = " (1 + O + tJ) ~ k (1 + IJ ) •
Tak dostaneme celkovou matici tuholti, která 8•.•hoduje • matici (c).

Matice (c), popf. (t) .aj! 4d1ellt' vl.etnoetl, UlDadňuj!c! numerickou
kontrolu. Jsou .ouml~n'J ~Ik 1.8 dok'zat z d.t1Dloe (55), a zaj! nulovd IOU

~t1 Iloupcd (1 f'at6), 001 1.1 dok'••t I poullt1. rovDla ~oYDovdhJ. kt.r' mue1
dly {tJ J , pOpf. lIlakcI (Rt.,)} v usllcb .plňoyat.-/ tollU ~I Ikvivallntní
c!dka., odvolent I ~.dpokl.4u., I1 pOIUV louataYl (81 ~.dDotllv'ho u'IolnlMbo
elenu) ~8ko tub~bo ollku al.palobuJI v uIl.oh 1'4n' ~Iakal, nlbo~ mu pf~llu·

IIj1 nulo'l' pro41oullD1 prutd. .

Vtho4~ dztuh&l metod7 • Ikl'CS*,1 al1ko'f'~ IUtlal tubo.tl • 11I.lnt'zin:Loh
matic •. II v uv.4In'_ ~~l.du pftlil nlpro~.vu~~. Oaln11i blaho. 3. vlak
u vltltah I .loI1tl~l~ab IOWltaY. boto I' dztub' mltoda PO\ll~v' vid" U8tu
tleňuJo.o-l1 vtpoe.t na 8t.1100v'. po5~t.e1.

5. huln' kontinuum a ItZ'u1ctur.
f!I~

Pt'etvoftlnt prutov' loultav1 ~I znMlo , ~lOu-l1 dq p01uv1 u116. Podobni
plat!, I1 pf.tvof.n~ r'mov' konltrukcl 1.1 ·urGlt z pOluvd •• ~hld otoeent
8tyantka. PolS1t••-l1 • Dat ~ako I pl'O.l~i tf },JI.I u tlchto struktur
vidy Ichopni naj!t ele.lnt'rn1 maticI tuhosti • ~.jich edlc! oelkovou matioi
tuhosti. l1elen:! JI pak jen otázkou poětUe1c:' rutiny, popi'. otázkou vbodndho
programu pro eí_l1covt poa1ta~. ~o jsme ukázali v minul' kapitole.

V kontinuu vlů neexi8tuj1 "uzl1" ani ·'.ty~n1kl", kter4 by l1plni Ul'~O

valy pfetvofení v kontinuu Ivtmi posuvl. Zvolitnlkter4 r.teren~n1 body a
prohlásit je za uzly zfeJmJ nestačí, protol. kon.č~ po~et poeuvd tlchto uzld
nepostaěuje k 'určeni p08uvd v oetatn1cb bodech, jichl je nekonečnl mnoho.

Vnucuje 8e vlak myllenka, jak tuto nesnáz pfeklenout I definovat pf'l

b11!nou závislost posuvd v obecn'm bodl tělesa na posuvech nlkolfka vybra
ných "uzld". To není zcela nová myllenka. Tak' u difereněních metod

~/ Jsou nulov4 sou~ty zvlált l1chtch a zvláAt sudých prvkd, nebat podmínky
rovnováhy mdleme psát pro směr kter4koll osy souřadnic.
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(u metody sítí) volíme "deě1frovací algoritmus", jehož pomocí určujeme fUnk

ční hodnotu v obecnám bod~ funkčními hodnotami stanovenými výpočtem na vy
braná mno!ině bod~ - uzl~ sítě. Rozdíl je věak v tom, že nyní tento algorit
mus volíme pfedem 8 fijnkční hodnoty v uzlech budou na n~m zévis~t.

U direren~ích metod tomu tak neníj tam volíme de~ifrovací algoritmus
dodatečně a funkční hodnoty na něm nezávisejí. Popsaným zpdsobem vneseme
uměle určitou "strukturu" do spojiUho tělesa - do kontinua - a omezíme tím
jeho počet atupň~ volnosti. K ~elení, která věak m~že být jen p~ibli!né, pak
po~ijeme postup známý z ~elení prutových soustav. To Je velmi dÓlelitý myě

lenkový krok. Později uvidíme, le tento intuitivní postup má i teoretická
oprávnění. Zatím vlak postupujeme tak, Jak se ubíral historický vývoj metody
konečnýoh prvka.

2i-1

2j -1

2k-1

O'or. 7

Obr. 8

2k

2i

Pro větAí p~.hlednost se omezíme na
p~!pad rovinná napjatosti v oblasti podle
obr. 7. Zvolíme v ní libovolnou troJ
~.lníkovou sít a vroholy tlehto troJ
~hlln!~ bu<1eme povalovat Zl "uzly".
1't'i takov' uzly, oznaaen4 ľ I / ,k I

Jsou Vylna~lny tak' vobr. 8, kdl jl za
kre.len Jldln tro~úheln!kový prvek z Obr.
7. P08UV~ uzlO (a .lo~ky reokc! v n1oh)
prOoltnl oě!.lujemo, tlkl. i -t'mu uzlu
P!'íduhj! po,uvy f~..., (vodorovn~) a

f,~ (ovial~). Reakoe v uzleoh, pf'lná
l.n6 z okoln!oh prvkO do danlho troJdhtl
ntku VI lm6l'U tleMo pOsuvO, JSou I)li"

t)A' • Prvky na ube vdJ.mnl pOsob! Jln
tlmito reakcemi. Pro j.dno~UCh08t vol!me
v dal!1.m výkladu pi'!pad '1.' :a 1, } III 2,
k ~ 3, tak!e posuvy uzl~ ~vku na obr. 8

budou f, 'll.'" " <16 a reakce

O" "2 ' ... I ()~.

Celkem budeme m1.t v t~leee na obr. 7
t.n prvk~ (trojúhelník~) a n uzló, tj.
vektor [Cj J bude mít 2n složek. Pro
každý prvek (trojúhelník) volíme funkce
pf'1!'azuj:ící posuvy l.J.(x'!I), I/(X/~) bodó
tohoto prvku k posuvóm jeho uzló 1, až

tj,.. Takovými nejjednod~ě:ími "inter
polačními" funkcemi jsou polynomy. Proto-
že k jejich určen! v daném trojúhelníku
máme /!íeet složek poaurl f<f (fO)J • ['1, 'la ... r6'f
v jeho vrcholech, ~ž8me pro dvě neznámé funkce U(x,~) ,
my celkem se ěesti neznámým! konstantami. Zvolíme tedy

35



( 63)

T~mto vztaho.m musí vyhovět i vrcholy trojúuhelníka o 80~8dnicích ( )( 1 ,

'17 ), ( )(z , rJ ), ( XJ , VJ)· Podle toho, jak jsme očíslovali posuvy

vrcholll, Je 17 = U (xIIy,), f.J = U (>tJ.,,ýí)' 'lr =li (XJ/V,)' takh

{~,
x , r, , Q.,

rJ = )(2 Y2 I c::z~

'is- XJ YJ 7 QJ

a obdobně' - vyjdeme-li ze slo~ky posuvu II( XI y) -

'12
X, Vt I a.~

'I", = X2 Yz I Cl,r

tjG XJ YJ /
Q.~

Označíme-li čtvercovou matici v rovnicích (648, b) jako [hl , bude

l::} =[h f'
't, a",

-1 '12

qJ Qs =(h J Cf",

'Ir a.,; 96

Přitom [hr' značí inverzní matici

-1 jz-X !lJ -·V, :/1 - Y2
[h 1 =2~ xJ - X2 )(, - X'J X2 - X 7

X2 YJ -~Y2 }tJ~1 - X, flJ X,Y2 - Kl fil

(64a)

(64b)

(65)

2L] = X, (~ - ~ ) .,. X2 (ÝJ - !ft) + XJ (j'T - 92) '"

= 2 >( plocha trojúhelníku t.j";.

Rovnici (63) mOžeme nyní přepsat takto:

-1 f, 't,
l-i :; [x y I] [hl ?J = [7;' 1; r;] fl ( 63a)

rr rr
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V těchto rovnicich jsme definovali ~ádkovou matici tvarových funkcí

[ ~ ~ 'II 1 takto:

(63b)

[~ ~ ] Ol [x ~
-1

7 ] [h] . (66)

Protože jsme vyěli u lineární rovnice (63), jsou i tvarov~ funkce lineárními
funkcemi X , fl . Každá z nich je tedy rovnicí roviny, určen~ tf'emi body
- hodnotami ve vrcholech trojúhelníka. Funkce ~ nabývá jednotkov~ hodno
ty ve vr cholu ( )(, , fit ) a nulové hodnoty v ostatních dvou vr cholech.
Podobné tvrzení platí i o ostatních dvou funkcích.

Rovnice (63a, b) lze zapsat společně takto:

(63c)

Uvážime-l1, že

cI( = 7JU

"Jx
dY.:

+ -- 'ls- /
;]X

()y dY; ~~ ~U~
~ = 'J t '12 + '1~ + 'lID Ioj' ~,y tJy

dlL ;)y o~ "y: ,H~

"':I = ofl
-t -- f}!I 'I, + ~'l2

+ ... .... - f6
f}X ;;x

lze vektor poměrného přetvořeni [é} napsat ve tvaru

!~J
<f,

fE 1= :; (B, B2 BJ J '12

CfG
je-li

č)1..
O

()x

[~.J íHf'
l, = 1, 2, 3.

= tJ ;]:t
,:;) y:. () 'f?.-
d~ ,;>X

( 67)
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Zkráceně

( 67a)

Indexem (e) vyznačujeme, ~e příslušný vektor nebo matice se vztahuje
jen k jednomu elementu (trojdhelníku) j e = 1, 2, ••• , m . Rovnice (67) tedy
udává závislost vektoru poměrného phtvohní {Cle)} na posuvech {CZ rel} =
= (tf" '1't ... 9.JT, Mohli jsme ovšem dosadit přímo ze vztahó (63) a (65) do
rovnic Elf. ()l.I /ax • cz" I r,y. iJl' /;)V • Clr I ,1;f· ~t.I./;)i op dll' /iJX. Cl.8,'#o cz.
a dostali bychom stejné výsledky jako z rovnic (66) a (67).

Tvarové funkce (66) jsme zavedli se z~etelem k pozdějěímu výkladu.
Stejný typ rovnic, jako jsou (63a, b, c) a (67), se totii vyskytuje i u ji
ných příbuzných dloh. tf; Matice [B (cr)] v rovnici (67a) je konstantní,
avšak jen v tomto případě (vzhledem k linearitě rovnic (63), pop~. (66) ).
Obecně - použijeme-li k vyjád~ení tvarových funkcí polynomy vyšších stupňó

- je i tato matice závislá na souřadnicích.

Chceme-li použít stejný postup jako v předchozí kapitole, toti~

Lagrangeóv princip, potřebujeme vypočítat energii napjatosti v tělese na
obr. 7. Vypočteme ji jako součet energií akumulovaných v jednotlivých prv
cích. K tomu po~řebujeme určit tenzor napjatosti. Jeho slo~ky uspořádáme do

vektoru {Iť\:: [«ll ď~ Clf:tJT. Měrná energie napjatosti je pak, jak známo,
i {Er t G"1 . Je to energie akumulovaná v jednotce objemu. Vektory vstupujíc!
do tohoto skalárního součinu nejsou nezávislé. Jde-li o lineárně pružné tě

leso, jak p~edpok1ádéme, platí pro ně Hookedv zákon, který má tvar lineár
ní závislosti mezi vektorem fG} a ft}

{ď'J:: [e] ~[1 (68)

( 69)

~ fl{é reJ}T f tS" (€O) J d S ."
S

= ; ff fr {e')}T [B{E")JT[C] [ale)] {~(eJ} d)(dy
G

značí tlouštku desky. Integračním oborem je trojl1helník o ploše

Potenciální energie napjatosti v prvku na obr. 8 je pak

U re)

. Zde t

$ = S(e} = ff dXdJ' = 1.
..s- 2

x, ~ I

Xz $f2 I

X, ~J I

= AL.J. •

( 70)

)f / V literatuře se tvarové funkce často označují symbolem N,' místo Y;.
Naším označením chceme zdóraznit, že jde o funkce souřadnic a nikoli
snad o konstanty.
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Protože matice za integračním znaménkem v tomto případě na souřadnicích ne
závisejí, móžeme je vytknout před integrál. Pak móžeme zavést zkrácené ozna

čení

( 71)

a pro energii napjatosti psát

(69a)

Matice (71) je elementární maticí tuhosti, jak vyplývá ze srovnání
s rovnicí (56). Dalěí výpočet je stejný jako ve 3. kapitole. Z elementárních
matic tuhosti [Kre)}pro jednotlivé prvky (elementy) e sestavíme celkovou
matici tuhosti [~] , platnou pro celou oblast. ~a pak vstupuje do základ
ní rovnice

( 72)

v níž fa} značí vektor vnějěích sil připojených v uzlech a
( 'I) obsahuje posuvy věech uzló v soustavě.

Zbývá vyřeěit jeětě několik otázek, např. stanovit, jak přepočítat spo
jitě rozdělené zatížení na osamělé síly v uzlech, jak určit chybu řeěení,

jak stanovit napjatost, má-li být reprezentována jenom naPětím f d) uvnitř

prvkó nebo souvisí-li také nějak s vnitřními reakcemi, které se přenášejí

v uzlech jako osamělé síly mezi prvky. Cítíme však, že to jsou podružné otáz
ky, pokusíme se na ně odpovědět teprve později.

Nyní chceme soustředit svou pozornost na nejdóležitější myšlenkový krok,
totiž na vytvoření pomocné struktury prvkó konečné velikosti, kterou jsme na
hradili kontinuum. Tím jsme ze spojitého poddajného tělesa vytvořili struktu
ru s konečným počtem stupňó volnosti a získali tak možnost použít vyspělé

matematické metody známé z řeěení prutových a rámových soustav, které lze
snadno programovat pro číslicový počítač. Tento myšlenkový obrat byl u zrodu
metody konečných prvkó. Dospěli jsme k němu intuitivním zobecněním metod po
užívaných pro řešení kovových konstrukcí. Matematický základ metody konečných

prvkó uvedeme později.

7. příklad

Pro čtverec, jehož strana
notkovou délku, odvodte matici
(obr. 9). Pro posuvy U , Y

te polynomy

má jed
tuhosti
použij-

.....

y

8 J 6,
7 5

Obr.

2 4

"1 } X

1

9
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o materiálu předpokládejte, že má nulová Poissonovo číslo, takže modul pru!
nosti ve smyku G je polovinou modulu pr~nost:i v tahu či tlaku E (není
tedy rozdíl mezi rovinnou napjatostí a rovinným přetvořením).

že

Řeěení

Protole U(~O) c 1, J U (~o)-1
1

I 1.1.(1,1) "" 1r a u (O, 1) ~ '1, , bude platit,

o
O

1

O

o
1

1

O

o
O

1

1

1

1

1

1

( a)

Tuto rovnici m~žeme zkrácen~ zapsat jako

( b)

Obdobn~ - pro sudé slo!ky posuvd - bude

( c)

kde

Inverzi matice lJ,] dostaneme z rovnic (b) a (c)

o O

o fO

Q, 1 -1·

-1 1

-1

1

1 -1

O O

.1

O

(d)

1 -1

vyjde

o
1

o

1 -1

O

o

o

1

o
o1

-1

-1

éx = a u + Cl
7 tl' 2 I

é:t = q.".x + Q;r I

/:ty .: Q,X + Gl... ~ a,rfT + Q" •

(e)
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Dosazením z rovnic (d) do (e) dostaneme závislost přetvofení v 11bovoln'm
bodě na posuvech uzld (vrcholO čtverce)

tJ
'ff

~ -(f-r) /) (1-;, ) O r O -'I
&fl

é'l = f) -rt-x) O -x () )( IJ (I-X) "( f)

hl' .-(1- )() -(1- V) -x (I-~) X y (I-X) -y
1.

Konstituční (konstitutivní) rovnice je (podle zadání)

~ 1 O O

~I ::.E O 1 O e~
(g)

,~
O O 0,5 "1

Rovnice (f) a (g) mdleme zkráceně zapsat takto,

fes' J .. [e J [€} · (f, ~)

Čten~ necht se laskavě sám pfesvědč!, le tvarové funkce nyní Jsou

[ ~ ~ ~ ~] • [xf )( Y I ] [h]-1
Po rozepsání

7:7 • )fU - X - GI r#- I I U
.,; T" a xy I

~ & - X!I + X I ~ • - xy + V ·
Matice [8] se skládli ze čtyf' submatic [Bi] ,která mají tý! tvar jako

v rovnici (67); skládají se z derivací tvarových funkcí a 'mají velikost 3 x 2.

Pro energii napjatosti pak platí (68). Z rovnic (40) a (22)

(h)

a srovnáním s rovnicí (58) vyjde elementární matice tuhosti (označíme Ji
prostě [K 1 ' nebot nyní nepotf'ebujeme rozliAovat celkovou a elementérn:!
matici)

[K 1= t ff[B]T [e] rB] dXcl:t . (1)

Integračním oborem je čtverec, tj. x, 'I 6 <0,1). Matice [B] nyní zá
visí na so~adnicích, takle matice nelze vytknout pfed integrační symbol.
Po integraci vyjde
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4 1 -2 -1 -2 -1 O 1

1 4 1 O -1 -2 -1 -2

-2 1 4 -1 O -1 -2 1

Et
-1 O -1 4 1 -2 1 -2

[KJ= -2 -1
.( j)

& -2 -1 O 1 4 1

-1 -2 -1 -2 1 4 1 O.

O -1 -2 1 -2 1 4 -1

1 -2 1 -2 -1 O -1 4

Protože liché složky sil v uzlech musí

k61 k~1
dávat nulový součet (jde o rovnováhu sil
do směru osy ~ ), musí být nulový součet

lichých prvkO v každám sloupci (nebo ~ád-

ku) matice tuhosti. Totéž, platí o sou-
čtech sUdfch prvkd. Matice [K] je sou-
měrná a singulární. Význam prvkO v prvním
sloupci této matice je zřejmý z obr. 10.

k11 k ~1 Jsou to reakce v kloubech (uzlech),vzniklé

k 21 k Lt1
jednotkovým posuvem f, = / • Reakce
jsou kresleny ve správném vzájemném pomě-

ru. Obdobně bychom mohli znázornit i vý-
Cbr. 10 znam ostatních prvkO matice tuhosti.

6. Operátorová a variační formulace fyzikálních úloh

Je známo, že diferenciáln~ rovnice popisující nějaký fyzikální problém
lze často odvodit z úvah o celkové energii soustavy. Tak např. Lagrangeovy
pohybové rovnice vyjdou z Hamiltonova principu, diferenciální rovnici popisu
jící průhyb nosníku nebo desky dostaneme z věty o stacionární hodnotě celkové
potenciální energie apod. V takových případech lze řeěení úlohy získat bUd
řeěením diferenciálních rovnic (s příslušnými okrajovými, popř. počátečními

podmínkami) nebo z požadavku, aby nějaký funkcionál (integrál, jeho~ hodnota
závisí na prOběhu funkce vstupující do integrandu) nabýval stacionární hodno
ty. O prvním zpdsobu říkáme, že vychází z operátorové formulace problému,
kdežto druhá metoda je p~edmětem variačního počtu. A právě tato druhá metoda
je typickým východiskem řešení úloh metodou konečných prvků, jak ještě uká!e-
me.

Uvedeme příklad. Necht je dán funkcionál

(73 )
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Hodnota F zřejmě závisi na tom, jak: zvolíme funkci !/- ~(x). Jak máme

zvolit tuto funkci, aby )C bylo stacionární? Budeme si věímat změn funkcio

nálu )C v blízkosti hledaného ře ěení y (x) , a to pro okrajové podmínky

např. JI (O): fl (I) = O. Zvolíme tedy nějakou "rozumnou", ale Jinak li

bovolnou funkci U (x) , pro kterou platí, že u(O) = url): 0, a její

E -násobek (lEl ~ !) přičteme k funkci :I (x) ; tak: dos'taneme

!I ( x) + é Li ( x) - ~ ( K) + tIY ()() . (74)

Funkce d/j()() '" él{(X) je variací (obměnou) funkce Y (K) • Variovanou funkci
( 74) dosadíme do (73):

F ( :I ~ é ll) .. F (tl ~ J!I ) :-
f It a )2.

=/f-J (tl ... E liY~ .; (j;: ~ é ~~z . - 7" - r l.I ) d Je • ( 75)

Protože y(x) je hledanou funkcí, pro niž F nabývá stacionární hodnoty,
musí proměnná é splňovat podmínku

JF I = O .
;) ( 76)
ér_o

Rovnici (75) budeme tedy derivovat za integračním znaménkem podle é a pak

dosadíme E: O . Vzniklý výraz položíme rovným nule. Tak dostaneme

f

I '1 I i f I I/J / 1 ! lY
= JI lL o - Y II o + :"- II dx

()

( 77l

( 78)

odstraníme druhou derivaci clL~olx2a dostaneme

f ~ I d
J

) 7 d d 2 /1/li[Y· ~ - !}c:lx - lLd~ +/~ -t
tJ dx. )( o dK clx 2 o

o. ( 79)

Druhý člen odpadne, ne bot li (o) = Zl (J) = O, což je podstatná či geome

trická okrajová podmínka. Protože (79) musí platit pro jakékoli zvolené u (Jr),
musí být
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pro 0< x < I
I

( 80)

pro )( :: O a x = 1 · ( 81)

Diferenciální rovnice (80) s nepodstatnou či přirozenou okrajovou pod
mínkou (Sl) je tedy ekvivalentní požadavku, aby funkcionál (73) byl stacio
nární vzhledem k funk~i ~(K) • Okrajové podmínky y(O) = O, vrt) = tJ
jsou podstatné a jsou dány pfedem. Podmínky (81) jsou nepodstatné (přiroze

ná) a dostáváme je te'prve pf1 f'eěení variační úlohy. Variaci d'd/()()=EU(X)
jsme zvolili tak, aby vyhověla podstatným okrajovým podmínkám; přirozeným

podmínkám vyhovovat nemusí.

V rovnici (80) poznáváme bezrozměrový tvar diferenciální rovnice ohybo
vé čáry nosníku uloleného na pružhém podkla.du. Ke stejné rovnici vede i pro
blém pr~hybu rotačn~ souměrné válcová sko~epiny. Podstatné okrajové podmínky
odpovídají kloubovámu ulolení koncd, přirozené pak požadavku vymizení ohybo
váho momentu v kloubech (na koncích nosníku je pak nulová křivost, tj.
i druhá der lvsce prOhyhu).

Postupovali jsme tak, ~e jsme k danému funkcionálu (73) nalezli pří

slu~nou diferenciální rovnici (80) s okrajovou podmínkou (81). Obrácená úlo
ha by byla obtížnějěi. Existují případy, kdy k daná diferenciální rovnici
(nebo soustavě diferenciálních rovnic) neexistuje žádný přidružený funkcio
nál (nebo neni znám) a kdy tedy máme k dispozici jen operátorovou (diferen
ciální) formu popisu daného jevu.

Diferenciální rovnice podmiňujíci existenci stacionární hodnoty ~nkcio

nálu se nazývá Eulerova diferenciální rovnice. Euler ji však odvodil poněkud

jiným z~sobem; naěe odvození pochází od Lagrange.

8. příklad

Odvodte Eulerovu diferenciálni rovnici pro funkcionál

r = //ff (?fxl-r -J (:;f-2z } dxdy (a)

Je definován na čtverc i - 7<x <. 1 ; - J<y < I s okrajovou podmínkou z =O
na hranici oblasti.

Ře§ení

Zvolíme dZ*éu(x,y)tak, aby U=O prolxl=! a pro\i l = 1. Vyjde

P;:(Z+~1l.)(L'"=l):::1I1:xZ dU ;;Z dLL }
()é ~ ~1 u ;)X +;)7' :JfI -2q dxdy = O . (b)
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Po integraci pe~ partes

Vzhledem k okrajovým podmínkám odpadnou poslední dva členy, takže zbývá

(d)

(82)

což je hledaná rovnice. Poznáváme v ní Poissonovu rovnici pro rovnoměrný

krut prizmatických tyčí. Variační probLém (a) tedy te!í krut tyče čtvercové

ho pr1tezu (Prandtlovou metodou).

7. Některé metody ptib1ilného teěení diferenciálních rovnic

Není-li možno získat pfesné teěení variačního problému, popt. diferen
ciálních rovnic s ptís1u6nými okrajovými či počátečními podm1nkami, nebo je
li toto teěení velmi pracné, lze se vždy pokusit najít ptibližné teěení. Lze
je napf. sestavit z jiných vhodných funkcí, které by dávaly hodnoty blízké
ptesnému feěení. Jsou to tzv. ptímé metody teěení (na rozdíl od diferenční

metody, zvaná též metoda sítí, z níž určujeme funkční hodnoty jen v někte

rých bodech a pro ostatní body oblasti musíme používat "deěifrovací algo
ritmus"). Jak uvidíme, tvotí tyto úvahy teoretický základ i pro metodu ko
nečných prvkll.

Necht je dán funkcionál F definovaný nad určitou ob1asU Y , uza
vřenou hranici S . V prostorových úlohách značí // objem, .5' plochu.
V rovinných úlohách je j/ plochou, S ktivkou. Konečně v jednorozměrných

úlohách je j/ úsečka (pop!'. Oblouk) a S' její koncová body. V integrandu
se vyskytuje ve~tor neznámých funkci [? J = [~ ~ ..... +" ] T , pop!'. též
jeho derivace. / Bude tedy

F :/f({f}, ~ (tj I ~ [fL· . .) o/y~

+Jj([f],}x fi}, ... )dS.
,s

Úlohou je určit vektor neznámých funkcí tak, aby funkcionál F byl stacio
nární (nejčastěji minimální).

"'/ V kap. 5 jsme měli funkcionál s jedinou funkcí, totiž -1>, =:1 , pop!'.
z • Obecně ~že být několik neznámých funkcí. V rovinné pružnosti jsou

to např. posuvy .f," lI{)(/~), '1 = y(x,fI)' FUnkce I a J jsou skalár
ní.
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Ekvivalentní této úloze je ~eěení Eulerových diferenciálních rovnic

lL ]{:f} - fQ1= [O]

s okrajovými podminkami

(v oblasti /I ) ( 83)

[8J {~} = (O} (na hranici ,5' ). (84)

Zde [L J , popf. [B ] ".ou matiCI d1terenc lélních operátoro.. O okrajových
podm!nk'ch (84) budeml pfldpokl'dat, II J'OU homoglnn1 a ve :funkc1ch ~

l1ne'rn!; o souetavl (83) to nemu.! plat1t.

Pf1bliln' ~eěen! v~ia!n! ~lohy (82), popf. d1tlrlnci'ln1oh rovni0 (83)
s ok!'aJov~1 podm1n11:ami (84) mdleme do.tat tak, le v;vblrlml vhodné tuhové
funkce ~ (j = 1, a, '." m) a sest8vtme z nlch 11ne~rni komblnaci 9 para
metry A' I t'" pak "udeml pClva!oVQt ze pftl"lUnou náhradu :funkce 1'.:

~ . .
Bézov~ funkce nemusi splňo'at (a3), ale splriuj1 okraJo,~ podmínky (84), ~i-

nejmenš!m splňuji podstatné z nich. Pro t -tou neznámou funkci tak dostane
me pfibli!nou ndhredu

+. : [~ ff · . · p.,] {tJ
Tuto rovnici mOžeme 5krácen~ zapsat takte:

+.. =[S'I ] ['t.} .

Pro vektor ft} pak dostaneme Cl?lkem

( 85)

( 85a)

čili

[~}= YI, ( 86)

ff} ;: [NJf~J (B7)

Matice rN] má n i"ádko a n m sloupcOj kromě řádkových sUbmat1c[~J

na diagonále obsahuje už jen nuly. Vektor f Cf} má n 6ubvektoro. r1." }
každý o m prvcích Pi I obsahuje tedy celkem n rn parametro..

Řešení (87) je ovšem jen pfibližn~. Stupeň p~ibližnosti záleží na tom,
jak~ jsme vybrali bázové funkce a kolik jsme jich vybrali (měly by - stručně

~ečeno - mít schopnost vystihnout pruběhy hledaných funkcí) a jaké zvolíme



parametry v jejich lineární kombinaci. Nemáme~li zvláětní požadavky na p~es

nost řeěení, m~žame výběr bázových funkcí považovat za věc zkuěenostl a
intuice. Volbu parametr~ věak podřídíme objektivnímu požadavku, aby rovnice
(81) splňovala "co nejlépe" podmínky var lační úlohy (82), popt. aby co nej-

w */lépe splnovala rovnice (83). K tomu je třeba zvolit nějaké kritérium.
Podle něho se 11!1. jednotlivé postupy, o nichž se krátce zmíníme.

Rltzova metoda

Dosadíme-li (87) do (82), dostaneme F
f'll = [PI 1'1. "'A JT I k - ""' . Podmínky
lu jsou

~F :: rOJ
d{~}

jako skalární funkci parametrů

pro stacionární hodnotu integrá-

( 88)

To je soustava lineárních rovnic pro nezn~mé fJ,

Metoda vé~enÝch rezidui
~ -

Dosad1me-ll (87) do (B3), nQbudou levé strany rovnic rovny nule (pokud
nejde o pf'es~ f'e§ení), ale nějBk~m nenulový.m II zbytkóm" (reziduím) Ri
( i = 1, 2, ••• , n). !J:lyto zbytky budou záviset na souf-ednlc!ch a na para
metrech 'p7 až A . Budou tvořit vektor

( 89)

Naším cílem je uěinit absolutní hodnoty prvků tohoto vektoru co nejmenší
V c~lé vyšet~ovan~ oblasti.

Pro ptesné ře~ení by všechna Ri

plet 110 I že JO( /

.Iw ( )( I~ I 2) Ri d j/ = IJ /
JI

byla identicky nulováj proto by také

(90)

e to pro libovolnou II váhovou funkci" W • Pro přibližné rešeni mOjeme zvo
lit nejvýše ~ vzájemně ne2ávlslých váhových funkcí ~ I pro které bude
platit rovnice (90), ngboť mám~ jen ome~ený počet parametrů, jež můžeme vo
lit. Budeme tedy pO~8dovat, aby byla splněna soustava rovnic

fW;RidJ/=O,
V

t. = 1, 2, ••• , n.

j II 2, ••• , m.

(91)

~/ Podmínky (84) jsou, jak víme, splněny předem.

XXI Nejde-li o prostorovou úlohu, závisí váha ~ jen na dvou, popř. na
jedné so~adnicl.
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To je celkem k. = n 17J podmínek, z nichž vypočteme /', až I'Ic • Probe

reme nyní některé zvláětní p~ípady této metody.

a) Kolokační metoda

Zvolíme ~. = 1 v některém bodě oblast i

bodech. Pro j = 1, 2, ••• , m tak dostaneme ~

(83) p~esně spln~ny.

V a ~. = O v ostatních
bod~, v nichž budou rovnice

b) Metoda podoblastí

Zvolíme rn navzájem rOzných podoblastí 11 c. V . Dále zvolíme
~. = 1 v podoblasti tj a ~. = O mimo tuto podoblast. ~ak dostaneme

k = nrn integráld

i = 1, 2, ••• , n.

o J = 1, 2, ••• , m.
( 92)

To je 1: rovnic pro neznámé /,f až ~

c) Galerk1nova metoda

Zvolíme ~.

Dostaneme soustavu

, tj. váhová funkce je jednou z bázových funkcí.
= n"", rovnic

/ ~R,. d}/ ·
J'

Metoda nejmeněích čtvercd (Gaussova)

Požadujeme, aby inte~ály

byly minimální, tj. aby

t = 1" 2, ••• , n,

(93 )

(94)

( 95)

což je opět soustava k = n 177 rovnic pro neznámé ;Ol až j:J~

Je samoz~ejmé, že bázové funkce by měly kromě okrajových podmínek splňo

vat t~ké požadavky plynoucí ze známých vlastností hledaného řeěení, např. ze
souměrnosti, existuje-li. Je-li úloha lineární, jsou i soustavy rovnic pro
parametry)', až ~ lineární. Matice této soustavy je u metody nejmen
§ích čtverc~ souměrná. Ritzova metoda dává souměrnou matici tehdy, je-li
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funkcionál kvadratický. Galerkinova metoda vede k souměrná matici jen tehdy,
je-li problém samoadjungovaný. w/

U Ritzovy metody stačí, splňují-li bázové funkce podstatné okrajové pod
mínky. U ostatních metod je nutné, aby bázové funkce splňovaly věechny, tedy
i přirozené podmínky; jinak bychom mohli dostat nesmyslné·výsledky. Splňují

li bázové funkce věechny okrajové podmínky, dává Ritzova metoda stejn4 vý
sledky jako Galerk1nova. Ritzova metoda dává optimální válený .pr~m~r bázových
funkcí (87) v tom smyslu, ~e vede k nejmenší hodnotě funkcionálu (82). Veli
kost tohoto funkcionálu md!eme považovat za míru p~iblijnosti ~eěení (čím

men~í je jeho hodnota, tím přesnějěí je ~eěení).

9. pf'íklad

Zvolte přibli~né řeěení variační úlohy (73), popf. diferenciální rovnice
(80), pro ni! platí podstatné okrajové podmínky y(O)= Vrl) = O a pf-i
rozené podmínky (81), ve tvaru HW/

Řeě$ní

Dosadíme-li (a) do funkcionálu (73), vyjde

f-_ f (~ '\ I -'-( /I. ,) ~ 2 2
r - ~ 7T.,. /)1','" 4 &117.,. 1.J,Pz - T A - .7/TI'J,

a reziduum rovnice (80) bude

( a)

( b)

(c)

Protože (a) splňuje věechny okrajové podminky, lze použít kteroukoli z uvede
ných metod.

Kolokační metoda

Zvolíme body x = 0,25 a X = 0,50 a budeme požadovat, aby R by-
lo v těchto bodech nulové. Vyjde

7T~+ 1 1? & 7Jr'" ~ 1 1') = 1
ff /-, + ff /- 2 I

(71..q.+J)P1 - (.gJ7r'l-+I),I'2 .. I.

~/ Lineární problém L(~) =() je samoadjtmgovaný, platí-li pro dv~ lineárně

nezávislé flmkce 1l()(/~/.z), J/()(J~JZ) , které splňují homogenní okrajová
podmínky B(-I-)=O a mají potřebné derivace) že/l.lL (/I')dj/=/I'L (l.l)dj/.

I' ll'

]f*/ Bázové funkce tedy jsou ~::. Sin 7Tx
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Od·tud 'pl = 0,012 267, ;02 = O, 000 026. Výsledek závisí samozřejmě na
volbě. boda, v nich! po~adujeme p~esná spln~ní diferenciální rovnice.

l8-toda podoblastí

Vybereme podoblasti <0, ~ > a ~ *' ~ >. Dostaneme

7/~+ 1 ff - 1 n .,. & !?rlf.Tlí? + I:D .=.:L I
7T ff ,-, 7T 3Ýl / 2. ~

7í~+ ! tSl,r-J;.1 ..t.1i1i 1', + JI2 7T .P~ Ol ol-

Tedy /J, =0,013 624, /J2 = 0,000 029. Výsledek závisí na volbě podoblas-
tí. Zvolíme-li podoblasti nekonečně malé, tedy jako izolované body, dostaneme
pl'ed.chozí kolokační metodu.

f

J R s i n J/Tx d x .. L
I) JJT

Galerkinova metoda
1I R StOn /í>c d>c

o

2
= --7/

_Ji. I
II ~ tJ--r /,," I

&llT~"'1 b .. tJ .
2 /-2

Odtud P, = 0,012 938, 1'2 = 0,000 054.

R itzova met.oda

Z podmínek

dostaneme stej~é výsledky, jaké dává Galerkinova metoda.

Metoda nejmenAích čtvercd

Minimalizujeme integrál
f

2 /I. Z IJ ,)~ 2

/ R dx :=; (7T ~ /) (1/ -I- i (&IlT ~ I.; ~I -

IJ

- lL (Jr""~ I' /') -!L (&1%'" + t),P2 ~ / ·77 /I-f JfT

Metoda nejmenAích čtvercd dává v tomto p~ípad~ stejné výsledky jako Ritzova
či Gelerk1nova.

Shodu Ritzovy a Galerkinovy metody ~sme předpokládali, nebot bázové fUnk
ce splňují věechny - tedy i nepodstatné - okrajové podmínky. Shoda s metodou
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nejmenších čtverc~, jež obvykle nebývá, má v tomto případě jiný d~vod, který
zde nebudeme probírat (souvisí to s tím, že bázové funkce jsou zároveň vlast

ními funkcemi problému d; /dx "'. II V ).
Přibližnost řešení posoudíme podle hodnoty funkcionálu (b):

Kolokace
Podoblasti
G'alerkin, Gauss, Ritz

~ = - 0,004 112 (nejhorěí)

F - - 0,004 113
F - - 0,004 124 (nejlepší).

8. Matematický základ metody konečných prvk~

V minulé kapitole jsme sestavili přibližné řešení jako lineární kombina
ci intuitivně vybraných bázových funkcí. Parametry (koeficienty) této lineár
ní kombinace jsme určovali podle r~zných kritérií; tomu jsme v~novali nejv~t

šf pozornost. Vratme se věak k otázce výběru bázových funkcí. Jejich výběr

není snadný, ne bot tyto funkce musí splňovat okrajové podmínky na hranici ~ ,
která m~že mít nepravidelný tvar, a musí splňovat - alespoň po částech -
v celé oblasti j/ další požadavky spojitosti a diferencovat.elnosti. Chceme
li, aby posloupnost těchto funkcí dávala řeěení konvergující k přesným výsled
k~m, musí být. splněn i požadavek úplnosti prostoru těchto funkcí. Řešení obsa
hující větší počet bázových funkcí jsou však - snad až na kolokační metodu 
velmi pracná.

Všechny tyto potíže m~žeme překonat, vybereme-li bázové funkce zvláštním
zp1sobem. Oblast. r rozdělíme na jednoduché podoblasti - "konečné prvky" -
K , jež se navzájem nepřekrývají a co nejlépe vyplňují danou oblast.

V prostoru to mohou být mnohostěny (např. čtyřstěny nebo kvádry), v rovině

třeba trojúhelníky nebo obdélníky, v jednorozmě~ných útvarech úsečky nebo
oblouky. Lze volit i prvky s křivou hranicí. V ~aždé takové podoblasti definu
jeme tvarové funkce ~ ,které jsou nenulové práVě jen v této podoblasti,
kde vykreslují ("tvarují") prtlběh hledané funkce. Výsledná aproximace v dané
podOblasti vzniká lineární kombinaci tvarových funkci r. 7: + ~ >;' ....... + r"., ť..,

( CZt až r..., jsou konstanty).

Z praktických d~vod~ volíme tvarové funkce jako polynomy; výsledná apro
ximace je pak rovněž polynomem. Má-li takový polynom n? neznámých součini

teló I zvolíme na hranici prvku J{. st.ejný počet bod~ - u"Zl~ - a neznámé
koeficienty vypočteme pomocí funkčních hodnot v těchto uzlech. Tvarové funkce
volíme tak, aby každá z nich nabývala ve všech uzlech nulové hodnoty, až na
jeden, v němž má hodnotu 1. (Jak později uvidíme, platí to někdy i o deri
vacích tvarové funkce).

Funkční hodnoty v uzlech se pak zřejmě rovnají právě parametr~m '71 až
r~, jimiž je výsledná aproximace v rozsahu prvku zcela určena. Protože tyto

parametry - funkční hodnoty - jsou společné konečným prv~m, jež se v uzlu
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stYKají, je zaručena návaznost (spojitost) výsledné aproximace přinejmenším

v těchto uzlech. Větěinou však bývá zaručena i spojitost na spojnicích uzló,
tvořících hranici mezi sousedními prvky. Za přibližné řeěení pak považujeme
funkci, kterou získáme sjednocením všech aproximací nad jednotlivými prvky.
Dalěí postup je stejný jako v předchozí kapitole.

Všimněme si nyní, jak vypadají bázové funkce. Získáme je sjednocením
tvarových funkcí z prvkó, jež se v daném uzlu stýkají, zvolíme-li v tomto
uzlu jednotkovou funkční hodnotu a v ostatních uzlech budou funkční hodnoty
nulové. Bázová funkce je tedy nenulová jen v nejbližěím okolí tohoto uzlu.
V tom je právě výhoda popsaného postupu.

Bázové funkce nedefinujeme v celé oblasti, ale po částech. Těmito částmi

jsme bez nesnází schopni vyplnit - alespoň přibližně - i oblast nepravidel
ných tvaró. Okrajové podmínky lze přitom snadno splnit předepsáním funkčních

hodnot pro uzly na hranici oblasti.~1 Vzájemná návaznost tvarových funkcí
na hranicích prvkó umožňuje získat spojité přibližné řešení. Musí však být
splněna podmínka konvergence, aby funkcionál variační úlohy ~ dával stej
nou hodnotu, integrujeme-li nad a::elou oblastí (i přes hranice prvk~), jako
kdy~ integrujeme nad jednotlivými prvky a tyto dílčí integrály sečteme.

Význam tohoto požadavku objasníme později na příkladu.

Základem naši metody je totU variační úloha (82). V této rovnici máme
integrály přes celou oblast V I popř. ~ • Zavedením konečných prvk~ rozdě

lujeme integrační oblast na mnoho podoblastí, nad nimiž integrujeme samostat
ně A integrály pak sečítáme. Nemá-li tím vzniknout chyba, musíme dbát o to,
aby funkce I , popř. j ne rozhraní prvkll zóstávaly konečné. Toho dosáhne
me, budou-li funkce {tj} spojité ještě v (n - l)-ní derivaci, je-li n

f'ád nejvyěěí derivace, která se vyskytuje ve funkcionálu F (ve funkcích I.
popř. '1 ),

Kromě toho je nutné, aby aproximace neodporovaly přirozeným (očekávanýill)

vlastnostem přesného řeěeni. Jsou-li např. hledanými funkcemi posuvy bod~

tělesa, musí funkce {1'} lmložňovat řeěení také pro případ pohybu tělesa ja
ko tuhého celku, musi tedy být schopny modelovat pole konstantního posunutí.
,To znamená, že tvarové funkce musí být schopny popsat - alespoň v limitě pro
nekonečně malé "konečné" prvk,Y - pole, v němž jsou funkce rp} a popř.

i der ivace obsažené ve funkcích j' , :1 v rovnic i (82) konstantní. U pruž
ných těles napf'. požadujeme, aby tvarové f~kce byly takto schopny popsat
homogenní (konstantní) pole přetvoření.

Za parametry lineární kombinace tvarových funkci jsme tedy zvolili její
funkční hodnoty v uzlových bodech na hranicích prvk1l. Můžeme věak postupovat

*1 Někdy se to podaři jen přibližně, avšak nepřesnost se zmenšuje volbou
menších prvk1l (většího počtu uzló na hranici).
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obecněji. Za parametry mohou sloužit také hodnoty derivací v uzlech. Mimoto
není nutné, aby věechny uzly ležely na hranici prvku. Dokonce lze některé

parametry zvolit i tak, že nemají s uzly nic společného.

V dalším textu uvedeme r~zné příklady, z nichž získáme podrobnější ná
zor na zp~sob sestavení výsledné aproximace { f} pomocí tvorových funkcí,
než jaký m~že poskytnout obecný vy~lad. Pozorný čtenář přitom objeví souvis
lost s dřívějším výkladem (kap. 4), v němž jsme metodu konečných p.rvk~ uved
li jako inženýrskou p.raktfku bez teoretického základu. Nyní se pokusíme na
opak vystačit jen s tímto teoretickým základem, který jsme 5i vytvořili v mi
nulé kapitole.

10. přiklad

Metodou konečných prvků budeme tešlt variační úlohu pro funkcionál (73),
totiž pro

1 d 2 2

F =jlf :/ f J (~) -y J dK I

o

jemuž pfíslu!í Eulerova diferenclálni rovnice (BO)

( a)

~ + d""!I _ J =O I

d x lf

Podstatné okrajové podminky jsou

//(0) = () I

a nepodstatné (Bll

~/(O) = () I

Aešení

y (1) = O

'I~(1) = O

( b)

( c)

(d)

Interval < 0,1) rozd~líme na n~kolik díld (konečných prvka). Pro
stručnost dalšího výkladu volíme Jen t~i prvky o steJn~ d~lce h =1/3.
Náhradn:! funkci zkusíme volit po Mstech Jako l1neá1"n:l pol,vnom + = Q.7f+a2

bezrozm~rové proml\'!nn~ f = 'i / h . Jak později uvidíme. Je tato volba ne
vhodná. Je to však nejjednodušší aproximace. a proto dovedeme výpočet a~ do
konce. Zároveň se i poučime ze selhání metody, zpOsobené nespln~n:!m konver
genčního kritéria.

Je-li u některého prvku ozna~en levý konec znakem
(obr. ll), bude pro uzlov~ body X = O 8 )( = h

l (r = O) = '1i. = a~

i (f = I) <= 'li == c, to Q;z

ť 8 pravý j= tO + 1
platit, že

(e)
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Odtud Gl z = Q. a. =Q -o • Tedy - pro prvek (e) -
L, I 7 ~/ 7.1,..

j. (e) = [( I - f ) f] f~.}
čili l(f')· [t~J {1(e)J . To je rovnice (86). Tvarová f\.UŮCce v tomto

jsou >: = / -f ,~, = f (obr. ll). Podle obr. II měf'íme x
leváho koncetkaldáho prvku, je to tedy lokální souřadnice. V soustavě

prvkO na obr. 12 máme pro celý interval jedinou globální souřadnici

( f)

pt-ípadě

od
tf-í
x •

o

.- x
C'" O" A x

1

-rtsJ ~. JI
O 1

Obr. II Obr. 12

Transformační vztahy z~ejmě jsou

1. prvek ( e = 1) - ~sečka 12

':Oh L = 1, / = 2)

2. prvek ( e =2) - úsečka 23 ( g)

f· ~ -1 l. = 2, J = 3)

). prvek ( e = ) - úsečka 34

f- f-2 ( L· = 3, .Jo = 4)

lÍsečka AB představuje f\.UŮCci cf (x) v prvním prvku, úsečka BJ v druhém

a CD v třet.ím. Funkce ~(xJ určená (dosud neznámými) parametry 9, až <i~

a polynomem (f) je tedy pf-ibližnou náhradou hledané funkce ~ (x) '. V souladu

8 podstatnými okrajovými podmínkami ~ (O):t: O a 3'(1) ~ O jsme zvolili ? ~ =

= q, (x = O) = 0, 111- = +(x = 1) = O; hodnoty 1
2

a ?J zllstávají
neznámé.

Jaká jsou v tomto případ~ bázové funkce? Vyjádříme-li funkci ?(x) de
finovanou po částech podle (f) a (g) tak, že sloučíme členy obsahující stejný
parametr, dostaneme
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'<de

~(X)Q + ~ (x) o
L2 LJ j

( h)

pro

pro

o<xo< 1
3

.± <: x < g
3 3

a obdobně pro ~(k'). Bázové funkce ~(X)/~(x)jsou zakresleny rovnU na

obr. 12. Jsou nenulové vždy jen v těch prvcích, jež se v daném uzlu stýkají.

Vznikají sjednocením tvarových funkcí S1 (f) a 9; (()v sousedních prvcích.

Bázové funkce tedy jsou - jak jsme uved~i - nenulové vždy jen v nejbliž
ším okol1 jednoho uzlu. Jsou proto navzájem "témě!' ortogonální" v dané ob

lasti V , nehot pro i:f j je integrál I (j/,' ~ d JI' nulový, pokud uzly 1::
II / nejsou pro nějaký prvek společné. S tím souvisejí dobré matematické
v lestnosti metod.v konečných prvko. p:!"i numerických výpočtech.

Funkcionál ~ , definovaný rovnicí (a), se rozpadna na součet integrálo.
F (p) počítan,ých pro jednotlivé prvky. Použijeme-li lokální bezrozměrovou

proměnnou f podle (g), buce
,J

F = L F(f» =

I

· I/) 1(f(.~2. ; (~;;eJ) ;. -,rJj hdf

Indexem ~ rozlišujeme, o který prvek jde. Bude tedy podle (f)

( i)

(j)

'l'yto rovnice bychom mohli zkráceně zapsat takto:

Vektor sestavený ze všech parametrů označíme

Jf

(j )

(k)

Podmínky pro existenci stacionární hodnoty funkcionálu li) jsou totožné s po
žadavkem, aby vymizela jeho vari8ce lPodle Ritzovy metody)
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Musí tedy být - je-li fd1 J libovolné

3L ;)F(lZ} = [O j .
e"'l ~['lJ

(1)

Levá strana této rovnice představuje součet tří vektoró

( n)

(m)

Illístofp J

()

o

o
o

=

o
O

+

o

+
~r(J )-a ťfJ
'Vr(JJ

:J rl/
prvky, Obecně bude - se zkráoeným označením

o
tJ

r'J,c(')

ól í',
3F(')

J'lz.

Rozepišme některé

{'{reJ} _

~;:If') = ,lir' fe) g§(e) 1... cZ·~ L ('d'l.pre
)) _ ~ ;fe) }

~{'p} h;lJ ~{,.aJ +h'f dfz ;}[j)J ;; [2 ;)[,J "fl

(O)

( p)

( q)
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Pravou stranu rovnice (o) můžeme označit jako

(r)

přičemž [K(1)] znači elementární matici tuhosti. {a (1 )J vektor vnějěich
sil (jde ovšem o zobecněnou sílu v Lagrangeově pojeti). Matice [.JE:'" (~)1 a

f Q rej} jsou pro všechny prvky stejné. nebot funkce >j ~ jsou pro ně

- alespoň v našem případě - společné. Dosadime-li do (p) a (q), vyjde

-±.
18 [~ ~] ( ) ~ ( ll] .[Q '"J= (s)

Rovnici (m) pak můžeme sestavit adici elementárních matic, jak je naznačeno

na obr. I) a, b a uvést do tvaru

( t)

3

2

Obr. 13 b

fa} =

vyjde - po vyná-

2

3

32

Obr. I) a

1

=[KJ

typického pro metodu
konečných prvk~. Rovnice
(1) ~edy obsahuje jednak
návod k sestaveni elemen-
tárních matic - viz rov
nice (p) a (q) -, jednak
návod k jejich adici po
dle obr. I) a, b (prvk.y
ve vyšrafovaných polich
se sčítaji). Tento návod
se shoduje s postupem,
který známe z přimé tu
hostni metody (viz 6.
přiklad). Dosazenim z rovnic (s) do (t) pomoci obr. I) a, b
sobeni osmnácti, aby se odstranily zlomky

1---' O 1, ,)l
I 2 1 I O I \
II f4-1 1 l O

'12
l[6TI

L I -l I :.JI
,- I - 'I = I I

O I 1 I 4 I II 'l;
1[6'1 ( u)
~ -ll

~--_--l I I I
O O L~_~J 1~

13 I
L--'

Zarámováni vyznačené čárkovánim odpovidá schématu na obr. lJ a, b.

Matice [/( ]
podmínkami -

je singulárni. Musíme proto položit - ve shodě s okrajovými
tj = O. Cl = O. Dostaneme zmenšenou soustavu

1 I"
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[: :] {~J = I:} (v)

a ~dt\ld' 'lt =- 1, = 6/5' = 1, 2 •

t~choDl interval O <. x < 1 rozd61ili nikoli na tf-i, ale na čtyři prv

ky, vyl10 by

2 1 O O O tI, 3

1 4 1 O Ó ,'tl. 6

O 1 4 1 O r, 6 (u. )

O o 1 4 1
111>

6

O o ° 1 2 'Ir 3

a od,tud - pro 1, =o. rs =°-
4 1 O 11

6
/

1 4 1 Z l:II 6 (v')

O 1 4 1t& 6

ŘeAením 11 = '14' = 9/7 = 1,285 71, TJ = 6/7 = 0.857 14. !'fi rozdělení

na Aest prvkO by vyllo

'1, = 4
=°..923 08,

= O; 1" = r~ = 33/26 • 1.269 23,
I~ = 27/26 = 1,038 46.

'fs- = 12/13 =

Snadno se lze p~esv!dčit. le feAení uvnit~ intervalu 0< ~ < 1 konver
guje pfi ~ozdAlen1 na nekonečný počet prvkO k hodnotě 1,0, kdežto správné f'e
Aení dává pro funkci ~ (x) parabole podobný prdběh s maximální hodnotou

~ max =0.012 888.

Jak Je matná, le jsme dostali tak zcela fale!ný výsledek? Je to tím, ie
jsme nesplnili nutnou podmínku konvergence. Pf-ibližná náhrada kř'ivky !/(x)
lomenou čarou ABCD na obr. II - podle rovnic (f) a (8) - nesplňuje totiž po
ladavek. aby vtsledný integrál F podle (a) byl součtem '1ntegrálO nad ob
lastmi j.ednotlivých 'prvkO., nebot hodnota druhé derivace je na hranicích prvkd
v bodech BaC nekonečná a, Její ~í8pěvek k hodnot~ výslednáho 1nte~álu ~

v rovnici (a) nemusí být v limitě nulový. Celkový integrál v mezich O < x < 1
mdle proto mít - a taká skutečně má - jinou hodnotu ne,ž součet dílč"ích inte
gr'lo. nad jednotlivými prvky. (~ těchto dilčích integráld tot iž druhá der i
vac'e n."stoup1, neboi uvn1t~ každáho prvku je d!l.ef/dx2.= O). Proto nelze za
ručit, !e by ~eAen1 pfi volbě stále jemnějěího děleni konvergovalo ke správná
hodnoti. Skutečně, uvAdomíme-li si, ~e člen s druhou derivací v integrandu
(8) vyjadfuJe potenciální energii ohybová napjatosti (první člen je energií
akumulovanou ~ pruln'm podkladu, druhý vyjadřuje energii ohybové napjatosti
v nosníku a t~etí potenci'l vnijěích sil), nahlédneme, te naěe ~eěení



konverguje k případu dokonale ohebného lana (či fetězu) na ·pruJnám podkladu.
V lanu s~ pfitom nep~edpokládá žádn~ osová síla. Dostáváme tedy nesmyslný
výsledek, který je vlastně řešením triviální rovnice ' ~ - 1 =O pro
O <.x< 1, s izolovanými body lf (O) = O, ~ (1) = O.

ll. příklad

Úlohu z příkladu 10 budeme nyní řeěit s poui1tim kubického polynomu

( s)

Ře§ení

Protože polynom obsahuje čtyři konstanty, potřebujeme pro každý prvek
čtyři uzly. Na hraniei prvku, kterou tvoti jeho koncové body; mO~eme. volit
jen dva uzly. Zbývající dva bychom mohli volit uvnitř prvku. Vhodn~j·ěí věalc

bude, zvolíme-ll uzly jen dva; pak věak v každém z nich musíme zavást dva

parametrx. Jeden bud& funkční hodnotou ~ ·v uzlu, druhý hodnotou první de
rivace .:j.'tí) = dl-jd! = (c/~/t:h)(dx/c/f)= h{c:I..p/clx)v tomto uzlu. Pro libo
volný prvek ~ bude tedy platit, že

( b)

(e)

( d)

(e)

59



kde Ji =2[3_ .Jf2 +-1,

Y} :./3_2f2 +-f ' l.P .1 2
le = f -I" .

Lze se přesvědčit, že tyto tvarové funkce splňují podmínky dané tabulkou

r = 1 j k 1

-I>r (O) 1 O O O

';';(0) O 1 O O

1>,.. (7 ) O O 1 O

<f,..'(l) O O O 1

í ., f q({?)}To je v souladu 8 definic parametru i po dl e (b) a (d).

Vol ba dvou ., dvoj itých" uzló místo alternativy s dvěma vnitřními uzly má

tu výhodu, že zaručuje nejen spojitost aproximující funkce na hranicích prv

k~, ale i její první derivace.

Pro stacionární hodnotu funkcionálu platí nyní stejné úvahy jako v 10.

přfkladu, pouze vektor r'l(eJ] má čtyři prvky a vektor r í!] osm. Vzorce
(p) a Iq) z minulého příkladu budou platit i nadále, vezmeme-li r ,s =
= 1, 2, 3, 4. Vyjde elementární matice tuhosti 8 elementární vektor vn~jších

Sil (pro všechna e

408 396 204 142 -408 186 204 107

1 204 142 136 084 -204 107 68 037 (f)[ X teJ
] 1260 -408 186 -204 107 408 396 -204 142

204 107 68 037 -204 142 136 084

-3: ]
T

( O(e)] [~
1 1

- -
36 6 (g)

2 rovnice (g) je vidět, že by nestačilo připojit ke každému uzlu polovinu

ceJkov~ho zat1ženi (které je l.h = liJ), 81e že je třeba připojit ještě ohy

bov~ momenty v uzlech o velikosti ± l/J6 (= ~ h/12) , při81ušn~ zobecněným

pOsuvům ~j a ~e . Teprve pak dostaneme správnou náhradu rovnom~rného jed
notkového zatížení, působícího na náě nosník.

Rovnice (1) z 10. příkladu dává návod k sestavení celkové matice tuhosti
adicí z elementárních matic; musíme však brát vektor {'I} s osmi prvky

(h)
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v matic i [K] první a sedm~ f\ádek

( tJ I první a sedlllý ř'ádek.

Jednotlivé prvky značí střídavě

posuvy 1> a úhly otočení

h (d~/d>{) podle obr. 14.

Schéma pro sestavení matic lKJ
a ({)} je pro tři prvky ( h ""
= 1/) znázorněno na obr. 15 a

16. Vzhledem k tomu, že 1, ""
= rT = O (je ptedepsán nulový
posuv na koncích nosníku). vynecháme
a sloupec a v maticích {"l} a

Obr. 14

1 5 7

1234-5"6' 78

[Kl ::
)((f)~t%

'//~
)(2) %~

'ij~

j{(1)

1
2

3

tQ}" Jr
o
6

7
8

Obr. 15

Dostaneme zmeněenou soustavu

Obr. 16

( 1)

která v rozepsaném tvaru - po úpravě násobením 1260 - dá

136 084 -204 107 68 037 O O O

-204 10 7 816 792 O -408 186 204 10 7 O

680J7 O 272 168 -204 107 68037 O

O -408 186 -204 107 816 792 O 204 107

O 204 107 68 037 O 272 168 68 037

O O O 204 10 7 68 037 136 084

'11 1

~) 12

9" O
= 35

9$ 12

~6 l·:'18

Zarámováni prvkó v matici odpovídá obr. 15 (8 vynecháním prvního 8 se4mého
řádku a sloupce). Řešením této soustavy vyjde

bl



'12 = 0,013 750

CJ.J = 0,011 202

CJq= 0,006 618

95 = 0,011 202

Ck= -0,006 618 ( j)

98 = -0,013 750

Próběh funkce cf> podle rovnice (e) je dán v rozsahu každého prvku jiným
'polynomem, nebot pro každý prvek máme jiný vekt.or parametró' [9((1] :

Obr. 17

Obrázek byl po~ízen na so~adni

covém zapisovači Hewlett-Packard.
V tomto p~ípadě známe i p~esné

~eěení dané úlohy. Nejsnáze je
odvodíme pomocí Krylovových funk
ci argumentu X 1 {2., přísluěné

vzorce pro stručnost vynecháváme.
Pró běh phsného ~eěení je v gra
fickém znázornění nerozeznatelný
od průběhu na obr. 17, který jsme
získali metodou konečných prvkó .
Uprostted intervalu dává metoda
konečných prvků hodnotu i Mdk =

= "( X =0, 5) = O, 012 856,
lcdett,o přesné řeěení dává hodnotu
0,012 888. Chyba je tedy jen asi
0,25 %!

(k)

[9 '''I' {~J .

x2/3. Jl3

y

. 01

Na tomto příkladu jsme poznali, že metoda konečných prvkó může být účin

ným nástrojem, je-li správně aplikována. Naopak předchozí příklad dává pona
učeni, jak snadno dostaneme nesmyslné výsledky, nesplníme-li podmínky nutné
pro konvergenc i ke správnému teěení.

12. příklad

Stejnou úlohu budeme řeěi t metodou konečných prvků, nevyjdeme věak

z Ritzovy, ale z Galerkinovy metody.

Pro tvarové funkce v jednotlivých prvcích e = 1, 2, 3 dostaneme
- stejně jako dříve -

p(~)m <}(~)(f) -l ~ 1;,1;, ft] fCf(Jll (a)

kde ~ = i./h znač:!. lok ální be zro změrovou souřadnici a ['1 (f)J je dáno vztahy
(k) z ll. pří~ladu. Z diferenciální rovnice
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dostaneme dosazením z (a) zbytek (rezidiuum) v rozsahu ~ -tého prvlcu

To je soustava rovnic pro šest neznáoých

'12 ' q,J ' éj" , 9-5 ' 96 ' 98 .
Tvar těchto rovnic připomíná so~stavu

(j) z minulého příkladu. Prozkoumáme, do
ja~é míry se obě soustavy shodují. Vypo
čteme pro ílutltrac i některý z int.egrál'~

v soust.av~ (di, např.

x =1

Obr. 18

x =O

)'5

Bázové funkce jsou schematicky

f l (~) ft
IJ Yk ~ dr·o (f:CjJ f Y;'t~ f Y;'1~ + ~ ~b)y;'d[ +

f .( -f-J( Iv + <p
,Y

] r-ff f" \ ft Cf' +-. -. - _. I(16 Y!t cl o ~ d f . (e )

Dosadíme-li sem tvarové funkce [<fJ , jak jsme je odvodili v minulém pří

kladu, odpadne předposlední člen, nebot čtvrté der iVQce těchto polynomů jsou
identicky nulové. Tím však odpadne právě ten člen, který obsahuje ohybovou
tuhost nosníku. Právem se móžeme obávat, že to nepříznivě ovlivní výsledek
řešení. Abychom si objasnili souvislost s minulým příkladem, budeme členy se
čtvrtou derivací dvakrát integrovat per partes. Například
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( ( ~

J<t lY [ JJJ 1( r 1/1 I [liJ 1( r. II ( í. /I /I ( f)
o i, ~ d!.. >: ~ () -! J:' ~ df = 4- 5; o - L ~. Y:'l + j Jl ~ cif·

o
Výrazy v hranatých závorkách by vymizely, kdyby platilo buJ

r (O) r O I r(f) , O,

a kromě t.oho bu~

)} II

nebo 1; (O) • O J Y: (1) " O·

( g)

(h)

V první alternativě (g) a (h) jde o geometrické okrajové podmínky, v druhé
o přirozené. Splnění rovnic (R) a (h) není třeba požadovat na hranici každé
ho prvku, ale jen v bodech X = O a )( = 1, nebof v součtech v rovnicích
(d) se ostatní "okrajové členy" v hranatých závorkách z výrazó obdobných
k (f) navzájem zruěí. pokud nejsou předem nulové. Nenulové zóstanou pouze
okrajové členy v první a v poslední z rovnic (d)j je to zpósobeno tím, že
bázové funkce na obr. 18 nesplňují v bodech )( = O a X = 1 všechny okra
jové podmínky. HI

Ze srovnání s ll. příkladem je zřejmé, že shodné výsledky dostaneme,
budou-li oba okrajové členy na pravé straně rovnice (fl nulové. Pak totiž lze
rovnici (e) zapsat ve tvaru

, (

lY: R (2~f • /ff,. ~J t Yí ~~ f JI: 'Ir t- 1;96 )~ d f t

( ({Ji JJ Jl II j
fF fr: 0 3 + ... r J:96)rdf - rdf

o f o
čili

( i)

kde .,
~ !i('Cf) CP f JJ ll} df

I"S C J,. /s -fo~ Y;. Y;./ )
o \

( j)

~I První a poslední z nich nesplňují podmínky (h).
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To jsou - až na součinitel A • který se proti nule zkrátí - stejné výsled
ky. jaké jsme dostali dříve Ritzovou metodou. Mdžeme je srovnat s rovnicemi
(p) a (q) z minulého přikladu. Řádková matice v rovnic i (i) je !< -tým řád

kem elementární matice tuhosti.

V literatuře se setkáváme s tím. že se k odvození elementární matice
tuhosti použije Galerkinova metoda a okrajové členy se prostě vynechají, aniž
se zkoumá. zda jsou skutečně rovny nule. Tato praktika sice ~le dávat vý
sledky shodné s Ritzovou metodou, ale není to již - přísně vzato - Galerkino
va metoda. Ta dá shodné výsledky s Ritzovou metodou jen tehdy, jsou-li sku
tečně splněny věechny - tedy i přirozené - okrajové podmínky.

Je ztejm~, že k odvození matice tuhosti byohom mohli u~ít kteroukoli
metodu z 6. kapitoly. Výsledky by ee v~ak mohly navzájem lišit. někdy dokonce
značně. Výhodou Ritzovy metody, která vyohází z variaaní tormulace problému,
je mimo jiné i to, že umotňuje nejsnáze stanovit po~mínky konvergence ke
správnému ~eSení a že pro daný výběr bázových runke~ dává nejlepší aproxima
ci; bázov~ funkce přitom mohou splňovat pouze seometrlckd okr8jov~ podmínky.

13. pf iklad

Úlohu z 10. příkladu fešte diferenční metodou.

~ešení

.Diferenc i ální rovnic i

( a)

nahradíme diferenční rovnicí

( b)

podle obr. II (číslicemi 1 a~ 4). budeme moci

2
1

popř. pro .{ = 3. K tomu budeme potřebovat

,L = 5 mimo definični interval. Okrajové pod-

Použijeme-li o~íslováni uzló

rovnici (b) napsat pro .<. =

fiKt tvni uzly ~ = -1 a

mínky budou

//1=0)

/1-1- 2Jt, to jh = O
1/ I

Výpočtem (pro A = liJ)

!It = O,

U't;: O j

Jh - 2"4- + 'Jf ;: O
h2 ,

'lit = o.

(c)

(d)
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Zajímá-li nás hodnota ~#tII..,,= y (x = 0,5), nedostaneme ji pf-i rozdě

lení nosníku na lichý počet stejných díld pf-ímo, ale j~n pomocí deěifrovací

ho algoritmu, který dodatečně zvolíme. Vzhledem k souměrnosti m~žeme v dan4m
případ~ zvolit parabolu $(11) = 4, 5 ~2 x(f- x) , která prochází věemi body

'Xé' fA (4. = 1, 2,3,4) podle (d) a pro X =0,5 dává ,/""d.X = 9 ';kl 8 =
= 0,013 719. Správná hodnota je 0,012 888, chyba přibližného f-ešení diferenč-

ní metodou Je tedy v tomto případě 6,5 ~.

Z p~íkladu je zf-ejmý rozdíl proti metodě konečných prvk~. Diferenční me
todou dostaneme funkčni hodnoty jen v některých bodech; tyto funkční hodnoty
nezávisejí na de§1frovacím algoritmu. Naproti tomu u metody konečných prvkd
závisejí funkční hodnoty v uzlech na zvolených tvarových funkcich. Del!í roz
díl je v t.om, že diferenční metoda dala vAtěí hodnotu tj Met- než je přesné

řešení, metoda konečných prvkň naopak meněí. P~i stejném dělení ( A = 1/3)
dala me~oda konečných prvkd s kubickým polynomem 26krát menší chybu než dife
renční metoda. Okolnost, !e deformační varianta metody konečných prvkO dává
pro posuvy hodnoty meněi než přesné (nebo stejné, umožní-li to tvarové funkce),
souvisí s vlastnostmi funkcionálu přísluěné variační úlohy. Přesnému řešení

odpovídá minimální hodnota tohoto funkcionálu; pro každé přibližné řeěení má
tento funkcionál větší hodnotu. Proto přibližná řešení odvozená variační me
todou ohraničují přesnou hodnotu.

14. p~:íklad

Metodou konečných prvkó vyšetřete napětí a torzní tuhost u kroucené tyče

. čtvercového p~řezu.

Ře~ení

Problém je popsán funkcionálem (srov. 8. příklad)

r=ff[l(~l+;(:;)2_ 2z]dx d:J I

v
popř. diferenciální rovnicí

, 2

cLz + ci.z + 2 = O
cI)(2 ci.y2

s okrajovou podmínkou na hranici oblasti S

z=o.
Napětí pl.vnou podle Prandtla z rovnic

( a)

(b)

(c)

r:- G cy azL~2 = V ():J )
( d)

*/ Bezrozměrové jsou so1rl'adnice x, ~ i proměnná Z

6&



(e)

a moment torzní tuhosti v krutu z rovnice

~ .. M" IfG V) - 2ffz dJC d'j}
v

značí-li J' poměrné zkroucení (zkrut) a G modul pružnosti ve smyku. Zadá
ní je upraveno tak, aby Poissonova diferenciální rovnice (b) byla bezrozměro

vá. Rozměry čtvercového pr~fezu volíme 2' x 2, tj. pro vn1tfek oblasti platí

-1 < X < 1 -1 < :J < 1.

Oblast rozdělíme na trojúhelníkové prvky podle obr. 19. Vzhledem k sou
měrnosti postačí, budeme-li se zabývat jen osminou pr~řezu vyznačenou na
obr. 20.

obr. 19

3

6

Obr. 20

y

3

1 p.4-__~2

Obr. 21

x

Prvek č. 1 je zobrazen zvláši na obr. 21. Aproximaci v něm volíme jako

lineární polynom

( f)

Pro prvek na obr. 21 musí platit, že

C}," p(O i O) : a f )

Ch :; f>(O,5i o) = a, + 0,5 O 2 I

<=t3 = P(Oio.5): Of f 0,50.3

Odtud

(g)
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a tedy

1 O O {:Jfl)

~=[1 x 9.1 -2 2 O =
-2 O 2

=[~ 'ť, 1,] a:] =['fJ[ '1°']0 (h)

kde
ft = f- 2x - 2~ I

~ = 2x (i)

~ =- 2f
jsou tvarové funkce v lokálních soui'adnicich.

Funkci p{1} podle (h) dosadíme do funkcionálu (al; pro jeho variaci

dostaneme - index (1) pro strut!nost vynecháváme ".

r r }j}T(( (J<p č> (a~) /JtPj~) /d<P)_2'O :l.}d.xdll
ó r = l J9 'J [fax) df'tJ ax T \ Bij dfq) (o~i i ~{ttl 'r ~

v , ~f }Tato variace bude nulová jen tehd'y. v,ymizl-li dvojn} lote!fral, nehot d'l'
volime libovolně. To věak lze nBpsat Ve ivaru

( j)

čili - nyní opět připojíme index (1) -

(k)

polo ž:tme-li

(1)

I = ff/ d Y,.. a~ 1- a 'fr _čJ ~ )' .
K..s 'J( ax oX 0'á o~ d..x d-}j I

( rn)
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PHtom y , -:) = 1, 2, 3. Po vyčíslení integráll1 pomocí rovnic (i) vyjde

[-~
-1

-~] . (Ql']- 1~ n][Jé'j= .1- 1 (n)
2

-1 O

Integračním oborem je pi"itom troj\U1elník na obr. 21. Protoh prvky @ a Q)
na obr. 20 jsou shodné 8 shodni orientov~ troj\1helntlq II troj11helníkem (1)
na obr. 21, jsou elementární matice vlech těchto prvkd st.jn~. Pro prvek (1)
dost.aneme transformac í so~adnicotočením o 100 o netlp\ opakovaným !'eěením

pro troj\U1elníkovou oblast podle obr. 22

Vrcholy t.roj\U1elnfkO jsou na obr. 21 a 22
číslovány lokálními indexy 1, 2, 3. Glo
bální číslování je na obr. 20. Celkovou
matici tuhosti pro oblast na obr. 20 se
stavíme ad.icí po !'ádcích pomocí tabulky,
v ní~ v horním !'ádku píěeme globální a
v dolním lokální indexy; sestavujeme vzhle
dem k souměrnosti jen horní polovinu mati
ce (tj. prvky k,.'IJ pro /,) ~ r ); zpOsob
použití tabulky vysvětlíme na pi"íkladech.
Bude tedy nsp!-. :

y

3 2

1
Obr. 22

x

(o)

kf~ = k.
M i2ff = = 1 ,

k22 = k. r~) A(3) I<. rltJ
~ (122 + 22 + 22 = + 2 + 1) = 4/2 = 2 ,

1<23 =
/<.(1} k ('tj

23 + 23 = O + O = O.
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Tabulka pl'll'azuj;(cí lokální a globální indexy

f*lek
{ll

lob4ln1

matice
Prvek Indexy lokální

1 1 1 1 1 2 1 3

1 1 1 2 1 3

1 2 2 2 3

2 2 2 3

2 3 2 2 2 4 2 5

1 1 1 2 1 3

4 2 2 2 3 2 5

1 1 1 3 1 2

1 3 3

3 3

3 2 3 3 3 5 3 6

1 1 1 2 1 3

4 3 3 3 5

3 3 3 2

4 3 4 4 4 5

2 2 2 3

2 5 5 5 6

2 2 2 3

5 3 5 5

3 3

4 5 5

2 2

6 2 6 6

3 3



L (a) .
Hodnoty I\r~ odečítáme z pf-ísluAných elementárních matic; pro (l = 1, 2, 3
z matice [Jťf'Jj, pro tZ. = 4 z matice [XAlj. Výsledná matice [Kl musí
b!t souměrná~ singulární. a musí mít nulové součty prvlcO. v každém sloupci
(~ádku). Poslední podmínka plyne z po~adavku rovnováhy Prandtlovy membrány a
slouU ke kontrole výsledkO.. Podobně se slo!! vektory (G (f'J. Celkem bude

2 -1 -1 O O O ~, 1

-1 4 O -1 -2 O CI, 3

1 -1 O 4 O -2 -1 q, =...J.. 3 ( p)
2 O -1 O 1 O O ll. 1:2 1

O -2 -2 O 4 O q. 3

O O -1 O O 1 9. 1 ..
Okrajové podmínky Jsou: 9, = ~2 = Ch = o. Zbývá - po vynechání pf-ísluě-

ných ~ádkO. a slouilcd -

~eěením dostaneme

'J:J= 11/24 = 0,458 334,

Cjs= 17/48 = 0,354 167,

~6= 5/8 = 0,625 000.

1 f~1J=T2 (q)

(r')

Prandt.lova membrána je v tomto p~ípadě

aproximována mnohostěnem zakresleným
na obr. 23. Kóty jeho vrchol~ jsou
úměrné vypočt.eným hodnotám. Největěí

smykové napět:!: v tyči je dáno maximál
ní hodnot.ou výrazu

Obr. 23

To vyplývá z rovnic (d). S přihlédnutím k obr. 20 a 23 je

(s)

(t)
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kde fl značí rameno t.roj\1he1níku na obr. 21, tj. h = 0,5. lToto

T~ 0,916 668 GV. (u)

Pfesná hodnota je ' __E 1,351 92G"" , tj. chyba je 32 fl. ~ato nepfesnost
je zna~né. ~ zpOsobena tím, le derivováním se nepfesnosti zveličují (inte
grováním se naopak vyhlazuj!). V~tl! p~esnost dostaneme, budeme-li počítat

podle (e) torzní tuhost. S p~ih1~dnutím k obr. 20 vyjde d!ojnásobný objem
vrch1!ku podle obr. 23 takto: ,

JIc = 2. 8. ~ • ~ [~" l' (CJ.~ fo q., + CJ,,)· CJ.s io ( Cj.. + 'JsJl

= 3[3', + 39-5 + 90,,] !: 2,0417, ( v)

kdelto pfesná hodnota je 2,2495; chyba je tedy asi 9 fl. I tato chyba je po
~rn~ velká; je to zpOsobeno hrubým rozd~lením oblasti na jednotlivé prvky.

Skutečný tvar membrány je vlak hladká plocha. Nahradili jsme ji plochou
po částech hladkou; to nenaruěuje podmínku konvergence, nebo! první derivace,
kt~r~ vstupují do funkcionálu (a), zdstávaj! i na hranicích prvkO omezená
(ověem nespojitá). Proto lze právem očekávat, že s jemn~jl!m dělením oblasti
na prvky dostaneme ~esnějěí výsledky.

Obr. 24

9. O volbě tvarových funkcí

Napětí r jsou dána derivacemi (d),
takže pro Dáhracbú -membránu- podle obr. 23
vyjdou v rozsahu každáho prvku konstantní
(obr. 24); na hranicích prvkd jsou proto
- na rOZdíl od skute~nosti - nespojitá.
Výs1~dná smyková napětí uvnitřprvkd jsou
na obr. 24 vyznačena ěipkami, které je
určují svým směrem i velikostí. Je zvykem,
že se tato vypočtená na~t! přisuzují tě

žiěti každého prvku, ale není pro to žádný
zv1áětní ddvod. Pro napětí v ostatních bo
dech lze pak volit nějaký deěifrovací algo
ritmus, kterým se prdběh napětí "vyhlazuje"
a přib1ižuje exaktním hodnotám. Lze věak

spíěe doporučit zpřesnění výpočtu volbou
Jemnějěí sítě prvkd, což je ri~orózní postup.

Z přík1add, které jsme uvedli, je zřejmé, že tvarová funkce"móžeme volit
podle zkuěenosti. Výsledná aproximace se zpravidla skládá z polynom 'fi tak,
že platí - srov. s rovnicí (85) -
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{:.,::...].4>; • fr. 'f, .... '1M] ? ( 96)

Parametry CJ.f až tj .... jsou funkční hodnoty <1 .. v uzlech. ~arové funkce
~. mají tu vlastnost, že jsou nenulové právě jen v tom z uzl~, k jehož pa

rametru nále~eJí, a tam nabývají jednotkové hodnoty. Volíme-li uzly v potteb
nám množství na hranicích prv~, a to tak, le Jsou společná sousedním prvkóm,
zabezpečíme tím zároveň pottebnou spojitost výsledná aproximace mezi prvky
(~lnejmeněím v uzlech, snažíme se věak dosáhnout spojitosti na celé hranici).

Pfi sestavování polynomó ~ihlížíme k ~irozeným vlastnostem kontinua
(k jeho izotropii, symetrii apod.). SestavuJeme~li nap~. polynom v proměnných

X I ';j I a mají-li tyto osy rovnocenné postavení, vybíráme členy z Pascalova
trojúhelníku

vždy souměrn~, tedy např.

(97)

Pro takový polynom potřebujeme ěest uzló na obvodu prvku. Mohli bychom tedy
tento polynom použít např. pro prvek na obr. 25 nebo pro obdélník na obr. 26.

y

A

c

Obr. 25

B

x

"i
O C-

X-
A B

Obr. 26

Dosadíme-li věak do rovnice (97) z rovnice přimky 11 = I< x + C , dostaneme
obecně polynom v jedné proměnné třetího stupně, k jehož určení potřebujeme

čtyři body. Proto nedosáhneme obecně spojitosti tvarových funkcí na hranicích
prvkó, na nichž máme nejvýěe tři body. Výjimku činí strany AD a DC na
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o~. 26. Kromě toho zjistíme, le na stranách AB na o~. 25 8 26 nebudeme
moci zvolit n8závisU parametry, nebot pro f;j = O zbudou v rovnici (97) jen
dva nenulové členy a jejich součinitele nelze urěit ~e tf! nezávislých pod
m!nek. Zvolíme-li věak polynom pouze druhého stupně

1 J
eP.. = Of P a 2 X I 03 <t .. Cl +x ~ Os X'J ~ a, 'J '

I

dostaneme u prvku podle obr. 25 spojitost na v6ech stranách. II

podle obr. 26 nemají osy X ~ rovn6cenné postaven!. takže
fuDkc 1

( 98)

obdáln!ku
je lépe volit

( 99)

dávajíc! rovně! spojitost na věech stranách. Pro X = konat je totiž ~i =
= b, + b2 :/ (na stranách AD a BC musí být po dvou uzlech) a pro :I =
= konat vyjde f/>. = Cf f CI.)( f C,)( J (na stranách A8 a DC musí být tedy
po t~ech uzleCh). Pak funkčn1 hodnoty v uzlech na táže stran~ obdélníka ~plně

určují próběh aproximace na této strsn~ (nezávisle na ostatních parametrech,
a tedy též nezávisle na tom. ke kterému prvku strana patfi).

Takto sestavené tvarové funkce pro rOzné prvky, které mají zpravidla
uzly na hranicích, se poU!ívaJ1 nejčastěji. Prvky s těmito tvarovými funkcemi
tvo:H tzv. "serendlpity family" (serendipity = schopnost nejít ztracené věci;

název odvozen z pohádky o princích z ostrova Serendipu. tj. Ceylonu - dnes

Tvarové funkce však mOžeme také psát p~imo

(bez odvozováni), použijeme-li k tomu Lagran
geovy polynomy. Pak ověem potřebujeme - nejde
li o lineárni polynomy - uzly také uvnitf ob
lasti. Např. pro uzel I.; prvku na obr. 27
móžeme psát tvarovou funkci jako součin dvou

kvadrat ických polynooro.

Srí Lanka) .

y

-
7 8 9

( O Obr. 27
4 5 6

)(

1 2 3
~ '" (X- Xa)(X - X,). (~- V,)('I- :I,)

t, (X,-X,J(K~ -XJ) (~t- ",){'t.,-1',)
(100 )

1
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2 3

Obr. 28

Funkce (100) je nulová va věech uzlech s výjim-

kou uzlu " (X = XI, = X" li = 'i't ),
kde nabývá hodnoty 1 (obr. 28). Odpadá tedy
dosazováni soutadnic uzló do ptíslušného poly
nomu a hledán! jeho součinite~. ~akto sestave
né tvapové funkce, charakterizující prvky
s uzly umistěnými z~av1dla 1 uvnitř. tvo~1

"Lagrange famny". NevýhodOU těchto prvkO je I

že při větěím počtu uzló uvnitř oblasti obvykle
nesplňují požadavek spojitosti tvarových funkcí
na hranicích prvkO.



V obecném pfipadě mohou být uziy rozmistěny nepravidelně. V limitě mo
hou dva prvky splynouti d08~áváme pak uzel, v němž jeden parametr znači

funkční hodnotu, druhý její derivaci (v někollkarozměrné oblasti jde o par
ciální derivace). ~ový prvek jsme použili v ll. p~ikladu. ~varové funkce
pak IInHeme p~:!mo psát pomocí tzv. Ifermtteových polynom H",,", (x) • Jsou to
polynomy stupně 2 h + 1, které dávaji

( lal)

pro k. r/J m nebo pro X· xi .

pro I< = I'n
d,IttH
cl. )( It = 1

d:H= O
a x lt

~ = o, 1, ••• , n. Je-li napt. n = 1, jde o čty~i kubické polynomy

H ' H ' H' s těmito vlastnostmi:o, "0 f,

Pl" itom,
Hoo '

I . t IHo. (JI. x.) Hoo (x. X,) C> O..
HD~ ()( • XoJ • O H~(K=Xf)= f

( 102)

~~I: (X~Xo)s!
. ,

ciH,o (x. x,) = O
ci.J<

~

clH: (X;; X,) = 1d ~( (x.)(o) • O
cLx dx

Tyto podminky splňuji na intervalu O & X :á 1 ( Xo ;; O, Xf = 1) polynoíJ1y

H ., =- 2)(] + 3x 2

Ol Hf 3 X 2
... X - .

ff

(laJ)

To jsou však funkce ~. až Cf, ,zobrazené na obr. 18.

15. přiklad

Pro čtvercový element
pravidalně rozmístěnými na
tvarové funkce (obr. 29).

1 x 1 s osmi uzly
hranici navrhněte

Obr. 29

y
6 7 8

5

Řešeni 1 2 3 x
Zvolíme polynom

cP:a a, fo Q1X I- Cl3 tt fo a,.x 2 + ClsX:t ~

z 2 2
+ Cl,:! fo 0IX 'iI fo 08X~ .

( a)
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Dosadíme-li do pravá strany (a) eo·ufadn1ce 1° -tého uzlu, bude tf>. 9i . Odtud

1 0,5 0,25 0,5 0,25

O 0,25 O

0,25 O

( b)

1

O

o
O

O

O

1

O

o
O

O

1

1 0,25 0,5

1

o
O

O

1

O

O

o

1

O

1

O

O

0,25 0,5

o 0,5

1 0,5

O 1

0,5 1

1 1

O O

0,5 O

1 O

1

1

1

1

1

1

1

1

=

qf
'l2
q,
q"
'Js
q,
C}"

~B

Pou~l+ím inverzní matice odtud dostaneme

Cl f

a,

Cl.,

100 O O O O O

-) 4 -1 O O O O O

-) O O 4 O -1 O O

2 -4 2 O O O O O

5 -4 -1 -4 4 -1 4 -)

2 O O -4 O 2 O O

-2 4 -2 O O 2 -4 2

-2 O 2 4 -4 -2 O 2

(c)

Nyní již mňžeme psát, čemu se rovnají tvarové funkce. Omezíme se na jeden při

klad II napíěeme tvarovou funkc i pro uzel 4. . Bude-li nenulový pouze para

metr ~t' budou nenulová jen tyto hodnoty:

o, = "CJ.., J 06 ::. - It ~~ J

Os :. - ~ '1., I Cls = lt 9-., .
Tvarová funkce ~ísluěná tomuto uzlu tedy bude

1 2 J

8

Její prdběh je zakreslen
na obr. )0. Je to prvek ze
"serend1p1ty fam11y" na
rozdíl od prvku na obr. 28;
pro ten bychom z rovnice
(100) v naěem p~ípadě dosta
li

Obr. 30
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';/ (~ - { }

0,5(0,5 - fl
x- (x - O,SHl( - ") .
" - (- 0,5)(- f}

= ft~ (1- ~)((- X )( (- 2x ) .

=

(e)

To by věak byl prvek z "Lagrange famlly". Je to - jak vidíme - polynom o je
den stupeň větěi. Tvarové funkce obou těchto prvkd dávají pro X = konst
(po~. V =konst) obecně kvadratické paraboly, jež jsou jednoznačně určeny

funkčními hodnotami ve t~ech uzlech položených na téže straně čtverce. Proto
oba typy dávaji spojitou aproximaci q; na hranicich ·prvkd. Lagrangeovský
prvek věak bývá někdy méně vhodný, nebot tvarové funkce - nap~. na obr. 28 
maji složitějěi p~běhy a nedávají p~itom výrazně lepěi Yýsledky.

~ipad prvku na obr. 29 je velmi jednoduchý (pravidelná rozmistěni

uzlO) , takže výraz (d) jsme mohli "uhádnout'" p~edem. To věak nebývá vždy mož
né. Také by se nám mohlo ~ihodit, že bychom zkusmo nalezli tvarovou funkci
p~isluěnou jinému polynomu.

10. Homogenni sou~adnice

Obr. Jl

x2

_L,3 :: O3
""""'- .- .....

3

1

y
Nejuživanějěim konečným

prvkem pro dvourozměrnou ob
last je troj~heln!k. A právě

u tohoto prvku citime, že se
k jeho popisu ~iliě nehodi
pravoúuhlé so~adnice (obr. Jl).
Zavedeme proto homogenni (bez-
rozměrové) so~adnice L4, L2 ,

L3 • So~adnice L1 je poměr

ěrafované plochy P23 k ploěe

trojúhelniku (23 II podobně

L2' LJ • Tedy

( 104)

Sečtenim dostaneme podminku

Ll .,. L2 fo LJ = 1
( 105)
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na obr. 31p

1

jsou tedy jen dvě nezávislé. Bod
L2 = 0,2; L, = 0,3.

Souf'adnice lf' l, , L3 md

žeme pova!ovat za lokální soufadni
ce v t~írozměrném prostoru (obr. 32).
Rovnostranný trojúhelník r2' 3' na
obr. 32, který vytíná na osách sou
~8dnic jedn~tkov' úseky, se trans
formuje do obecnáho trojúhelníka (23
na obr. 31 vzájemně jednoznačně.

Vztah (105) je rovnicí roviny troj
úhelníka li 3 na obr. 32.Obr. 32

Ze t~í souřadnic bodu P
má souf'adnice l, = O, 5;

Zvolíme-li aproximaci lineárními polyno~v s uzly ve vrcholech trojúhel
níku, dostaneme tvarové funkce v lokálních homogenních soufadnicích

.Y; = L4 )

Zbývá najít zobrazovací rovnic i

( 106)

( 107)

abychom mohli převést tvarové funkce do globá~ních soufadn1c. Musí z~ejmě

plat 1t, že

I Xf O XI O
X,

O = [A] :Jf 1 = [A] ~I. J O = [A] ~3

O 1 O 1 1 1

To je devět rovnic pro výpočet prvk~ ajte matice [A] • Vyjde

alf = ~2 - Sl3 ex,,_ k, - ~A ex = "2~s-X,~

2A 2A ,. 2d J

kde

( lOS)

( 109)

1
=

2
= trojúhelník 123.

Obdobně vyjdou dal~í prvky hledané matice. Známe-li tvarové funkce (106)
pro lineární polynom (trojúhelník 12 3 ), snadno najdeme 1 tvarové funkce
pro kvadratický polynom (trojúhelník 3~6 , obr. 33), jsou-li uzly rozděleny
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3

5

Obr. 33

6

na každé straně ve stejných vzdálenostech.
Označíme-li stupeň polynomu horním indexem
v závorce, bude zřejmě

( 110)

Funkce 1:1,'1/ bude t.ot iž nulová ve věech

uzlech s výjimkou uzlu 3 ,kde bude na
bývat hodnoty 1, nebot L;g) je nulová

- (fJ
podél "56 a LJ podél '2
Obdobně

lb III 2 L (IJL ID (flJ
Ji .. .J. f I J2 •

( lll)

První z těchto funkcí je nulová ve věech uzlech s výjimkou uzlu 1 , v němž

L~IJ = 1, L/2J = 0.5. takže j',('J = 1-

Z definice homogenních souřadnic vyplývá, že

(112)

Protože tl 463 = 4.

Podobně

a dále

..1123 a dále tlP63 = 2.

LftJ 2l (:11
f '" It.

AP23. vyjde

(113 )

Oude~e tedy pro prvek podle obr. 33 mít (indexy (2) vynecháme)

( 114)

( ll5)

Funkce lJ
Záměnou indem
rových funkci.

LI( • L6 plati nyní pro trojúhelník s vrcholy 3 , 4, 6.
s ptihlédnutím k obr. 31 bychom dostali i ostatních ěest tva-
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Výhodou homogennich soufadnic je, že dávaji stejné tvarové funkce v 10
kálnich soufadnicich pro věechny trojúhelnikové prvky; pro ty se liěi jen
koeficienty v transformačnich rovnicich (107), které záviseji na soufadni
cich vrcholO. Kromě toho ee snadno a v jednoduchých vzorcich ziskaji tvarové
funkce i pro aproximace vyěěich stupňo. Pfiklndem jsou rovnice (115) platné
pro trojúhelnik s kvadratickým polynomem.

ll. Prvky složitých tvarO, odvozené transformaci z rodičovských elementO

V minulé kapitole jsme Ukázali, jak snadno lze odvodit tvarové funkce
libovolného trojúhelnikového prvku z jediného "rodičovského" t.rojúhelniku
na obr. 12. P~isluěné transformačni vzorce - inverzni k vztahOm (107) -
jsou

{::}

{H·
( 116)

T~eti rovnici, která je totožná se (105), jsme nenapsali. Správnost vztahO
(116) je z~ejmá ihned z definice homogennich soufadnic; l" nabývá totiž
hodnoty 1 v uzlu" k " a hodnoty O v ostatnich uzlech. Tuto vlastnost
věak maji obecně tvarové funkce f k ,takže existuje t~ida transformaci,
pro niž plati vztahy

[ Xx.x:~}{xl [~'f, .... 'f~] _

(ll 7)
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A 1 1 B

Obr. 34

Omezime se na dvě Bo~adnicej zobecně

ni pro třírozměrný prostor je snadné. Tva
rové funkce [ 'f] jsou polynomy v lokál
nich soufadnicich f , ~ ,které móžeme
normovat např. podminkou Ifl ~ 1 } 1"21 ~ 1 .
Rodičovský prvek je pak čtverec zakreslený
na obr. 34. Z něho móžeme odvodit popsanou
t.ransformaci čtyřúhelnikové prvky nejr~z

nějěich tvarO. Např. tvarové funkce



~ = (f- {}(f- 7)/" )
(118)

~ .. (f + {)(f - "l)/~ )

y

zobrazí čtverec ~a obr. 34 do libovolného
čtyřúhelníku (obr. 35). P~ímky f = konst
(pOpř. ~ =konst) se zobrazí opět jako
~ímkYI nebof tvarové funkce (118) mají bi
lineární formu. Obecně by věak mohly mít
i tento (málo vhodný) tvar

Obr. 35

x
a výsledný element by byl křivočarý.

Musíme věak dbát o to, aby zobrazení bylo vzájemně jednoznačné a aby
v sít i zobrazených prvlffi nevznikly "ětěrbiny". Toho dosáhneme I zvolíme-li
rodičovské prvky s takovými tvarovými funkcemi, které splňují na hranicích
prvlffi podmínku spoj itosti; sít transformovaných (odvozených), prvlffi bude po
tom souvislá.

S tvarovými funkcemi vyěěích stupň~ vzroste na obvodě počet uzl~j

pak ~žeme specifikovat tvar odvozeného prvku větěím počtem uzl~ (obr. 36 a
37) .

~

6 5

4 f8

7

2

Obr. 36

3

y

3

x

Obr. 37

Nyní jde o t.o, určit pro odvozené prvky také tvarová funkce. Výsledná
aproximace bude

(120 )
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a tedy

(121)

Pfipomeňme, I. poěe~ uz16 určujících geometrii trans:formovan'ho prvku
byl m podle (117) t kdelto počet uz1o. určujících aprox1mac 1 (120) je h •

AvAak počet uzld se v tomto pf1pedi shoduje 8 počtem parametrd. Poul1jeme-ll

v rovnicích (ll 7) 1 (120) st.jn' tval'ov4 tUDkc e r1'J- ["], bude "." = h ;

dostaneme tak lzoparametr lck' prvky. Jinak pro h7 <. 11 mluvíme o prvcích
8ubparametrlcklch (pro urěenť geómetrlck'ho ·tyaru.-poul1v8m8 .'ni uzld nei
máme par8JIetrd pro vt_l.dnou. apronliaěiiť:·tuDkc 1) -8 pro "" ~ ," O, ·prvcích
8uperparametr-1cktch (k Ul'~_í.••o••tl'lc.k4bo tvaru u!:{v•• y108 uz16 ·nel má.
par8metrd pro aprox1maění tunkc 1). Pf1tlady tlchto prYkd jsou na obr. 38.

PRVEK

•
,

JZOPARAM. SUBPARAM. SUPERPARAMETRICKY

o ZNAČí BODY PRO' URČENI' GEOMETRIE

• ZNAČí UZLY PRO URČENí APROXIMACE

Obr. 38

Izoparametrická prvky mají proti ostatním výhodu, !e 8e snadno kontrolu
je, je-li lineární kombinace tvarových funkcí schopna popsat pfípad, kdy
funkce tj nebo její derivace, 'VYskytují-li 88 ve funkcionálu l1lohy, jsou
konstantní. Mají-li napf. b!t konstantní první parciální derivace, musí mít
tunke e <.p obecni tvar

(122)

kde d, a! ti, jsou konstanty. Avěak

(123)
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Podle definice je parametr 9,. hodnotou funkce ~ v .z' -tém uzlu; tedy

- podle (122) -

cp .. " ,. ti, X, l' r/., ~9 •

Z této rovnice dosadíme do (12) a budeme mít

Srovnáním s rovnicí (122) vyjde po~adavek, aby

(124 )

(125 )

2 !f':J" • '/ .

~:ti=f, E Ji X; ;: X J

(126)

Druhé dvě z těchto podmínek jsou splněny, nebof pro izoparametrické prvky
platí (117). Stačí tedy, aby

Z.r,."f. (127)

Tvarové funkce (118) tuto podmínku splňují, avěak funkce typu (119) obecně

nikoli.

16. pHklad

Odvoche matici [)(M] ze 14. pt-íkladu transformací z rodičovského t.roj
~helníku na obr. )2.

~eěení

Pro prvky hledané matice platí

k. = {(jr o~, d~ +- c> rl" d Y") cl. x ci tt
;~ { J c> x C) X () 'J () 'i d

V naAem pt-ípadě máme v lokálních sout-adnicích

(a)

(b)

Abychom se vyhnuli složitým transformačn1m vztah~ (107), p~ejdeme v rovnici
(a) k lokálním souř-adnicím. Proto vyjádt-íme lokální souř-adnice dvěma nezávis
le proměnnými f l' (nebof jen dvě ze tH homogenních soul-aOOic jsou ne
závislé); polo~íme

L, • {I Ll" 7} L3 " f- f - 1
(c)
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a dostaneme

:= d f.' .E..i.L +
dl, of

( d)

Dále plat.í, !e

( f)

( e)

atd., celkem

Podle

() ~,' () ť,. OX é) Ý,' ~
CJf = é)>. ol + rJ" ~f

{ ~~} :I [~ ťJ {:~J = [J] {~~] .
07 07 ()7 a~ ~'J

Matice [J] je známý jakobián. Z poslední rovnice mOžeme vypočítat vektor
na pravé straně, neboi je-li zobrazení vzájemně jednoznačná, existuje in
verzní matice []]-1. Kromě toho c::/xc:::/'j = /JI dfdf? , takže z rovnice (a)
vyjde

XCLf~L2=fT71

:J ~ L2 + L = 1 - f I

takže

(JJ=

-r
[J] [J]~

[ ~ -:] 1

rl-I]
tl 2 IJI = 1.

Bude tedy

1 1-f

fr Je;' ~;
f '2«0«o

Integračním oborem je trojúhelník
dvou rovnic (c). Výpočtem

012 na obr. 32, jak vyplývá z prvních
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., I-{ 1

kH =jdf J<1 - o - o + O) dr = J(l -t) elf = 1
2

t rO '7-0 o

f '1
1<12:1 dr] (O- 1 - O + O) d7 = 1 atd.- 2

o o

Vyjdou tytéž hodnoty jako d~ive.

17. př'ilc1ad

Matici tuhosti ze 7. pf'fkladu pro čtverec na obr _ 9 odvoate z rodičovské

ho elementu na obr. 34.

Řeěeni

Podle (117) a (118) nyni máme

O

1

1

O

(a)

O

O

1

1

Pro POBUVY pak máme aproximaci (v loká1nich souřadnicich)

<jl

U(f,7)~ [~f ~ Y: ~ J ~~
Cj.s
q.1 ( b)

q.1

V(f} '() ~ [J,' Y: ~ ~ ] 94
q,
~g
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Proto~e jsme v rovnicích (a) a (b) poulili etejn4 tvarov' funkce, totil .
(118), jde o izoparametricki prvek. Derivováním (b) dostaneme napf.

(c)

V těchto výrazech se vyskytují parciální derivace tV8rov~h funkcí, pro nll
máme - podle pfíkladu 16., rovnice (e) -

d~
aJ(

V naAem p~íp8dě dostaneme - derivacemi (a)

[J] -lO~5 O~5] i [JJ~ [: :] i IJ 1= 1· ( d)

Proto

fx dU / ()x Cj"
f'J ;:& Otl/oe; - [B] CJ., ( e)

'11'1 aů. /a~ + oU- fax :

'8kde

()~
O a~ O

()Yj
O o~ O

df ar V Of

[8J"2 o o~ o a~ o oY" o dY;
(J1 01 -01 d '2

ar, d~ ()y, _ on ~~ _()f, ()~ _ ()~
anz - df 0, () f t>'7 ()f () tf uf

VA1mn~me si, la matice [B ] má stejný tvar jako v rovnic i (67), sklá

dá se věak ze čty~ submatic. Dosadíme-li sem z rovnic (118) 8 vypočteme

f 1

[kJ:o tf/[8]T[C][BJIJldfd'7, (f)

... 1 -,

kde reJ j'e čtvercová matice z rovnice (g) ze 7. p:fíkladu, vyjde stejný

výsledek jako d~íve.

Poznámka: Uvedená pfíklady jsou velmi jednoduchá, aby bylo možno sledovat
postup výpočtu bez větěích nárokO na pozornost 8 výpočetní techniku. V praxi
se tyto výpočty - inverze jakobiánu a integrace - ned61ají obvykle analyticky,
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ale numericky, takže program sestavený pro jeden prvek se hodi zároveň pro
věechny prvky téhož typu (bez z~etele na umistěni jejich vrcholó v globálni
soustavě so~adnic). Integruje se p~itom v lokálnich soufadnicich, tedy
v oblasti rodičovského prvku. ~ato oblast je stejná pro věechny odvozené
prvky a má velmi jednoduchý tvar. Integrand - a ~im též jakobián, pokud neni
konstantni - vyčislujeme p~i numerické integraci jen v určitých bodech, vo
lených zpravidla podle Gaussovy integračni teorie. Tim se věak nyni nebudeme
zabývat. Zminku o Gaussově integraci obsahuje 19. ptiklad.

'l

6 {;

~
4-

7

1

y

6

2

Obr. 39

3

5

x

7

8

1 2

Obr. 40

3

18. p~íklad

Stanovte transformačni vztahy pro prvek na obr. 39, odvozený z rodičov

ského prvku na obr. 40. Soufadnice uzló na obr. 39 jsou dány tabulkou:

Uzel 1 2 3 4 5 6 7 8

X -2 O 2 1 2 O -2 -1

~
O O O 1 2 3 2 1

Řeěeni

Nejprve určime tvarové funkce pro prvek na obr. 40. Protože má osm uzló,
móžeme použit polynom nejvýěe s osmi konstantami. Zvolime tedy

Zvolíme-li za f , 1 soufadnic e uzlu
musi polynom dávat funkčni hodnotu v uzlu

!< na obr. 4O ( !< = 1 , 2, ..., 8),
~ , tj. musi vyjit parametr ~k

(b)
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To je osm rovnic, z nichl lze vypočítat konstanty a., al! a t1 • Uspofádáme-

11 polynom tak, ie bude

frf, ~) · '1, 'f, + '1, 'f, ~

dostaneme odtud tvarová funkce ~ sl

.,.. t:J. Ý
"s-; • Po úprav~ vyjde

(e)

~ .. -1ff- tJ{1- t)([+ 1~ 1} I

}; ~ fff- f)(f + 1J(1- 1) J

J; _.- t (ft 1)('2- f)(f-1·-t) }

); = -f{{+1}(,-1}{'f +t) )

~. tr!4 1){1,f){(+1- f)J
s: =-iff- t}(, +f)({+ 1)1
~= ~(/-f)(1+1)(f-1~f)J

~ = ~ ({-1)(1-1)(IL + 1).

( d)

(e)

Transformační vztahy vyjdou podle (117)

Xc -2~ 1 2S';'" ~ + 2Y's- 2~-j':
T B ,

~.. 1; + 2fs I- 3~ + 250; 4 5-8 •

Lze ae přesvědčit, ~e tvarové funkce (d) splňují (127). Stran~ k~lvoča

rého ěty~úhelníku na obr. 39 dostaneme, dosadíme-li do tvarových funkcí po
stupně za { , ~ hodnoty + 1, - 1. Zjistíme. la Jde o kvadratické para
boly (parabola 123 degeneruje v pfímku). Proi;o!e tyto par~boly jsou urče

ny tfem1 bo4y a směrem osy (amAry os jsou rovnobl!ná s osami souřadnic)

a na ka!dá strenf čtverce máme t~l uzly, bude výsledná aproximace pro sít
1zoparametrlckých prvkd tohoto druhu na hranicích prvkd bez It~rb1n a bez
pfeeahd. Poloha uzlO věak musí být volena tak, aby se hraniční paraboly
u !ádného prvku neprotínaly jinde nel v uzlových bodech f , 3 t 5 a 1 .

VA1mnime s1. le anulováním jednotlivých ěinltelO v ra.vnicích (d) pro
tvarová funkce dostaneme rovnice pfímek procházejících uzly, v nich! je tva
rová funkce nulová. To je velmi jednoduchá, tak!e bychom mohli být v poklWe
ní napsat tV8ro~ funkce zkusmo (odhadem). Tu by se viak mohlo stát. le bychom
napsali tvarová funkce pfťsluAné j1n4mu polynomu vyiěího stupně. Rapf. bychom
mohli feě1t nsA1 dlohu tak, tak, la bychom odhadli tvarová funkce e lichými
indexy takto:
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Tvarové funkce se sudými indeyy by se nezměnily. Vztahy (f) jsou formál
ně jednoduě~í než jim odpovídající. výrazy v rovnicích (d). Odpovídaj! v§ak
polynomu čtvrtáho stupně s nesplňují podmínku (127). Teprve kdybychom p~ida

li devátý uzel v bodě f = O. ~ =O a k němu pf'íeluěnou tvarovou funk:c i

J; = ({ 2_ 1) (t'l2.- 1), (g)

byla by podmínka (127) i v tomto p~ípedě splněna. Mí.sto prvku B polynomem
U'et!ho atupně ze "serendipity fam1ly" bychom v!1ak nyní mUi lagrengeovBký
prvek 8 polynomem ~tvrtého stupně.

Tvarová funkce 59 podle (8) nabývá na ceH hranici prvku nulové hod
noty. Tekovou vlaatnost by měla i funkce

(p ff' 1i{ lItp
J~ " C.os COS -- •

<] 2 2
(h)

Mohli bychom ji ptidat i k pOvodnimu prvku s tvarovými funkcemi podle (d)

a brát. parametr 9- 9 :formálně jako součinitel nezávislý Da uzlech (nemusel i
bychom devá+ý uzel zavádět). Dostali bychom tak aubparametrický prvek (g~o

metr1e je určena osmi parametry, aproy1msce devíti). Někdy lze takovým zpóso
bam z1ep~it přesnost aproximace.

It
Nemáme-li v~ak k tomu zvlá!1tní. d~vod. raději funkci '19 podle (h) do

výpoč+Ó nezavádíme. Pamatujme, že k výpočtu polynomu pottebuje počítač zpra
vidla méfiě času než k výpočtu goniometrických funke!. Ptipomínáme také, že
součet tvarových funkcí ~ .... f 1 .... .... f 8 ... If,/ nesplňuje pod-
mínku (127).

19. pf'ík lad

Nevrhněte kt-ivočarÝ izoparametr ick Ý prvek pro výpočet rotačně souměrných

tenkých skot"epin. • /

Ře§eni

Ktivočarý meridián rotačně souměrné akot-spiny rozdělíme na prvky konečné

délky; Jeden takový prvek je zakreslen na obr. 41. Jeho koncové body mají
souřadnice ( 1", , Zf ). ( r; I Z2). Tento prvek odvodíme transformaci rodi

čovské úsečky -1 & f ~ 1 (obr. 42).

~I Pro válcovou rotačně souměrnou sko~epinu lze užít prvek z ll. příkladu

(viz též výklad k rovnici (80) ).



z

Obr. 41
- 1 o.

I
Obr. 42

.. 1

r

V naA! úloze budou dvl neznám' funkce: posuv U (rl Z) ve smaru tečny

k meridiánu II posuv VCl (r, z) ve sDllru normály. Protole jde o prvek, v nAm!
je energie napjatosti skumulována jednak roztalením (membránovou napjatostí),
jednak ohybem (ohybovou napjatostí), musí být tvarová funkce schopny popsat
oba stavy napjatosti a j~ p~ísluln' stavy pfetvofení. Tomu vyhovíme, pfede
píAeme-li v uzlech nejen posuvy u.,., 'II i , ale taká l1hly otočení (j i •

To znamená, že musíme mít alespoň lest parametrO, tedy kubický polynom pro
každou funkci i zobrazení rodičovSk'ho prvku na daný prvek. Md~eme poulit
hermiteovská polynomy podle definic (101), (102), která na intervalu
(-1, +1> jsou

H~ o: ~ ~ : ({ '- Jf + 2),

H f = ~ = +. I{J_ ['- f + t) }10 2 ., (j

Hll:· r, .. f(-fJt3 (12),

H~ Wf ft,,::: (f' I f2.. f - f) ·
( s)

(b)
~ lir; + (e;f):/f~ J

+ Zz i; ~ (~; ~ ~
V koncových bodech prvku vAak nejsou dány derivace dr/d{, OZ Id{, ale
jen derivace

Zobrazovací rovnice pak budou

r ;: 1; r, r (.~f ), y,

Z = Z, ~ -I-(~ř)f'"

(c)

Mdleme proto jednu z obou derivací na pravá straně rovnice (c) volit. Tím
zároveň zvolíme stupnic i na danám prvku pro hodnoty f . MO!eme nspf-. zvo
lit konstantní hodnotu derivace wI

9(1 Alternativn~ by bylo molno volit ciz/dl =(Z, -Z,)/ 2 = konet.
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·... :

dr
d! -

'i-tf
/,- ft = ~-r;

2

V pro.mltu prvku na obr. 41 do osy r je pak stupnice pro f rovnom§rná.
Z rovnic (d) a (c) dosadíme do zobrazovacích rovnic Kl

.(~f J, - ( ~; ), o- li ~ If )

(::}J, - (-5ťJ,(;: ), = -

.(-eJz) =- (.é.!:.. \( d z _l _ 6..::.!L coto tJ, )
df I dfl, drl, 2 d

( e)

li 2ff cot~ J;

a dostaneme vzájemn~ jednozn8~n' pfifazení rodičovského prvku na obr. 42
s odvozen1m prvkem na obr. 41. Ten má 8 dan~ meridiánem společná koncov'
body a tečny v nich, nemusí 8e 8 ním vlak pfesnl shodovat, nebo' meridián
mdle mít obecný prdbih, kdelto odvozený prvek je m'nl obecnou kfivkou danou
parametricky ve tvaru po~omO (b). Rozdíly se vlak zmeněují 8 volbou men
Aích prvkd (s jemností dAlení) 8 nebývají velké ani pfi hrubém dalení.

Pro aproximaci neznámých funkcí ulijeme - proto!e Jde o lzoparametrický
prvek - tyt'! tV8rOV' :funkce jako pro geometrickou transformac i, tot i~ funk
ce (a). Bude tedy

LL = Lť,Y1 + (%tf)' St; ~ IJ,Y; + r;i)2 Y" ,

w c. ~ y, + (~[), ~ f lVi r; +(~f j Y" ·
(f)

Bylo by vAak velmi nepraktické, kdybychom za parametry prvku pova!ovali hod
noty

Obr. 43

z

r

nebot pos~vy Uč , Wi mají v ka!dám
uzlu jiný směr a der ivace au Idf ,
c::lllll/df neodpovídají ani pomArnému

prodloulení ~. du /d-:f ve sm~r~ meri
diánu, ani úhlu otočení 13 ll:: a'WH~tečny

k meridiánu. Je mnohem p~irozenějií

z8vást parametry v souřadnicové soustavě

podle obr. 43 takto:

W/ Jak je zi'eJmé z obr. 44, je (c/z/dJol= - cotg 1);. " = 1, 2. VAechny
hodnoty (e) mdleme pro~o odeěís+ z obr. 41, resp. 4).
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q f)..''f, -J '

dw.·
'1- 'f, -f =- !Ji a d1 )

cLu.,·
CJ.'fi" ~ I

( g)

měřime po oblouku meridiánu a t = 1, 2. Jejich pomoci mueime vy
dřive uvedené hodnoty, což se snadno podaři. Podle obr. 43 předevšim

že

kde -ó

jádř1t

plati,

{
U 1 [cos?J- sin 1J]{ ti ]
1P J=- -sin tJ cos 'tJ- iP'

(h)

a dál e (obr. 44) "JII

Obr. 44

z

-d~
I~~

r

du ciu. d1 cL,. t; -tl du.
df = ci'6 ar df = 2ril?1J d~

;j-r; dw
2'sin71 d~

( i)

Výrazy (g) až (i) dosadime do (f); v maticové úpravě vyjde

[
U
m}_[ 1, 12 ~~+.o-2~iJ]

W({J - O O IO O Ir:}'; I~ cr.,
( j)

při~emž submatice

[ ] LOSl); sin ~i
O O lMj = O O O r,-f;

2sin 'Or..J
(k)

[ ]- lsin,J; WS ?Ji O O ].NI - O O r,-r; O
2s'in1i.·

V rovnicich (k) ť = 1, 2. Nyni jde o to, vypočitat energii napjatosti prvku
a .potenciál vnějšich sil, abychom mohli použit Lagrangeóv princip virtuálnich

"JIl Je totH dr/ds = sin tf . Tuto hodnotu lze vypočist ze zobrazovacich
rovnic (b), jak později ještě ukážeme (viz rovnici (q) ).



prací. Z teorie tenkostěnných sko~epin je známo, že energie napjatosti v čás

U prvku o dálce os je
T

d U . i {tj [aJ· 2wrc1s} (1)

je-li Ns
Es du.lds

Nt
ft (pl r {Cl} ..{tj = = -d'w/c1s' MsXs Jih'V dtJJ

(m)
--- M{

~{
Y' ds

Zde lJ značí poměrné prodloužení v mer idUlním směru,

ft totáž v obvodovám směru,

4ts změnu k~ivosti meridiálního ~ezu,

alt změnu k~ivosti obvodováho ~ez\l,

Ns,H.t jsou membránové síly v mer idiálním a obvodovám směru (maji
fyzikální rozměr NIm),

11~l1t jsou ohybová momenty v týchž směrech (mají fyzikální rozměr

Nmlm = N).

Mezi oběma vektory je p~itom vztah (Hooke6v zákon)

kde

1 o o

(n)

LC] = ~t"l :

O

1 O O

O hA2 ~h/f2
O (Uh2/f2 h'l/f2

(o)

Zde [ je modul pružnosti v tahu-tlaku, fU Poissonovo číslo a t tlouět

ka sko~ep1ny. Chceme-li do první z rovnic (m) dosadit, musíme určit druhou
derivaci dl.w/ds t

• Z první derivace

:~= ~Í :f =(-~r)/(~ř)
vypočteme druhou užitím pravidla o složených funkcích

dLr d~ ~(dS)' dw ( cI's) 1.( cis r
ds'-olf'/lcif - dI df~J/1 df .

Do posledního vztahu dosadíme podle Pythagorovy věty (s ~1hládnutím k obr.
44)

93



(p)

Platí tedy, jak jsme jil dfíve v poznámce uvedli, le

(q)

Odtud lze vypočíst sin"', který potf'ebujeme pf-i výpočtu vektoru {E} po
dle (m).

S pou!itím rovnic (b) a (j) jsme tedy schopni vyjádfit vektor (él po
mocí vektoru f~} • Nakonec dostaneme v maticov'm tvaru (podrobnosti nebu
deme vypisovat)

[tj =[BJ f~) ) (r)

kde matice O[BJ je funkcí f 8 má velikost 4 x 8. Nyní tedy máme pro
energii napjatosti prvku

'lol

U- :Jrl} {v} 2'irr *df =

-I f-·'
=a 1T (Cj 11fB(f)] T[CJ [B(f)] r(f}f(f)cJJ- (Cf} .

-f

(s)

Budeme pf'edpoklád~ t že kromě sil Zi ve směru U,' t sil R; ve směru

U'ť a moment.u Mi (točí ve amAru 1.3; ) v uzlech i = I, 2 pO-sobí na

sko~epinu jeět~ vnitf-ní pfetlak p(f). Potenciál těchto vnějěích sil je

+1

Wo. - (9(Un -Jpw, 2Wrds" -(~({RJ - 2~!p(fhp{f)Y({J ~;. dr· (t)

Zde [R] = [Ž, Ř1 M, Ž2R2 MI JT • Podle (.1) máme

w(f) .. [cr. tz][ N,J:[CJ; ~J[N,]J f'l-J =[p(O] [q} · (u)

Pro matici 1 x 8 jsme zavedli pomocná oznaěení [~] • Vzhledem k tomu,
že w(f) je skalár, je [~] [G}). fe"JT[tl]T • Je tedy

W=- {CJ(fRl- 27ifCj(jCrJ.(f)]p(fJr(f)(r{Jc[f. (v)

-t
Podle Lagrangeov8 principu

(w)
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tek!e musí platit, !e

[Kl Cql={R] + (Q}. (z)

Zde elementární I118t1ce tuhosti [K] vyjde podle (s) ve tvaru
, T

[K]· 2n/ra(()] [C][B(f)] r(f}{(()df-,
a vektor sil [G} ,ekvivalentní vn~jěímu pfetleku podle (v), je

I

[Q}" 27ff[tP(f)]~({)r((Jf(fJcJ{.
-(

PUpomeňme,!e f4>]T je sloupcová matice (tedy vektor). Hodnoty tnhgrálň

v posledních dvou rovnicích dostaneme nejjednoduěeji numericky Gaussovou
metodou. Je-li d~lení meridiánu na prvky dostatečn~ jemná, mohl by stačit

tento jednoduchý vzorec: ,
I ~f !(x)d.x o: 2{(O)

-1

Pfesnějěí vzorce dostaneme, pou!ijeme-li k výpočtu hodnot funkce v několika

bodech. Gauss navrhl jejich rozmístění tek, aby pfedpokládaná chyba byla co
nejmeněí. Tak pro dva body máme

I = f (-O, 577 35) + f (O , 577 35)

a pro tfi body

I = O, 555 55 f (-O, 774 60) + O, 888 89 f (O) +

+ 0,555 56 f (0,774 60).

Podrobnějěí poučení o Gauesov~ metodě výpočtu tntegrálň nalezne čtenář

v učebnicích numerické matematiky.

Poznámka: Je zfejlDl§, h odvození matice [B] je pracn~ a zdlouhav~. Proto
se v prazi častěji pou!ívají pfímočaré prvky (kulelovit~ prstence) a pro
funkci U(h) se volí lineární, pro w(~) kubická náhrada. Výpočet je pak si
ce jednoduěěí, ale k dosa!ení dostatečn~ p~esnosti je t~eba jemn~jěího dě

lení. Obtí!noet naěí Qloby se věak projeví jen p~i p~ípravě v1počtov~ho

programu. Jakmile je program jednou odladěn, je výpočet skofepiny jedno
duchou zále!itostí. Pro počítač se specifikují vstupní veličiny, určují

cí tvar a zatí!ení sko~epiny, a pak se z elementárnich matic sestaví adicí
celková matice (stejn~ jako v ostatních úlohách). Také feěení soustavy (z)
je stejné jako v jiných Qlohách, tj. matice [K]je souměrná a pásová, po
pfedepsáni okrajových podmínek - te4y po zmeněeni - pozitivně definitní.
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20. pHklad

Z rodičov8káho troj~elníku na obr. 45 odvoate "hraniční" prvek na
obr. 46, který se často použrVě k vystižení k~ivosti hranice v návaznosti
na trojúhelníko?ou síf. v rovtnDých dlohách teorie prUlnosti. Hraniční prvek
má tu vlastnost, !e dvě jeho strany jsou p~ímá, t~etí je k~ivá.

~eěení

Obr. 45

y 3

.1

Obr. 46

2

x

Mají-li se strany f =O, pop~. 1 =O zobrazovat jako p~ímky, musí
mít polynom bilineární har, tj. nemdh obsahovat mocniny r', 'l' .
Bude tedy

X· Cl, ~ o I f 4 Q, 1 ~ a., f ~ J

:J ~ <,As 4 Q,,f ol a, t ~ a.f,.
K určení konstant 0., s! a B postačí existence
Hme uprosthd strany 2 J na obr. 45. Má-li bod
vídat bodu 1(;('í~') na obr. 46, musí být '-, = a,
podmínky dostaneme i pro dalěí body, z nichž

( a)

čt~ uzl~. Uzel 7f vo
r (0;0) na obr. 45 odpo-

~ c: Os • Podobné

O,· X2 - X, I

a, ., X, - X f )

Q., • 2(xt - x,) - ff(x, fo X, - 2}f,) )

Q:6 • ,/, - tt, )
QI • ~, - '/, I

O, • 2r,,,-'/,) -ff (~I 4 t;J - 2~,) .

Tvarová funkce pak vyjdou - rozpisem rovnic (a) do tvaru (117) - takto ,.

1,,, 1- f- f- 2(t-Ii')f" I

r,~f-fff~}

Lze se p~esvědčit, že

J; • 1-(2f1}
r" .. 2f1

splňují kritárium (127).

( b)
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12. Ohyb tenkých desek

Podle známá Kirchhoffovy teorie je deformace desky jednoznačně a úplně

určena pr1hybovou funkcí W" = W(1/~) • Pro její aproximaci pomocí tvaro
vých funkcí dostaneme v rozsahu jednoho prvku

(128)

je ~ádkov' matice tvarových funkcí akde [~]

v uzlech.

Energii napjatosti v prvku lze vyjád~1t t8kto~

['11 vektor parametrd

(129)

Integraěním oborem je plocha pr vku. Dále je

M,
atw

-TXT
[v} = M~ {cl :a -.&

MJ'I
alt.'
()w

2éJJCéJ"

( 1)0)

Je zřejmé, že se ve funkcionálu úlohy budou vyskytovat druhé derivace.
To znamená, že na hranicích prvkd musí být spojitá nejen aproximace funkce
W, ale také vlíechny její první derivace. Jen tak mdle být zaručena konver

gence k správným výsledkdm. Elemen~dmJ která splňují toto kritárlum, ~íkáme

konformní.

x

2

Obr. 41

1

3

y

DalAím požadavkem je, aby tvarová funkce umolňovaly vytvofit v elementu
libovolnou konstantní hodnotu druhé derivace (tedy konstantní p~etvoření)

vhodnou volbou parametrů (q.l . Je-li splnAn tento druhý požadavek, lze po-

n~ud zmírnit p~edchozí poiadavek, tj. slevit z po!adavku spojitosti deriva
ci na hranicích prvkd, anil se poruěí konvergence (nebo ani! vznikne poruie
ním konvergence velká chyba). Takov~ jednoduiěí prvky se často v praxi apli
kují a označují se jako nekonformní.

Po!adujeme-ll spojitost W 8 derivace dU/an
ve sm~ru normály k hranici prvku, nevystačíme -
jak jeAtě uká!eme - se zavedením hodnot Ul a

parciálních derivací ~~ , ~ jako parametrO
v uzlech prvku, chceme-li dosta1 rigorózní aproxi
maci. Je-li totiž hranicí prvku nap~. čára 12
na obr. 47, musí být" na ní spojiU tu , aUJ~lJ.

To znamená, že tyto :funkce musí být úplně určeny

hodnot sml W , dUl'/Jx, aw/0'l v uzlech na čáf'e

12 ,kde.:t =O. Máme-li na táto čáře napf-.
dva uzly 1. = 1, 2 a parametry w,' , (UfA/jaK),. ,
(Otd/dv),., musi na hranici 12 být
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(131)

Zde A, až A, jsou konstanty, které mOžeme vypočítat pomocí ěeeti uvede
ných parametró. To tedy znamená, h ()w Id:! je na čál'e 1'l úplně určeno

parametry fow/cJ:/), ,(aw/cJ~), v uzlech f , 2 . Obdobně c3w!()x na čá:l'e /3
je úplně určeno parametry v uzlech 1 ,3. Prot.oh parametry v uzlech 2 a 3
jsou nezávislé, nebude v uzlu 1 obecně platit, že

d'W
~aK ) (132)

jak by - vzhledem k požadované spojitosti - mělo platit.

K p~eklenutí této nesnáze bychom museli p~ipojit v uzlech smíěenou dru
hou derivaci (1)2) jako dalěí parametr. Kdybychom měli sít složenou z neorto
gonálních prvkó, musili bychom jako parametry zavest dokonce věechny druhé
derivace. Takovým zpósobem se věak velmi zkomplikuje celé ~eěení. Je to daň,

kterou musíme zaplatit za zjednoduěení, jež jsme zvolili v Kirchhoffově

teorii. Obtíže souvisejí s tím, že desky - a podobně i sko~epiny - jsou
prostorová tělesa, jež "skoro zdegenerovala" na ploěné útvary. Móžeme je
sice pro zjednoduěení považovat za ploěné útvary, ale nemóžeme se tím vy
hnout nesnázím p~i aplikaci zákonitostí, platných beze zbytku jen pro prosto
rová tělesa.

V praxi vystačíme s nekonformními prvky; je věak třeba jisté opatrnosti
při jejich odvozování, jak jsme se již zmínili.

21. pfoiklad

Odvoate pro řeěení ohybu desek
trojúhelníkový prvek se ěesti uzly,
zakreslený na obr. 48. T~i uzly jsou
ve vrcholech trojúhelníku a tři upr 0

st~ed jeho stran. Použijte kompletní
kvadratický polynom.

x

26

y

3

5

1
Poznámka: Je to nejjednoduěěi možný
prvek, který dává v rozsahu prvku kon
stantní p~etvo~ení (a tedy i napětí).

nekonfl:lrmni, dává konvergentni ~eěeni. ff /

Obr. 48

P~e8tože je

ff/ V l1teratufoe bývá označován jako "Morleyóv prvek".
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!~5ení

Necbi je ve neholech troJl1heln:lka p~ed8psána funkční hodnota W ,
kdelto uproetfed kald' strany nechf Je pfedepem parametr f)wluJ'l •
Parametry tedy jsou

'h - Vf (0,0) r:& teT, I

91 = W(I,O) == w;)
~s & W(O, fJ =- W'J

9. • fr [(ff)" ~(frf)~]J
~!l • (%'!- )s J

<f,. ($;' ), .
Tvar ové tu·nkce odvodíme z polynomu

, 2w. a, .,. Q,X I OJl'" o.,x tl- o.sx';j ., o.6~ •

Dossd:lDle..11 (c) do (b) J dostaneme - 8 oznaěen:Lm C, = 1/ fi-

'I, 1 O O O O O 0.1

9. 1 1 O 1 O O °l
'J, 1 O 1 O O 1 a,-
9" O c c c c c a.
9, O 1 O O 0,5 O Os

~, O O 1 O 0,5 O ll,

To je vlak rovnice [~}. [hJ (oJ. Odtud vypoěteme

{a}- [hJ-(q.).

Tvarov' funkce jsou pak

Pf] - C~ Y; .... r,)" [f x 'J)(' )( 1 ,,'J[h]-'.

(b)

(c)

( d)

( e)

( t)

Vektor zobecnlných pomlrntch deformací a yektor zobecněných nap~t1 podle
( 1)0)

(g)

Hookedv zákon dává - jak mÚlo z teorie desek -

(h)

qq



kde

[c}
1

r4<

IJ

í"" O

1 O

tJ Le.
2

Pf'epiěeme-l1 vektor poměrných deformací {é) z rovnice (g) pomocí (e) jato

funkci perametrd f 'll do tvaru

{él'" [B} f1~ I (i)

doetaneme lJ1atici rB J a s ní i matici tuhosti pro elelJ1ent deL!ky

[K) = [BJ' [eJ [BJ .6 . ( j)

V tomto vztahu značí Li plochu t.roJ11helnílcového prvku. KaUce [B J je
y tomto pfípadě ~on8tantní, ta~~e integrace v rovnici (129) je velmi jedno

duchá.

Weobí-li na desku tlak fJ(X'!I ) jako vn4JJU zatí!ení, nahradíme jej

vektorem Bll [Q} v uzlech. Zpdsob pf'epočtu dá .Lagrangeo.v variační princip.
Obvyklým z~Bobem vypoěteme z potenclálu vněj!!ch 811

(le)

ekvivalentní vektor vnějě1.ch 8il

(1)

13. Silová varianta metody konečných prvko. p~l ~eěení dvourozměrných dlah

teor ie pružnost 1

Tato varianta metody konečných
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a

Obr. 49

prvkó S9 v praxi ut!vá jen málo; omezíme
prot.o výklad na pHpad obdélníkov~ho

prvku (obr. 49). Pro poměr stran za

vedeme označení P =bla I pro
t.1ouětku desky t .

V deformační Yeriant~ výpo~tu

jsme volili aprox1.m.ac i pro neznámé
P08UYY (a tím 1 pro ptet.voten1.). Nyní
podobně zvolíme aproximaci pro nap6tí.
Zavedeme-li bezrozměrové proměnné

f= ~ , 'f- I- z intervalu < O, 1> I

budeme moci vyjá~it napětí nap~.

těmito lineárními výrazy:



()x '" C7 -I '2 7 I

(j;t ~ 0 + c~ f I

"'y = Cr

(133 )

Ps

Pz---..y-------::o:--_ilo_

K jejich určení potřebujeme

pět podmínek. Zavedeme proto pět

staticky ekvivalentních sil ~

až ;:;- (obr. 50). Těchto sil

musí být pět ještě z jiného d~-

vodu. Osm sil {()] na obr. 49 Obr. 50

splňuje totiž tři podmínky rov-
nováhy, takže jen pět sll je ne-
závislých. To je však právě po-
čet sil ve vektoru fP] . Z pod-
mínek el<:vivalence pr o síly ~,

~ a napětí ()w, totiž z rovnic
,

b t / (c, r Cl '7) d,? '"
o ,

6II/ ((, .. Cz 7 ) 7 d 7 13 6
D

p~ o

..o

(134 )

Podobné výrazy dostaneme i pro konstanty c J c", a síly R
Silu ~ rozdělíme jednoduše tak, že k napětí ()~ připočteme

k napětí cJj' pak /?sťntt/(6t), a pro smyková napětí dostaneme

vyjde

C,
I

6t
/

6t

(I;-I; 21?) I

(6/1 - GP~) .
(135 )

J:]

~<O~ o/(ól))

přičemž

/j'.ún ir
Jt / (136 )

Budeme tedy celkem mít

/ cos !7 '" I (137)

- [P,
[6' 1

r O (-2~ G7) tJ (It-br) Ccs i) :

%)
I

I Ji
I I i.- - I1.7(4< - 6f) O fJ(-2 +6f) O iJ s ll) lJ1

1~ \
( 138)6t

l I
O tJ O O SU)2lJ

ll})
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Tuto rovnici zapíšeme zkráceně takto: ~/

.fC>J =- [bl fP}.

Pro Hookedv zákon máme maticový zápis

(é} • [O] {6} I

takže ~omplemen+ární energie napjatosti je

u ~ . ; I/ftl T[ <J] d S = ; ff[cr1T[O] f(J) d S z

r

= %[p(ff [b ] T [fl] [6 ] d s. (P} =: ; [P J[I ] fp}

Na prav~ straně jsme zavedli matici poddajnosti

( 139)

( 140)

( 141)

rl] =- t ff[~ f[OJ [h] dS 0=

., J

6
2
t //[i]T[lJ] [6] df d 7 .

O"
Mezi vektorem s 11 fP J a vektorem sil [()}

vztah

C142}

máme podle obr. 49 a obr. 50

1;, O O O -1 -cos ;J

412 -1 O O O -sin Ir

OJ O O O 1 O P1

tl", O O -1 O O ~

~ P; ( 143)

tl.$' O 1 O C cos ir

0(;; O 1 O sinV
~

O
1-

Q~ O -1 O O O

~ 1 O O O O

čili

{ O ) ='- [A 1fP} ( 144)

Inverzní vztah však neexistuje, nebot matice [A] je obd~lníková. Komple-
mentární potenciál vnějěích posunutí í l t = [1. ?1 .,. í'd' r je

W~ ~ - [O {( í' } ", - [p (CA J T ftl
(145)

~ / Čtenář nechf nezaměňuje matic 1 [b] s d~lkou strany obdélníka h •
Rovnice (139) je obdobná rovnici fé} = [8] [f t - viz nap!'. (679).
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Tuto rovnici m~žeme zapsat takto:

( 146)

Z věty o minimu celková komplementární potenciální energie 6(&/""'+1-1/"")-= Cl

pomocí (22), (24), (141) a (146) pak dostaneme

[/] [p3 = {p j I ( 14 7)

což je základní rovnice pro silovou metodu. Matice poddajnosti je zde náso
bena vektorem sil pfedstsvujících napjatost a na pravé straně rovnice je ma
tice rozdílO posuvO. Tyto rozdíly P08UvO odpovídají pětici sil, znázorněná

na obr. 50.

22. pfíklad

Napiěte základní rovnici pro silovou metodu u čtverce podle obr. 9.
Pfedpokládejte, že Poissonovo čislo (""::: O a že modul pružnosti v tahu-tlaku

E je dvojnásobkem modulu pružnost i ve smyku Ci • Výsledek f'a~eni sr ovnej
ta 8 deformačni variantou yýpoětu.

Řeěení

Pro čtverec a :: b , jl ::: 1 , sin {) :: cos ~::: 0,707 II :: 1/ ý2::: c.
Zi"ejmě

Podle (138)

[ 0
0

1

°01 :2~[0]:= 1
E

(a)

o -2+6" O ~-bf c
[J] =-L

7
<=Jt 4- bj'" /} -p~'Y O c

O O O O c-
a podle ( 142)

1 1

[/J ;c/~f'[áJT[L7J[bJdld7

4 O -2 O c

O 4 ° -2 c

1 -2 O 4 ° c= --
Et O -2 O .. c

c c c c 2

(b)

(c)
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Konečně podle ( 14 6) (!'J= [4 JT f1 J čili - podle (14J) a (144) -

O -1 O O O O O 1

O O O O 1 O -1 O

(pJ O O O -1 O 1 O O f'1 )::::

-1 O J. O O O O O

-c -c O O c c O O

Vztahy (c) a (d) dosadíme do (147) • Jejím ~eěením dostaneme vektor
z rovnice (144) i vektor sil v uzlech

[aJ:: [AJ f!l1[A]T[ez J

( d)

[ P} a

(e)

To je věak obyklý tvar známý z deformačni varianty řeěeni. Elementární mati
ce tuhost.i tedy je

- 1

[X] :::: [A J[/J [AJ (f)

Liší se však od matice tuhosti uvadené v 7. příkladu, nebot byla odvozena
z jiného principu. Kdybychom porovnali řeěení získané pomoci obou těchto ma
~ic, z~18tilí bychom, že je~~o ohraničuje správný výsledek zdola, druhé sho
ra. Tato vlastnost je Qósladkem komplementárních variačnich principÓ.
tiselný výpočet podi~ (f) dává tento výsledek:

II J -5 -J -7 -3 J. 3l
3 :.'cl 3 1 -3 -7 -- J -5

-5 ) II -J 1 -3 --7 3

[ ] [t
-J 1 -J II 3 -5 ") -7oJ

~::::- ( g)
24- -7 -3 1 3 II J -5 -J

-) -7 -3 -5 J II 3 1

- -J -7 3 -5 J ~_l -)

J -5 J -1 -J 1 -J II

~ut0 maticl tuhost~ ~žeme porovnat e metici z pfikledu 7, Zjistíme, že
se příliš neliěí, ačkoli obě' matice byly odvozeny zcela rÓznými pos+upy.
Také tato matice, odvozené 8ilovou variantou metody konečných prvkó, splňuje

podmín~u nulových soUčt~ sudých i lichých prvkó v každém řácku či sloupci 8

jeji ceterminant je nulový.

104



14. smíěená varianta metody konečných prv~

Pfi deformační variantě metody aproximujeme pole posuvd (deformací) a
neznámé součinitele určujeme minimalizací celkové potenciální energie.
Vymizí tedy první variace této energie, pfíslušná virtuální změně tohoto
pole deformací. Pfi silové variantě metody aproximujeme silové pole (napětí)

a neznámé součinitele určujeme minimalizací celkové komplementární poten
ciální energie. To znamená, !e vymizí první variace této komplementární
energie pfi virtuální změně silového pole. V prvním pfípadě povalujeme pole
deformací za nezávisLé a napětové pole od něho odvozujeme, v druhém pfípadě

Je tomu naopak.

Ma!eme vlak postupovat také tak, !e budeme obě pole, tj. pole posuvd
a pole silové, pova!ovat za nezávislá a počítat. s virt.uálními změnami obou
těchto polí. Hooke6v zákon pfitom bereme jako jednu z podm!nek, které mUlí
pole splňovat. Taková zobeoněn! jsou mo!ná a mohou mít dokonoe r6znd varian
tYi lze napf. povalovat za samostatná pole jak pole p05uv6, tak i pol. po
marných deformací (pf.tvofen!) a pole napití. Dostaneme ta~ sm!len' variaan!
principy, spojené 5 Jm'ny i. H.lling.ra a E. aei5snera. Kl

Výhody, které získáme tímto zob.on~n!m, pfedevl!m zm!rnOn! rozdílu
v pfesnolti aproxtmac. obou pol! (detormaen!ho a silového), neb~vaJ! vidy
bezesporné, nebol ze ně platíme ztrátou n~kterých dobr~h matemat.icklch
vlastnost!, je~ mají jednoduc~ variaení metody. Funkcionál pf!slu~nl sm!~Q

né V8riBnt~ metody neneblvá totiž zpravidla minima ani maxima, ale Jen sta
cioná~n1 hodnoty; to souvisí se ztrát.ou pozitivn! definitnosti p~!slu~n~ch

kvedretick~ch forem. Ale to Je právě ta vlastnost, která zarueuJe stabilitu
výpočtu z81oěen~ho na Bitzově metodě.

na Jediný pf!klad , totil na fe~en! prOhy~u prost~ podep~en~

zat!len~ho nosníku. Pro prOhyb ~ platí zn~má diferenclál-
Omez!ml:! SE!

ho a rovnoměrně

nt rovn1u

I ( 148)

y nit Jl znač! 'ZBt:!f.en:! ptipadejic:í na jednotku délky 8 E J je ohybová
tuhost. Pll'ltom >< Je vzdálenost od lev~ podpory nosntku O d611ce I .
28vsdeme-li bezro zmlr ové prornt\nné X =X/Z , !I.a lilII I I< =pl3j(EJ), bude po
sledni rovnice mít JeClnoduch~ tvar dYldJ(~=k. Bez djrny na obecnosti
zvo11me ~ = 1 a dostaneme

HI HELLINCEB, E.: Die allBerneinen Ansitze der Mechanik der Kontinua. _
En~yklopidie der mathematl~chen Wi9~en9ch8ft8n. sv. 4, 602 - 694, 1914.

RE:I8SHEfl. E.: On a vsrietiona1 thaorem in elasticity. - Joul'na1 of
Mathematics and Physlcs. sv. 29, 90 - 95, 1950,
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dll
-l- -/= tJ
dx'" ( 149)

s okrajovými-podmínkami

/1(0)- I
( 150)

(151)

Funkcionál, z něhož plyne (149), je

f

r => ...LI [( ,/11) Z. -.r] clx /
,2 /}

jak se snadno pf'esvědčíme. Jr I Vek~ory zobecněnáho pf'etvof'ení [E J a zobec

něn~ho napětí {<:5} jsou v t.omto pt-ípadě

{éJ :: {-;tJ}} I [t1J - (mJ. (152)

m #
Bazrozměrový ohybový moment je vázán s kf'ivostí nosníku - ~

zákonem -'j'/= rl? • V mat1covám tvaru [~J =[CJ[é)je tedy

[e] :: [7J

Hookeovým

( 153)

Shodně 8 rovnicí (151) dostaneme potenciální energii nosníku z obvyklého

vzorce

(154 )

i zobecněné napětí ~, považovat
budeme mít rovnice dvě, a to

IJ

1

u~ ;fl~l'{rJldx

1 1

; fit' JT[C] [é Jdx = ; jr.r'J) 2 dx
/}

Nyní budeme obě veličiny, tj. posuvy ~

za nezávisle proměnn~. Misto rovnice (149)

(155)

Lze se přesvědčit, že tyto rovnice dostaneme atacionarizací funkcionálu
f

F = / ( f 1?')2 - tn'l/ + Y) dx / (156)

o

považujeme-li m i fl za nezávislé funkce. Budeme postupovat tak, že za
r " r /

fr) dosadíme m +017), za der ivac i rn pak m., CI"'" a obdobně i za :I .
Tak dostaneme integrál F., J'F, od něho! odečteme F a integrací per par
tas - což je ve variačních metodách obrat zásadní d~ležitosti - odstraníme
der ivace JM/ , cFl/ ~.' Vy jde

".
'JI' / Srovnej s rovnicí (73), kde však šlo o nosník na p.ružn~m podkladu, takže

funkcionál obsahoval jeětě další člen.
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f

eSr =/( ff) "" i I~ cf17? d K

O

I
í. I)

+.J(m~

O

!) ~tclx-

(157)

01crajové členy v hranatých závorkách odpadnou, nebot tJ"rn i oÍ'y mají na
okrajích X =O a >< = 1 nulové hodnoty.

Zdánlivě jsme neučinili nic; úprava rovnic je čistě formální. Ve skuteč

nosti má věak tato změna dalekosáhlé ddsledky pro metodu konečných prvkd:
funkcionál (156) nyní obsahuje jen první derivace, takže postačí, budou-li
aproximace funkcí m , ~ spoj !té jen v nult.é der ivac i, kdežto df-íve
- s poulitím ftmkcionálu (151) - byla nutná i spojitost v první derivaci.
Df-íve jsme tedy potf-ebovali elementy s kubickými polynomy, nyní postačí ele
menty s lineárními polynomy. Elementy B lineárnimi polynomy bychom pro funk
cionál (151) vdbec nemohli použít, nebo! by nebyla splněna podmínka konver
gence (pf-ipomeňme neúspěěný pokus zlO. pf-íkladu).

Rovnici (155) mdžeme zapsat ve tvaru (8J), bude-li

[L] =- [~. ~:,l ,
d)(2 OJ

Pro prvek s uzly l. , ;'

to poměr délky prvku k délce
čtyf-i parametry:

(158)

t' ::.j .... J , který má bezrozměrovou délku h (je
celého nosníku), zvolíme lineární polynom a tyto

(159)
:: ;t.' I

?:Zj .. Y./
Tvarové funkce jsou

(.1/ __ I-tf" Ul = ~/, T ;, '7 (160)

Jsou psány v lokálních souf'adnicích f é: <: O, h) . Aproximace pak je

( 161)
o

'12/-1

72i

Je to rovnice (86), avěak s jiným pof-adím prvkd. Zvolme nosník se čtyřmi prv
ky 12, 23, 34, 45. Je zakreslen na obr. 51. Z okrajových podmínek vyplývá,

že '1, ::. '1 ::. q =: a = O •
2 , 'J 1'0
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(164)

(163)

Anulováním derivací této funkce
podle jednotlivých parametr~ dosta
neme ~est rovnic, které se rozpad
nou n8 dvl soustavy, odpovídající
dv'ma rovnicím (155)

Do rovnic (160) dosadíme h =1/4;
dále budeme mít i = I, 2, 3, 4,
j= i+/.

Dosadíme-li (161) do funkcio
nálu (156) a vypočítáme integrál
jako součet dílčích integrál~ nad
jednotlivými prvky, dostaneme
kvadratickou funkci

x

y 51

[-~
-1

:] \~] [~
1

~] l~\2 = 1 496
-1 1

H
-1

-~J{ll t~\
1

2 =16
-1

,

x

m

Jsou a10feny z elementárních matic typu

[1 -1]
-1 1

1
96

První z nich je ptíbuzná s maticí tuhosti, druhá s maticí hmotnosti. Rovni
ce (16) 8 (164) jsou už zmen!ené soustavy, respektující okrajové podmínky.
Dostaneme z nich tyto výsledky:

= 1
32 (165)
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= 1
)021 (166)

Hodnot.y (165) vyěly p~esně (1), hodnoty (166) s chybou Jen 5 •• Správně má
být (p~esná próběhy Jsou na obr. 51 čárkovány)z

=
1

3027 {

28,5 }
40,0

28,5

Vzhledem k tomu, le jsme uJili lineární polynomy a velmi hrubá dělení, je
chyba nečekaně malá. Pozoruhodná je, le je malá nejen p~i výpočtu posuvó,
ale i p~i výpočtu ohybových momentd, tedy u deformačních i silových veličin.

~eěení, která jsme z1skali, se mdle jevit jako zázrak, nebot rozpis
rovnice (149) čtvrt'ho ~ádu na dvě rovnice (155) druhého ~ádu je z matematic
kého hlediska čistě formální. ~esto je mezi funkcionály (151) a (156) kvali
tativní rozdíl, pokud jde o prostor funkcí, kter' smíme poulít. pro aproximaci
Ritzovou metodou. V prvním p~1padě musíme poui1t. prvky s polynomy aspoň t~e

tího stupně; pro kaldý takový prvek máme čty~i parametry. V druhém p~ípadě

mdleme sice pouiít lineární ~olynomy, tak~e kaldý prvek má jen dva parametry,
ale ulijeme je zat.o dvakrát, jednou pro veličinu ~ , po druhé pro veličinu

~ . Počet parametró je tedy celkem s+ejný. Proto je 1 p~esnost ~eěení na
srovnat.elné úrovni.

Z matematického hlediska je zajímavé, !e co je výhodné pro analytická
~ešení, nemusí být - a také zpravidla není - výhodn~ pro p~ibližná numerická
~eěení metodou konečných prvkó. V prvním p~ípadě povalujeme nahrazení několi

ka ~iferenciálních rovnic ni~ěích ~ád~ menším počtem rovnic vyěěích ~ádó

- nebo dokonce jedinou diferenciální rovnicí - za úspěch, který usnadní ~eše

ní (vzpomeňme na A1ryho funkci napětí v rovinných úlohách teorie pru!nosti) ,
kdežto pro metodu konečných prvkó móže být takový postup zcela na!ádoucí.

15. Prulná tělesa s počátečním p~etvo~ením 6 počátečním napětím

V teorii prulnosti se obvykle p~edpokládá, že v nezatíženém tělese není
žádné napětí. Od tohoto "p~irozeného" stavu se mě~í také p~etvofoení, tak!e
těleso bez nap~tí je nep~etvo~ené. Ve skutečnosti však je v každém tělese ně

jaké vlastní pnutí, tj. napětí, které existuje v tělese, jež není zatíženo
žádnými silami. Někdy Je vlastni pnuti bezvýznamné, ale jindy - napfo. u vel
kých nevyžihaných sva~encd a u velkých odlitkó - móže za nepfoíznivých okol
nosti nabývat hodnot blízkých mezi pevnosti. Také p~etvo~ení mdže být v neza
tí!eném tělese rózně velké, takie stav, který označujeme za p~irozený, není
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dán jednoznačně. Je-li totil těleBo volná, ~~eme určitou změnou teploty,
napf. rovnom!rn~ ohfevem, pflvodit jeho pfetvofení, an11 v něm vznikne na
pití.

Budeme-li.vycházet z nijak'ho ideálního stavu tll.sa bez napit! a bez
pfetvohní, dOl!ltaneme Hookedv zllkon ve znMi4m tvaru {o--]. [cJ[él ,popf.
[tl ~ [DJ(cr] • Budeme-li vlak pfedpokl'dat, II tlleso má na poěátku zatUo-
vání j 11 nijakou napjatost (0;1 a nljaJed pfetvoftn~ CQ ,dostaneme
- vyul~v8j1ce pr1ncipu .uperpoziol - oblcnljl~ závi.lost

popfl •

frr} - {'t}. [CJ(CG) .. (foJ) ,

fl J .. {lo} ~ [DJ ((rrJ .. fl7o)).

(1(78)

( l67b)

Teto formulace Hookoova I~ona z nás sn1aá trapnou povlnnost zavádět do vi
poetO p~irozen~ stav t~lesa, o n~mJ vtae, Ze ve skute~nosti - pttsn~ vzato 
neexistuje. Je-li totl. nem~hánt tělesa v mez~ch linearit" mO~eme kter1koli
stav napjatost1 a pfetvořen! t~lesa povalovat za vtcho~f, od n~h01 budeme
nap~t! 8 přetvořen! určovat (mě~lt). X41byohom vynáSell slo!k, v~ktorů

{cr1= C~ 11 ~ t~ 'l'~z t 2K J r a (l): Ct, l~ él11f3'N~Jlu1T na souřadnicové
osy dvanáctirozměrnéhoprostoru, znamenaly bl rovnice (167 a, b) p~!mku

procházeJíci bodem (q;} {toJ. BU~eme-11 tento bod m~n1t, dostaneme
svazek rovnob~lných p~ímek se vzájemně rovnocenným významem.

P~edstavme si nyní, !e budeme s pou!itím zákona (157 a) řešit obecně

prostorovou ~lohu metodou kone~n~ch prvkO (deforme~n! variantou). T~leso

o objemu V bude ohraničeno povrchem S 8 zBtUeno Jednak: vn~JUmi osam~

lými silami ((JJ v uzlech, Jednak spo.1it~ml objemovými silami CP} = [X y Z] T

a povrchovými silami (p] = [p~ P8 p~]T, Fyzik~ln:l rozm~ry t~chto s11 jsou po
~adě N, N m- J , N m- 2,

Pomocí tvarových runko! fť] dovedeme odvodit posuvy (:jJ;; [u tl' 'lAT Jl
~e ~nflmtQh POGUrl. uIld {q.}

r~l :: CiO J(q] • (168)

Z těchto posuvd, které Jsou spojit~l funkcemi soufoadnic )t , V ' Z ,
odvodíme derivov'ntm slo!ky po~rn~ho pfetvořen!. Dostaneme tedy také tento
vektor v závislost1 ne vektoru posuvu uzlů

Ul .. [BJ [q.]. (169)

UdAlíme-li tělesu virtuáln! posuv {d~l ,vzroste enerBle napjatosti U
o hodnotu óU
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cfv =j{Jť} {(f) dV ~ [dCJJTJ[B]T[rjJc::/.V::
v ~

= (tfq,J'(J[BJT[U"oldV+ !CSt[CJ[BJcJ.Vft:jJ -
~ ~

-frBl T[C] {(oj ci v) .
r

VnějI! zst!!en! vykoná pfitom práci

_cfW = [tfq,l Tra] +f{i~/[P}d.V +[f/d T{p}c:J.S ::

= {t/9 Jr((Q} +(r'fJrCPIt:1.V~/('Jr{pJt:J,S).

(1'70)

(171 )

Tyto práce se sob~ rovnej!, tak!e se musí rovnat obl~ závork~ na prevtch
stranácn ~ovn1c (1?Q) a (171). Odtud Qostaneme zékladn! rovn1cl

{kJ(~1~ {R,J .[R,.]+ {Rt.} .(Rr.J- (Q):: {oj. (172)

lede CKl={[Si'tC1CBJd.V značí matlcl tuhosti, (q,1 v~ktor posuvu v uzlech.
Dal!! vektory zn8~! s!11 V uzlech, Je! Jsou tohoto pdvOdu:

(I/pl =-jr'!1 TCpl c/.S

{R,J =-J['! ] TfPJ cJ.V
y

{RcoJ :: -j[BlCeJ ["'1 d V
v

od povrohovJoh 511,

ad obJemovtch 511,

od poeáte~n!ho

pl'-etvol'en!

(173)

(174 )

(RO'J : /[81 r[~J d. V
v

Vypo~teme-11 z rovnice (172) posuvy uzld
(167) fl (169)

od pol:!~tel!n!ho nap~t!. (176)

[~J ,dostaneme nBp~t! z rovn1c

(rl =(~) fO [C][B][ct] - [C]{lol. (177)

Rovnice (172) sl (177) Jsou základními vztahy pro v/po~et deforme~n! va
riantou metody kone~nteh prvkd. Dávaj! návod k sestBven! mat1ce tuho~ti a
k vtpo~tu s1l v uzleeh ekvivalentních povrchov~ 1 obJemovf,m silám i poaáte~

nímu p~etvo~eni a počét~enímu napětí.

23. pf!klBci

U ětvercov'ho prvku ze 7. pfíkladu <obr. 9) pfedpokl'deJte, !e uzly na
osách souřadnic jsou upevněny a zbtyaj!cí - etvrtt - uzel je volo/. Ja~

budou reakce v uzlech a jak' vzniknou napit!, změní-li Be teplota o konBtant-
ni hodnotu ~ T Oe? Vlastnosti prvku jsou eteJnd jako v 7. pf!kladu.
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jelení

Matici ~] prvku ji! známe, je to matice v rovnici (j) ze 7. příkladu.

Matice [B] je obdá1níkovou maticí z rovnice (f) (tamtá!). Věechny posuvy
uzld na obr. 9 J sou nu1o~ t a! na tj, a '1..

V rovnici (172) j80U nenulo~ Jen první, čtvrt1 a Aest1 člen. Z rovnice
(175) vypočteme vektor (Rte} s pou!it!m matic

[:

1

(cl • f.

o
1

O

o ]O )

0,5

(a)

kde C je modul pruinosti v tahu-tlaku,

~ součinitel ltne'rní teplotní rozta!nosti.

Vyjde - Jak se snadno přesvldčíme.-

1 -1 1 ..1 -1
T1 -11. ( b)

<'0, 1)
který .isme

Za element objemu bereme dV - t Git cl.j a integrujeme v mez!ch
(obr. 9). Připomínáme, že jde o materiál bez příčná kontrakce,
zvolili pro zjednoduAení a zkrácení vtpočtd.

Se zřetelem k okraJov1m podmínkám bude zmenAená matice tuhosti obsahovat
jen pát1 8 ěest1 sloupec a řádek z úplné matice [/<J • Také z vektord [Rto)
a [G] phvezmeme do rovnice (172) jen pát1 a ěest1 prvek. Proto!e (}s =
= Q, =O, vektor (G] ve zmenAená soustavě odpadne. Dostaneme tak

fl
8

= (c)

z ní! vyjde

Napětí v prvku dostaneme z rovnice (177). Bude

( f)

( e)

~ O - ~ o~
O x O f-x
.!J.. lL J.::A. _X.
2 2 2 2

o
-x
tl
22

f- 'J
O
K

o

(crJ'" [S] fCll -[c]fl.. l J

[S] = [C][B) • Vyjde

[
IJ~ ,

Il-f

2

[S]· f.

kde napětová matice
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a nakonec

{
~ ~ -1}
~;( - 1 .

2(u ~)

(g)

Ptáme se nyní, jaké jsou výsledné reakce v uzlech~ Ty p~sobí jako vnější

síly [aj ' tak!e rovnice (172) dá

[QJ ~ [K] f<}l + [REJ· (h)

Dosazením

tl, -2 -1 1

(Ir -1 -2 1

Gs O -1 -1
O~

1 -2 1
=~ •-!!.-. 7l II T +

t
Os T EVtJ (1)

8 4 1 S -1
Ob
(J~

1 4 -1

Qg
-2 1 1

-1 O -1

Odtud

1 -3 2 O O
T

2 -3J. ( j)

V nepodepřeném uzlu ovšem Os = O" = O.

Jaký je fyzikální význam reakci [Rto } ? Vyjdeme-li z rovnice (172),
tot iž ze vztahu

[kl (~J + [ReJ - [QJ = [O} I (k)

shledáme, že (Reol jsou reakce v uzlech [()) ,jsou-li všechny uzly ne
pohyblivé, tj. je-li [ql = [O] • s~utečně, reakce (b) zabraňují posuv~m

uzl~ (a tedy jakékoli deformaci prvku) při změně teploty.

Podobně bychom - u tělesa s počátečním napětím - zjistili, že vektor
[R~J znamená reakce v nepohyblivých uzlech, nutných k udržení počátečního

napětí [o: 1 . Uvolníme-li uzly, bude {ol = [O} a vzniknou posuvy
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[91 =- [Kl-' {Rrol·

v tělese pak z~stane vlastní pnutí - podle (177)

{(J}. {6;J - [C][BJ[Kf' U~ITD}'

( 1)

( n)

24. pf'íklad

Najděte funkce U a W, jejichž variace jsou dány rovnicemi (170)

a (171).

Řehní

Snadno se pf'esvědčíme, !e hledané funkcionály jsou

Z podmínky cf'(U 4- W) =O plyne po úpravě rovnice (172).

16. Nelineární úlohy

Budeme se zabývat dvěma druhy nelineárních úloh. V prvním ptípadě p~jde

o deformaci těles, jejichž konstituční zákon je nelineární (neplatí Hooke~v

zákon), ale jejich! posuvy jsou malé, takže mezi posuvy a p~etvof'ením platí
lineární závislost (169)- (matice [B] nezávisí na {ql>. V druhém pHpadě

budeme mít sice konstituční zákon (177) lineární, ale posuvy budou velké a
pf'etvof'ení bude na nich nelineárně záviset (typickým pf'íkladem je elastický
vzpěr) •

Ře§ení ne~ineárních úloh je mnohem náročnějěí než f'eěení lineárních úloh
a skrývá v sobě mnohá nebezpečí. Mohou existovat matematická ~eěení, která
nemají fyzikální význam, nebo mají jiný význam, než který hledáme. ~eěení ne
musí být jednoznačné. Problémy konvergence a stability výpočtu jsou složitěj

ěí a výpočtové postupy pracnějěí. Variabilita metody konečných prvkó, jak
jsme ji poznali u lineárních úloh, se je§tě násobí počtem možností iteračních

postup~, takže existuje mnoho nejr~znějěíéh metod, které tu nem~žeme dopo
drobna probírat.

Základní my§lenkou f'eěení je snaha zachovat, pokud to lze, výhody li
neárního f'eěení. Pf'ispívá k tomu i okolnost, že pro lineární úlohy existují
dobf'e vypracované programy pro č~slicové počítače. Snažíme se proto úlohu
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linearizovat, tj. najít ~eěení nelineární úlohy v blízkém okolí lineárního
~eěení, pokud je to možná (typická je metoda malého parametru nebo metoda
ekvivalentní linearizace), nebo nahradit nelineární ~e~ení posloupností li
neárních ~eěení (nap~. s použitím inkrementální, tj. p~írOstkové metody).

Nyní tedy naznačíme ~eěení pro první skupinu úloh. Rovnici (172) mŮžeme

zk:ráceně zapsat takto ~

rK] f'1J
kde

[Rl = rQJ - {~l - fR,.l - [Rt.} - (RlToJ·

Tuto rovnici jsme dostali použitím Hookeova zákona (167)

[(1}- [0;]= [C]([ll- ft.l).

Nyní v§ak budeme mít nelineární konstituční zákon v implicitním tvaru

(178)

( 179)

( 161)

f((".], (t]) = O. (180)

Abychom mohli i nadále použít k ~eěení soustavy rovnic (118), musíme "nasta
vit" některou ze t~í konstant v rovnici (161) tak, aby tato rovnice dala pro

fvl ,pop~. {tj stejný výsledek jako (180). Nastavit bychom mohli i dvě

nebo t~i konstanty zároveň, což věak nep~1náěí zvláětní výhody. Toto nastave
ní se bude obecně od místa k místu měnit a výpočet bude možný jen iterací.

Nastavujeme-li v rovnici (161) matici [Cl ,dostáváme metodu proměnné

tuhosti. PouUváme-li1c tomu vektory [Rc.. } ,popř'. fR". 1 , dostáváme metodu
počátečního p~etvo~ení, pop~. metodu počátečního napětí.

V některých ~ípadech není dána funkce (180) mezi celkovým napětím (ff]

a celkovým phtvohním (E J ,ale jen mezi jej ich pHr6stky

(181)

( 183)

Pak je t~eba použít inkrementální metodu.

Jde-li o metodu proměnné tuhosti, bude matice elastických konstant [e]

závislá na poměrném př'etvohní [ll ,a tedy na posuvech uzl~ ('ll
Na těchto posuvech bude záviset i matice tuhosti [K] a rovnice (178) bude
mít tvar

[K(fqJ)] fq.} := [R}. (182)

Iterační proces zahájíme např. volbou {qJo • {ol. Dostaneme [K]Q =

= [K(['l.loJJ ... Ck([oJJJ a hěením rovnice (182) získáme (q), c [k]~' [Rl.
To opa~ujeme, takže n -tá aproximace bude

-f
[ql

h
" [k]n., [R] .
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Řeěení končí, nemění-li se ji~ v dalěích krocích vektor posu~. Nevýhodou

metody je, že musíme p~epočítávat matice tuhosti.

~i metodě počátečních napětí p~edpokládáme, !e ke každému {ll dove

deme určit jednoznačně [vl ,tak~e

fv1 :r f (ft: 1) . (184 )

V rovnici (167) nastavíme (Ci;J tak, abychom pro dané fl] dostali stejná
[~] jako z rovnice (184). Na tomto počátečním napětí bude záviset vektor
[Nl ,nebot podle (179) obsahuje i vektor [Rc] • Rovnice (172) bude

mít proto tvar

[1(1 fq.l" [R([~1)l·

Nejprve zvolíme f<tlo = foJ , čemu! odpovídá
pdsobící v uzlech). Nulté aproximace bude

(185)

[Rl. (to jsou síly skutečně

( 186)

Z těchto posu~ vypočteme pomocí (169) p~etvo~ení [EJ a z rovnice (184)
vektor (~J . Dosadíme-li tyto hodnoty do Hookeova zákona (167), vyjde po

čáteční napětí

f~3, ~ {q J- [C] [(} ,

kt erému p~ísluěí nenulový velet or fRrr.l, ,a tedy i nová hodnota
S ní pak

atd., až

( 188)

Matice tuhosti se v tomto p~ípadě nemění.

Metoda počátečního p~etvo~ení je obdcbná, výchozím vztahem je věak rovni-
ce

ft1=f(fvJ). (189)

Obě metody lze upravit i do inkrementální formy. V této úpravě se též nazýva
jí "metoda p~enosu napětí" a "metoda reziduálních sil".

Druhá skupina úloh je charakterizována nelinearitou vztahu (169), který
má nyní tvar

[tl .. [B(f~})J [~J. (190)

Rozvineme-li prvky matice [B] v Maclaurinovu ~adu a odtjělíme v ní první
člen bij ([oJ) od zbylých člend ~ady Zv (f<iJ), dostaneme pro jeden prvek

( 19l)
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a pro celou matici

(192)

PHtom

[80 J• .lčh? [B (fq.1)] .
[tJ} ~[oJ

Pro variaci energie napjatosti platí vztah

kam nyní dosadíme

[cr,1 • [B J [Jed t [cfBJ ['11 •

=([~] + [8tf('1.J)])[cf~J 4 [cf8f J[q,1.

Pro napětí máme z Hookeova zákona

Dosadíme-li z rovnic (194) a (195) do (193), vyjde

TI. r
óU' [e5q.] J[Bo ] [C][B.lol'lf'/.l f-

f [dt:}l rJ([B.1 T[cHB,] 4 [8,J T[eJ( 8.) • [8, ]Trc1fB,J)dV ['J. J +

+ [ll. JJ[cfB,] Í(/}dV.

(193)

(194)

(195)

(196)

(191)

Označíme-li prvky matice [B,([~1J] znakem l3i, ,budou prvky mat ice rcfB.]

á;3i . =- L ()(3ij 6q = {d'fJ r dlJ,j" .
'J It iJ91r Ic (){91

Jsou to tedy lineární funkce virtuálních přír~stkó ~* • Přeskupenim sčí
hncd v součinu fJB,]['J,J lze pak tento součin upravit na tvar [B,J {dCJ.l ,
takže posledni člen v rovnici (196) je

{9-(!fÓBf J7f (J Jol V- [6"~1Tfr B,1T[(fl cl. V "'

= (d'~ff[BI]r[CJ[8Jd.V[~J. (198)
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Rovnici (196) lze povalovat za variaci kvadratické formy
, r

lJ- Irq] [KJ[9JJ

tj. za

(199)

(200 )

lbD~le (196) 8e nyní výsledná matice tuhosti (K 1 skládá z těchto část!:

[KoJ •f [8.] [cJ[ s..Jd V,
'I

[K9] -J([B.]TrCJ[B.J+ [8,J
r
CcJ[8.] 4 [Bt1

T
[C][81 J)dV,

r

[Ko-] .. jCBa]T[c1[BJdV.
t

Je tedy

[K] .. [ K) + [K,J ~ [I<~J - [k) .

( 201)

( 2(2)

( 203)

(204 )

Celková matice tuhosti [kl - [k,J se nazývá tečná matice tuhoeti. pro
tole má obdobný význam jako tečný modul prulnosti. Udává tuhost tělesa nebo
konstrukce závisle na velikosti p08uvd. 'Mohli bychom ji dostat tak~ tak) že
bychom sestavili matici tuhosti obvy~lým zp6sobem, avěak pro p~etvo~ené prv
ky. Matice [koJ je obvyklá matice tuhosti, platná pro malé deformace.
Katice [J<,J a [k r J jsou její korekci pro vel1ré deformace. Mezi nimi je
věak rozdíl. Kat ice [k,.] je závislá na napětí - to je zhjlllé ze srovnání
(203) se (198) - a je nulová jen v nezatíženém tělese. ~8zýVá se geometrická
matice. Matice [kql Mdže být za určitých okolností identicky nulová (nap~.

u p~!má centricky zatí!ené vzpěry, u válcové nebo kulové skořepiny s vnějěím

~etlakem) a nazývá se matice pro velké deformace. Je-li tato matice nulová,
m61e p~i určité velikosti napětí nastat rozvětvení rovnováhy p~i malých de
formacích. P~edpokládejme, Je matice rk~1 je p~ímo úm~rná pósobícímu zatí
lení) tedy úměrná nějakému parametru ~ , určujícímu pr6běh zatěžování.

Potom

(205 )

kde [K;] JU na zatížení nezávisí. Kritickou velikost parametru A pak
m6leme vypoč:ítat z podmínky, !e k vyvolání změny {ó'<} J posuvll z bodu roz
větvení rovnováhy není t~eba p6sobit žádnou vnějěí silou

( 2(6)
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Výsledná matice v obl~ závorce (206) ztráct pfi kritict4 velikosti
(vlastnt hodnotl) parametru ). poli1tivní definitnost, determinant matice
Be rovná nule. Platt obecDd pravidlo, Je podmínkou stabilní rovnováhy Je
pozitivní de~1nltnost teěn' matice tuhosti. Protole tato vlastnost souvisť

B felUelnoltí základní soustavy rovnic pro danou dlohu, mUl8né ztráta sta
bilní rovnováhy droveň strátu jednoznačné hJ1telnost1 pfíslulného matema
t1ck~ho modelu.

25. pf!klad

F

Obr. 52

Prulni ulo!en' oto!~ rameno podle
obr. 52 S8 otoěí o dhel 90 ze 8v18~ polo
h)', Je-li zaUhno momentem Mrt ktj.. Z 1'OV

nov'ln' poló~ je vyc~lovéDp momente. M a
I1U.nkelll yertik'lId a!ly' ~ • Jde o sousta"
~ jedn!maiupnJm volnosti.

lel.pí

Podle obr. 52 s~.JĎ platí, I•

. Proto~8 . . 'J
Sln'j. == 'j.·h~'

Cof~ ..:os 1- J'1-'1
mÓžeme rovnici (a) upravit pro malá q. do tvaru

rk - fY' (f- t cl) # f k1-11- - ~J ( b)

kde O- M 1 fit znaěť jmenovitý vněJě! moment. Vztah (b) má tvar maticová
rovnice

(e)

vn!!

rK<7] :a [- Fr (1- f q.')] ~ r FrJI

( d)

( s)

( ~)
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Vě1mněme si, h geometrická matice [Kv] nezávisí v prvnÚ1 pi"iblíhní
na poauvu r~l ,ale jen na allovám parametru A I:: F a na geometrii
(na dtUee ramena t" ); odtud plyne název _tiee. Tečná matice tedy je (pro
Hlá q. )

(g)

Nultá aproximace

M IF~

k - F,. =o Cfo. (h)

Pro první aproximaci dOstaneme

(1)

at d.

([k] + ]\.[-1"]) rt'J J,,- [01. (j)

(k)i\ c k
fuo ,,/ 'to .

Odtud - shodně 8 di"ívějěím -

Nyní .si vě1mnlme homogenní 1110hy, tj. pi"!padu, kdy [ Q J = {O I ; vy

loučíme-li triviální pHpad nezatUenáho tělesa, je M '" O, ~ =O. Psk:
ověem i q... = O, pokud F ( k/I". "Alt ...·, • Je-li F· ').." ..,.t , nabývá 9.. ne-
určité (libovolné) velikosti, tzn., !e nastává rozvětvení rovnováhy (bifur
kace). Závislost síly F na l1hlu q. je pro tento pi"ípad znázorněna na

obr. 53.

Je-li d.. =O, je [K t:j J =: [O1.
Podmínka pro kritickou velikost síly

F '" A plyne z rovnice (206) takto:

o
Obr. 53

9
Na tomto jednoduchém pi"ípadě jsme

ukázali význam jednotlivých pojmd, které
jsme v této kapitole zavedli. Obdobně

tomuto pi"ípadu lze analyzovat i velké
slo!ité soustavy.

Závěr

V tomto sem1nái"i jsme se pokusili vysvětlit a na jednoduchých pi"íkladech
objasnit podstatu metody, která od začátku Aedesátých let pronikla do mnoha
odVětví aplikované fyziky a mechaniky jako l1č1nný a moderní matematický pro
sti"edek. Metodou konečných prvkd lze i"eěit nejen problémy z.oboru mechaniky

prulnýeh těles, ale tsk:á 11l0hy o creepu a plasticitě, problémy z oboru
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proudění, vedení tepla, ólohy o elektrických a magnetických polích apod.

Některé poznatky, týkající se vibrací pružných těles, byly již uvedeny
na dtívějších semtnátích o maticových metodách v pružnosti a pevnosti. Uvedli
jsme tam i některé ptíklady ze statiky pružných těles, jež mohou doplnit
látku dnešního semináte. Skripta z dtívější~h seminátd si mohou zájemci vy
pdjčit z knihovny Domu techniky ČYTS v Praze.

Praktické využití metody je možné jen ve spojení s výkonným číslicovým

počítačem. Úlohy zpravidla vyžadují vkládání velkého množství vstupních dat
a vedou ~ velkým soustavám lineárních rovnic. Programy výpočtu musí být pro
to uspotádány óčelně, musí ěettit místem v operační pamAtl počítače.

Názory na nejvýhodnějěí metody numerických tešení se mění a vyvíjejí
zároveň 8 metodou konečných prvkd. Jeětě nedávno se napt. dávala ptednost
iteračním metodám pro teěení velkých soustav rovnic, kdežto dnes se opět za
čínají více uplatňovat p~ímé metody ~eěení, je~ byly mezitím modernizovány.
Projevuje se snaha zkrátit ptípravnou fázi ~ešení, spočívající v návrhu sítě

prvkd a zpracování dat pro sestavení celkové matice tuhosti. Sít se navrhne
jen hrubá a práci s jejím zjemněním pfebírá počítač. Jde však o komplikované
programy; jejich sestavení se vyplatí jen tehdy, budeme-li metodu konečných

prvkd často používat. Tehdy se vyplatí prostudovat také další, zde neuvedené
postupy a výpočtové obraty, které zkracují a usnadňují výpočet. Pozornost si
zaslouží i smíšené metody, např. fešení s konečnými prvky a konečnými dife
rencemi, poloanalytická teěení aj.

Z uvedených ddvodd je zatím u nás jen málo pracovi§t, která mají knihov
nu vhodných programd pro metodu konečných prvkd. Jsou to některé výz~umné

ústavy, vědecké instituce, vysoké školy a velké prdmyslové závody. Ve spoje
ní s nimi však mohou metodu využít i zájemci, ktetí sami nemají přístup k po
čítači nebo se nemíní na tuto metodu specializovat. Xeprve tehdy, bude-li
využíváni těchto programd běžné i pro konstruktéry v menAích závodech, pfine
se metoda konečných prvkd ma~imální užitek.
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