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Najdéte vztah pro odpor proudici krve v tepné o poloméru a za predpokladu
laminarniho proudéni. Krev povazujte za nestlacitelnou tekutinu s hustotou p, s
konstantni viskozitou®! ;1 = konst.

Reseni: Proudéni nestlacitelné Newtonské tekutiny je popsano zakony bi-
lance hmotnosti

0 )

a::z' = divv =0 (3.1)
a bilance hybnosti

i, Op 9

pro konstitutivni vztah

thhe =2pd",  d'= +

(0) 0 i L 990k
L(ov Ov 200 (3.3)
2\ ozt Oxt 30

Po dosazeni konstitutivniho vztahu (3.3) do bilance hybnosti (3.2) za podminky
(3.1) dostavame

. Op 0%t ,

) —— = p——— = pAv'. 3.4
Za predpokladu stacionarniho proudéni ve valcovych soutradnicich r, ¢, z maji
rovnice (3.1) a (3.4) tvar

10(rv,) 10v, Ov,

- - =0 3.5
r or + r g + 0z (3:5)
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or roy 0z  poz
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C0r2  rdr r2op? 0227

pticemz v = p/p je kinematickd viskozita krve.

pro Av

3-1Ve skutecnosti je krev tixotropni tekutina, tzn., 7e jeji viskozita roste (vice jak 10x) s

klesajici rychlosti deformace ¥ = 88”; , viz.obr. 3.1. Viskozita krve roste i s naristem hematokritu

H, H% = % - 100 je objemové zastoupeni bunék V. (hlavné ¢ervenych krvinek) v krvi.



Predpokladejme pro jednoduchost osové symetrické proudové pole v = (0,0, v,)
zévislé jen na r, z, znac¢ime v, = v(r, z). Rovnice bilance hmotnosti (3.5) a hyb-
nosti (3.8) maji tvar

ov )

5 =0, tj. v=uv(r), (3.10)
Op pd (rdv) B
%= ( o ) = A= konst, (3.11)

resp. p=Az+B.
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Obrézek 3.1: Zavislost viskozity lidské krve na smykové rychlosti v a hematokritu
H. Viskozita krevni plazmy (H = 0%) je 1,2 c¢P. (Viskozita ¢isté vody je 0,8 cP,
1 ¢P (centipoise) = 1073 &%),

m2
° e viskozita celé krve, x ——— x krev zbavena fibrinu (bilkoviny vznikajici
pfi sréazeni krve), o------ o proplachnuté krevni bunky v Ringerové roztoku.

Oznacime-li p; a py (p1 > po) tlaky ve dvou mistech na ose z (viz obr. 3.2),
jejichz vzdalenost je L, je tim jiz urcena konstanta A a tim i tlakovy spad %.
Plati
P1 — P2

A=-—
L )

(3.12)

takze rovnice (3.11) ma nyni tvar

1d dv P1 — D2
22 == i 3.13
rdr (rdr> L ( )




—
i

1

i

i

1

1

i

i

i

1

1

i =
N
1

i

i

1

1

i

i

i

i

*

1

i

i
I_:

=S
=

L

Obréazek 3.2: Laminarni proudéni valcovou trubici

Dvoji integraci této rovnice dostavame po rychlost vyjadieni

_pl — P2 T2
4l

= + Clln r+ CQ . (314)
Zde vystupuji dvé integracni konstanty, ale k jejich urcéeni mame jedinou okrajo-
vou podminku

v=0 pro r=a, (3.15)

kde a je polomér trubice. Abychom ur¢ili obé integraéni konstanty v rovnici (3.14),
pripojime k tomuto feseni ”prirozeny” pozadavek, aby totiz rychlost v byla v
celém prifezu konecna. Pro stired prifezu r = 0 logaritmicky ¢len diverguje a
proto musime polozit C'; = 0, abychom splnili pravé uvedeny pozadavek. Pouzitim
podminky (3.15) pak snadno ur¢ime zhyvajici konstantu Cs. Koneény tvar feSeni
je tedy

v = % (a2 — 7'2) . (3.16)
Dostali jsme ”parabolicky zakon” rozdéleni rychlosti.

Zname-li rychlost v kazdém bodé priifezu, neni jiz obtizné urcit stredni rych-
lost 7 nebo objem F' tekutiny, ktera projde prurezem za jednotku casu, popf. i
veli¢iny charakterizujici disipaci energie resp. tok tepla. Zde si jen vypocitame v
a F.

Hodnotu stfedni rychlosti dostaneme, kdyz sec¢teme rychlosti po celém priifezu
a vysledek vydélime plochou prufezu; tak dostavame

1 a P1— D2

v-2rrdr = ——=a”. (3.17)

i A 8l

Z rovnice (3.16) je vidét, ze nejvétsi rychlost proudéni je v ose vélce, tj. pro r = 0,
a ze U je pravé polovinou nejvétsi rychlosti.
Pro hodnotu objemového toku F' plyne

a _ m3
F = / v-2mrdr = wa? = rl P2t [T (3.18)
0 8L S
To je Hagenuv-Poiseuilleuv zakon, ktery slovy lze vyjadrit takto: Mnozstvi teku-
tiny, které projde plochou kruhového priitezu za jednotku casu, je pfimo imérné
tlakovému spadu a ¢tvrté mocniné poloméru trubice a je neprimo tmérné dyna-
mickému koeficientu vazkosti. Zakon (3.18) miizeme prepsat do tvaru
8ulL

=_1, resp. (p1 — p2) = RF, (3.19)



kde R je odpor trubice (tepny, 7ily) o délce L a poloméru a. Je pak analogicky
Ohmovu zakonu elektrickych obvodi.

Pti pouziti tohoto zdkona je nutno si uvédomit, ze byl odvozen za ptredpo-
kladu, ze se ¢astice tekutiny pohybuji pfimocaife a rovnobézné s osou trubice,
¢ili ze jde o pohyb laminarni. Je-li proudéni turbulentni, které se vyznacuje neu-
sporadanosti pohybu ¢astic, nemizeme tyto vzorce pouzit, viz dale. Pouzitelnost
vzorce (3.18) je tedy vazana na podminku, ze Reynoldsovo ¢islo Re = 222 cha-
rakterizujici proudéni uvazované tekutiny je mensi nez kritické Reynoldsovo ¢islo
Regrit. Prijmeme-li, Ze Reg; = 2300 (ve velmi hladkych trubkéch dokonce 1000),
snadno se presvédéime, ze ve vétSiné technicky dilezitych ptipad je proudéni
kapalin potrubim turbulentni. Na druhé strané je podminka Re < Rey,;; splnéna
pii proudéni tekutin kapilarnimi trubicemi (zfejmé vzhledem k tomu, 7e a, v jsou
velmi malé). V tomto pripadé lze uréit dynamicky koeficient vazkosti pu podle
(3.18).

Poznamka (historickd). K zakonu (3.18) dospéli na zakladé experimentél-
nich méfeni témétr soucasné a pritom nezavisle némecky inzenyr HAGEN (r.
1839) a francouzsky lékar a fyzik POISEUILLE (r. 1840), ktery studoval pohyb
krve v zilach.



Odvodte rovnice kvazijednorozmérného proudéni tekutiny elastickou trubici
o prutezu A(x), viz obr. 4.1. Vné trubice je konstantni tlak p, a teplota 7T, a

Obr. 4.1: Kvazijednorozmérné proudeéni elastickou trubici

uvniti tlak p(x,t) a teplota T'(x,t). Predpokladame-li, Ze

i) proudici tekutina, ktera ma hustotu p, je nestlacitelna, takze g_p =
P

ii) Sténa trubice o tloustce h je elasticka, takze

b= By o

kde A = 7wa? je pocatecni prifez trubice s polomérem r = a a F je elas-
ticky modul. Exponent « je podle linedrni teorie elasticity roven 1/2, v
biologickych materidlech (tepnach) je ¢asto a > 1/2.

iii) ¢ [%], qs [k—g], Tw [%] vyjadiuji postupné odvod tepla, hmoty a hybnosti

m?s

(tfeni o sténu) z proudici tekutiny.



Reseni: Napiseme rovnice bilance hmotnosti, hybnosti a celkové energie e =

u + %, (u = ¢, je vnitini energie tekutiny) pro elementarni objem trubice V’,
viz obr. 4.1

/ pdv = 27rq,dz, (4.2)
V/
- o4, A
/ pvdv + p|3+ o v _ pa—d:p = —27r7,dz, (4.3)
v/ dx
- o4,
/ pedv + (pv)|ﬁ+ or 1 _ 2rrqd . (4.4)
V/

Zdrojové cleny jsou na pravé strané a tlak p jako povrhova sila ptsobici ve sméru
normaly. Uvazime-li problém jako jednorozmérny je element objemu trubice dv =
A(z,t) a materidlova derivace objemu V' je napt. v rovnici bilance hybnosti (4.3)
rovna dz

- - . . . a a
dv= [ podde = [ podde+ [ podde= [ |2 (Ap0)+ o (Ape?) | do.
L pvdv= | pvAde = [ pv T+ |, prade= | at( pv)—l—at( pv) T
‘ (4.5)
Zde jsme vyuzili definice materialové derivace () = % + vaa—l, adr = M%%ld)( =
g—;édX = g—;fdx, x = x(X,1) je trajektorie materidlového bodu, ktery byl v case
t =0 v poloze z = X.
Uzitim identity (4.5) muzeme zakony bilance (4.2) aZ (4.4) psat v kompaktnim
tvaru
Ap P Apv oA 27rq,
— | Apv | +=—| A(pv*+p) | = |p=—+ 27r7y, | . (4.6)

ot Ape Oz A(pe+ p)v Oz 27rq

Uvedené tfi rovnice spolu s materidlovym vztahem (4.1) jsou hledané rovnice
kvazijednorozmeérného proudéni stlacitelné tekutiny elastickou trubici.
Zdrojové ¢leny na pravé strané rovnic (4.6) vyjadiujeme obvykle ve tvaru

g, = —K,(p—p,) ... prutok tekutiny sténou trubice (K, [%] je konstanta prestupu).

(4.7)
Velikost trectho napéti ve sténé 7, uré¢ime podle Hagenova-Poiseuilleova zdkona
(3.18), viz piiklad 3 vztah (3.12). V pfipadé vyrovnaného proudéni je tlakovy
spad roven treci sile

8_p;p1—p2_8,uF_8,uv_ 2T

_ = = = = . 4.8
Ox L a’A a? a (48)
Odtud A
Tw = _ pro laminarni proudént (4.9)
a nebo obecné
Ay o § . “ :
Tw = —p7|v|v ... pro laminarni 1 turbulentni proudéni na tvaru trecitho koeficientu Ay .
(4.10)

m2K

q=—K,(T —T,) ... odvod tepla s konstantou prestupu K, [ W,] . (4.11)



Charakteristikou odporu proudéni tekutiny v trubici je treci koeficient

D 9dp 2DAp 64
1pv? ~ Lpw?  Re’

Af = (4.12)

kde D = 2a, Ap je tlakova ztrata na délce L a Re = Di” je Reynoldsovo cislo.
Pro turbulentni proudéni je urcovan experimentalné

Ap = 1,02(log Re)™>" . (4.13)

v

Obecnéjsi je vztah Colebrooktv, ktery zahrnuje 1 vliv drsnosti &

1 Rey /A
 —log d 0,8, (4.14)
A 140,14 Rey /Ay

k je charakteristicky rozmér (vyska) drsnosti, viz obr. 4.2.

VT Re

L 2log|—————=—1-0.8

\ Vir 1+0,1(k/D)Xi Re
2 = 103
\ 104

0.01 N ——]
8] e~
] \?k/D -0
102 103 104 105 10 107 -
. 1,02(log Re)>*>
Re :_HE

Obr. 4.2: Zavislost tfectho koeficientu Ay na Reynoldsove ¢isle Re a bezrozmérné
drsnosti %



Rovnice kvazijednorozmérného proudéni tekutiny elastickou trubici odvozené
v prikladu 4 zjednoduste pro pripad nestlacitelné vazké tekutiny a urcete jejich
charakteristiky.

Reseni:
Rovnice bilance hmotnosti a hybnosti se nechaji za predpokladu p = konst
upravit na rovnice pro proménné A(z,t), v(x,t)
0A 0A ov

ov ov 10p  8tpw
54—0%4—;%— P A (52)

Pouzitim konstitutivniho vztahu (4.1) popisujiciho elasticitu stény trubice mu-
zeme vyloucit tlak

19p 2( A )‘“ 1 0A ,  4ahE (5.3)

p0x %\ A Ao O Pro €0 = 3ap ’

kde A, je néjaky pocateéni (residudlni) priifez trubice a ¢, se jen malo lisi od
rychlosti postupné elastické viny podél trubice.
Pro zjednodusSeni zavedeme proménné

u(z,t) = ln% . v=uv(x,t) (5.4)

a charakteristicky ¢as 7 = %.
Rovnice proudéni tekutiny elastickou trubkou s uvazovanim tfeni maji tvar

ou ou  Ov
ov o 5 U v
E—l—v%choe il (5.6)

Rovnice (5.5) a (5.6) linearizujeme v okoli néjakého referen¢niho bodu w, =
(19, vp). ReSeni téchto rovnic si predstavime ve tvaru w = wy + dw a omezime
se pouze na linearni ¢leny. Po linearizaci oznac¢ime opét pro jednoduchost zapisu
w = dw. Vysledné dvé rovnice prepiseme do maticového tvaru a nalezneme jejich
charakteristiky

ow ow

IE—FB% = f,zde w = (u,v) a znaéidw = (du, év) = (u — up,v —vy), (5.7)

10 v, 1 B 0
I_<0 1>7B_<C(2)€o¢uo Ug)af_<_%€u>' (58)



Charakteristiky soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic (5.7) jsou kfivky y; =
Xi(z,t) = konst, i = 1,2 v feSené oblasti (z,t) podél nichz se feSeni neméni, tj.

ow ow
dw = —dt + —dx =0, 5.9
R T (59
zapsano maticove
ow ow
a1 + a1l = . 5.10
o o (5.10)
Podél charakteristiky x;(x,t) = konst plati souc¢asné rovnice
ow ow
I— +B— =0 5.11
ot oz ’ (5:11)
ow ow
dtl— +del— = 0.
ot " o
Prava strana f rovnice (5.7) pokud nezavisi na %, g—’;’ a konkrétni tvar charak-
teristiky neovliviiuje (maZeme ji poloZit napt. rovnou nule). Hleddme nenulové
reseni pro neznamé %—1:, ‘9—’; (tj. ¢tyfi neznamé). Podminkou nenulového feSeni je
I B| . |I B|_ ., |0 B-%]
det BT del ‘ = dt°det T deg ‘—dt det‘ 1 ] (5.12)
dx
= (—1)*dt’det | B— —1I|=0.
(1P| - 571

Pri tprave jsme odecetli spodni radky od hornich a rozvinuli podle sloupce. Ozna-

¢ime A = % a s ohledem na matici B, vztah (5.8), plati
- A 1 oy
det ceo‘“o Uo_)\‘ (Vo — A)? — 2e™o =0, (5.13)
resp.
d o
Ao = d_i = U, £ coe2". (5.14)
Tato rovnice je diferencidlni rovnici charakteristik
dx — (vo + ¢ et ) dt =0, (5.15)
resp.
T — (vo + coe%“") t=vyx; =konst, i=1,2. (5.16)

Podminku Fesitelnosti (5.12) resp. (5.13) soustavy (5.11) mizeme na charakte-
ristikdch (5.14) psat bez indexu ”0”, protoze podle podminky (5.9) jsou funkce
w1 (x1), wa(x2) FeSenim rovnice (5.7) a jsou podél charakteristik konstantni. Pro
feSeni u, v podél charakteristiky, napf. vzhledem k (5.15), plati

[v(x, t) £ coe%“(’”’t)] t—x=0. (5.17)
Splnuje-li feseni vztah
o AN?
v=coe2" =c, <A ) , x = konst (5.18)



je charakteristika nezavisl4 na ¢ase. ReSeni rovnic (5.1) a (5.2) v bodé z = konst
nezavisi na ¢ase, tzn., ze napt. prifez A(z) je v tomto bodé konstantni. Tato
situace muze odpovidat i kolapsu trubice, viz pt. 6.

Uvazime-li, Ze rychlost krve se pohybuje mezi 0 az 6 m/s (v aorté asi 1 m/s),

1/2
rychlost malé elastické poruchy po tepné je c, = (%) / = 7,4m/s, mize byt

pfi zizeni tepny podminka (5.18) splnéna. Pro lidskou femoral artery je E =
3:10° Pa,a=55mm, h=1,5mm, p=10>kgm =3, a = 1/2.



Naleznéte podminky samobuzenych oscilaci proudéni vazké nestlacitelné te-
kutiny v elastické trubici popsaného rovnicemi v prikladu 5.

Reseni: Predpokladame, Ze feSeni w = (u,v) rovnic (5.5) a (5.6) zavisi na
charakteristikich x12 = x12(2, 1), tj. w(z,t) = w(xi (2, 1), x2(x,t)). Rovnice (5.5)
a (5.6) prevedeme do charakteristickych proménnych

X1 =T — (vo + coe%“") t, Xe=2— (vo — coe%“") t. (6.1)

Index "0” oznacuje, ze jde o néjaké konstantni, ale dosud neurcené hodnoty te-
Seni. x; popisuje pripad, kde elastickd porucha na trubici se pri¢ita k rychlosti
proudu a y» pfipad, kdy se naopak od¢ita (postupuje proti proudu). ZvIast bu-
deme vySetfovat vlastnost rovnic (5.5), (5.6) na charakteristice x; a zvIast na
charakteristice x». Lisit se budou jen znaménkem. S ohledem na (6.1) plati

ow dw Ox dw o

gw o _ WOx W 4 ceste) 6.2
ot dy Ot dyx (U Col® ) (6.2)
ow _ dwdx _ du

or  dyxyoxr dy’

Dosazenim do rovnic (5.5), (5.6) dostdvame

du dv

—+—=0 6.3
dv 5 ,du v
— W — e 6.4

kde 1 = (v, vy, up) = v — v, F ¢,e2" . Horni znaménko plati pro elastickou vlnu
postupujici rychlosti v, + c,e2" a dolni znaménko pro vlnu postupujici rychlosti
Uy — Coe2%. Tato druhd vlna mize za podminky (5.18) i stdt na misté a nebo se
pohybovat néjakou jinou rychlosti, viz vztah (6.21).

Tyto rovnice roziesime vuci derivacim

du ve ¥
a0 geny S0 (02)
dv___Wve ). (6.6)

dx 7 (42— )
Pro piipad, ze hodnoty v,, u, v charakteristikich (6.1) popisuji klidovy stav
v, = U, = 0, potom funkce ¢ = v Fe, ' V tomto specidlnim piipadé maji rovnice

ITndex ”0” obecné neznamena poc¢atecni hodnotu, ale néjakou hodnotu referencni, takze v

/2
pfipadé x2 = = (vlna s toji v misté x = const), plati v, = ¢, (AAO ) , kde A,.s oznacuje

velikost pocatecniho prifezu trubice.



(6.5) a (6.6) tvar

du ve "
o T (0T 2e) T AT o] o0
dv v(vFe,)e ™ (6.8)

Ay T[v(vF2c) + (1l — e
a jejich feSeni nevykazuje v okoli klidového stavu zadné zajimavé vlastnosti.
Derivace podle charakteristik (6.2) miZzeme interpretovat i jako derivace podle
casu

dw a,\ L dw ~dw
@ = (Uo :l: 0062 ) % Uy = 0 — i% ) (69)
Uy =
resp. podle prostorové souradnice
dw  dw dw
oo = 6.10
dy  dx| ve#0 dx’ (6.10)
Uy # 0

za podminky (5.18) i pro libovolné ¢.
Nehledé na geometrickou interpretaci derivace (6.9), (6.10) budeme nazyvat
stacionarnim feSeni rovnic (6.5), (6.6) feseni algebraickych rovnic
e "
[1(w,v) = - — =0, 6.11
(@)= (@ = o) (7= vo F 26,6377) + 2 (eomo0T)] (6-11)

— o3 T
(v — U, F coezu") ve

fo(w,7) = - [(@ — ) (@ — v, F 2coe%“0) + c5 (et — 60@)]

=0.  (6.12)

Stacionarnim feSenim je
7=0, ué€ (—00,00). (6.13)

Nagim cilem je nalézt kvalitativni vlastnosti nenulovych feseni rovnic (6.5), (6.6).
Tato feSeni lze urcit z derivaci v tomto stacionarnim stavu, popripadé ve stavech
pro @ > 0, budou-li spliiovat potiebné podminky (6.18). Tudiz

% -& ; (izﬁ”_};ii:;ﬁ - o (6.16)
T (6.17)

Rikdme, 7e rovnice (6.5), (6.6) splituji v bodé (6.12) podminku Hopfovy bifurkace,
jestlize pro né&jaké dalsi body 7 > 0, T € (—o0, 00) plati
(% N 8_f> 21, 5)

T,q



Regeni mé pak charakter samobuzenych oscilaci (limitnfho cyklu).

Tudiz
ey (cge"‘“ 7E2)

[ T($270360‘u)2 m

pro Y =T TF ce? —v, =0. (6.19)

(% + %) _ e_u{[(2+a)y+¢]cgeau_w3}

(47— cZean)?

=0,

Splnéni této rovnosti budeme hledat za podminky (5.18), tj

@ v AO %
U, = Coe2"°, popt. vy = Cqy (A ) ) (6.20)
Podminka (6.18) je splnéna i pfi T#0pro =7
@+ak2wv—0 (6.21)

tj.
5

o= Z
T=0, To==2V3+ace" \/3+aco<A> ) (6.22)

Dalsi podminkou netlumenych oscilaci (6.17) je splnéni nerovnosti

w v du oo 7 (42 — c2e™) .
V piipadé, 7e 1) = v, dostavame
2™ 02 — (1 + a)c?e®®| (0% — c2e™®
[ ( ) ] ( ) > 0. (6.24)

72 (72 — c2e0T)*
Tento vyraz je kladny pro rychlost proudu 7 splhujici bud nerovnost
7\ 2 - 7\ 2 -
<—> < e*™ nebo <—> > (1 + a)e*. (6.25)
Co Co
Toto jsou soucasné i podminky netlumenych oscilaci. Prvni nerovnost ma vsak
smysl jen pro 7 = 0. Diky podmince (6.22) ma fyzikalni vyznam jen druha nerov-
nost. Uvazime-li, Ze hleddme feSeni na charakteristice (6.20) tak ma podminka
netlumenych oscilaci (6.25) tvar

) =00

Rychlost proudici tekutiny pri které nastavda Hopfova bifurkace, je podle (6.22)

(1) - ara (1) oo

Pti této rychlosti nastavaji netlumené oscilace stény trubice a tlaku.
Pro parametry aorty z piikladu 5 (o = 1/2, ¢, = 7,5m/s), pak podle pod-

minky (6.25) nastavaji netlumené oscilace pro v = /3 + awv, (AAO)Q/ = 1.87vq ( )1/4.
Pro Ay = A,es je vg = ¢, pro Ag # A,es ma vy hodnotu vypocétenou podle pod—
minky (6.20), coz odpovida charakteristice xo = x = const, tedy oscilacim v
pevném misté (srovnej s 6.1).

Poznamka. Porovnanim podminky (6.22) a (6.25) vidime, ze v oblasti

(1+a)cZe™ <7 < (34 a)ce™ (6.28)

existuji i tlumené oscilace.



Prechod z oblasti laminarniho proudéni do oblasti turbulentniho proudéni
je identifikovan kritickou hodnotou Reynoldsova ¢isla Re [1], které udava vztah
mezi rychlosti toku krve v [m/s|, primérem cévni trubice d[m], hustotou krve
p lkg/m3] a viskozitou krve p[Ns/m?|, Re = vdp/u. Reynoldsovo &islo je vlastné
pomér setrvacnych a vazkych sil. Pfi laminarnim proudéni jsou dominantni vazké
sily, pfi turbulentnim proudéni pievazuji sily setrvac¢né. Typickd hodnota kri-
tického Reynoldsova c¢isla pro prechod rezimu proudéni v cévach je asi 2320,
viz obr. 4.2, ale v misté bifurkaci mize mit hodnotu jen 600 a nebo i nizsi
nez 400. Uvazujeme-li proudéni v hrudni aorté, jejiz primér d = 2a se pii
kontrakei a relaxaci méni od 2,5 1072 do 4 - 10 2m, rychlost se méni v roz-
mezi 0,5 az 3m/s, hustota krve pii teploté 37°C' je 1,058 - 10% kg/m?, viso-
zita p je 4 - 1073 Ns/m?, pak v piipadé kontrakce aorty je hodnota Reynold-
sova ¢isla Re = 0’5”’5'149;5531’058'103 = 3306 a v pripadé relaxace nabyva hodnotu
Re = 3X4'10:1§,1’3058'103 = 31740. Tyto hodnoty jsou ve skutecnosti zavadéjici,
protoze neni jasné, jak dlouho turbulence trva.

Odhadnéte cas potiebny ke vzniku turbulence a charakteristickou velikost
turbulentnich vira pii prechodu krve z levé komory do aorty. Prichod aortalni
chlopni chapeme jako turbulizac¢ni faktor.

Reseni: Odhadnout c¢as potiebny k ptrechodu z laminarniho do turbulent-
niho proudéni je mozno jediné ze znalosti mechanismu ztraty stability laminar-
niho proudéni. Proudéni ve smykové vrstvé trubky (tepny) je popséno Navier-
Stokesovou rovnici (3.4)

, w0, , ov, N 0V, N 0V,
Uy = — ro U, = Vp—— + Vy——r
p 0y? p ot ox Y oy

(7.1)

() znadi konvektivni (materidlovou) derivaci. ProtoZe nas zajima jen rovnovaha
mezi setrvaénymi (leva strana rovnice) a vazkymi silami (prava strana rovnice),
neuvazujeme tlakovy gradient %.

Proudové pole si predstavime jako superpozici stiedni rychlosti v, a fluktu-
acnich slozek 6v, dvy, dv,. Potom lze podminku stability proudového pole v
uvazované smykové vrstvé psat ve tvaru!

. p ok pw 0% [(v?
k_p6y2+8+p6y2 5 ) (7.2)

kde kineticka energie fluktua¢niho (turbulentniho) pohybu v 1 kg krve je

k= % /f(x,v, t) [(6?}1)2 + (0v,)* + (5vz)2] dv,dvydv, . (7.3)

'Marsik F., Termodynamika kontinua, Academia Praha, 1999.



K disipaci energie turbulentniho pohybu e dochazi v diisledku molekulérni visko-
zity p a jeji velikost (v 1 kg krve) je definovana vztahem

. H 8(51}2 8(51}]'
€= P /f(x,v,t) 9 D dvgdvydv, . (7.4)

Rozdélovaci funkei F(x,v,t) velikosti fluktuaci rychlosti dv; (i = 1,2,3) neni
nutno znat explicitné, protoze se zajimame jen o stfedni velikosti k a e.

Velikost turbulentnich pulzaci §v charakteristického rozméru [ < r je urcena
rovnovahou mezi setrvaénymi a vazkymi silami (ve smykové vrstvé tepny o polo-
méru r) podle rovnice (7.1), tudiz

(6v)*>  pév

T~ v resp. 0v -~ —. (7.5)

Rovnovaha (jakysi ustaleny stav) mezi velikosti (intenzitou) turbulence k = (5;)2,

resp. jeji kinetickou energii £ a preménou turbulentniho pohybu na teplo, tj.
disipaci ¢, je vyjadfena vztahem (7.2)

0%k u(6v)?
;8—y2+€:0, resp. ;(P) ~ £

(7.6)

Vylou¢enim velikosti turbulentnich pulzaci dv (resp. velikosti kinetické energie
k = (6v)?/2) dostavame dilezity vztah pro geometrickou velikost pulzaci?

1= é (%)3 . (7.7)

Cas 7 potfebny k vyvinuti turbulentniho pohybu stanovime z rovnice (7.2)

2k dv)? dv)?
Ha—:(), resp. (o) Nﬁ( v)
p Oy? T p 12

_E g

, Tresp. T

Jde o ¢as, za ktery se velké viry o velikosti r = d/2 rozpadnou na viry o velikosti

[. Tento Cas stanovime tak, ze vylou¢ime charakteristicky rozmér [ z rovnice (7.7)

l2

== £ (7.9)

[ pe

a vyjadrime ho pomoci velikosti disipace ¢, poptipadé velikosti kinetické energie

turbulentniho pohybu k.

Zbyvé nalézt vztah mezi velikosti disipované energie pSV béhem jednoho
srde¢niho tepu a kinetickou energii turbulentniho pohybu pkSV, SV [m?] je te-
povy objem. Vzhledem k pulza¢nimu pohybu krve muzeme predpokladat, ze se
veskera kineticka energie krve v aorté prevede na kinetickou energii turbulentniho

pohybu, tj.
2

By = p%SV = pkSV (7.10)

a to za dobu trvani srdec¢niho tepu At. Ma-li byt na konci srde¢niho tepu opét
laminarni proudéni, musi se ale soucasné tato energie disipovat na teplo, tj.

peSV = B /At = pkSV/At . (7.11)

2Chorin J. A., Vorticity and turbulence, Springer Verlag 1994.



Z této bilance odvodime vztah £ = k/At (srovnej s podminkou stability (7.2)),
ktery dosadime do vztahu pro charekteristicky ¢as rozpadu viru (7.9)

_ \/* Wm Wmsv} 71

Charakteristicky rozmér [ turbulentniho viru je podle (7.7) roven

3
1
e\p
Tepovy objem SV, tj. mnozstvi krve vypuzené do aorty béhem kontrakce levé

komory, je asi 7- 107> m3 (70 ml). Kineticka energie potiebna pro pohyb krve v
aorté je dodavana praci srdce

1/4

3 1/4
> AtSV

W:SVXAp:Ek+Ep—|—Eel+EdZS, [J], (714)

kterd je vykondna b&hem komorové kontrakce, kde Ap[Pa = N/m?] je rozdil
tlakii v komote (rozdil mezi maximélnim systolickym a minimélnim diastolickym
tlakem). Ej [J] je kinetickd energie krve, E, [J] je tlakova energie krve uvolnéna
pii zvySeni tlaku z diastolickych hodnot na systolické, E,;[J] je elastickd energie
uloZend ve sténé aorty a Fgy; [J] je ztratova energie v disledku disipace.

Nasim cilem je zjistit velikost kinetické energie krve v aorté Fj a podle vztahu
(7.10) stanovit alespon piiblizné charakteristickou rychlost krve v pro vypocet
Reynoldsova ¢isla.

Za predpokladu normélniho systolického (maximéalniho) tlaku v levé srdecéni
komote 120mmH g a diastolického tlaku v levé sini 9mmHg, je tlakovy rozdil
Ap = 111mmHg = (111 x 133,3) = 1,48 - 10* Pa. Prace, kterou vykona srdce
W =1,48-10* x 7-107° = 1,04 .J. Jen asi 70% této prace je predano krvi v
aorté (30% energie se ztrati pii vytoku krve ze srdce a priitokem aortélni chlopni
), takze celkova energie pfedana do aorty (7.14) je W =0,7 x 1,04 = 0,73 J.

Tlakova energie krve v aorté se zvySuje pii vzrustu tlaku z diastolické hod-
noty, normalni diastolicky tlak v aorté je 80 mmH g, na systolickou hodnotu
120 mmHg. Tlakovy rozdil je v tomto piipadé 40mmHg (= 40 x 133,3 =
5,33+ 10? Pa). Predpokladdme-li 70% tepového objemu, pak tlakova energie

E,=0,7xSVxAp=0,7x7-107°x5,33-10° = 0,26 J . (7.15)

Elasticka energie

SV

Eel:SVXAp:O
Ao

(VAo - V;"es,Ao) ) (716)

kde C4, je elastickd poddajnost aorty a Va,, Vies, 40 jsou maximalni a zbytkovy
objem aorty. Uvazujeme-li Cy, = 1,2 - 1078m?/Pa, SV = 7-107°m3, Vy, =
1,4-107% Vies 4o = 1,3-107°m3, pak E, = 0,28.J. Tato energie je ulozena
do stény aorty a je uvolnéna pii kontrakci aorty a umoznuje tok krve do celého
systému. Tato energie je srovnatelna s praci vykonanou srdcem a tlakovou energii
pri vzrustu tlaku.



Ztratova energie Egs = Apgis X SV, Apg;s je tlakova ztrata podél aorty, kterou
lze stanovit pomoci Poiseuillova zdkona. Za predpokladu, ze polomér aorty je
1,25-10 2 m, délka aorty je 0,3 m, tok krve v aorté 9,6 - 107°m3/s,

SulaFF 8x4-1072%0,3%x9,6-107°
Apasy = 220 — . X2 X T =12 N/m? (7.17)
ot 3,14 x (1,25 10-2)

a Egs = 12x0,7x7-107° = 5,9-107* J. Tato energie je mal4 vzhledem k tlakové
energii a k praci vykonané srdcem.

Ze zjednoduseného zakona zachovéani energie (7.14) (zanedbani ¢lenu Ey;) 1ze
uréit kinetickou energii By = W — E, — Eq = 0,73 — 0,26 — 0,28 = 0,19.J.
Ze znamé hodnoty kinetické energie 1ze vypocitat rychlost proudéni krve v aorté
v[m/s]

2 x Ej 2% 0,19
- = ’ —2.71 . 7.18
’ \/p><0,7><SV \/1,058-103><0,7><7.105 TLm/s (7.18)

7 v v/ . 72 . 3 L e v
Vypoétem reynoldsova &isla Re = 242 = 2IxA10 XLOI0 — 9867, zjistime, Ze

je v aorté v okamziku ejekce levé komory vyvinuté turbulentni proudeéni, viz obr.
4.2.

Na zakladé téchto udaji lze podle vztahu (7.12) zjistit ¢as 7, ktery je zapotiebi
ke vzniku turbulentnich viru

UXAtx0,7x SV [4-103x0,8x0,7x7-10-5 »
g \/ By 0,19 ! %
(7.19)
a velikost charakteristického rozméru (7.13) turbulentniho viru
3 1/4

w> x AT x SV :
[ = =1,1-10 7.20
o , (7.20)

At je doba trvani jednoho tepu, pfi srdecni frekvenci 75 tepi/min At = 60/75 =
0,8 s. Velikost casu 7 a rozméru [ indikuje, ze v aorté je vétsinu casu pti normal-
nich podminkach proudéni na hranici turbulence. Do rezimu turbulentniho miize
prejit pii zvySené srdecni zatézi (napf. pii cviceni) nebo pii stendze srde¢nich
chlopni (zizeni). Rozmér turbulentniho viru je srovnatelny s velikosti lymfocyti
a monocyttt 5 — 17 um. Casté turbulentni proudéni by je mohlo pogkodit.



Priklad 8.

Popiste nestaciondrni 1D proudéni elastickou trubici.

PULZACNIi PROUDENI V TEPNACH A ZILACH — 1D APROXIMACE

Pro ucely studia samobuzenych pulsaci a kolapsu tenkosténnych elastickych trubic
(tepen a cév) byl sestrojen hydraulicky systém, viz Obr. 8.1. Hlavni ¢asti je tenkosténna
studovana elasticka trubice o délce | a tloustce h, pficemz je predpokladano, ze h<<lI.
Elasticka trubice je obklopena dvéma tuhymi kandly s patficnym hydraulickym odporem,
jejichz cilem je tlumit tlakové poruchy generované pii vzniku pulsaci. Vstupni tuhy kanal ma
délku |, a vystupni kanal ma délku |,. Plocha prifezu je oznacena A(X,t) , plocha prifezu

tuhé Casti je oznacena A, .

Rigid tube Flexible tube Rigid tube
|u | |d
Pe
B — ' = ' p=0
P y Pa  Pe

Reservoir Box \ Testing point Restrictor

0 X

Obr. 8.1. Model experimentalniho zafizeni v UT AVCR vyuzivaného ke studiu
samobuzenych pulzaci. Zatizeni slouzi jako fyzikalni realizace Starlingova resistoru

Tekutina proudi z rezervoaru pfi konstantnim tlaku pg. Vystupni pevna Cast je zakonCena

restriktorem, ktery spojuje systém s jeho okolnim prostfedim kde je nulovy tlak. Pruzna cast
trubice je umisténa v kazeté, kde je konstantni tlak p,.

8.1. MATEMATICKA FORMULACE 1D PROUDENIi ELASTICKOU TRUBICI

Model zahrnuje tfi rovnice — zakon zachovéani hmoty, hybnosti a odpovidajici konstitutivni
materidlovy vztah. Zdkon zachovdni hmoty pro nestlacitelnou tekutinu o hustoté¢ p

v elastické trubici, kterd ma plochu prifezu A= A(x,t), je

%+ 8(AV)
ot OX

=0, (8.1)

kde v =v(xt) je rychlost tekutiny. Zakon zachovani hybnosti je vyjadien ve tvaru



ov ov 1op S, A
—V—F——=—"L—v|v
ot  OXx poX A 8

: (8.2)

kde p = p(x,t) je tlak tekutiny, S, =nD, je periferni délka vnitiniho povrchu. Efekt

ptedpokladaného odtrzeni proudu je nahrazen vazkym tienim podél trubice. Koeficient tfeni
A je vyjadfen jinak pro laminarni proudéni (Re <Re_,; ) (odvozen za pfedpokladu platnosti

Poiseuilleova zdkona) a jinak pro turbulentni proudéni (Re>Re, ) (uzitim empirického

vztahu, viz [2]) nasledujicim zplisobem

64
5 for Re<Re,
A= Re o ResRe (8.3)
2. T 2 .
1.02[log (Re) ™" 707 70
Lokalni Reynoldsovo ¢islo je uvazovéano ve tvaru
Re=_YA_ (8.4)
2vR,

kdeV je kinematicka viskozita tekutiny.
Proudéni v pfedni a zadni tuhé ¢asti trubice je modelovano nasledujicimi dvéma obyc¢ejnymi
diferencialnimi rovnicemi

dv _ P — By }\'f S0

u

dt | 8 uirel
pl, A 8.5)
dvy _ pd_pE_k_fi
=¢ "= V4 |Vd ,
dt pl, 8 A
1 2 2
Ps =P, +Epvu, Pe = RAv, |Vd|. (8.6)

kde R je odpor restriktoru. Tlak vné trubice je nulovy.
Viskoelastické vlastnosti stény elastické trubice v 1D aproximaci jsou popsany rovnici
2
B T ey Il 8.7)
D, ox A ot

ktera je zobecnénim rovnice bilance hybnosti trubky , viz Ptiklad 39. Zde y je tlumeni trubice

a T jetenze trubice a p— p, je tzv. transmurdlni tlak. Konstitutivni materialovy vztah (8.7) je

pouzit podle Hayashi S. a kol., 1998 a byl ziskan vice empirickou cestou nez piimym
analytickym odvozenim [1]. Druhy c¢len v rovnici (8.7) vyjadiuje tahovou silu, kterd
zahrnuje zakiiveni stény trubice.

Elasticka ¢ast konstitutivniho vztahu (8.7) je popsana funkci @ (z)

R A
K,|1-| — pro kolabujici stav 0 < — <1,
i A A
®(z)= (8.8)

Ke [A - lj pro expandujici stav 1< A,
A, A



kde K, a K_ jsou tuhosti pruzné trubice v kolabujicim, popf. expandujicim stavu. Relace

téchto parametrii k parametrim pouzivanych v obecnych materialovych modelech, plyne
z rovnic (8.7) , viz Priklad 39.

‘D(Q} Kpll[ﬂ]n.,

K_ho(mzu)_ h,E _ hp _ hGK+4p

P 2R,  4R,(1-20)(1+oc) 2R,(1-20) 6R,

(8.9)

zde je pro Uplnost uveden 1 modul stlacitelnosti K. Koeficient K. pro popis expandujiciho
stavu (aneurysma) vychazi podle navrzené teorie roven K. Na rozdil od vztahu (8.8) je

vztah (8.9) mozno pouzit jak pro kolaps tak i pro expanzi.
Podobné ziskdme vztah pro tenzi ve sténé trubky v podélném sméru

h

T:O_“[E=i2} (8.10)
T lm m

vyjadiujici hustotu mechanické energie v pficném fezu stény. Hodnota (8.10) plati pro

nepiedpjatou trubku. V fyziologickych podminkach je tepna ¢i zila vzdy predpjata, takze

realnd hodnota T je vzdy vétsi.

8.2 NUMERICKA SIMULACE PULZACNIHO PROUDENI CEVAMI

V préci [3] bylo provedeno numerické feSeni soustavy rovnic (8.2) - (8.8). Pro kontrolu
feSeni byly pouzity ctyfi odlisSné metody casové integrace; Eulerovo schema, schema
Crankové-Nicholsona a metoda déleni ¢asového kroku (Fractional Step Method). VSechny
pouzit¢ metody déavaji piijatelné shodné vysledky. V zdvislosti na volbé materialovych
konstant K, urcujici elasticitu trubice a T definujici podélnou tenzi ve sténé.

Systém vykazuje numericky tfi odliSné kvalitativni chovani: kolaps elastické trubice,
tlumeni a samobuzené oscilace. Frekvence samobuzenych oscilaci se sniZzuje se zvySenim
materialovych konstant K,,T , t.j. s Youngovym modulem E v jisté oblasti parametrl, viz

Obr. 8.2 a 8.3.
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Obr. 8.2. Pulzace velikosti prufezu tepny pii periodickém buzeni pro parametry
naméfené v praci [5], tj. K, =13kPa Pa v poloze X=0.955 m pfi rychlosti

proudéni krve 1m/s.
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Obr. 8.3 Pulsace velikosti prifezu pifemostujici cévy pii periodickém buzeni pii
rychlosti proudéni krve 5 mm/s. Parametry ziskané z méteni tahem za predpokladu
Hookova materidlového modelu byly L, =1.92-10* Pa a n=1.92-10* Pa, polomér je
R, =1mm a tloustka stény h;=0.15 mm. Podle vztahu (8.9) je K, =4,32 kPa.

Odtud je zfejmé, Ze samobuzené pulsace maji frekvenci pfiblizné SHz.



8.3 ANALYZA KOLAPSU PREMOSTUJICICH CEV

Rovnice (8.1), kterd je rovnici bilance hmoty a rovnice (8.2), kterd je rovnici bilance
hybnosti, reprezentuji nestaciondrni prutok krve tepnou. Pii jistych hodnotach pratoku
(rychlosti krve) dojde k nahlému poklesu tlaku uvnitt tepny a nasledkem toho se jeji sténa
zborti a tepna kolabuje. Podminku kolapsu tepny mulzeme alespoii pfiblizn€ stanovit
z kvalitativni analyzy feSeni téchto rovnic. Prufez kolabujici tepny mutze byt riizny, viz Obr.
8.4. Zasadni vyznam pro stanoveni podminky kolapsu ma konkrétni tvar konstitutivniho
vztahu (8.7), resp. (8.9). Tento vztah dava do relace transmuralni tlak, tj. rozdil tlaku p uvnitt

tepny a tlaku vné tepny p,

—p =d| 2 8.11
P—Pe ["j (8.11)

a efektivnim prirezem tepny A(X). A, je n&jaky referencni klidovy prifez, kdy krev neproudi.

OO

Obr. 8.4 Pribéh kolapsu cévy, v konecné fazi se mize prifez zcela uzaviit, tj. A=0.

V rovnici (8.2) nahradime tlakovy gradient z konstitutivniho vztahu (8.11)
@:@%’ popf. l@:cgﬂ’ pro C; :éé;() (8.12)
ox  OA Ox p OX A OX p OA

Rovnice (8.1) a (8.2) piejdou s ohledem na (8.12) na rovnice pro A(X,t),v(x,t), tj.

AR LAY (8.13)
ot OX OX

2 A
ov @.,.C_O%:_S_fVM (8.14)

+V
ot ox A oX 8A,
Prava strana rovnice (8.14) vyjadiuje tfeni, které muze pusobit jen jako tlumeni proudu.

Kvalitu proudéni popisuji levé strany rovnic (8.13), (8.14)

%+v%+ A@=O
ot OX OX

1
N GoA (8.15)

a VoA X
Soustavu téchto rovnic budeme linearizovat, tj. ptedpokladame, ze
V(X,t) =V, +V’(X,t)
A(x,t)=A +A'(xt)
kde v,, A, jsou n¢jaké konstantni hodnoty rychlosti a priifezu. Soustava nelinearnich rovnic
(8.15) prechazi na soustavu linearnich parcidlnich diferencialnich rovnic

(8.16)



A +V, oA +A ™ =0
ot OX OX
v ov' ¢l oA
—+V,—+-2>—=0
ot ox A ox
feSeni budeme predpokladat ve tvaru postupnych harmonickych poruch

AY (A,
_[A e'““‘kx),m:z—",kzﬁ (8.18)
v’ v T A

o amplitudé A,¥V, s periodou T a vlnovou délkou A. Hleddme podminku, pti které budou
poruchy A',v' uréené soustavou linearnich algebraickych rovnic
(0—v,k)A'=Akv'=0

(8.17)

2 8.19
—C—°kA'+(0)—V0k)V':O (8.19)
A
nenulové. Podminka existence nenulového feSeni je
o—kv,, —KkA
det| ¢ =(o—kv,)" —k*c2 =0 8.20
—k C—°, o—kv, ( o) ° (8.20)
A
Tedy pro fazovou rychlost poruchy musi platit
Oy 4 =t (8.21)
k T
Pro zkolabovanou trubku je T — oo a to plati v ptipadé, Ze stfedni rychlost proudéni spliuje
podminku
1/2
V,=C, = (i@j (8.22)
p OA
. L , , . od K,
Pro Hooklv materidlovy model tepny popsany vztahem (8.9), pro ktery je A = K je
rychlost krve nutnd ke kolapsu
K 0,15-107°(1,92+2-1,92)-10*
C, = —":\/ ( - ) =2,07m/s. (8.23)
o, 2:107-10

Za predpokladu, materidl stény cévy je popsan vztahem (8.9)- Hookliv model, nemiize za
normalnich podminek u zdravé premost’ujici cévy ke kolapsu dojit. Diivodem je nizsi rychlost
krve v téchto Zilach. Podle méfeni pomoci MRI je rychlost v rozmezi 25 — 50 cm/s. V
ptipadé€, kdy je polomér cévy R, ~0,5cm a tloustka stény klesne na 0,08 mm a materiadlové

parametry A,p (viz vztah (8.9)) na hodnotu 10* Pa, miize parametr K, klesnout a tim klesne i

rychlost kolapsu ¢,

h(A1+2 107%-3-104 h,(1+2
K, = b (Ar2p) 81023100 40 o ((Ax20) 24050
2R, 2510 20R, 10

Tedy, ani pfi ndhlém zvySeni intrakranidlniho tlaku p, nemuliZe pfemost'ujici céva zkolabovat.

Pro vysvétleni kolapsu cévy je tfeba pouzit jiného materidlového vztahu nez vztah (8.9). Do
uvahy je tfeba vzit 1 pfipadné protazeni ¢i smrSténi cévy, které je vyjadieno pomérem
A=L/L,.



Pouzijeme materidlové modely viz Ptiklad 39. Pro vztah, ktery vyjadiuje jen silové poméry na

sténach cévy plati
1/2
2h
C., = [—“(1 +izﬂ . (8.24)
PR, A

Velikost rychlosti pii které¢ by mélo dojit ke kolapsu je srovnatelna s rychlosti (8.23) a je tudiz
nerealna. Naproti tomu pro neo-Hookiv model pfi nepatrném zkraceni cévy, napt. jen o 5%,
tj. pro 4 =0.95 dostavame rychlost

1/2 ) 1
Coy = h"—“(%—lj _ 1? 4 1_? [ ! _ —1]=29 cm’s. (8.25)
pR (1 10°5-10° 10.95

0

ktera zcela odpovida podminkam, existujicim v céve. Je tudiz redlné, ze pti néjakém prudSim
pohybu hlavy miiZe i tento jev nastat.
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EXERCISES

1. How much heat will be produced by the formation of 1 g pure liquid water from pure
hydrogen and pure oxygen at room conditions
a) in a gas burner after condensation of the water vapour:

O1= e kJ;
b) in a standard fuel cell (efficiency = 70%)
Q2= iiiiiiiiiinnnn kJ

2. What is the numerical value of the (differential molar) heat of reaction at constant pressure
Qm, and that at constant volume Qp,v for the formation of graphite from diamond starting
at room conditions?

Omp=ivviiiininninnn kJ/mol; Omy = eererieiniinin kJ/mol.

3, What is the numerical value of the molar free enthalpy of formation of pure dichlorine
#*CIP’Cl at room conditions? |

AGr= v, kJ/mol.

4. A hot solution with a temperature of =100°C is obtained if the same amounts (in weight) of
NaOH and H,O are mixed (strong exothermic reaction). On the other hand the ratio
n(NaOH)/n(H,0) in a saturated solution at 100°C is approximately 3 times higher than at
25°C (strong increase of solubility at heating). How is this compatible with Le Chatelier’s
principle? (answer in catchwords)

............................................................................

5. The “drinking duck”, a well-known toy, tips over, the beak dips into the water, the duck
returns in the upright position, and the game can start again.

What is the approximate value of the efficiency, if the duck (by evaporating 1 g of water at
a humidity of 70%) lifts a weight of 50 g for 1 m?

2) wet felt cools the head,
vapour condenses

The movement of the duck can be used for
lifting a-weight

3) liquid rises up, center of
gravity changes, duck
tips over

1) ambient air warms 4) liquid
the body, liquid ~~_/:" flows
evaporates T back,

duck

returns

G. Job




Some useful numerical values (at 298 K)

State M P Hy w Com X d A ApHy
g/mol  kg/m®  Jmol  J/K-mol J/K-mol 10°/Pa  10%K ki/mol ki/mol
C diamond 12.01 3510 522 238 6.12 0.0023 3.0 1.893 716
C graphite 12.01 2200 1051 5.74 853 0031 74 0 714
Cl, gas 7091 2.898 9177 2230 339 9869 3354 O 242.2
H, gas 2.016 0.0824 7415 130.6 28.83 9869 3354 O 435.8
H,O gas 18.015 0.736 9899 188.6 33.55 9869 3354 -241.7 924.9
H,O liquid 18.015 997.0 13_26 69.7 75.15 0474 256 -285.9 969.1
0, gas 32.00 1.308 8646 2050 29.36 9869 3354 O 494.8

Index ° identifies standard conditions

M molecular mass

p mass density

H,  molar enthalpy H,(298 K) — Hi(0 K)

St (conventional) molar entropy
Cpm molar heat capacity at constant pressure

isotherm compressibility
y (cubic) thermal expansion coefficient

A¢H,, molar enthalpy of formation
ApH,, molar dissociation enthalpy (for the dissociation in atoms)

Natural isotopic composition of chlorine:
Ground state vibration frequency of 35Cl, molecules:

Molar evaporation enthalpy of water at 373 K:

References:

3C1 754 %, ¥'Cl 24,6 %
ve = 16.9-10'* Hz
AvH,, = 40.66 kJ/mol

D’Ans Lax: “Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker, 3Ped., Springer, Vol. 1 (1967) and Vol. 3 (1970)
E. Wiberg: ,,Die chemische Affinitat®, 2™ ed., de Gruyter 1972

Gmelin handbook, Vol. C [B]



Rovnovaha mezi istou latkou a smési- Posuv rovnovahy nasledkem zmény
tlaku a teploty
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1. Rovnoviaha rozpoustédla a rozpousténé latky: Coglliativni vlastnosti roztoku

Ukazeme, ze rizné vlastnosti roztokd maji obecné souvislosti, tzv., coglliativni vlastnosti,
mezi které patii:

1) sniZeni tlaku par rozpoustédla nad roztokem, popt. koncentrace rozpusténého plynu v
rozpoustédle
il) zvySeni bodu varu rozpoustédla
ii1) snizeni bodu tuhnuti rozpoustédla
iv) osmoticky tlak

Vychozi veli¢inou, ktera kvalitativné i kvantitativné popisuje energetickou interakci mezi
rozpoustédlem A4 a rozpousténou latkou B je chemicky potencial.

Nejdulezitéjsi veli¢iny pro popis smési kapalin (obecné i pevnych latek) a par (obecné plynti)
jsou chemické potencidly chemickych komponent i = 1,2,...m, ozna¢ime p,, p,, [J/kmol]
("1" je pro kapaliny, "v" je pro pary - plyny). Znalime n, [kmol] molarni koncentraci slozky i
a n. =n,+n, je celkovy po€et moll, popf. kmoli v jednotce objemu smési. Indexem "1"
znacime kapalnou fazi a indexem "v" fazi plynou (paru).



Gibbsova volna entalpie (nékdy nazyvana jen Gibbsuv potencial) celého systému slozeného z
riznych chemickych komponent s molarnim zastoupeni [kmol] je definovana jako vazeny

soucet jejich chemickych potenciali G = Z:ﬂ:l”t“t . Jeji totalni diferencial je roven

dG=i”;dH[ +iu;dn,- =—SdT+VdP+i“fd”f 1] (11
i=1 i=1 '

= = i=1
Jak entropie S [JK'l] , objem V' [m3 } tak i hmotnost systému n, [kmol] jsou extenzivni

veliciny, t.j.:

S=>ns, V= ) ny,, n; =inl. (1.2)
=1 i=1

i=1 i
kde s, [JK'lkmol'1 ] v, [m3 kmol'l} jsou specifické veli¢iny vztazené na jednotku hmotnosti.
Dosazenim do vztahu (1.1) dostavame tzv., Gibbsovu-Duhemovu rovnici
an. (dp, +s,dT —v,dp)=0, popt. dp,(T,p)=—s,dT +vdp (1.3)
i=l1

Jestlize pripustime, Ze kazdy ¢len souctu je roven nule, tak dostdvame diferencidlni rovnici
pro chemicky potencial y,. Integraci od n&jakého referenéniho stavu p’,7° do né&jakého

aktualniho stavu p,T° (po izoterm&) miizeme psat

. J
u,-(p,TO)=u?(p°,T°)+JiV,«dp=u?(p°,T°)+RT°ln(L;j { } (1.4)
» p kmol

kde f,=@,p jetzv. fugacita a ¢, [1] je tzv. fugacitni koeficient popisujici odlisnost redlné¢ho

plynu od plynu ideélniho. Definovali jsme referencni stav realného plynu/kapaliny, jako
né&jaky hypoteticky stav p°,T° pii kterém se chovaji jako idealni plyn/kapalina, tj.,

RT m .
p = an , p= Zpi, y, = P Daltonov koncept (1.5)
i=1 p
RT < RT .
v=—m, V= Znivl. =t X, = AL Amagatov koncept (1.6)
p i=1 p ny

Kwvili tomu, Ze dokdZzeme tvar chemického potenciélu (1.4) teoreticky dobte formulovat jen
pro idealni systémy plyn / kapalina pomoci molarni frakce y [1] (obvykle pouZivané pro
plynnou ¢ast) a molarniho zlomku y,[1] (pouZivane pro kapalnou ¢ast) je tieba pro realné
slozky urcité korekce. Tudiz, pro vSechny realné plyny je zaveden efektivni (majici u€inek
odpovidajici realit€) tlak, tzv. fugacita f, =¢,p a pro redlné kapaliny efektivni koncentraci,
takzvanou aktivitu a, =y,x,. Skutecny rozdil od idedlnosti plynu / kapaliny je pak vyjadien
pomoci koeficientu figacity ¢, [1] a aktivity v, [1], viz dale.

Cista latka je definovana piesné stanovenou fazovou rovnovahou, vétsinou relaci
Dot = Piar (T ) popisujici tzv. mezni kiivku, specifickymi teply a objemy, stlacitelnosti a

sat

dal§imi specifickymi vlastnostmi. Casto velmi mala koncentrace piimési v €isté latce zptisobi
vyznamné zmeény v teplote, popt. tlaku, fAzového prechodu a nebo ve zméné objemové

stlagitelnosti K = pc;, ktera piimo souvisi s izotermickou rychlosti zvuku c; . Izotermické
rychlost zvuku se tak stava vyznamnou veli¢inou popisujici pohyb smési, napt. pii fazovych
prechodech, kavitaci, pfi nahlé expanzi (uvoliiovani plyni z kapalin-krve, mozko-miSniho



moku apod.) Dalsim diilezitym disledkem rovnovahy roztoku a ¢isté latky je vznik
osmotického tlaku, ktery mé v biologickych systémech zésadni dilezitost, napt. pii transportu
latek membranou burky, sténami stfev a pod. Rozhodujici pro stanoveni zmény
termodynamickych vlastnosti ¢isté latky je hmotnostni mnozstvi cizi latky, ktera je v Cisté
latce ptitomna. Jejich vzajemnou energetickou rovnovahu vyjadiuje chemicky potencial

w,(p,T,x,) [J/kmol] , ktery musi byt stanoven pro kazdou slozku i pti zndmé koncentraci

X, [1] ; nejcastéji molarni ¢i hmotnostni koncentraci, tlaku p [PaZN/m2 =J/m3] a teploté

T [K] . Kazdou redlnou smés si predstavime jako soustavu dvou slozek, i = A4 ----rozpoustédla
a i = B ---rozpousténé latky.

Rozpoustédlo budeme znacit indexem A a rozpousténou latku indexem B. Rozpoustédlo je v
prevladajici molarni koncentraci. Pro kapaliny ( popf. pevné latky-sole) znaime x, =n,/ny
a pro plyny (pary) zna¢ime y,=n,/n, =p,/p. x,y, [1] nazyvame moléarni zlomky
rozpoustédla a analogicky pro rozpousténou latku. Vzhledem k tomu, Ze popisované latky
nejsou z termodynamického hlediska idedlni, jsou v pfipad€ plynt parcidlni tlaky p,

nahrazeny fugacitami f, a koncentrace x,,x, v ptipad¢ kapalin nahrazeny aktivitami

a,,a,. Standardni chemické potenciély Cistych latek znagime ( p’.T °) a W, ( p’.T 0) :

1.1. Disledky termodynamické rovnovahy rozpoustédla a rozpousténé latky:
Raoultiiv a Henryho zakony.

Stanovime nejdiive rovnovahu rozpousténé latky B s rozpoustédlem 4. Cista latka 4 s
chemickym potencialem p’, ( p’.T 0) do které je pfidano malé mnozstvi n¢jaké dalsi latky B
zméni svij chemicky potencial a stdva se rozpoustédlem s chemickym potencidlem

n, ( p’.T’,a, ) Protoze chemicky potencidal vyjadruje energii, kterou na sebe jednotlivé
molekuly puisobi, pro Cistou latku je tato energie (vztazena na 1kmol) rovna

Ty ( p°.T 0) [J/kmol] , pridanim -rozpusténim- mnozstvi a, [1] <1 cizi latky, klesne jeji
energie o energii nutnou k rozpusténi této cizi latky. Diky tomuto procesu poklesne velikost
chemického potencidlu Cisté latky. S ohledem na tvar chemického potencialu (1.4) je
chemicky potencidal jednoho kilomolu rozpoustédla A (obecné tekutiny, /pevné ldatky, v

naSem pripadé, vody, télnich tekutin jako jsou liquor, krev apod.) s malou koncentraci
rozpousténé latky B (obecné tekutiny, popv. soli ¢i plynii) urcéen vitahem

w,(p°.7%a,) = (p°.T°) = RTa, =, (p°.T°)+ RT° (a, 1) — Raoultitv zakon (1.7)
Tento vztah je disledkem rovnovahy mezi dvémi chemickymi komponentami kde
koncentrace jedné pfevlada, tj. a, > a,, pticemz pro aktivity platia, +a, =1. Vztah (1.7) je
disledek obecné podminky termodynamické rovnovihy smési definované jako minimum
Gibbsova potencialu

G :nA,uA(pO,TO,aA)+nByB (pO,TO,aB):nA(,uA (pO,T°,1)+RT°1naA)

(1.8)
Ty (pOaTOaaB) =ny (;UA (pO9T091)_RT0aB)+n31uB (pO:TOaaB)'



Chemicky potencial Gisté latky s, (p°,T°,1)=u;(p°.T°). P¥i tpravé jsme pouzili
aproximacelna, =In(1—a,)=—a, . Pro rozpousténou latku, tj. za pfedpokladi a, < a, a
a,+a, =1 ma podminka (1.8) tvar
G =nu, (p*T"a,)+nyuy (p° T ay)=nyu, (p°T°,a, )+
0 0 _ 0 0 * 0 0 0
+n3(,uB(p T ,1)+RT1naB)—nA,uA (p , T ,aA)+nB(,uB(p ,T )+RT lnaB).

chemicky potencidl rozpousténé latky (v naSem pripadé, sole, plyny jako kyslik CO; apod.)
je s ohledem na (1.4) popsdn vitahem.

(1.9)

m, (p°.7°.a,) =5 (p'.7°)+ RT" Ina, — Henryho zikon (1.10)

Stejné vztahy dostdvame 1 pro plynnou ¢ast smési; slozka 4 je plynné rozpoustédlo a slozka B
je rozpousténa plynna latka. Vzhledem k neidedlnosti plynt definujeme koncentrace y,,y,
pomoci fugacit. Potom n4, >> np., f4 >> fp a pro velmi male koncentrace y, =1, je

pripustné f; + fz — p°, neboli fz = p° — f4. Chemicky potencial plynného rozpoustddla je pak
roven

w, (P70 1)) =, (pO,TO)—RT(%Jz wy(p'.7°)+RT® (%4) — Raoultiv zdkon  (1.11)

a pro rozpousténou plynnou latku ma tvar

e (P70 1) = 15 (PO,TO)+RT°ln£%

Pro rozpoustédla jsou vychozimi vztahy (1.7) (pro kapaliny) a (1.11) (pro plyny) a pro
rozpusténé latky vztahy (1.10) (pro kapaliny/pevné latky) a (1.12) (pro plyny).

J ----Henryho zikon (1.12)

1.2. Fazové rovnovahy rozpoustédla a rozpousténé latky

Termodynamicka (chemickd) rovnovéaha kapalného rozpoustédla s plynnou fazi rozpoustédla,
napt. vody s vodni parou je dana rovnosti chemickych potencialt

MAl(pO:TOJaA)=le(po,TO)—(l—aA)RTO =

Y
p

Rozpoustédlo 4 v kapalném stavu (index "I") je v rovnovaze s rozpoustédlem v plynném
stavu (index "v").

Stejné tak dostavame pro termodynamickou rovnovahu kapalné faze rozpousténé latky B s
jeji parou vztah

uBl(pO,TO,aB):u}l(pO,T°)+RT°1naB= (1.14)

+ /
=t (P T 1) = b (P T )+ RT'In 5
Ptikladem muize byt motska voda, ktera je rozpoustédlo pro motskou siil a vodni para nad

motem je opét rozpoustédlem pro siil v plynném (aerosolovém ) stavu. Rozpusténa stl ve



vode¢ je v rovnovaze se soli ve vzduchu nad moiskou hladinou. Napt. v motské vode¢ je
primérné 35g/L — x,,, = 0,6/(55.5+0.6)=0.0107 a v 6 metrech nad hladinou je koncentrace

soli 10—30 pg/m’ v zavislosti na rychlosti vétru od 5-20 km/hod . Pouzitim podminky
rovnovahy (1.14) dostaneme

fNaCl

0 — Anac eXp|:
p

* *
M Nact — By Nac
= e Ko nac (1.15)

RT

a za predpokladu, ze koncentrace soli jsou tak malg, Ze koeficienty aktivity a fugacity jsou
blizko jedné, mizeme psat
e 10 30 .
YNacl = ;()Cl :xNaClKHZO,NaC]’ pro KHZO,NaCI = E‘g 107 (1.16)
Tudiz, u mote je koncentrace soli ve vzduchu pfiblizné milionkrat mensi nez ve vodég, srovnej
s Henryho zdkonem (1.22).

Ukéazeme nyni postup, kterym Ize stanovit velikost aktivitnich a fugacitnich koeficientt a
souvislosti mezi nimi. P¥i standardnich podminkach plati 1, = g, tiy = iy, , takze
kone¢ny tvar rovnovahy kapaliny a pary nad kapalinou lze podle vztahti (1.13) a (1.14)
vyjadfit ve tvaru

Ja=0P =0, VP =Dy @y = Dysai¥ 4X4» PIO P, =V,D (1.17)

kde y4 = n4v/nry a x4 = ng/nt| jsou molarni zlomky postupné pro plynnou a kapalnou fazi. V
ptipadech, Ze teplota T° odpovidajici saturaénimu tlaku p,_ a je dostate¢né nizka (mensi

nez nékolik bar), pak je i fugacitni koeficient ¢4 definovany v rovnici (1.17) velice blizky
jedné (toto je tzv. Poyntingova korekce, kterd neplati pro latky majici tendenci polymerovat ).
Referen¢ni tlak pii vypafovani, kondenzaci €i kavitaci, je obvykle pokladan roven
saturaénimu tlaku odpovidajici ¢isté latky p° = pse. Aktivitni koeficient rozpoustédla v,
ur¢ime experimentalné pomoci Raoultova zakona
P4

X4 P 4sat
vztah (1.7) je roven vztahu (1.11) . Aktivita a, Cistych latek se blizi k molarnimu zlomku
x,=n,/n .V aproximaci idealnich plynil je molarni zlomek roven supersaturaci

Y, = , pficemz p,=p,.x,, proy,—>1 kdyz x, >1 (1.18)

V4 =Xa=Ppa! pasa = S. V piipadé redlnych plyni mize byt aktivitni koeficient zna¢né rizny od
jedné, viz Obr.1 a 2. Redlné plyny navic kondenzuji a vypartuji se. Pro ptipad kdy je
supersaturace mens$i nez 1 dochazi k vyparovani kapaliny a pro S >1 dochazi ke kondenzaci.
V zemské atmosféie se vodni para srazi v kapky a prsi.

Ze vztahu (1.18) plyne coglliativni vlastnost i), tj., snizeni tlaku par rozpoustédla 4 nad
roztokem ve kterém rozpousténa latka B neni t€kava (volatile). Pokles tlaku par rozpoustédla

Je€

ApA:pA,sat_I)Av:(l_xxl)l)(‘l,sat:'prA,sat (1'19)
Pro smés idealnich tekutin-pro idealni roztok plati, ze celkovy tlak par nad rozpoustédlem je
soucet parcidlnich tlakt

p=Z:p,.V =Zx,.p,.,sat, pro i=A4,B,.. (1.20)

coz je analogii Pascalova zakona pro smés idealnich plyna



p=2p,. :le.p, pro i=A4,B,... le. =1 (1.21)

Z podminky rovnovahy (1.14) plyne uzitecny vztah mezi koncentraci rozpousténé latky a, (v
nasem piipad¢ plynu-kysliku, dusiku, CO; a pod. ) v kapalné sloZce rozpoustédla 4 (v naSem
ptipadé v krvi, liquoru, vody a pod.), tzv. Henryho zakon. Tento zakon je analogem Raultova
zékona (1.18) kde ze zndmého tlaku nad rozpoustédlem stanovime koncentraci rozpu§téné
(pohlcené) latky B . Zéasadni veli¢inou pro stanoveni koncentrace rozpusténého plynu v
kapaling je tlak tohoto plynu nad kapalinou (rozpoustédlem). Chemické potencialy pro
rozpousténé latky (napt. vzduch) ve tvaru (1.14) pouzijeme jak pro plyn tak i pro kapalinu a
poloZime sob¢ rovny. Timto zplisobem vyjadiime chemickou rovnovahu plynu nad
rozpoustédlem s plynem jiz v kapaliné rozpusténym. Po upravé dostaneme konkrétni tvar
Henryho zdkona

Hp, —Hp :|

=T =kyya;  (1.22)

Fugacitni koeficient ¢, je diky Poyntingové korekei blizky jedné a normalizace aktivitniho

MBv(pO:TO’fB) = MBl(pO’TO’aB)’ nebo fB =Qppp = poaBexp|:

koeficientu y, pro rozpousténou latku je svazana s Henryho konstantou rozpousténé latky B
v rozpoustédle A

. fB . 0 H*Bv - M;l . ApB
k = hm —— hm €X - |, | =, 123
HB.4 xg—0 aB xB—)Op p RT AxB ( )

Tato konstanta mé fyzikalni rozmér tlaku a fyzikalné€ reprezentuje hustotu mechanické energie
vazanou na v rozpoustédle rozpousténou latku (ovSem jen pro velmi malé koncentrace).
Srovnanim s Raoultovym zakonem (1.18) vidime, Ze je Henryho konstanta pfi vysokych
koncentracich rozpousténe latky (x, — 1) rovna satura¢nimu tlaku p, . . Zakon (1.22) je

coglliativni vlastnost i).

1.3. Vztahy mezi aktivitnimi koeficienty rozpoustédla a rozpousténé latky

Cisté formalnim porovnanim vztahti (1.17) a (1.22) vidime, Ze Henryho konstanta nahrazuje
dobfe méfitelnou veli€inu p,  pouzivanou v Raoultoveé zékonu (1.18). Jestlize molarni

zlomek rozpousténé latky jde k nule, pak i jeji aktivitni koeficient y5 — 1 . Takze velikost
aktivitniho koeficientu rozpousténé latky miiZeme stanovit z Henryho zakona

P

ky B,4%B

Vg = v a pp=kyp Xy, pil v, —>1,x, >0 (1.24)

Predpokladali jsme ze ¢, ~1. Velice slabé roztoky (x, — 0) maji zcela rozdilné vlastnosti,
pokud jejich molekuly nejsou podobné. V ptipade¢ jisté podobnosti molekul vyhovuji jak
rozpoustédlo, tak 1 rozpousténa latka Raoultovu (1.11) 1 Henryho zakonu (1.12) a 1ze mezi
aktivitnimi koeficienty rozpoustédla a rozpousténé laky nalézt urcité relace.

Oznacime indexem "1" napt. methanol, popt. amonium a indexem "2" vodu. Indexem "4"
vystupuje ptislusna chemicka komponenta jako rozpoustédlo a s indexem "B" jako
rozpousténa latka. Aktivitni koeficienty rozpoustédla (1.18) a rozpousténé latky (1.24) jsou

__ D __ P
Via= s You =
'xlplsat x2p2sat

jako rozpoustédlo podle Raulta (1.25)



P P

Vi = s Vo= jako rozpousténa latka podle Henryho (1.26)
Xk 22
a nejsou normalizovany stejnym zpisobem. Existuje vSak mezi nimi relace
Y4 _ k1 , Vo4 _ Ky 2, (1.27)
yl,B plsat }/Z,B szat
kterou lze diky normalizaci (1.24), lim, 7, , =1 and lim_ .y, , =1piepsat do tvaru
k k
lin})ﬂ/m ==, limo72A =2 (1.28)
a7 ﬂ Isat o ﬂ 2sat

Dosazenim do vztahti (1.27) dostdvame konecnou relaci mezi aktivitnimi koeficienty
rozpoustédla a rozpousténé latky

(1.29)

Yia =78 EE%%,A: Yoan="728 332})7/2,14
Z tohoto vztahu plyne, ze napf. aktivitni koeficient methanolu, popi. amoniaku vy, , jako

rozpousténych latek se pfi jejich nulové koncentraci blizi 1. Stejna situace nastane i pro vodu
Jako rozpousténou latku kde v, ; — 1, viz Obr. 1 a Obr. 2.

Typické piiklady vypocCtu aktivnich koeficientil y, , (rozpoustédlo) a v, , (rozpustén€ latky) z

udaji o rovnovaze para-kapalina jsou uvedeny na obr. 1 a 2. Pro roztok metanol-voda vztah
(1.29) neni platny v celé oblasti. Méfeni aktivitniho koeficientu metanolu bylo provedeno do

maximalniho rozfedéni aZ do limitu detekce chromatografie, tj., lim, 7, ,=1.7, viz. [2].
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Obr. 1. Methanol (1) — voda (2) a) Rovnovazny tlak systému kapalina-para. Henryho konstanta je
stanovena podle (1.23) b) Molarni zlomek y», metanolové pary a aktivita rozpousténé latky jsou

uréené rovnicemi (1.25) a(1.26).

1.4. Zavislost Henryho konstanty na teploté a tlaku

Podobné¢ jako saturacni tlak p, . v Raoultoveé zakonu zavisi 1 Henryho konstanta na tlaku a

teploté. Z Gibbsovy-Duhemovy rovnice Z n, (d w, +s.dT — vidp) =0, tj., z podminky, Ze
i=1

du, (T, p) je totalni diferencidl, mame identitu



(o) _ 0 (fa) v

RT\ 6p ), op \p"), RT
b Onkyp, ) _ i ’
op , RT

(1.30)

kde v} je molarni objem zfedéné rozpousténé latky (kysliku, vzduchu apod.) bud’ v plynné a

nebo kapalné fazi.
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Fig. 2 Ammonia (1) — voda (2) a) Rovnovazny tlak systému kapalina-para. Henryho konstanta
je stanovena podle (1.23). b) Molarni zlomek y, ¢pavkové pary a aktivita rozpousténé latky

jsou urcené rovnicemi (1.25) a(1.26).

Termodynamické identity (1.30) miiZeme vyuzit ke stanoveni zavislosti Henryho konstanty na
tlaku. Pfedpokladejme, Ze koncentrace latky B (plynti) rozpusténé ve vode (popft. krvi) je
nizk4, takZe je jeji aktivitni koeficient y, — 1. Potom miiZeme v rovnici (1.22) nahradit

aktivitu koncentraci. Integraci identity (1.30) od p° = paeu do p a pouzitim vztahu (1.23)
dostavame obecnou definici Henryho konstanty

s

In

Xp

=Ink,,, (szat ) +

v;; (p_szat)
RT '

(1.31)

Tato rovnice je velice uzitecnd a pozoruhodné pfesnd i pro rozpustnost hiife rozpustnych
plynt, a to az do velmi vysokych tlaki.

Teplotni zavislost Henryho konstanty odvodime opét pouzitim podminky totalniho

diferencialu d u, (T, p)

Tfou ) __
an

0

Sp _

R R oT

|

TlniJ

szat

0

oT

(Thyp.q)-

(1.32)

Rozpousténi latky B (vzduchu, aditiv) v rozpoustédle A (oleji) zvySuje entropii rozpousténé

latky s, a rozpousStéci teploAh, , =T (SB - sg) se dodavaa Ah, , > 0. Jinymi slovy

rozpousténim se roztok ochlazuje.

Pokud se rozpous§ténim roztok zahiiva, pak se teplo
odvadi a hodnota Ah, , je zaporna. Typicky tvar tohoto obecného vztahu (1.32) je



Ah 1 1
ks (T)= kﬁg,AeXp[—%(———ﬂ, (1.33)

kde ;) 5.4 J€ Henryho konstanta B v rozpoustédle 4 pfi teploté T’ 0 (=298.15 K).
Hlavnim cilem experimentu je stanovit velikost rozpoustéciho tepla Az, , a velikost

referenéni konstanty &y , .
Jako ptiklad uvedeme hodnotu Henryho konstanty (1.33), ktera je definovana jako pomér

k,, = limZ2 =Pz [%} (1.34)
Tow2lay X, m
x £ 1z 0 Ahy
Rozpousténa latka B Kyt 51,0 [bar] %20 [K]
dusik N 8,65 x 10* 1300
vodik H, 7,21 x 10 500
kyslik 0, 43 x 10* 1700
metan CH,4 43 x 10* 1700
oxid uhli¢ity CO, 1,6 x 10° 2400
oxid sificity SO, 44,86 3100
¢pavek NH; 0,937 4100
2-propanol C;H,0H 0,47 7200
1-propanol C;H,0H 0,37 7200
ethanol C,HsOH 0,28 6300
methanol CH;0H 0,256 4900
kyslik v krvi*) (03 322,6 mmHg 0

Tab 1. Henryho konstanty kI(_)I pm,0 (PH 7° =298.15 K) a entalpie rozpoustdni

TAV [J mol'l:l vybranych plyni ve vodé.
%) Xo, =g, [mL/dem] = Do, [mmHg]/kﬁ 0, krev [mmHg dL/mL]

Z tabulky Tab. 1 a ze vztahu (1.34) je patrno, Ze koncentrace latky B rozpusténé
v rozpoustédle (vodé) je imérna tlaku nad rozpoustédlem

ng n, .
X,=—2=—1¢1_=f = 7) |1 1.35
B n n,+n, HB,4P8 kﬁB,A ps(T) [ ] ( )

a zavisi na rozpoustécim teple A, , =T (SB —sg). Zavislost (1.35) ukazuje, ze pro teploty

vy$sinez T° koncentrace rozpousténé latky exponencialné klesa, tudiz uvoliiuje se do plynné
faze. Napf. pii nariistu teploty vody z 25 °C na 30 °C klesne koncentrace kysliku ve vodé o
10 %. Podobna situace nastane i v ptipad¢ plyni rozpusténych v krvi, popf. v mozko-misnim
moku.

Mnozstvi kysliku rozpusSténého v krvi je rovnéz umérné parcidlnimu tlaku kysliku ve
vzduchu, ktery je 158 mmHg =0,02118 MPa. Potom koncentrace kysliku v krvi je



ne, [mLOz /dL,,.. |=158/322.6 =0.49 mL/dL=4.9mL/L . Za ptedpokladu, Ze ma ¢lovék 5 L (litrt)

pak by jeho krev obsahovala 24.5 mL kysliku. Primérné 5L krve se v lidském organismu
obméni za jednu minutu a ¢loveék v klidu spotiebuje za tuto minutu 250 mL kysliku. Tedy
10krat vice. Z téchto diivodl je nutny jesté¢ dodate€ny mechanismus absorpce kysliku pomoci
hemoglobinu.

2. Osmoticky tlak

Osmoticky tlak pozorujeme ve slabém roztoku do kterého byla vlozena polopropustna
membrana, kterd zajiStuje separaci rozpousténé latky B, viz Obr. 1. Rozpoustédlo (napt. voda)
mize touto membranou volné prochdzet a ma vlastnosti Cisté latky, tj., jeho chemicky
potencial je ( p’.T 0) =1, ( p’.T’a, = 1) . Pfidanim né&jakého mnoZstvi rozpousténé latky B
je chemicky potencial roztoku p , ( p’+Ap, T’ + AT, aB) popsan Rauoltovym zdkonem (1.7).
Diky membrané miize na jedné jeji strané membrany dojit ke zméné mnoZzstvi rozpoustédla
A. Chemickd rovnovaha mezi rozpoustédlem a roztokem ziistane zachovana, tj.,

W, (p°.T) =, (p° +8p.T" +AT,a, )=, (p* + Ap.T" + AT) - RT "% =

n
RTT (1.36)
=, (p°.7°)+du, (pO,TO)—RTZ—B =1, (p°.7°)=s,AT +v,Ap - nnB
T T
Ptedpokladame-li, Ze se teplota neméni pak odpovidajici zména tlaku na membrang je
RT RT
Ap=p—p,=——t =S5 (1.37)
vAnT VA

Nartst tlaku v té ¢asti objemu do kterého mohlo membranou proniknout jen Cisté
rozpoustédlo A4 je disledkem podminky chemické rovnovahy (1.36) za predpokladu, ze
celkové mnozstvi rozpousténé latky B je v této ¢asti objemu konstantni. Pro cely objem plati
n,+ny; =n, =const . V redlnych ptipadech je tfeba misto koncentrace x, =n,/n, pouzit
afinitu a, . Rovnice (1.37) se nékdy nazyva van’t Hoffova formule a je analogicka

stavové rovnici dokonalého plynu ve tvaru Ap = AnRT , tj. pfi konstantni teploté je zména
tlaku itmérné molarni koncentraci (poctu molekul).

Poznamka: Nartst tlaku je zplisoben pouze existenci polopropustné membrany ktera musi
tento rozdil tlakli svoji tuhosti vyrovnat. Jestlize polopropustnou membranu odstranime pak z
podminky rovnovahy (1.8) plyne

dG, (povTOv”Ao) znAdHZ (pO’TO»”A)"'“Z (pO’TO’”A)dnA +n3d“; (vaTO’nB)"'“j; (pO»TO»nB)dnB =

* * * * (1.38)
=[5 (T, ) =y (P77 my ) [, + m,di, (p°, T m, )+ mydity (0570, ) = 0

Diusledek této podminky je rovnost chemickych potencidlii roztoku, rozpoustédla i
rozpousténé latky
w, (pO,TO,nA) =, (po,To,nB) =const. tj., dy, =—s,dT +v,dp=0,i=A,B (1.39)



tudiz i vyrovnani tlaku a teploty, tj., dp =dT =0. Nejsou-li chemické potencidly rovny
dochdzi k chemickym procestim jako je rozpousténi, chemicka reakce apod. Konec
poznamky.

H n=n, S membranou

b prmmnay < Bez membrany ===
LT

membrana propousti A

Obr. 1. Pro pfipad bez membrany je rozpousténa latka piitomna v obou ¢astech U trubice ve
stejn¢ koncentraci, tj., ny, #0atok j, =0.V pfipad¢, Ze vlozime poloproustnou membranu a

pfidame rozpousténou latku B jen do levé ¢asti U trubice nemiliZe rozpousténa latka
membranou pronikat a v pravé ¢asti trubice je n, =0. V té ¢asti objemu do které miize
pronikat rozpoustédlo 4, tj., tok j, =0 naroste tlak p> p,, viz (1.37).

Osmoticky tlak dosahuje jiz pti malych koncentracich rozpousténé latky, napf. soli, zna¢nych
hodnot a Ize vyuzit i v energetice. Oddélenim moiské vody pii koncentraci soli ptiblizn¢ 35 g
soli/1 L od vody sladké, dosahuje osmoticky tlak az hodnoty 14.2 baru. Na tomto ptipadu
ukazeme vyuziti vztahu (1.37).

Molekulova hmotnost NaCl je M, = 58.5kg/kmol, takZe molarni koncentrace soli

v mofské vodg je ny,, =(35/58.5)=0.598 kmol/m*. Uvazime-li, Ze 1 m’ vody ma hmotnost

1000 kg a molekulova hmotnost vody je M, , =18 kk_g , je molarni koncentrace vody
- mo
3
Ny o _1000_ 55.6 km301 . Molarni objem vody je v, , L 0.018 —— . Molarni
: 18 m Tony, 55.6 kmol

zlomek soli v motské vode je x,,., =y’ (”Hzo + nNaCl) =0,6/(55.5+0.6)=0.0107 = ay -

Aktivita je ay,c = VnaaXnac - aKtivitni koeficient v, ., takto slabého roztoku soli je blizko 1,



konkrétng pii koncentracich ny,, €(0.01,1) mol/L plati vy, €(0.968,0.905) . Osmoticky

tlak (1.37) je roven
a,RT 0.0107-8315-(273+15)

v, 0.018

Ap = =1.42MPa=14.2 bar ~ 142 mvodniho sloupce (1.40)

V Norsku vyuZivaji spadu sladké (odsolené) vody k pohonu vodnich turbin. Sladké voda se
spadem o velikosti 120 m pohani vodni turbinu a po smiSeni se slanou vodou pfes polymerni
polopropustné membrany (propousti jen sladkou vodu) vznikne tzv., brakické voda (smés
sladké a slané vody) o zna¢né koncentraci soli, kterd je zpét vytlacena osmotickym tlakem do
vySe 120m. V soucasné dob& Norska spolecnost Statkraft generuje timto zptisobem 2-4 kW
elektrické energie. Ve fazi ptiprav jsou jednotky o vykonu MW.

2.1 Hemolyza ¢ervenych krvinek vlivem sniZzené koncentrace soli a cukru.

Fyziologicka koncentrace soli v krevni plazmé je 0.9¢g/L, tj., 0.16 mol/L a cukru Smmol/L.
Stl (NaCl) se za fyziologickych podminek nejen rozpusti ale také disociuje na dvé slozky Na"
a CI . Predpokladejme, Ze molarni koncentrace krevni plazmy je blizka destilované vodg, tj,
=n, , =55.6 mol/L a koncentrace iontil je n_. =n . =0.16 mol/L . Celkovy pocet moli

n krev.plazma

v Cervené krvince je n, =n_ . +n. +ny, ,=5592 mol/L, takZe molarni zlomek iontd je
Xy =X =n . In,=n /n,=0.16/5592=0.0029 . Za ptedpokladu, Ze aktivitni koeficienty

Na* o T Nat

Reakce ¢ervenych krvinek na koncentraci soli - Na", CI

hypertonicky isotonicky hypotonicky hemolyza

Koncentrace soli v krevni plazmé& Ny, [Mol/L]

<

Obr. 2. Vliv osmotického tlaku iont soli na tvar ¢ervenych krvinek

0.3 0.16 0.1 0

Ve & Yo Jsoublizko 1 je jejich aktivita a . =a_ . =0.0029. Kazdy z t€chto iont vyvola v

cervené krvince osmoticky pretlak (1.37). Celkovy osmoticky tlak v ¢ervené krvince za
pfedpokladu, ze je v ni fyziologicka koncentrace iontit n . =n_. =0.16 mol/L a v okoli

krvinky (v krevni plazm¢) je destilovana voda ma hodnotu

Ap = a..RT N a.RT :20.0029-8315-(273+37)
0.018

vkrcv. plasma Vkrch plasma

=8.3 bar (1.41)

Tento tlak v krvince vede k jejimu poruseni-hemolyze. Z téchto divodii musi byt fyziologicky
roztok isotonicky, tj., obsahovat 0.9g/L soli, viz Obr. 2



3. Posun fazové rovnovahy rozpoustédla

Cisté rozpoustédlo v kapalném stavu ma za teploty 7° atlaku p° chemicky potencial

m (pO,TO) a je v rovnovaze se svoji parou g, (pO,TO,aA = 1). Jestlize se v kapalném
rozpoustédle rozpustilo urcité mnozstvi n, latky B tak se jeho chemicky potencidl zménil na
w,(p.T,a;) (Rauvoltav zakon (1.7)). V disledku rozpusténé latky se zménila jak teplota tak i

tlak rozpoustédla. Predpokladame, Ze latka B neni t€kava a nevypatuje se, takze chemické
slozeni parni faze rozpoustédla neni rozpousténou latkou ovlivnéno, tj.,

Wo(p=p +Ap, T=T"+AT,a,=1)=p', (p=p" +Ap, T=T" +AT).

Chemicka rovnovaha parni faze Cistého rozpoustédla s roztokem je za téchto podminek dana
vztahem

o (P +8p. T +AT,a, =1)=1, (p=p" +Ap, T=T" + AT ) =1, (p" + Ap.T° +AT)—RTn—B(1.42)

ny
Rozvojem kolem stavu7°, p° nalezneme dusledky koncentrace rozpusténé latky na
termodynamické vlastnosti rozpoustédla. Tudiz

T (PO +4p,T° +AT)—u21(p° +Ap, T’ +AT)+RT0n—B=
iy

T (PO,T0)+du2V(pO,T0)=pzl(p0,T0)+dH21(p°,T0)+RTO”_BZ

ny
* * * * (1 .43)
Mo g Bt gy - M g Mo g, 4 gro s
oT op oT op ny
T° (53 =50)

* * On
—TdT+(vAV —Vy)dp+RT f:o

Zde jsme vyuzily podminky rovnovéahy ¢istého rozpoustédla se svoji parou, tj.,
m (pO,TO) =1, (pO,TO,aA = 1) a definice chemického potencialu (1.3). Podle definice je

TO(SZV _SZI):hvl {

s

. m’ . _ .
Vo—Vy |——| 2zména molarniho objemu

} teplo fazového ptechodu,
kmol

(1.44)

kmol

3.1 Posun fazové rovnovahy rozpousténé liatky

Ze vztahu (1.43) plyne posun teploty a tlaku fazového ptechodu rozpoustédla ve kterém je
rozpusténi ur¢ité mnozstvi n, [kmol/m3] rozpoustédla. Pfi konstantnim tlaku je posun teploty

fazového prechodu roven

(1.45)



Zvyseni, popf. sniZeni teploty prechodu zavisi na tom jestli je pfi pfechodu teplo dodavané,
tj., i, >0, pak dochazi k narhstu teploty, napft. pfi vypafovani a nebo odebirané 4, <0 , napft.
pfi tuhnuti.

Pro vodu pfti 100°C a tlaku p° =1bar je vyparné teplo A4, =40608 kJ/kmol = 2256 kJ/kg a teplo
tuhnuti pii 0°C je A, =-6012 kJ/kmol = -334 kJ/kg . Pro solny roztok vody plati

n, =55.6+ ny,q, . Pro mofskou vodu s molarni koncentraci ny,., =(35/58.5)=0.598 kmol/m’

dostavame zvysSeni bodu varu

8314.5-373.15% - ny,
40.6-10°(55.6 + 1y, )
tedy jen 0 0.3°C. Experimentéalné bylo naméteno zvySeni o 0.56°C. Dlivodem je disociace
soli na ionty. Nejvice jsou zastoupeny ionty chloru 7 =0.546 kmol/m® a ionty sodiku

T=373.15+ =373.15+0.303K=100.3°C (1.46)

n.. =0.469 kmol/m* a koncentrace Cisté vody je n, , =53.6 kmol/m’. Takto vypoctené zvyseni

bodu varu je

8314.5-373.15%-(n,. +n,, ) 173 15, B314:5:373.15° (0469 +0.546)
40.6-10°(53.6+n,. +n, ) 40.6-10°(53.6+0.469+0.546)

Tato hodnota 0.53°C se uz velmi blizi experimentalné namétené hodnoté 0.56°C. Rozdil je
zpusoben jesté dalSimi ionty rozpuSténymi v moiské vod¢, napft. My = 0.053 kmol/m’,

=0.028 kmol/m’, n_.. =0.0103 kmol/m’, n . =0.0102 kmol/m®, a j.

T=373.15+

=100.53°C (1.47)

n..
S0?

Podobné pro pokles bodu tuhnuti dostdvame

8314.5-273.15° (. +n,, ) o7y 15 145 273.15% -(0.469 +0.546)

6.012-10°(53.64n +n, )  6012-10°(53.6+0.469-+0.546)

Experimentalné byl naméten pokles o 1.91°C. Rozdily Ize opét vysvétlit tim, Ze redlna
motska voda je smés jesté veétsiho poctu komponent.

T=273.15- =100°C-1.92°C (1.48)

Zajimavou aplikaci je sniZzeni bodu tuhnuti vody v zimé¢, pouzitim posypové soli. Uvazime-lIi,
ze pii 0°C a tlaku 1 atm=1.013 bar je nasyceny vodny roztok soli 356 g/L, tj. hmotnostni

koncentrace wy,., =356/1356=0.263 . Tomu odpovidd molarni koncentrace
Wyt oM . .
s =0 o 0203:55.6°18 _ ¢ )04 pmopm’ (1.49)
(1= Wyaet )M e (1-0.263)-58.5

Pfi rozpusténi soli dojde k disociaci, takze n, =n,  +n . +n_ =55.6+2-6.104=67.81 kmol/m’

a pokles bodu tuhnuti solného roztoku je

8314.5-273.15 (”N +"c1-) ~973.15 8314.5-273.15°-(6.104+6.104)
6.012:10°(55.6+n. +n, ) 6.012-10°-67.81

Experimentalné stanoveny bod tuhnuti nasyceného roztoku je -21.12 °C. Divodem je velikost
aktivitniho koeficientu, ktera se méni s koncentraci.

Pti praktickém pouziti na silnicich je diky nehomogenité dosazeno snizeni maximaln¢ do
teploty -5 az-7°C. Pti teploté -11°C je kuchyniska stl net¢inna a je tfeba pouzit chlorid
véapenaty (CaCly), ktery je G€inny az do teplot -35°C.

T=273.15- =-18.5°C (1.50)

Podminku rovnovéhy pary rozpoustédla s kapalnym roztokem (1.43) mizeme vyuzit ke
stanoveni zmény tlaku par rozpoustédla



RT'n,

p=p" - (1.51)
(VAV ~Va )nr
Jako ptiklad miizeme stanovit pokles vodni pary nad nasycenym roztokem soli (1.49).
Molarni objemy nasycené pary a kapaliny jsou v;;zo’v =10.764, v:;zo,l =0.0187 m’/kmol
Dosazenim do (1.51)
. RT"(n,. +n,,)
pP=pP —7 x =
(VHZO,V _VH20.1)(55-6+”N3+ +Vlc1_ ) (1 52)
s 8314.5-373.15-(6.104+6.104) s
1.014-10° - =1.014-10° — 51945 =49455 Pa

(10.764-0.0187)-67.81

Pokles tlaku je zna¢ny, avSak pii experimentu dochazi ke krystalizaci soli v roztoku a piesné
hodnoty tlaku nejde dobfe stanovit.

Poznamka.
Pro Cisté roztoky, tj. n, =0, pfechazi podminka rovnovahy (1.43) na rovnici Clausiovu-

Clapeyronovu
T° (57, —=54)

TO

dr =(v,, =V} )dp (1.53)

4. Vznik glukozy a jeji fermantace

Vyznam Gibbsovy volné entalpie pro pribéh reakci ukaZzeme na piikladu syntézy a rozkladu
glucozy. Glukoza CH,,0, vznik4 fotosyntézou v rostlinach, pfedevs§im v hroznech, popft.

bramborach a pod., podle nasledujici reakce

6CO, + 6 H,0+(hv = AH=2.808 MJ/mol) — C;H,,0,+6 0, (1.54)
a k jeji syntéze je nutna energie dodana sluncem ve formé zareni Av, které doda energii
odpovidajici entalpii spaleni AH =—AH (rozklad zpét na 6CO, +6H,O ). Jeji molekulova
hmotnost je M. =180.16g/mol . Standardni spalné teplo pii p =1bar ateplot€¢ 7' =298K
rovno AH_, =-2.808 MJ/mol . Gibbsova volna entalpie AG = AH —TAS jednotlivych sloZzek
v reakci (1.54) je

6 Heo, T 6 Hyo™ AH, — He m,,0, +6 Ho, (1.55)

AG, =—[6(-394)+6(-120)+2808 |+1(-910)+6-(0) = —634 kJ/mol '

Celkova zména Gibbsovy volné entalpie je diky dodané slune¢ni energii zdporna, takze tato
reakce probiha samovolné.

Fermentace je typickym piipadem anaerobniho §té€peni cukru (n€kdy nazyvame kvaSeni) a
probiha bez pfistupu kysliku. Jeho hlavnimi produkty jsou etanol, ATP a CO,

C,H,,O, (glucose) +2 ADP+2P — 2 C,H,OH +2 CO,+ 2 ATP (1.56)



Tento proces pouzivaji predevsim kvasinky, rostliny (houby) a pod. V jednotce objemu smési
ve kterém jsou stechiometrické koncentrace substratii probéhne reakce (1.56) spontanné

J
= vai“’i =—Hg =21 pp = 2Up + 215 + 2o, + 21 7p [E} (1.57)

protoze uvolnéna Gibbsova entalpie AG = -180 kJ na 1 mol glukosy je zaporna. Uvazime-li,
ze se na syntézu 1 mol ATP z ADP spotiebuje 30.5 kJ uvolni se v celkové reakci
C.H,,O, (glucose) — 2 C,H,OH+2 CO, (1.58)

AG = -235k]J . Maly rozdil v AG v reakcei (1.58) a (1.56), tj., -235+2-30.5=-174 kJ/mol

proti hodnoté AG = -180 kJ miize byt zplisoben variabilitou reakce ADP+P—ATP +H,0 v
riznych podminkach.

5. Tepelna zabarveni fazovych zmén: rozpousStéci a sméSovaci tepla

UvaZzujeme molarni koncentrace n, [kmol/m3 ] 1 kdyZ je casto vyhodnéjsi pracovat s

koncentracemi hmotnostnimi w, =m,/m=m, /Y m, =Vp,/(Vp)[1] kde m, [kg] je hmotnost
j

i-t¢ slozky a celkova hmotnost je konstantni, tj. m = z m, =konst . Ostatni extenzivni

veli¢iny (1.2) maji stejny tvar

S [ s 2 eppe 2] o

a Gibbsova volna entalple vztazena na 1 kg je rovna

O VR T dp dw, J
do = L N T = — sdT + 22+ "y L — 1.60

i i=1 i i=1 pit i

a plati spolu s Gibbsovou-Duhemovou podminkou
ZW( L+5,dT — vdpj 0, popt. du,(T,p)=(-sdT +v,dp)M, (1.61)

ktera je definici chemlckeho potencialu.
dw, { kmol

VpiM i

cast reakce jiz probéhla. Tato veli¢ina ma pro kazdou komponentu ucastnici se reakce, stejnou

hodnotu. Jeji vyhodou je, Ze se mtize pocitat jen s jednim molem kazdé ziucastnéné latky a pro

celou reakci mame jen jednu velic¢inu. Stechiometricky koeficient komponenty do reakce

vstupujici (substratu) zna¢ime v, <0 a je zaporny (latka se spotiebovava) a stechiometricky

Zde d& = } je extense chemické reakce & €(0,1), ktera vyjadiuje jak velka

koeficient produktu v, >0 je kladny. Diky tomuto oznaceni mizeme Gibbsovu volnou

entalpii p—té reakce psat ve tvaru

N J
A = —;Vp,-u,- ==AG, = (Vi ~ V) [ } (1.62)

kmol

a nazyvame ji afinitou . Vyjadiuje rozdil mezi chemickymi potencialy latek do reakce
vstupujicich a latek z reakce vystupujicich. Tudiz pro samovolné probihajici reakce je tato
veli¢ina kladna. Totalni diferencial Gibbsovy volné entalpie (1.60) miZeme psat ve tvaru



dp & dw,
dg=—sdT + —+ ) v_u, ——
g Z; b T

pit i

T+ 7 (1.63)
p VoM kg

pfi¢emz plati S:_(G_gj {L} 4):_£5_g] { J }
o), | keK %, ),,. L kmol

Mnozstvi tepla, které se do systému ptivede (dg > 0) vyjadiime formou I. Zadkona

termodynamiky kde nezéavisle proménnymi jsou 7', p,&_, tudiz

dq=Tds(T,p,é§p)=T(aa—;) g dT+T(2—;j dp+T(aa?S} dg,
P&, T8, P /T, p

d, dw.

:dh(T,p,E.\p)—p(T—i&)—ZVpiHiﬁ
s 12 p i i’ pi
d,

Zdh(Typaﬁp)—p(T—]]j)+zp:/4p(Tapaip)dép (1.64)
b b P .

Oh oh 1 oh J
= (G_T ]p’gp drT + Kglép — E} dp + [(a—&plT + 4) ] dép L—g}

J dw. kmol
kd ./4 T, N = — L , d = !
© p( P ép) valul { } S My, { kg }

kmol

Porovnanim odpovidajicich ¢leni zjistime jak souvisi mnozstvi piivedeného (odvedeného)
tepla s procesy uvniti systému. TudiZ pfi konstantnim tlaku a chemickém slozeni odpovida
zména entalpie systému mnozstvi piivedeného tepla a je kvantitativné vyjadieno specifickym

teplem
c,, :(5_h j - T(@) {L} (1.65)
» \oT Pt oT P, kgK

Mnozstvi tepla, které se uvolituje ¢i pohlcuje pii zméné tlaku za konstantni teploty a
neménném chemickém slozeni je charakterizovano tzv. latentnim teplem

3
B = (@] L, T(@] {2} (1.66)
"\ D)y P P )re, Lkg
Pouzitim Kelvinova vztahu
o(1/
(%j =l_T(_( p)] (1.67)
op re, P oT ok,

dostavame pro smés dokonalych plyntt p = pz %RT ,kde w, =p,/p je hmotnostni
i=1 i

zlomek, nulové latentni teplo (1.66).



Vyjadiime teplo uvolnéné pii chemickych reakcich fazovych prechodech a pti rozpousténi
pomoci zmény entalpie. Porovnani odpovidajicich ¢lent ve vztahu (1.64) a vztaht pro
derivace v (1.63) plati

(8], ), 2
E’P p.T gp T.p.&y F’p P&

(1.68)
=_Tzi{(g§j } [
og, |\oT' T 53 kmol
Za piedpokladu, Ze probéhl cely proces, tj. integraci pres & € (0,1) muzeme psat
hoo—-1[ 28 ! (1.69)
P orT),. kmol

5. 1. Rozpoustéci teplo

K objasnéni vzniku rozpoustéciho tepla pouzijeme piiklad rozpousténi glukozy ve vodé pii
ptiprave jeji fermentace s pouzitim vztahu (1.68). Vime, Ze rozpousténi cukru ve vode
probiha samovolné, tzn, Ze zména Gibbsovy volné entalpie musi byt zdporna. Necht je
m=mg +my, ., celkova hmotnost roztoku a m; je mnoZzstvi glukozy ve vod€ o hmotnosti

my ., . Pfi rozpousteéni dochazi k poklesu chemického potencialu ¢iste glukozy He, (T , P) na
potencial roztoku p (T , P, x, ) Pro chemicky potencidl roztoku blizko meze sytosti plati
Henryho zakon (1.10)

we (T,P) > pg (T, P,x;),

m, [ . * x| T (1.70)
Ag(T,P,wG):M— —pg (T, P)+ HG(T,P)+RT1nx— P
G Gs
w.M
kde x. = %6 _ ¢ Mo je aktualni molalni koncentrace glukozy a x,, je

n MGWHZO +MH20WG
koncentrace nasyceného roztoku. Pro lepsi méfeni je nékdy vyhodné pouZzivat hmotnostni

koncentrace w, =—% . Pokles chemického potencialu 1 kg nasyceného roztoku je
m

_RT Y RT ) Xe (1.71)
M, wg Mg x;

Dosazenim do vztahu (1.68) dostavame konecny tvar pro rozpoustéci teplo cukru

2
hT,,,,pz—TZ( 8 Agj 0 ( R hleSJ _ RT ox, {i} (172)
or T ), — oT\M, x;), Mx, 0T |kg

Ag




.\ , . Oxg, . et
Jestlize obsah cukru v nasyceném roztoku roste s teplotou, tj. a—]Gj >0, tak je rozpoustéci

teplo 4, , , kladné (pro rozpusténi dalSiho cukru je tfeba teplo) a roztok se ochlazuje. Pfi
18°C je nasyceny roztok cukru pii dodani 201 g cukru do 100 g vody. Pfi dal§im zvySovani
cukru nastava syrup. Rozpoustéci teplo je AH . =—-13.4kJ/kg , tudiz teplo se odvadi a tim se
roztok ochlazuje. Vzhledem k tomu, Ze specifické teplo vody je ¢, ,; , =4.18kJ/kgK a speci-
fické teplo glukozy je ¢, , =4.18kJ/kgK =1.244kJ/kgK ochladi se nasyceny roztok
glukozy o

mAH 0.201(~13.4-10%)

AT = = . :
MgC, G+ My oC,uo 0.201-1.244-10°+0.1-4.18-10

=—4°C (1.73)

Tento jev je dalsi ukdzka platnosti Braunova-Chatelierova principu: Systém, ktery se nachazi
v termodynamické rovnovaze (dynamické rovnovaze) tlumi zmény tohoto stavu vyuzitim
vSech ostatnich vnitinich procest, v tomto ptipadé€ eliminuje zménu slozeni roztoku zménou
teploty.

5. 1. SméSovaci teplo

Vyjdeme z entropie sméSovani dvou slozek. Piedpokladejme, Ze jde o dva polymery kde
polymer A4 je rozpoustédlo a polymer B je rozpousténd latka s molarnimi koncentracemi

n,,n, . Jejich hmotnosti jsou m, [kg| a m, [kg] . Délka téchto polymerii je rozdilna, takZe
pii rozpusténi nedojde ke kontaktu celého fetézce 4 s celym fetézcem polymeru B, tudiz
celkova hmotnost roztoku, popf. jeho molarni koncentrace jsou

m=m,+ymy [kg], popf.n=n,+yn, [mol/m3] (1.74)
kde y vyjadtfuje jakou ¢ésti je polymer B navazéan na polymer 4. V ptipad¢ idedlniho
roztoku je y=1. Tento postup pouzili Flory a Huggins ve své teorii rozpousténi polymert.

Uvedeme vypocet entalpie sméSovani jak pro ptipad celého roztoku, tak i vice obvykly
postup pro jednotkovy objem. Divod proc je postup vypoctu uzivajici molalni koncentrace
Castejsi, plyne z definice chemického potencidlu (1.10), kde je standardné uzivana aktivita

a, =v,x, s aktivitni koeficientem vy, . Jsou-li x, =—, x, =—% molalni koncentrace tak jejich
n

n

r r m m . r 7 7
vztah ke koncentracim hmotnostnim w, =—2, w, =—=% je nasledujici
m m

n w,M n w,M
=—4= 4B , Xy=—L= 54 (1.75)
n Mw,+M,w, n Mw,+M,w,

Xy

Celkova entropie sm&Sovani je podle definice rovna

ASmix:mASA+mBSB:_mA (8MA) - (auBJ =—RmA lnxA—RmBlnXB l:i}
M\ or ), My,\aoT ), M, M, K

(1.76)

. o Oy
popf. ASmix=nAsA+nBsB=—nA[—Aj —nB( =—Rn,Inx,—Rnylnx,
or ), oT mol K

P
S ohledem na chemicky potencial (1.10) jsme entropii stanovily podle Gibbsova-Duhemova
vztahu (1.61).
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Chemické vazby mezi polymery charakterizujeme vazebni energiemi @ ,,,®,,,® ,,,

a1 . 1 o : . . ,
idealnim roztoku je @ ,, = E(CD 1+ @y, ) avredlném roztoku je dodatetnd vazebna energie

1 ]
AD = —— (D, +Dy) { ﬁ} (1.77)

Odhadneme celkovy pocet kontakti polymernich molekul

Yh, z X, = n,zx, (1.78)

(S
pravdépodobnost
kontaktu s polymerem 4

——
pocet polymert B
$ navazanymi segmenty

Misto neméfitelného parametru y zavedeme entalpii sméSovani, ktera je jiz métitelnou

sousedil

veli¢inou
J . zAD
AH . =nzx,AD {E} popt. ¥ .z = RT [1] (1.79)

Entalpie sméSovani vztazenou na jednotku hmotnosti ziskame zavedenim hustoty

p, = % =T ,kde V' je objem roztoku. Specificka entalpie sméSovani je
Ah = AH,,V — W, 2xAD — WX RTY 45 i (1.80)
m M, M, kg

Uvazime, ze Gibbsova volné entalpie smési je definovana vztahem (1.59), pak pro sméSovani
plati

Agmix = mA l’L_A_i_n/lB HB = _TASmix +Ahmix = _mATSA _mBTSB +Ahmix
MA B
= RT[ g 1 g P H (1.81)
MA MB A K

popf' AGmix :RT(I/IA lnxA +}’lB lan +nAxBXAB) |: JlKi|
mo

V ptipadé ideélnich roztoku je parametr y =1 a entalpie sméSovani je podle definice entalpie
H= inH ; [J/mol] rovna nule. Pro redlné roztoky je rizné od nuly a zavisi na sile interakce

mezi misicimi se molekulami.
Jako ptiklad vypocteme sméSovaci entropii pii miSeni €isté a moiské vody. Entropii
stanovime ze vztahu

TASmix = AI_Imix - AGmi)r (1 82)
Roztok budeme povazovat za idedlni, proto AH,, =0 ale vzhledem k nenulové hodnoté
AG

mix

viz vztah (1.81), bude i entropie miSeni nenulova. Pfedpokladejme koncentraci soli v

moiské vodg, priblizné 35 g soli/1 L, viz kap. 2. Tudiz 1 m® motské vody ma hmotnost 1035
kg. Molekulova hmotnost NaCl je M., =58.5kg/kmol, takZe molarni koncentrace soli

v motské vodé je ny,, =(35/58.5)=0.598 kmol/m’. Uvazime-li, Ze 1 m’ vody ma hmotnost

1000 kg a molekulova hmotnost vody je My , =18 ki

> je moléarni koncentrace vody
mo

_ 1000 _ 556 kmol

"0 18 m’

. Molarni zlomek soli v moiské vode je x,, =ny,c / (nHZO + nNaCl)



=0,6/(55.5+0.6)=0.0107 ~ ay,, . Cista voda v motské vodé ma molarni zlomek
X050 =1~ Xyu =1-0.0107=0.9893~ q, , . . Pro srovnani uvedeme hmotnostni zlomky

Wauer = 35 0.034, w,, , =1-0.034 =0.966 , kter¢ lze dobfe stanovit vazenim Podle vztahu

1035

(1.75) mizeme vypocitat molalni koncentrace x,, , ., = 0.96658.5 =0.987.
= 0.966-58.5+0.034-18

Oznacime pitnou vodu jako slozku A4 a stil v mofi jako slozku B. Chemicky potencial
slabého roztoku soli ve vod¢ je (1.10)

MHZO,see (pO:TO:aHZO,see) = H;IZO (pO’TO ) + RTO hl xHZO,see (1 83)
takze sméSovaci entropie je rovna entropii rozpousténi soli v ¢isté vod¢ a podle vztahu (1.76)
As,. =S, ,— R INX, =50 = 83140989 =5.11|—— (1.84)
oMy, 2" : 18 kgK

.. s oy s
zde s, , jsme oznacili entropii Cisté vody.
SmeéSovaci Gibbsova volna entalpie pii 10°C je

i =15, :—293-5.11:—1.5[£} (1.85)
: ke

a je zaporna, tudiz proces probiha spontanné. Vzhledem k tomu, ze proces probiha
izotermicky (nedochéazi ke zméné entalpie jako pfi rozpousténi (1.72) ) je mozno pfeménit
tuto Gibbsovu volnou entalpii na mechanickou ¢i elektrickou (obecné neobjemovou) energii.
Z definice Gibbsovy volné entalpie (1.63) pro isotermicky proces pii kterém nedochazi k
chemickym pfeméndm plyne, Ze musi dojit ke zméné tlaku, ovSem jen za pfitomnosti
polopropustné membrany. Tedy

dg = L popt. ap=pg,), =10 (=1:5:10°) =15 bar (1.86)
p

Pti usporadani na Obr. 1 zplisobi miseni pokles tlaku Cisté vody a skrz membranu je nasato
tolik Cisté vody, Ze smés vystoupd do vysky 150 m, srovnej s osmotickym tlakem (1.40).

Reference:
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[2] Bader, M. S. H., Gasem, K. A. M. (1996). Determination of infinite dilution activity
coefficients for organic aqueous systems using a dilute vapour-liquid equilibrium
method, Chem. Eng. Comm. 140, 41-72



17. Ziviny jako zdroj energie
Popiste zakladni biochemické procesy doprovazejici transformaci latek (zivin) v zivé tkani.
Reseni:

Kazdy lidsky organismus potiebuje k Zivotu zdroj energie. Ziviny, které pfijimame
z potravy, se lisi mnoZstvim energie. Sacharidy a bilkoviny maji prakticky shodnou
energetickou hodnotu, lipidy vSak predstavuji pro organismus nejkoncentrovanéjsi zdroj
v tukové tkéni [2], [3], [6]. Tento text je doplnéni textu Mgr. Dominiky Pysné

NejrozsitenéjSim a fyziologicky nejlépe rozpustnym sacharidem v lidském téle je
glukoza, kterd poskytuje vyhradni zdroj energie pro mozek a v klidovém stavu poskytuje
palivo pro vSechny ostatni tkané. Glukéza v§ak mize byt pfeménéna i na jiné formy energie,
napf. lipidy (cholesterol, steroid, mastné kyseliny aj.) a aminokyseliny. Krom¢ vitamin,
esencidlnich aminokyselin a esencidlnich mastnych kyselin mohou byt v§echny metabolity
syntetizovany z glukozy [3].

Na proteiny je vazana veskera forma zivota, tvoii zaklad vSech enzymt, n¢kterych
hormonti, hemoglobinu, myoglobinu a mnoha dalSich latek. Nadbytecné aminokyseliny
nejsou oproti sacharidiim a lipidiim skladovany formou zasob. Slouzi v intermedidrnim
metabolismu a piebyte¢ny dusik t€lo vylucuje ureou [2].

Zivina spalné teplo kJ/g
sacharidy 17
bilkoviny 17
lipidy 39

Tab.1. Mnozstvi energie jednotlivych zivin [2]

17.1. Pfeména Zivin na vyuZitelnou formu energie

Zékladem jsou oxida¢né redukéni reakce, tzv RedOx nebo Ox/Red

Ox +ne’ —< 3 Red........ redukce (ptijem elektronil)-katoda (7.1)

Red —%=5Ox+ne ......... oxidace (odebirani elektronti)-anoda
Substance, ktera uvolnuje elektrony (napft. hydride H', hydroxide OH™ ) je reduktant (nazyva
se také redukcni agent, protoze snadno oxiduje, tj. odevzdava elektron a tim zptisobuje
redukci reagujici latky) a substance, ktera p¥ijima elektron (napf. proton H', hydronium H;0")
je oxidant (nazyva se také oxidujici agent, protoze snadno redukuje, tj., pfijima elektron a tim
zpusobuje oxidaci reagujici latky).

Ptikladem mutize byt rozklad molekuly vodiku, jeji oxidace na anodé

H, > 2H" +2¢ ... oxidace H,, AH =0, podledefinice (17.2)



Pii tomto procesu dochézi k disociaci vodiku (H, ) a jsou uvolnény 2 elektrony. H' se stava

oxidantem, protoZe piijmem elektronu se redukuje. Ke zpétnému ziskani elektront- redukci-
dochazi na katodé

0, +4H" +4e’ #mzo ..redukce H' (17.3)

Voln¢é elektrony nejsou nikdy ve tkdni bézné indikovatelné, elektricky néboje se vétSinou
vyskytuje formou protonu H™ a nebo hydroxylu OH". Tato reakce tizce souvisi s piirozenou
disociaci vody

H,O& H +OH , AH =51.2 kJ/mol vody (17.4)
a definici kyselosti roztokt, znaené
pH =—log,,[ H" ], (17.5)
viz Ptiklad 19.

Tepelné zabarveni chemickych reakci je ddno zménou Gibbsovy volné entalpie G=H-TS, kde
H je entalpie a S je entropie a T je teplota ve stupnich Kelvina [K]. Chemicka reakce probiha
spontanné¢ jestlize je zména AG < 0. Pti isotermickych podminkéach je AG = AH —TAS , kde
AH je entalpie, ktera se mize vyuzit v dalSich chemickych reakcich (ptipadné prevést ptimo
na elektrickou energii, jako je tomu v palivovych ¢lancich) a TAS je mnozstvi uvolnéného
tepla, které musi byt z organismu odvedeno.

Poznamka:

Jestlize néjaka chemikalie je donor elektronu (reduktant-redukéni agent) tak v disledku
elektroneutrality musi byt druha chemikalie ptijemce elektronu (oxidacni agent- oxidant).
Tedy reduktanti jsou oxidovany oxidanty a oxidacni Cinidla (oxidanti) jsou redukovany
reduktanty. Reduktant, ktery ma vice elektronti (je to vétSinou zaporné nabity iont- aniont) je
odevzdava v disledku vyrovnavani ndboje (podminka elektroneutrality) oxidantu, ktery ma
méné elektronti. Reduk¢éni agent je v nizSim oxida¢nim stavu (ma nizsi oxidacni Cislo tj.,
chybi mu méné elektronti nez oxida¢nimu agentovi) a je tudiz darce elektronti.

Prikladem reduk¢nich agentl jsou vedle kovi, kyselina mraven¢i (HCOOH- formic acid) a
sulfit (SOs” - Sulphur trioxide).

Dulezitym ptipadem redukce kysliku (O,) pfi soucasné oxidaci glukozy (C¢H;20g) je aerobni
bunécné dychani.

C,H,,0,(s) +60,(g) = 6CO,(g)+ 6H,0 (I), AG =-2880 kJ per mol of C,H,,0, (17.6)

(podrobnéji viz dale (17.11)) Kyslik se redukuje (piijima elektrony), takZe je oxidacni
¢inidlo. Glukéza se oxiduje (vydava elektrony), takze je to redukéni Cinidlo. Gibbsova volna
entalpie je zaporna, coz znamena, ze reakce probihd spontanné. V organické chemii se za
redukci néjaké molekuly povazuje ptidani vodiku k této molekule; nicméné vySe uvedené
definice stale plati, Ze pfi redukci byly elektrony ptijaty

Pon¢kud komplikovana interpretace Red/Ox procesti (17.1) vychazi z historicky zavedené¢ho
pojmu redukce jako odstranovani (snizovani mnozstvi) kysliku ze slouceniny, proto slovo



redukce- snizeni. Moderni koncepce, ktera je zaloZzena na kvantové strukture molekul, zavadi
pojem ,,darovat elektrony* (byt oxidovan). Tedy pojem ,,redukce*- snizeni, vztdhneme

k poctu elektronii dostdvame vlastné oxidaci, tedy vyznam z hlediska chemie opac¢ny.
Plivodné zavedeny pojem redukce reflektuje skutecnost, ze 1 dals$i chemicka ¢inidla mohou
hrat podobnou roli jako kyslik. Konec poznamky

Typickym piikladem latky schopné disociovat i slozité molekuly je Nicotinamide adenine
dinucleotide, zkracené NAD", ktery je koenzymem vyskytujicim se v Zivych buiikach, viz
Obr. 17.1.
Tento koenzym je dinucleotide, protoze se sklada ze dvou nukleotidi spojenych fosfatovou skupinou.
Jeden nukleotid obsahuje bazi adenin a druhy je nikotinamid. V metabolismu, je NAD" zapojen v
redoxnich reakcich, nesouci elektrony z jedné molekuly na jinou. Koenzym se proto naléza v bunkach
ve dvou podobach: NAD™ je oxidacni inidlo — ptijima elektrony z jinych molekul a tim se redukuje.
Prechazi do formy NADH, ktera pak muze byt pouzita jako redukcéni
¢inidlo, tudiz elektrony daruje.

?_ | \ NH2
0=P—0 N7
o)
0
N XN
0=P—0 <N | /) . : )

(l). 0 N Obr. 17.1 Strukturni vzorec Nicotine amide adenine
dinucleotide (NAD", C2;H27N7014P; ), Mol. hmotnost 663.43
g/mol (bily prasek )

OH OH

Typickym ptikladem tohoto procesu je redukce kysliku za vzniku vody

H++NADH+%Oz—>NAD++H20, AH=-0.32-(+0.816)=-1.136 V. (17.7)

AH =(96.48-2)-(~1.136) = -219.2 kJ je mnoZstvi tepla, které se reakci uvolni na 1 mol

H,0. F=96.487 C/mol =96.487 C/mol J/(Vmol) je Faradayova konstanta udava relaci mezi
jednotkami energie vyjadiené v Joulech a energie vyjadiené ve Voltech, protoze V=J/C.

V metabolismu Zivé tkané probiha cyklicky proces ve kterém NAD' piijima elektrony a
NADH je daruje
RH, +NAD" —» NADH+H" +R (17.8)

Tato reakce zahrnuje odtrzeni dvou atomii vodiku z reaktantu (R), coz vede k ionizaci vodiku
na vodikovy iont (H") a protonu (H" ). Proton se uvolni do roztoku, zatimco reductant RH,
ktery uvoliiuje elektrony (oxiduje se) a NAD' elektrony pfijma a je redukovan na NADH;
prechdzi na nikotinamid. Jeden ze dvou elektroni 2H™ je pfeveden na kladné nabity dusik v
nikotinamidovém cyklu NAD a druhy atom vodiku je pfeveden na atom uhliku C, ktery se
nachézi naproti dusiku N. Stiedni redox potencidl paru NAD' /NADH je -0.32 volti, coz &ini
z NADH silné redukcni ¢inidlo. Reakce (17.8) je snadno reverzibilni, tj., NADH redukuje



dalsi molekuly a sim se re-oxiduje na NAD". To znamen4, 7e koenzym trvale osciluje mezi
NAD" a NADH bez jeho konzumace, viz Obr 17.2.

ADP ADP
Ribo” Ribo””
+ |
‘ N\ Reduction | |
R
' @)
< Oxidation
H NH, H H NH,

NAD" + H" + 26« ——> NADH

Obr. 17.2 Cyklicky proces redukce NAD" a oxidace NADH. Komplex Ribo se vaze k cukru
(pentoze), srovnej vztahy na Obr. 17. 1 a Obr. 17.4

Ptimym zdrojem energie organizmu jsou makroergni vazby kyseliny fosforecné s dal§imi
organickymi latkami. Makroergni vazba je takova vazba, pii jejimz hydrolytickém Stépeni se
uvolni velké mnozstvi energie. Mezi makroergni slouceniny patii zejména ATP
(adenosintrifosfat), ADP (adenosindifosfat), GTP (guanosintrifosfat) a dalsi. Jednou z forem
primarni energie lidského organismu je tedy praveé adenosintrifosfat (ATP) [1]. Transformace
jednotlivych zivin na makroergni vazby lze rozdélit na 4 mozné stupné, viditelné
z nasledujiciho schématu [2]:

proteiny — aminokyseliny — (citratovy cyklus) (oxidativni fosforylace)
sacharidy — glukéza — Acetyl-CoA — NADH — ATP
lipidy — glycerol -

mastné kyseliny

V mensim poméru se vyskytuji napt. kreatinfostat (CP), fosfoenolpyruvat atd. Energie se

z vazby ATP uvoliuje stépenim ve formé energie AH + TAS kde AH je chemicka
(elektricka) energie a TAS je uvolnéné teplo. Pti této transformaci se odstépuje anorganicky
fosfat

ATP — ADP + energie pro svalovy stah (17.9)
NHz
o] 0O 0 Y
HO—P—0—P—0—P—0 L
| | | NN
OH OH OH
OH OH

Obr. 17.3 Adenosin trifostat ATP-C,0H6N5O;3P3, Molekulova hmotnost je 507.18 g/mol
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Obr. 17.4 Adenosin difosfat ADP- C,;H»7N70,4P,, Molekulova hmotnost je 427.201 g/mol

Obecna rovnice Stépeni ATP je

ATP +H,0 — ADP+Pi, AG=-30.5kJ/mol
ATP +H,0 — AMP +PPi, AG = -45.6 kl/mol (17.10)

kde produktem je Adenosin difosfat ADP a fosfat (Pi), popt. Adenosin monofosfat AMP a
pyrofostat (PPi).

Standardni mnoZstvi energie uvolnéné z hydrolyzy ATP lze vypocitat ze zmény Gibbsovy
volné entalpie za standardnich podminek a s naslednou opravou na biologické podminky.
Cista zména entalpie (Gibsovy entalpie) pfi standardni teploté a tlaku pii rozkladu ATP do
hydratované ADP a hydratovaného anorganického fosfatu je -30.5 kJ/mol. Tyto hodnoty Ize
pouzit pro vypocet zmény energie za fyziologickych podminek pifi znalosti poméru
ATP/ADP . Nicmén¢, vice reprezentativni hodnota je ta, kterd bere v uvahu i AMP a
representuje tak konkrétni energeticky naboj reakce. Hodnoty Gibbsovy volné energie pro
tuto reakci jsou pak zavislé na fadé faktorti, v€etné celkového iontového naboje zpliisobeného
ptitomnosti alkalickych zemin, kovovych iontd, jako jsou napt. Mg2+ , Na+, Ca2+, K+ . Pro
typické bunécéné podminky je ptiblizné¢ AG =-57 kJ/mol .

17.2 Aerobni a anaerobni zpiisob ziskavani energie

Aerobni zpiisob ziskavani energie je charakterizovan moznosti svalovych bunék
vykonavat mechanickou praci za Gcasti kysliku. Podili se napt. na energetickém kryti
pohybové aktivity vytrvalostniho charakteru trvajici déle nez 2-3 min. Aerobni schopnosti
jsou podminény z 80% genetickou predispozici a jsou vyznamnym faktorem pro pohybovou
aktivitu vytrvalostniho charakteru [5]. Zdrojem energie pro svalovou praci je pievazné
glukéza a ATP, které miizeme vylozit nasledujicim vztahem [1]

38ADP+CH,,0O,+ 60, — 36ATP+6H,0+6CO, (17.11)
180 ¢ 192g=1344 L

Tudiz 1 g glukozy uvolni v zivé tkani ptiblizné 16 kJ. Pti spalovani tuktli se uvolni jesté vice
ATP, a tim 1 vice energie, napi. pro tukovou kyselinu (palmitic acid)



129ADP+CH;,(CH, ),,COOH+ 230,  —16H,0+16CO,+129ATP (17.12)

—_—
256 g 736 g=23x22,4=5152 L

takze 1 g palmitové kyseliny uvolni energii piiblizné 37 kJ.

Anaerobni zdroje energie vyuziva organismus v situacich, kdy neni schopen zabezpedit
dostatek energie efektivnéjSim, aerobnim zplsobem. Bez ucasti anaerobni glykolyzy a bez
tvorby laktditu (CP+ ADP — ATP + C- systém), je energie uvolfiovana z ATP a CP
(kreatinfosfat), které byly vytvoteny diive (do zasoby). Anaerobni systém ziskavani energie
délime na fermentaci a anaerobni dychani.

Fermentace —je typickym piipadem anaerobniho Stépeni cukru (nékdy nazyvédme kvaseni).
Ptikladem je kvasny proces

C,H,,O, (glucose) +2 ADP+2P — 2 C,H,OH +2 CO,+ 2 ATP (17.13)
Tento proces pouzivaji predevsim kvasinky, rostliny (houby) a pod. Uvolnénéd Gibbsova
entalpie je 180 kJ/mol glukosy, tj. AG = -180 kJ/mol . Vysledkem je etanol (C,HsOH) a
CO,.

Druhy postup je anaerobné laktatovy, kdy se energie ziskava z anaerobni glykolyzy s tvorbou
laktatu LA [1], [7].

CeH,,04 +2 ADP +2P — 2 lactic acid + 2 ATP , AG=-150 kJ/mol glucose (17.14)

Kyselina mlécna (lactic acid- CH3;CH(OH)CO;H) je bila ve vod¢ rozpustnd latka, vznikajici
rozkladem cukri ktery zajistuje bunika (svalova) a nebo bakterie. Napft. lactic acid bakteria
existuji v Gstech jimi produkovana kyselina mlécnd je ptivodce zubnich kazii. (Sul kyseliny
mlécné vznikajici pomoci pyruvatu pies enzym laktate dehydrogenazy se nazyva laktat -LA,
ktery je odpadni produkt ziskavani pfevazné mechanické energie a je nésledné odbouravan
v jatrech.)

Anaerobni dychani -je forma dychani kde akceptor elektronli neni kyslik. I kdyz kyslik
neslouzi jako kone¢ny akceptor elektront, je dychaci fetézec transportem elektronti tvoten.
Aby mohl elektronovy transport fungovat a elektrony mohly systémem prochdzet, musi byt
pritomen vn¢jsi (exogenni) konecny akceptor elektronti. U aerobnich organismi je tento
posledni akceptor elektront kyslik. Molekularni kyslik je vysoce oxida¢ni €inidlo, a proto je
vynikajici akceptor. U anaerobnich bakterii jsou pouzivany jiné méné-oxidacni latky, jako
jsou siran (SO4%), nitrat (NO™), sira (S), nebo fumarat (fumaric acid). Kde fumarat je
meziproduktem v cyklu kyseliny citronové, ktery pouzivaji bunky k produkci energie z
potravy ve formé adenosintrifosfatu (ATP). Tyto latky maji mensi redukéni potencial nez O,,
coZ znamena, ze se uvolni méné energie. Anaerobni dychéani je proto obecné energeticky
méné efektivni, nez aerobni dychani. Uvadi se, ze timto zplsobem lze vyprodukovat ze
stejného mnoZstvi potravy (glukozy) jen 5 - 10% energie ziskatelné aerobnim zpisobem.
Mnoho anaerobnich organismii mize dychat pouze pomoci anaerobnich sloucenin a zemiou v
pritomnosti kysliku.



17.3 Energetické kryti organismu pri pohybové zatézi

Existuje celé fada energetickych zdrojh pro rizné faze pohybové aktivity. Celkovy
ptehled zdrojti z hlediska jejich lokalizace je pfilozen v Tab.c.2.

Pohybova z4téz rychlostniho charakteru s dobou trvani vykonu pfiblizn€ 15 s vyuziva
jako hlavni energeticky zdroj systém makroergnich fostatit ATP a CP s nepatrnou tvorbou
kyseliny mlé¢né. Rychlostné vytrvalostni zatizeni v rozmezi 15 — 50 s vyuziva ATP a CP,
anaerobni glykolyzu s tvorbou laktatu. Zdroj energie pii kratkodobém vytrvalostnim zatizeni
do 2 minut zaji$t'uje proces- anaerobni glykolyza s velmi vysokou tvorbou laktatu
(glykolyticka fosforylace). Vysoky obsah laktatu ve svalech zpiisobuje vyrazny pokles pH
(nartist kyselosti, tj. nartist koncentrace H', a tim i narist oxidantii zptisobujici degradaci
n¢kterych proteinti )[1]. U trénovaného jedince by méla byt schopnost odbouravat kyselinu
mlécnou snadnéjsi.

Gluk6éza -» ATP+2 LA (17.15)
Vytrvalostni zatizeni stfedniho trvani 2 — 11 min vyuziva pfedevsim glycidy se stfednim
mnozstvim vytvafeni laktatu, dlouhé vytrvalostni zatiZzeni 11 — 60 min vyuZziva glycidy a
lipidy, vytvafeni kyseliny mlécné je minimalni. Velmi dlouhé doba zatizeni (del$i nez 60 min)
vyuziva jako energeticky zdroj pfevazné lipidy a glycidy, laktat se tvoii v malé mite [1].

Tkan zdroj zasoba v kJ
pti¢né pruhovana ATP 10
svalovina

CP 30

glykogen 6 700

- anaerobné 600

- aerobné 6 000

triglyceridy 11 000

proteiny 160 000
Krev glukoza 300

neesencialni mastné | 15

kyseliny

triglyceridy 150
Jatra glykogen 1500
tukova tkan lipidy 560 000

Tab. 2 Energetické zdroje v lidském organismu. ATP - adenozintrifosfat, CP —
kreatinfosfat, vztazeno na 20 kg zatézované svalové hmoty podle [4].
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Priklad:
Analyzujte proces (chemickou reakci) nazyvany Autokatalyza — rozmnoZovani, ktery
je popsan rovnici

M+ X 222X + M=, (1)

Proces probiha v prostiedi M ménicim se na prostiedi M’ s mozZnosti odtoku mnozici
se komponenty X. Ucastniky procesu jsou nasledujici slozky:

M ... je ptivodni prostiedi

M’ ... je prostiedi po katalyze

X ...je mnozici se slozka napt. molekula, burika, jedinec apod.

J, ...oznaCuje tok slozky X , pro J, >0dochazi k odstranéni z mista reakce.
Reseni:

Formulujeme diferencialni rovnici pro ¢asovou zménu komponenty X v rovnici (1).
Vyjdeme z néjaké obecné rovnice

k

P ! !
uplCI+up202+...<_k—>uplcl+UPZCZ+.... (2)

—-P

Necht’ jde napt. o p -tou rovnici pro chemické komponenty C_,a =1,2,... Tato
rovnice popisuje chemickou kinetiku s dopfednou rychlosti chemickeé reakce k, , a
zpétnou rychlosti k_ . Zde v, oznatuje stechiometricky koeficient substrat reakce
(na levé stran€ rovnice (2)) a analogicky v’ , je stechiometricky koeficient produkti
reakce (komponent na pravé stran€ rovnice (2)).Rychlost chemické reakce (2)
vyhovuje zédkonu aktivnich hmot w, =k, n”'n,” ...~ k_pnlu*"‘ ny... kde
n,, a =1,2,... jsou latkova mnozstvi (popf. molarni koncentrace) odpovidajicich
slozek. Rychlost vzniku, napt. komponenty C, je pak ddna vztahem

— dr]l _

) - ;J_p P
h=— (v =0, )W, 3)

ktery reprezentuje bilanci hmotnosti v chemickych reakcich, viz napft. vztah (5.73)

v knize [1].

Zakon aktivnich hmot aplikujeme nyni na nasi chemickou rovnici (1) a pro rychlost
této chemické reakce dostavame vztah w, =k,,n,,n, —k_n,.ny . Podle rovnice (3) je

zména slozky X dana diferencialni rovnici
2

dn ,
Ny :d_tX:(UPX _UpX>Wp:k+lanM _k_1nng'_‘]x' (4)

Rozdil stechiometrickych koeficientd je v/, —v,, =2-1=1.
Budeme nejdiive hledat mozné stacionérni stavy. Pro zjednodusSeni zavedeme

rovnovaznou konstantu chemické reakce (1) uréenou pomérem rychlosti doptedné
reakce K, a zpétné reakce Kk , , tudiz

k _h
K, =—Ll=Ae R . (5)
k—l
Zde A je konstantni faktor, a h; je energie reakce, pro h, > 0 jde o energii
spotfebovanou k rozmnozeni slozky X, viz .rovnici (5.60) v knize [1].

Za predpokladu nulového odtoku J, =0 ma rovnice (4)dva staciondrni stavy



n Ny o
— _ M _ M RT
Ny, =0, Ny, =K —=A—"e ", (0)
Ny Ny

Velikost stacionarniho stavu se zméni pfi nenulovém odtoku slozky X.
. , . . v n .
Predpokladejme zavislost odtoku na koncentraci, napf. J, =—*, kde R, je odpor

X
kladeny prostiedim. V tomto piipad¢ je staciondrni stav procesu (4) vyjadien

podminkou
n 1
[klnM,[nx -K, n—:j+§}nx =0, (7)
n 1
n,=0n,=K-"——— 8
X1 X2 1nM’ kflnM,Rx ( )

Stacionarni koncentrace jsou uvedeny na obrazku ze kterého je vidét, ze pfi rostouct
energii h, =h(n,,n,,n, )klesa i konetnd stacionarni hodnota n,,. Ukazuje se

rovnéz jak dilezity je vliv prostfedi ny, =n,, (ny ),n,, =ny.(n, )

: [ A
I-_:-.'—"e.‘(p "__—‘ BEZ ODTOKU
n R1

M L 4

n 1
=K M
n, | n,, + K R S ODTOKEM

. . . n . T
Obr. Vliv energie rozmnozovani h a odtoku J, = R—X, kde R, je odpor prostiedi na
X
velikost stacionarni koncentrace komponenty X.

Ptesné feseni rovnice (4) dostaneme jeji pfimou integraci v ¢asovém intervalu
(ty,t) ajim odpovidajicim koncentracim n, ;= n, (t,),n, (t) =n,

M a+bn,)n
i _dn 1 @Ol o askon, ——— b=k n,. (9)
nxonx(a+bnx) a |ng(a+bny,) ’ Ry
Uvazime-li, ze
a_ k,n, 1
— =M _ =n,(t>o)=n 10
b k,n, k,n,R, x( )=Nx2 (10

dostavame po Upraveé casovou zavislost mnozici se slozky na jeji hodnoté pocatecni
Ny o =Ny (t,)a na jeji hodnote konecné n,, ve tvaru



nX OnX2
N (®)= Ny, exp[-a(t—t,)]+n,, [1 —exp[-a(t _to)ﬂ o

Z tohoto obecného tvaru je zifejmé, ze pocatecni hodnota mnozici se komponenty
n, , nemize byt nulova; nebo-li proces autokatalyzy musi zacit od né¢jakého jedince.

Vidime, Ze rozhodujici vyznam ma koeficient
1
a=k,n, ——. (12)
RX
Je-li tento koeficient kladny ma prib&h n, (t) monotoénni pribéh, v ptipadé, Ze odpor
prostfedi R, klesad mlize klesat 1 koncentrace mnoZici se komponenty X.

Doporucend literatura:
[1] F. Marsik, I. Dvorak: Biotermodynamika, Academia , Praha 1998.



Priklad: Uved'te definici pH roztoku, jeho vlastnosti a popiste jeho méfeni.
ReSeni

Meéieni pH je vSeobecné znamy analyticky proces. Navzdory tomu je tento proces
velmi Casto chybné interpretovan. Tento piiklad podava vysvétleni méfeni pH,
odhaleni skrytych zaludnosti a vlivii dalSich proménnych na tuto analytickou metodu.

Velic¢ina pH je odvozena z potencidlu vodiku a je vyjadfena logaritmickym
vzorcem:

pH:_logloan (D

a,.. vyjadiuje aktivitu vodikového iontu, H". Aktivita je zdvisla na koncentraci

méfené¢ho roztoku vyjadiené poctem moli. Rovnice (1) je obvykle uZzivana v
nasledujicim tvaru

pH =-log,, [H*], (2)
kde [H*] je koncentrace vodikovych iontd, tj. poget molét H™ v 1 litru vody'.

Obvykly rozsah pH je odvozen z disociace vody
H,O=H +OH . 3)
Disocia¢ni konstanta, Ky, je definovana obvyklym zptisobem:

_[H][ow]

L[ ) fon), @

kde [Hﬂ je koncentrace (latkové mnozstvi) vodikového iontu, [OH] je

koncentrace (latkové mnozstvi) hydroxylového iontu. Pro lepSi manipulaci
predpokladame latkové mnoZstvi [H20]=1M,tj. 18 g vody. Moléarni koncentrace

gisté vody je [H,0]= 1020 =55,55 M.

Za predpokladu, ze roztok je i elektricky neutralni, tj.. pocet kladnych i zapornych
iontl je stejny, 1ze z rovnice (4) odvodit rozhodujici vztah:

[H]=[0oH]=K,. )

Kw ma pii teploté 25 °C a tlaku 1 baru hodnotu 1,001 x107'*. Z rovnice (5) vypocteme
koncentrace iontl ve vodé

[H"]=[0H"]= K, =41,011x10™ ~10” (6)

pfi uvedenich podminkéch. Substituci do rovnice (2) dostavame

pH =—log, [ H' |=—log,, 107 =7. (7)
Podobné miizeme definovat dalsi veli¢inu nazyvanou pOH
pOH =—log,,[ OH | =—log,, 107 =7. (8)

Tudiz cely rozsah hodnot pH je od 0 do 14 a neutralni roztok je definovan jako roztok
jehoz koncentrace iontl je rovna pH = pOH = 7.

kmol mol
! Koncentrace je uvadéna v Molech, tj. [H+] = [ } = {—:l =M

m’ L



Disocia¢ni konstanta Ky, je z4avisla na teploté a miize se ménit od 1,156 x10™" pfti 0°C
do 5,189x107" pii 100°C, viz Tabulku 1.

Teplota | Teplota Kw pH
°C °K pOH
0 273,15 | 1,156x107" 7,47
5 278,15 | 1,872x107" 7,36
10 283,15 | 2,964x107" | 7,26
15 288,15 | 4,573x107" 7,17
20 293,15 | 6,878x107" 7,08
25 298,15 | 1,011x107™" 7,00
30 303,15 | 1,455x10™" 6,92
35 308,15 | 2,055x107"* | 6,84
40 313,15 | 2,854x107'* | 6,77
45 318,15 | 3,898 x107" 6,70
50 323,15 | 5,245x107™ 6,64
55 328,15 | 6,957x107"* | 6,58
60 333,15 | 9,104x107™" 6,52
65 338,15 | 1,176 x107" 6,46
70 343,15 | 1,501x107" 6,41
75 348,15 | 1,893x107" 6,36
80 353,15 | 2,362x10™" | 6,31
85 358,15 | 2,917x107" | 6,27
90 363,15 | 3,567x107" | 6,22
95 368,15 | 4,321x107" 6,18
100 373,15 | 5,189x107" 6,14

Tabulka 1: Teplotni zavislost Ky, pH a pOH pfi tlaku 1 baru.

Stupnice na nasledujicim obrazku ilustruje hodnoty pH pro nékteré pouzivané napoje
kysely neutralni zasadity

pHO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
e r 1+ 111 1 1 1 1]
T i

destilovana voda (7,0)

mléko (6,6)
kava (5,0)

pivo (4,4)

pomerancova §t'ava (3,7)

vinny ocet (3,2)

cola (2.8)



Gibbsovu volnou entalpii (nékdy se uziva kratsi nazev Gibbsova energie) vodikovych
iontd ve vodé vypocteme z rovnovazné konstanty piirozené disociace vody

H,0 =2 OH +H"
Standardni Gibbsovy energie (v naSem ptipad¢ referencni chemické potencialy) jsou
pro vétsinu latek tabelovany, napft [1]. Zde nalezneme hodnoty chemickych potenciali
vniku piislusnych komponent, 7z, , =—237kJ/mol, zz_ = =-157kJ/mol,

4, =0 kJ/mol . Logaritmus rovnovazné konstanty je roven zaporn€ vzaté Gibbsové

volné entalpii

o |1
[H.0]
=-237+157+0=-80 [kJ/mol]
viz napt. [2]. Z tohoto vztahu nalezneme konkrétni velikost rovnovazné konstanty

oo

RTInK, =RT h{ } = —AG = (0 + Mo + 1y )

)

b

-80-10°

K, =ex P —
" p( 8,314-298,15

— = exp(—32,2331)=(9,969-10") " =10
RT J p( )=( )

(10)
Ke stejnym zavérim dosp&jeme z teplotni zavislosti rovnovazné konstanty

z Tabulky 1.

-0r
— -15 AH (1) AS°
— nK (p,T)=——o!| — |+ —
- _20f
Pl 3947283 6161528, ape =510
0,00366—0,00267 mol
28,3
-30f
34.4
_35 1 | 1 1 I 1 L 1 L | L | L 1 1 |
D 0,001 0,002 0,003 0904 0,005 0,006 0,007 0,008
0,00267 0,00366 1/T (1/K)
1 |
o 373,15 273,15 T (K)

Obr. 1: Stanoveni velikosti Gibbsovy volné entalpie AG z

teplotni zavislosti

K, (p.T) prop=1,013-10° Pa, T €(0°~100°C), viz Tab. 1



0

Z obr. 1 nalezneme zménu entropie =—12 pro T >, proR=8314 J/mol

plyne AS° = —99,8L a tudiz—AG® =—-AH +T°AS° =-51200-298,15-99,8 =

mol
—-80900 L = —80,9£.
mol mol

Méreni pH definované na zakladé elektrochemickych velicin

Me¢lo by byt zfejmé, ze méfeni [H*] nebo [OH*] metodami analytické chemie neni

proveditelné. Tudiz rovnici (1) musime vyjadiit v jiné form¢ — nazyvané Nernstova
rovnice, kterd popisuje pH pomoci elektrickych velicin:
RT
E=E°-—1Ina_,, 11
nF *H b
kde E znali potencidl v milivoltech (mV) a E° je standardni potencidl vodikové
elektrody (0 mV), R je univerzalni plynova konstanta, T je teplota ve stupnich Kelvina

n pocet elektronil vstupujicich do reakce, tzn. n=1, F je Faradayova konstanta a a_, je

aktivita vodikového iontu.
Dosazenim numerickych hodnot pro rtizné konstanty a pfevedenim pfirozeného
logaritmu na dekadicky se rovnice (11) redukuje na tvar:

E=E°+0,1984-(t+273,15)- pH. (12)
Clen 0,1984-(t+273,15) je znam jako Nernstiiv faktor a popisuje rychlost zmény v
mV vzhledem k teploté, viz Tabulka 2.

Teplota Nernstiiv faktor
() (mV/pH)

0 54,19
5 55,18
10 56,18
15 57,17
20 58,16
25 59,15
30 60,14
35 61,14
40 62,13
45 63,12
50 64,11
55 65,10
60 66,10
65 67,09
70 68,08
75 69,07
80 70,06
85 71,06
90 72,05
95 73,04
100 74,03

Tabulka 2: Teplota vs. zména v mV



Nasledujici Tabulka 3 popisuje cely rozsah pH od 0 do 14 pfi 25 °C.

pH mV
0 414,05
1 354,90
2 295,75
3 236,60
4 177,45
5 118,30
6 59,15
7 0,00
8 -59,15
9 -118,30
10 -177,45
11 -236,60
12 -295,75
13 -354,90
14 -414,05

Tabulka 3: pH vs. mV

Jak je pH ve skute¢nosti méreno?

Z predchozi diskuze by mélo byt zfejmé, Zze pro méfeni pH musi existovat elektricky
obvod. Tento obvod zahrnuje méfici (nebo sklenénou) elektrodu (pro urceni E),
referen¢ni elektrodu (ke stanoveni E°) a néjaké zaiizeni pro meéfeni elektrického
potencidlu (mV) mezi dvéma elementy, viz Obr. 2.

referen¢ni

H
p elektroda

elektroda

Obr. 2 métici obvod pH

Poznamky:



Kyseliny-acids — H" donates (dav4)
Zasady- bases — H" accepts (pohlcuje)
reakce kyselina-zasada (acid-base reaction)
HA+H,0 2 H,0" + A~
N N N

kyselina zésada slouceni kyseliny  slouceni zasady

(13)

se zasadou s kyselinou

Rovnovazna nebo disociacni konstanta
H.O" || A~
K, = [ 3 }[ ] (14)
[HA][H,O]
Pro ¢istou vodu
H,O=OH +H"

kmol mol

[H,0] = koncentrace — === M
m
IL...1k
8 viLije 1900 _ 55 smol_ 555
lkmol ... 18 kg ...18 L 18 L

Z rovnice (13) a (3) vyplyva

szma K, =[OH|[H"] =107 M? (15)

25°C=298,15K
[HZO] p=101325 Pa

MnozZstvi obsahujici stejny poc¢et moll [OH_} = [H+] =K!>=10" M

/O ... silna kyselina
pH = —log[H*] T7 neutralni roztok (krev [H*]=4 -10® M; pH=6)

14 ... silna zasada

Biologické latky se méni podstatné s malymi zménami pH. Vyzaduji prostredi, ve
kterém je pH nesenzitivni na slu€ovani kyselin nebo zésad , tzn.
HAZ= A +H”
4 N

kyselina konjugovana zasada
Takové prostiedi nazyvame pufr (angl. buffer) ,viz Obr.3



1,0 =y 1,0
0,6 -0,6
0,41 , -10,4
octova kyselina |}
0,2 CH;COOH= -10,2
' 0,0
0'00 4 '

pH
Obr. 3 Dva typické pufry pro rizné hodnoty pH.

CH,COOH & H™+CH,c00"  [H'][A"]

HA = H +A"
NH, = NH,+H" (A ][H]
HA = A +H' [HA] 7

pH roztoku je urceno relativnimi koncentracemi [HA Ja konjugovanymi zasadami [A’]
HA] ok ]

H |= K[—, H=-log| H" |=-logK+log=——=.
(A [A] p g[ '] g g[HA]

Titraéni kiivka- postupné ptidavani OH (resp. zvySeni [A7]) .

Henderson-Haselbachova rovnice pH=pK+log [[I?A]]

(rovnost kyselosti), je-li koncentrace kyseliny [HA] rovna koncentraci jeji
konjugované zéasady.

, pK je numericky rovno pH

Doporucena literatura:
[1] P. W. Atkins, Physical Chemistry , Oxford Press, 1999.
[2] F.Marsik, 1. Dvorak, Biotermodynamika, Academia Praha, 1988



MODELY SVALU A SVALOVA PRACE

shierarchicka struktura svalu
*modely -biomechanicke
-termodynamicky



Hierarchicka struktura svalu

Fascicle
Muscle fibers
: Axon of
Myofibrils Sarcolemma motor neuron

Blood vessel

Nucleus

Sarcoplasmic
reticulum

Filament‘




Hierarchicka struktura svalu

osin (thick
ryy \\"c "'?'r mmené )
Iy A\ Y SRV T Actin (thin)
%) SaSMETD> T SGN 7 filaments

Iy




Sarkomera
zakladni kontraktilni jednotka

Nebulin  Active site
G actin molecules

Titin Z line Actinin

........

Troponin <= "
(a) Z line and thin filaments Topamyose
(b} Thin filament
Sarcomere
M line
Pyt [ >
= AN 20
GV A
s v VS Myofibril
ANAN 0 ey
VU AV T
- LA T - S 111711 e
LTI T ] T
! H zone
Z line )
M line

Myosin tail

(c) Thick filaments

(d) Myosin molecule Hinge
Copynght © 2004 Paarson Education, Ino., publishing as Benjamin Cummings



Excitace a kontrakce

_ Stimulace svalového

-_‘_-l"

vlakna

__Uvolnéni Ca?"

Sarcolemma

#am.m diidig§

Muscie fber
oontractlon

Gopyright @ 2004 Pearson Education, Inc., , pblishing as B T tubules
Copyright © 2004 Pearson Education, Inc., publishing as Benjamin Cummings



Vapnik se vaze na troponino-tropomyosinovy komplex.

Ten se nasledné otaci a uvolni aktinové vazebné misto.

Resting sarcomere |:> STEP 1: Active-site exposure

Copyright © 2004 Pearson Education, inc., publishing as Banjamin Cumminga



The active site on actin is
exposed as Ca?* binds

troponin. = i'H’E site ..
op Myosin head - @ Actin
=0

@)The myosin head forms
a cross-bridge with actin.

During the power stroke,

@the myosin head bends,
and ADP and phosphate
are released.

A new molecule of ATP
@ attaches to the myosin
head, causing the

cross-bridge to detach.

ATP hydrolyzes to ADP
@ and phosphate, which

returns the myosin to the

“‘cocked” position.




Hlava myosinoveée
molekuly se navaze na
aktinoveé vazebné misto.

=
Q\
L )

- gﬁ. "‘!-_‘
OO0
®-

STEP 2: Cross-bridge attachment

Copynght i© 2004 Pearsan Educalion, Ine., publihing as Banjamin Cummings

Po navazani dochazi ke
konformacni zméné v krcku
myosinu (uvolni se ADP) a
vlakna se posouvaji relativné
vUci sobé (vlastni kontrakce).

l:> STEP 3: Pivoting of myosin head



ATP nahradi ADP+Pi, .. @ obe vlakna se
vrati do vychozi
nastava odpojeni vliaken ... pozice.

STEP 4: Cross-bridge detachment STEP 5: Myosin reactivation

Copyright © 2004 Pearson Education, Inc.. publishing as Benjamin Cummings.



STEP 1: Active-site exposure

Copyright © 2004 Pearson Education, Inc,, publishing as Benjamin Cummings

Cyklicky proces pokracuje tak dlouho, dokud jdou k
dispozici vapenaté ionty a ATP. Myosinové hlavy se
,aktivuji“ asynchronne.



Excitace a kontrakce

__ Stimulace svalového

|

vlakna

__Uvolnéni Ca%t

__Kontrakce sarkomery

Svalova kontrakce

RUst svalového napéti

—

.

Copynght © 2004 Psarson Education, Inc., , pblishing as Benjamin b Gmminga




f
N, &N, kinetika kontrakce

— g L s s L

Huxieyho model

¢ Jakym fyzikalnim
zpusobem se sval
smrstuj?

* 1959 - Model
klouzajicich filament
(interakce aktinu a

myosinu) » Co zpusobuije toto

zkracovani?

47na poloha M
oln(x,t):an(x,t)_v(t)éh(x,t):(l_n()(’t))f (on(xt)g(x) 0 ©Omgyamé poloha
dt ot OX 5 /X
myosin : -
V(t):—%=ﬂ i ; || L )
dt dt ; /
| délka poloviny sarkomery actin T -

| > X g (—40,47.6)nm velikost posunu mezi A-M

N, ——pocet nepiipojenych (pasivnich) mustku

n(x,t):NNa, N, +N, =N

a u

N, ——pocet piipojenych (aktivnich) mustku



a [-]

Huxleyho model

on(&,t - On(&,t
i‘)f‘ - v(t) (()ff ) - r(t)f(§)lalls) —n(&, )] — g(&)n(&, 1)

» Vapenata aktivace

] a4 3 ; Il

T = gl — Sl — % L O (2 - — b0,
AL = ghls =T C'=e+26Q0 +7(2+ =) (1 — bQo)
Force (F/Fy) B &
1.0 1
1.0 5 a f =
Ee———
b | ——]
0.5 F - 0.5 1 c |. —._I
d .k - - )
d 3 eI TRYOSIL actin 4
0.0 : 0.0
1.0 2.0 1.0 2.0 30 4.0
£ [-] sarcomere length pm

PriliSs mnoho neznamych a obtizné se verifikuje



1934 - Hillav
model
svalu

MODEL
— oy e & & & &
PEC
End of of connective tissue End of
muscle muscle

Hillova rovnic: (P + a)(V+




Gordon graph
The variation of iSometric tetanus tension with sarcomere length in single fibres from frog
striated muscle.

15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
A Sarcomere length (um)

3.7
- ST .
2.2

~ >
I
2.0

— T
- -

3
Y




1.0
| = Norm. exptl. data
1 2 F
Vrn v 3 _Fm
3 Hill' Eq. . P am =
B | 5 q. (4.6] - [F ] P 2
g m m —_— o+ —
o F F
m m
7 (for Fm = 951.6 [N/kgl, v = 0.0853 [m/s]
0.6 — _‘;"‘ = 0.25)
&1 I
0.4
0.2
0.0 T
0.0

Fig. 1: Hillequation (4.6) is derived [rom the seneral entropy balance equation (4.1) by the heat
flow (4.5). Comparison with the experimental data for a frog muscle [2].

J. Non-Equilib Thermodyn. Vol. 19, 1994, No. 3



Rozhodujici roli hraje pri tzv. excenrické kontrakei, tim, Ze zvySuje, pop¥. sniZuje elasticitu sarkomery
Titin is the largest known protein; its human variant consists of 34 350 amino acids, with the molecular weight of the mature
"canonical" isoform of the protein being approximately 3 816 188.13 Da. Its mouse homologue is even larger, comprising 35.213
amino acids with a MW of 3 906 487.6 Da. It has a theoretical isoelectric point (is the pH at which a particular molecule carries
no net electrical charge in the statistical mean ) of 6.01.The protein's empirical chemical formula is
C169,723H270,464N45,688052,2435912.

Z-band Thin filament (actin) ;j Z-ban

Soleus




Trasformace chemické energie na mechanickou energii ve svalu
Termodynamicka koncepce

Produkci entropie miZeme vyjadiit jako bilinearni
formu

:ZJva > ()

J, kde jsou termodynamlcke toky a X, jsou
termodynamlcke sily. Pfehled vSech Vyznamnych
sil a toki je uveden v Tab. 20.1.



Tab. 20.1. Termodynamické toky a termodynamické sily

Tok J, Sila X
teplo j, v 1
T
viskoplastickvy d
- pro pevné latky t, (7.d,t, ) T
- pro tekutiny p, divy
- viskozita t, —>' p v, @vp, r
d
T
- namahani t t,
namahani t , +t, v, ®V[l_]
koncentrace difuze j,, Vit,
T
t difuze j 1
termodifize jp, {”m_%}v[_]
T
elektricky tok j,, F, _ zf Vo
T M. T
kapilarni tok j, &=+lV(o-a)
T :
chemicka reakce a fazovy pfechod ¢ A,
T



Electro-chemical potential

ﬂa(T,t;jl,Ca,¢,O')Zﬁa(Tatg)“LRTID(C“ j+ZaF¢+A_“g [ ] }

Reference pot. O /Influence Co kmol
of pure substance of el. field
Influence of Influence of
concentration capillarity,
for water only
a=H,0

g(c ) water surface tension depends on a solute concentration C
a . a
on the surface A_in 1 m? of the porous membrane



Application of linear non-equilibre thermodynamics to muscle
performance and tissue remodeling.

Chemical reaction, e.g.: for muscle contraction -- muscle relaxation
ATP+C ==> ADP+CP + 33[kJ/mol]
CP=> C+ P
Mechanical loading for tissue remodelling.

Cross effect between chemical reaction Wp

{ kmol

3 and mechanical
m's

J
energy concentration p{—3=Pa}
m

Energy dissipation (entropy production) is

To(S) = pd

o TWA 20




Linear relation between mechanical energy and
energy of chemical reactions

p =1,d,+l, A ..mech. energy generation

w, =l d,+l A, ..chem. reaction rate
a_v .
dyy = N, +—L 4+ N, __P {l}....volume deformation rate
ox oy oz o s

A = ZU ok, - chemical afinity (A, <0 forspontaneous reactions)

|
= val . —1<g<1, ... (o(5)=0)

PP WV

| Js | kmol | kmol
w F’ pv — vp m® ° *°| Im’s

viscosity,coupling-Onsager relation, constant of chem. reaction rate




Coupling coefficient (] 2_:.-1<g<l1, .. (0(S)=0)

PP WV

Efficiency of the transformation of chem. energy to mechanical energy

G

H- Lo f(Q+5) _ 1+q
0 +2q0 +1 _
pd(1)+WpAp +<fo+ max{d(l),Ap} 29 +—-q
. . ; Ivv d(l) 2
Maximum efficiency is for 4o =0 |- ——=-1£41-0" <0
Ipp Ap

1)o>0,0<0 } { H >(Q -.-mech. energy comsumption,

e.g.: trembling- physiol. reaction
2)0<0,q>0 H <O ... mech. energy generation



Linear relation between mass diffusion and
electric current

Io {kmzol} =L, Oty | +L,, OLs 8¢, water diffusion flux
“| m’s W@cw¢8y ¢ | oy

I [kmzol} =L, Oty | +L,, Oty | OF elecric current

F| ms oc,, ) oy op |

L., =L, .- ¢lectrophoresiscoefficients - Onsager relation

Diff. coef.... —L, >0,conductivity — L, >0,

. . . 12
physical dimension of all coef. are {kmo }
ms
Coupling coef. q = 2w ... close relation to electrophoresis

L, L

w €€



Extreme magnitude of electric flux through nerve fibre depends on
electrophoresis coef. g2 only

electric power  5q+6° | 1+
total dissipation 1+250+6 fmx 21— a (11—
otal dissipation g+ max | ( )

in all operating modesoq <0,

for S = /ll__ee { electric intensity } \/
. D\,

concentration gradient
Conclusion

) .. .
for q>0, 5“{ electric intensity }< 0. iec. og . O Lu _g

concentration gradient
1.) Chem. reac. generate el.flux

electric intensity }

for q<0,6u{ >0, 1.e., @¢>O E>O

- oy

El. flux generate chem. reac.

concentration gradient



Empirical relation of mechanical tension in the heart muscular fibre - Hill's formula

- A
p — (“( d

. !
p max (“( ¢} +A

in

Cppy " intracellular calcium concentration

[ - exponent characterising sarcomere length (Z =2 for 111}-'00511‘diu111)
K = - Menten-Michaelis constant ( K, =cq, forp ... '2)
in

~

p. - maximal tension
max

Relationship for the hydrodynamic blood pressure

r - cardiac cavity internal radius

p(f)z e (] (z‘)_l + 211K ey e ¢ (1) h - cardiac muscle wall thickness
' - al’ . ) :
A r J7 - cardiac cavity volume
elasticity ofheart  {ransformation of chemical energy I” - cardiac cavity residual volume

into mechanical energy

k - material constant
chem



HEART MUSCLE CELL ENERGETICS

Thermodynamic relation between density of mechanical energy (pressure) and
chemo-mechanical properties of heart muscle

A » ] > o =117 3
v prp—Lre—Le=lV, [J..m ]

rp(s) - relaxation time characterizing muscle plasticity
z, (9) - relaxation time characterizing muscular viscosity
- 0 : .
) (T m ) - heart muscle tension
E (J_.--'m ) - Young's module of elasticity of collagen contained in the heart fibres
e (l) - relative contraction of a heart muscle cell
e (la) - contraction rate
4% (J_..-'m ) - mechanical energy
chem -



SHRNUTI

Huxleyho model:

* pfilis mnoho proménnych, ale po nafitovani
popisuje verohodne dynamiku kontrakce

Hilldv model:

 jednoduchy na pouziti ale nevyjadruje pravou podstatu
kontrakce,

Termodynamicky model

 formalné jednoduchy dobre verifikovalelny a zahrnuje
vliv chemickych procesu, nevyjadruje ale,
skutecny mechanismus kontrakce



Bunécna membrana

*Oddéluje vnitfek bunky od vnejSiho prostredi

*Selektivné propousti ionty a organické molekuly

*Ridi i latek pohyb uvnitf i vné

-Je tvorena dvojvrstvou a zpevnena proteiny

Ugastni se adheze, vodivosti, pfenosu signald

*Slouzi k zajisSteni mechanickeé pevnosti celé bunky
(soucasti cytoskeletonu)



Extracellular fluid

Mucleus
Cytoplasm

Cell mermbrane
Carbohydrate

Glycoprotein
Globular protein

Protein Channel
(Transpaort proteind

Cholesteral

Glycolipid

Surface protein

Globular pretein

Alpha-helix protein
(Intagrall

Integral protein)
Peripheral protein

cytos kaleton

Phospholipid bilayer

Phospholipid

(Phosphatidylchaline)

Hydrophilic head

' Hydropbehbic tail

AP e e B A

A — el e § A



Lipidoveé molekuly tvori dvojvrstvu.
Polarni hlavice (zluta) oddeluji hydrofobni konce (sedé)
od vnejsiho i vnitrniho vodneho prostredi.






Piiklad: Difdzni viny. Ukazte na ptikladu dvou konkurujicich si autokatalytickych
reakci s difuzi moznost oscilaci konkurujicich si komponent a existenci difiznich vin.
Piedpokladejte, Ze konkurujici si komponenty C,,C; vystupuji v kinetickych

rovnicich
C,+C,22C, +1,, (p=1)
k+2
C2+C3K—<T>2C3+J3’ (p=2) 0
k+3 )
C3 (Tczp (p=3)

Uvedeny systém rovnic je rozsitenim ekologického modelu Lotky-Voltera [2],
nazyvany téz model dravci ( C,)-kofisti ( C,), o pfitoky (J, > 0) popfipad¢ odtoky
(J, <0) odpovidajicich komponent.
Reseni
Rychlosti chemickych reakei (1) stanovime podle zakona aktivnich hmot, t;.
W, = k+1n1 n, — kflnz2
w, =k,,n,n; - k—2n32 (2)
W, = k+3n3 - k73n4
kde n,, o =12,... jsou latkovda mnozstvi (popf. molarni koncentrace, pocet jedincii
v populaci apod.) odpovidajicich slozek. Pfedpokladejme, ze rychlosti zpétnych
reakci jsou nulové, pak rychlost vzniku sledovanych komponent C,,C, je popsana

diferencialnimi rovnicemi

%:Wl_wz"'\]z:k+1n1n2_k+2n2n3+J2’ @
%:Wz_wf"‘k:k+2n2n3_k+3n3+‘]3' ¥

Tyto rovnice reprezentuji bilanci hmotnosti v chemickych reakcich, viz napf. vztah
(5.73) v knize [1]. Toky J,,J, miZzeme nahradit difiznimi toky

o’n o’n,

JzzDzaTzza J3:D387- (5)
Budeme vysetiovat nasledujici ptipady
1) J,=J,=0,
2) J,=J,<0, (6).

3) J, =-J,.
Koeficienty difuze D,,D, mohou mit jak kladné tak 1 zaporné hodnoty v zavislosti
na piedpokladaném sméru gradientu koncentrace. Znaménkem koeficientd D,, D,

stanovime, zda komponenta pfitéka (J, >0) a nebo odtéka (J, <0). Prostorovou



soufadnici jsme oznacili r a pfedpokldddme pro jednoduchost popis difuze
v kartézskych soutadnicich.

V realném ptipadé, kdy je soucasné feSena rovnice difuze a mozné priubchy
koncentraci jsou, napf. n, ~ arctg[(r-r,)/5,], a n, ~ arcetg[(r-1,)/6,] pak plati

o’n,  2(r-n) a’n, 2(r-r,)

2 2 = (7)
0
()
%,

arZ B 2
S| 1+ ~h
53

a odtok komponenty n,, tj. J, <0 je zajiStén pro oblast r>r,, koeficientem diftize
D, >0, viz Obr. 1b). Pfitok slozky n, v této oblasti je pfi kladném koeficientu
D, >0, vyvolan jen pribéhem koncentrace ve tvaru n, ~ arcctg(r/d,), viz Obr. 1b).
V této vice kvalitativni analyze nefeSime konkrétni priitbéhy koncentraci slozky n, a
proto vyjadiime jeji ptitok , tj. J, >0, pro r>r, zavedenim zaporného koeficientu
difuze D, <0.

Pro popis prostorové difuize sférickymi soutfadnicemi by vyzadovalo zavedeni
Kelvinovych sférickych funkei na misto funkci harmonickych. Kvalitativni vlastnosti
feSeni jsou vSak stejné.

Nalezneme stacionarni hodnoty koncentraci n,, n; tim, Ze polozime levé strany

rovnic (3), (4) atoky J,,J; rovny nule, tudiz

K, My —K,Ny0ns =0, (8)
K,2NpoNyo —Ky3ny = 0. 9)
Z rovnice (9) plyne
K k,,n
n, =—2n,, =—1 10
20 k+2 30 k+2 ( )
kde n, k,,,k,,,K,; jsou néjaké zadané parametry lohy. Jejich hodnoty jsou vesmes

kladna ¢isla.

Budeme hledat kvalitativni vlastnosti feseni rovnic (3), (4) kolem stacionarniho stavu

(10). Piedpokladejme feSeni ve tvaru malych harmonickych poruch velikosti on,, on,
n,(t) =n,, +on, exp(wt —kr), pro o =w, +iw,,, K=k, +ik,,

" (11)
n,(t) = n,, +on, exp(wt —Kr).

Frekvence @ a vinové Cislo K jsou komplexni ¢isla. Dosadime vztahy (11) do

vychozich rovnic (3), (4) a budeme uvazovat diftzni toky (5). Zanedbanim clend

malych druhého tadu a vysSe, dostdivame homogenni soustavu linearnich rovnic pro

poruchy on,, on,
—(a)— k., +k.,n, — k2D2)5n2 —k,,n,,on, =0,
(12)
K,Ns00n, —(@+k 5 =k ,n,, —k*Dy ) Sn, = 0.

Pouzijeme-li vlastnosti stacionarniho stavu (10) redukuje se soustava (12) na rovnice

~(@-K’D, ) 8N, —k ,n,,6n, =0,

(13)
k,,n,,oN, —(a)— k2D3)§n3 =0.



Tato soustava rovnic ma nenulové feSeni (existuji néjaké flukuace koncentraci) jen
v tom piipadé je-li jeji determinant roven nule, tj.

o’ +wk’(D, +D,)+k*D,D; +k, k.n, =0 (14)
coz je splnéno v pfipadé, Ze plati nasledujici vztah mezi frekvenci @ a vilnovym
C¢islem k

2 4 2
k (D2+D3)+\/k (D, +D,) _K*D,D, —k_kun =w, +i@ . (15)

w=-— B L 4 +174370 11

Vzhledem k tomu, Ze parametry n,, K, ,K,; jsou kladna ¢isla a diftzni koeficienty
D,, D, mohou byt kladna i zaporna podle sméru toku (6). Znaménkem koeficientl

D,, D, nahrazujeme vliv koncentra¢niho gradientu, viz Obr. 1b).

Pro pfipad 1) ve vztahu (6) plati, ze D, =D, =0a dochézi pouze k netlumenym

o, =ik, k0, (16)

kolem staciondrniho stavu (10), viz Obr. 1a).
V piipadé,ze jsou oba koeficienty diftize kladné a sobé rovny, tj. D, =D, =D

oscilacim

ma frekvence (15) redlnou a imaginarni ¢ast
w=0,+io, =-k’Dtiyk, K.,n (17)
a vedle oscilace koncentraci n,, n, kolem stacionarni hodnoty (10) dochazi k jejich
utlumu s rostouci vzdalenosti r.

o TN Y . on, on, .,
Jind situace nastane v pfipadé€, Ze koncentracni gradienty 8_ a — majl
r

opacny smér, napf. tak jak je uvedeno na Obr. 1b). Tuto skute¢nost vyjadiime
opacnymi znaménky koeficienti difuze, tj. D, = D, D, =D . Frekvence (15) ma jen
imaginarni ¢ast @, , kterd odpovida opét netlumenym oscilacim jako v pfipadé€ 1) ve
vztahu (6) ale tentokrat s frekvenci

o, =2rf :2T—” =+ Jk k. ,n —k‘D . (18)

ktera je vazana s vinovym Cislem k =27/ 4 atedy i s vinovou délkou A postupné
viny
n,(t) =n,, +on, exp(a@,,t —Kr),

(19)

n,(t) = n,, +on, exp(e,,t —Kr).

viz obr. 1a). Tyto postupné viny reprezentuji koncentracni viny, které jsou
pozorovany pii tzv. Belousové- Zabotinského reakci, viz [2]. Ve specialnim piipadé
kdy je frekvence (18) nulova je koncentracni hranice stacionarni a vinova délka 4 ma
nasledujici vztah k rychlostem chemickych reakci

A= _ 272D (20)

\ k+1 k+3 r]1 '



Tvar takové stacionarni viny je schematicky zobrazen na Obr.1b). Vzdalenost 4 na
které dojde k prudkému nartstu koncentrace je urc¢ena rychlostmi 1. a 3. chemické
reakce a velikosti difuzni konstanty.

s,
(dravci)

nzg (kof‘iSti)
Obr. 1a) Stabilni oscilujici feSeni kolem staciondrniho stavu (10).

0. Os

Ilz,Ils <« » >

N:~arctg [(I‘-I‘o)/ 0] 1, T, n3~arcctg[(r-1“o)/ 3]

> | <
ODTOK A  PRITOK

’ -
.......................................

T, T
Ob r.1b). Schematicky tvar koncentra¢niho gradientu pii vzajemné kompenzaci
chemické reakce a difuze.

Doporucena literatura:
[1] F. Marsik, 1. Dvotak, Biotermodynamika, Academia Praha, 1988

[2] P. Glansdorff, I. Prigogine, Thermodynamic theory of Structure, Stability and
Fluctuations, John Wiley & Sons Ltd., London, 1971



Piiklad 23
Formulujte rovnice jednorozmérného isotermického nestlacitelného proudéni
elastickou trubici prufezu A(X,t) jejiz sténa je charakterizovana konstitutivnim

sShE[( A )
ppo=ﬁl{xj 1]. (23.1)

kde h je tloustka stény, E je Youngiv modul pruznosti.

vztahem tvaru

ReSeni:

Vyjdeme =z bilan¢nich rovnic odvozenych v ptfikladu 4 a upravime je pro
zjednoduSeny pfipad nestacionarniho, nestlacitelného, izotermického proudéni.
Definujeme veli¢inu

m=Apv, (23.2)
pratocné mnozstvi pomoci které¢ budeme formulovat rovnici bilanci hmotnosti
pLA am_, (23.3)
op ot oOXx

Bilance hybnosti ma tvar

am m? oA op 2m ém (23.4)
— ||ty *+*+— | =— A|—+——=0r,,

pA” ) op ox Ap ox
kde na obvodu trubice O (= zD... pro valcovou trubku)je te¢né napéti

2
NPV (23.5)
Y|, 2
vyjadiujici vazké tfeni o sténu trubice. Toto tfeni vyjadiime pomoci tieciho
koeficientu ¢, , ktery ma pro laminarni Poisseuillovo proudéni tvar
64 D
C, =—,Re=—L", (23.6)
Re H

T, =M

Analogicky ptikladu 5 oznac¢ime

-1
¢ = A(%J = A(@_p] (23.7)
pLOp p\OA

jako rychlost pohybu pulzni viny vzniklé v disledku elastické deformace trubky.
Z formélnich davodld lepsiho zapisu vychozich bilancnich rovnic (23.3),(23.4)
zavedeme oznaceni
A
pA_p[LAI_A
op Adp) ¢

ve=—, (23.8)




Zakony bilance (23.3), (23.4) pfevedeme na konzervativni tvar

op o (c’m o (c?
=+ =m—| —|,
ot ox{ A ox\ A
a—m+£(Ap+2vm)=(OrW+ pa—A+2m@).
ot ox OX OX

Vektor proménnych oznaime Y =(p,m)=(Y,,Y,) a dodate¢né parametry jsou

(23.9)

A,c?,v, které jsou rovn&z funkcemi (X,t).

Vektor tokd ozna¢ime

CZ

F= " : (23.10)
F, =AY, +2vY,
a vektor zdroji
2
erg(3)
X (23.11)
H, =0r, +Y, ai+Y2 @
OX OX
Konec¢ny tvar vychozich rovnic (23.9) je
oF (Y
YL . (23.12)
ot OX

Jde o soustavu dvou hyperbolickych rovnic které maji dveé redlné charakteristiky

= =vzc (23.13)

muzeme na okajich zadavat vzdy jen jednu z okrajovych podminek, viz obr.1 a obr.2.

1. varianta

A(x.1) dopotitat p | “.zadatm

"_tok hmotnosti 77 dopoéitat

N —
obr.23. 1 Okrajové podminky pfi zadaném vstupnim tlaku pozadovaném vystupnim
mnozstvi

zadat?l

zadat E/ Qk hmotnosti m dopogitat tok hmotnosti 11 dopoéit:’a/t/‘/

2. varianta

obr. 23. 2 Okrajové podminky pti zadaném vstupnim a vystupnim tlaku.




Zpusob numerického FeSeni
K feseni mizeme pouzit MacCormackovou metodou prediktor-korektor, jejiz schema
je

v n At n n n

Yi=v, —E(FjH—Fj )+AtH]

—n 1 n oon At (=n —n —n

=2y, +Yj—E(Fj—Fj_1)+AtHj , (23.14)

n+l _ y n+l n
Y, =Y, +eD,F.
Posledni vztah vyjadiuje tzv. umély disipacni Clen, ktery se zavadi k potlaceni
numerickych oscilaci. Jeho nejcastéjsi tvar je

n

oYl Y =2Y"+Y"
DY~ == 1 P 23.15
P |J. AX’ ( )
a koeficient numerické disipace (tlumeni) m velikost £ € (107*,107), podle povahy
ulohy.
A
(C+v)+—t <1, (23.16)
AX

kde c je rychlost malych (zvukovych) poruch ve vysetfovaném mediu.



Priklad 24:
Dokazte v termodynamice cCasto uzivané matematické identity (3), (4),
Ptredpokladejte, ze veliCiny X, Y, Z jsou vazany funkcni zavislosti

f(x,y,2)=0, resp.

x=x(y,2), y=y(x2), z=2(xY).

JestliZe jesté navic je funkce w funkci libovolné dvojice téchto tii proménnych, t;.

w=w(x,Yy), popf. w=w(y,z) &iw=w(x,z),
plati ndsledujici identity:

ReSeni:

Zavislost (2) si miizeme piepsat do tvaru
x=x(w,y), y=y(w,z), z=z(w,Xx).
Totalni diferencidly téchto funkci jsou

dx — X dy+0dz—(ﬁ) dw=0,
ay w aW y

0dx +dy —(%j dz —(%) dw=0,

—(@j dx+0dy+dz—(ﬂj dw=0.
OX w ow X

Predpokladejme, ze w = konst, pak dw=0 a soustava (7) ma
dx—(gJ dy +0dz =0,
o )
Odx +dy — (@j dz =0,
oz

w

—(@] dx+0dy+dz =0.
oX )\,

(5).

(1)

2)

)

(4)

)

(6)

(7)

tvar

(8)

Jeji nenulové feseni dx,dy,dz muze nastat jen v piipadé, Ze determinant této soustavy

je nulovy, tj.



det

-

x
oy

I

oy
0z

i

0z

OX

)

w

)

{5l

- \ax ), ’
OX OX

resp. (5) :(aj (

Timto je dokézéana identita (3).
Identita (4) plyne pfimo z definice inverzni funkce, napf.

%y

0z

x=x(y,z), resp. x=x(y(x,2),2). (10)

Totélni diferencial této funkce vyhovuje podmince

dx — X (ﬂ) dx =0,
oy ),\oxJ,

)y

oy ), (Wj '

oX /,
Vyuzitim vlastnosti totalniho diferencialu funkcei (1). Odvodime ildentitu (5), t;.
dx—(% 8x) dz=0,
y

d 2=
ayl d [
_(5_3/

OX

oz
j dx+dy—(@j dz =0,
z az X
0z
_(&
Diferencialy dx, dz, dy jsou feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic (12) a

oz
j dx—(—j dy +dz =0.
y ay X
podminka nenulového feSeni této soustavy je nulovd hodnota determinantu matice
této soustavy

(11)

(12)



@ v @)
oX ), oz ),

R -REE -0 @
oy J,\oz ),\ox ), \ox),\oy)\oz), \oz) \ox), \oz) \oy),

oy ),\ X,
Vyuzitim identity (11) miZeme podminku (13) pfepsat do tvaru

@)@ @)@)@)] o e

Oznacime na okamzik vyraz
3218 - »
oy ),\ oz ), \ox),

Pak podminka existence nenulovych diferencialii (13) ma tvar
X2 42X +1=(X+1)" =0. (16)

Resenim této rovnice je hledany vztah (5), t;.

(5_XJ (a_y) (@) _ (17)
oy ),\ oz ), \ox),




Piiklad 30

Z formulace zakona bilance hybnosti v integralnim tvaru

[piidv="{tida+ | pfidv (30.1)
se;rvaéné sila povr(ghové sila oi;jemové sila

naleznéte bilanci mechanické energie po proudnici.

Reseni: Piejdeme k lokalnimu tvaru zakona bilance pro tenzor tlaku P” definovany z
povrchovych sil t' vztahem

t'=P'n,, da, =n,da, kde P' = p(p,T)5" - Py, (30.2)
kde da=(da,da,,da,)=nda je orientovany element povrchu, p(p,T) je
hydrostaticky tlak a P). je tenzor vazkych (disipativnich) napé&ti. Vychozi lokalni tvar
zakona bilance hybnosti je

opv' 0 i
% al(pVV+P) Za:pafa. (30.3)
Po dosazeni z (30.2) dostdvame a vyndsobenim skaldrn¢ vektorem rychlosti v
a(pvi) ) R
——V Vv —(pvV +V'——V—P"+ v 30.4
at axl (p ) 8X' dis zpa ( )

Timto formalnim postupem jsme dostali bilanci mechanické energie, tj. [W]

Upravime a pieskupime jednotlivé cleny

v(ap o(pv') o (v L6 (v o o
(V)(aﬁ o | Plal 2 )T w2 e +8t+V8x'_(305)

o(p+e) 0 i OV’ P
+—(Vv'P P, , pro =—
ot aX ( dIS) dis XI p zpa Zpa aX
Vyuzijeme rovnice bilance hybnosti a definice materlalove derlvace
ol pv
P, (pl )zo, b=y P (30.6)
8’[ OX ot OX

rovnici bilance mechanické energie pak miizeme psat ve tvaru
Aal27?) s\ 277)) a T o

V) (p+e) 0 iy on OV
P 7+¢J+p:T+§(v Pdlis)_Pdlisa'

(30.7)

Jestlize zanedbame teni, tj. P =0 a procesy jsou stacionarni dostavame
nejjednodussi variantu zakona bilance mechanické energie, tzv. Bernoulliovu rovnici

]% £V2—] D V2 2 tj'p V2 V2
—+Q H+— dt:(—+(pJ +|—d =[—+gpj —(—-1—(0)
" 2 o 2 T P 2 , 2

1

Py
; Jd_p ~0  (30.8)
P

1 P




kde integrace probiha po proudnici (¢ara tecna ke sméru rychlosti) s délkovym
parametrem S

dt = v'dx' =|v|ds. (30.9)

Bilanci mechanické energie miZzeme formulovat i obecnéji. VyuZijeme bilance
hmotnosti a nasledujicich identit

.Op |8p_6V' ._££ P
A e P P (ppj ppﬂ{j [/J

(30.10)
: 0 o1 '0
vj, LR _p I[P pOf L) v, '—B
pot al p at\ p POX p
a dostdvame bilanci mechanické energie v obecném tvaru
V2- p_ a(p+¢) 8V| i 8VI a i
+—+ — 4+ p—-—P; + v'P ). 30.11
p[z P (pJ ot Pax o ax'( ) ( )

C e, .. . o' s y
Odtud je ziejmé, Ze pro nevazkou a nestlacitelnou tekutinu (F =0) plati, Ze soucet
X

kinetické, potencialni a tlakové energie jsou v kazdém misté tekutiny konstantni, tj.

2
Y P p—konst. (30.12)
2 p

Jde o jakysi ,,Zakon zachovani mechanické energie®.



Piiklad 31.

Zakon bilance momentu hybnosti (zdkon rovnovahy momentt) télesa o objemu 77
v bodu y ma tvar [1]

J-(x—y )x pvdv = I(x—y )xtda+’J.(x—y )x pfiv, (3L.1)

¥ oy
ve slozkovém zépisu

Jpgijk (xj —y! )vkdv = J‘ Eik (xj —y! )tkda+ '[ PEi (xj -~ yj) fdv. (31.2)
7 o 7

Vektor povrchovych (plosnych) sil ptisobicich na element plochy ma komponenty
t :(tl,tz,IS). Je-li da velikost elementu plochy da =(dydz,dzdx,dxdy) s

definovanou norméloun =(n,,n,,n;) pak z rovnovéhy sil rda=t"da =t“da na

tomto elementu odvodime vztah ¢ = t”nj kde t' je tenzor napéti. V obvyklém

ptipad¢ kdy neexistuji vnitini objemové momenty (latka neni polarni) je tenzor napéti
symetricky

th =t (31.3)

Vysetiete rovnovahu sil a momentt pro ptipad vetknuté tyCe zatizené na volném

konci silou 'E = (t;,0,0) , viz obr. 31.1. Vektorovy soucin je definovan pomoci

permutacniho symbolu g™ vztahem M, =( y><t2)i = 5ijkyjt§.
z smyk ¢V M,
—
[ =(1.0.0) AX MZ/D
TP t” $Q
* —b
tah, tlak 77 A4 .
R e nﬂ_”—)“ '—PH .r"_)_
m=(0,-1,0) | |/ Ay— A n,=(0,1,0)
A, \ A,
—
‘:_> L g -’2:(!‘2],0,0)

1

Obr. 31.1 Rovnovéha sil a momentt sil na vetknuté ty¢i pred deformaci. P, Q jsou
dva materialové body, bod P je na ose a bod Q je mimo osu.

Vztazny bod y=(0,0,0) je pocatek soustavy soufadnic. Pro z-tovou slozku
momentu, tj. i=3 plai M, =g,y t, , viz obr. 31.1. Moment ve sméru osy Z
ozna¢me M, a jeho velikost je M, = (—1)L(—t;): Lt,. Orientované elementy plochy

v odpovidajicich priifezech Ay, A; jsou da, =(0,—-dxdz,0),da, =(0,dxdz,0).



ReSeni:
Predpokladejme, Ze je materidl zatéZzované tyCe homogenni a isotropni, takze jeho
konstitutivni vtah ma tvar

i} } " ) ()

t' =ne, 0" +24e" =Ke, 0" +2a¢e . (31.4)

FEuleruv deformacni tenzor

ou* ou' ou™oum S lou™ S au [ o
2eM = f— , e . =YJd—— ,  (3l5
ox' o oaxt ooax oax<T W %{8%“ ;(axm](axm (31.5)

vyjadiuje relativni zmény vzdalenosti dvou materidlovych bodi P, Q plsobenim
deformace, porovnej Obr. 31.1 a Obr. 31.2. Stopa tenzoru deformace €, vyjadfuje

objemové zmény a deviator tenzoru deformace

O oyt au' ou™ou™ 2
2e =

+— -Ze, 6" 31.6
x o axt ax axk 30 (G1.6)
popisuje zmény v disledku pietvoreni (beze zmény objemu), napt. jednoduchy smyk.
V piipadé malych deformaci zanedbame v tenzoru (31.6) nelinearni ¢len, takze
tenzor malych deformaci je definovan vztahem
@ 1fou* au' 2, 3 oum
¢ - 5(W+%‘5%5 © 0= L5

m=1

ou
e“:exxzaux,e”:exy:l %+—y s (31.7)
OX 2 0y oX
@@ gy ] (02 1(ou, ou
e = Z—X__e(l)a e =e¥=—| 2+~ yers
ox 3 2\ 0y oX

V disledku rozdilného fyzikalniho vyznamu deformacnich tenzora (31.5) a (31.6),
maji rizny vyznam i materidlové parametry 7,K, . Plati mezi nimi nasledujici
vztahy [2]

n=———£5———,K= S , = £ (31.8)
(1+o)1-20) 3(1-20) 2(1+0)
Y oungiiv modul pruznosti E a Poissonovo ¢islo
e33
= T = (3 1 9)

jsou vétsinou ziskavany z tahové zkousky ve sméru osy X.

Rovnovdha sil. Ptedpokladame statické zatizeni a uvazujeme jen rovnovahu
povrchovych sil

t+t, =0, pro i=1,2,3, (31.10)
které piisobi v prifezech A, A, viz obr. 31.1. V naSem ptipad¢ plati
t =-t), (31.11)

sily plisobi ve sméru soufadnice X a jsou stejn¢ velké opacného smyslu. Oznac¢ime-li
smykové napéti t* [Pa] pak z konstitutivniho vztahu (31.4) plyne



(! =t7A(y) = 6" A(y) = ——e” A(y) (1.12)
l1+o

Smykovy modul 4 jsme nahradily Youngovym modulem pruznosti E a Poissonovym
Cislem o, viz. vztah (31.8).

Rovnoviha momentii. V priifezu A je moment zplisobeny silou ¢, = (-t},0,0). Podle

vztahu (31.2) je rovnovdha momentl pro pifipad zndzornény na obr. 31.1 popsana
rovnici

L(~t})dxdz =0. (31.13)

Zyx

—'[ £ o XUV dxdz+ '[ £
A A

-1 +1

Moment vn&jsi sily, ktery ma velikost M, = Lt, sméfuje v prifezu A, v kladném
sméru osy Z a v prifezu A v zdporném smeéru.
Zavedeme oznaceni
M, = [ xt”dxdz=Lt;. (31.14)
A

Rovnovédhu momentii miizeme formulovat k libovolnému bodu y prifezu A(y), viz
obr. 31.1,
M, + I &3, (0—y)tidxdz + _[ &5, Xt dxdz —

A(Y) A(Y)

(31.15)
[ copt?dxdz+ [ &, (L-y)(-t)dxdz=-M, +M,(y)~M,(y)+M, =0
A(Y) A(Y)
Integraly
I xt¥dxdz - j xt¥dxdz =0 (31.16)

A(Y) ACY)
pies tahova a tlakova napéti t” na orientované plose prifezu A(y) se vzajemné

vyrusi v disledku orientace plochy, viz obr.31.1. Moment vnéjSich povrchovych sil
v bod¢ y je roven

M, ()= [ £, (0-y)(t)dxdz pro ye(0,y), (31.17)
A(Y)
a
M, (y)= [ &, (L-y)(-t;)dxdz pro ye(y,L). (31.18)
A(Y)
M, :—jxtwdxdz:Lté (31.19)

Ay

Vidime, ze ohybovy moment je linearni funkci soufadnice y a pro jeho derivaci plati
M Ay)—-M dM .. dM
(A =M, () _ | =t a analogicky —= =-t) . (31.20)
Ay dy |ye(0,y) dy ye(y.L)
Derivace ohybového momentu je rovna smykové (posouvajici) sile. V tomto ptipadé
je velikost této smykové sily rovna sile zat&zujici t; .




Namdahani v ohybu. Pro jednoosé zatizeni mizeme urcit tenzor napéti t” = Ee”  kde

e” je relativni prodlouZzeni ve sméru osy y. Deformaci ve sméru osy y stanovime
podle pfiblizného vzorce

R+X)—-R |0
on LR+X)-R] p_X. (31.21)
Rog R
viz obr.31.2. Podle konstitutivniho vztahu (31.4) je tento typ namahdni napéti
v priufezu A(Yy) urCen vztahem

2
v —ge” - EX - _Ex4X (31.22)
R dy
znaménko minus jsme volili proto abychom vyjadfili tah pro kladné hodnoty Xx.
&
X
IIZ(rllﬁ[)«O)A ZB
s ¢ VX —
tiak o | A
n|:(0«‘_'1«0) ;,'/ --------------
A, 50
a)
r'ﬁ”\_
X @’
=%
5% |
5

b)

Obr. 31.2 a) Ohyb ty¢e obdélnikového priufezu. b) Materidlovy bod Q, ktery je mimo
osu se posunul do polohy Q" a pod P svou polohu nezménil.

Ohybovy moment v prifezu A je podle vztahu (31.14) roven
2
M, :—j xt” dxdz = IExzdxdz _EL _ Elzd—z(.
R R dy

A 1 A1
Zavedli jsme veli¢inu |, zvanou moment setrvacnosti priifezu vztahem

(31.23)



s b/2 a/2 s ab3
I, = j x“dxdz = j I X dxdy:—z. (31.24)

A(Y) ~b/2-a/2 1

Ze vztahu (31.23) snadno vypocteme polomér zakiiveni tyce

1 M
1_M, 31.25
R EI G1.2)

pomoci zndmych veli¢in.
Literatura:
[1] Marsik F. Termodynamika kontinua, Academia Praha, 1999

[2] Brdi¢ka M. Mechanika kontinua,Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie véd,
Praha, 1959



Piiklad 32

Formulujte zadani ulohy pro nalezeni podélnych, pii¢nych a torznich kmit tyce
vetknuté na jedné strané a zatéZované na volném konci silou, popt. silovym
momentem, viz. obr. 32.1.

ReSeni:

Predpokladejme, ze piijde o homogenni, izotropni, termo-viskoelasticky material,
jehoz obecny konstitutivni vztah je

) ) ) ) (©)
t' =3Ka(T-T,)6" + Ke(l)é'IJ +24e"+2ud" (32.1)
Materialové parametry mohou obecné zaviset i na velikosti deformace a maji

nasledujici fyzikalni vyznam:

K { J } je modul stlagitelnosti
3

Pa-s] je koeficient smykové viskozity

[K-l] je koeficient teplotni roztaznosti

Eulertiv tenzor koneénych deformaci e’ (X' ,t) je vyjadfen pomoci vektoru posunuti

u(x,t):(u‘(xi,t),uz(x‘,t),u3(x‘,t)):(ux,uy,uz) (32.2)
Jeho obecny tvar je
gl :l(a—“i.ﬁ“_j ,u a“') (32.3)
2{ox?  oxt ox'ox!
Stopa tenzoru deformace € vyjadiuje zménu velikosti objemu pii deformaci a

)
deviator e" tohoto tenzoru vyjadiuje pfetvoieni.

Tedy
i S ou™ - ou' au
e, =06 =e'+e?+e” = - ' 32.4
= ;{axm g‘&xm axm} (324)
() ) i i r
el =¢' —le(l)5" _L a—u.+6ii—%a—u,5”
3 2{ox! ox' 3 0x
(32.5)

Lyfou ou g _jou o
3,54 ox™ ox™ ox' ox!



Zanedbanim kvadratickych ¢lenli v tenzorech deformace (32.4) a (32.5) dostavame
obvykly tenzor malych deformaci. Vzhledem k tomu, Ze budeme nadale uzivat jen
tenzor malych deformaci, ponechame stejné oznaceni jako v piipad¢ tenzoru
kone¢nych deformaci, tudiz

gi _ Lfou  au’
2l ox!  ox

. : (32.6)
@ 1fed aul 2 ou' au, du, au,
==+ 30 | &= = + +
2lox! ox' 3 oX Ox oy oz
Tenzor rychlosti deformace je definovan vztahem
) i o @ .
i _Lfov v ) d“:d”—lﬁlw (32.7)
2{ox!  ox 3 0x

Rychlost materidlového bodu v(X,t)vyjadiime v prostorovych (Eulerovych)
soufadnicich  (x,t)= (Xl, X2, X3) =(X,Y,z,t)jako materidlovou derivaci vektoru

posunuti

(32.8)

obr. 32.1

Znazornéni deformace vetknuté tyce silou F :(FX,Fy,FZ). Touto silou mlzeme

vybudit podé€lné kmity (lateralni flexe), piicné kmity (Cista flexe). Momentem M,

vybudime torzni kmity.

o , ou' , . . ou' 5 L .

Konvektivni ¢len v P zanedbame proti rychlosti 5 protoze v tuhych télesech je
X

rychlost unaSeni (konvekci) materidlovych bodi velmi mal4d. Napi. pro piipad

podélnych vln, viz dale, je konvektivni ¢len umémy v e, kdev, = a&t_u ae, <1.V

piipad€ malych deformaci navic plati



o i j
di—gi o L[ 4, U (32.9)
2\ ox'ot  ox'ot

Zakon bilance hybnosti je vyjadieni rovnovahy setrvaénych a povrchovych sil
(objemové¢ sily zanedbavame). Pro kazdy materidlovy bod tyce (obecné téleso o
objemu ) plati

ik
p\'/i—zt—k=0, i,k =1,2,3 prox eV (32.10)
X
Zanedbame-li konvektivni ¢leny, dostdvame bilanci hybnosti ve tvaru
azui atik
———=0 32.11
e a8

kde p [k—%} je hustota télesa.
m
Okrajové podminky:
Pfedpokladejme vychylku jen ve sméru osy x, tj. U= (u,(Y,t),0,0)na vetknuté strané
musi byt splnény podminky
ou,

u (y,t)=0, E(y,t):o proy=0,t>0 (32.12)
a na volném konci ptredpokladame kmitnu, tj.
ou o’u
~(y,t)=0, ~(y,t)=0, proy=L,t>0 (32.13)

Pocatecni podminky musi byt kompatibilni s okrajovymi podminkami, tj.
u (y,0)=u,(y,t=0) proye<0,L> (32.14)



Piiklad 33:

Naleznéte frekvenci ohybovych kmitt vetknuté tyce s volnym koncem
a) bez ptfidané hmoty na konci tyce,

b) s pfidanou bodovou hmotou na konci M tyce.

Pro stanoveni deformace v ohybu vyuzijte vztahu (31.22) z ptikladu 31.

ReSeni:

Ohybové (pricné) kmity vetknuté tyce.

K feSeni vyuzijte variatniho principu mechaniky pevnych elastickych téles [1], [2].
Budeme ptedpokladat, ze v ty€i dochézi jen k elastickym deformacim a tento proces
je izentropicky. Za téchto podminek je zdkon bilance hybnosti (rovnovéha sil na
elastickém télese) dusledkem extrému (minima) funkcionalu

5(u'(x.t))= H[ (au J tej'z” p¢]dvdt (33.)

vzhledem k posunuti u' (Xj ,t) materidlového bodu P. Fyzikalni vyznam integrandu

tzv. Lagrangianu) ve funkcionalu (33.1) je rozdil kinetické energie Ve al a energie
( grang )] gle | 7 g

1, o . . o ex <
deformacni Eté‘, e; a potencidlni pg v jednotce objemu tuheho télesa o hustoté p a

celkovém objemu }’. Cést deformacni energie se nevratné preménuje na teplo
disipaci. Tuto disipovanou energii zahrneme do potencidlni energie

o’u, J
,0¢ dIS U, =u ay 8t u, |:E:|= (332)

kde u [N%nz} je viskozita materidlu tyCe. Jestlize zanedbame vliv gravitace, pak

zustava v lagrangidnu vedle kinetické energie jen deformacni energie tyCe ohybajici
se v roving (X,y) a disipovand energie (33.2). S ohledem na vztahy (31.21) a (31.22) je
deformacni energie rovna

2/ A2 )
lt;ileij :ltyy eV — Ex (6 szj . (33.3)
2 2 2 oy

Vychylku osy ty¢e ve sméru X jsme oznacili U (y, ) viz obr. 33.1 Potom je

NIV W

funkcional (33.1) pro ty¢ piicné kmitajici v roving (X,y) dan integralnim vyrazem

o’u,
oy’ . U
1) Polomér oskula¢ni kruznice v bod¢ y je — = R
R 2 oy |
x ou y
I+ —*
oy

. . [ ou, ) 1 ,
Pro malé ohyby je < 1. Pro rovinu (y,z) plati — = .
oy R, Oy

z



22k au Y o’u Ex: (o, )
S(uc(y).t)= [B( Xj —U—=Uu, - ( ZX] }dydzdxdt. (33.4)
( ) t{”! 2 at oyt 2 oy

tyCe

Obr. 33.1 Ohyb osy tyce obdélnikového prufezu. Materidlovy bod osy P se posunul o
U, (Y,t). Posuv ve sméru podélném zanedbame |u,| > ‘uy‘.

Nutna podminku extrému tohoto funkcionalu vzhledem k vychylce u, (y,t) je urcena

nulovou variaci tj.,

4 L 2 3 3042, \?
5S=5jpabj (a“Xj PCCTE T (a UZJ dydt =
L2 qlat oy*at|, 24 | oy
(33.5)
t L 3 3 2 2
:”{pab(auxjaaux AT = (a u;]a 53*:|dydt Lo,
0o o) ot " oytat|, 12 Loy ) oy
za dodate¢nych podminek na pocatku a konci pohybu
su(y,t=t,)=su(y,t=t)=0. (33.6)
Okrajové podminky na koncich ty¢e uréime pozdé&ji.
Integral
|, = j x2dxdz pro A(X,z) =axb,nebo A(X,z)=zR’, (33.7)
A

Jje obecn€ moment setrvacnosti |, prifezu A(X,z) piiohybu kolem osy z . Pro piipad

kruhového prifezu  A(X,z) = R* —x* —2° = 0 pak integrujeme

R R 3 R 232
I, = J' xzdxdz:jdz I xzdx=2;2 j[l—z—] dz =

A(x,2) -R ah 22 -R R2
VR (33.9)
2R4 2 . 4
=73 _[Tcos pdo =

Integral jsme upravili pomoci substituce z=Rsing. Vysledkem je moment

setrvacnosti kruhového priifezu vzhledem k ohybu kolem osy z .

Poznamka 1: Vsechny nasledujici vztahy, které plati pro obdélnikovy prifez na obr.
3 4

33.1 plati 1 pro kruhovy prifez jestlize nahradime vztah % vtahem . Konec

poznamky.



Veli¢iny oznac¢ené indexem ,,0° budeme povazovat pii variaci za konstantni. Jde
o0 tzv. roz§ifeny variacni pocet, podrobnéji viz ptiklad 37.
VyuZzitim ¢asové integrace per partes dostévéme

L L
QU 00Uy vt = pab | (aux su )
ot ot a7

Stejnou ﬁpravu pouzijeme i na integraci v intervalu (0,L) v 1ntegralu

dy — pabj Y sudydt.  (33.9)

3 3y 2 -
_” Eab ( ]a U, 4t~ ED I(a “ acsux) dydt +
oy PR
Eab3 Lo'u, 85u Eab® 4 o°u_asu '
” - j[ 2 j dydt + (33.10)
oy oy
3 3 34
LB ([0 5 ddt—Eab H U su,dydt.
12 7 oy .
Shrneme okrajové podminky pro vychylku na k0n01ch tyce:
1) pro y=0 je konec tyce vetknuty:
su,l, =0, My (33.11)
o,
i1) pro y=L je konec tyce volny:
2 3
Oul _p 9% (33.12)
oy |
ii1) pro Y=L je konec tyce podepten:
2
su,| =0, Z% g (33.13)
y= ay yL

Dosazenim do hrani¢nich ¢lent ve vyrazu (33.10) zjistime, ze jediny nenulovy €len je
roven

34 A4
_Bab 10U 5y gyt (33.14)
127 oy
S ohledem na podminky (33.6) a (33.1 1) az (33.13) ptechazi nutna podminka extrému

(33.5) funkciondlu (33.4) na tvar

4L
58:—”ab(622 pou, | Eb a4ujJ§uXdydt:0 (33.15)
: o’ poy at| 12p oy
ktera je identicky splnéna parcidlni diferencidlni rovnici
o’u, M ou Eb2 o'u,
otr  poy at\ 12p 8y
Dostali jsme tak rovnici pfiénych kmitl tyce v roving (X,y). Pro kmity v roviné (y,2)
plati analogicky

prot >0, ye(O L) (33.16)

=0, pfiu, =

XO’

ou, u du | Ea’d'y,

o’ ayat\ 12p6’y

=0, prot>0,ye(0,L) (33.17)



Reseni téchto linearnich rovnic budeme hledat ve tvaru harmonické viny, napt. pro
rovnici (33.16) predpokladdme

u (y.t)=me™ (33.18)
Po dosazeni (33.18) do diferencialni rovnice (33.16) dostdvame pro @ = w, + @, , tzv.
disperzni rovnici
2
ot =it K+ B e o, (33.19)
p - 12p

Tato algebraicka rovnice ma4 jak realny tak i imaginarni kofen

2 2
o, =k B2 _ 2 o, =-2k, (33.20)
"N12p 4p 2p "’

takze kmity jsou tlumené. Toto se dalo ocekavat, nebot’ jsme uvazovali disipativni
¢len (33.2), viz funkcional (33.4).
Predpokladejme, ze konec ty¢e y=L je volny, tzn., Ze vlnova délka zdkladniho

modu je |, =4L.Odpovidajici vinovy vektor je k, = i—f a zakladni frekvence je podle

o) 2 Eb> 2 o) 2 Ea> 2
o =) B, (2] (B (33.21)
4L 12p 4p 4L 12p 4p

kde w,je frekvence kmit v roviné (X,y) a o, frekvence v roving (z,y). Vychylka na

(33.20) rovna

konci ty€e je pak ddna harmonickou (periodickou) funkci

u (L,t)=0, exp{—é(%j t}i{[%) [ Eb;:;}], (33.22)

Ptedpokladejme, Ze konec tyCe y=L je vetknuty, tzn., Ze vinové délky kmitajicich

moda jsou |, =£, pro n=1,2,3,... kde zakladni méd ma vlnovou délku 2L.
n

Odpovidajici vinovy vektor je podle (33.20) rovna
2 2 2 2 2 2
o :(”_”j b« :(”_”] Ea u (33.23)
L 12p 4p L 12p 4p

Ohybové kmity vetknuté tyce s pridanou hmotou.
Kmity ty€e s pfidanou hmotou budou opét harmonické, ale budou jiné frekvence.

Dtive neZ piistoupime k pfidani dodate¢né hmotnosti M nahradime piivodni tyc,
viz obr. 33.1, tltumenym harmonickym oscilatorem

ou
m—+yv—+k,u=0 33.24
= ( )

s hmotnosti

b a
m= j T Ipdydxdz = pabL. (33.25)
0



obr. 33.2
a) Ohybové kmity tyce s pfidanou bodovou hmotou Mg

b) Nahradni schéma tyce o hmotnosti m s ptidanou hmotou

Regeni rovnice (33.24) hledédme ve tvaru u(t) =T exp(—iet). Elastickou konstantu
k. této soustavy ur¢ime z podminky stejnych frekvenci (33.21) a stejného tlumeni
,,, tedy
=0, 0, =0, . (33.26)

2
a)r,ef imef — ““im

Po dosazeni vztahi (33.20) dostadvame

2 4 2 By
wrzef :ﬁ_(Lj , Pro ﬁz(z_ﬂ.J Eb a W, :_L: pro l:ﬁ(l}
’ m \2m m \4L) 12p : 2m m p\2L

(33.27)

Takto vytvorena ndhradni soustava kmita na stejné frekvenci jako konec tyce (33.22).
Soustava s pfidanou hmotou m4 stejnou elastickou konstantu k,, jako ptivodni

soustava (33.24)

2
(m+MG)(Zt—u+;/(Zt—u+ke,u=0. (33.28)

2

Tuto rovnici normalizujeme
k

2 2
6_lzj+ﬂ6_u+ el u:al2'|+ 4 6—u+ K u=0, (33.29)
ot ot m+Mg ot m+Mg ot m+Mg

a name¢fena frekvence kmitl @, tyCe s pfidanou hmotou a atlum téchto kmita S

ma nasledujici vztah k materidlovym vlastnostem piivodni tyce



exp_m+MG 4 4L [1—{—6) 4(m+MG)2a
m
) (33.30)
- :(le
m+Mg 2L p(1+MG)
m

Poznamka 2: Vzhledem k Poznamce 1 plati pro kruhovy prufez poloméru R vztah

ERZ 7/2

Kk, 5’ (27[
m+M; 4

j4
exp =
4L 4p(

2
1+ MG) 4(m +Mg )
m
(33.31)
S S . . —
m+M, \2L ( M, )
pl1+—=
m
Ze znalosti frekvence @, , hmotnosti m,Mga geometrickych rozméri tyce
obdélnikového prifezu a, b, a délky L mizeme stanovit Youngtv modul
VY, . . Mg
E=3p| = || = | (4al,+ )| 1+—= (33.32)
z7) b P m
a pro kruhovou ty¢ poloméru R plati
LY (2, M,
E=p|=||=| (4, + B )| 1+—=|. (33.33)
V4 R m
Koeficient viskosity je roven
2
ﬁz(&j ﬁ[H%], (33.34)
Yo, T m

Poznamka 3

Vzhledem k nezanedbatelné hmotnosti méfené tyce a kone¢nému geometrickému
rozméru pfidané hmotnosti je vysledny moment L x M plisobici na ty¢, nezndmy. Je

proto nutné stanovit efektivni velikost bodové hmotnosti M na konci tyce

testovacim experimentem.
Jako ptiklad pouzijeme testovaci material ,high density homopolymer®, ktery ma
znam¢é materidlové vlastnosti; Youngiv modul E =1070-1091=1080 [MPa],

hustotu p =960[kgm™] a je prakticky nestlacitelny,tj. o =0.5. Modul pruznosti ve

smyku je pro Hooklv material roven = [Pa]., wviz napf.

2 (1 + 0')
http://www.efunda.com/materials/polymers/properties/polymer_datasheet.cfm?Majorl
D=PE&MinorID=6 . Ohybana délka tyce je L=16.8 mm a jeji polomér a hmotnost

jsou postupné R=3mm a m=7zR’pL=7(3-107)960-20-10° =0,000543kg .



http://www.efunda.com/materials/polymers/properties/polymer_datasheet.cfm?MajorID=PE&MinorID=6
http://www.efunda.com/materials/polymers/properties/polymer_datasheet.cfm?MajorID=PE&MinorID=6

... . v oxe o M 2 2 X ;
Vyuzijeme-li toho, Zze pii méteni je FG >1a a,,> B, ,lze pro ty¢ku kruhoveho
prafezu psat

4 2 2
4L ) Mgo 2L Mgp
E= = Pal|, u=| — | —==|Pas]. 33.35
(72’ R J L [ ] " (ERJ L [ ] ( )

Vyhodou tohoto vztahu je, Ze jiZ na hmotnosti métené tycky nezavisi. Materidlové
konstanty zavisi jen na geometrickych rozmérech ty¢ky a pfidané hmotnosti M.

Nalezneme pfidanou hmotnost méficitho zafizeni pomoci testovaciho experimentu
s polyetylénovou ty¢kou, viz obr. 33.3

Fit utlumove kriwvky poluyetylenu pro ohyb - walec prumer & delka Z20mm
.03 T T

ut lumowa klr‘iuka pulyetyleﬁu - Exper‘imentallni data

0.0

linearni aproximace expl-t).sind23.5t+7/20 ———

.01

0
"
e
S
=

-0.01

—0.02

—0.03

—0.0d 1 1 1 1 1
0 0.9 1 1.5 Z 2.5
t [=]

Obr. 33.3. Zéaznam rychlosti vychylky polyetylénové tyc¢e kruhového prafezu
poloméru R =3 mm a ohybané délky L=16.8 mm.

Z naméfené frekvence o,,, = 23.5[s™'] a ze vztahu (33.35) stanovime

M

G

_zEL (n_Rj“ _3.14-1.08-10°-1.68-10 ( 3.14-3-10"
4L (23.5)° 4-1.68-10
Tato hodnota neodpovida skutecné ptidané hmotnosti upnuté na konci testované tyce.

Je to fiktivni bodova hmotnost na konci ty¢e vyvolavajici stejny ohybovy moment
Lx M, jako skutecnd hmotnost na konec ty¢e upnuta, viz obr. 33.2. Velikost ptidané

4
j =39.8 kg

2
a)exp



fiktivni hmotnosti M je ovlivnéna pfedev§im geometrickym tvarem a zpiisobem
uchyceni upnuté hmotnosti. M je Casto az o dva rady vétsi néz skutecné upnutd

hmotnost.
Analogicky pro obdélnikovy prifez axb kde kmitani probiha ve sméru strany b
plati

3pM. (2L 4LM
E= Gl 22| @ [Pa], u=——5"2 [Pas]. 33.36
4al (ﬂb) P [ ] H r*ab [ ] ( )

Poznamka 4

Formule (33.30) je jen pfiblizna a bez vlivu viskozity dava

, (2r) El_ 6El (b 20 Mg +m)
(Tj CMg+m) CMe+m) P° T2 ©0 b*

V literatuie

http://perso.univ-rennes|.fr/lalaonirina.rakotomanana-

ravelonarivo/Stokey_chapter7.pdf
je uvedena pfiblizna formule, ve tvaru

3E ol | b4 (020 L3(|\/| +0.23m)
(DétOk BB X » pro | =— 9 EStok = Sk G4 )
L' (Mg +0.23m) 12 b
Pomér mezi formulemi (33.38) a (33.37) je

. (33.37)

exp

(33.38)

1+0.23m‘
M|

B _ - =2 (33.39)
E 1+ —
M

ﬂ<<l
M

Pomér mezi méfenim podle odvozené formule (33.37) a tabulkovymi hodnotami je

B = 12800 =2.65, podle uvedenéliteratury je L =1.33 (33.40)

E 4814 Eqio

Z toho plyne, Ze ptiblizné feSeni (33.37) je dale od experimentu (od reality).
Dtivodem je predpoklad hmota m soustfedéna na konci tyCe a navic neni feSena
ptesné€ okrajova tloha. Tvar kmitu je jen odhadnut.


http://perso.univ-rennes1.fr/lalaonirina.rakotomanana-ravelonarivo/Stokey_chapter7.pdf
http://perso.univ-rennes1.fr/lalaonirina.rakotomanana-ravelonarivo/Stokey_chapter7.pdf
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Obr. 33.4 Prihyb kruhového nosniku o poloméru R zatizeného silou uprostied.
Predpoklad malych deformaci, viz [3] $20.

y(172)= , pro | = 2 (33.41)



Priklad 34.

Vyuzijte formulace z ptikladu 33 a naleznéte podélné kmity tyce z viskoelastického
materialu délky L, obecného prufezu A(y), hustoty [, ktera je na konci zatizena
dodatecnou hmotou Mg, viz obr. 34.2.

ReSeni 34:

Podélné kmity homogenni tyce

Vyftesime nejprve podélné kmitani bez dodatecné hmoty. Tento problém je formalné
nejjednodussim problémem Siteni vin ty¢i, viz obr. 34.1. V tomto piipadé ma tenzor
napéti tvar

) ) ) (©) (0)
th = —3Ka(T —To)é'” + Ke(1)5” +24e"+2ud" (34.1)
viz. ptiklad 33.
A()
AX Z/
v f {

/ a dilliiEe (Lt
VO N i i s i

’ 7
/ i b vl
i

i

A A
Y

Obr. 34.1
Generace podélné viny v ty&i okamZitou silou F-&(y— L,t). Materialovy bod P se

z polohy X posouvé do polohy X. Kolem polohy X osciluje.
Vychylka vSech materidlovych bodu tyce u, (y,t) je pouze ve sméru osy Y. Relativni

prodlouzeni je popsano diagonalni slozkou tenzoru deformace

ou —
e, =—2 :i (34.2)
oy L
a stejné tak 1 tenzor napéti ma pouze slozku v tomto sméru
. 2 .
t, =Ke,o" + 2;1(eyy —ge(l)5w]+2,uew =
5 (34.3)
= (K —Eﬂje(l)ﬁyy +2l[leyy +2ﬂe.yy .
Vzhledem k definici tenzoru malych deformaci (33.6) plati
ou ou
e, =—, & = Ou, Ly ou, _ € T8, +€,. (34.4)
oy ox oy oz
Zavedenim Poissonova ¢isla
c=-Zo_ _fu (34.5)
eyy eyy

muzeme tenzor napéti (34.3) a (33.7) psat ve tvaru



2. . 0
t, :(K —g,uj(l—ZO')eyy +2ue,, —i—2,uaeyy =

. (34.6)

={K(1—20-)+§,&(1+o-)}ew ~ee, +2a(1+40) 22

Porovnanim koeficientll u odpovidajicich slozek tenzoru deformace, dostavame relaci
mezi Youngovym modulem E a modulem ve smyku /& a Poissnovym ¢islem o
4 3K-24)E | E
- i(lro) i K(1-20), o= CRZ2HE -, E
3 18K 2 (1 + 0)
Pohybova rovnice (33.11) urcujici Sifeni podélnych vin ma s ohledem na tenzor napéti
(34.6) tvar

(34.7)

o’u o’u o'u
. _E v M (14 40) 22 <. (34.8)
ot p oy 3p otoy
Reseni této linearni rovnice budeme hledat ve tvaru harmonické viny
— i(kyy-ot)

u, =u.ze (34.9)

s amplitudou u,

, 2z . .
y» vlnovym vektorem Kk, =I—a uhlovou frekvenci @. Dosazenim

y
(34.9) do rovnice (34.8),dostdvame disperzni rovnici pro podélné viny (tzv. lateral

flexi) @ +Ekj —i£(1+40) 0k =0 (34.10)
p 3p
O vInovém ¢isle k, a frekvenci @ musime piedpokladat, Ze jsou obecné komplexni

¢isla. Rovnici (34.10) budeme fesit za predpokladu, ze frekvence

®=0,+io,, (34.11)
je komplexni ¢islo a ukdzeme, Ze dispersni rovnice (34.10) méd nenulové feSeni i
v pfipadé, ze vlnovy vektor ma pouze redlnou hodnotu. Disperzni rovnice(34.10)
potom piechdzi na dvé algebraické rovnice

2
-0} + ), +(E+\7a)ikay2 =0, pro v :3i(1+40') {g}
» P P > (34.12)
m 2

pro neznamé o, ,®,,.Po Gpravé dostdvame zévislost frekvence

E s 1/2 P
a)r:ky\/:( —%kjj =" (34.13)
P

jen na vlnovém vektoru K, .Budeme vySetfovat kmiténi ty¢e na volném konci, tj. ve

vzdalenosti L. Tyto kmity odpovidaji médim o vinové délce

Iy= 4L ,kden=1,2,... (34.14)
2n-1

Zékladni mod podéIné viny ma vinovou délku |, = 4L, viz obr. 34.1. Pribéh kmiténi

v Case ziskdme dosazenim do vztahu (34.9), tedy

_ 52
u, (y,t)=u.ze ztexp{iky!y\/%( %kjjt]} (34.15)




Hledame feSeni s kmitnou na konci tyCe, tj. pro Kk, :2—71. (Okrajovd podminka

(33.12) z ptikladu 33.) Konecny tvar zadkladniho médu podélné viny je

{ﬂ(ma)nzt} E | (1 4 ) 22

— 1o +40
u (y.t)=uel Y Jgnd Zly_ Bl 2290 ¢ UL 34.16
,(v)=4, i P TS =) (34.16)

Odtud je patrno, Ze dekrement Utlumu oscilaci je
1+40) 7’
ullrdo)r” (34.17)

12pL

a fazovéa rychlost postupné viny je
1/2

c—ﬂ—Flli(M]] . (34.18)
Kk, Vp| EL 6L

Vzhledem k tomu, ¢len pod odmocninou je zanedbatelny viici jedné, je rychlost

podélné viny prakticky rovna ¢ = \/E .
P

Podélné kmity tyce s pridanou hmotou na konci
Budeme hledat zménu frekvence podélnych kmiti tyCe, kterd ma na konci
pfidanou bodovou hmotu Mg, viz obr. 34.2. Pivodni elastickou ty¢ nahradime

bodovou hmotou m na pruzin¢ s elasticitou k, a tlumenim vy, viz obr. 34.b.
Predpokladejme, Ze ndhradni soustava samotné elastické tyce je

o'u  ou
m—-+y—+k,u=0. 34.19
atz 7/ 5t el ( )
Hmotnost tyCe zname a je dana vztahem
L
m=[pA(y)y, (34.20)
0

kde A(y) je priifez ty¢e (napf. kruhovy s polomérem R, tj. A=7R*) a L je jeji délka.
Neznamé hodnoty y a k, nahradni soustavy (34.19) stanovime tak, aby tato soustava
meéla stejnou frekvenci a Gtlum kmitt jako konec tyce (34.16).
Soustava s pfidanou hmotou je popsana stejnou pohybovou rovnici
2

(m+ MG)ZTl;Jr;/aat—qukelu:O (34.21)
jako samotna elastickd ty¢ (34.19), jen kmitajici hmotnost je zvétSena o piidanou
hmotnost M . Predpokladame, ze elasticita ty¢e k, a utlumu y jsou stejné jako
v piipadé samotné elastické tyCe (34.19). Jeji kmity budeme opét hledat ve tvaru
e .

—o’ (Mm+Mg)—iwy +k, =0. (34.22)



T, A
J

Mg

Obr. 34.2
a) Elasticka ty¢ o prafezu A(y)=1(y)w(y)zatizend dodatecnou hmotou M.

L
Celkova hmotnost ty¢e je m = j PA(y)dy.
0

b) Nahradni schéma tyce s dodatecnou hmotou M. Elasticita je nahrazena

parametrem K, .

Za predpokladu, Zze @ = o, +iw,, , dostavame dv¢ algebraické rovnice

im >

(_a)r2 +a)i$n)(m+MG)_a)im7+kel =0

_ , (34.23)
lo, [}/+2a)im (m+ MG)] =0
pro redlnou a imaginarni ¢ast frekvence plati
2
I IR 4 A A— (34.24)

' m(HMGj 4(Mg+m)” " 2(m+Mg)
m

Zde jsou y a Kk, parametry nahradni soustavy(34.19), které jsme urcily z podminky,
ze nahradni soustava kmita stejn¢ jako vychylka konce elastické tyce (34.16).



Pfedpokladejme ze frekvence je komplexni @=wm, +®,, a pro konec tyce
y =L je vychylka ddna vztahem
u(L,t)= Eexp(—ia)t) = u_ye“""‘te_i“’rt =

_ xVix - 52 (34.25)
u,e S(L] e2 exp ;_T_\/E[lé(;[—tj ] t, pro ﬁ:i(1+46)
Yo

3p
Fazovy posuv vychylky e2 zahrneme do amplitudy poruchy E a pro utlum

vychylky a pro frekvenci konce ty¢e dostdvame

~ 2 ~\2
(™ :_K(ﬁj , O, :i E l_ﬁ(”_‘/j . (34.26)
gl L 2L\ pl  E\A4L

Vlastni kmity a tlumeni ndhradni soustavy (34.19) je
K y Y k y Y Y
o, =——| |, pro 2=’ +|"—| aw , =—" . 34.27
e S om0 P T T T o ™ om ( )

Z podminky stejné frekvence a atlumu nédhradni soustavy (34.19) a tyce (34.26)
dostavame hledanou relaci mezi méfenou frekvenci a utlumem a materialovymi
parametry zkoumané tyc¢e E, p. Tudiz

v(rxY k zYE
T _YiE o = | = (34.28)
2m 8\ L m 2L) p

Tyto vztahy budou pro stanoveni materidlovych parametra tyc¢e rozhodujici.
Soustava s pfidanou hmotou (34.21) musi mit stejné tlumeni y a stejnou

elastickou konstantu k, jako nahradni soustava (34.19). Frekvence a utlum name-

fenych podélnych vin soustavy spfidanou hmotou (34.24), oznalimew, ., a
Oy oxp = —P /2, souvisi s materialovymi parametry E, pu samotné tyce (34.8) vztahem
Ky _ﬂ_zz(ij _E B
P m+Mg 4 (2L ( Mej 47 2(m+ M)
pl1+—=
m
(34.29)

m m
Nyni jiz snadno nalezneme explicitni zavislost mezi naméfenymi hodnotami @, . a

r,exp
f aparametry E, p
2 2
E:(L) p(4wf,cxp+ﬂ2)(1+%j [Pa], u= lszﬂ)(HMGj [Pas] (34.30)

Vs m 7’ (1+40 m

gz—zm(ﬁwf@z At ((—))

Vyuziti vztahti (34.30) ukdZeme na piikladu meziobratlové ploténky o priiezu
A=3-10"x4-107=12-10" m*a délky L=6-10"m. S ohledem na jeji hustotu
p=1,2-10" kg/m’je hmotnost ploténky m= pAL =0,0086 kg. Mezi dodateéné
hmotnosti M; zahrneme hmotnosti dvou obratll stejné¢ho prifezu a délky 30 mm,



jejichz hmotnost odhadneme na 2x30 g. Hmotnost testovaciho zavazi je 0,839 kg,
takze celkova dodatecnd hmotnost je M =0,90kg. Naméfena frekvence podélnych

kmita (lateralni flexe) byla o,

r,exp

S

=200 F} a velikost koeficientii tlumeni f=0,8 s

Ke stanoveni Youngova modulu a viskozity meziobratlové ploténky pouzijeme vztah

(34.30). Dostavame tak pro Youngliv modul hodnotu

2
6-107° 0.9
E= 1.2-10° (4’ . + 7 )| 1+ -
[ 3.14 j ( Proy + P )[ 0.00866)

2 2\[F=08 _ 103
0.460 (4, + 8 )%p=200 =73.6-10°Pa
a pro viskozitu hodnotu
3 2 -6
J12L209 0 00 By 104)-1.84],,, =147Pas

(3,14)" (1+4-0,5)

Predpokladali jsme, Ze material chrupavky je nestlacitelny, tj. o =0,5.

(34.31)

(34.32)



Priklad 35:

Ty¢ o prifezu A(Y) je na svém konci namahana momentem dvojice sil M =d x F, viz
obr. 35.1. Odvodte vztahy pro vypocet deformace tyCe za predpokladu, ze je

namahana momentem sil M :(O,MV,O)a zkrucovana pouze ve sméru osy y S
konstantnim thlem natoceni z'=(3j—¢. Objem tyce V =AxLa jeji povrch 0V se
y

deformuje.

Obr. 35.1

Deformace vetknuté tyce prufezu A silovou dvojici M =d xF .

Reseni: Je-li prifez tyée A po délce konstantni, pak mizeme predpokladat, e i Ghel

de . . . . o i

krutu 7 = d—(o je konstantni. Posunuti libovolného materidlového bodu P z pocatecni
y

polohy X do kone¢né polohy X bude linearni funkci t. S ohledem na to, zZe natoCeni
kolem osy Yy je vektor o¢ =(O, 5(p,0) , ktery sméfuje v kladném sméru této osy, lze

posunuti materialového bodu P vyjadrtit vektorovym souéinem, viz obr. 35.1

Su=38¢px X; ou' =g"™rsyx*. (35.1)
Z formalnich divodii ozna¢ime pocatecni polohu materidlového bodu P X = x.
Posunuti tohoto bodu pfi krutu, rozepséno ve slozkach, je rovno



u (y.z2)=r1yz, u,(x,y)=-ryx, u,(x,z) =7y (x,z) (35.2)
Vychylka ve sméru y je vyjadfena pomoci zatim neznamé funkce y(X,z), kterd

popisuje zborceni prifezu v pritbéhu krutu. Tuto funkci nazyvame torzni funkci a
nalezneme ji feSenim rovnice rovnovahy [1,2,3], viz dale. Tenzor deformace (33.6) je
s ohledem na posunuti (35.2) popsan vztahy

exxzaux :0’ ex :l %4_% :z[z+a_l//)
OX Y 2ley ox ) 2 OX

ou ou

e, =—L=0, eyzzl a, , o, :1(8—W—x) (35.3)
oy 2\ 0z oy 2\ oz

ezzzauZ =0, xz:l(aux +%j=0
0z 2\ 0z oX

Vsechny tii diagonalni slozky tenzoru deformace jsou nulové, takze pii krutu
(©) )

nedochazi ke zméné objemu a deviator deformace €" je roven tenzoru deformace e” .
Predpokladejme, Ze ty€ je z termoviskoelastického materialu (viz vztah (33.1)
v ptikladu 33)), jehoz tenzor napéti je

t' =3Ka(T-T,)5" +246" +2ud". (35.4)
Jde nam o ptipad statické rovnovahy, takze miizeme zanedbat teplotni roztaznost
(a =0)a viskozitu (= 0). Jediné nenulové slozky tenzoru napéti jsou

N oy (x,2) . [0w(x,2)
tyx: Xy:[L[T(Z-}-T R tyz:tzy:lur T—X . (355)
Ostatni slozky tenzoru jsou nulové
toe =t, =t, =t, =0. (35.6)

Poznamenavame, ze v dusledku symetrie tenzoru deformace je i tenzor napéti
symetricky. Rovnice bilance hybnosti (33.11) ma pro piipad statické rovnovéahy
jednoduchy tvar

ij

W: 0, proi, j=1,2,3,
ot, ot
at><>< + Xy + ¥z _ 0,
ox oy oz (35.7)
oy Ay B .
ox oy oz
ot
81:zx + zy _+_atzz :O.
ox oy oz

Vzhledem k tomu, Ze na pravé stran¢ téchto rovnic nevystupuji zadné vnéjsi
objemov¢ sily (setrvacnost jsme zanedbali), redukuje se rovnovaha povrchovych sil
na jedinou rovnici

o, o,

Ty¢ je namdhana na krut silovou dvojici, viz obr. 35.1. Dosazenim z (35.5) ptfechazi
rovnice rovnovahy sil na Laplaceovu rovnici pro torzni funkci



Oy Oy
ox* o’
Pro funkeci 1//(X, Z) je obtizné formulovat okrajové podminky, proto na povrchu tyce

(35.9)

zavedeme pomocnou funkci y = ;((X, z)tak, abychom mohli pfevést integraci pies

plochu A na integraci po obvodu této plochy 0A, viz obr. 35.2. SloZky tenzoru napéti
(35.5) vyjadiime formou gradientu funkce )((X, Z),tj.

7 Uy ox

5 3y (35.10)
t,=+2 ,ur—;( . 2= r_V_
OX oX oz
Rovnice rovnovahy sil (35.8) je zavedenim této funkce splnéna identicky"
. 0y 3y
=2t + 2/ =0, X,ze A 35.11
Hoxar " azox 5280

Derivaci prvni rovnice v (35.10) podle z a druhé podle X a jejich naslednym souctem
dostavame Poissonovu rovnici

o’ Z, oy
ox’ az
Pro funkci ;((X,Z)méme diky rovnici rovnovahy (35.8) popt. (35.11) okrajovou

=-1, X,ze A (35.12)

podminku. Integraci pfes objem tyce V = Ax L a pouzitim Gaussovy véty dojdeme k
podmince

o, N, )
ijL( o jdxdde—aJ; (t,da, +t,da,) =0. (35.13)

Orientované elementy plochy daz(dax,day,daz) jsou definovany vnéjsi normalou
n=(n,.n,.n,)aplati
da, =n,dydz, da, =n dzdx, da, =n,dxdy . (35.14)

Dosazenim (35.10) do povrchového integrélu (35 13) dostavame

211 -—nddz+ ndxd
urafv( = -ndydz + = y]

o o (35.15)
=201 I ( —=ndz+-—= ndxjdy 0
Ay, x0A z aX

Vzhledem k tomu, ze usek tyCe Ay mulze byt libovolny, pfechazi pivodni lokéalni
podminka rovnovahy (35.8) na integralni podminku

1) Tento postup je identicky pfi zavadéni proudové funkce y ( X, Z) v mechanice nestlacitelnych

tekutin, kde je pak bilance hmotnosti splnéna identicky
ov, ov 0 0
L+ —~L=0prov, :——Z, A -4
ox oz 574 574




'[-aa—lnxdz +aa—;(nzdx:.|.aa—ldz +g—zdx:
in X in X . (35.16)

<j'>d;(=0, pak dy =0, y =konstproX,ze oV

0A
V druhém integralu jsme orientaci plochy definovaly vnéjsi normalou, tak jak je to
obvykl¢ pii téchto integralnich identitich. Tudiz, vnasem piipadé¢
n,=(1,0,0)odpovida integraci v zaporném (tj. opaném) sméru osy Z a
n, = (1,0,0) odpovida integraci v kladném sméru osy X. Integrace podle kiivky 0A

probihd v kladném smyslu (viz obr. 35.2, plocha je ne levé strané kiivky).

ba
oA 2°2

dz

o ——, —
e

S
by
AW

Obr. 35.2
K pfechodu od integrace po plose A na integraci po jejim obvodu 0A. Normala plochy
A sméfuje ve sméru osy y a element této plochy je da, = dzdx. Velikost plochy
A=ab.Obvod plochy 0A={x=-b/2,-a/2<z<a/2}u{z=a/2,-b/2<x<b/2}

u{x=b/2,a/2>z>-a/2}u{z=-a/2,-b/2>x>-h/2}.

Z druhé integralni podminky (35.16) vyplynulo, Ze pomocna funkce y = ;((X, Z) je
podél hranice prifezu tyce konstantni. Tuto konstantu mizeme volit rovnou nule, tj.

7(x,2)=0pro (x,z)edV (35.17)

Derivace této funkce vSak mohou byt nenulové. Podminku kompatibility deformace

(nedojde ke vzniku trhlinky) pro posunuti u, =7y (x,z), formulujeme integralnim

vztahem



du, = rpdy = W ix+ Y oz = 27 X ax— X g —
Cﬁ 95 gS oz qS o (35.18)

rcﬁdx—xdz: .

Odtud dostdavame podminku pro derivaci funkce y = y(X,z) podél kiivky OA
ohranicujici prufez tyce

cJSaZ dx — 8;( dz = —95 zdx — xdz . (35.19)
oA

Oba tyto kiivkoveé integraly muizeme upravit, viz dale.

z=2(S)
X=X(S)

Obr. 35.3

K integraci po kiivce 0A ohranicujici plochu A. s = [%,3—)() je tecny vektor k hranici
S as

OA prifezuAa n= (d— 3—j je vektor kolmy.

Predpokladejme, Ze v roviné (z,X) je rovnice obvodové kiivky OA déna funkcemi
z=12(s),x=x(s), kde s je délkovy parametr. Te¢ny vektor a vektor normaly jsou

=(£%j, n= (‘M dgj (35.20)
ds ds dn’dn

Normala je popsana funkcemi ¢ =¢'(n),& =£(n),kde n je jeji délkovy parametr.

postupné

Tecny vektor s je kolmy k vektoru n, ¢ili je otoCen o uhel gve smyslu (z - X), viz

lit. [1], viz obr. 35.3. Tuto transformaci mizeme zapsat maticove



dz z z\(d¢ d¢

& cos—, sin— q o, N\ dn
S| 2 2 dn_p 5 N (35.21)
dx LT || d& -1, 0)| d¢&
— —sin—, cos— || — —
ds 2 2/)\dn dn
coz dava kone¢ny vztah
dz :d—éds, dx:—d—gds. (35.22)
dn dn

Pouzitim této transformace Ize prvni integral (35.19)upravit nasledovné
2956_75(1)(_8_75(12:_2%5 oxoc| _9x0¢
0z OX oz onj,_, Ox onj,_,

Druhy kiivkovy integral pfevedeme pomoci Stokesovy véty, viz [1] vztah (A.54), na
integraci po plose® A

st = —2952—7;@. (35.23)

—cﬁ zdx — xdz :_¢(g+%j dzdx =—2q'> dzdx = -2A. (35.24)
N 2\ 0z OX "
Koneény tvar podminky kompatibility krutu (35.19) je pak identita
gﬂalds =A (35.25)

2 0on

Porovname-li podminku rovnovahy sil kroutictho momentu (35.17) s podminkou
kompatibility (35.25), dospéjeme k hledanym okrajovym podminkdm pomocné
funkce y = y(X,2)

;((X,Z)=O, Z—Z:&OproX,ZeaA (35.26)
n

Varia¢ni formulace statické rovnovahy krutu tyce.

Podminku statické rovnovahy pfi krutu tyCe, viz obr. 35.1, Ize formulovat pomoci
varia¢niho principu, viz [1] kap. 9.4. Vzhledem k tomu, Ze pfi krutu ty¢e neuvazujeme
disipativni procesy, lze jako funkcional pouzit jak vnitini energii, tak i volnou energii.
Obé tyto energie jsou pro toto zjednoduseni rovny deformacni energii [1], viz. vztah
(8.58), popt. (9.92). Volna energie celé tyce je

I 1
F = EJtejleijdV ) .[ (txyexy +tvzey2)daydy -

1 t Y (t A:Ldzdxd =2/ 2 a—lz a—lz dzdxd
o [ () ey =2 [ 2| (2] 4 2] ey

K upravé posledniho integralu jsme vyuZili pomocnou funkei y (X, Z) ze vztahu (35.10)

(35.27)

Celkové deformacni energie je rovna volné energii (35.27).

2) Obecna Stokesova véta dava do relace integraci po hranici OA s integraci po plose A

F F
Sf) Fdx+Fdy+Fdz= J(aFZ - &j dydz + (aFX - Ej dzdx + (& - ﬁj dxdy
A A\ Oy 0Oz oz oz ox oy

Integrace po kiivce OA probiha v tom smyslu, pti kterém je integrovana plocha po levé strané (tzv.
indukovana orientace).



Definujeme, tzv. tuhost tyc¢e v krutu

X aZ 2 aZ )2
C=4 2| +| =% | (da, da, =dzdx. 35.28
”{[(azj (8x 0 (35.28)
Zavedenim thlu krutu 7 = ((jj—([) 1ze celkovou volnou energii (35.27) psat ve tvaru
y
2
f:ljc % dy (35.29)
27 oy

Plosny integral pro vypocet tuhosti tyce (35.28) 1ze s ohledem na okrajové podminky
(35.26) upravit pomoci nasledujici matematické identity. Ozna¢me na okamzik

74 8}(]
Vy=|-2,-2%|, pak
d (62 OX P

[a_ljz +(5_ij —(V2) =V(V2)- 2V (2)=V(Vr)+ 7 (35.30)

0z OX
o’y 0y
kde V° = F+ v =—1, viz (35.12). Uzitim této upravy prejde vztah pro vypocet
z X
tuhosti tyce v krutu (35.28) na tvar
|l O Oy 0 oy .
C=4p||—| = |+—| x== |da, +4 da, . 35.31
”{[az(lazj axtlaxﬂ y ”{Z y (35-31)
Prvni plosny integral lze upravit pouzitim Stokesovy véty”; pro
F,=- Z‘;_Z, F, = Z‘Z_Z pak dostaneme kiivkovy integral
X z
4ﬁjga—ldx—za—ldz :4[1J.;(a—lds. (35.32)
oz OX A on

Pti upravé tohoto integralu jsme pouzili stejny postup jako pii Gpraveé (35.23).
Vzhledem k okrajové podmince (35.26) na hranici prifezu A je y =0, je integral
(35.32) roven nule. Tuhost tyCe je pak urCena ploSnym integralem z pomocné funkce
7(X,2), ktera splituje na hranici 6Apodminku y(X,z)=0

C =4/ ydzdx. (35.33)
A
Vypoctu tuhosti ty¢e pro kruhovy a obdélnikovy prifez je vénovan piiklad 36.

Rovnovaha momenti na vetknuté tyci.
Zbyva nalézt souvislost mezi uhlem krutu r:d—(p a velikosti momentu sil

y
M =d x F , viz obr. 35.1. Deformacni energie (35.27), popf. (35.29) je vyvolana energii
dodanou momentem sil. Pfedpokladejme, Ze moment sil generuje néjakou potencialni
energii” ¢ tak, Ze jeji zména je
5¢p=—Mdp(y=L), (35.34)
tj. je umérna thlu natoceni d¢p ( y-— L) na konci ty¢e. Rovnovaha tyce pak nastane pfi
minimu celkové energie
S5(F +¢)=0. (35.35)

V tomto ptipadé je energie momentu sil kompenzovana energii deformace



5{%[%"} dy+5¢:{C(%j%dy—M5¢(y: L)

—jcg—;&pdy +CeSp| ~MSp(y=L)= (35.36)
L
—ICZ—;5¢dy+(Cr— M)sp(y=L)=0

L

Minimum tohoto funkcionalu nastane za podminek

fc ﬂ&pdy =0, . 97 0, =92 onst, (35.37)
L dy dy dy

¢ili moment vnéjsich sil je dan vztahem

M=17C. (35.38)
Uhel krutu ty&e o konstantnim prifezu A je konstantni a nezavisi na y. Jeho velikost je
umérna velikosti momentu vnéj$ich sil M a nepfimo iimérna tuhosti tyce C.



Priklad 36

Naleznéte tuhost v krutu C a funkci krutu (n€kdy nazyvana funkce zborceni pii krutu)
w(X,z)pii torzi tyde kruhového, elipsovitého, obdélnikového a trojuhelnikového
prafezu. Tuhost v krutu je definovana integralem (35.33) v ptikladu 35 pomoci
pomocné funkce y(X,2)

C= 4,[1_[ xdzdx, pficemZ y (x,z) =0 na hranici pro X, z € 6A (36.1)
A
2 2
a 2—;2(+ g )2( = —1 uvnitf prifezu pro X,z € A (36.2)
X VA

Funkce zborceni w(x, z) je definovana vztahy (35.10) v ptikladu 35
W _or_, v o

, —+X, proX,ze A (36.3)
OX 0z 0z OX
a musi vyhovovat Laplaceové rovnici
2 2
OV OV _prox.zeA (36.4)

ox*  oz°
ReSenti:

Vychodiskem je pomocna funkce ;((X, Z) , ktera je nulova na hranici prifezu a uvnitf

prafezu spliiuje Poissonovu rovnici (35.12). Tuto funkci budeme hledat tak, aby
definovala hranici prifezu a konstantu K uréime tak, aby spliiovala rovnici (36.2):
a) kruhovy prufez, viz obr. 36a

Kr(x,z)=R*-x*-2%, (36.5)

2 2
KZ_ oy KOX - 5 KX 9y k&5,

OX x> 0z o

Pro K=4 splituje funkce y rovnici (36.2), takze

1
27(x,2)=—(R*-x*-12%). 36.6
x(x2)==( ) (36.6)
Stanovime funkci zborceni podle vztahti (36.3)
_8_1//:26_;(4_2:_2_’_2:0’
OX 0z
a—l//=26—;{+x:—x+x=0.

(674 OX
Funkce zborceni je identicky rovna nule, tj. y(x,z) =0 a tudiZ pfi krutu kruhové tyce
nedochazi k vychylce ve sméru u,, viz vztah (35.2).

Tuhost kruhové ty¢e nalezneme dosazenim (36.6) do integralu (36.1)
2z R 2z R 4
. 7R

C= ,&I(R2 —x* =77 Jdxdt = ﬁjjrdrd¢—,&j Ir3drd¢ == (36.7)
A 00 00



Integral jsme tesili pfechodem k polarnim soufadnicim r,¢, X =rsin@,z =rcos .

a) c)

X
b zborceni plochy
T 72
Xl _Z
a”
) K /a z

|

obr. 36
Prifezy A ty¢e namahané v krutu
a) kruhovy, b) elispovity, c¢) obdélnikovy, d)rovnostranny trojuhelnik

b) Pro elipticky priiiez, viz obr. 36b
Ky(x,z)=a’’-b’x’ -a’z’ (36.8)

Konstantu K nalezneme dosazenim do rovnice (36.2)

K[azh‘?zl]:_z(aubz), K=2(a*+b)

ox* ot

a hledana pomocna funkce je
a’h’ -b’x* -a’z’?

2v(X,2)=
Z( ) a2 + b2
Funkce zborceni je podle (36.3) déna feSenim parcialnich diferencidlnich rovnic
0 2a’z 0 2b*x
Uy SN A . S
OX a“+b 0z a +b
Integraci, napf. prvni rovnice dostavame hledanou funkci
b* -a’
X,2)=——=XZ, 36.11
l//( ) 3.2 + b2 ( )
ktera spliuje podminku (36.4). Odtud je ziejmé, ze pti krutu tyce eliptického prifezu
dochazi ke zborceni plochy krutu
M (b’ -a’
U (Xx,z)=—| —— |Xz. 36.12

K nejvétSimu zborceni dochazi na thlopficce os a je tim vétsi ¢im je rozdil os vEtsi.

(36.9)

(36.10)



Tuhost tyCe eliptického prufezu je s ohledem na tvar pomocné funkce (36.9) rovna

a’b’ -b’x*-a’z’ 2 2
C=4ﬁj( — Jiua ”abjdd— sz.xzdxdz—
a 2(a7+b)
(36.13)
jzzdxdz
a +b
Integral vede na plochu ehpsy
+b l—— %
jdxdzj j dx dz_zbj ,/1——dz_2bj 1—sin’ pd o
2 (36.14)
>
2ab I cos’pde = zab.
E
Pti upravée jsme pouzili substituce z =asing .
Druhy integral v (36.13) je moment setrvacnosti k ose z
1*% 3/2
a a 3 a 2
=Ix2dxdz = I dz I xzdx:ﬁj l—z—2 dz =
A -a 22 3 -a a
e (36.15)
2ab> 2, 7b’a
= cos’ pdp = .
3 I vy 4

SR

Tento integral jsme opét upravili pomoci substituce z = asin¢ . Podobn¢ nalezneme i

:jzzdxdz = j dx I 2°dz =
A -b X2
Dosazenim integralu, (36.14), (36.15) a (36.16) do vyrazu pro tuhost tyce (36.13)
dostavame kone¢ny tvar

moment setrva¢nosti k ose X

3
zab_ (36.16)

A 33 33 A 33
C= A | e 780 mab | jmab (36.17)
a +b 4 4 a~+b
c) Pro obdélnikovy priiez obr. 36c budeme hledat pomocnou funkei ve tvaru
2 2 22 22 2,2
g e[|l A b7 e (36.18)
2 2 4 2 2
Tato funkce vSak nespliuje podminku (36.2), nebot’
O’y Oy 2 R 2, 2
S+ =—(a’+b”)+2(X*+27) = -1 (36.19)

Proto je tieba hledat funkci f (X,2)



o (f ;() o (f ;()
ox’ oz’
Nalezeni vhodného tvaru funkce f (X, z) je dosud otevienym problémem.

A(fy)= A +2(VEVy)+ fAy=-1 (36.20)

d) Pro trojuhelnikovy priiez, obr. 36d
Pomocnou funkci y ( X, Z) hleddme ve tvaru

K(x.x2)= £+X ﬁa—\/gz—x £a+\/§z—x =
6 3 3

(36.21)
3
- —£ax —£az -3x2° + X,
63 2 2
Podminka (36.2) ma tvar
o’y 0y 1
K| =% +=-4£ |=—K3a=-1, K=—. 36.22
[a 2 o Ja’ (36:22
a kone¢ny tvar pomocné funkce je
3
L@ V30 V30 g0y (36.23)
“Bal6s 2 2
Funkce zborceni, ktera je definovana rovnicemi (36.3) ma po integraci kone¢ny tvar
z 2 2
X,2)=——(3X"=27). 36.24
v (u2)= (0 -7) (624

a vyhovuje podmince (36.4).
Zborceni plochy pfi krutu je podle vztahti (35 2) a (35.38) rovno

u,(x,z)=rp(x,2)= Tic a(3x -1 ) (36.25)

Je nulové v rozich trojuhelnika a maximalni ve stfedu stran. Tuhost trojihelnikové
tyCe je dana integralem

ETES e Jou- 3

———ax’ ——az —-3xz2> + X |dxdz =—/a*.
80

63 2



Priklad 37

Naleznéte frekvenci a Gtlum torznich kmith vetknuté tyCe kruhového, eliptického a
trojuhelnikového prifezu z viskoelastického materidlu, napt. meziobratlové polénky
[3]. Urcete jak se zméni vlastni frekvence torznich kmiti pfidanim télesa s momentem

A - 50
X /Z vd
s )
,' y
L
-~ I

setrvacnosti |; na konec tyce, viz obr. 37.1.

Obr. 37.1
Kmitéani torzni ty¢e s dodate¢nou hmotou na jejim konci.

ReSeni:

Vyjdeme z obecného namahani tyce jak na ohyb, tak na krut podél osy y, viz obr.
37.2. Ohyb tyce podél jeji podélné osy y vyjadiime vektorem ohybu

— d
Q(:Mj:d_u: d“x,&,duz (37.1)
AS ds ds ds ds

. dp, dn, dp, <
Zavedeme tecny vektor S = (E’d_sy’EJk ose ty¢e M= (77X (S),77y (S),Uz (S))

Pfi malych ohybech je slozka 7, (s)zanedbatelnd vici slozkam 7, (s) a 7,(s).

ds , ., : y ,
) =2 te¢ného vektoru s je vektor k nému kolmy a

Snadno nahlédneme, Ze derivace' q
S

navic plati geometricky vztah
ds_n dng 1 dn 1

ds R’ ds> R’ ds® R

z

(37.2)

kde R,,R,jsou kfivosti v odpovidajicich rovinach (x,y) a (z,y). PouZitim vektoru

normaly n a vektoru tecného S (oba vektory jsou jednotkové) lze deformaci tyce

Predpokladejme, Ze teény vektor normovany k jedné, tj. (S . S) =1. Potom jeho derivace je kolmy
vektor n
d(s-s ds . ds
( ):25—:0, ). —~n
ds ds ds




rozdélit na Cisty ohyb Q, v roving (y,z), Q, v roving (X,y)a isty krut Qv roving
(z,x). Plati, viz obr. 37.2, Ze vektorovy soucin posunuti dua te¢ného vektoru s

k ohybové kiivce je vektor
ds=des,E:d—uxs (37.3)
ds ds
ktery je kolmy k ohybové kiivce. Ohybova kiivka splyvéa pro malé deformace s osou

y. Vzhledem k definicim vektoru ohybu (37.1) a vektoru normaly (37.2) dostavadme

%:st, reSp.Sx%:SX(QXS)Z(S-S)Q—(Q-S)S (37.4)

obr. 37.2
Obecna deformace tyCe vyjadiena vektorem vychyleni Q = (QX,Qy,QZ ),QX - ohyb v

roving (y,z), Q, - krut podél osy y, Q,- ohyb v roving (X,y). Pivodni poloha
materidlovych bodii PB,,Q, aP,,Q, ve dvou riznych mistech tyce se deformaci

zménila na polohu P,Q, a P,,Q,.

Posledni vztah upravime, protoze (s-s)=1a (Q-s)je pramét vektoru ohybu do

podélné osy tyce, takze 1ze vektor ohybu tyce rozlozit

Q=10 5-(0,,0,0,)+(0,2,,0) (37.5)

na Cast Cisté ohybovou o slozkich Q,,Q,a ¢ast Cist¢ torzni Q. Uvazime-li, ze s,n

jsou kolmé jednotkové vektory, je velikost jejich soucinu rovna jedné. Potom
komponenty vektoru ohybu jsou

1
O=|—r— 37.6
(R ¢ RXJ (37.6)

z



kde R, je polomér kiivosti v roviné (z,y), viz ptiklad 31, vztah (31.21), a R, v roviné

x,y). 7= ?j—(p je uhel krutu v roving (x,z), viz ptiklad 35.
S
Z rovnovahy momentt sil ptisobici na ty¢, viz ptiklad 31 a ptiklad 35, jsme nalezli
relaci mezi velikosti deformace (37.6) (poméry kiivosti a thlu krutu) a zatézujicim
momentem vnéjsich sil

MX:EIX, MZ:EIZ, M, =Cr (37.7)
RZ RX
kde
| = I z’dxdz, |, = J' x*dxdz, C=4[4J' ydxdz
A(y) A(Y) A(y)
jsou I, 1, postupn€ momenty setrvaCnosti plochy A(y) vici ose X, y a C je tuhost

plochy A(y) v krutu ve sméru osy Y. Statickd rovnovaha vetknuté tyCe je feSena vztahy
(37.7).

Nasim cilem je nalézt vztahy pro dynamickou rovnovahu ty¢i zatizenych
pridavnou hmotou. Stejné jako v piipad¢€ pricnych kmiti vetknuté tyce, viz priklad 32,
vyjdeme z hustoty deformacni energie ty¢e namahané ohybem a tahem

%t;j,eij = %tweyy +19eY + 17" =

Ex*(d’n, © OB d’z, ’ C(dgpjz
ool 2 | "5 e
2 \ ds 2 ( ds 2\ ds
Druha derivace osy ty¢e n = (77X (S)J]Z (S)) odpovida druhym derivacim vychylky osy

u= (uX (¥),u,(y)) athel krutu ve vzdalenosti y od vetknuti je Z—(;, tudiz

(37.8)

. d’u, 1
ds®  dy® R, (37.9)

Celkova deformacni energie tyCe o priifezu A a délky L je dana integralem

d2u Y dxu Y
W = .[—t”eudy——J' [ ;] +Ezz( ZZJ dxdz +Cz? pdy (37.10)
A><L A><L dy dy

K popisu dynamiky kmitajici ty¢e vyuzijeme varia¢ni princip mechaniky elastickych
téles [1], viz ptiklad 32, vztah 32.1

5(u'(x.1)) = j I { [ j ey p¢}1xdydzdt (37.11)

Tlumené kmity torzni tyce.

d’, d’u, _ 1 dp do__ d’p

dsz~dy2:R’d_ dy

z

2
X

Budeme studovat torzni kmitani z viskoelastického materidlu. Tenzor napéti takového
materidlu je uveden v ptikladu 33, viz vztah (33.1). Pfi deformaci takovychto
materidlu se ¢ast mechanické energie preméiuje na teplo, dochdzi k disipace
mechanické energie. Tuto ztratu zahrneme do funkciondlu (37.11) do ¢lenu



Osz ]
p¢ dls 0 =HU ayz u(p R E (3712)

Omezime se jen na vySetfovani torznich kmiti. Funkcional (37.11) lze s ohledem na
(37.10), (37.11) a (35.27) az (35.29) psat ve tvaru

. I{I [arco) ”8za(y )rgp}dxdzdy jg(‘?;j }dt (37.13)

0
kde vychylka u, =r¢ je vychylky v fezu A(y) v rovin€ (X,z), tj. pootoceni o tthel ¢

kolem osy Y a r=+/X*+2" je vzdilenost od osy otadeni, viz obr. 37.2. Hledame

extrém (minimum) funkciondlu (37.13) vzhledem k thlu natoCeni ¢(y,t). Nutnou
podminku extrému nalezneme pomoci jeho variace

o) 2 -o{ ) -] sl

t , , , (37.14)
| L 2 .
=§“- ol (8_(0) —ul 0 (on go—C[a—w] dydt =0
250 ot oy oy
kde I =1, +1,je celkovy moment setrvacnosti plochy. Indexem ,,0° jsme oznacili

veli¢inu kterou ponechdme pii variaci konstantni. Vzhledem k tomuto ptedpokladu je
variace funkcionalu rovna

t L[ 2.
[])» 200(%) &9, 5¢_C8_¢5(5¢)}dydt:
t, 0

ot ot oy’

0 (op o’p o’g o (op 0’
I O | —+ ul —=2 |69 —C —| —=¢ |+C—=-6¢ |dydt =
o at(at (pj (p o oy ) oy )Ty Y

-
=jpl%¢(/>

0

oy S—
o'—.l-

@
dy — cjayago 5

FoR) o’p
dt {pl —— ul —5+—C—- | Spdydt =0
y0 J-J. 8 ay
(37.15)
Variace vychylky v ¢ase t, a t,je nulova- vypadne 1. ¢len v posledni rovnosti. V misté

vetknuti tyce je

5(p|y=0 =0, (37.16)
a na volném konci miizeme predpokladat
L (37.17)
),
Podminka dynamické rovnovéahy (37.15) je zajisténa diferencidlni rovnici
O’ Do o
I = ul +C , pro e(0,L 37.18
Pl =" oy aypco%y() (37.18)

Tato rovnice popisuje tlumené torzni kmity tyce.

Piedpoklad ¢ =¢, representuje tzv. rozSifeny variatni pocet [4], [5] a
matematicky znamenad, Ze variace (fluktuace kolem hledané¢ho feseni) jsou velmi malé
a hodnota ¢, je jiz pfesnym feSenim. V obecném piipad€ velkych odchylek od



rovnovazné polohy (vizkézni tlumeni je velké) je nutno fesit tento typ tloh iteracnim
postupem.
Reseni této rovnice hleddme ve tvaru harmonické viny
p(y.t) =g (37.19)
pro komplexni @ =, +im,,. Po dosazeni do podminky dynamické rovnovahy
(37.18) dostavame disperzni rovnici torznich kmith
(—a)r2 +a)ifn)pl +iw, ul k; +Ck; =0,
_ . (37.20)
—2io, (a)impl + ul kyz) =0
Redlna ¢ast @, popisuje vlastni frekvenci kmiti a imaginarni ¢ast frekvence o,
popisuje tlumeni. Re§enim algebraickych rovnic (37.20) dostavame

2k2
o, =k, | S 25 (37.21)
pl  4p
a
H 2

@, =——K; . 37.22

im 2p y ( )

Jako v piikladu 32 bude vlnovy vektor kmitil s jednim volnym koncem kK, :j—fa

frekvence zakladniho torzniho kmitu bude

2

2
o, = C [ R L (37.23)
2L\l L4pL 8L p

Tlumend oscilace natoceni na konci tyCe v zakladni frekvenci (37.23) je popsana
funkei

p(L,t)=@exp(a,t)sin(at). (37.24)
Oscilaci plné tyce o priméru 2R a délky L mlZeme nahradit oscilaci hmotného
kotouce (popi. bodové hmoty) na pruzném vlakné o pruznosti k; o stejné vlastni
frekvenci, viz obr. 37.3.
Podminka extrému (37.18) plati v kazdém bodé¢ tyce. Jestlize v experimentu
sledujeme kmitani celé tyce délky L ma podminka extrému tvar

4L 2 2 . 2
H[pl Lo S "’}&odydtz
t 0 ot

oy oy
. L . (37.25)
Iexp(—iZa)t)(—pl @ +iul a)kj —ij)J.exp(i2k§) dyopdt =0
t 0 kyzzlL
Ptedpokladali jsme feSeni ve tvaru (37.19) takze jeho variace je
Sp(y.t) =™ s (37.26)
Po provedeni integrace
L - iz - .
j exp(2i 2 ydy = _L j e'dz = — 1L @7 ey = 2L (37.27)
7 2L Ty V4 /4

ma podminka extrému torznich kmiti celé tyCe tvar



(o eap P2, 20 Py g
T T T
37.28
. 2Lpl  2Lul  , ( )
—2io, | o, ———-——k; |=0.
V4 V4

Resonancni frekvence i tlumeni jsou stejné jako v pripadé elementu tyce, tj. (37.23),
rtizny je vSak moment setrvacnosti a koeficient tlumeni, které maji nyni postupné
hodnoty

2Lpl 2L ul K2 = mul
r r 7 2L
Tyto hodnoty vyuzijeme pro stanoveni materidlovych parametri z, ¢ kmitajici tyCe

(37.29)

zatizené dodateCnym momentem setrvac¢nosti.

Torzni kmity s pfidanym momentem setrvacnosti

Kmitani torni tyCe, viz obr. 37.1, jako télesa je obecn¢ popsano parcidlni
diferencialni rovnici (37.18). T¢leso nahradime hmotnym bodem na pruzing, viz obr.
37.3, ktery kmita stejnou vlastni frekvenci a se stejnym utlumem jako konec tyce
(37.24). Abychom nalezli tuto nahradni soustav vyjdeme z Lagrangianu takové
soustavy, viz. obr.37.3

2
! 2 m(R, ¢ 2
L. \'% ef .
S= J-K((05¢7¢0’t)dt’ pro L= m7_¢ = ¥_b’(Ref¢0 (2 kt %7 (3730)
t
Potencidlni energii ¢ jsme nahradily energii pruziny s konstantou k, a disipativnim

¢lenem bR, ¢, ¢ vyjadiujicim tlumeni. Rychlost rota¢niho pohybu v=¢@R, jsme

nahradily Uhlovou rychlosti ¢ :(jj—(i)na néjakém efektivnim poloméruR,a pro

tlumeni jsme zavedli tlumici parametr b,. Diky nekonzervativnosti soustavy jsme
museli thlovou rychlost R, ¢, v tlumicim ¢lenu povazovat pfi variaci za konstantni,

viz. (37.14).

Parametry K b, budou ur¢eny tak aby nahradni soustava kmitala stejn¢ jako
konec tyce (37.24). Pohybovy zdkon (rovnovaha sil) této hmoty je urcen jako extrém
funkcionalu (37.30), tj.,

d(oc) o .. . -

Regeni budeme opét hledat ve tvaru (37.19), tj. ¢(y,t)=g@exp(—iat), takze vlastni

frekvence a tlumeni jsou rovny

2
a)rz,ef = kt _( bt ]: Wi of =~ bt . (3732)

mR; | 2mR, 2mR,
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Obr. 37.3

Schéma nahrady torzni ty¢e. Hmotnost m reprezentuje vlastni hmotu tyce a jeji
odpovidajici moment setrvacnosti | =mR} a pfidana hmotnost Mg méa pridany

moment setrva¢nosti |, = MRS .

m je zndma hmotnost torzni ty¢e a M je znama ptfidavna hmotnost. Ve vztazich
(37.32) vystupuji neznamé hodnoty k, a b, které musime dat do relace
s materialovymi parametry tyCe i, i reprezentujici postupné smykovy modul a

mR? :2Lp| MR, = /2me| ’ (37.33)
rr T

kde p a L_jsou postupné hustota a délka tyée a | je moment setrvacnosti jejiho
prufezu. Tyto veli¢iny jsou znamy (37.7). Potom z podminky stejnych vlastnich
frekvenci a stejného tlumeni nahradni tyce (37.32) a studované tyce (37.23)

a)r2 :a)rz,ef a a)im :a)im,ef (3734)

viskozitu. Polozime

ziskdme dosazenim vztahli (37.33) do vzorct (37.32) hledané hodnoty ndhradni
(efektivni) tyCe

o2 (2 ) _7C _ mul
kt - mRef (a)r,ef + a)im,ef ) _I - I’
_—— (37.35)
bt __2a)im emeef :% - -
4L° \ 7o

Smykovy modul & vystupuje v tuhosti ty¢e C, viz. vztah (37.7) a u je viskozita
materialu tyce.

Kmitani torni tyce s pfidanym momentem setrvac¢nosti.
Piidanim dodate¢ného zndmého momentu setrva¢nosti |, = M R} se zméni

prvni ¢len pohybové rovnice (37.31)
(mR; +|G)¢+btRef¢o| +kp=0. (37.36)

=P
Vzhledem k tomu, ze se tento typ torzniho kyvadla pouzivd ke stanoveni
materidlovych vlastnosti oznacime zmétenou vlastni frekvenci a tlumeni jako

@,,» By, - Jejich relace k vlastnim kmitim soustavy (37.36) je



2

2 2 kt bt Ref ﬂ exp bt Ref

o, = a)exp = Py - 2 s Wiy = — == B (3737)
(mR3 +1g) (2(mR: +1¢) 2 2(mR +15)

Kone¢né vztahy pro stanoveni materidlovych parametri tyée 4,u nalezneme

dosazenim za Kk, a b znahrady torzni tyce (37.35). Tudiz pro elastické konstanty

plati

LY 7zl C
C=npl|—=| (40*. +p> ) 1+—°|, 1=— 37.38
p (ﬂ'j ( a)r,exp ﬂexp)[ 2,0LIJ /Ll I ( )

a pro viskozitu

“_a(£] ,Bexp[1+ 7l J . (37.39)
P

V4 2plLl

7R*

Tento vztah budeme aplikovat na kruhovou ty¢ (36.7) poloméru R, pro | =

nalezneme vztah pro smykovy modul £ materialu ty¢e pomoci naméfené rezonan¢ni
frekvence @, a Gtlumu S

exp

. LY, ) |
/ucylinder = p(;j (4a)r,exp +ﬂexp )(1 + pLGR4 ]3 (3740)

Pro eliptickou ty¢, viz obr. 36b s tuhosti ty¢e C = 2z a momentem setrvacnosti |

A 33 3 3
=”fa§2, |=|Z+|X=’”’;b +”jb:%ab(a2+b2) (37.41)
a +
dostavame
LY 21
line = P| — | (407 o, + B2, )| 1+ c . 37.42
/Ll|p p(ﬂ'j ( ,exp xp){ pLab(a2+b2)J ( )

Jak jiz bylo patrno ze vztahu (37.37) je rozhodujici pomér pfidaného momentu
setrvacnosti |; a vlastniho momentu setrvacnosti ty¢e 2pLl/x. Srovnej se vztahy

pro stanoveni Youngova modulu E z ohybovych, viz. ptiklad 32, ¢i podélnych vin,
viz. ptiklad 34.
Pti kmitani kruhové ty¢e o poloméru R=17,5 mm délce L =6mm (délka jen

chrupavky) o hustoté p=1,2-10° kgm~ byly naméfeny hodnoty Oy, =9 s' a
2R 3,14:(1,75-107)
2 2

By =0,8 s”'. Moment setrvacnosti je | = =14,72-10°°.

Hodnota modulu pruznosti ve smyku je



. LY/, ) |
/Ucylinder = p(;j (4a)l’,exp + lBexp )[1 + pLGR4 j =

-3 2
1.2-10{%} (40, + B, ) (1+1.48-10°1 5 ) = (37.43)

r,exp

p=08 |
-3
Or.oxp=9 Glig=2.6510

6.485-103(4602 + 2)

r,exp exp

=5.568-10° [Pa]

Pomeér I /(pLR4) =1.48-10°-1, . Pro velikost I, =2.65-10" [kg mz}dostévéme
hodnotu /2 =5.568-10" [Pa]. Youngiv modul pruZnosti je pak

E=24(+0)| _,,=32=16.70-10° Pa (37.44)
Viskozita je podle vztahu (37.39) rovna

LY 7l 6107 Y
=4\/§ — 1+ S 1=5.657- 1.2:10° 1+1.48-10°1 . )=
ILI (ﬂ'j pﬂexp( 2pL|] [ 314 J ﬂexp( G)

(37.45)
36.68-10° 3

exp

=77.76 Pas

1
Bop=08 Glig=2.6510

Vzhledem k cCasto slozité geometrii méticiho zatizeni je vyhodné zatizeni otestovat na

znamém materialu. Moment setrvacnosti tohoto méficiho zafizeni byl stanoven

méfenim polyetylénové tyCky zkrucované délky L =16.8 mm, poloméru R=3 mm.

Predpokladame, Ze polyetylén je nestlacitelny Hookovsky materidl, tj. o =0.5, takze
E 1.08-10°

jeho modul ve smyku je = = =0.36-10° [Pa], ktery souvisi

! I AT v e) T 2(1+05) [Pa]. tery

s vlastnimi kmity torzni ty¢e podle zjednoduseného vztahu (37.43)

. 4LI
Heylinger = ﬂz—Raa)rz,exp [Pa] (37.46)

Neznamy moment setrvacnosti | méficiho zafizeni je roven

4
R (3.14)2(3-10-3) . . ,
_TR . 036-10°=1.9-102 kgm?®, (37.47
S T YLy ovinder 4-(1.68-107)-15" gm’, (37:47)

exp

viz. obr. 37.4 kde je uveden zdznam méfeni

Modul pruznosti ve smyku 4 a viskozitu g je mozno stanovit otestovanym
experimentalnim zafizenim podle vztaht

- 4LI 44/2L1
Heylinder :ﬁz—RGz;a)rz,exp [Pa] > H= 7Z'2R4G ﬂexp [Pa S] . (3748)




Fit utlumove krivky poluetylenu pro torzi - valec prumer 6 delka 20mm
(.03 T T T

T T T T
utlumova krivka poluyetylenu - experimentalni data

linearni aproximace exp(-tl.zinCl5t+3/2) ——

W oImAz]

t [=]

Obr. 37.4. Zaznam rychlosti torznich kmitl pifi testovani torzniho zafizeni
polyetylenovou trubkou.
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Priklad 39
ELASTICKE VLASTNOSTI TEPEN A ZIL

Materialové vlastnosti zivych tkani urcujeme vétSinou empiricky, pficemz vSechna
provedend méfeni splituji zdkony bilance hmotnosti, hybnosti, momentu hybnosti, energie a
jsou podfizena II. Zakonu termodynamiky. Vzhledem k tomu, Ze nds zajimaji vlastnosti
materidlu v jeho pivodnim (referenénim) stavu je vyhodné formulovat zakony bilance
v materialovém popisu.

Bilance hmotnosti ma tvar

, Fl = aij (39.1)
oX

kde p,,p jsou postupné hustoty v poc¢atecnim-referencnim stavu a ve stavu aktudlnim, tj. po

P, =Jp jzdet‘Fi[

i

. . . . . ; X
deformaci charakterizované deforma¢nim gradientem F", =7

—. Biologické tkan€ mohou

byt i1 stlacitené materidly, takZe pfi deformaci dochazi ke zméné objemu. Zména objemu je
charakterizovana rozdilem (1-j), pro j=1 jde o materidly nestlacitelné a velikost zmény

objemu je imérna velikosti tlaku p[N/m2 = J/m3], kde koeficient imémosti K je modul

stlacitelnosti
p:K(l—j):K(l—&J. (39.2)
p
Bilance hybnosti-rovnoviha objemovych a povrchovych sil je vyjadiena rovnici
ee aTKi i i i . 7 . v 7 v_or
p,u' = Sk u' =x"—X'... jeposunuti proti pocateCnimu stavu (39.3)

vyjadiujici rovnovahu setrvatné (objemové) sily p i’ a sily povrchové. Setrvaéna sila se pfi

biomechanickych procesech a v testovacich experimentech zanedbava, takZe ve vétSing
pfipadi jde pfi experimentu jen o rovnovahu povrchovych sil. Povrchové sily generuji
v télese (ve tkani) napéti, které ma tenzorovy charakter (sila ve sméru x zpiisobi napéti jak ve
sméru x, ale i ve smérech kolmych y, z). Rovnovahu povrchovych sil na téleso objemu V)
zapiSeme v integralnim tvaru
J' aTKi
5 0X ~

Integraci pfes objem }/ jsme ziskali rovnovahu povrchovych sil ve vSech smérech i =1,2,3

.  oxk A
i —1 i ik
dV:@IV T dA, =6LJ T i da :a'[/t da, =0. (39.4)
v aktudlnim (zatizeném) stavu. Rovnovaha povrchovych sil je pak vyjadiena 1. Piola-
Kirchhoffovym tenzorem 7 (X, x,¢), ktery zavisi jak na poCate¢nim stavu X, tak i na stavu

aktualnim x. Tenzor napéti v aktudlnim stavu zna¢ime ¢* a nazyvame ho Cauchyho tenzorem
napéti. Jeho relace k ptivodnimu 1. Piola-Kirchhoffovu tenzoru napéti je

- oxt ox' ox*
tlk — .—1 TKI X, x,t — .—1
(x,t) ] aXK ( ) ] aX[ aXK

Posledni rovnice definuje tzv. 2. Piola-Kirchhoffiiv tenzor nap&ti S™ (x,7), ktery vyjadiuje

S™ (x,1) (39.5)

vlastnosti materidlu v referencnim stavu a nemél by tedy zaviset explicite na ¢asovém



priibéhu konkrétniho pohybu x' = x'(X”,¢), proi,I =1,2,3. Jak bude uvedeno dale, bude tento
tenzor zaviset jen na Greenovu tenzoru deformace
3 ! l ! !
Crr(X',1) = ; ;XXK ;;L = ;XXK ;’;L =F' F',=(F'F)_, (39.6)
popft. jeho invariantech. Pouzivame Einsteinova znaceni, tj. pfes dva stejné indexy objevujici
se v soucinu budeme scitat.

Vedle Greenova tenzoru deformace je pro referen¢ni stav pouzivan Lagrangetv tenzor

deformace

2E, (X', 0)=C, (X', 1)=&, (39.7)
a v pro deformaci v aktudlnim stavu Euleriiv tenzor relativnich deformaci
; ox* ox*
ekl(x ’t)zEKL ax—kg (398)

K popisu materidlovych vlastnosti tkani mizeme pouzit kterykoliv z tenzort (39.6), (39.7),
(39.8). Mezi vSemi tenzory existuji vzajemné jednoznaéni zobrazeni.

Bilance vnitini energie- /. zdkon termodynamiky ma tvar

. 00" . Ov
+ - —=0 39.9
PET X% axF (399
a dava do relace zménu vnitini energie (teploty tkan¢) jednak néasledkem piivedeného tepla

o~ [iz} a jednak v dasledku mechanické energie dodané pii deformaci tkané. Mechanicka
m

ov. | W
energie je vyjadiena ¢lenem TX Ll —.
gI1c je Vy] ox < [mJ

II. zakon termodynamiky vyjadiuje redlnost vSech procest transformace energie a latek
(chemickych reakci). Nedilnou soucéasti téchto pfemén je nevratnost procesii popsana

nerovnosti, tzv. produkci entropie Z(S ), popft. disipaci mechanické a chemické energie na
teplo. V materidlovém popisu ma tvar
K
Y (S)=p (Tj—u)—QT;(TK +T% ai?’( >0 [%} (39.10)
Abychom mohli materidlové vztahy tkani formulovat nezavisle na pozorovateli (v
libovolné soutfadné soustave) pomoci vhodnych a méfitelnych nezavislych proménnych
veli¢in 7,C,, , tj. teploty a deformace, zavedeme skalarni funkci, tzv. volnou energii

f(T9CKL)

f(T,C)=u(T,Cy, )-Ts(T,Cy, ). (39.11)
Tato funkce ndm umozni vyjadrit materidlové vlastnosti nezavisle na tom, zda je méfime
v referencnim stavu, ¢i po deformaci ve stavu aktudlnim.

Deformaci tkan€ v n&jakém referenénim stavu vyjadiime pomoci Greenova tenzoru
deformace (39.6), ktery je symetricky vindexech KL. Jeho materidlova derivace
charakterizuje rychlost deformace

ox™ ov,, ox* ox! 1({ ov* N ov'
o' )

KL = = L’ de dk] =— (3912)
Pomoci volné energie 1ze nerovnost (39.10) prepsat do explicitniho tvaru

oxt ox* "oxk ox 2



.oy QY or ; 0V,
rY(8)=p(+7) L I

/ K
-p, S+(1j T+| T -2p, 2 8xL 6V§< —Q—a—TKZO
or )., oC,, X |ax* T ox

Splnéni této nerovnosti je ekvivalentni II. zdkon termodynamiky. Mtzeme ji splnit zavedenim
nasledujicich definic:
- entropii definujeme vitahem

(39.13)

oT

- tenzor napéti rozdélime na dvé Casti

s = —(gj ... popisuje vliv teploty a zmény struktury (degradaci) (39.14)
CKL

T ey
78 _ of ox’ popisuje jen elastické zmény véetnd (39.15)
el (] aCKL

Z této definice plyne, Ze elasticka ¢ast tenzoru napéti nezavisi ne rychlosti deformace (39.12).
Tim je explicitné vyjadieno, ze vSechny nevratné procesy (viskozita, plasticita, degradace

apod.) budou zahrnuty do disipativni &asti tenzoru napéti 75 . Tato skute¢nost je formulovana

, 0X L velkych deformaci a anisotropie.

pomoci tzv. disipativni nerovnosti

ki oy, Q or S
“oxt T ax*
tj. trvala deformace, chemické pfemény apod. musi spliiovat tuto nerovnost.

(39.16)

39.1 NEJCASTEJI POUZIVANE MODELY ELASTICKYCH MATERIALU

Pro popis elastickych vlastnosti homogennich isotropnich materialt je nejpopularnéjsi tzv.
- St. Venant-Kirchhoffitv model, popisujici stlacitelny materidl. Jeho volnad energie je
soucet elastické energie uloZzené ve formé stlaceni €1 expanze a elastické energie ve
formé krutu (smyku), takze jeji tvar je

A .
F(E . 0)= o B+ (EyEy), 2deje Ey =E, = E +Ey, +E,,.  (39.17)

0 0
Veli¢ina £

1) Vyjadiuje zménu objemu; v piipad€ malych deformaci plati

Po 1
F -1=E,.
Podle vztahu (39.15) mé odpovidajici 2. Piolav-Kirchhoffiv tenzor tvar

(39.18)

0 0
Sk =2p, A =2p, A =ME; Oy, +20Ey, , pro2Ey, = Cyy =8 (39.19)
oCy; ), CEy, ),

kdeA,n jsou, tzv. Laméovy koeficienty. Tento materidlovy model prechazi v aktudlni
konfiguraci na Hooktiv materialovy model
ox* ox*
ty =hed, +2ue,, ¢, =E, —F——, (39.20)
ox" Ox



kde e,, je Eulertv tenzor relativnich deformaci.

V obvyklé formulaci Hookova modelu jsou od sebe odd€leny ¢ist€ objemové zmény a
distorze (zmény tvaru beze zmény objemu). V takovéto formulaci ma Hookiiv zdkon tvar
(0)
ty = Ked, ++2ue, . (39.21)
3
Zde jsme oznalili objemovou deformacie(l) =e. = ) e, a Cist¢ tvarovou deformaci bez

ii ii
i=1

(o) e
objemovych zmén jako e, =¢,, —%SM. Pfi deformacnich testech se obvykle méfi Younglv

. . o e e . N
modul pruznosti E a Poissonovo ¢&islo o =2 =2 (kontrakce pfi tahu). Tyto veli¢iny jsou
é; €

v nésledujicich relacich k Lamého koeficientim

Ec K
(1+0)(1-20)" "'~ 2(1+0)
V Hookové zdkonu (39.21) vystupuje objemovy modul K a smykovy modul u a ty lze
vyjadfit pomoci méfitelnych veli¢in £, nasledujicim zplisobem
E _E
3(1-20) “ 7 2(170)
Druhym velmi cCasto pouzivanym modelem, pfedev§im pak pro nestlacitelné elastické

materialy typu pryZi je, tzv. neo-Hookiiv model, jehoz volna energie je rovna energii distorze
(Cisté tvarové deformace)

(39.22).

(39.23)

f(C (X', 1) = %(j‘“Cm =3),pro j* =detCy, . (39.24)

Odtud je patrno, ze v pfipad¢ konstantni hustoty tkan¢ ( j=1) je stopa Greenova tenzoru
velkych deformaci C, =G, +C,, +Cy; = A5, + 43,
Auy>A2y» A3 protaZeni v hlavnich smérech deformace. 4 je smykovy modul podobné jako v

Hookové¢ zakonu.
S ohledem na definici 2. Piolova-Kichhoffova tenzoru napéti (39.19) dostdvame

+ A5 méfitkem zmény tvaru. Zde jsou

C .
SKL=uj”[SM—%%}plmi ag =Lcg, (39.25)

KL

X5 oxt . .
kde Cy, = a@—kaa—l je tenzor deformace inverzni ke Greenovu tenzoru deformace (n¢kdy se
X" Ox

nazyva Pioliv tenzor). Transformaci do aktudlniho stavu dostdvame vztah pro Cauchyho
tenzor napéti

) U k - Cy o . ; k
£k :j—l%%SKL _ W-—5/3 [c—uk _%Ssz’ kdec :%S;L (39.26)

Oznadili jsme ¢ inverzni tenzor k Cauchyho deformaénimu tenzoru

,. ox*t ox*
WD o o

=5, —2e,. (39.27)



Velikost vlastnich ¢isel Cauchyho tenzoru (39.27) (velikost deformace v hlavnich smérech)
je rovna prevracené hodnoté vlastnich ¢isel k tenzoru ¢'* . Odtud jiz mtizeme vyvodit

souvislost s velikosti relativnich deformaci, kterou popisuje Euleriiv tenzor e, .
_ 12 2 2 .- . . , v , N

Cy) =41 + A3 + A5 Je invariant vyjadien pomoci protazeni v hlavnich smérech deformace.
Volna energie Neo-Hookova materialu (39.24) je ¢asto vyuzivana k popisu tepen a zil, coz
jsou anisotropni materidly se dvéma vyznamnymi a specificky orientovanymi sméry [5].
Volna energie se rozdé€li na ¢ast homogenni isotropni, kterd je popsana tvarem (39.24) a na

¢ast anisotropni, kterd zahrnuje odliSné elastické vlastnosti v pfedem definovaném sméru, viz
Obr. 39.1. Vedle invariantii j,C,, bude volna energie jeSté zaviset na invariantech

C(4) > C(6)

Obr. 39.1. Zobrazeni dvou smérii kolagennich vlaken ve sténé tepny, popf. Zily. Seda oblast
je homogenni matrice [6].

vyjadtujici elastickou energii ve smérech jednotkovych vektort NV, IV,

Y Karl _ 92 12 2 : in”

C(4) = ] CKLN4 N4 = }\'(4,f) - }\'(4,)() COos B4 + }\4(45J’) S B4’ (39 28)
o Karl _»2 A2 2 2 = 2 .

C(e) =j CiNg Ny = x(ﬁaf) - k(é,x) cos™ B + }b(ﬁ’y) sin” .

Sméry kolagenovych vlaken jsme vymezily ahly B, B, a deformace vzhledem pevnym

soufadnicim (x, y) protazenim A ,A . Kone¢ny tvar volné energie pro anizotropni material je

2 2
| C,—1 | C. -1
f(CKL(X’,t))zg( j°c, -3)-E “LJ,0n 1—( (32 ) | _» S, In 1—((6}—2) (39.29)

m4 moé
kde p, ;, J,4l¢ 57, jsOU postupné smykoveé moduly a limitni roztaznosti (extensibility)

postupné vldken ve sméru 4 a 6. Plati-li ze vldkna obou sméri maji stejné mechanické
vlastnosti, . u, =W, =p,, J,4=J,,=J,,B, =P, =P pak mé volna energie tvar




2
Cu -1
f(CKL(X[at))=%(j_2/3C(1)_3)_H1‘Jm In 1_((4‘)]—2) (39.30)

Tento model byl sspéchem pouzit ke stanoveni materidlového modelu tepennych stén
vpraci [6]. Naméfend hodnota smykového modulu za predpokladu Neo-Hookova

materialového modelu byla p=26kPa, limitni roztaznost J, =1.464 [1] uhel vlaken
B=37.2°C.

39.2 DEFORMACE TEPEN A ZIL

Pro kvalitativni analyzu pulzacniho proudéni v elastickych trubicich obecné, kterou lze
provadét jen v 1D aproximaci (zavislost jen na ¢ase ¢t a podéIné soufadnici z ), je tfeba nalézt
vhodny vztah mezi deformovatelnym prifezem A(z,t) trubice, tlouStkou jeji stény #,a
elastickymi parametry materidlu trubice. Predpokladejme, materidl stény tepny je popsan
Hookovym zdkonem (39.20). Bilance hybnosti (39.3) zahrnuje jen setrvacnou silu a silu
povrchovou (tj. vnitini a vngj$i tlaky na tepnu, popf. jeji podélné piedpéti), takze ji 1ze psat ve
tvaru

oy _ 0w
ax, Var

kde jsme jak tenzor napéti 7, tak i vektor posunuti u, pfevedli do valcovych soufadnic.

(39.31)

Predpokladame posunuti jen ve sméru radidlnim u = (ur,u (p,uz) = (ur (z) ,0, 0), dosazenim do

rovnice (39.31) odvodime rovnici

o’u u o'u
wh ZZ’ +p—p0=h(k+2u)r—g+ph872’, (39.32)

kterd nam bude slouzZit ke stanoveni, alesponi pfiblizného konstitutivni vztahu pro 1D

aproximaci [3].

Za ptredpokladu malych deformaci malych deformaci mizeme posunuti stény trubice
nahradit zmé&nou jejiho prifezu, tj., 4=m’=mn(R,+u, )2 = A,+Su,., S, bude obecné
oznacovat vnitini obvod tepny o poloméru R, .

Za téchto predpokladii pfechazi vztah (39.32) pro bilanci sil v radidlnim sméru na

hledany konstitutivni vztah

2 h(A+2 :
“—haf+p—po=u 1=t PR (39.33)
S, Oz 2R, A4) S, ot

ktery miizeme jiz porovnat s bézné€ uzivanym vztahem Chyba! Nenalezen zdroj odkazi. [1].
Tlumici ¢len ve vztahu Chyba! Nenalezen zdroj odkazii. je nahrazen setrvacnym ¢lenem na
pravé stran¢ rovnice (39.32). Porovnanim jednotlivych c¢lentt v rovnicich (39.33) a

Chyba! Nenalezen zdroj odkazii. miiZeme nalézt alespon pfiblizny materidlovy vztah




@(ij—w{l—[iJ],tj.,K - hE __ M (3934
4, 2R, 4, » " 4R,(1-20)1+5) 2R,(1-20)

mezi elastickou konstantou K, a Youngovym modulem E a Poisseuillovou konstantou o,
popi. smykovym modulem, viz. relace (39.22).
Pro naméfenou hodnotu smykového modulu p=26kPa u tepny poloméru R,=1lcma

tloustky A, =lecmpro o©=0.45 vychazi K,6 =13kPa. Roztazeny stav pruZn¢ trubice

s koeficientem elasticity Kz nebyl studovan.

39.3 VLASTNOSTI TENKOSTENNYCH TEPEN A ZIL PRI KONECNYCH
DEFORMACICH

Vlivem rozdilnych tlakit p— p, dochazi u tepny jednak k inflaci a jednak ke kolapsu.

Vlivem tenze 7, v podélném sméru dochazi k prodlouZeni A = aa—; a obecné 1k torzi vy ,

kterd je obvykle definovana jako pomérné zkrouceni y=a—§ [@} Vyhodnégjsi se jevi
m

zavést torzi pomoci torzniho uhlu t=YyR [rad] (protoze arctgt=7YyRz/z=7R).

Obr. 4.3. Inflace, torze a extenze cévy. Materidlovy bod se z polohy X :(R,O,Z ) posune
vlivem deformace do polohy x =(r,9,z), napf. [8].

Deformace je popsdna vztahy
r=r(R),89=0+yZ, z=20Z (39.35)

Mirou této deformace je deformacni gradient (39.1)



oo A (oo
OR’ RO’ oZ oR™

%: ‘= 7’2—2, r;:—;)e, 7’2—; =| o, %, ry (39.36)
0z 0z 0z 0, 0, A
OR’ RO &z

Budeme ptfedpokladat, Ze material cévy je nestlacitelny, tj. det‘F ' ,‘ =1, pak plati navic relace

i-Ezl tj. o _R (39.37)
OR R OR Ar

Dosazenim do (39.36) dostavame Greentiv tenzor deformace (39.6) pro nestladitelny material
a jeho konecny tvar je

b

2
[ﬂj L0
Ar
rY yr
i i T _
C,=F,-F,=(F'F) =| o, (E] e (39.38)
2
0, %, P+
Lagrangetiv tenzor deformace (39.7) je
2
(ﬁj Lo 0
Ar
rY yr’
2EIJ = O, (Ej —1, 7 (3939)
7"2
0, %, vt +a -1

K vypoctu Eulerova tenzoru deformace potiebujeme inverzni gradient deformace

[ﬂ], 0, o
R
I
F’}=6X- =l 0, (EJ, By (39.40)
ox' 7 A
0, 0. L
A

Potom podle transformac¢niho vztahu (39.8) dostavdme



2
I{M} 0 0
R
2 2
- o (R, &
) r r
YR 1 2
O, 7, I—F[I‘F('}/R) :|

Odtud mtuzeme podle vztahu (39.27) nalézt Cauchyho deformacni tenzor

2
(%y 0, 0,
RY vR?
¢, =9%,—2¢;=| 0, (?j , 0
R 1 :
0, — [1+(1R)’ |

(39.41)

(39.42)

a knému inverzni tenzor (tzv. Fingertv tenzor) cl.;l vystupuje v neo-Hookové modelu

nestlacitelného dobtfe deformovatelného materidlu. Tento model je ¢asto pouzivan pro popis
dobfe ohebnych materialii (guma, pryze, biologické tkan¢). Tudiz kone¢ny tvar Fingerova

tenzoru deformace cévy je

2
[5) 0, 0,
Ar

L, ox' ox/ , (Y
“carar | O U)o

0, YAF, A2

Uvazime-li, Ze 1. invariant Greenova tenzoru deformace (39.38) je

2 2
2 R 7
C(l) = Cll + sz +C33 = 7\,2 +('Y7") + Ej +(Ej

je Cauchyho tenzor napéti pro neo-Hookiiv model (39.26) definovan vztahem

C
d—uletio ZW i
oo

Nenulové¢ slozky tenzoru napéti jsou

2 r2+R2 7\12+y2r2
trr_u{g[ﬂj - ( ) b trv:trz:()

3\ Ar 3R’
2 2 p(k“rz +R2)
Ly :gk{yzrz +FJ_T’ ty, =uyAr, £, =0

2 vt o1 ( R Jz (r jz
STV ITE LG | . [ (i Y
z9 HY zz H{:S 3 3|: 7\]‘ R zr

(39.43)

(39.44)

(39.45)

(39.46)



Konkrétni relace mezi deformaci cévy a okrajovymi podminkami, tj. tlakem p, —p, a

tenzi 7, stanovime zrovnic rovnovahy sil (39.3). V piipadé Cauchyho tenzoru napéti

dostavame
ot* L
—=0proxe)l) ..céva ik=r9z
ox
p=p, proxed} ..vnitinisténa cévy (39.47)

p=p, proxed)} .. vnéjsisténa cévy
Za predpokladu, ze ¢* (r) je funkci jen soufadnice r (zavisi na poloméru), je rovnovaha

v radialnim smeéru

Oy =l (39.48)
or r
rovnovaha v azimutalnim sméru
1 0/,
r—za(r ,y)=0 (39.49)
a rovnovaha v podélném sméru
10
——(rt.)=0 39.50
ror () ( )
Ze vztahii (39.49) a (39.50) pro slozky tenzoru napéti plyne
tS\r:trS:d_g7 tzr :trz :i (3951)
r
S ohledem na definici napéti (39.46) jsou konstanty d, =d_ =0
Integraci rovnice (39.48) pies tloustku stény cévy
j%dr =t 1, = [ gy (39.52)
Joor ’ A
Oznacime
trr,e = _pe’ trr,in = _p (3953)

vn&j§i a vnitini tlak" .
Rovnovaha sil v radidlnim sméru za predpokladu, Ze nedochézi ke zkrouceni, tj. y=0, je

7 _ A 2 4.2 2 2 2 2 p2
pep= lanteg :MIF”__M_”?_E(EJ %}d_ (39,54
r

2 2
ulfr ; 1R 1R
-p.==||=| | 2| +5—"F-——=5—+ 39.55
P b 2{[&} (Ro] M A (39:53)
ve kterém musime jesté uplatnit zakon zachovani hmoty, ktery ma pro valcovou tepnu tvar
R =R +h,r,=r,+h plati 2zR h =27xr, h (39.56)

Dosazenim do rovnovéhy sil (39.55) a uzitim piibliznych vztahti

" Vzhledem k orientaci stén ve sméru vné&jsi normaly piisobi tlak opaénym smérem, proto jsou znaménka
minus.



%= - lh NS S i%[1—2h"], %{1—2&5’0} (39.57)
e + 0 n
( 0 ) R2(1+hoj

o

2 2
a zanedbanim ¢lend 2. fadu [Za ] ,[ﬂj odvodime
V.

o

2
h R r* R
”‘“‘i{”(ﬁj ‘R_‘F] (39:38)

Vnitini prifez tepny pred deformaci ozna¢ime 4, a po deformaci 4 , tedy
A =R, A=rr,. (39.59)

Kone¢ny tvar rovnovahy vnéjSich sil (tlakll) na wvnitini a vnéj$i sténé tepny (39.54)
s elastickymi silami tepenné stény je
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(39.60)
A A
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Prubéh veli¢iny — charakterizujici inflaci ¢i kolaps je pro neo-Hooklv material
M o

(39.45) patrny z Obr. 4.4. Odtud je i zfejmé, Ze pro tento typ materiadlll miZe tepna (obecné
trubka) expandovat ¢i kolabovat i pii poklesu vnitiniho tlaku. Tento model je vhodny k
popisu aneurysma, které muze jak rist tak se i zmenSovat aniz dochézi k nartistu vnitiniho
tlaku. Diivodem je skuteCnost, ze pii narlstu prifezu se zmensuje sténa tepny a pro zachovani
rovnovahy sil se musi snizovat vnitini tlak (vnitini tlak p mize byt vzhledem k piedpéti ve
stén¢ tepny i niz$i nez tlak vnéjsi p, .

Ponékud jiny vztah dostaneme z prostého rozdilu tlakti (39.53) na vnéjsi a vnitini strané
tepny. Tento rozdil je roven hustot¢ mechanické energie bez uvazovani jeho elastickych
deformaci. Pouzitim stejného postupu jako pii odvozovani vztahu (39.58), tj. zachovani
hmoty (39.56) a zjednoduseni (39.57) dostavame
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ziejmé, ze proces inflace odpovida ndrlstu vnitiniho tlaku a kolaps jeho poklesu.

(39.61)

Pribéh normalizovaného tvaru této veliiny je uveden na Obr. 4.4. Odtud je

Pro stanoveni rychlosti vedouci ke kolapsu tepny je tfeba spocitat derivaci zavislosti
(39.61), ktera charakterizuje rychlost deformacni viny Sifici se podél trubice, vice viz. priklad

23. Tato rychlost je rovna
4 oD 1/2 | 0D 172 2 1 1/2
Cog = (_oa_jj = [_ 2 “ J = {—I‘é“ (1+Fﬂ (39.62)
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Obr. 4.4. Zavislost velikosti rozdilu vnitfniho a vnéjsiho tlaku p—p, v cévé na
poméru prifezli cévy A/A4, pro stlaCitelny Hookliv materidl (Cernd céra) a
nestlacitelny neo-Hooklv materidl (¢ervena cara).

a pro zavislost (39.60)

A aq) 1/2 h 1 1/2
ey =| Lo | 0—“(—2—1j (39.63)
p 0A pR \ A

Vyuziti poslednich dvou vztahti je mozno vyuzit k vypoctu podminek kolapsu cévy v
ptikladech 8 a 23.
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