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Uvod

Cilem této prace je pokus o zjednoduSenou analyzu interakce stiely s ochrannym
§titem, ktery kryje material podobnych vlastnosti jako lidské télo. ReSeni je
provadéno za tfady pfijatelnych zjednoduSeni, takZze neni nutno pouzivat narocné
numerické metody. Vysledkem jsou zjednoduSeni analytické vztahy dovolujici
stanovit mechanické U€inky na materidl za ochrannym Stitem. Jde pfedevSim o
parametry tlakové viny , tj. velikost posunuti a velikost rychlosti, popt. zrychleni,
kterym jsou vystaveny tkané tésné za ochrannym Stitem. Z jejich velikosti lze pak
usuzovat pii jakych vlastnostech Stitu (tloustka, elasticita a pod.) a projektilu
(rychlost, hmotnost, primér apod.) mize doji k jejimu nevratnému poskozeni.

Tato analyza vznikla na zéklad¢ spoluprace s katedrou anatomie a biomechaniky
FTVS UK v Praze. Experimenty vcetné¢ biomechanické analyzy byly provedeny
MUDr. Richardem Billichem.



1. 1 Materialové vztahy

Ptedpokladejme, ze piijde o homogenni, izotropni, termo-viskoelasticky material,
jehoz obecny konstitutivni vztah je

) ) ) () ()

¢’ :—3K(x(T—T0)6” +Ke(])6” +2pe’+2ud’ (1.1)
Materidlové parametry mohou obecné zaviset 1 na velikosti deformace a maji
nasledujici fyzikalni vyznam:

J modul stladitelnosti

K [—} =2.38:10°

3

modul pruznosti ve smyku

Youngtiv modul pruznosti

m
m [pa . s] =40 koeficient smykové viskozity

p | m’ T
V= E o =0.04 koeficient kinematické viskozity
o [K1] koeficient teplotni roztaznosti

Tab. 1.1 Materidlové parametry nahradniho materialu tkane Z-10

Uvedeme definice téchto veli€in a jejich velikost pro 10% Zelatinovy roztok oznafeny
Z-10, ktery byl pouzit pii fyzikalnich experimentech. Jeho hustota pfi teploté 20°C je
p=1030 [kg m'3] a jeho objemova stlacitelnost je

o(l/
i:po o(l/e) =4.2:10" [Pa” | (1.2)
K a ),
Budeme nadale pro jednoduchost piedpokladat, Ze materidl Z-10 je Hookovsky a
dokonale viskoelasticky. Tento predpoklad byl potvrzen razovym testem, ktery byl
realizovan padem télesa z materidlu Z-10 ve tvaru pravidelného kvadru z vysky 3 m
na pevnou podlozku. Po dopadu se krychle zcela zdeformovala a po odrazu se opét
ptetvoftila v plivodni kvadr. Pro tento typ materialu plati vztahy [2], [1]
3K(1-2
fi= (1-20) . E=3K(1-20) (1.3)
2 (l + 0) 2 (1 + 0)

kde o je Poissonovo Cislo (1.11). Hodnotu © muizeme stanovit ze zndmé rychlosti
podélnych vin (zvuku), kterd pro tento typ materialu je

3K (1-2
c:\/E: /leszo ms’ (1.4)
p p

2
5=05-2% 20333 (1.5)
6K

a upravou nalezneme

Podle vztahti (1.3) miZzeme stanovit modul pruznosti ve smyku [i=0.895-10" Pa a

Youngtiv modul pruznosti £ =2.39-10" Pa.



1.2 Tenzor konecnych deformaci
Euleriv tenzor koneénych deformaci " (xl,t) v soufadnicich spojenych s

deformovanym télesem, viz Obr. 1.2 je vyjadien pomoci vektoru posunuti
u(x,t) = (ul (x”,t),u2 (xi,t),u3 (xi,t)) = (ux,uy,uz) (1.6)
zbodu X do bodu x, viz Obr. 1.1. Jeho obecny tvar je
i j 3 !
oo L[ O o Ou Guy (1.7)
2\ ox)  ox' o ox' ox!
Stopa tenzoru deformace € vyjadfuje zménu velikosti objemu pii deformaci a

(o)
deviator e’ tohoto tenzoru vyjadiuje pretvoreni.
Tedy

m 3
€ =§Ue” =e'+e? +e” = Z{Zum ; 8u Oy } (1.8)

m=l1

@ 1 1(ed ou Gou' ou ou" 1< ou' ou
Toel g 87 =—| 2L 2L NI —— ’
€= 3 W 2(8}0’ ox' I ox' ox’ j z[ "4 Z

j 3 Al 3 1\?
ou oul 2900w o) Lsnou Ouy 1 Ou )y
o’ o' 345 ox! 295 0x" ox) 6,54\ ox"

Uvedeme tvar tenzoru deformace pro jednoosé zatéZovani tyCe ve smcru osy x za
ptedpokladu, Ze v kolmych smérech y,z neni téleso zatéZovano, tj. nenulova je pouze

(1.9)

slozka ¢ _# 0. Tento pfedpoklad plati jen kdyZz je tenzor napéti popisovan v aktualni

konfiguraci (soustava soufadnic spojend s deformovanym télesem), viz Obr. 1.2. Z

tohoto divodu pouzivame Euleriv tenzor deformace (1.7), kde je posunuti

materialovych bodii popisovano v aktualni soustavé soufadnic (xi,t) =(x,y,2,1) .

S ohledem na pouzity tvar konstitu¢niho vztahu (1.1) mizeme smykové deformace
Ou, oOu_ Ou, Ou, Ou. Ou

ve sméru y,z povazovat za nulové, tedy —*=—>=—2=—2=—2=—=2=(,

oy 0z Ox 0z Ox Oy
Vzhledem ke konecnym pficnym rozméram tyce, viz Obr. 1.2 budeme uvazovat i

... Ou, Ou
pfi¢nou deformaci, tj.,, —==—=#0. Tudiz pro posunuti
oy Oz
u(x,t) = (ul (x,t),u2 (y,t),pﬁ (z,t)) = (ux,uy,uz) (1.10)

ma slozka tenzoru kone¢né deformace v podélném smeéru tvar

ou, 1 (ausz ou, Y (%)2 ou, (1 zj(ausz
e, =|—~—— + + — —+0o ,
ox 2|\ ox oy oz ox \2 ox

% ou. (1.11)
__ Y _ oz
pro o= ou,  Ou,
ox ox
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Obr. 1.1
Zndzorneni piisobeni sily F = (FX,Fy,FZ) pred deformaci (v case t =0). Touto silou
miizeme  vybudit  deformaci u(x,t):(x—X):(ux (xi,t),uy (xi,t),uz (xi,t)).

Materialovy bod X prechazi po deformaci do polohy x. Téleso je chrdanéno
ochrannym Stitem.

(0)
Podobné i objemova zména € a devidtor e’ maji tvar

ou, (1 ou, ’
€y :(1—20) . —(5+62]( . ) ,
() 2 2
exx:aux _(l_}_gz] ou, _l (1_2G)aux _(l+62) Ou, (1.12)
ox 2 ox 3 ox 2 ox
2
=z(1+0)aux —%(chz) Ou,
3 ox 3\2 ox
Pfi uvazovani jen elastické ¢asti tenzoru napéti (1.1)

()
t, =Ke, . +21e,

-k 1-20) 2L 2] [ 0 2B 2
, 1.13
:{K(1—20)+§ﬁ(1+0)}€;:+(%+02j(§ﬁt—Kj(6uxJ (1.13)

o, +(1+202)(1—50)E(aux Jz

ox 6(1+G)(1—2G) ox




Pti upravé jsme pouzili vztaht (1.3) platnych pro Hookliv material. Vidime znaény
vliv nelinedrniho ¢lenu, zvlasté pro ¢ — 0.5. Chceme-li pfi¢nou deformaci zanedbat

ou 0

8_y = % =0, potom je tieba ve vztahu (1.13) polozit o =0. Vysledkem je tenzor
Y Z

napéti konecnych deformaci pro podélnou deformaci nekonec¢né roviny

4 \ou 4 ou ?
P [ 2ok | 1.14
( 3“jax (3u j(@xj (1.14)

V dal$im budeme vSak predpokladat existenci pfi¢né deformace, tj o =0, viz Obr.
1.2.

Obr. 1.2 1D deformace tyce v aktualni konfiguraci. Bod X se posune o vektor
posunuti u(x,t) = (X—X) = (ux (x,t),uy (x,t),uz (x,t)) do polohy x.

1.3. Tenzor rychlosti deformace a tenzor malych deformaci

Tenzor rychlosti deformace je definovan vztahem

i i () !
g =LV Vg =dff—li5ff. (1.15)

2\ ox’  ox' 3 0ox

Rychlost materidlového bodu V(x,t) vyjaddiime v prostorovych (Eulerovych)
soufadnicich  (x,t)= (xl,xz,xS) =(x,»,z,¢)jako materidlovou derivaci vektoru
posunuti u(X,?)=x(X,7)—X kde X je poloha materidlového bodu na zaCatku
deformace v ¢ase =0 a x(X,#) je jeho poloha v Case ¢, viz Obr. 1.1. Takze plati

x(X,1)| _ ou(X.0) =u(x,r) kde X=X"(x.1)

X ‘X (1.16)
ou, (x,t)
ot

v(x,7)=

v, (x,1)= jen ve sméru deformace
L , ou' . . y .
Konvektivni ¢len v e ma vyznam jen ve sméru deformace a proto zrychleni
X
materialu v bodé (x,t) je rovno

) ov ov o’u. Ou_0’u
\A (x,t): SV, s
ot ox ot Ot Oxot

(1.17)



V ptfi¢ném sméru rychlosti zanedbame.

Zanedbanim kvadratickych ¢lentt v tenzorech deformace (1.8) a (1.9) dostavame
obvykly tenzor malych deformaci. Vzhledem k tomu, zZe budeme nadale uzivat jen
tenzor konecnych deformaci, ponechame stejné oznaceni jako v piipadé tenzoru
malych deformaci, tudiz

oo Lfou  ou’
2 ox) X

: , (1.18)

O 1fod e’ 2, ou'  ou, Ou, ou

€j = _+ i (I)BJ 5 e(l) :_[: X + + z

2\ox) ox' 3 ox oOx oy Oz

Pro ptipad podélnych vin v ty¢i, je relevantni pouze komponenta
ou, 1 ou, 2 ou
e.=———(1-20)—==—(1+0)—= 1.19

RG): 3( ) Ox 3( ) Ox (1.19)

Tenzor rychlosti deformace (1.15) popisuje i ptipady kdy dochazi k velkym
deformacim (napf. teceni tekutin). Jen v pifipadé malych deformaci plati, ze tenzor
rychlosti deformace (1.15) je roven materidlové derivaci tenzoru (1.18), t;.

i J
gi =g = L[ o, ou (1.20)
2\ ox’ot  ox'ot

1.4. Experimentalni stanoveni deformaci.

Deformace ty¢i se experimentalné stanovi nejcastéji pomoci tzv., inzenyrského (nebo
Cauchyho) napéti (engineering or Cauchy strain), které je definovano jako pomér

— ou (X

e, =L~ u, (¥) (121)
® L oX

tj., u(X,r)=x(X,#)—-X, pak tato deformace odpovida Lagrangeovu popisu, kdy se

pohyb télesa (materidlového bodu) vztahuje k nedeformovanému stavu.
Pro naSe ucely kone¢nych deformaci budeme pouzivat tzv. Eulerovo (nékdy
Eulerovo - Almaziho) napéti, které je definovano tenzorem (1.7)

1 1-L (1-LY'| 1(1-1 ou(x) I-L
_1 _ S [ P et G0 ] 1.22

kdy se deformace vztahuje k aktualnimu (zdeformovanému) stavu, viz. Obr. 1.2. tj.,
u(x,r)=x—-X(x,7). Jednoduchou tpravou nalezneme vztah k obvyklejsimu

inzenyrskému napéti (1.21)

_1(12—L2]_1(1+L)(1—L)| 1L (1.23)

pes =— =— —
Bl o P2 2 L eng

! ‘\I—L\<<1



2. Bilance hybnosti, momentu hybnosti a mechanické energie

Zakon bilance hybnosti (rovnovaha sil) je vyjadieni rovnovahy objemovych
(setrvacna a gravitacni a povrchovych sil. Pro celé téleso plati

[p(v-g)dv=[T,nda pro T, =t"n, (1.24)
% oV
kde g=(0,0,g) je gravitatni zrychleni pisobici ve sméru soufadnice z,
T
je tenzor napéti.
Pro kazdy materidlovy bod télese ma bilance (1.24) tvar

o orf ,
p(vi-g )—yzo, ik=123proxeV (1.25)

n = (F , 0,0) je povrchova sila plisobici na plochu s normélou n = (nx,ny,nz) a "

kde tenzor napéti +* vyjadfuje ptisobeni vnéjsich povrchovych sil.

Bilance momentu hybnosti (rovnovdha momentt sil) pro téleso jako celek ma ve
vektorovém zapisu (x znaci vektorovy soucin) tvar

ijp(V—g)dv:ijT(n)nda (1.26)
v oy
kde vektorem L =(0,0,L,,) znatime zavés t&lesa o celkové hmotnosti m = _[ pdv a

4

vize G = [ pgdv =(0,0,G) v t&zisti, viz Obr. 2.1
1%

Obr. 2.1 Vychyleni télesa po narazu stiely s kinetickou energii W,,

mn



Ke stanoveni velikosti vychylky tcélesa zavéSeného na zavésu délky
L,,pouzijeme bilanci momentii pisobicich sil (1.26) vzhledem k zéavésu.
projektilu byl télesu udélen moment hybnosti L,,F . Tento moment byl pfeménén na

moment setrvacnych sil, ktery se s ¢asem neméni. Pfi dalSim pohybu je moment
hybnosti setrvacnych sil kompenzovan momentem gravitacni sily, tj.,

L,,mL,,0+L,,mgsin®=0 (1.27)
kde jsme rychlost v, vychylené hmoty vyjadfili pomoci thlu vychyleni 0, tj.,
v=L,,,0 azrychleniv=L,,,0 (1.28)

Proti setrvacné sile plsobi sila gravitaéni mgsin© . Jestlize aproximujeme sin0 =0

dostavame z rovnice bilance (1.27) linearni diferencialni rovnici pro uhel vychyleni
dz? - £ 9 (1.29)
dt L,»

jejimz feSenim jsou harmonické kmity G(t) =0, exp(ic)t),pro i =+/-1. Po dosazeni

do (1.29) dostavame

o> =—5—, tudiz 6(¢) = 6, sin (wt) pro 0=2T_ | & -2 /ﬁ (1.30)
Lyp T Lyp g

kde t je doba jedné periody kmitu a nezavisi na hmotnosti télesa. Amplituda kmitu
(maximalni vychylka) je 0, nastdva v Case ¢___

L AL S . 3y 7Y/ (1.31)
2 20 4 2\ ¢

Velikost vychylky 0, zavisi na velikosti hybnosti pfedané v okamziku dopadu
zav&Senému télesu. Rychlost stiely 357 MAGNUM FMJ (9mm) v okamziku dopadu
je v,=375m/s potom je jeji hybnost rovna m, v, =0.0153-375 =5.737kgms™.

Predpokladejme, ze hmotnost zavéseného télesa je m = 75kg a jeho rychlost je té€sné
pred dopadem projektilu nulova. Pak je jeho hybnost mv, =75-0=0 kgms™ . Délku
zaveésu piedpokladejme L,, =1 m. Predpoklddejme, ze je projektil v okamziku
srazky v tésném kontaktu s télesem a tvofi jeden hmotny celek, ktery se pohybuje
rychlosti v,, (1.37). Celkova hybnost soustavy téleso plus projektil je podle (1.36)
rovna

MV, +myN, =my, :(m—i-mp)vTP :(m+mp)LTP60mcos(mt)L . :(m+mp)LTP90m (1.32)

kde rychlost t&i§té v okamziku kontaktu #=0 je L,,0(¢)=0,0cos(wt=0). Odtud
plyne pro velikost maximalni vychylky
mv :
0, = »Vr __ OOIS3-375 o aarad =140 (133)

(m+m,)JLyg — (75+0.0153)1-9.81



V okamziku dopadu dochézi k deformaci povrchi téles (t€lesa V' 1 projektilu).
Tato deformace vsak neovlivni velikost vychylky (1.33). Velikost deformaci je
disledkem zmateni kinetické energie stiely. Jeji velikost mliZeme stanovit z bilance
mechanické energie

i P atki a(tkivi ) ki aV
vVi—g')v = V. = —t"—L, i,k=1,23proxeV 1.34
p(vi-g')v, Vi = P~ p (1.34)
ktera plati pro kazdy materidlovy bod télesa. Pro téleso jako celek plati

J‘p(\'f—g).vdv-i-.f tk[%dv = _[(T(n)n-V)da =(F-v) (1.35)

tok mechanické

hustota deformacni energie povrchem

zména kinetické energie energic v télese

téleso+projektil
Celkovy vykon vnéjsich povrchovych sil (F . V) na deformovatelném télese se jednak

pfeméni na kinetickou energii soustavy téleso+projektil a jednak se pohlti uvniti
télesa a nasledné¢ se preméni na elastickou a trvalou deformaci doprovazenou i
strukturdlnimi (chemickymi a fadzovymi) zménami. Kinetickd energie dopadajici

w . 2 ~7 N v . wowr v
stfely je m, v, /2. V piipad€, Zze hmotnost t€lesa m>m, je mnohem VeI nez je
hmotnost projektilu m,, jsou pak mozné¢ dva extrémni pfipady: stfela se odrazi

. , ., . . , . . v 2 v ,
stejnou rychlosti —v = a jeji kineticka energie je opét m,v,/2 a nebo se veSkera

kinetickd energie pohlti v télese a zpiisobi elastickou a trvalou deformaci. Mnozstvi
pohlcené energie popisuje koeficient restituce.

2.1 Koeficient restituce a ztrata kinetické energie

Celkova hybnost télesa a projektilu se v prubéhu srazky neméni

At
mvy,+m,v, =mvtm,\v, =(m+mp)vMP = .[ Fdr (1.36)
t=0

Rychlost t€lesa pied srazkou je v, a po srazce v. Rychlost projektilu v se po

Vv v

srazce zméni na rychlost v Tézistova rychlost soustavy v, se v pribchu

pout *
procesu neménti, a je rovna, viz Obr 2.1
mv,+m v
Vyp=—— 2L (1.37)
m+m,

Predpokladame, Ze srazka trva Casovy interval Az po ktery plisobi v misté kontaktu
sila F'. Uvazime-li, Ze se po sraZce, pii které dochéazi k deformaci téles odrazi jak
projektil tak i téleso s riiznymi rychlostmi, bude jejich hybnost rizna od hybnosti pted
kontaktem. Jak pro odraZenou stfelu tak i pro téleso plati

m, (VMP - Vpom) =g,,m, (Vp - VTP> ... zmé&na hybnosti pro stielu (1.38)
m(Vy,—v)=¢,m(vy—=Vy) .. zména hybnosti pro t&leso

kde ¢, je tzv. koeficient restituce. Z té€chto rovnic vypocteme rychlosti po odrazu

Vpout = (1 + Sr’es ) VMP - Sr‘esvp

(1.39)
V= (1 + 8res ) VMP - gresVO

jejich odectenim dostavame vyjadieni pro koeficient restituce



V-V
_ pout
s =7 (1.40)
Vo=V,
Kazdy realny raz téles je doprovazen zménou kinetické energie pohybujicich se téles.
Cast této energie se preméni na tvarové zmeény a teplo
1 mm,

Edis :EW(I_S’Z’“)(V_VP)z (141)

Pro dokonale pruzny raz je ¢, =1 a Za4dn4 energie se nedisipuje, na druh€ strang, pii
silné deformaci télesa mize byt € oc 0.

Koeficient restituce neni materidlovy vztah a nemd obecngj$i charakter. Veli€ina
charakterizujici obecné vlastnosti téles (viskoelastickych) je tenzor napéti (1.1)

3. Vyhodnoceni experimentu

Usporadani experimentu je uvedeno na Obr. 4.1. Projektil dopadajici na ochranny
Stit zachyti jen cast kinetické energie. Zbytek této energie se pifenese jako vina
nesouci kinetickou a tlakovou energii do viskoelastického télesa. U¢inky této viny
jsou zaznamenany formou vychylky a rychlosti v materidlovych bodech MID 1 az
MID 9, viz Obr. 3.1. Jejich vyhodnoceni je uvedeno v Tab. 3.1

x, [m] 0.03 0.1 0.18 0.25 0.32
u, [m] 0.038 0.030 0.025 0.018 0.005
v, [mvs] 4.5 5.0 5.0 5.5 4.8

Tab. 3. 1 Maximalni vychylka u, =u, (x,,¢)testovaciho (materidlového) bodu.

Rychlost vlny je stanovena z rychlosti postupu maxima vychylky., viz Obr. 3.1
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MD 7 Rime/x]

MID 9 time./x]

Obr. 3.1 SiFeni deformacni viny amplitudy u,, =69mm. Disperse viny je patrna jen

pro x<10cm. Rychlost Sireni pocdtku viny --F.W. (Front Wave) a maxima viny--
M.W. (Max. Wave).
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Obr. 3.2 . Sifeni podélné rychlostni viny v (x,t). Jeji amplituda v bodé x, =3cm je
v (x, =3cem)=v,  =3m/s pri frekvenci ®=2n/1=120 s', pro t/4=0.013s.
Vinovy vektor (Cislo) je k., =o/v,, =2n/l =2n/(4u,)=6.28/(4-0.04)=40 m".

Z horniho obrazku je patrno rozstépeni viny zirejmé zpusobené interakci projektilu s
vnejsim okrajem Stitu (prvni vina) a s jeho vnitinim okrajem (druha vina).
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4. Naraz projektilu na ochranny Stit

Pro posouzeni interakce projektilu s ochrannym Stitem vyjdeme z bilance
hybnosti (1.24) ve které zanedbame vliv gravitace. Jde o kontakt dvou tcles kde
neznamou je kontaktni sila F,. T€leso na které dopada projektil ma objem ), a

povrch 0),. Za téleso, index "B" povazujeme soustavu Zelatina "g" a ochranny Stit

"ps". Projektil ma objem V) a povrchd)], viz Obr. 4.1

E
my, E, 1 . Mmoo Ly Hps
B B B ]/”
protective shield
r
nr_
5y gelatine ——=
(‘ . .
’ m,, E, u, Projectile
m,, E_&,I u, X v
F, . F.® v
‘X ! O [ i
1 Jr“‘" >
L
; contact surface
Lg - )-S
- >

Obr. 4.1 Vymena hybnosti (energie) pri narazu probiha pres kontaktni povrch, s
vnéjsi normdlou n, =(—l, 0,0), kde vznikd kontaktni sila F.. Tato sila zpiisobuje

deformaci obou téles a je v rovnovaze se silami na povrchu obou téles.

Tudiz pro obé telesa plati

(o) (o)
Idev —~ I T, nda =F, pro T, =t"n, = Ke,n, + 2[@ e +ud” J n, (41
Y v zmény uvniti

setrvacnost

takze se kontaktni silou da téleso jednak do pohybu (popft. se zbrzdi) a jednak dojde
ke zménam uvnitt télesa, tj. elasticka a plasticka deformace.

Odhadneme nejdiive velikost kontaktni sily. Tato sila je uréena pohybovou energii
projektilu a drahou x_, na které se projektil zastavi. Tudiz projektil o hmotnosti

m,pohybujici se rychlosti v, s odpovidajici kinetickou energii zpisobi silu
F. =(F,,0,0)

cx?

X,

2 )
m V max
—2 = [ F.(x,t)dx 4.2)
2 0
V misté kontaktu pisobi jen tato povrchova sila, viz. Obr. 4.1., 4.2. Velikost této sily
zavisi na dobé¢ interakce stiely s povrchem télesa 0V . Doba interakce zavisi na
rychlosti zbrzdéni strely, jeji rychlost v pribéhu interakce oznacime

v.=(v,(x,1),0,0) a budeme ji povaZovat za nezndmou. Dréha zbrzdéni x,, je

13



uréena viskoelastickymi vlastnostmi obou téles a je rozhodujici veli¢inou pro
stanoveni uc¢inku stfely. Obvykle se prunik fesi sofistikovanymi programy pomoci
specidlnich programi, viz napt. [7,8]. Mozny je i pfiblizny analyticky pfistup kdy
muzeme dostat vztahy ze kterych jsou patrny zavislosti jednotlivych materialovych a
geometrickych parametrli, viz napt. [9]. Zamé&fime se na analyticky postup kontaktu
dvou téles.

4.1 Materialovy model télesa s ochrannym Stitem a projektilu.

Predpokladejme, ze jak téleso i projektil jsou viskoelastické materidly. Napéti
rozdélime na elastické a disipativni
m .\2n-1
p=pez(8 )+pdis ((8) ) (4.3)
kde elasticka ¢ast napéti zavisi jen na deformaci € a ¢ast disipativni (popisujici creep-
teCeni materialu) zavisi na rychlosti deformace €. Exponenty m,n jsou materialové
konstanty uréené experimentalné. Jednim z pouzivanych materidlovych vztaht
modelujicich teeni materidlu (vhodny pro kovové materidly) je tzv. Nortonlv-
Baileytv zakon

2

D = 2H,, (Ej &, u,,...mez kluzu (4.4)

pro n=1 se material chova jako newtonovska tekutina a pro »=0.5 se chova jako
material tuhy s mezi kluzu p, ., viz. napt. [1]. Tento model je vhodny pro material
projektilu a material ochranného Stitu.

V naSem pfiiblizeni se z pocatku omezime na linearni materidly. RozSifeni na
obecnéjsi (nelinearni) materidly (4.3) je podle potfeb mozné. Uvedeny postup takové
roz§ifeni umoziuje. S ohledem na vztah (4.3) miZeme pro materialy srazky psat

pc = pc,el +pc,dis’ pB = pB,el +pB,dis9pp = pp,el +pp,dix’

pc = Ecgc +ucéc7 pp = EpSp +Mpép’ pB = EBSB + MBéB
Indexem "c¢" jsme oznacily parametry na kontaktni plose. Piedpokladame, ze relativni
deformace a jejich rychlosti jsou jednoosé (ve sméru osy x ), viz Obr. 4.2,

_(Lﬂ_x+lp)_(L0+lp0) c _(Lo_x)_Lo c :lp_lpo

e = =
c b B D)
L, +lpO 0 Zpo

(4.5)

: : (4.6)
—x+l, x . /
€, = s Ep=——, &, ="
Ly+1, L, L
Indexem "B" jsme oznacily soustavu (téleso) sloZzené¢ z ochranného Stitu "ps" a z

n.n

zelatiny "g", viz Obr. 4.1. Ke stanoveni celkové elasticity £, a celkové viskozity

kontaktu p pouzijeme predpokladu o rovnosti tlakd v misté kontaktu

pc = Ec'gc +H’(,8c = EPSP +“PéP - EBSB + MBéB (47)

14
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- >

Obr. 4.2 Interakce projektilu s ochrannym Stitem.

Tento obecny vztah nedovoluje jednoduse urcit vztah mezi £, a a podobn¢ mezi
celkovou viskozitou p. a viskozitami interagujicich téles p,,u,, proto proces

ptenosu sil dale zjednodusime ptedpokladem
pc,el = Ecgc = pB,el = EBSB = pp,el = Epgp’

Peis =Webe = Py =Ma€s = Dpas =H,E,
Predpoklada, ze elastické a disipativni slozky napéti jsou si rovny. Tento ptredpoklad
je opravnén v piipadech kdy elasticita jednotlivych ¢asti je alespon fadove stejnd. V
tom piipadé je prenos elastické Casti energie je v téchto ¢astech podobny a lze jej
odde¢lit od energie disipativni (napf. teCeni a trvala deformace). Navic pfenos elastické
energie se déje rychlostmi o nékolik fadl vyssi nez plastickd deformace. S ohledem
na tento predpoklad miZeme nahradit ¢, deformacemi €,,&, a podobn€ i pro jejich

(4.8)

rychlosti, takze mizeme psat
pB,elLO + pp,ellpo

—x+1 -1 E E EE (L +1
pc,el — P po0 — B P , nebo—li EC _ B P( 0 PO) (49)
E, Ly+1,, Ly+1, LE,+1,E,
Stejnym postupem stanovime celkovou viskozitu
wep (L, +1
L =— AU (4.10)
Lol'lp +lp0!"l’3

Zbyva stanovit relaci mezi deformaci télesa a projektilu. Pouzijeme ptredpoklad (4.8)
a definice deformaci (4.6) , takze plati
xE, . . xXpl
Y Ly s 1} (4.11)
LO ,“’LpLO

p
Za téchto piedpokladii ma tlak (4.5) v misté kontaktu kone¢ny tvar
x(E L +E, x(u L, +p,l
p.=Eg +pné =—E, (£, L, B"O)—uc (Lo 1ol (4.12)
E,L(Ly+1,) w,Ly(Ly+1,)
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Zavedeme oznaceni

5 (E,L, +Egl, (1, Lo+ 14l )

)
Fe=E. E,Ly(Ly+1,) He =He Ly (Ly+1,) *-13)
takze tlak na povrch télesa (ochranného Stitu) je
p.=~Ex—fix (4.14)
a dovoluje nam stanovit velikost kontaktni sily.

4.2 Kontaktni sila p¥i narazu a velikost pruniku.

Vektor vysledné sily je s ohledem na vztah (4.14) roven

(—Ex fi %) (- 1,0,0):(“?(Ecx+gcx),o,oj (4.15)

=(F.,,0,0)= jpnda_

cox?

viz. obr.4.1. Exp11c1tn1 tvar této sily je vychozi ke stanoveni priniku projektilu x__
ochrannym S$titem. Tato sila zavisi vedle velikosti prihybu x i na rychlosti zbrzdéni
stiely Vc=(5c, 0,0) . V prvnim pfiblizeni miZeme pouzit linearni interpolace a polozit

pruniku
xmax Tcd 2

x=v,/2. Ze vztahu (4.2) pro kinetickou energii stiely dostdvame pro velikost
2 T]
£ = L(E x+
[ (e pan=
2
— TCdP (EL xmax ]

Ex+p dx =
rren )
4

Reseni této kvadratické rovnice dostavame pro maximélni hloubku priniku projektilu
do télesa, viz Obr. 4.2 , kone¢ny vztah

v i) 16m
(B oo @)
i nd°E. E,

Z tohoto vztahu plyne, Ze hloubka x

max

(4.16)

Je tmerna dopadove rychlosti stiely v, a
siln¢ klesa s rostouci elasticitou Ec (4.13). Konkrétni materidlové a geometrické

parametry experimentu jsou uvedeny v Tab. 4.1
Dosazenim hodnot z Tab. 4.1 do vztahti (4.9) a (4.10) vypocteme elasticitu a
viskozitu t€lesa, tj. soustavy zelatina plus ochranny §tit, tudiz

EE, (L+s) 24-10°-45:10°(0.35+0.14)

g ps

LE,+sE, ~ 0.35:45-10°+0.14-2.4-10°

L+s) 40-1.6-10°(0.35+0.14
HB:Hg“PS( ): (8 ):56 Pas
Ly, +su,  035:1.6-10°+0.14-40

=2.77-10° Pa,

B~

(4.18)
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délka/primér | hmotnost | Elasticky Viskozita/mez kluzu*)
[mm] [kg] modul [GPa] | [Pas] / [Pa]

Projektil 39.9

8.79 0.0153 14 7.0-10° =107
Ochranny stit 14 - tloustka ?

200 x 200 ? 3.0-4.5 10°+1.6-10° **)
Zelatina 350 40

200 x 200 75 24 | meeeee-

Tab. 4.1 Geometrické a materialové parametry téles a materialt pouzitych pii
experimentu, viz Obr. 4.1. *) mez kluzu je pouzita pro odhad viskozity podle
vztahu (4.4). **) pokles meze kluzu je zplisoben vzajemnym posuvem vldken

Odtud je patrno, ze jak vysledna elasticita, tak i viskozita jsou blize hodnotam té ¢asti
télesa, ktera ma niz$i hodnoty. Jinymi slovy vysledné hodnoty urcuje ta poddajné;si
komponenta. Opétovnym pouzitim vztahti (4.9) a (4.10) vypocteme celkové hodnoty

parametrit £ ,u ,kde L, =L+s5=0.35+0.014=0.364m. Tudiz

EE (L +1 2.77-10° -14-10° -(0.364 + 0.0399
E =— P( 0 PO): 5 ( - 9):3.01-109 Pa
LE, +1,E, 0.364-14-10° +0.0399-2.77-10

(4.19)
Ratty (Lo tl0) _ 56-107(0364+0.0399)
= = = as
He L, +1 o, 0.364:107 +0.0399-56
Nakonec stanovime modifikované parametry (4.13)
N E L +E,] 14-10°-0.364+2.77-10° -0.0399
E =Q,M=3.01-109( . ) =7.61.10' Pam’,
EL(L+1,) 14-10°-0.364(0.364+0.0399)
! g (4.20)

! 107-0.364+56-0.0399
ﬁ(.zuc(uplo+“3 po) = (7 i ) =153 Pasm’
Lo (L +1,)  107-0.364-(0.364-+0.0399)

Maximalni délka priniku zavisi pfedevSim na elasticite télesa, tj. E,, kterd je urena

elasticitou ochranného Stitu £ a elasticitou zelatiny E,, viz vztah (4.18). Pomér

~ \2 2
Mo | (153 169 ) Z 4040107 s 4.21)
E, 7.61
je zanedbatelny vici ¢lenu
16m, 16-0.0153

=1.33-107 s (4.22)

Wd,Z,EC - 3.14-(0.00879)2 7.61-10°
Vysledna hodnota priniku je podle vztahu (4.17) pro dopadovou rychlost
v, =375m/s rovna

v |16m
X = —— | —= =3£\/1.33~10-7 =68 mm (4.23)
2 \\nd E. 2
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Tato hodnota je téméf totoZznd s naméfenou vychylkou u, =69mm v okamziku

dopadu, viz Obr. 3.1. Namétené hodnoty se mohou lisit v disledku deformace
projektilu. Jestlize budeme ptfedpokladat, ze ma projektil zaSpicatélé ¢elo a vezmeme
jeho efektivni primér, napt. d,, =8 mm, potom je hloubka priniku vétsi,

X,.. =0.075 m, coZ koresponduje se zkuSenosti, ze Spicaté stiely pronikaji hloubgji.

4.3 Elastické vlastnosti télesa sendvicového typu

Lidskou tkan si 1ze pfedstavit jako téleso slozené z vice vrstev, napi. kize, podkozni
vrstva tuku, vnitini organ a pod. OznaCime postupné [,/ pro i=1,2,...tloustku
vrstvy pred deformaci a po deformaci. Kazda z téchto vrstev ma jiné elastické
vlastnosti
4 L

E, =&, kde p,=p, €, =— pro i=12,...

g b (4.24)
viz. Obr. 4.2.1, coZ znacn¢ ovlivilyje elasticitu £, celého télesa pouZivanou pro

stanoveni elasticity

m. ., E. 1.
. IrJi l.U.i‘ ;?\
Y
protective shield
r
n,
m, my iom, im, —
oY, E, E, | E, |E 5
, TR T T m.B,u, Projecile
F — S
qx <« O !
o '.l"o >
Lo faot l20 1o
L [ [ I contact surface

Obr. 4.2.1 Schema télesa slozeného z ruznych materialovych vrstev.

Ec v roving kontaktu, viz vztah (4.20) a nasledné i velikost praniku (4.23) . Elasticita

E, je zavisla na elasticité E; jednotlivych vrstev podle vztahu

N T ) (4.25)
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4.4 Odezva télesa a projektilu v okamziku kontaktu.

Budeme fesit ucinek dopadu projektilu na téleso a opacné 1 vliv télesa na projektil.
Vyjdeme z rovnice rovnovahy sil (4.1) kde pilisobici silou jak na téleso tak i na
projektil je sila (4.15), tj.

cx?

F, =(F,,0,0)= Ipcn da—( (Ex+fi%), 0,0] (4.26)

Zelatina spole¢né s ochrannym stltem budeme povaZzovat za jedno téleso o objemu )

a hmotnosti m, =75kg , viz. Obr. 4.1, s celkovou elasticitou E, =2.77-10° Pa a

viskozitou 56 Pas.
Vyjdeme z rovnovéhy sil (1.25)

J.pv dv= J.—dv = J. t"n.da, jenpro i,k =1,tj.,vesmérux---1D approx.(4.27)
,

Pfedpokladame homogenm kvadr s prifezem A4, =0.2x0.2 m’pocate¢ni délky
L, =0.364m (zelatina plus ochranny S§tit). Tento pfedpoklad neni zcela realny,
protoze projektil ptisobi jen na mnohem mensi plose, piiblizné velikosti D’ /4, viz
Obr. 4.2. Je tudiz realngjsi uvazovat misto celého priifezu télesa 0.2x0.2 m’, jen
prifez skute¢n& zasazeny A, =nD’/4, kde primér D bude jen o néco v&tsi nez
primér projektilu d,, jehoz pritez je A, =nd,/4=6.065-10" m*, viz Obr. 4.3.

Velikost priméru D odhadneme z objemu materialu vytésneného deformaci povrchu.
Relativni deformace ochranného Stitu lze pro ptipad malych deformaci (tj., pro
X < d,) aproximovat funkei [10]

) (1-02)F (1+0,)xF,

hix,r)= 4.28
( TEyr 2nE, 7 (4.28)
Pro ptipad velkych deformaci pouZzijeme aproximaci tohoto vztahu ve tvaru
d +AY d,+A
h(r) =X, p2 pro r > (4.29)
r

Parametry x__,0,A zavisi na typu ochranného $titu a na dynamice kontaktu. Objem

max

vytésnény deformaci je

d +A) 320 5 8(d +A)
Vier =nj rzdx:n( ) J. xci)/cs =7 ( Z(;_)z)xmax (4.30)
0 0
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a)
impact sha
'\-ua:u ‘ ‘
o
A a oD= 5_2(.:ag,+a)
2 b
projectile
X
< 1 <
d . F,
"
\J
b)

Obr. 4.3. Tvar povrchu ochranného Stitu po kontaktu s projektilem.
a) Experiment; odezva v Zelatiné chranéné ochrannym Stitem po dopadu projektilu.

b) model interakce. Zavedeni deformaci vytésnén¢ho objemu V,, = nD’x,, /4 (4.30).

a odpovidajici valcovy objem A4,x, . =V, o velikosti priméru D je dan vztahem
2
S(dp +A) X nax TCDZ o
T = x ,tedy D=,—|(d_ +A 431
4(5-2) 3 o 0y D=5 (4, 44) 431
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Element objemu je dv = 4,dx, pak lze rovnovahu sil (4.27) psat ve tvaru
Ipvxdv— I t"n.da=F., popt.
V Vy (4.32)
mBjéB - Athxnx L - Athxnx X = Ex

Normala na povrchu kontaktu je n=(-1,0,0), viz. Obr. 4.3 b)
Povrch objemu télesa 0V, je tvofen povrchem v bodé x=L o prifezu

A, =0.2x0.2 m*, kde povrchovou silu zanedbavame (v okamZiku dopadu projektilu
na téleso z této strany nepusobi zadna sila) tj, txx| , =0 a bo¢nimi povrchy, na které

rovnéz zadné povrchové sily nepisobi. Jediné sily pisobi v bodé x a to reakce
materialu télesa, kterd je dana tenzorem napéti
) x X
= Psat Poais = Epep+upey=—Ey——p,— (4.33)
LO LO

a povrchovou silou (4.26). Pozn: Veli¢ina tmnx|x je mérnou silou (odporem telesa)

t

XX n)(

proti stlacovani (proti kompresi (4.6)) a pusobi ve sméru n = (—1, 0,0), takze snizuje

velikost zrychleni (analogie pruziny).

Za predpokladu, ze se povrchy obou téles nerozpoji dostavame dosazenim vztaht
(4.33) a (4.26) do rovnice rovnovahy sil (4.32) rovnici pro deformaci télesa, jinymi
slovy, rovnici pro pohyb kontaktni plochy z hlediska télesa

nd’ - nd’
my%, {A;EB 7 EC]xB +[%— 7 “J i,=0 (4.34)
0 0
Podobné dostaneme rovnici pro deformaci projektilu
AE,  nd’ . A nd’
PO [ Sl Sty g Y P e P (4.35)
L, 4 L, 4

Jde o linearni rovnice s s tlumicimi ¢leny a miZeme je formaln¢ zapsat ve tvaru

myX, +Mpx, +E x, =0,

.. . (4.36)
m, X, +M x +E x =0
kde jsme zavedli nasledujici oznaceni
nd’ - AE 7nd .

E, =%_ 5, B =t e p 4.37)

0 po

A nd> A nd?
0 po

Ekvivalentni plochu A4, =nD’/4, kterou ptisobi projektil na t&leso a plochu
4,= nd}f /4 kterou pusobi projektil na ochranny §tit budeme povazovat za neznamé a

stanovime je pozdéji.
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Obr. 4.4 Pribeh zakriveni povrchu Stitu po dopadu projektilu pri pouziti
deformovaného objemu V., viz Obr 4.3 b).

Reseni rovnic (4.36) hledame ve tvaru
x() = x, exp(io?) (4.39)
Dosazenim do rovnic (4.36) dostavame disperzni rovnice
—myoy +iM,w, +E, =0

2 (4.40)
-m,o, +iM o, +E =0
a jejich feSenim je
(4.41)
Hledame fesSeni, které splituje pocate¢ni podminky
x(r=0)=0, x(¢=0)=v, (4.42)

kde v, je rychlost kontaktni plochy. Velikost amplitudy vychylky kontaktni plochy
(4.39) je s ohledem na tyto pocatecni podminky rovna
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contact surface after impact

contact surface
ax. distortion

S
LG - >
< >

Obr. 4.5 Posuv kontaktni plochy po zavedeni deformovaného objemu
V., =Ax =1Dx_ /4.

def max

v V. .

x,(t)=—<e"sin(w,t), x (t)=—<e¢" sin(w t 4.43
()= e sin(ou). 3, (1) = 1e sin(o) (443
Ptedpokladali jsme, ze pii dopadu jsou pohyby télesa a projektilu stejné, jde o
kontaktni plochu, viz Obr. 4.5. Porovnanim vztahu (4.43) se vztahem (4.39) (kde

X, =X, )Je ziegmé, ze v, =wyx, , kde x _ je urCena vztahem (4.23) a frekvence

max 2

®, muize byt urena na zakladé vypoctu interakce projektilu se Stitem, viz vztah

(4.50) a nebo experimentalné, viz Obr. 3.1 a nebo.
Derivaci (4.43) dostavame rychlost vychylky

vy(t)=ve™ {cos(coBt) _Yp sin(coBt)} v,(f)=ve™ {cos(copt) —Y—Bsin(copt) (4.44)
g g
Jeji maximalni hodnota je v Case dopadu #=0 a je rovna v, =wm,x, . Zrychleni
kontaktni plochy je urceno jako ¢asovéa derivace rychlosti
’ 2
V,=—V,0e " [I(Y—BJ ]sin(w31)+ Vs cos (o) (4.45)
O)B 0‘)3

a jeho maximalni hodnota nastava v Case ¢ =m/ (2c)B) a jeho maximalni hodnota je
Ts
0‘)3
Y,/ 0, =1.45-10"%/120=1.21-10"°.

Ve = —V.0,. Velifina se obvykle bliZi nule, viz experimentdlni hodnotu
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Vypocteme hodnoty potfebnych parametrii pro podminky experimentu. Tudiz

o AL g 427710

9 9
=L YT e —4,-761-10°=(4,~4,)-7.6110

. ; (4.46)
E,=d|L-E|=4, 19 76110 =4,-343-10°
L 0.0399
Ap . A,-56
M, =828 4 =B _ 4 .122=(A4,—4 )-153,
P AR e A 124 4)
4.47
W 10 7 (4.47)
M =A|—L—fi |=4,- ~153 |=4,-25.1-10
P, ”10.0399 ’
Stanovime frekvence podle vztahu (4.41) a tlumeni
B, (M, ) |(A=4)7.6110" [(4,—4,)153]
() = _— = —
Po\m, \2m, 75 75
= [79.6:10°(D* —d2) =8921-,(D* - a2). (4.48)
M, (4,-4,)153 .
=—25 = =1.02-(4, - A4, )=0.80-(D* —d?),
5 om, 2.75 (4i-4,) (P=))
2 9 7 2
E, (M, 4,-343:10° [ 4,-25.1-10
() = —_— — = —
" A\m, 2m, 0.0153 2-0.0153
12 18 72 . = 9 2
:dp\/17.6-10 ~41.5-10"d> =i6.4-10°-d’ pro d, <10 mm (4.49)

M, 425110 s
y, =t = ~6.44-10°d2,
2mp 2-0.0153
s ohledem na imag. Cast ®, je v, =(6.4-+0.644)-10°d> =7.044-10°d,,

Ze vztahu (4.49) plyne, Ze za uvedenych podminek kdy je ®, imaginarni nedochazi v

télese projektilu k zadnym pulzacim. Projektil se pouze deformuje.

Frekvence pulzaci v télese (4.48) zavisi na /(D2 —dlf) =d pm kde jsme volili
primér deformovaného objemu (v ochranném Stitu) D=rd,, tj r-ty nasobek
pruméru projektilu. Napt. pro » =2 dostavame o, =8921- (D2 —d;) =
8921-0.00879-+/3 =136 5. Porovnej s odpovidajici kifivkou na Obr. 44. V
experimentu na Obr. 3.2 byla naméfena hodnota ®, =120s™, coz odpovida

L
8921-d,

(4.50)
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Rychlost utlumu podélné viny (4.43) stanovime z hodnoty
v5 =0.80-d (1" —1)=0.80-0.00879 -(1.832 ~1)=145-10"s" (451

TudiZ podélna deformace (vychylka) télesa se prakticky netlumi, pokles na e by
trval hodiny. Tento Gtlum odpovidd malym vychylkdm. V realném piipadé se télesem
$ifi vlna konecné amplitudy, ktera vykazuje nelinedrni chovéni a tlumi se mnohem
rychleji, viz kap. 5.

Ze vztahu pro vychylku kontaktni plochy (4.43) miiZeme vypocitat amplitudu
rychlosti této vychylky
vV, =V, =0,x,_ =120-0.068 =8.16 m/s (4.52)

ktera se velmi blizi naméfené rychlosti v, =u, ® = %

ptipad¢ bude v_>v,, protoze dochdzi k ur€itému zbrzdéni pifi podélné deformaci

=8.3 m/s. V realném

§titu o tloustce s . Casovy prabéh zrychleni (zpomaleni) (4.45) na kontaktni plose je
Vy = -V, 0,sin(w,),

i (4.53)
=—v,0, =-8.16-120=-989ms> =100 g

VB max

Znaménko "-" urcuje, jde o zbrzdéni. Zbrzdéni za ochrannym Stitem nikdy nedosahne
maximalni hodnoty, protoze po urcitém case

f oo :L:L:8.3ms (4.54)
o, 120

vvvvv

DI.1.

4.5 Sifeni deformaéni viny od mista kontaktu

Jak je patrno z Obr. 4. 3 . postupuje deformacni vlna jednak jako vlna rovinné ve
sméru narazu a jednak jako vina osoveé symetricka Sifici se ve sméru kolmém.
Vysledkem je Sikma vina, kterd zasdhne i oblasti mimo smér narazu, viz Obr. 4.6.
Vznika tak kuzelova deformacni vina s vrcholovym uhlem 2¢ . Velikost tohoto thlu

uréime ze vztahu

@ = arctg (%} (4.55)
Rychlost kuZelové deformacni viny je
: . : D
V, =V, sIn Q=m,x,, Sin @=vsin|arctg b = AE (4.56)
2xmax 4x§]ax + D2

Tudiz ze znalosti rychlosti kontaktni plochy v, (je vétsi nebo rovna, v ptipadé malé
tlouSt’ky Stitu a jeho malé podélné deformaci, rychlosti na okraji t€lesa v, ), viz (4.52).

Rozmér D urcujici pramér efektivni deformace stanovime ze vztahu (4.31).
Hodnoty zrychleni na kuzelové plose stanovime ze vztahu
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2
D
e (4.57)
4x: +D’

max

— 2 ; - _
O, =—WpX,  SINQ=

max

\']Bt,max = _Vct
ktery je analogicky vztahu (4.53) pro zrychleni ve sméru dopadu projektilu. Z téchto
vztahl je patrno, ze znacny vyznam ma velikost D, jejiz hodnota zavisi na velikosti

elastického modulu ochranného S§titu.

contact surface after impact

deformation wave _
AB max. distortion
A
VL'
“x I
) A/
B L contact surface
LG 181-
>

Obr. 4. 6. Deformacni vlna se v prostoru pod ochrannym Stitem $iti i do sméru
kolmého na smér dopadu projektilu.

Pro testovany piipad je x,, =68mm a D=2d,6=1.6-8.8=14.Imm dava vztah
(4.56) hodnotu v, =0.13-v, =0.103-8.16 = 0.84m/s . Zrychleni na kuzelové ploSe je
podle (4.57) rovno V,, =w,v, =120-0.84=101m/s* =10.3g . Hodnoty zrychleni jsou
ve vzdalenosti D =2d, od centra dopadu pfiblizn€ 7 krat mensi. U projektild, které

se pii dopadu silné zdeformuji (zvétsi se D) bude dochéazet k vétsSimu poskozeni i
mimo oblast dopadajici stiely.

5. SiFeni deformacnich a napét’ovych vin ve viskoelastickém télese

Budeme vysetfovat Sifeni vin konecné amplitudy v 1D piiblizeni. VIna bude
generovana dopadem projektilu na kvadr viskoelastického materialu, viz Obr. 2.1.
Vliv gravitace zanedbame.

Vyjdeme z bilance hybnosti (1.25) do které dosadime za zrychleni v bodé¢ (x,t) z

rovnice (1.17) a pro elastické deformace tenzor napéti (1.13) a pro viskozni teCeni
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tenzor (1.20). Kone¢ny tvar pohybové rovnice pro Sifeni podélnych vin kone¢né
amplitudy ve sméru osy x ma tvar

2 2 2 2
pa = +pau" O, O =E£6u" +EY£(8L{XJ +2M£(8 uj

or’ ot OxOt  Ox Ox Ox Ox\ Ox Ox \ Oxot
5.1
(1+20”)(1-50)| 2 G-b
pro y = o T =—-——=-0.305
| (+o)(1-20)
Reseni této nelinearni rovnice budeme hledat ve tvaru harmonické viny
u (x,t)=u e!er) (5.2)
x > Ox .

. , 2 . .
s amplitudou u, , vlnovym vektorem k =—a uhlovou frekvenci @. Za téchto
predpokladii maji jednotlivé parcialni derivace tvar
Ou ou O’u o’u o’u
= —jou,, —=iku,—=-0u,—>=—ku,—~=oku, (53)
Ot ox ot T Ox " Otox

Dosazenim (5.3) do rovnice (5.1), dostavame disperzni rovnici pro podélné viny
kone¢né amplitudy

( o’ +c 'kl —i2vok? —io’ku, +i2ycikiu )ux =0, pro ¢, =£, v=E (549

p p

Oznacili jsme ¢, rychlost podélnych elastickych vin a v kinematickou viskozitu.
Okrajové podminky:
Pfedpokladejme vychylku jen ve sméru osy x, tj. u=(u (x,¢),0,0). V misté dopadu
projektilu x =0, =0 plati podminky

1, (0,0) =u,, sin (k. x— a)t)x:tzo =u,,, (5.5)
a na druhém konci ty¢e délky L =35cm piedpokladame pevny povrceh, tj., uzel viny
u, (L,t)zO, pro t>0 (5.6)
Pocatecni podminky musi byt kompatibilni s okrajovymi podminkami, tj.
u,(x,6=0)=0proxe<0,L > (5.7)

Odhadneme velikost jednotlivych ¢lenti v rovnici (5.1). Budeme piedpokladat
harmonickou poruchu (5.2) a rovnici (5.4) linearizujeme tak, Ze neznamou funkci

u, (x,t) = u,, nahradime pouze jeji amplitudou

(- + k] —i2vok] —io’kuy, +i2ye kuy, Ju, =0, pro ¢ _E
p

v=2 (58
p

Po uprav€ ma dispersni rovnice tvar

o’ - c,k2 +i| @8 + 2vok! — 2y¢/kd |=0 pro S=ku,  (5.9)

konvekce Y .
zvukovevlny viskoznitlumeni  kone¢na deformace

Odhadneme velikost jednotlivych ¢lent pro konkrétni ptipad na Obr. 3.1 a Obr. 3.2.
Realné hodnoty jednotlivych parametrii v bod¢ x, =3cm jsou:

e maximalni vychylka u, (x =3cm)=0.04m,u, (x=0)=0.069m

e maximalni rychlost v, =3m/s
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e perioda poruchy t1=4-0.013=0.052s a odpovidajici frekvence
0=2n/1=120s", pro t/4=0.013s.

e vinovy vektor (Cislo) je k, =o/v,=2n/l =2n/(4u,)=6.28/(4-0.04)
=40 m", §=ku, =40-0.069=2.76

e rychlost elastickych vln ¢, =1520 ms"

e kinematickd viskozita télesa v =0.04m’s™
e clasticky koeficient kone¢nych poruch y =-0.305
S vyuzitim téchto hodnot budeme analyzovat rtizné varianty vin.

5.1. Siteni slabych deformaénich poruch ve viskoelastickém télese

Dispersni rovnici pro Sifeni slabych poruch dostaneme zanedbanim clenti obsahujici
u_ ve vztahu (5.4), popt. polozime-li 6 =0 v dispersni rovnici (5.9)

o’ +i2vok: —c'k> =0 (5.10)
Tato kvadraticka rovnice pro frekvenci mé dva koteny

o, =Tk c; =Vk] —ivk} (5.11)

a dosazenim do predpokladaného tvaru feSeni (5.2) ma postupna vina v kladném
sméru osy x tvar

u, (x,t)=uy, expi(kx-ot)]= u,.€”"" sin [kx (x —t\Jc; —Vk] )} (5.12)
Diky okrajové podmince (5.7) se realizuje jen 1/4 viny, takze nejdel$i mozna vlnova

délka poruchy je / =4L. Dal$i mozna vlnova délka odraZzené poruchy je /, :%L.

CLI L yp

Odpovidajici vlnovy vektor je k=

[, 3-035
Rychlost postupné viny (5.12) je

212 2 2
c=2=¢ 1= ’2‘ :152@/1—%&1520 ms” (5.13)
‘ ¢ 1520

Maximalni vychylka dorazi na konec télesa za ¢as Az, =0.35/1520=0.24ms. Tato

vlna je 1 velmi mélo tlumena. Na hodnotu u%=0.135 u,. poklesne za Cas
e

2 2
At,=—5= 5
vk, 0.04-24
tedy po mnoha (360) odrazech.

=87 ms (5.14)

5.2. Utlum deformaéni poruchy viskozitou- analytické FeSeni.
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Elastické viny jsou velmi rychlé ¢, =1520 m/s (5.13) a v disledku jejich malé

amplitudy neabsorbuji takové mnozstvi energie jako nelinearni konvektivni vina,
ktera je tésn¢ po narazu dominantni (0.12) . Konvektivni vlna s viskéznim tlumenim
je popsana rovnici

p@zu ou, du, 4u6(82uxjp L OV, v, 4votv

-+ , popf. —~+v, —+=——> (5.15)
ot at 8x8t 3 Ox\ oxot ot ox 3 ox

Jde o nelinearni, tzv. Burgersovu rovnici, kterou lze ptevést, tzv. Hopfovou-
Colenovou transformaci

( )__2£a_w:_2aalnw
w Ox ox

pro 51:4?v (5.16)

na linearni rovnici [4,5]
ow_4v o’w
a3 ol

(5.17)

jejiz feSeni budeme hledat za podobnych podminek jako u rovnice Sifeni vin (5.1), tj.
ve tvaru harmonicke poruchy (5.2) .
Reseni transformované rovnice (5.17) ptedpokladdme ve tvaru postupné viny

w(x,t) =wyexp[i(kx—ot )] (5.18)
a odpovidajici dispersni rovnice je ddna vztahem

io=ak’, nebo-li k, =\E\/E:\/§exp(iﬁjz 2 (1+4) (5.19)
’ a a 4 2a

Po dosazeni do ptedpokladaného feseni (5.18) plati
/ ® / ® / ® / ®
,t)=w, exp| —, |[—x |expi| ,|[—x—ot |—>w, exp| —,|—x |cos| ,|—x—wt 5.20
w(x ) w, xp{ ZaX} xpz{ 2ax j w, xp{ 2ax) ( 2ax j (5.20)

Dosazenim tohoto feSeni do transformace (5.16) dostdvame rychlost Sifeni rychlostni
poruchy. Derivace (5.20) je

o _ —wo\/Eexp(—\/ExJ[cos[\/Ex—mtj + sin[\/ﬁx—mtﬂ (5.21)
ox 2a 2a 2a 2a

a s ohledem na transformaci (5.16) obdrzime konecny vztah pro rychlostni pole

v, (x,0) = —2%6—;” \/i{lﬁttg(\/z:x mzﬂ
:VOx[mg{\/g(x_W)ﬂzvo{mg[vzoa

x (x—VOXt)ﬂ pro t<2t,

které je feSenim rovnice (5.15). Jde o Sifeni postupné viny pii poc¢atecni podmince

v, (x=vyt=0)=v, (5.23)
Srovnej s analyzou Sifeni vlny kone¢né amplitudy v kap. D1.2, vztah (0.12).
Tudiz pii nulové fazi n(x,t ) x—v,.t=0 se vlna nedeformuje a postupuje rychlosti

(5.22)

V,, - Zde jsme oznacili amplitudu viny
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— V2aw = |2V _ [§:0.042-3.14/(3-0.052) = 3.6 ms (5.24)

ktera je charakteristickou rychlosti deformace télesa za ochrannym Stitem. Je
urcena predevsim velikosti Casu interakce (frekvenci o =21/t uréenou vitahem
(4.48) ) v nasem p¥ipadé t/4 =0.013s a viskozitou télesa v .

Z tohoto feSeni plyne, ze velikost rychlosti zavisi na fazi viny

n(x,t)z%(x—vmt)e(o,nﬂ) (5.25)
a
a pro
1 na
(x VOX) t] t=—/[x——|,
2a 2 Vou Vor
w2 314008 6 35 m pro £ 20 (5.26)
Vo, 3.6
=2 2319092 600975 pro x =0
Vo 3.6°

dojde k nartstu rychlosti v. —o0. Uvedené mezni hodnoty Casu a vzdalenosti

odpovidaji jak analyze zestrneni v kapitole D1.2, viz Obr.D1.1, tak i experimentu na
Obr. 3.2.

Obecné feSeni (5.22) miizeme vyuZit ke stanoveni charakteristické rychlosti Sireni
viny télesem (Zelatinou). Vyjdeme z rychlosti Sifeni kontaktni plochy (4.52).
Charakteristickd rychlost v, stanovena podle vztahu (5.24) je blizka rychlosti

postupu kompresni viny uréené experimentem, viz Tab. 3.1. Je 1 blizkd experimen-
talnimu udaji v bod¢ x, =3cmna Obr. 3.2, ktera je v, =3m/s.

Jestlize vyuzijeme vlastnosti analytického feseni (5.22) mizeme zpétné stanovit
pocatecni a okrajové podminky jak pro vychylku tak i rychlost

Maximum rychlosti v, . za ochrannym Stitem vychazi podle (4.52) pfiblizné
rovno v, rychlosti kontaktni plochy a je rovno 8.3 m/s. Diky viskoelastickym

vlastnostem Stitu se siln¢ tlumi a télesem se §ifi charakteristickou rychlosti (5.24).
Rychlost jejiho utlumu vypofteme feSenim rovnice (5.17) za predpokladu
transformace (5.16). Pfi této formulaci predpoklddame, ze se télesem S§iti od okraje
x =0 harmonicka porucha (5.18).

Integraci (5.22) podle ¢asu stanovime velikost vychylky

u (s0.) = [ v, (E)E = VOxj{mg (x=vo.E) };a_

f

vy (i~ t)+j—0x{1n[cos[2a (x=v,. )ﬂ-ln[co{za (x=Voly )ﬂ}pro (<2

Na grafech Obr. 5.1 je ukazdno, ze bod MID 1 v poloze x, =3cm je soucasti

(5.27)

interakce s projektilem a vychylka a rychlost stanovené podle vztahii (5.27) a (5.22)
odpovidaji hodnotam v okamziku interakce.
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1 I\‘I&!)

Analytic solution: measuring poit x,:0 @0.03, t<(0,1.3¢t, ) Analytic solution: measuring poit 11:0 @0.03, tc(0,1.3¢
V,,=3.5901mis, t, _ 0.0082761s Vo, =3.5901mis, t, _ 0.0082761s
0.06 v ' | . i 10 Ix i : max : .
0.05 —% ' [x,=0.03m |
—_ 0.04F | St N =~ S~
E ' @ ~
E
CA 0.03 x=v_ 1
-3 H O QH K—\-’O
— / =1
X 002; / ¥ 9 I ) x
] / £ x,=0.0m [
s ¥ ox il
0.01F n
-
-5t
o
-0.01 : . : : - . ' .
] 0.005 001 0015 002 0025 003 0035 004 10 L L "
t[s] = x=vgt [m] 0 0.005 0.01 0015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
t[s] — x=vnxt [m]
a) b)
Obr. 5.1. Priibéh podélné vychylky a podélné rychlosti v bodé x, =3cm v case
te ( 0, 2tlmax) vypoctené podle teoretickych vztahu (5.27) a (5.22) pro
[ v,,T 4:0.013 P
oy = == =8.3ms. Velikosti maximalni vychylky a rychlosti
2y, 2mv,.  2-3.14
o , . . 27-0.069
odpovidaji hodnotam v oblasti interakce, tj. v, =u0xa)=T013 =83 ms .

Rychlost v,, =+/2am =4/2-4-0.04-2-3.14/(3-0.052) =3.6 m/s se blizi rychlosti
naméfené v bodé¢ x, =3cm, viz Obr. 3.2.

PInd (modra) céara je zéavislost na Case a cCarkovana Céara je zéavislost na poloze.

Postupna rychlost deformacni viny je podle experimentu blizka rychlosti 5 m/s, viz.
Tab. 3.1

Rozdil mezi velikosti postupné viny v, a vychazejici z feSeni (5.22) a z

experimentu, 1ze vysvétlit existenci grupové rychlosti. Fazova rychlost je rovna

2

VOx
¢, = kﬁ =22 _y =aw=2ak, =4lﬂ (5.28)
x _O0x X
2a
a pro kratké vinové délky nartsta.
Grupova rychlost je vzhledem k zavislosti k£, =, /22 , viz. (5.22) rovna
a
do(k) d(2ak’
.- 0)( x): ( ):4akx:2V0x:26f (5.29)
¢ dk dk,

a je tudiz dvakrat vétsi nez rychlost fazovd. Rychlost postupu energie
c, =2V, =7.2ms" je vy$§i neZ naméfena rychlost 5Sm/s, viz. Tab. 3.1. Nastava

podobna situace jako u vin na volné hladin€ (kapilarni viny), kde pro kratké vinové
délky (/. <2cm, pro vodu) je ¢, =3¢, /2. Viny konetn¢ amplitudy podléhaji ve
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viskoelastickém prostiedi disperzi. Protoze grupovou rychlosti se pfendsi energie je
pravdépodobné, Ze se 1 maximum deformace pohybuje rychleji, nez postupné viny.

Jak je patrno na Obr. D1.1 dochdzi v disledku zestrmeni mechanické poruchy k
nariistu gradientu rychlosti a tim i diky viskozit¢ p k jejimu utlumu. Hustota

mechanické energie je

4p ov J
Loy =——— — 5.30
xx,dis 3 ax |:m3 :| ( )
a disipovana mechanickd energie (vykon) je vyjadien vztahem
ov. 4ufov.Y [W
Loy ——=—| —~ — 5.31
w3 ( ox j {mJ (531
Vypocteme gradient rychlosti (5.22)
2
v
62/" = = (5.32)
X 2 VOx
2acos”| > (x—v,,t
{Za ( o )}
Hustota mechanické energie (5.30) je
3pv?
txx,dis = p = |:i3:| pTO tgtlmax (533)
8cos?| Yor (x—v, ¢ m
|:2Cl ( o )}
a disipovany vykon (5.31)
9p°v*
txx dis aVX = p - [E3:| pro t< tlmax (5-34)
T Ox m

\
64pcost| 2 (x—v, ¢t
cos’| 2 (xvy)
Ze vztahu (5.33) plyne, Ze v tomto pfibliZeni nezavisi hustota pfenaSené mechanické
energie na viskozité ale jen na velikosti charakteristické rychlosti deformace télesa

Vo, =V2am (5.24), kterd je urcena dobou zbrzdéni 7/4=0.013s, kde a)=2—ﬂ a
T

viskozitou 2a=3—“. Disipovany vykon (5.34) , viz Obr. 5.3, na viskozité télesa
p
zavisi. Z Obr. 5.2 je patrno, Ze hustota energie dosahuje maxima v okamziku

zestrmeni poruchy v Case #,_ =8.3ms. Maximum rychlosti vnimané v bod¢

Imax
x,=3cm v okamziku dopadu projektilu =0 je vétsi a je rovno
Vonax =Uo,@=83mVs, viz Obr. 5.1b). Tento zdanlivy rozpor vznika v disledku
pohybu povrchového materidlového bodu z polohy x=0 az do maximalni polohy
x=u, =0.069m.V case 1, =83ms jevpoloze x=v, 1 =3.59-0.0083=0.03m,

viz Obr.5.1a).

Imax
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Analytic solution: measuring poit x1:0 @ 0.03, te(O,t1 max)
<10 Vo =3-5901m/s, t,  0.0082761s
1.8 . . ;
1.6 ;]
o 14 s
£ x,=0.0m 2
>, 1 o
s 4.8 “ |
& p
e il
o 3’ f
§ /’
1T§ 0.8 T
FE g r X=V0xt
0.6 s :
0-4 1 1 1 1 Il
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
t[s] - x= x1-v0xt [m]
Obr. 5.2 Hustota mechanické energie po dopadu projektilu. vztah (5.33)
Analytic solution: measuring poit x1:0 @ 0.03, te(D,t1 max)
g X 108 vux=3.5901mls, t1 max0.0082761s
0 . ‘ ‘ | .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
t[s] - x =y vat [m]

Obr. 5.3 Hustota disipované energie po dopadu projektilu. vztah (5.34)
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5.3. Utlum deformacni poruchy viskozitou- numerické reSeni.

Vyse uvedené vlastnosti analytického feSeni oveéfime numerickym feSenim rovnice
Siteni poruch kone¢né amplitudy (5.15)
ov ov, 4vo’v,

v =— 5.35
oo “ox 3 ox (533)
za pocatecni podminky
v (x,t=0)=v, cos , pro xe(0,u,,,.
’ ( ) " [ Omax j p ( ’ ) (536)
v, (%,6=0)=0, pro x e (uyu.L)
Kwviili této pocatecni podmince transformujeme soufadnice
=t x=—"2 (5.37)
2uOmax

a rovnice (5.35) ma pro rychlost v, (x',¢') tvar

2
Omax Omax

za pocatecni podminky

Z'IOmalx

v, (x,t'=0)=v, cos(x'), prox'e(0,m/2)
L ] (5.39)

’
2u0max

v, (x,t'=0)=0, prox'e (g

Rovnici feSime Eulerovou explicitni metodou 1. fadu v Case a prostorové derivace
aproximujeme metodou konecnych diferenci s pouzitim upwindu pro konvektivni
¢len, viz Obr.3.7. Vysledky numerického fteSeni odpovidaji jak kvalitativné
(zestrmeni poruchy v case ¢, =83 ms, pokles rychlosti se vzdalenosti), tak i

Imax

kvantitativné jak analytickému feSeni tak i experimentu.

34



av 19tey av lax=vPv 19X

Initial condition _ »=0.04, time(t) = 0.0083 s
9
8
7
w6
=) E
- 5f
X =
> % 4
)K
3
2
1
I ; ; 0 . . .
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
x  [m] x [m]
»=0.04, time(t) =0.083 s
g 8
8 -
? 8
) 6
E
5 E
% a
}X
3
2 8
1
0 } | | :
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

x  [m]
Obr. 5.4. Numerické reseni rychlostni viny za pocatecni podminky (5.36) do casu
zestrmeni t, . =8.3 ms a casu 83ms. Hloubka dutiny u,, , =69mm

max
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Shrnuti

Pii danych geometrickych rozmérech a materidlovych vlastnostech ochranného $titu,
projektilu a chranéného télesa (v naSem piipadé¢ zelatiny) , viz Tab. 4.1. je
rozhodujici kineticka energie projektilu uréena vztahem (4.16). Za predpokladu, Ze se
veskerd energie stiely disipuje pii narazu lze stanovit jeji deformacni tucinek
charakterizovany maximalni hloubkou priithybu Stitu v ploSe kontaktu, viz Obr.
S1.

2
\% 1 16m 1 v, |[lém
xp =z B O Bl Ve [0 3T 133007 —68 mm (5.40)
2 |\\WE ) nd’E, E | 2\nd’E 2

kde v,,m,,d, jsou rychlost dopadajici stfely, jeji hmotnost a primér. Odpovidajici

hodnota x,, =68mm, kterd koinciduje s experimentem, viz Obr. 3.1

contact surface after impact

contact surface
nax. distortion

S
L < >
v >

-

Obr. S.1 Schéma interakce projektilu s ochrannym Stitem

Pro stanoveni této veli¢iny jsou rozhodujici materidlové parametry (4.13), tj.,

Ec = ECM’ kde Ec — EBEP (LO +lp0),EB — EgEPS (L+S) (541)
E,L(Ly+1,) LE, +1E, LE, +sE,

kde E,,E, jsou postupné elastické moduly télesa vcetné ochranného Stitu a
projektilu. L, =L+s je soucet tlouStky télesa L a tlouStky ochranného Stitu s.
Elasticky modul E, je uren elastickym modulem télesa (lidsk¢ho téla) E, a

elastickym modulem projektilu.
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Pro stanoveni dynamického tcinku projektilu (generace postupné deformacni
viny) je tireba stanovit dobu zastaveni projektilu na ochranném S$titu. Tato doba je

piiblizn& rovna hodnoté t/4 =1/(2w,) kde podle vztahu (4.41) plati

E, \/(AB—AP)-7.61-109

@y = [ = = [79.6:10°(D* —d2) =8921-\( D* - d2), (5.42)

Vliv ¢lent obsahujici viskozitu télesa a projektilu jsou pro vypocet frekvence m,
zanedbatelné.

Materialové parametry E,,M, jsou definovany vztahy zjednoduSenymi vztahy (4.37)
a (4.38), tj.

_ApEy ™, _nDE, md, .

E LE, 5.43
A 4 7 4L, 4 ¢ (543)

kde pouzité elastické moduly E,,E, jsou stejné jako pfi vypoctu priniku x. .

Neznamy primér D charakterizuje narazem aktivovanou (uvedenou do pohybu)
hmotu. Jeho velikost ur¢ime z tvaru deformace (4.29) a Ize jej zavést vztahem

D= [ (d,4)

Hodnoty &=2.85,A =0 byly nafitovany podle experimentu tak aby ®, =120s™, viz.

=1.83d, (5.44)

6=2.85,A=0

Obr. 3.2. Ze vztahu (5.42) plynou dulezité zavéry:

e pfi D—d, cas interakce 7t roste (0, =21/t —0) a ndrazem aktivovana
hmota se zmenSuje, az v limitnim pfipad¢ D=d, dochazi k "Cistému
prastirelu".

e velikost Gtlumu y, =1.45-10" s je tak mal4, Ze nema dobu interakce vliv a
stava se pro dalsi avahy nepodstatna.

Dal8im dulezitym parametrem je maximalni rychlost kontaktni plochy, kterd je urcena
vztahem (4.44) v okamziku dopadu ¢ =0 je rovna

v, =0yx,  =120-0.068=8.16 m/s (5.45)

max

Podobné lze urcit zrychleni (4.45) jehoz maximalni hodnota v naSem piipad¢ je

V,=—V,0, sin((oBt)‘ =—v, w,sin(1)=-8.16-120-0.841 =823 ms” =84g (5.46)

1=tax
Této hodnoty dosdhne vlna za casovy usek ¢ =1/w, =0.0083s, coz odpovida
vychylce x,,, =X, sin(1)=0.069-0.841=0.058 m=58mm, viz ervend Cara na
Obr. S.1. V této vzdalenosti pod ochrannym Stitem bude tkan vystavena nejvétSim
silovym u¢inkiim.

Porucha se bude v télese (zelating) Sitit charakteristickou rychlosti (5.24) jejiz fazova
rychlost je
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Vo

_[8vo,
* 3

v8:0.04-120/3 =3.6 m/s

(5.47)

Grupova rychlost, kterou se §iii energie je podle (5.29) dvojnadsobna, tj. 7.2 m/s.
Srovnej s naméfenymi hodnotami v Tab. 3.1, které lezi mezi nimi. Jeji destruktivni
ucinky nebudou ve srovnani se silovym ucinkem (5.46) tak vyznamné.

Parametry charakterizujici ochranné ucinky Stitu.

Projektil J Priinik
xmax
[mm]
Stit (5.40)
Zasazena
= oblast
Téleso D [mm]
(4.31)
MAGNUM] 68
FMJ 9 mm
Kevlar I 18
zelatina I

Doba
interakce

t =7/ (20,)

[ms]

(5.42)

13

Oblast
nejvetsi
deformace
0.841x,

[mm]

57

Rychlost
kontaktu
0‘)3 xmax

[m/s]

8.16

Max.
zrychleni
tkan¢
sméru
dopadu
0.84lwx,

[mz/s]

Ve

823

Max.
zrychleni
tkdn¢ mimo smér
dopadu
0.8410;x

[mz/s}

(4.57)

max

101

sin @
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D1. Siieni deformacnich poruch kone¢né amplitudy-linearizovany konvektivni
¢len.

Pro 8=0 dostavame dispersni rovnici malych poruch (5.10) a pro y=v=0,¢, =0
dostavame dispersni rovnici pro viny konecné amplitudy v kontinuu
w=2n/t o’ (1+i8)=0 pro d=u,k

' (0.1)
Tudiz pro jakoukoliv frekvenci w=2n/t, kde t/4=9ms je doba pronikdni
projektilu do ochranné vesty, tj. v bodé¢ x =0, ma vinovy vektor tvar

i=ku, k ZZI—MML 0.2)
Ox

X

Ptredpokladame, Ze projektil dopadl v ase 1t =0 a béhem casu t/4=9ms dosahlo
prohnuti maxima, tj, u,(0,7)=u, . Dosazenim do pfedpokladaného feSeni tvaru

X

(5.2) dostavame tlumeny oscilujici pohyb

ik, x—o _ui . 2 t
u, (x,0) =1y ) =uy e " sin (l) (0.3)
T

Z tohoto zjednoduSeného vztahu pro u, =69mm plyne, Ze ve vzdalenosti
x =30mm poklesne tato amplituda na hodnotu u,, =69-exp(—30/69)=44.7mm.
Tato hodnota dobfe odpovidd naméfené hodnoté u  =40mm, viz Obr. 3.1. Ve
vzdalenosti x =180mm dava vztah (0.3) hodnotu u_, = 5mm . Porovnanim s Obr. 3.1
vidime, Ze jsou tyto hodnoty nizsi, nezZ hodnoty naméfené u , =30mm. Vysledky
této linearizované teorie je velmi nizké.
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D1.1 Si¥eni deformaénich poruch kone¢né amplitudy-linearni teorie.

Dispersni rovnici (5.9) upravime do tvaru

o’ (1+i8) +i2vok; —i2yc/k8—cikl =0 pro 8=ku,, (0.4)

a rozieSime vzhledem k ®. ReSenim této kvadratické rovnice v roviné komplexnich
Cisel nalezneme

(1 62)0)12 (1+18)( —i8)(wr€12+iwiml’2)=
vk 8+i’/i‘(\/|d|+a ~8fld]-a)+ {vkz \/_(\/|d| a- 8\/|d|+a)} 0.5)
pro |d|=~da*+b°, a=1-v (k] —2y8%, b=38(1+2y)

G

Snadno se presvédcime, Ze pro slabé poruchy, tj. pro & =0, dostdvame rovnici (5.11)
a pro piipad jen konvektivni vlny, tj. v=y=¢, =0 dostavame rovnici (0.1).

Rovnice (0.5) nam poslouzi k odhadu rychlosti Sifeni, popt. i narGstu ¢i Gtlumu
postupné viny (5.2) pfi konkrétnich hodnotach parametrt. Plati

2
e a=i-v| K& —2v8° =1-0.04" - ( 40) +2-0.305-2.76° =1-2y8" =5.65
¢, 1520

o b=5(1+2y)=2.76-(1-2-0.305) = 1.076

[d) =@ +17 = 1462 + 478 (1+8°) =5.75

Rychlost postupné viny je

w

,el’z__vkxfi G m
c, == 1_621\/_(1 82)(\/|d|+a s\ld|-a) L} (0.6)

X

a jeji tlumeni (zesilovani) je dano vztahem
vk? ¢k, 1
©;y1 =_1_82 i\/z(ll_sz)(\/|d|_a —8\/|d|+a) {g} (0.7)

Z téchto vztahl je zfejmé, ze vlastnosti vlny silné zavisi na jeji velikosti, tj. na
hodnoté d =u, k =2mnu, /I . Rozhodujici jsou jeji pocatecni amplituda u, a vlnova

délka / . Slabé poruchy, které maji velkou vlnovou délku / >u, je d<1 viny se
chovaji jako slabé, viz (5.12). V nasem piipadé€ je &~ 2.76 se chovaji zcela jinak a
maji charakter kone¢nych vin s prevladajicim vlivem konvektivniho ¢lenu, viz
nasledujici kapitolu.

Pro ptipad na Obr. 3.1 plati

¢, =M 2T0, DB (5755565 -276/5.75-5.65 ) =406 [9

1-276"  ~2(1-2.76") S

} (0.8)

2
Opp = DD (575565 -2.76/5.75+5.65 ) =£58.5-10° H 0.9)
S

1-2.76 ~ 2 (1-276°)
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Jak rychlost viny tak i jeji tlumeni jsou extrémné vysoké a jsou urceny predevsim
experimentem stanovenymi parametry procesu, tj. k ,0ac,. Velice maly vliv ma

viskozita télesa. Je zajimavé, Ze rychlost Sifeni viny ¢ =406 m/s je velmi blizka
rychlosti dopadajici stfely na ochranny stit, ktera ma hodnotu v, =375m/s . Jestlize

zanedbame vliv kone¢nych deformaci (polozime y=0) nalezneme ze vztahu (0.6)
nejmensi moznou rychlost poruchy z podminky

(yfa[+a=8yla]—a)=(v2+8" =5V5" )= 0, nebo-i 5=\/—=% (0.10)

X

Dostavame vztah mezi amplitudou poruchy a jeji vinovou délkou. Tato relace
nezavisi na materidlovych vlastnostech télesa. Rychlost viny je pak urcena jen
viskozitou a vlnovou délkou

VK3 _ 00442, 0355

! 1-8° -2 7 /

x ‘IX=OA16

=2.22 m/s (0.11)

Nameéfena maximalni rychlost byla v, =3m/s, viz Obr. 3.2. Souvislost (0.10) mize
hrat vyznamnou roli pfi $ifeni postupné viny télesem.

Odhadneme jesté utlum na hodnotu 0.02u, =u,, exp(—58.5 10° At) =1, exp(—4),
coz odpovida ¢asovému intervalu At =7-10"s.

Uvedeny rozbor ukazuje, Ze pro tak silné viny neni aproximace linedrni
harmonickou vinou vhodna.

D1.2 Sii‘eni deformaé&nich poruch koneéné amplitudy-postupna vina.

Soustfedime se na Sifeni postupné viny konecné amplitudy, kterd je popsana
nelinedrni rovnici

o’u. Ou_0’u ov ov ou
=+ —=——==0, popf. ~+v —==0, pro v, =— 0.12
o’ Ot oxot pop t " ox P ot (012
Ptedpokladejme obecnou postupnou vinu kone¢né amplitudy ve tvaru
v, (x,¢)=v, (n) kde n=n(x,t) (0.13)

kde m je faze viny. Funkce popisujici takovouto vinu splituje podminky

AL SV CL) R e ML) DESCL D O (0.14)
on ot ~ oOn Ox ot ox
kde druha rovnice vyjadfuje podminku konstantni faze, tj. pii v, (n = konst)= konst
Méme dvé rovnice pro dvé neznamé 8_1]’8_11
ot Ox
on
1 v |l ar 0
w | o (0.15)
dt dx|| on 0
ox
Nenulové feseni existuje jen v pfipadé, kdyz je determinant soustavy nulovy, tj.,
1 v
de{ x}zdx—m(x,t)dtzO (0.16)
dt dx |
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Pak feSenim rovnice (0.15) je funkce n(x,) = konst splitujici podminky

on on
Ez—vx(x,t),gzl (0.17)
Konkrétni tvar funkce n(x,t) = konst nedokédzeme obecné stanovit a omezime se na
jeji tvar ve vybranych bodech, napt. v bod€é n(x, =3cm,t, =13ms) = konst , ktery
odpovida experimentu v bodé¢ MID 1,viz Obr. 3.2.

Rychlost stfely dopadajici na ochranny $tit je v, =375m/s a za nim ve vzdélenosti
x, =3cm je rovna v, =3m/s, viz Obr. 3.2. Vice jak 100 nasobné zpomaleni je

zpiisobené jednak materialovymi vlastnostmi Stitu tak 1 absorpci kinetické energie do
materidlu télesa, viz. (4.52). Jde predev§im o generaci postupné viny s fazi

n (x, t) = konst . Tato faze m4 vlastnost totalniho diferencialu

ov_(x,t .
dnza—ndt-i-a—ndxzvxdtﬂ-dxzonebo-liM=Q=O (0.18)
ot ox Ox ot

ze které plyne, Ze rychlost viny je funkci jen Casu, tj., v, (x,,7), kde x, je n&jaky
pevny bod v télese pied pfichodem vIny, napf. body na Obr. 3.1
X, =X, =3cm, x, =X, =10cm, apod.
Do bodu x, pfiSla postupnd vlna v ¢ase ¢, a podobné do ostatnich bodli v ¢asech
ty»ty3» @ pod. Za téchto podminek mizeme piedpokladat Ze faze postupujici viny ma
v néjakém bod€ x a Case ¢ obecny tvar

n(x,t,)zx—v)C (x,t)t, (0.19)
Nadale budeme pifedpokladat, ze poloha bodi x,,proi=12,3.. je pevnd (jde o
geometrickou polohu materialového bodu télesa, pied ptrichodem deformaéni viny).
Nasim cilem je zjistit zménu rychlostniho pole v, (x,.7) vokoli t&chto

geometrickych bodii v priib¢hu ¢asu ¢, >¢,,,proi=1,2,3.. .

Budeme vysetiovat rychlost materidlového bodu MIDI1, ktery je ptfed pfichodem
pulsni vlny v poloze x, =3cm. Rychlostni pole, které tento bod posunulo ve sméru

x (smér postupu viny) je popsané rovnici (0.12). Protoze podle podminky (0.18),
nezavisi rychlostni pole v pevném geometrickém bod¢ x,, =3cm na soufadnici x,
ale jen na ¢ase ma harmonicka postupna vlna tvar

Vo (%.6) = Vo, cos(kx1 (x -V, (xl,tl)tl)), pro x, =x,,, t, > t,, (0.20)
viz. Obr. 3.2. Ukadzeme jak se meéni tvar viny (rychlostniho pole) v okoli
x €(xy =1, /2,x,, +1,/2) geometrického x,, =3cm=konst v zavislosti na Case a jak

méni tvar viny v pravé v tomto bodé v priibéhu casu ¢, >¢,,, viz Obr. D1.1. Vztah

01>

(0.20) upravime
v \
xl x1
= Cos [kxl (o, =xp ) == Vouk, 1 J
Voxl Vox
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Vv 111

a parametr g (tl) nazyvame parametrem zestrmeni. Maximalni hodnotu parametru

zestrmeni stanovime z podminky neexistence derivace rychlostniho pole (0.21)
v bod¢ x,, =3cm=konst. Tudiz

a) b)

¥, Vo mcostk X v e v )

057
0 tlmsxzixf?; vﬂx ——
S.os e
b'; .'/
/ -
1l (‘=1 ! P
\ /.//
1.5 \ ///
\ _// 1
-2 P
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
t,max [s]
1 -\-\"""\-\-\.\\.____h \".‘I (x.1,) (A (I f)f) E_I 0
~ ————==cos(k -V C A
. 7 cos(k, (xy = v, (%0 )1 ). or x,,
" —unreal
05/ =~ 5 —
C) lf max="x{2W0x i v s
=
v distorted|velocity shape
>
<
%
>
-0.5
l“[ < l“I max /_,/"
7
:/-
-1 L L b,
0 1 2 3

t1 max [s]

Obr. D1.1. Vyvoj pulzu rychlostniho pole v bodé MIDI po dopadu projektilu
a) Zestrmeni harmonické poruchy (0.21) v diisledku parametru g, (tl) , ktery narusta
s casem.

/ 4-0.013
b) Podminka zestrmeni nastava pro v case t, =—>—= Yo _ =8.3

T oy, 2mv,,  2-3.04
srovnej s Obr. 3.1 a Obr. 3.2, pro x, =3cm - modra cara.

’

¢) Prubéh rychlosti, tak jak je vniman v poloze x,,. V case t, <t dochazi k poklesu

rychlosti a v case t, >, rychlost poklesne v duisledku disipace (viskozity) k nule, viz
dal
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w (1) =—sin(w(t)e, () w(4)e (4)+w(h)e (1) ]

0.22
pro w=—V"1(x°1’t1),d—w=w'(t1) 02
Voxi dr,
a po uprave
()= w(t)e (1 )sin(w(tl)g1 (1, )) N 0.23)

1+¢ (¢, )sin(w(tl)s1 f )
Tudiz pro ¢as ¢, vyhovujici rovnici

1
t)=- 0.24
5 ()= (e () 029
Na Obrazcich D1.1 je patrno, Ze podminka (0.24) je splnéna pro
(1) = Vouk i =1 ot W= Yalteh) _n (0.25)

VOxl 2

tedy pro ¢ =¢,,,.. Pro g (¢)=1 se stava &elo viny kolmé a pro ¢,(7,)>1 se vlna

Imax *

stava nefyzikalni, viz. Obr. D1.1 b). V disledku viskozity nemiize tento stav nastat.

Podminku zestrmeni ¢, (7,)= VoK, him =1, miZeme upravit pro postupnou vinu
(0.20), jejiz faze je wt—k x=0
k kvoat 1 1 [ 1
=5 T kv = - nebo £, =——=—"—=— (0.26)
t Imax VOxkx ZTEVOx ©

Tato relace mé zésadni vyznam pro stanoveni maxima rychlosti, zrychleni a disipace
u vin kone¢né amplitudy Sificich se viskoelastickym télesem (tkéni).
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