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Predmluva

Protdjdkem a doplnkem mechanizace a automatizace praci ve vyrobd Je
mechanizace a automatizace praci v pfipravé vjyroby, v jejim Pflzeni a v ekonow
mice. Rozhodujici dkol zde pilpadd vypoletni techniege, pFedsviim &islicovym
polita¥lm. Velké poditale pFedstavull velkou investici. Proto Jje obvyykle mo-
hou pouZivat ke zkvalitnénf své précs konstrukté®i Jen ve velkych zévodech.
Do konstrukénich kanceld®{ 1 menSfch zdvodd pronikajl vdak malé &islicové po~-
£{tale, které jsou mnohem ménd nérofné na obsluhu i ddribu, lze je instalovat
prakticky v8ude a pPedstavujl vynikajici pomoe pro b&Znou i néro&né j3l vipo-
Setni{ préci. ‘

Utelem tohoto semindfe Je uvést ndkteré poznatky z numerické matematily,
nezbytné pro préci s jakymkoli &fslicovym podftalem, a pPfkledy vyuzit{ me-
lych &islicovyeh podftadl v konstrukénl praxi. Semindd je urden konstruktérim
a technikldm, ktef{ nemaji zvlAdtnl matematickou pripravu, a snaZ{ se jim po-
skytnout takové informace a podnéty, aby mohli efeltivng a sprdvnd vyusivat
vypoletni{ techniku.

Pracovnfci Domu techniky CVTS v Praze‘jsou pfesvidéeni, #%e timto seming-
Fem prispdjf xe zkvalitn&ni préce konstruktérd a technikd v nadich zévodech,
a tim 1'k plnanl nédroénych udkolld Hesté p&tiletky.

Prof. Ing. Cyril Héschl
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Kdo chvili stél,
Ji% stojd opoddl.

Jan Nervds

1. Uvod

Wezbytnou pomickou stardi generace konstruktérd bylo logeritmické pra-
vitko. Jednoduchost, s jakou lze na n¥m ndsobit, d&lit, umocncvat a odmocno-
vgt, 1 jeho malé rozméry, ldee & prakticky bezporuchovy, bezhiudny provos
&¢ini z logeritmického pravitka dodnes po¥itaci stroj "par excellence”. Pro
nérodng )31 numer ické vypo¥ty se pouiivaly tebulky, popi. mechanické po&itaci
atroje., Pozddji byly tyto stroje upraveny tak, aby nédsoben{ a d&lsni na nich
probthalo automaticky. Dnes na n& pohli¥ime Jako ne muzedlnf stroje, afkoll
jedt& neddvno patfily k velkym vymoZenostem vypo¥etni techniky. Jsou velké,
hi‘motné a pomalé,; nemohou tedy konkurovet mnohem vykonnsjsim elektronickym
kalkuladnim a poditacim strojim. Zmény,; kteréd tyto moderni stroje zpisobuji,
Jsou dalekoséhlé,

M3n{ se nejen zpisob vypoXtd, ale % ndpln exaktnich technickych nauk,
poditaje v to 1 samu numerickou matematiku. Rizné gréfické a podatni wetody,
ktoryml se jedts dnes hem2z{ ulebnice na ndkterych &koléch, rychle ztréceji
v¥znam a jsou nahrazovdny novymi. Do jisté miry se mEn{ i zpisob technickéheo
wy3leni, pPedeviéim zpisob formulace wWloh. Klade se dirsz na obecnest a exakt-
nost Peden{, kdefto rozsah numer ickych vypodtd v bs%iné konstruktérské praxi
prestal byt - a% na vyjimky - Iimitujfcim Sinitelem.

Naptiklad vypofet deformaci staticky neur&its ulo¥eného osazovaného hif-
dele 8 uvafovénim vliivu posouvajicich sil je nyni jednodudsi a kratd3f{ a mno-
hem presnédjsi, neZ bylo grafické FedSeni prihybu bez vlivu posouvajicich sil
2 vypodtem reakci pomoci pFi{&inkovych &initeld. JestliZe se tytc piidinkové
tinitele odeditaly z graiického Peleni prihybd, stévale se, %e Jejich pPas-
nost nepostafovala pro numericky vypofet staticky neur&itych reakei ze Bpatnd
podmingné soustavy lineérnich rovnic. ReSeni pak byle u slozit¥jsfch dloh ne-
jen pracné, ale dokonce nemoZné, nebof vedlo numericky k falesnym vysledilm.
Gist& numerické Pedeni takovych dloh bylo natolik pracné, a tedy i nékladné,
e se dédvala prednost riznym zjednodudenim dlohy (vynechévaly s« ndkteré pod-
pory aj.).

Zjednodudovéni dloh a% do snadno teditelnych fyzikdlnich a matematickyeh
modeld je L dnes pracovn{ metodou kaZdého konstruktéra-vypoftdite. Rozdil je
viak v tom, Ze dne3ni konstruktér pouiivéd tyto siln& zjednoduSenéd pPedstavy
a modely jen % predbdfnému FeSeni ulohy. Detailni vy¥podet miZe byt - Loz nad-
mérné ndmehy - odvozen z modeld mnohem sloZitéjsich, které lépe vystihuj{
skutsénost.



Pouzivéni tabulek riznfch funkel - a% na specidlni funkece - 80 stévé
zbytednym, Elektronické kalkuladni stroje a politale jsou schopny generovat
b¥%¥né funkce & welkou plesnosti pro Jakoukoli hodnotu argumentu (v rozumném
pogzashu), takZe odpadd nutnost interpolace. Nekterd &ésti numerické matemati-
ky proto postupnd ztréceli vyznam a jiné - napP, aproximace funke{ raciondl-
afni funkcemi - jej ziskdvajf. ProtoZe jiZ nejsme vdzdni tebulkamil, jeZ mély
ne jéastdjl eevidistantni hodnoty argumentu, ziskédvé Gaussova metoda numerické
kyadratupy pPevahu nad tradiéniml metodami, vychézejicimi z lichob&inikového
pebe Simpsonova pravidla. Uplatnujf se maticové metody, diferendni podet, ite-
radnf metody, Zvléstnd dlleZitust zfskévajf i problémy odhadu dosaZitelnd
pFesnosti a stability numerického wypoftu. Re3i{me-11 napi#. linedrni soustavu
vovnie, cheems v&d&t nejen Je-1i teoreticky feditelnd, ale je-l1li PFelitelnd
tekd prakticky, tj. nemohou-li nezbytnym zaokrouhlovénim &fsel wzniknout ne-
p¥ipuatné chyby.

Tato skripta nemshou ndhradit uZebnice numerické matematiky. Proberems
¥ nich jen nejddle%itd j8{ poznatky bez nédrokl ne Uplnost. Vybér léatky pflzpi-
sobima potFebdm pracovalkd, kted{ mohou pouZivat malé elektronické &islicové
pofitalie k béinfm vypoltim z eboru mechaniky, pfedevdim pruZnosti a dynamiky.
Cheeme Jje uposarnit ma svldétnf metody, které mohou s vyhodou pouiit, & na
nékteré problémy numerické matematiky, JeZ pro n& mohou mit vyznam. Probereme
takd zdklady ndkterych metod, kterd se pouiivaji v knihovnich programech ma-
lgch po¥itadl. ProtoZe se programovaci jazyky téchto poditadd navzdjem znalns
1181, nebudeme se technickou strénkou programovéni zabyvat; tuto problematiku
zvlddne ka%dy sdm v ndkolika dnech, dé4-11i si prédci s prostudovénim firemniho
névodu. :

Malé poéitale pracuji zpravidla v systému pohyblivé desetinné &érky,
takZe pofitaji & welkou numerickou pFesnostf, av8ak msjf{ maly rozsah operafni
pam&ti. Zvétdovéni pamdti uZitim pFfdavnych blokd je moZné a Wéelné Jen do
urdité miry, dené pomérné malou operadni rychlosti po#itafe. Budeme probirat
metody, vhodné pro tento typ poéitadld (nap¥. metodu matic prencsu) a nikoli
ty, které se hod{ jen pro velké po&itafe (napP. metodu koneinych prvki).

Ve zplsocbu vycladu dévéme prednost induktivni metods a ndzornym prikla-
ddm pied exaktnimi dedukcemi, nebof se domnivéme, %e takovy zpisob vykladu
Je technikim blizd{, Ty, kteff{ si cht&jf nebo pot¥ebujl déle prohloubit a
zpPesnit evé zmalosti, odkazujeme na literaturu podle pripojeného seznsmu.
Ke studiu akript potfebujeme jen zdkladni poznatky z diferencidliniho a in-
tegrdilniho poltu a zéklady maticové linedrni algebry. Ty Jsme opakovand pro-
birali v neddvnych semindfich, pofddanych Domem techniky CVTS v Praze.

Autor s%tript ocenuje néro¥nou préci viech pracovnikt Domu techniky VTS
v Praze, ktef{ se podfleli ns pfipravd semind¥e a na vyddni t&chto skript,
a upfimng jim za tuto spoluprédci dékuje.



Stenu se mendim a jedtd mendim,
a? budu nejmendim na celém sveEte.

' Tk
2. Préce s malymi #islicovyml poli{tadi Jird wWolkerx

Tyto po¥itafe majl zpravidla zékladnf{ jednotku, kterd se proddvéd samoc-
statnd, a p¥f{sludenstvi podle volného vybsru. Zédkxladni jednotka slouZfl k pPi-
nym "kalkulafkovym" vypo&tim i k uskutedndni programovanych vypofti. Pamst
byva spoladnd pro program i numerickd deta, tJ. pro krétky progrem miZeme po-
uZivat mnoho numer ickfch dat a naopak, XromE b&Znych eritmetickyech operaci
byvaji{ vestavény programy pro gensrovéni riznyeh funkef (logaritmickych, ex-
ponencidinich, goniometrickfeh), které vyvolédvéme povhym stisknutim tladf{tka.
Nékteré poditade jsou pilzpleobeny i vypodtinm s maticemi, popi. 8 komplexnimi
&isly. Po¥ftale jsou schopny vykondvat také logické operace (zjisfovat, kterd
ze dvou &fsel Jo vit8{ std. a podle tohu rozhodnout, v které programové vétvi
se mé pokradovat). Vn&jd{ pamsf predstavij{ magnetické ¥titky, pésky nebo vy~
Jimeénd 1 jind zaflzend. Vystupem z poditade byva tiskérna, nskdy viak jen
display (&islicové obrazovka). Tiskérna je velmi uzite&nsd, nebol umoznuje
snadnou dokumentaci vypodtd., Lze vytisknout a uloZit program, vstupnf{ i v¥-
stupni data. To umoZnuje i dodate&nou kontrolu vypodtd a vyludéuje nebezpeid
chyb vzniklych nepozornym opisovédnim &islic z displaye.

Velkou pomoci  pro programétora je automatickd, okam3itéd indikace chyb
pPi vklddénf programu, poruSi-li programdtor pravidla syntaxe (chyb&jilci zé&-
vorka, nelogicky nebo nesprévny sled zmskdl aj.). H8kteréd chyby Jsou indikové-
ny 1 v prib&hu vypodtu (prehlceni nebe podhlesni pbéitaée, délent nulou, ¢d-
mognina ze zéporného Zisla apod.). Ve styku s poéitaden miie tek programdtor
ihned opravit chyby, Jez vznikaji nepozornost{ nebo nedostatedns dislednym
my$lenim. To mé velky vliv na jeho vychovu. Programdtor napri8té vi, nadé mé
zam&fit pozornost, aby se znovu nedopousdtdl stejné chyby.

Ani nejpedlivdji sestaveny program nebyvd tek dokonaly, aby nemohl byt
jestd dokonalej¥f, tj. G¥elndjdi a usporndj3i. To se poznd teprve pPi Jjeho
pouZivdn{. Proto je wzdy vyhodné, zpracovévéd-li programy t¥% pracovnik, ktery
je pek pouZivé. Dobie osvédiené a vyzkouldené progremy &e mohou zabazovat do
manudlh, takZe je pak pouZivajl i dalsd{ pracovnici.

Prisludenstvim zékladni jednotky podle volného vybéru uiivatele byvé
doplnkové opera&nf{ pam3f, rozditujfcf kapacitu po&itade., Perifernimi zaffze-
nini pek byvaj{ vndjs{ pem&f, souradnicovy zapisovacif stroj, ktery umoZnuje
rychlé grafické zpracovdni vysledkl, a prfistroj k pfevodu zadanych ki¥ivek na
digitdln{ ddaje pro dal3{ numerické zpracovéni.

Mé~11 se polditsd déelnd wvyuzit, je nezbytné, aby préce & nim byla dobds
zorganizovéna, Ka%dy pracovni, ktery to pot¥ebuje, by mdl mit k ndmu ppl-
atup, a to v &ase, kdy potirebuje. Predpokladem viak je, aby byl dokonals se-
znémen 8 &innost! podftade a um3l aktivnd poulfvat viechny jeho vymofenosti.
Zbytednym laborovdnim nezalkolenych pracovnikd se ztrdci mnoho &asu a zvdtdu-
Je se riziko pod'ozeni po&ftade nesprévnou obsluhou. Ztréty vznikaji i pii
ne dost obratn3 sestavenych oprosrsmech, napr, ddvé-1li se tisknout zbytednd



moho dat, kresli-li se kiivky se zbyte¥n& malym krokem argumentu, vkiddaji-
141 se ru¥n& znovu data, kterd by mohla byt registrovédna ve vnéj3{ pam¥ti, ne-
vyufivaji-1li se vS8echny moZnosti poéitale apod.

Jednou z moZnyeh forem préce 8 malym polftadem je z¥{dit vypodetni cen-
trum 8 n8%olika stdlymi pracovniky, kte¥{ piebiraji pofadavky ostatnich pra-
covnikd, vypracovévajil programy, obsluhuji podfital a dodédvaji hotové vysled-
ky. Z& vhodnsjs{ v3ak povajujeme, jsou~li pro préci s po¥ftadem vySkoleni
v&ichni pracovnici, ktedd vypolty potiebuji, a pracuji pak s poéitadem sami
podle mo¥nosti, které jim dévéd spoledny Zasovy plén. Pracovnik, odpovidny za
poditad, obstardvd vypracovéni tohoto plému (dispe&ink), stard se o ddribu a
o provozni materidlnf zdsobovéni. Divodem pro tuto druhou alternativu je pré-
v& vjSe uvedend zpdtnd vazba: po¥ital si vychovévd své uzivatele, neboi ten,
kdo prakticky a ze své zkulSenostl vi, co vBechno poditad dovede, vi také, co
mi%e od politale odekédvat. Ponendhlu p#izpisobuje své pracowni{ i vypodtové
metody moZnostem po&itade; jen tak lze dossdhnout nejvét8iho uvZitku, ktery
mi%e po&fta& poskytnout.

Lze také doporulit, aby se nelSetfilo na pFisluSenstvi poditale; zejména
rozd{Feni pam&ti mnohondésobnd zvdt3{ jeho uZitednost p¥i technickych vypod-
tech. Ale i graficky vystup, tj. souPadnicovy zapisova¥, je neobydejn& vyhod-
nym zaFf{zenim. Graf funkce je pro ndk%teré udely vhodnsjd{ vystup z podftale
ne% médlo pPehlednd numerickd tabulka. Timto zaFizenim lze také udetPit velkou
prédci i &as pil kresleni sloZitdj3ich obrdzkl a grafl, které pot¥ebujeme pro
nejrizn&jdl ddely.

Vyrobce zpravidla dodévé s politadem také sbirku nejdllezitsjSich pro-
gramd. Byvaj{ vypracovény velmi dimyslné a tak, aby byly co nejuniverzéln&j-
81, N&8kdy Jje v3ak prévé tato jejich univerzdlnost na zédvadu, Potiebujeme-1i
napt. uskuteénit sled maticovich operacf, které na sebe navazuji{, nebude se
ndm p¥{1id hodit program vypracovany spolednd pro seé{ténf a nésobeni matic,
do nshoZ msime vZdy znovu matice vklédat a registrovat mezivysledky, adkoli
Je nepotiebujeme. Pro inverzi, kterd by mohla nédsledovat, méme jiny program,
ktery nenavazuje. V takovém pF{padé bude mnohem vyhodndj#{, sestavime-li si
sami programové bloky pro jednotlivé operace, jeZ miZeme stavebnicovd skladat
ve vét8{ celky podle poti#eby. ProtoZfe do t&chto programd dobie vidime, neni
pro nés obtiZné dosdhnout ndvaznosti blokl tak, aby mezivysledky, pokud na
nich nemdme zAjem, zlstdvaly v opera&ni pam&ti a aby se postupnéd “piremazdva-
1y", neni-ii jich uZ tkeba. Tim se uvolni pamdt pro daldi operace. X takové-
to tviré{ prdci s podftadem Jje nutné mit zkulenost. Tu rychle ziskéme, bude-
me-1i samostatn& promyS8let a zpracovédvat programy pro jednodu38i dlohy a
budeme~1l se zaroven snajiit i o jejich co ne juleln& j81{ usporédéni.

Kazdy program, pokud Je to moZné, kontrolujeme pomoci jednoduchého vzo-
rového prfkladu. Nenf{~li to z praktickych divodd moiné (vypodet kontrolniho
ptfxladu by byl Zasové velmi nérodny), snafime se takto kontrolovat alespon
dlileZité &ésti programu. Podle moZnosti pouZivéme také rlzné kontrolni testy,
abychom si ovw3¥ili sprdvnost a pop¥. numerickou pFesnost vysledkd.

w 10 -



JestliZe jsme na podétku ozna&ili logaritmické pravitko za velmi uZited-
ny a stéle moderni poditaci{ stroj, musime tytéZ a jest& lepSi vlastnosti pPi-
psat i kapesnimu elelrtronickému kalkuldtoru, ktery pronikéd i do Skol jako
u¥ebnf{ pomicka. Rozssh jeho pouZitelnosti se visk - cfes wvdecnny nesporné
vyhody - podstatn¥ 1iS8f od aplikaénich moZnosti programovatelnych poditadi,
na n&% se v dal8ich Uvahéch zamdifims.

Pigurky stoji rok co rok,

figurky pestré, laskujief.
Je marno hréti na dtok,

Jje merno hréti na poziel,

Viktor Dyk

3. O podminsnosti linedrnich soustav rovnic

VétZina problémi technické praxe vede k dlohédm linedrni mechaniky; jim
pak v algebPe odpovidéd FeSeni soustav linedérnich rovnie. Takové soustavy do-
stédvéme &asto i pii jinych dlohdch, napf. pii zpracovéni smpirickych dat
(linedrn{ regresi), pfi aproximaci funkef aj. V maticovém tveru FeZime sou-

stavu [A]{L}“{bl » {1)

formdlnd jednoduse tak, %e k &tvercové maticl A , 0 ni¥% pledpokliéddme, Ze
je regulérni, najdeme inverznf metici A~ ; FeSoni je pak

() - (A (8.

Z matematického hlediska jde o jednoduchy problém: z numerického hledisks
tomu tak neni,

Uvddomime~li si, Ze prvky matice A miZeme zaznsmenat Jen 8 konednym
podtem desetinnych mist, vidime, Ze pFiddnim jakyochkoll &{sel mimo rozsah
téchto mist nemifeme matieci A 2zmdnit., Pridteme-1i napt. k &fzslu 4 =
= 0,234567.10° ¢fslo b = 0,135468.10"% & jsme-1i pritom omezeni v man-
tise &fsla Besti ciframi, dostaneme sou¥et @ +« b = ¢ % 0,234567.10° = a,
81slo b se v soudtu vibac neuplatni, tekZe ¥isla a , ¢ jsou pumericky
ekvivalentni, adkoli se sob& nerovnaji. Neméme moinost je v nafich vjpoétéeh
rozlidit, nemédme-11l v mantise vice ne? Zest mist; Jjsou to tedy “prakticky”
stejnéd &isla. Informace obsaZend v &f{slu b se pritom ztréeci. Jinym ddvodem
nerozliditelnosti dvou &isel miZe byt jejich empiricky pivod. Vzniklo-li &fis-
lo a mdrenim nédjeké velidiny a je-1li &f{slo # v mezich pozorovacich
chyb, ptedstavuje soudet ¢ = @ + b numericky moZnou hodnotu veliZiny a .
Jinymi slovy, koeficienty v soustavd (1) jsou “ pokafeny Zumem” vzniklym bud
nutnym zao%rouhlovdnim &isel, nebo nepfesnosti Iyzlkdlnich dat, popd. obojim.
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Uvedme nap¥. tuto soustavu:

L+ ¥y = 2,000 01, 33
x + 11,0001 ¢ = 2,000 02.
Hedent je
r = 1,000 01, p= 1. {4)

Kdyby pravé strana soustavy (3) vznikla m&¥enim néjaké velid¥iny s pPesnosti
1 promile, uddvaly by ob& rownice toté%, totiZ soulet 2 + vy = 2. K sepa~
raci obou neznémych bychom pot¥ebovall jedté rozdil r - ¢ , avdak jeho
vyposet ze soustavy (3) nemé smysl, nebof tato soustava pro to neobsahuje
dostatednou informaci; %4dnéd matematickéd keuzla to nespravi. Pomchlo by te-
prve extrémni zvySeni pFesnosti nasdeho mé&fenl, coZ nebyvéd vidy moZiné. Roze-
bereme tento pripad podrobndji. Zavedeme nové prom3nné

§=4(x+y), 1= (t-y). 5)

Pak soustava (3) 44

L

2 f = 2,000 01,
(6)
2,000 01 § -0,000 O1 7 = 2,000 02.

Thned widime, Ze velilina 7 Je v soustavé slab& zastoupena. Kdyby na pra-
vé atrané posledni rovnice bylo 2,001 00 misto piFesné hodnoty 2,000 02
(chyba 0,5 promile), vyslo by f £ 1, 7 =100, takie FeSent by bylo

L = 1011 y = - 991 (7)
geela rozdilné od drivéjStho FeSeni (4).

Abychom mohli posoudit chyby, které vznikaji uvedenym zpisobem, pot¥ebu-
Jjeme néjak definovat “velikost” matice, pop¥. vektoru. K tomu je nutno piifa-
dit maticl n&ja%ké &islo, je% by tuto velikost charakterizovalo. Budeme je

nezyvat normou matice A a zna&it "A ﬂ . Ma-11 mit norma poiadovany
smysl, mus{ vyhovovat témto poZadavkim:
1. haAlzo

Zépornou normu tedy nepflipousifime, podobnd jako nezavdédime zdpornou hmotnost
t&les. Rovnost [JAll=0 bude prfsludet jenom nulové matici.

2. JlcAll=le]-JAll ( ¢ je libovolné &fslo).

To je pitirozeny poZadavek. Chceme, aby se norma zv§t3ila napi. dvakrét,
zvét8ime~1] matici také dvakrdt.
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3. A«sls]al+lsl

Jde o trojihelnikovou nerovnost, zobecnénou na p¥ipad obecné normy. Délka
jedné strany trojdhelnfku je vZdy menS{ neZ soulet (nebo nanejvys rovna sou-
&tu) druhych dvou stran.

4. lAB]=]A] {8l
To je Schwarzove nsrovnost.

Z mnoha moZnost{, jak definovat normu matice, uvedme dvd:

a) euklidovskéd norma HAHE - I/Z A a’zi.j

b) spektrdlni norma "A ﬂs = mpr VA,-_ (ATA) .

¥ tomto druhém ppipadd znadi /1-,; (ATA) viastn{ hodnoty ﬂ,; natice ATA .

Jo-11 matice A redins, je soutin A'A  symetrické a pozitivng semidefi-
nitn{ matice.

Pro wektor X dostaneme podle obou definic stejns

lel = Vix}™ {2} = Ve'x = asixa vektoru. *)

Nyn{ se uZ miZfeme wrdtit k dloze (1), Misto této soustavy redime vliastns
Jjinou soustavu, a to

(A+E)y = (b+h). (8)

OznaZen{ matic zdvorkaml jsme pro stru¥nost vynechali. Matice £ a vakto’r Vi)
predstavujf rusivy "Sum”, ktery zpisobi, %e misto sprévného vektoru & = A b
dostaneme jiny vektor y = (A+ E) ! (bfl?)). Chceme nyni védét, Jakéd bude rela-

tivni chyba vysledku. VyJjéd¥ime ji pomérem norem "L“y“/ lell . Nejprve wy-
po&teme

t-y = ATb-(A+E)" (e B)= x=(A+E)" (Ax+ B) =
~(A+E)  ((A+E)x - (Ac B)} = (9)
- (A *f)-fgf.% “/5}

¥) Jde o preneseny smysl slova; o skuteénd délce lze hovorit jen u vektord

druhého nebo tfetiho P4du. Pod odmocninou je soudat Etwercd prvkd vekitoe
ru.
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a pak 8 pouiitim Schwarzcvy a trojtheln{kove nerovnosti

b -yl & Wae " SUEN Nel+ 0 A0S

(10)
=f
»
Pel 2 Al 18l .
Posledn{ vztah dostanems z merovnostifAl-llxll 2 6] , uvddomime-11 81, Ze
normes namdfe byt zdpornd. DElenim prvni z nerovnost{ (10) normou [x| vyjde
le -yl . 4 I Al
— | —_— (11
i [a+6) ﬂ_(fﬂ"?’ nx,u). )
Protofe || A Je velmi malé ¥fslo, miZeme v peslednim #lenu bez nebezpedd
velké chyby zamnit normu | 2 || normou || A " I & “ podle druhé nerovnosti
{10). V matematice se dokazuje Banachova v&ta, podls ni%
-1
, -f A
"(A’E) H S A1 : (12)

T IE]

Dosazenim do (11) tedy po malé Gpravé dostanems pro hledanou relativni{ chybu
nerovnost

lo-yll < Ja]- Al "E" 14 g (13)
Il = 1-JAE) | JA il I o]

Uvsdomime~1i 84, %e norma Sumu i‘fl] Je mald, mi%eme druhy &len ve jmeno-
vatell zanedbat, aniZ se t{m pFLli% zmenSi pravéd strana (13) (aniZ se tedy
znehodnot{ odhad dany touto nerovnostl). Konedné tedy méme

le-y] . |47 - "A“ IE] “/5“ g 1

21 A1 " el

Ve slofené zdvorce je relativni velikost Sumu na vstupu, na levé strand je
pak relativn{ velikost Zumu na vystupu. Nerovnost (14) tedy $iké, Z%e relative
ni 8um na vystupu mi¥s byt a¥ K(A) krét vétdf ne% ne vstupu, pridem:

Keay - |A7]- A

je tzv. kondidnf ¥fslo matice A . Je-11 K(A) = 1, jo matice A dokonale
sprévng podminénd, neni relativni chybas na vystupu v&t8{ neZ relativni chyba
ne vstupu. Je-1li naopak K(A)“ @ . je matice singulérni. Velikost kondiénf-
ho &{sla je mirou Spatné podmin&nosti matice

(15)

PouZijeme~11i spektrdlni normu, dostaneme pro “ondi¥n{ &{slo vztah

S A A Ana .
R "o
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T 2
Je-11 matice A  soumdrnd, je AA = A" a vztah (16) se zjednodusi na

K(A) *';‘2—((%:?:-{- - (7

Ja to tedy pomér nejvétsl a nejmendf aebsolutni! vlastni hodnoty.

Poznemene jme, %o velké kondiéni &isleo znamend moinost, aviak nikoli nut-
nost velkého zkreslen{ vysledku vliven nepPessnosti vstupnich dat nebo vlivem
zackrouhlovént.

Mohlo by se zdét, %e dobrou mirou nepPesnosti Pefeni{ by mohla byt norna
“r “ a Vr'r'r zbytkového vektoru

re=Ay->b. (18)
To je viak mylny ndzor. Doké%ome to na tomto pPikladu:

0,780 %,  +0,53 &, =0,217,
O, 913 1-1 -+ Op659 x'z = 0, 254'

T
Porovnéme-1i podle normy | r || dvs pribli¥n foSent, prvn { 0,341; 0,087}
a druhé  { 0,999; 1,001} , zjistime, Ze prvni by m&lo byt lepsf. Presnd
pedent {1; -1}  Jje vaak mnohem blffe k druhému pFibliZnému Fedent.

1. yloha. Dokaite nerovnost 1 5 K(A)< oo .
=q
Redent . Aplikujte Schwerzovu nerovnost na identitu AA = I,

2. dloha, DokaZte, %e plati

o=yl o< (g del
el ol

ReSen{. Nejprve dokaZte, Ze y-x<=A-%“, pak aplikujte Schwarzova nerownost.
Vysledek naznaduje, Ze mendimu zbytkovému vektoru pfislud{ mendi chyba.
Nesmime v3ak zapomenout, %e Jds jen o omezenl chyby shora, nikoli o jejil vy~
podet. Jak jsme vid3li, miZe v&t8{ chybgd pPfislulet i mend3{ sbytkovy vektor,
av8ak v mezfch nerovnosti z této dlohy.

3. dloha., Je dén prosté podepfeny nosnik, pti jeho zatiZeni vznikajl v mis-
tech 1 a 2 prohypy d, = 0,351 mm, ¢, = 0,402 mm. V mistech 7 a
2 pridéme tuhé podpory a chceme uréit velikost reakef v nich pomoci p#i-
tinkovych &initeld. Abychom je zjistili, zatiZime nosnik silou 1 MN nejprve
vmists 7, pak v mistd 2 , a ur&fme Qg = 0,800 mm, Gy = Gy = 0,780
mm, @, = 0,810 mm ( Gjk = prohyb v mfsts j pri zatfZeni silou 1 MN

v misté &k | pridemy j , k=1, 2). Pro neznémé rsakce dostaneme sou-
stavu rovnic ‘
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Posudte presnost, s jakou dostaneme reakece
A a Xy s x, , Jjsou-li chyby na3scho m&feni

ZEN\NN“M-“um“l—’”ﬂ”’ZS asi 2 %. Nosnik je znédzornsn na obr., 1.

E 2 ReSenf. Matice A je soumdrnd. Anulové-
Obr, 1 nim determinantu
a'ﬂ - A a’fz
aZi 4'32 e /\

dostaneme kvadratickou rovmnici A% - 1,610 A + 0,0396 = O, z ni% vypodte-
me vlastni hodnoty A, , A, a kondi&ni &fslo

K(A)= ._'%1_,3 1,585/0,025 = 63, 4.
2

Chyba Pelen{ bude tedy mendi ne% asl 127 %. Jak bude skutednd velkd, to vdak
nevime, Jisto je, %Ze metoda, kterou jsme pouZili, nedévé zdruku, Ze dostaneme
ugitedné vysledky.

4. dloha. DokaZte, Ze &tverec euklidovské normy matice A je stope soudinu
ATA  (tj. souZet prvkd na hlavni dlagonéle této matice).

ﬁgﬁeniw Stadi rozepsat uvedeny soudin.

5. Wloha. Dokaite merovnost [|As|[All, .

Redient, S pouzitim &tvrté dlohy; stopa matice se rovnéd soudtu jejich vlast-
nich &{sel a ten musi byt vEdy vit8{ ne% nejvaétd{ vlastni &islo. Rovnost
vznikéd jen, jde-1li o jednoprvkovou matici nebo jsou~1i ostatni vlastni &{sla
nulové.

6, dloha, Vypodt&te euklidovskou a spektrdln{ normu matice

2 it 0
A = -1 3
0 O

fesent, EME = 4; IIA!IS £ 3,19,

w 36 =



7. dloha. Je déna soumfrnéd a pozitivnd semidefinitnf matice B . Jeji nej-
v&t8L vlastni &islo oznadme A, . DokaZte, Ze vlastni &isla A*  matice
(5 w A,,I) jsou nekladnd ( I je jednotkovéd matice).

ReSeni. Podle definice vlastnich &fsel matice mus{ platit, Ze (B - A, .I)x.«

= A%y , takze Bx = (A, +A*)x | souset A, +A¥ je tedy
viastnf &fslo A; matice B . Protoe A%¥ = A; -A,, i =1, 2, ..., n
AvBak A; £ A, a tedy A¥ S 0, coi jsme m¥li dokézat.

8, loha. DokaZte, %e apektrédlni normu matice A 1ze zapsat ve tvaru
FoaF
FA ] e AT Ay
@ Mak = Mmax T
(AL, = ™2 Ter = ™ oD

ReSeni. Pro libovolny vektor X platf, Ze

Al X.AAX, _ T(AA A I)x
hel? A“ M= e

Vzhledem k vysledku sedmé dlohy Je &itatel negativné semidefimitni. To zname-
né, Ze uvedeny vyraz Jje vidy mensi ne% nula nebo nejvys roven nule (v pFipads,
%e & Je vlestni vektor pfislusny vlestnimu &fslu A, ). Toto tvrzen{ tvo-
#{ - spolu 8 definic{ spektrdlni{ normy - hledany ddkaz.

Vidy musi8 nsco zitratit
a n¥teho se wzddt,

Je 1lip se nenavrétit

a jenom wvzpominat.

Jaroslav Seifert

4. O reSenit lineédrnich soustav a ¢ inverzi matie

V predchozi kapitole jsme vidéli, Ze u 3patné podmindnych matic mohou
malé chyby kosficientd soustavy zpdsobit velké chyby vysledku. Tyte chyby
mohou vznikat zaokrouhlovénim. Zda velké chyby skutelnd vzniknou a jak budou
velké, to mlZeme do uré&ité miry ovlivnit volbou postupu Pedani soustavy rov-
nie, avdak jen za pFedpokladu, Ze vstupni udaje jsou zcela pfeand éisla.
Pochédzi~-11 nepfesnost t&chto ddajdt z jejich fyzikdilni povahy (Jjde~1i o ﬁdaje
zigkané mi3fenim), nemiie 24dny matematicky postup odstranit nedostatsk vstup-
nfeh informaci.
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Nemé~1i néd postup pisobit zbyte&nou ztrdtu presnosti, musime vlem in-
formacim, kterd vstupuji do padf dlohy,priklédat zhruba stejnou véhu, tj.
musime se postarat o to, aby %4dnéd rovnice nem&la mimo¥ddnd velké koeficien=
ty ve srovnénf{ s jinymi. Nejlépe toho dosshneme normalizaci soustavy, kterd
-spodivéd v nédsobeni &1 d&leni rovnic tak, aby v ka%dé rovnicl m&l koeficient
8 nejvdts3i absolutni hodnotou jednotkovou velikost. '

VéimnEme si napt. matice A = | 2 1| | kterd ms kondinf &felo

K(A) = 3. Kdybychom prvni 1
¥édek d8Lili tisfcem, m&li bychom

0,002 0,001
1 2

A* =

a kondi¥ni &fslo by bylo K (A*)= 1667. Neopatrnym zachézenim se soustavou
A® x = b® . t¥eba nahrazenim prvnf rovnice soudtem obou rovnic se zaokrouh-
lenim na t¥#i platnd mfsta - by mohla vzniknout velkd chyba (informace z prvni
rovnice by se ztratila). U socustavy Ax=h a u rutinnich metod FeSeni sou-
stav linedrnich rovnic takové chyba nehrozf, nebof se prom&nné eliminuj{ sys-
tematicky a rovnice se pFitom vliaestnd normelizuji, Ukédieme to napf. u Gausao-
vy-Jordanovy metody. Je déna soustava

0,0033 Ky + 0,0016 X, + 0,0072 Ky = 0,0359
- 24 Xy - 10 X, - 57 L, = - 281 (19)
- B Xy - 4 X, - 17 Xy = = 85.

¥ prvnim ¥$4dku vyoereme hlavn{ prvek, tj. prvek s nejvdtS3f{ absoclutn{ hodno-
tou 0,0072. Jim d&lime prvnf rovnici, takZe koerficlenty této rovnice budou

0,458 333 0,222 222 1 4,986 11.

Hyn{ wvyloutime prvky ~57 a =17 ve tPetim sloupci nésobenim normalizovaného
prvniho #édku postupn® 57, popf. 17 a sedtenim s druhou, popt. s treti rov-
nicf. Koeflcienty puk budou
0,458 333 0,222 222 1 4,986 11
2,124 98 2,666 65 0 3,208 27
-0, 208 339 ~0,222 226 0 ~-0,236 13.
T{m jsme vylou¥ili promfnnou X, 2 druhého a tretiho rédku. Nyni vybereme

hlavn{ prvek ve druhém ¥édku, tj. 2,666 65. D&lime jim tento rédek, takie
Jeho normalizované koeficienty budou

0, 796 872 il 0 1,203 108.

Nésobime je ~0,222 222, pop¥. 0,222 226 a seéteme 8 prvnim, popr. s tietim
réadkem. Vyjde
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0,261250 ©0 1 4,78 T5

0, 796 872 1 0. 1,203 11
-0,031 253 0 0 0,031 232

Podobnd vyloudime 1 zbyvajicd proménnou a dostaneme
) 0 1 5,000 19

0 1 0 2,000 52

1 ¥ 0O  -1,000 67.

V8imn&me si, Ze pored{ neznémyfch, jak Je dostévéme z Jednotlivych rovnle; Je
déno vybérem hlavniho prviu v ka%dém i&dku a neni tedy predem stanoveno,
Uvedenym postupem Jjeme dostali tramsformovanmou soustavu rovaic

L, = 5,000 19
2,000 52

-1,000 67.

%y

X

1

1

Presné reSeni je vBak X, =-1, X, = 2, ¥%; =5, jek se smadno presvsdi~
me dosazenim do dané soustavy. A¥koll jsme poéftall s piesnosti 10'6, vysled~
‘ky Jjsou sprévné s presnosti{ jen 1074, Presnost by byla jedtd hor#f, kdyby-
chom byli postupovali bez vyb&ru hlavniho prvku, tj. bez vyhleddvini prvku
8 nejvit3{ absolutni hodnotou. Vybsrem hlavniho prvku toili pFedchizime ope-
raci d3len{ pf{1i8 melym ddlitslem, kteréd mé za ndsledek varist zaokrouhlova= '
cich chyb. Je-1li votiZ chyba &fsla L ozna¥ena dr , pax chyba &i3la &Iﬂj%‘
Je N

dy = Yde - L,

Rovné-1li se tedy relativni chyba &isla % &= d} , rovné se rela*ivn{
chyba &isla ¢ I
& = jx- = X = _.1_. E& .
¥ Y A % (20)
%

Méme-11 [X|K 1, je & » € . Proto, musime-li rovnici d&lit, zvolime A&li~
tele s co moZno nejvétsi absolutni hodnotou. Vyb&r hlavniho prvku je tedy
dileZity, =zvlésts u vdtdfch soustav, a to i téhdy, poditédme~1li v snustavi

8 pohyblivou desetinnou &drkou.

Cheeme-1i najit k matici A Jej{ inverszi A? ; 8tadl, napi¥sme-1i
do soustavy koeficientd misto pravé strany jednotkovou matici. Pro matieci A
z pfikladu (19) +ak dostaneme

0,0033 0,0016 00,0072 i 0 0
-24 =10 =57 0 1 0
- 8 - 4 ~17 0 0 1
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Dalsf postup je stejny jako dfive. Po transformaci vyjde

1 26 664 0,666 61 8,999 1
0 79 992 2,499 83 25,497 4
0 -96 657 =-2,666 46 =31,996 9.
Poloha jJedrotek v levé #dsti schématu naznaéduje, Ze Pédky v pravé &Astl maji
poradt 3, 2, 1 a %e je tkeba je pPeskupit. Vysledek tedy Je
-96 657 =2,666 46 =31,996 9
_A"’ = 79 992 2,499 83 25,497 4
26 664 0,666 61 8,999 1| .
E dopln&n{ nadeho vykladu uvedeme jedté& podrobndji, v &em spodivéd pod-
stata Gaussovy-Jordanovy metody. Danou matici postupnd transformujeme na

jednotkovou matici. To mi%eme vyjédrit pomoc! transformaZnich matic. K mati-
ci hleddme transforme¥ni matice 7; takové, &e

Tn Ta-t-Tgun =° 7; T? A=1T. (21)
Pak ’
AT = Ty Ty To 0 LT,

Jak tyto transforma¥n{ matice sestavujeme, ukédieme na prfkladu matice

4 2 1
/Q, = 2 3 21 .
1 2 3
Nejprve vezmeme prvni sloupec a v ném prvsk d,, = 4, Jeho prevrécend hod-

nota t" = 1/4 zaujme stejné - tj. prvni - misto v matici 7; . Ostatni
prvky v prvnim sloupci matice’ T; budou zdporné vzaté stejnolshlé prvky

z matice A , G8lenéd a4y . Prvni Fédek pak doplnfme nulsmi a ve zbyvajiecim
Btvercovém poli 2 x 2 napiSeme jednotkovou matici , takie

o -
7 0 0

T = 1l 0 i

1 I '
1 0 1
)
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Ndsobenim dostévéme

1

o3 3

- - 3
B =LA o 2 > | -
3 11

° 35 4

Matiei 7, vytvofime z matice 8 obdobnd jako jeme piedtim vytvorili ma-
tici T, 2 matice A . Po vyplmdni druhého Pédku (prvkem %, = @, =
= 1/2 a na zbyvajlfcich mistech nulami) vyplnime 1 druhy sloupec. Opét berems

astejnolehlé prvky v maticl A ; zménims znaménko a délime Einitelem 4, .

Zbhudou dvé Etvercové matice wvelikosti 1 x 1, kam zapi8eme Jjednotkové metice

(v tomto pFipadé& to Jsou prostd Jednotky, protoZe jde o matice prwvnfho #4duj.
Do zbyvajfcich pol{ zapiSeme nuly (vpravo nahofs a vlevo dole). Vyjde

oo

1 i
1 Y 0
- Y .
7‘; = 0 5 4]
0 -%- 1
Néaobenim ziskdme
prmes 1 -3
1 0 3
- - 3
C = ];-B 0 1 T .
13
0] 6] 5
Ddle zcala obdobné
1 0 1_3]?1 1 0 0
- -5 =
7; = 0 1 13 . D - 7;(: 0 1 0 o
8
0 0 - 0 0 1
L 13 _ |
Pak
5 -4 1
-1 = 1 - -
AT T, T,T, = 5 4 11 61 .
1 -6 8
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Vypodet i zjednoduime, budeme-1i nésobit maticemi 7; nikoli matieci A
ale roz&f¥enou obdélnikovou matici [A il] . Dostaneme

Ty Tweg oo LT, [ALI] = [T 1A77] . (22)

Nehledéme-1i inverzn{ matici, ale Pedfme-1li soustavu Ax = b, dostaneme
teleni vypoBtem ze vzorce ‘

T e R T, [A38] - (114,

Poradl slouped lze pod¥{dit wvybéru hlavniho prvku, zachové~li se &{slovéni
sloupcd i pFi zm&n& Jejich pokadf. UkdZeme to na jedt& jednom pFikladu.
Pro maticl '

(2 1 0o o . a
v ,
1 0 1 LI
Afb]-"' , ‘ (24)
[ | 6 1 1 -2,
: 1 1 1 1 + o0
e ' -
dostaneme
- .
3 o0 o o
- 1 o o
T, - |
1 0 0 1 0
1
-5 0 o0 1-
a po wvynésobeni matice (24)
I LT
1
1 = 0 o0 1 2
2 |
i
l o-»%- 1 3 1 o-6
nlate]= | 2 |
0] 1 1 =2 : 2
1 i
G <= 1. 1 "j -2
2 : )

¥V druhém rédku &dstednd trensformovanéd matice je hlavnf prvek 3 wve étvridm
sloupei., Vym&nime proto druhy a &tvrty sloupec, aby se¢ hlavnil prvek dostal

na hlavnf diagondlu, takZe pofad{ slouped 1, 2, 3, 4 se zménf na.1l, 4, 3, 2
Déle dostenems
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o = d ' o
1 0 0 0 1 0 o 3 1. 2
|
0 % 0 0 0 3 1 -4 | -6
n(rAie])= :
(T 1A 1) 0 2 10 0o -2 1 1 b2
: :
o ; " SO
K 4 0 1 0 1 ! | -2
_ . - . 4
1 0 0 0 1 0 0 o2
2 i
i
0 1 -3 0 0 R T
. _ i
L(LT,[Aib]) =
3tz I [ 3 2 |
0 0 0 0 0 £ | a2
8 2 2 |
- o =
1 0 0 % 1 0 > 12
}
' °o 1 o 2 o 1 o -g !-32
i -
TR TA ) i
0 0 1 -1 0 0 1 £ .b
5 1775
i
2 2.0
K 0 0 5| Lo 0 0 ¢ ! g-m
. , =
1 0 o 0 % 1
, 0 1 0 e i-1
— i = i
[I t K] 0 0 1 0 | -2
i
0 0 0 1 2 ]
8 pfihlédnutim k poredf{ $adkd 1, 4, 3, 2 Je tedy
XI1 = l, x'z = 2, xa B e 2‘ X:?_ = - 1,

Programy k FfeSen{ linedrnich soustav algebraickych rovnic ns melfeh po-
t{taéfch byvaj{ vSt3inou zpracovény na zdkledd Gaussovy nebo Gaussovy-Jonda-
novy metody s vybérem hlavntho prvku., Mimoto byvajf{ v knilhovndch t&chto po-
titadd také tzv. dsporné programy, kterd umuiﬂuji fedit vatil soustavy, aviak
bez vyb&ru hlavntho prvku. Zabiraji ménd mista v pam&ti poditafe a vedou
rychleji k cfli. Lze je vi3ak pousit jen u dobife podminénych matic, v nichi
Jsou prvy s nejvits{mi absolutnimi hodnotami na hlavni diagondle a prvky
vzdélené od této diegondly jsou absolutné malé. V jingech pifpadech mohou tyto

doporné programy ddvat faled3né vysledhy; pridinu takového nezdaru Jjome se
#nazili objasnit,
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Ukéd%eme jedtd, Jak lze snadno invartovat trojihelnikovou matici, kters
mé naé hlavni diagcmélou nulové prvky, Nazveme ji [_P] [pt}] Je tedy
J”[ ]O o 1< J‘ . Inverzni{ matice bude op¥t troJjdhelnikovéd & oznadime
Nejprve si piipravime pole pro matici @ a Co n&ho zapiBeme na hlavni
diagonélu prevrécenéd prvky z hlavni diagondly matice /A , takZe budeme mit
qii= p,i, . Pak do pravého hornfho trojdhelniku doplnime transpozici prvky
z matice /P . Budems tedy mit tuto maticis

F_‘Z_rz Pay Psg - Pat
| Z_Zf_ P32 - pa2

1
\%nn

Nyn{ vypo&teme prviky matice Q v levém dolnim trojdhelniku. Zadneme & hlav-
nim (podtrZenym) prvkem ¢{j a postupujeme vlevo k prvkim 9i,i-1 , Z"ui'i’
atd. Za&indme s hodnotou i =2 akondfme t = 7 . Pritom prvek q ik
(i > k) dostaneme tak, Z%e mezi sebou néscbime £ ~t¥ a I -ty #é&dek podinaje
prvkem ¢ ii , se¥itéme a postupujeme vlevo tak dlouho, aZ "narazime” na
prézdné mfeto, nad nim% je v Kk ~tém Fddku prvek 9kk - Vanikly soulet néso-
bime -9 kk @ zapifeme na miste ¢ ip .

UkdZeme to na piikladu. Je déns matice

2 0 0
3 0
P = o - 10 0
6 8 1 )
Dostaneme schéma
1 k 1 2 3 4
1 0,5 3 0 6
2 -0,3 0,2 - 1
3 -0,21 0,14 0,1 8
4 -1,02 -1,32 -0, 8 1
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VYydlo

B

%21 =_(q,22P,2f)%7? B (0,2 . 33 . 0,5 "”053 .
932 “”“(zsa m)zm = «0,1, (-7 . 0,2 = 0,14,

Z.}f g"‘"(iss Psg + 902 ng)%ﬁm -{0,1 .0 +0,14,3).05=-~0,21
gtd., a% nekonec dostaneme

Z"‘W B e [1 o & & {“’"’058) . O 4 ("’1932) ° 3] N 695 ‘g a-1,02.

i

Yyslaedek tedy Je

[ 0,5 0 0 0

Q - P‘L -0,3 0,2 ) oL,
-0, 21 0,14 0,1 ) ‘
-1,02  -1,32 -0,8 1

9. dloha. Urlete inversn{ matici A s Je=11

1 2 1
AA = 3 2 =1
3 Y 2

Reseni. Protofe Jdé o matiel pouze tietibo Fédu, Je moZno napset inversni
matici pomoel doplnkovych subdeterminantd piimo. Pouiijeme wiak Geusgovu-
-Jordanovu metodu & vzoree (22). Vyjds

-0,2 0,2 0,2
ATt = 0,45 0,05 -0,2 | .
0,3 -0,3 0,2

10. Gloha. Uvedte, jak byste invertovali horni trojthslnikovou matiei.

ReSeni. Prevedli bychom ji transpozici na dolni matieci, abychom mohli pousit
jiz drdve odvozeny posiup. v
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Oblédzky vlina Jje nejklidn&jdf sochaf
Egyptané to vsdili.

Vit8zslav Nezval

5, O harmonické analyze

Nenf jist& bez zajimavosti, Ze rozvo] periodické funkce ve Fourilerovu
¥adu znal uZ Lagrange (1736 a% 1813). Domnival se, Z%e superpozici analytie-
kych (t3. do nekonedna derivovatelnych) funkel musime dostat zase jJjen analy-
tickou funkci. Proto omezil pouZiti harmonické analyzy Jjen na funkce, kterd
lze 1libovoln& derivovat. Fourier (1768 a% 1830) vsak dokdzul v knize vydané
woku 1822, %e takové omezeni neni{ nutné a Z%e Fadou goniometrickyeh funkci
lze vyJjédrit funkce znaéng libovelné. Dirichlet (1825 a% 1895) pozdéji zpPes-
nil podminky, kterym musf{ tyto funiee vyhovovat. Jinou Fourierovou zédsluliou
je, Ze voz8i¥il uiit{ harmonické anslyzy i na neperiodické funkce, které lze
povaZovet za limitn{ pP{ipad periodickych funkel s nekonen.u periodou. To
Jsou viechno dobie zndmé poznatky, najdeme je v kaidé nlebnici matematiky a
nebudeme je tedy opekovat.

Budeme se zabyvat spiSe numerickou strérkou véci. Casto je dén pribiah
zatdfujici{ sily jako vysledek n&jakého mifeni. Checeme-~1i p¥i periodickém nag-
méhén!{ stanovit odezvu konstrukce na totv silové buzen{, potiebujeme uréit
Jednotlivé harmonické slozky dangho pribdhu. Talké tehdy, analyzujeme-li
experimentélnd zjistdny tvar kmitu €i zdvislost posuvu na &ase pii obecném
linedrnim periodickém kmiténi, poti¥ebujeme Fedit stejnou dlohu. Stardl pra-
covnici el jistd vzpomenou, #e se v teorii pistovych strojd probirsla gra»
fickd metode harmonické analyzy krouticfhe momsntu na klice.

Cheeme~1i Fedlt tuto dlohu s v&td{ pfesncsti{ a pohodlndji a nemdme-1i
k dispozici harmonicky analyzdtor nsho jli vydany program pro nd3 poditad,
Je nejlépe postupovat tsek, Ze interval dané perindy rozdélime na dostatedénd
velky, lichy podet stejnych Af1h a odedteme v d&licich bodech funkéni hodno-
ty. Dostaneme tak tebulku ddajd pro liché =

Yo » Yoo "7 Ynty Y o= Y,
kde Yi =y (xi).

Interval £:=xﬂ - &y trensformujeme ne 27T , tak¥e budeme mit
) . .
Xy = 2;{:1’ (1 =0,1, ..., n) (25)

hledand ¥ada trigonometrickych funkei bude mit tvar

mn
f(t):% a0+_}:1‘(aj cos}'x,+ bj sirzjz)) m<—-2ﬁ—- o
J,:
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Koeficienty Qg , aj " bj Fady (26) nyni uféime tak, aby souﬁet Etverch

- 2 -] o
byl minimélni. Budama tedy hledat aproximaci funkee trigonomatrickjm polvno«
mem (26). ’

Je ziejmé, Ze pri dostatednd velkdm podtu tlenml v $ad& (26) bude aproxi--
mujici funkce prochézet vSemi zadanyml body ¢y = y(z,;). . V tom p¥ipads dosta~"
neme trigonometriclkou interpolaci. Teprve tehdy, zvoli{me-li nekone&n& velkou
*hustotu bodd X4, tj. spojiiiou funkel P y(k), doataneme 2z rovnice (26)m
a z podminky (27}, kterd ziskd integrédlni tvar : WA

2 : 1 . T .
£ f [y(&) wf(x):l dy = min, o (28)

Fourierovu Fadu. Mezi Fourierovu Padou a-trigonometrickou aproximaci &i
interpolaci je ten rozdil, Zs zvétsSenim pe&tu &lend v Fadd (26) se dosud vy-
pottené koeficienty Fourierovy Pady nemdni, kdeito u trigonometrické aproxi-
mace &1 interpolace ano. Rozdil Je tim mensi, Eim vEtsL poéet boddh Vi vég-g
meme za zéklad nadf{ aprowximace (interpolace). !

Algoritmus, ktery poufijeme, uvedeme zde bez odvozeni. Z rekurentniho
vztahu '

Uk,}- @ Yk : 2 Cos ng', Uk-ﬂ,;- = le+2';’ (29}
& z podéta¥nich hodnot
Un,j - 0 ) Un*?,j = - (303
vypodteme hodnoty Uki' tim, Ze zaéname u ksn-9 a postupn® vypodtems
. hodnoty Un-i,j» y U -2,} , eees 3}, , U,);’ . Koeficienty #ady (26)
dogtaneme pak ze vztah\‘)
a; = ( * —-‘-J‘ - U, .
RN (4 U 2;3') ) (31)
R : _2_'_;1 |
b}, = U,)g., sin 5z

Pritom jfzo, 1, 2, v, m .

Vypofet lze snadno programovat pro Jakykoli lichy pofet n bodd
{(pro sudy podet by bylo nutno vzorce Jjinak upravit).

Uvedeme priklad. Necht je déna funkee V= y(x,;) touto tabulkou:

Ve 0 1 2 3 4 (1 = 5)
x5 0° 72 © 144 ° 216 ° 288 ° (360 %)
¢; | 1,000 1,651 1,588 0,412 0,049  (1,000)




Podle (29} a (30) postupnd vypodteme pro j = 0, Xj =0

U4.'o; 0,049

U%o= 0,412 + 2,0,049 = 0,510,
UI,O: 1,588 + 2,0,510 - 0,049
Uf,0= 1,9'51 + 2»2,559 - 0»510

2,559,
6,559.

i

i

Podle prvndl z rovnie (31)
@y=5 (1 + 6,559 - 2,559) = 2.

Déle vyjde pro j =1, %j = 72° (okrouhle)

Uyg= 0,49,
UJ”;: 0,412 + 2.0,309 . 0,442 - 0,049 = 0,442,
Uz‘,,: 1,588 + 2.0,309 . 0,442 - 0,049 = 1,812,

Uyg= 1,951 + 2.0,309 . 1,812

i

0,442 = 2,629.

Podle (31)
a, =% (1 +2629. 0,309 - 1,612) £ 0,
b =%. 2629 .0091%01.

Podobng vyjdou @, , b, nulové (m =2 < 2,5 = 7 /2). Skutesnd, zadand
funkece byla -~ a% na chyby zaokrouhlovénim -

Y(x,) = 1 + sinx .

Uvedend metoda mé velkou vyhoedu pii analyze experimentdélnich vysledkd
gatiZengch rudivym Bumem vysoké frekvencs. Zvolime-1i podst &lend v $add (28}
tak velky, aby byl dany pribsh dostatednd v&rnd popsén, aviak zase tak maly,
aby frekvence poslednich #lend Fady byla mend{ neZ frekvence rudivého Sumu,
mbZeme rudivy Sum ¥ odfiltrovat” nahrazenim funkce ',I(L) Jej1 aproximaci f(zb
kterd pritom bude nestrannd uréena metodou nejmendich &tvercl s pouiitinm
vBech registrovanych hodnot y; = ¢ (xg).

Uvedeme jedt& zplsob, Jjak zlep3it konvergencl derivace Fourierovy #ady.
WHapi{8eme Fourierovu #adu v komplexnim tvaru:

7[(“ } Z Ck etke (32)

- o

Abychom na8li &initele C; , musime tuto Fadu nésobit e " a integrovat
v mezich jedné periody
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f -y o T

B £ 55 ek—,
.[ fo e dy *Z%f e* % gy = 2n; (i-y7)
T -0 L & ) ’
zamdnime~11 ¥ posledni rowvnici indexy f , k , dostanems

1 ' -tk
C Mzrf f)e™ du
-T

7z rovnice (32) mdZeme prakticky vzit do vypoltu Jen omezeny podet &lenl:
dostaneme tek '

-~
w
L
S

-
the

fx) =) ge™ ' (34)
k:-—(m~7)
zbytek Fady 7, (x) = ’[(z)-fm(x) pak bude

R%r) 5
ik -ikz :
Mo (x) =) (e + b © ) . (35)
kzm
Tento zbytek lze upravit *posunutim indexd” takto:

HOR " Pm (1) + €77 o (x), s

~Lmy

kde

4
s
(&)
=
+
b o
(9+]
Y
g
=
g

P (x)

-tk

pom %)

Cmek) €

Mo

Rovnice (36) je totoZnd s rowvnict (35). Z Jejthe tvaru je zfejmé, Ze pPi
velkém M dostévéme zbytek f4 (x) jako modulovenou nosnou vlau. "Nosné
vina" e'™“ | popr. € *™¥ mé velkou frekvenci, kdeito jejl modulace -

- amplituda Pm (x) , poph. P.,m (z) - ge ménl v zédvislosti na ¥ Jen zvol-
na, Derivujeme~1li tedy Fourierovu Fadu, dostaneme zbytek

qgn (’() _ imeimx Pm (I_) + eimz, 5’3&1 (x) -

-imx (3N

P ()

fman P-m (x) + e

Vidime, %e prvnl a tieti &len na pravé strand (37) Jsou néschbeny velkym #ig-
lem MM a %e tedy pPedevdim tyto &leny zpisobujl zhordeni (nebo i ztrédiu)
konvergence Fourierovy fady. Derivovali Jsme modulaci 1 nosmou vlnu; lepsf
vyaledky bychom asi dostali, kdybychom derivovali jen modulaci bsz ncsné
viny.



Tohe dosdhnems, nshradime-1i derivovéni konednymi diferencemi. PouZijeme
operdtor

g,y Heeblflmm) oo

pro ktery plati, Ze

d _ s
de = bim L
Dostanena
9, o (x) zﬁ[@@(?ﬁ&?ﬁ)yﬁl(‘“% B ev.(mx,-lo)m(z__;,g_)} .
,,.!:( x,.,..f") o s —’E -
[ ) - € e 3

.
Protole fm (z) , Popt. fm (t) se p¥i velkém m v intervalu < X - T,i- )

g % > znatelnd nezméni a protoZe ei’("””'*%)a_ e‘.”“", bude

9, T (e) = - 6™ mf)m(x') - 8 f-m (x). .

V rovniei (39) JiZ nejsou obseifeny ne%ddouci derivace nosné viny. Tento zpi-
sob “nedokonalého” derivovéni Fourierovy pady je formélnd ekvivalentni s mo-
dificaci pivodn{ Fourisrovy #ady, kterou dostaneme, piisoudime-~-li K -tému
lenu Fady “védhu”

Shy =
[
O = g - (40)
m
To nahlédneme, uvédomime-li s8i, Ze
Tk . .
,9 eik.«. < Sin Eﬁé“ thr sin J"ﬁi“ ik vk b d ke
m =l———— e = = — g — k¢ y A £ .
m m (41)

Véhe (40) se nezméni ani tehdy, pouiijeme~li Fourierovu Fadu v redlném tvaru.
Jako priklad uvedeme funkci ]f(x) , pro kterou

p(-x) = - y(&),
p(x) = 05 (0< 1<)
¢(0) = y(w) =0.
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Funkce Jje zndzorndma na obr. 2. Odpovidd ji Fourlerova Padas
2 2 i . _j.._ ; s @ 8

]['(z)m?f.(‘gtnz+3gtn3x+5Sbn5&+ ))

&

které konverguje na celém intervalu <-% ,%> k funkei y(x.) . Konvergence
je v8ak pomeld. Derivace

y’(z) =-§%5'é = 0

existuje vBude na intervalu -T<&< 0 , popp, O0<u < , Voodd X=0
neexistuje. Aviak derivace

f)(.ac) “?‘;zf(cosx, + cos bx + cos 51,+...’)

nekonverguje v 34dném bed¥ (s vyjimkou y=12 % ). Nahradime nyni 7[)(:(,) O
dif ikovanou #adou ‘

) . % 5 _-’_iii_
= 2| S Tm S 2m s e
am ) = 2™ cos & + T cos dx +
2m 2m
. (Om-1%
sin 2m (2 - 1)
+ (m-1)% cos m 4
2m '

Ta bude konvergovat & rostoucim M % nule pro ka%dé X 2z intervalu
- < X <T s vyjimkou bodu X = 0, kde bude divergovat.

Aplikace &initeld 61 na phvodni Padu 7((3.) podstatné zmenduje
Gibbsiv jev v mist& nespojitosti X = 0 (srov. obr. 3). Modifikovand funkcs
v3ak neni "nejlep3{ aproximac{® dané funkce ve smyslu metody nejmendfich
&tvercd, nebof neminimalizuje soulet 5 podle (27).

11, ylohs. Odvodte obyéejnou 1 modifikovancu Fourierovu #adu pro Diracovu
*dglta-funkei” f(x) , kterd je vSude nulové s vyjimkou bodu & = 0. Flat{
pro ni, Ze ][(O)= oo, zéroven viask, e

£
j f()c)d,x,=7‘,

-€
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1 - Fourierova Fada s konelnym
poétem &lend

2 - modifikovand Fourierova #ada

3 = Fourierova Fada s nekoneénym
podtem é&lend

Obr. 3

ReBenf. Vyjédi¥ime ji na intervalu -T <y <% Fourierovou padou

f(x) =-,%—(—§-+cosx,+ cos 2x + v ).

Omezime~1i se na dvandet Haermonickych slofek, bude m = 12,

. &k _
6, = 5""%!’1 - gi sm(-%(—))
7]

takie
?[""(‘)g-% (0‘35 + 00,9886 cos X + 1,5549 cos 2x +

+ 0,900 cos JIx +0,8270 cos 4% + ... +0,0899 cos 11x 3.

0,6 +

g
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Vysledek Jje zakreslen na obr. 4. Presvédéte se, Ze

1
f Y[m (X«) ay = 7 .
-

y3imndte si, %e modifikovand ¥ada ve srovnéni s pdvodni Fadou pom&rné rychle
konverguje, dvendctd harmonicksd dokonce wvymizi,

Chei hladit vaesi rudigku.
Snad byste mi pek pat$lla vy celéd.

Vit&zslav Nezval

6. 0O Taylorové $add a o diferenénich vzorcich

Mocninnd Pada, kterou objevil Teylor v roce 1715, umoinuje popsat pribéh
funkce f(x) , znéme-li jeJ{ hodnotu a hodnoty Jejich derivaci v Jediném
bodd X, . Z podrobnych znalosti funkce v jediném bodé a v jeho infinitezi-
mélnfim okol{l se tedy snaiime predvidat pribé&h funkce v ostatnich bodech defi-
niéniho intervalu.

Pribsh funkce f(x) Je popsén mocninnou Fadou
z
f(x) = Q,t a,(x—xa)+a,z(x-xo)+»-~) (42)

kterd jo konvergentni uvnit# konvergenéniho kruhu. Stied tohoto kruhu je
v bods Xp a polom&r kruhu je dén vzddlenosti tohoto bodu od nejblifsfiho
singulédrntho bodu 2z, funkce f(Z) v komplexni Caussovd roving.

ProtoZe ~ jek zndmo - koeficienty

_ _ i (%)
ao_/(xo)) a,—f(xo), az=2]((x,,))...) a,k=—i€’7]f (%), ...

zéviseJi na hodnotdch funkce f(x) v nekonednd blizkém okoli bodu Xy ,
kdeXto Pada (42) platf pro vSechna X uvnit® konvergenénfiho kruhu, znamend
Taylorova fada extrapolaci z bodu X = X . Extrapolace Jje pravidelnd ménd
pfesnéd neZ interpolace, proto se miZeme domnivat, Ze sxistujl vhodndjif zpi-
grby néhrady funkce mocninnou Padou, zaloZenéd na interpolaci. To je skuteénd
pravda, pokud jde o obor redlnych funkci{. Tim se budeme pozddji je8t& podrob-
né zabyvat. V oboru komplexni promé&nné vSak bude

]['(z)=ao+ a,(z-2,)t -+ ak(z—zg)ké---- (43)

Dosadime~1i sem 2Z -2Z,= r‘etr ( » = konst), bude nyni

SO ) N
][(z) = 7 a, rk e"/‘Y’ = Z Ct etk?ﬂ (44)
k=0

k=0

-33_



znamenat Fourierovu ¥adu. Funkce f(z) se skute&nd jevi na kruZnici

[ Z - zola r Jeko periocdickd funkee dhlu ¢ a miZe tedy byt rozvinuta ve

Fourierovu Padu (44). Tato Pada viak piedstavuje "nejlepd3i aproximaecil” podle

kritéria nejmendfich &tvercli. Nemi%ems proto doufat, %e bychom nalezli vhod-

néj3L mocninnou ¥adu nei Taylorovu, kterd by popisovala komplexni funkel
f(z) uvnit® konvergen&ntho kruhu.

¥ daldim vykladu se omezime na obor redlné proménné. Zvolime-li uvvnith
konvergenéniho intervalu bod ve vzddlenosti H od bodu x , bude v ném
funkce f nabyvat hodnoty

T A N
kde x5 8 x+h. Podobns

f(x-h) - ][(x) - f‘(x)h # f;—z[n(x) - '34‘ ][m(f,_)/)"’) (46)
kde X-h$ fz £ X . OdeXtenim obou poslednich rovnic

][(“h) __][(K“h) =th’(x) *’31‘/73 [ f),)(fq) , 7[»)(};2)} , (47)

Je-11 f(x) dostate&nd hladkd, jsou t¥etd derivace malé, takZe prvni dari-
vace f’(@ je s dobrou pfibliZnost{ vystiZena vzorcem

7[( (x+h f(x—~h) + 0( (48)
2h'

C)(hvznamené zbytkovy €len, ktery mé tu vlastnost, Ze limita wyrazu ”NO(hv

zistdvd phi h —+ 0 kone¥né. Zmenéimewli ted krok na polovinu -~ & je-1i

pritom A dost malé, takZe m fm(f) f OQ~ zmendf se zbytkovy &len

na ¢tvetinu, O absolutni chybé k?sré vznik

kem na pravé strand (48), tim v8ak nic nef{kédme. Je naph. moinéd, %e vzorec

s fd4dem chyby O(hﬂ dé vét31 chybu ne% vzorec s *ddem chyby O(hﬂ, Pri po-

loviénim kroku se v8ak chyba prvniho vzorce zmend3{ 16krdt, druhého jen &tyPi-

krét.

ne nahrazenim prvnl derivace zlom-

Pojmeme=1i do Fad (45) a (46) na pravé strand jedts o jedsn &len vice,
zrudi se seétenim obou rovnlc na pravé strand &leny obsahujici liché moeniny
h a bude

flmh) ,,L]((x_h)m Zf(x) +7[”(x)/721_ "2%[7&)“1) . ][M(f;.)_] B

Odtud

" L(x-h)-2f)+ f(x+h) 2
(x) = rea + 0(kY). (49)
Takto miZeme vyjadfovat derivace funkce f(x)v v bodé X pomoci funké&nich
hodnot v odd#lenych (tj. diskrétnich) neprili3 vzddlenych bodech. Volili jsms
Jen t¥i tyto body, a to x-h X x+h . Mohli bychom jich viak volit

. .
& ?



vice & nemusely by byt ani ve stejné vzddlenosti, Dostdvéme tak diferendni
yzorce, kteréd nédm prokdii vybornou slufbu pPl numerickém vypedtu derivact
tabelovanych funkei i p¥i numerickém PeSeni diferencidlnich rovnic, Réd chyby
O(h") (&1 "rychlost konvergence”) difereniniho vzorce dostaneme pFitom ze
zbytkovych &lend pfislulngch Teylorovych Pad.

12. dloha. Urd&ete pPibli3ny vzorec pro vypodst prvni derivace f)(x} pomocd
funk&nich hodnot f{x} , {:"x"sh) , ](()(+ 2h).

Redeni. aylorovych #ad pro X+ s LxT vylou&ime iou derivee
Yedeni. 2 Taylorovych ¥ad (x#h) ,f{(x+2h) vylou¥ime druhou deriveci
a dostanems

Pog = [-3f o+ bfGesh) = f(x+20)] [ 20 + O(4Y).

13. dloha. Jaké cayby se dopustime, vezmeme-li hodnotu druhé derivace
v bodd x¢h tak, Ze ji prosté nshradime hodnoton f”(x) podle (49)7

ReSeni. Rychlost konvergence bude jen (7("1) misto O(hz) : pri malém A
sa tady chyba zvét3{ zdm&nou uvedenych hodnot ht krét.

14. dloha. Prepl3te do difsrenénfho tvaru diferencidlni rovnicz. chybové &é&-
ry pruZného nosnfku uloieného na Winklarovd pruiném podkladu %—“—% + AWE;@()@
X

Re3enf. Gtvrtou derivaci vyjédfime pomoci funk&nich hodnot v bodech X~ 2h ,
x-h , X X+h x+2h a dostanems

wi(x-2h)-hw(x-b)+ (6 +Bh*)w(x)- bw (x+h)+w(x+2h) = h"f(x) + 0(h°),

K feSen{ této rovnice se vrédtime pozddji v 21. dlozs.

) 7
15. dloha. Vyjadrete prvni derivaci ][(x) pemoe! funk&nfch hodnot f(x«-M}g

15. loha.
f(x-h): ][(Xffh) ) ][(xf 2h)~

Redan{. Vyloudenim druhé e tret{ derivace z Taylorovych Fad vyjde

f‘(x) :72171—[”{(%‘ 2h) + g][(wh) - g][(x"h)“/‘i[(?(f'Z/))J + 0(h*) .



Netrap se bezit&sné&, ‘
jé vim, co mi chced Fict,
ze oudko dém ti t¥ednd
na misto ndudnic.

Jaroslav Seifaert

7. Aproximace funkce CebySevovymi polynomy

Aproximace funkce fOO Taylorovou #adou s koneénym po&tem &lemi mé tu
nevyhodu, %e chyba aproximace je nejmen3i kolem bodu, k n&muZ Taylorovu #Fadu
vztahujeme, av3ak se vzddlenostf od tohots bodu rychle varistd, Je to, jak
Jeme Ji% uvedli, extrapoladéni vzorec, pFi ndmZ funkeci f}n v bod& X = X,
derivujeme. Misto toho miZeme poZadovat, aby chyba byla rovaomdrnd rozdélena
po celém intervalu. To néds p¥ivede spi3e k tomu, abychom danou funkei inta-

grovali. Nebudeme tedy predem zvyhuanovat %&dny bod definiZniho intervalu.

Nejprve na#i funkci upravime linedrni transformaci tak, aby defini&ni
interval byl - 12 X £ 1, Toho mi%ems vidy dosdhnout. Potom poloZime
X ECOST, takZe dand funkce bude mit tvar

f(x) = }[(,Cos ‘f') = 7/(?)- (50)
Stane se tedy sudou periodickou funkci, rozvinutelnou ve Fourlerovua #$adu;

ta Je, Jak jsme uZ vyloZili, nejlep8i aproximaci podle metody nejmendich
¢tverci. Dostaneme

7(«,»)=—§aa+ Qg Cosp + @y 05 29 - (51)
kAe
2 W
a, = —‘TL:f ?(;o) cos k«/p d)ﬁ. (52)
0

Vrétime-1i se k pivodn{ proménné K« = cosr, dostaneme

foy =% a,+ a, T + a0 + 00+ ) (53)
kde ’
_ 2 dx '
ak _Tj )l(x) 7/:(") - X2 ! (54)
~1

S pouZitim identity

cos (k+7)97+ cos(k—1)()a = Zcosy cos kg (55)

dostanems rekurentni vzorec

7;,1 (x) = 2x T.(x) - 7,:_1{x) (56)
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s podéteénimi hodnotami
b =1, Ty = % (57)
v rovnicfch (53) a% (57) znemenaji T, (x) proslulé SohySevovy polynomy, *)

JimiZ zobscnujeme vyborné vlastnosti Fourierovy fady do oboru mocninnych #ad.
7 rovnie (55) a (57) dostaneme

Tpxy = 1

To(x) = x

Lxy = 2x* -1

T, = byd =3y - (58)
Toox) = Bxt=-84 +1

Ts (x) = 16 £°~ 204> + 5x

ol
—
>
g
i

32x8-48xt +18 4 - 1

atd.

CebySevovy polynomy vyhovuj{ podminkém ortogonality

0 pro 4 4
1 ,
ATRATEEC R wo r=4t0 (9
. T~ X
1 '\ ‘%—: pro r=p+ 0

Oscilujf mezi hodnotami 1. Tek nap*. Tg(x) osciluje podls obr. 5.

Ta(x)

\ N

Panfutij Lvovi& CebySev (1821 af 1894), petrohradsky matematik.
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Z rovnic (58) miZeme urdit tyto inverzni vztahy:

1T,
x = Ty
= (1 +T)
® =537, + 1) (60)
$T (3% e b7 )
ST (0T 45T, ¢ T
6. 1
v SEGOTeBT L)
y=q-x+ - KK A (61)

miZeme tedy na intervalu < -1, +1 > prepsat takto:

Y o=2,1875 T, - 2,375 T, + 1,46875 ], - 0,5625 T, +
+0,3125 T, - 0,0625 T; +0,03125 Ty . e

V %em se 1li¥1 ¥ady (61) a (62)7 Obsahovd v nidem, ob3 jsou totoiné.
Formdlnd je vdak mezi nimi velky rozdil. Prvni z nich mé soudinitele +1,
~1, +1, =1, ..., tedy v absolutni hodnot& stejné, druhéd klesajici. U druhé
vime, Ze vynechénim poslednfho &lcnu dostaneme polynom pdtého stupnd, ktery
bude na daném intervalu aproximovat funkci Y 8 chybou nejvyse I 0,03125.
Nenasdli bychom polynom pétého stupné, ktery by ddval na celém intervalu men-
31 absolutni chybu. Vynechdme-~1li dva posledni &leny, dostaneme polynom &tvr-
tého stupné, ktery se bude od y(x) 1i8it na celém intervalu nejvy3e o

¥ (0,0625 + 0,03125) = ¥ 0,09375.
Zde vidime dalekoséhlou vyhodu ¥ady (62) proti #ad& (61). UmoZnuje s nejmen~-

31 absolutni chybou sni%it stupen polynomu, tj. "teleskopicky zkrétit" moc-
ninnou #adu.

16. yloha. Nahradte funkei i x3 v intervalu < O0; 1)
funkel ? = aof-a,xr%xzs nejmend{ absolutni chybou.

kvadratickou

Re3ent. Nejprve upravime interval < O; 1> pro X na interval

LAl
+ 12> pro U =dx+ /3. Musf platit, Ze krajni body si odpovidaji , takze
- 1 = é
+1 = £+ /.



odtud t=2x-1 8111 x=0,5(¢ +1). Dosazenim dostaneme
y o= 0,125 (% + 3t* + 3t +1) = 0,125 P(t).
Polynom P(é) lze rozepsat pomocd éebyéavovych polynomi
A 0,5 T, » 0,257,
yt? = 45T, * 15T,
3t o= 5T,
1= T,
P(t)= 25T, + 351, * 451, + 0,257,
Zmrmdba’inim posledniho &lenu dostaneme hledanou aproximaci
P(t) - *3?5T+/57=3t2r3,75t+1
s chybou
| p - Pl 0,25 .
Zpstnym dosazenim méme
— i 12 9
g 0,125[3(2x-1"+315(2x-1) +1] =
- 003125 - 0,5625x + 15«
Chyba této aproximace vyhovuje nerovnosti
lv- 5| & 0125 P-P| = 00325
Postup by se ponékud zkréatil, kdybychom ;3011%111 tzv. posunuté CebySevovy
polynomy, definované na intervalu < 0; 1> . Plat{ pro né vztahy
Tk*(x) = Cos kc?o,
cos Y = 2 X = 7
L5 = T (2x-
Specidlné k (X) A ( : 7)'
To%('x) = 1 1= ‘Toi€
# %\
Th(x) = = 1+ 2x =T (T T
TN (x) =4 -8« + 8x2 2='§—(5T*+‘;~T Tﬁ)
TE(x) == 1 +18x = #83+32 % x~~1— (10)’*f157-*+67 7‘*
Cdtud dostaneme pliimo
Gegr (10T + 5T +617) =
- 003725 - 0,5625x + 1,5 &

stejnd

Jalko dFive.



Bude-1i kaZdy z nds z ki¥emens,
je cely nérod z kvédru.

Jan Werude

8Q 1Q Gaussovd Lkvadratude

Gaugsgova metoda numerického vypodtu lategrdlu se 8% co neddvna wiivals
jen zf{dka, nebot tato metoda vyiaduje vypolet funkce pro neckvidistantni
argumenty, dané nulivymi body Legsndreovych polynoml, oo% jsou = a% na vijlum-
ky - iraciondlni &f{sla. Proto se mnohem vice uplatnovala integrace pomoci
lichobé&Znikoveho nebo Simpronova pravidla. Elektronické poffitale vdak odstra-
nuji revyhody Gaussuvy metody, JjeZ se uyn{ bé&Zin& uvAd{ v knihovnéch programi
i pro malé puliterde.

Budem» predpoi-lédat, #e Jsme Canou funkcl transformovali do intervalu

-1 x £ 1
zpd sobem, ktery jsme pouzili v 16. uloze. Funkéni hodnoty v bodech Xy s
Xy 4 wesy Xp oOznatime Pis Yo s 2eey Yno oo Volime koneény podet 2 Dbo-

a4, av8ak o jejich rozmfeté&nl rozhodneme definitivnd teprve pozd&ji. Zatim
pongchdvédme hodnoty Xy 3 Xy 5 eeey Xp o Jako obecné velilZiny.

Zvolenymi body prolo¥fus interpoladni Lagrangeflv polynom ( #~-7)-nfho

- stupnd, ktery Je danymi body Jjednoznadné urfen. K tomu nesjprve sestrojime
polynomy

4 Fy (X)

Fp(xy) K= Xg

Q; (x) = (63)

kde F,(x) = (K-X,)(K“KZ)(X"X3)-~'(X~XJ~ Nepf., pro n = 4 bude F, (x) =
= (x-x, x-x,)(x—xa)(x—x#) a
Q, (x) = ng_"xf)(x-xz)({x"w) , CE4)
) x¢)(x3mx2)\x3-~x,,)
V &itateli (64) "chybi" &initel (X-X;) a ve jmenovatell je totéi co v &ita-
teli, av3ak s hodnotou X, mnfsto x . Jitatel ve zlomku v rovnici (64) je

pritom %}fﬁi— , Jjmenovatel Fz(xa}. Cérka znadl derivaci podle x
Z¥e jmé Q3“9= 1, W3(x;)=0 pro 1 # 3. Obdobne tvrzen{ plat{ o vdech
polynomech (63). S pouZitim Kroneckerova symbolu d}k , ktery se rovné jed-

né pro j=k a nole pro j*k, mifeme tedy psét, Ze
Qi (x) = G . (65)
Bledany Lagrangelv polynom pal je

BLJ (x) = Yy Qy (x) + (/;z Qz(’() R <;jn Qn (K>- (66)
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Funkce ? w &_, (x) prochdzi v8emi zadanymi body. Nahradfme-li j{ danou funk-
ci y= f(x) , dostaneme mfato pFesného integrédlu

A f F(x) dx (67
-1
Jeho piibliZnou hodnotu
1 ke 1
= f %_1 (X)d)( = Z Yk f Qi( (x) dx . (68)
-1 ks -
Integrél ‘
i
=f Q, (x) dx (69)
-~

miZeme povaZovat za vdhu, kterou pripisujeme hodnot& ¢, takie A dosté-
véme Jako "véZeny soulet” funkinich hodnot '
_ n
A = Z w Y - (70)
k=1
Véha w  zévisi jen na volb& dse®ek ¥; , nikoll na prabshu funkee ¢; .

VYzorec (70) nahrazujs integrdl védienym soudtem jistého poétu poFadnic,
co0% je podstata kterdkoli numerické integradni{ metody. Causs vdak m8I genidl-
ni népad: zkoumat zmé&nu, kterd nastane, piidéme-li jeSt& jeden bod «,,,

s funk¥n{ hodnotou y,,s . Z definice je zfejmé, %e an bude umdrré £ (x),
Napf, pro #n = 3 wyjde

Q, (x) - (x= x4 )(x- %, ) x = konst. (x-x,)(x~x,)(x- x) =konst. F,

(x‘,-x,)(x,,-xz) -x3>

Proto véha

1
Wy q = konat.j F;,(K)dx ) (71}

Novy bed %p,¢ miZeme zvolit tak, aby se soudst (70) nezménil, Staldi totii,
aby vyslo w, .,y = 0. V takovém pFipadé jsme sice piidali jeden bod X,.4
ale funk&ni hodnotu y,. ., v tomto bod& anl nepotiebujeme zndt, nebol jeji
véha je nulova. Vypodet se tedy nijek nezkomplikuje ani nepreodlouzi{. Podmiuka
Wpaq =0 znamené& Jjednu vazbu mezi sourfadnicemi Ky 3 Xg s oeey Xy 3
tomu lze vyhovdt vhoi.ou volbou téchto vellin. Pak zvolime jedtd jeden bod,
a to X,.; . Op&t budeme poZadovat, aby w,.7 = 0. Tak mifeme postupovat
déle, a% budems mit celkem 27 bodd. Z podminek nulovych vah dosteneme n
rovnic

¥

1
f{‘/-;mctx =0 (L=0, 1, 2, <oy m -1} (72)

-1

= (Bl =



jim¥ lze vyhovét jen zcela ur&itou volbou nodnot X, , X, , ce., Xy o
Zvol{me-1li tedy souradnice x, aZ X, shodn& s poZiadavkem (72), dostaneme
%z rovaice (70) hodnotu A s takovou presnosti, jako kdybychem zvolili 2
bodl, adkoli jich ves skutednosti voli{me jemom 7 . ™)

Podminka (72) vyZaduje, aby £, (x) bylo ortogondlni (s vahou 1) k mocni-
ndm x* (4 =0, 1, ..., 7n=1)., Takovou vlastnost maj{ znémé Legendreovy
polynomy. Funkce £, (x) je nésobkem n~-tého Legendreova polynomu a &initels
ve funkei £ () mus{ byt - mé-1li (72) opravdu platit - koFenovymi &initeli
Legendreovych polynomi. KoFeny tdchto polynomd jsou tedy hledanymi soufadni-
cemli x; . Najdeme je spolu s vehami w; v tab, 1.

Tabulka 1  Hodnoty X

i e véhy wy pro Gaussovu kvadraturu

9 0 0,330 239 355
0,312 347 077
0, 260 610 696
0,180 648 160
0,081 274 388

0,324 253 423
0,613 371 432
0,836 031 107
0,968 160 239

n L ¥ o7
g - 0,577 350 269 2 1
3 0 ‘ 0,888 888 888 9
. 0, 774 596 669 2 0,555 555 555 6
4 0,339 981 043 5 0,652 145 154 9
0,861 136 311 6 0,347 854 845 1
5 0 0,568 888 888 9
0,538 469 310 1 0,478 628 670 5
0,906 179 845 9 0,236 926 885 1
6 0,238 619 186 1 0,467 913 934 6
0,661 209 386 5 0,360 761 573 O
0,932 469 514 2 0,171 324 492 4
7 0 0,417 959 183 7
0,405 845 151 4 0,381 830 05C 5
0, 741 531 185 6 0,279 705 391 5
0,949 107 912 3 0,129 484 966 2
8 0,183 434 642 5 0,362 683 783 4
0,525 532 409 9 0,313 706 645 9
0,796 666 477 4 0,223 810 344 5
0,960 289 856 5 0,101 228 536 3
(0]
0
4
7
4

(L RV RPN EE

*) vVolfme tedy "dvojité™ body, tj. n bodd s =n telneml v nich.



V matematické literatufe se udévéd pro odhad chyby Gaussovy kvadratury
vzorsc

W] 2 1)
12| “amer T (2a)

kdg 5 je ndjeksd hodnots mezi 71 a f(%:'; znadl{ Z2n -tou derivaci
3 - .
-i-h . Tento vzorec nenf pr{lid uZitedny, nebst vyZaduje znalost Zn-té

X
derivace, kterou integrovand funkce ani nemuei mfil. Lanczos uvddf jiny odhad,
totiZ

173}

" :
1 i-7 ) |
O e S— (1 + . ..1 - A - w, X {x (74)
7 2?& ‘4‘1 ; ) I[( ) Ked . . f ' k) )
vyZadujic{ znalost uZ jen prvnich derivaci{ ve zvolsnych bodech.

17. dloha. Vypodtéts hodnoty X; & W; o =3,

ReSeni. 2 rovnice (72) dostaneme
1
o= 0 . j (x-x,)(x-xz)(x—x_,‘) ax = 0,
-1

=1 anx(x—x,)(x*xz)(x-xs) dx = 0)
=2 fﬂxz("“ﬁ)(""‘z)(""s)d’f= 0.

-1
Odtud

ol o wln

~~
>

g F X "3)' 2 X, xy Xy

! 8
Lo T - |

P Ca rny e )

. 2 "
(x1+x2+xs)—-3-x1x2xb 0.
Srovndnim prvnl a tret{ rovnice dostaneme X, + X, ¢ x3-0, KgXy Xy = 0 -
Zvolfme X, = 0 , Xy == X3 . 2 druhé rovnice vyjde
X, = - Xy = 2\0,6 % 20,774 59 669 2.
Véha w; vyJde ze vzorcd (63) a (69); vysledek miZems komtrolovat porovné-
nir g ddaji v tasb. L.

18. dloha. S pouiitim Gaussova vzorce pro n = 5 urdete integrél
I
X
8 = J( € dx
0
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Refen{. Nejprve transformijeme promdnmnou X =z oboru <©; 1> na prom§n-
nou t 2z oboru < -1; +1> , Vyjde & = 2 (t‘ff) . S touto substituct

dostaneme : 1 .
Az?;[ e” " at

-1
Podle (70) vypolteme
)
=20 % Ve
Kaq
de
e xk { o F /
Y e ) X, 2 (Z‘fk ¢ {/) .
Z tabulky 1 ode&teme t& » W, a dostansue
f? =« 0,906 179 845 9, W, = 0,236 926 885 1,
t, = - 0,538 469 310 1, W, = 0,478 628 670 5

atd. WNekonec vyjde

-
s

53,598 136 63

miato plresné hodnoty

e
i
[¢+]
5
t
-y
1

53,598 150 03.

Chyba Jje tedy Jjenom

=
4

B
:

0,000 013 40.

Doli&ky, =zbylé po loktech noci,
vypini ohnd pasddkld.

Frant i8ek Halas

9. Intarpolace pomoci spline-funkeil

Interpolace pomoci Lagrangeovych polynomd Jje vhodnéd jen tehdy, poufivé-
me-1i ji pro nejbliz8{ ckoli n&jakého bodu a je~1li toto okol{ dostatedns
hindké. Kdybychom ji wiak chtéli pouiit pro velky iozsah a pouzili bychom
phitom ekvidistantnl argumenty, zjistili bychom, Ze metoda méd nékteré omeza-
nf. 8 rGstem podtu bodd, které bereme za 2z8klad nadf interpolace, zfakédvéme
polynomy stéle vyB8&8fich stupni, které meji "divodejdi" pribshy, co¥ md naepri-
Jemné disledky na jakost interpolace. V nikterém intervalu nemusi dokonce
polynom vibec konvergovat k dané funkei, adkoll to mize byt funkce zcela
"rozumnd”. Je proto zdhodno omezlt z praktickych 1 z teoretickyeh Mvoeddy
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pofet bodli, které tvori zédkled pro interpolaci, a pou#fvat v rdznjch inter-
valech rizné interpola¥ni polynomy.

V¥ posledni dobd se k interpolaci poulivajl tzv. spline-funkce, coZ jsou
polynomy nizkého stupng (zpravidla t¥etfho). Pro keZdy “krok" argumentu pla-
t{ cbecné jiny takovy polynom. Jeho kosficienty jsou voleny tak, aby celéd
aproximace byla "co nejhladsi®.

Podstatu metody snéze pochopime, uvddomime-li s8i, co "spline” (splajn)
gnomend: Jjs to anglicky nézev pro elastickd pravitke (zpruhu), které se
dtive pouZivalo ke kresleni di-uhych k¥ivek (napf. na wykressch lodnich bokd)
v konstrukdnich kancelédich pro stavbu lod{, Tvar prihybovky byl piitom urden
n¥&kolika body. Diferenciélni rownics teové prihybovky mé pifi malfeh prihy-
boch tvar

b
e s
Tomu vyhovuje polynom t¥stihe stupné
2 3
V = aﬂ + a.i)( + CZZK + a5K @ (76)

Méme-11 nyni zaddny funk&nf{ hodnoty

Yoy (), y=yla), oy =y (xa), (m

zvolime integraini konstanty pro kazdy interval (X;., ; X;) Jjimek a tak, sby
polynomy (76) m&ly v hraniZnich bodlech nejen spolemou hednotu ¢; , ale
{ prvnf a druhou derivaci (zleva a zprava). Délke <t -téhe interwvalu Je

ht’, = xi - xi&‘?’ ( i = 1' 29 @ 2o g f )v {?6}

Hledand funkcs definovand poly-
romy - { 76) pPedstavuje tudy elas-
tickou prihybovku nosniku prolo-
teného zadanymi body, na ktery
se neplenddajl Zddnd vnsjdl za-

X tiZeni (8 vfjimkon osamilych
regkel v zadanyeh bodech). Druhs
derivace majfl plitom vyznsm ohy~
bovych momentd, dmdrayeh k¥ivosti,
Zavedsme pro né pomocné oznadent
(obr. &)

%

2z, = ¢(x) . (79)

Spline~funkes (76) viak predsta-
vuj{ slastickou prihybovku jen
tenkrét, plati-li pro prihyb
lincdrni difersnciglnf rovnice
Obr. 6 {75}, Je=11 tedy prihyb relativns

ot




maly, takZe Iy"z« 4 . Pri v&t3ich "prihybech” se ob& kiivky (spline~-funkce
a alestika) navzédjem 1i8{.

Snadne se presvdd&fme, e v intervalu X; ,$x £ x; vyhovuje uvedenym
poZadavkinm polynom

g o= g (e 8) gt g (X Xog) e t
; ‘"g%“‘[(xi,” x)? - hiz(x,; - x)] ;.4 *+ (80)
v

3 2 7
T6h [(’(’”" f) "hi,(x'xi-f]
Ten lze zapsat v maticovém tvaru

v () = [N} {g], (o)

zvolime-1i v \ o \
6(x; - x) Vi-1
1 6 (x - X;-4) , | v
N(x) 1= 3 ) 51} =
{ } 6 h; (x,-'-x)s—h:(xi-x) #iq
3 2
L (X"Xi-1) "‘hi'(X'x;,_f) . Jt;,
ProtoZe rovnice (8l) plati jen pro ¢ -ty interval, ozna¥fme ji p¥isluinym
indexem .
T
vi () = {N;} {gi) - (82)
Podmfnka hladkosti y}, (x;) = V:-' of (x;) dévé V )
(N G} {ge} = (Mg 0} { Gine} (83)

coZ je celkem n-1 podmfnek pro n-4 neznémfch hodnot Z, , &, , ...,
oy . 2a 260 a &, volime nZjaké hodnoty, napf. nuly (tim zvolime ki¥i-
vost v potdtednim a v koncovém bod&). Rovnice (83) dévé

h{, Xi.qg t z(h‘b ¥ hir‘l)x{, * /7i+1 264-1
6(yisg ~— ¥i) - 6(%‘%-4)
hi v q hy,

coZ neni nic jiného neZ znémé Clapeyronove "tFfmomentové” rovnice. Soustavu
rovnic (84) miZeme rovnéi zapsat v maticovém tvaru

[A]{x) - (b} .

(84)
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Zde A snadf t¥idlagondln{ matici
[ 2(h, +h,) h : /
1" "a 2 (mdy)
h, 2 (hz w ha) hy
[A] = hy 2 (hy+hy) | {86)
(nu{y) il Y \\\\\ hu-{
hr-q 2( n-f )
a dédls . .
Yoot Yot
h, hy
351 }_’g"rz _ gz‘zz
x, hy i,
) !
fz) =g 1 {b)=6 1 : . (87,
1 !
L I
| Zn-1 Yo~ Yn-1 _ Yn-t1-¥n-2
ha met
= ¢
VyteBime-1i soustavu (8%), méme . )
cely wvektor 2,; a tim i poly-
nomy {; (x) . B
T#{diagondlni matici (78) = 4 ">
miZeme invertovat jakeo trojidhel-
nikovou, rozddlfme-li ji piedem b
na &tyti submatice podle schéma- B
tu na obr. 7. Matice A,z Je \ 2,
trojihelnfkové.
Dostaneme ) Cbr. 7
y Alz yz - Bi ) (88
Y‘l A22 ); N BZ
Odtud vypoéteme
- -1 - :
Y, = A, (81 A, Y ) (89)
a dosadfme do druhé z rovnic (88)
-4
+ - =
A 1 )/1 Azz A42 (81 A11 Y1) Bz L)
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Pc dprevé vyide
- : o )w‘1 -4 )
== = - 91
Yi (AZf Azz A»fz Aﬁ (Bz Azz A12 Bf : (91)
Taverze matice ('qu Az:’ A;; A?’) ne&in{ obtiZe, nebot je to jednoprvkové
matice (skalér).
Rovnice (84) je diferventni; jsou pro ni predepsény okrajové podminky
#® = 0, X, = { . He podilta&i se viak snéze Pe¥f diferenini rovnice s po¥é-
teénimi podminkaml &,=0, ¥, ¢¢ . Rovalel (84) upravime na rekurentni
VEOTEs

7

ef )
kde b; znadl podle (87) prvek vektoru b , totiz

bﬁ“"‘gfﬁ‘“"(%w“%)“%(%"Vi-f)* (93)
234 , v

Hyni nepotPebujeme invertovet Zédnou matici (a nepotfebujeme tedy ani misto

v pandtl poditalde, kterdho je k lnverzl tfeba). V jednom cyklu wypod&teme pro
zadané hodnoty %, = g , %i*’: ¢ {= vedlné &{8lo) z rovnice (92) vdechna ij
pro F=2a%n ; postupng volime 1 =1, 2, ..., 7 -1, Nyni ovdem & # O.
Cheeme-11 vyhovdt druhé ctrajové podmince #;, = 0, nemiZeme volit hodnotu ¢
libovolné, Uvédomime~li si, #e *, =zdvisl linedrné na volb& %, , %e tedy

X, = &+ Loy, (94)

snedno vypofteme 3¢, , pro které vyjde &, = 0

A
x, =~ % (95)

Zvelime~1i v prvnim eyklu <€ = 0, vyjde Z,« #,p . V druhém cyklu volime
€ =1 avyide Z, = %,y wiPakopedle (94)

Hao = &
oy = th
& tedy
g %
gg? :"%zmﬁ“ ' (96)
fos ‘%ﬂo = %ﬂﬁ

Pryni dva cykly mohou v po&ita&i prob&bnout, anii hodnoty %; pro i< 7
registrujene -~ nepotPebujemne je. Teprve pii tietim eyklu, kdy uZ znéme sprév-
nou hednotu %, podle (96}, pouZijeme jednotlivé hodnoty %; k doplnéni
prvkd do vektoru {%} . S nfm ihned docstdvéme polynom Yi (x) , ktery po-
nechévéme v pam&ti po#itafe jen tak dlouho, pokud poditéme interpolované
hodnoty nebo ne zapisovadi kreslime kfivku y; (x) pro 1 -ty interval

< Xj-q', Kp>e Pa% postoupime k indexu o jednotku vétd8imu. Jakmile znéme poly-
nom y;.4 (x) , miZeme y; (x) “"premazat". Potfeba pam&ti poditade je tak velmi
malé.,
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Spline-funkce lze pou%it nejenr k interpolaci (k tomu méme ostatnd i ji-
né interpolaéni vzorce), ale i k analytickému popisu experimentélnd zilska-
nfeh k¥ivek (rdznyech charakteristik apod.). ¥V jednotlivych intervalech je
pak méme popsény polynomy tietfiho stupnd, které na sobs hlades navazuji
{v d8licfeh bodech méme spolednou funkdni hodnotu, tednu i oskuladni kruini-
e¢l). Spline-funkece nmohou byt velkou pomoci takéd v technickém kresleni (we
spojent se soufadnlcovim zapisovadem), odkud ostatnd ~ jak jeme Jji% uvedli -
ziskaly sviij ndzev.

19, dlcha. ProloZte spline-kilvku body ¢ (0 =1, p() =3, };(2) = 2,
p(3) =1, p4 =1, p(5 =2

HeSeni. Méme # = 5, intervaly jsou jednotkové. Prvky vektoru b vyjdou
podle (93) takto:

by=6(2-3) -6 (-1 =-18,
h=6(1-2 ~6(2-3)= 0,
b=6(1-1)-6(1-2) = 6,

b@ﬂ 6(2~1)~6(1~-1)= 6,

Rovnlice (85) Je

4 | 1 0 4] X, =18
’ - - -
1y 4 1 0 1 X, Ly 0
l =
R DI B B 3 D
|
o | o 1 SREA 6
Inverzf{ matice A12 dostaneme
1 o o]t 1 0
4 1 0 = -4 1
1 4 1 15 =4 |
a déle
1 0 O]
o | - - = a
Ay, A [o 1 4] 4 0 [56 -5 4]
15 -4 1]
4)
~f _ . =
Az.z Afz Au - [56 15 4] 1t 209,
0
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- , o
6
Y = . 6=+r098 _ _ 90
1 209 19 @
f 1 o0 o -18 4 18
0 R
Y, = |-4 0 of +f5{1 | = 15118
15 -4 1] 6 0 24
Celkem tedy méme
() = 55 [-%0 1 18 2] .

Matici A Jjeme mohli invertovat primo, protoZe je Jjen Ztvrtého ¥adu. Ovéri-
1i jsme 8i v3ak platnost vzored (90) a (91}.

Kdybychom postupoveli podle vzorce (92), totii

X = by - Ry - ox, (a)

-

vyslo by pro %, = %, = 0

thzmlsmo = « 18,

o = 0+ 72 -0 =72,

By = 6 - 288 + 18 = -264,

X5y = 6 + 1056 ~ 72 = 990.
Pro %, = O, aviak %, = 1, bychom dostali

By = ~18 -4 -0 = -22

¥, = 0+ 88~-1 = 87,

Xy = 6 - 348 + 22 = =320,

%5, = 6 + 1280 - 87 = 1199.
Podls (96)

= Xs0 990 _ 90
x, = = =- 79 -

1 Xsp - %5, 990 - 1199
S touto poddtelni hodnotou vyjde ze vzorce (a)

- 20 _ =
9622 18+4l9 0

=i
b
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t

0.4 18 , 90 _ 18

*, 9 * g ° 19

_, 18 _ 18 | 2
fH=6-4 35~ % o

= 6 -4 25 . 318 .
s §419 19 o

Vidime, ¥e tento druhy zpisob vypodtu je rychlejs{ a lze ho snadno programo-
vat, Tuto 2zkulenost vyuiijeme js8t8 v piidtd kapitole.

Nyn{ uZ mi%eme sestavit spline~funkes pro kterykoli interval, nap¥.

%{5(1—,() 6x (7-x)3-(1~x) ‘(x3-x)] 4 b=y 0

po= ’]/2 (X),

%‘[6(2")() 6(x-1) (2-x-(2-x) (x-1)’,(x_,,)]'

Pribéh t&chto funkel je zskreslen na obr. 8.

Obr, 8
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Kea#dého dne se n&co poling,
nécn prekrésného se podind.

Jaroslav Sgifert

10.  Prihyb nosniku jako ilcla s poddteénimi podminkami

¥ predehozi kapltole Jeme ukdzall, jek vyhodné bylo #edeni rovnics (85},
Jestli%e jewe ji povaiovali za diferengnif rovnicl s danymi poddteénimi pod-
minkemi.

Obdobnouw vyhodu miZeme ziekat 1 pPi hleddn{ prihybovky neprizmatického
nosniku Fesenim diferencidlni rovnice

wh(x) = — MEM;?:) =~ f®, | (97
nebudeme=11 51 povaiovat za okrajovou, ale za poldteéni dlohu. Typ rovnice
ag viek neméni; nemén’ se uzni funkéni prostor, v némz hleddme $edeni. Oba
zpﬁaaby Jsou rovnocenn?d a vedou - 8% na moiZny rizny vliv zacokrouhlovacich
chyb - ke stejnym vysledidim. Formélnf rozdil v pojeti ulohy véak vede k¥ pod-
statnd rozdilné metodd Fedenf, To Jeme ji% ukézali v predeslé kapitole.

Predpoklddejme, Zs nosnik je prosté& podepien a %Ze jeho délka je zvolena
pa jednotku, &eho¥ lze widy dosdhnout transformecy nezévisls prom&nné. Okra-
Sové podminky pro vovniei (97) tedy jsou

w(0) =0, w(l) = 0. (98)

Budeme postupowat tek, %es derivaci w” (x) nahradfme difsren¥nim vzorcem
(49). ¥ tomu rozdélime interval < QC; 1> na = stejnych d{18 (nemusily by
byt stejné, diferendni vzorce by véak byly sloZitdjs{). Kazdy dil mé délku
h u-gm . Pribyby v d8licich bodech oznatime w, , W, 5 esey W, , takie
okrajové podminky (98) Jjsou nyni

W = 0, Wy = 0. (99)

Rovniel (97) pPepifeme do diferenéniho tvarn pomoci (49)
' 2
Wig = Qwy b owy,, = "hfi + 0(h*) (100)

kdea ; Je hodnota funkce (x) v 1 «tém d&8licim bodu. D3leni volime tak
husté, aby funikce f&q byla dostatefnd podrobné vystiZena posloupnosti
fov foo s
U osazovaného hiidele je iunkce f(x) spojité jenom po &dstech (nasté~
vaji tem skokové zmény velikosti momentu setrvadnosti prifezu). Padne-1i d&-~
iici bod do mista nespojitosti, volime za /}' aritmeticky primér hodnot
urenych limitou zlava a zprava.



Vynachéme~1i v rovnici (100) &len (A% , nedostaneme u¥ sprévné hod-

noty w,,uw(O), Wy = w(h) atd., ale Jjen jejich aproximace \:7/0 . C«; d e
W, » které budou vyhovovat diferendni rovnici
~ ~ s 2- [ )
Wi T 2% o+ W, =-h f" » (101)
Tu bychom mohli pepsat s pouZitim (99} do maticového tvaru
. - 1 not 1
-2 1 G% ﬁ
1 -2 1 A
! fa
1 =2 ! ; i &
§0 =1 (102)
! ;
1 : :
~
1 "‘2 Wn_4 {n-'l’

a fedit inverzi tridiagondlni matice (n-q‘)niho rédu, Tomu se vSak miZeme
vyhnout, prevedeme-1i nafi dlohu na problém s poldtednimi podminkami. Nejpr-
ve budeme ¥e¥it pomocnou dlohu, v ni¥ prom&nnou veli¥inu ozna¥ime pruhem.
Zvolime podétedni podminky

w, = 0, W, = () ‘ (103)
a z rovnice (101) dostaneme pro ostatni hodnoty v pomocnd dloze vztah
- - - 2
Wieg = 2w = Wy ~ b {i (104)

(i1 =1, 2, 6o, N« 1). Tek vypolteme vS8achny hodnoty

.V rozperu
s poZadavkem (99) v8ak nyni nebude W, obecnd nulové. )

1

n

Rovnice (104) mé nadtésti takovy tvar, %e k FeSeni lze pripodftat i{.Lh,

anif se tim porusf{ platnost diferenéni{ rovnice (104), pop¥. (10l). Dostanems
tedy :

P o

Re#ent (105) nesplnuje druhou z po¥sdte¥nich podminek pomocné wlohy (103).
Zaveden{ konmstanty <« dc vypodtu umoinuje, abychom misto toho spinili dru-
hou okrajovou podminku (99) pivodni ulohy, totii w, = (. Dostaneme

0O = W, + ndh.

Qdtud vypodteme Lh a z rovnice (105) dostaneme hledanou aproximaci priby-
bu

1 =
We = W - Y Wn < : i (106}

ProtoZe hodnotu W, znéme teprve po probihnuti celého eykiu (104)
pro i =1, 2, ..., n-1, msili bychom vdechny hodnoty V; uchovévat
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v pamdti po&ftale, abychom s nimi dodateénd vypoZitali Q'/i pomoci (106).
To by mohlo vadit p¥i velkém 75 . Proto bude lépe, nechéme-li cely cyklus
probghnout, aniZ registrujeme prib&zZné hodnoty, a potom - s vypo&tenou hod-
notou W, - spustime cely ecyklus znovu, tentokrét spolu s vypo&tem v“.;i
podle (106) v kaidém kroku. Zapisovad miZe pifitom zakreslit prihybovku v po-
tf¥ebném zv&tSeni. ZapisovaZ spoji body W, = w(0), W, = w(h), «.-, W =
= w(ih) , ... W= (1) (Gselkami. MI¥{tko pro poradnice miZes poditad zvo-
1it sém podle vypodtené hodnoly w, , uré&ime-li to v programu. Takovy pro-
gram se pak hod{ pro 'vjpoéty a popt. kresleni nejrizndjsSich prihybovek, aniZ
nmusime predem zadévat rozsahy soutadnic. Zéroven si mizeme predepsat, aby
podita& uchovéval v pamé&ti extrémni hodnotu prihybu (nebo velikost prihybu
v ptedem zvoleném mistd, méme-li na tom z&jem) a nakonec ji vytiskl. Samo-
z¥ejm& by nebylo ulelné ani rozumné, kdybychom piedepisovalil tisk vsech hod-
not C;i o

Zbyvé jest& rozhodnout, jak velky pofet 2 dilwi musime zvolit, aby-
chom ziskali velikost prihybu s potfebnou presnosti. Podle (100) by se mohlo
zdét, %e chyba ve vypodtu maximdlniho prohybu Wmya, bude radu O(h*) .
To by v3ak byl zcela nesnrdvny nédzor. Takovéd totiZ bude chyba soudtu
\';}i_1 - 2&;1. + G}iﬂ s nahradime-li jim vyraz hlw" (x,;) ; neni to tedy chyba
Jjednotlivé hodnoty W; .

Budeme se snazit odhadnout nejvét3{ chybu vypodtendho prihybu, kterd
vznikd diskretizaci

~

f? = maxl W(X,;)" Wil . (107
Nazyvd se globdlni diskretizeéni chyba. Prihyb \30,; jsme ziskali z dife-
rendn{ rovnice (100) se zanedbanym &lenam ((A*) , tedy z rovnice (101, pops.
(102). Proti tomu w (xi)znaéi hodnotu Ww v bodé x; ziskanou redenim

P A ]
diferencidlni rovnice (97), takZfe napk. w(x,;,,) = w(x;+h).

Budeme predpoklédat, Ze funkce W(A) mé alespon &¢tyrl derivace.
% Taylorovych #ad pro w(x +h) , resp. w(x -h) dostaneme sedtenim & upravou

.#.[w(x-h)—ZW(X) + W(K“h)] = (108)

= w(x) + {’Tz[w(")(f,) + wm(fz)} )

kde
x_héfléx) x§f25x+h.
Rozd{l

l_hL‘[W(x'h) - 2wlx) + w(xrh)] - W“(X)’ = ©(x,h) (109)
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znadf{ lokdln{ diskretiza&ni chybu. Je to chyba, kterd vznikd, nahradime-1li
derivaci w"(x) diferendnim vzorcem aplikovanym na pFesnou funkei Ww(x) .
Lze dokézat, 3e T (X,h) podle (109) limituje k nule pro h — 0. '

Srovnénim rovnic (108) a (109) vyjde ohranideni

< 4. 2
T(x,h) £ 7 M/,,h) (110)
Jo=-11 M‘r nejvats{ z absolutnich hodnot &tvrtych derivac{ w podle X
(%
M, = max I w )(x)l ) (111)
O<n<q

Nejvice néds bude zajimat globdlni{ diskretizadnf{ chyba (107). Abychom ji
mohli posoudit, zavedeme lok&lnfi chybu hodnot

Gy ™= w(x,:) - \g?i ) (112)

1

takle 7] = maxy l e,-,l . 2 rovnlice (97) dosadime do rovnice (109) a dostaneme

! 2
| w(xi_.,) - 2w(xi) +W(Xi+1)+”2][(xi) = h T(Xi,h). (113)
Hodnoty v?'/i' vyhovuji rovnieci (101)
Wy, = 2% * Wiy +hzf(xi) - 0. - (114)

Odeltenim poslednfich dvou rovnic vyjde & pouzitim (112)

| e, - 2e+ €y Wt (x;, h). ' (115;

Rovnice (115) je z#sjm& obdobou rovnice (101l). Je to tedy diferenénf pPepis
pro diferencidlni rovnici

e"(x) = T(x, h) . (116)

Proto%e na koncich intervalu Jsou hednoty W presné (toti% nulové podle
okrajovych podminek), plat{ podminky e(0)=0 , 6(1) =« () . Rovnice (116) je
tedy diferenciélni rovnic{ pro pribyb €@ prostéd podepfeného nosniku & ohy-
bovymi momenty i.'(K, h) . Nahredime~li T mezni hodnotou (110), dostanswme
nosnik% s konstantnim ohybovym momentem mo --;5-/7";)2, pro jehoZ nejvétd{ pri-

hyb vyjde z elementérni teories hodnota m;t‘ = g”ﬂ - ""'53:2 . Je tedy

maxl e(x)l = 7;%' MI;_ /’)2 (117

a globdln{ diskretiz:&ni chyba
1
7 - max | e ()] € 5z M, A" (118)

Hodnoty W; budou zdviset na velikosti kroku h , proto mi%eme napsat
(107) s pouzitim (118) také takto:

|wix) - % (m] = 0(K). (12.9)
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To Jje odpovdd na nadi otdzku: chyba ve vypostu prihybu diferenéni metodou
bude pri Gostatednd malém A konvergovat k nule rychlosti O(h‘). Zmendi-
me=1i krok nap¥. na polovinu, zmen3{ se chyba &tyrikrét.

Tekovd je tedy inherentnfi chybs metody pii vypodtu prihybu prosté pode-
pPenéhe nosnfku z diferendni rovniece. K ni pristoupfl Jjed?& chyba zaockrouhlo-
vénim, jejiZ odhad je obtiZngjsi., Prl vypoltech na malych elaektronickych po-
g{tadich v soustavé s pohyblivou desetinnou Sdrkou byvd presnost numerichého
vypodtu dogstatednd, nevolime~li extrdmns velké n . To znamend, e chybe me-
tody pPevléddd nad chybou zackrouhlovénim. Volime-ll vdak =2 velké, buds
chyba zackrouhlovdnim rozhodujici{; vznikne tim, Ze v difereninim vzorci bude-
me odeditat velmi malou welilinu od velkého #fsla. Velikost zaokrouhlovaci
chyby skontrolujeme nejsndze tak, #s vypolet opakujeme pro rizn& velké kroky
& porovndme odhady exektnich ¥eSeni pomoci Richardsonovy metody, o které se¢
gninime pozd&ji. Zadénou~li se tyto odhady p¥i malych krocich 1i3it, je to
zoravidle zpisobeno vzristem zuokrouhlovac! chyby.

Kdybychom stejnou metodou podftali nosnik na jednom konel vetknuty a na
druhém volny, nshradili bychom ckrajové podminky W(ﬁ}=Q w'(0)=0 podminkami

W% = 0 w, = 0, (139)

td. nahradili bychom derivaci diferentnim vzorcem. Ze vaztahu

w(0) = 7"}2 [ w (h) - w(O):} = 0(h) (121)

bychom totiZ vypodetli
4 ‘ 'f Lo "‘"' T e 745
W;(o) = Ta'[ W, - %J = 5 W, (122)

a polofili rovnym nule. Zékladni p¥imka, od které odeldfitdéms prihyby, Jje pak
od osy nezetifeného ncsniku odklonéna o thel Y {obr. 9)

p = w'(0) - @(0) - 0(h). (123)
Chybe ve wvypodtu maximdlnfho prihybu tim vzroste o
A = ¢ 1 = 0(h). (124)

Protoe d Jje urfeno & chybou 0(h*) , bude chyba v urdeni maximélntho
prihybu

g o= A O(K) = 0(h)+ O(K) = O(h). (125)

Chyba bude o jeden $éd wEt8{ neZ u nosniku prosté podepieného. Globdlni dia-
kretizadéni chyba tedy zévis{ nejenom na lokdln{ diskretizad®ni chybé&, ale ta-
ké na chyb&, s jakou aprowximujeme okrajové podminky. Musime se proto snaiit,
aby ¥éd diskretizaéni chyby byl stejny uvnity definiZniho oboru i na jeho
okrajich.
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Obr. 9

Zndme-1i rychlost konvergence ﬁ(h") , miZeme odhadnout pfesné Pedent
w(x) ze dvou aproximsci W (x, h,) . W (x, h,_) . Plati toti%, Ze

wx) = W (xh)+ chy

m {126)
w(x) = @(xh)+ ch
Odtud miZeme vylouZit neznémou konstantu ¢ a dostansuwe
- h-;n‘; )—hm\:‘;(xym)
w(x) = h L : (127)

Uvedeny zplsob cdhadu pireandho Peseni Je zndm jako Richardsonova extrapolacs.
Pro vatknuty nosnik Je # = 1, pro prosté& podepPeny m = 2,

Jak uvidime v pPi3t{ kapitole, existuje u diferendnich metod nebezpedl

veristu zaokrouhlovacich chyb zpisobend nestebilitou Pedeni. Froto se k p#l-
padu FeSeni ohybu noeniku Jedtd vrdtime ve 24. dloze.

20, dloha. Redte numericky diferencidlni rovnici W”(x) = 16

g olrajovinl
podminkami (&) \x/(n)=0., W(’f)=0', (b} W(0)=0, W)(O)“O

f{_@ﬁéﬁenfg Nejprve zvolime hrubé d&lend{ intervalu, nap¥. n = 4, h = Q, .25,
Rovnics (104) pak je

\};‘i4‘1 = 2‘\‘2/.‘: - \)‘—{/1:_1 + 7 s



S podétednimi hodnotami W, =0 , W,=0 vyjdou hodnoty uvedené v tab. 2.
Tyto hodnoty predstavuj{ aproximaci hledané funkce pro okrajové podminky (D).
Podle (106) pak vypodteme hodnoty w; , které plat{ pro okrajové podminky
(a). Jsou rovn&% uvedeny v tab. 2.

Tab. 2 Vypo&et hodnot Ww; , W; pro h = 0,25

i 0 1 2 3 4
W 0 1 3
7 0 -1,5 -2 |-1,5

Nynf zvolime polovi¥n{ krok, tj. » = 8, h = 0,125. Dostaneme dife-
renénf rovnicil

Wif"l = 2\;-/1: = W,;-.’ + 0’25

8 jeji PeSeni podle tab. 3.

Tab. 3  Vfpolet hodnot W; , Ww; pro h = 0,125

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-_—_—-T-_-—-——:—_

Wiy 0 0 0,25 0,75 1,50 2,50 3,75 | 5,25 7,00

Wi 0 -0,875 | 1,5 -1,875] -2 -1,875| -1,5 |-0,875 0

Tab. 4 Srovnédni vypoétenych maximédlnich hodnot

Richardsonova Presnd
(1oha n=4 =g extrapolace hodnota
(a) 2 2 2
(b} 6 7 8 8

V tabulce 4 je pak porovnéna maximéln{ hodnota | W |, = IW(O,S)I pro
okrajové podminky (&), resp. Wp, = w(’l) pro okrajové podminky (b) pro
rdzné zpisoby vypodtu. Pro Richardsonovu extrapolaci vy#lo podle (127) pro
pfipad (b) ( m = 1)

w . 0,25 . 7-0,125 .6 . g,
max 0,25 - 0,125

Vy¥sledky jsou prekvapivé piesné, nebotf dand vyloha je velmi jednoduchs,



21. tloha., Odvodte diferen¥ni vzorec pro numerické Ffedeni diferencidlni

rovnice
dar
“E?W"'T + fBw = 1 (8)
8 okrajovymli podminkemi
w(0) = 0) W(f) = 0
ato w(0) = 0) w(i) = 0. (v)

Tato rovnice popisuje prihyb rovromsrné zatiZeného, proste podepieného nosni-
ku na pru¥nén podkladu. Urdete také $4d chyby metody.

Re3eni. Diferenéni vzorec pro Stvrtou derivaci nsjsndze odvodime dvoji apli«
kac{ vzorce (49) pro druhou derivaci. Ozna¥fme ji p = w”(x); ze schématu na
obr. 10 dostangme pro ekvidistantni nrgumenty '

~ ~ s ¥ - #
wi-z - ll'Wi..’ = 6’“"/-‘: - ll‘Wi,,,,, + G”iiz + ﬂh Wi, - b 8 (C)

B, = + O(H)
2B, = + oK)
5&;1 = + Q(hz')
N(“) ~ 3 1 2
w.= [P, = = *F' C}(rl)

ha? Y

Okrajové podminky Jjsou

W, = 0 ) Wy = 0 )
~ ~ r~ ~ ~ P ( d)
W_1 = 2 Wo 4~ W1 = 0) Wﬂ"' - 2 Wn + w",,' i 0 N

Definini obor jsme rozdirili o 2h priddnim fiktivnich uzls <t 1 ,
n+4 , abychom mohli vyjad*it okrajové podminky, obsahujici druhou deriva-
¢i, pomoci (49). Diferenéni rovnici mifeme tedy napsat pro 1 = 1 a¥ 1 =
= pg - 1, tj. 7n - ikrAt. WNezidmych je celkem n + 3. Phipefteme-1i
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k n = 1 rovaicim &ty¥i okrajové podminky, dostaneme »n + 3 rovnic, tj.
prévs tolik, kolik je neznémych. Re¥eni této soustavy by tedy vyZadovalo
inverzi matice - po vyloudeni okrajovych podminek - #&du n - 1.

Prozkouméme nynil, zds by byle moZno fafit diferenéni rovnlci pomoci
potdteinich podminek rekursntnim zplisobem. Vypodéitall bychom

o /, ~ ar o
oy = $yuy (67 BR) Ty ¢ b - Ty o @

pro L= 1, 2, ..o, 7n - 1. Shodn& s okrajovymi podminkami (d) bychom voli-
11 pe poddtku definléniho intervalu

Wﬂ L8 0’ W"i B2 s W, ] (:r)
Proto%e musiue volit &tyri hodnoty, zvoline Jedtd

W = \ s (&)

W o= f) Wy T - '
T¥sledkem Fefeni pak oude vaztah ¥y

Wy o g gy a

ne 12 ¢ § y ¢,
Wﬁ = azf azz { E e c$ . ( 1 )
Wy g Ay Gy ] ¢,
Prvky ¢, ai C, dostaneme Fedenim pfipadu f=0 n=0 . Prviy a, ,
G, » @y dostaneme pro f=4 , 70 . Kone¥n¥ ap , @y , a; plyne

z poddtesnich podminek fu 0 net . Re8ent tedy musime tiikrét opekovat,

abychom wréili viechny prvky matic [ A] a {c} . Podle okrajovych podmi-
nek (d) mé byt

ol

w, = 0 Wpey + Wp.4 = 0) (1)
proto musi platit rovnice
7 a., a
0 1 0 Nm"i "0 1 0 1 12 f
W, = a a +
1 0 1 " 10 1 |7 2
Q&_f - 31 32 7
I 0
0O 1 0
4 Cz = Or. (J)
0 1
b i CJ 0

*)  Vzhledem k linearits vychozi rovnice musf{ byt hudnoty ﬁ% linedrnimi
funkceml j s 7 .
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Qdtyd vypodtems

’ ‘ 1
f o 2 77 G ‘ ,

(%)
7 DLyg ¥ Qg iy * Ay € * G
8 t3mito hodnotami psk prob&hne cely cyklus poétvfté; tentokrédte uZ budou

eplndny vdschny okrajové podminky.

Zdélo by se, %e &tyfubdsobné probflhéni vypodtového eyklu neni vyhodnd.
Wezapomenme viak, %e Jde 0 pomdrnéd maly podet krokl - gpravidla volime n
Fédové desitky - a Ze jde o nejjednoduss{ algebraické operace. Ve skutedénosti
Je Jedinou nevyhodou metody moZnd ztrédta numerické pifesnosti vlivem zaokrouhe
lovacich chyb p¥i volbd pi{lis malého kroku. Presné redeni na3f{ \lohy neni
sice obtiiné, vyZadujs vBak generovdnf hyperbolickych a goniometrickyeh funk-
ci. Stelo by se viak obtiinym a nevyhodnym, kdyby ra pravé stran& (a) byla
obecnd, po &dstech nespojitd funkece X . Cbti¥nest numerického Fefsni by ue
tim v&ak prakticky nezménila.

Nyni je8t& odhadneme #&d chyby metody. Lokdln{ diskretizadni chyba

T (x,h) =!—;—.;[w(x-2h) - bwlx-h) v 6 w(x) -

.“Q“W<X+")) # w(x+2h)] - W(lt)(x)l (£)
spliuje nerovnost
vlxh) 5 5 KM, (m)
kde p
/76 i J?§f§ Ci;g

()
Do vzorce pro lokdlni diskretizadni chybu dosadime é&tvrtou derivacil w/)&)
%z dané diferencidlni rovnics. Pak od tohoto vzorce odedteme diferen&ni rovinie

ei pro  W; . 2a rozdil w(x;) - &; dosadfme e; @ dostaneme

‘ €ig — hep, t b6 - ket oo, + Bk =
1 h

Tuto rovnici méme Fedit spolu s okrajovymi podminkami, z nich¥ prvni dvé pla-
t{ pFssnd, druhé dvé Jsou zati{Zeny loké&lni diskretizadni chybou

{n)

A

= ht ¢ (x, h)

& = 0, e, = 0,
e - 2¢e,r 6] - HEWOH) £ F M 0" (o)
| €= 26t &= KT(1h) £ & M, bt
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Zde M;, znaé{ max l \X/W(K)I n M,f = max‘ WW(X)‘ ;
~h<x<h 4-h<x< T+h

ProtoZe dand diferencidln{ rovnice platf pro jednotkové spojité zatiZeni, po-
znévéme erovnénim diferenénich rovnic (c¢), (d) a (n), (o), Ze g znamené
prihyb adrufeného nosniku uloZeného na témfe pruzném podkladu a zatiZeného
spojitou gilou #8du  h* (nebof - h*-h*y. Oxrajové podminky pro e; zna-
menaj{, Ze nd3 nosnik je na okrajich zatiZen chybovymi momenty. Pro ohybové
momanty totiZ plati, Ze jsou Um&rné druhé derivaci, tedy

Ao~ (0) = [ w(-h) - 2w(0) » w(h)]
m~ w (1) é’#[w("‘h) 'Z\v(1)+w(1+h)] (p)

Okrajové momenty sdruZeného nosniku jsou rovnéZ imérné R . K tomu dojdeme
srovndnim (o) a (p). Prihyb nosniku bude proto také umérny A® , takZe glo-
béln{ diskretiza&ni chyba (chyba metody) bude

= 0(m). ()

Zatim jsme se spokojili s urdenim F4du m :hyby O(h"), Kdybychom
vdak pouzili hodnoty ziskané numerickym Fedenim k odhadu Mg , £, iﬁ ,
resp. primo k vypodétu T(x,h), mohli bychom pFibliZné& vypodéitat z diferend-
nfch rovnic (n) a (o) hornf mez, pop¥. i skutefnou velikost globdin{ diskre-
tizadni chyby. K tomuto c{1li v8ak rychleji vede Richardsonova extrapolace.

~

|W(Xi.) - Wy

Af chei co chei, za krétky &as
se v3aechno jinak zvrtne zas.

Jan Neruds

11. O stabilité& PeBenf diferencidlnich a diferenénich rovnic

Diferenciélni rovnice pro prihyb noaniku, Jeji% numerické¢ #e3eni jsme
v minulé kapitole nezna&ili, se prakticky vZdy re3f na uzavieném koneéném
intervalu, a tedy s omezenym podtem krowd u diferenéni metody. Najit prihyb
noeniku je typlckéd okrajovéd dloha. JestliZe jsme zvolili jiny zpisodb Pedeni
pomoci poléte¥nich podminek, byl to jen formélni obrat, nebot nakonec jsme
8plnili okrajové podminky na obou koncich nosniku., Popisuje~li vdak nékterd
diferencidlnf rovnice déj, ktery se rozvijf{ ne polonekonedném intervalu
(obvykle v &ase), jsou zaddny jenom poldte&ni podminky a podet kroki o veli-
kosti h>(0 nenf omezen. Pak se mi%e stdt, %e malé nepPesnost v po&dte&nich
podminkéch zpisobi velkou chybu vysledku., Chyba bez omezeni vzmistd, kdy% se
vzdalujeme od poldteéniho bodu, a miZe byt velkd, i kdyZz se pii Fedeni ulohy
omezime jen na konedny interval (sledujeme d&j jen po uréitou dobu od jeho
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poddtku), Chyba viak miZe vzrist i u okrajovyech tloh, zmendime-li krok nad
uréitou miru nebo Pedfme-li nékterou dlohu na relativné dlouhém intervalu.
Néktery typ dloh Jje velmi citlivy k takovym chybdm 2 ¥e3en{ se smadno
“zvrine” k falednym vysledkim, kdeito jiny typ dloh Je "imumni”. Budems nyni
sledovat pPL&iny t3chto Jewi.

Uvedeme nejprve p¥iklad redeni soustavy diferencidinich rovnic

it

fa,
- ¥
8 poddteénimi podminkami
v (0) = 4 0, (0) =~ 1.

Presné reseni Je

(128)

&
sh s

ye (t) = e ) w(t) == ¢* z9)

Nyn{ nepatrn® pozménime jednu z polétednich podminek a pozm&ndné Fedeni
oznadime stri%kou, Bude

v, (0) = 1 ¢, 6, (0) = - 1.

Presné Fedeni nyni je

o(t) = 42+ €) "+ 1 ke

0,(t) - 7(2+¢) e,

Je z*ejmé, %e pro jakkoli malé nenulové | £ | porcste absolutnf hodnota
Elenu -%-{ e* s Sasem [ exponencidln& do nekonedna, takic pro chybu redc~
ni{ méme ’

(130)

fim‘ 0 (6) - ?i(t)l = i=1, 2.. (131)
t doo

Redenf je tody nestabilnf, nebof poXdtedni chyba bude neomezend naristat.
Chyba miZ%e byt déna bud nepiesnostl poddtednich podminek (a rostla by i pii
absolutnd pFesném nw-erickdm poditén{), nebo zaokrouhlovénim v pribdhu vy-
podtu (v daid8im vypoftu phsobi takovd chyba stejnd jako chyba pccéédtednich
podminek).

Soustavu (128) mi%eme zapsat ve tvaru
0 3
-;i% Y’}= [ J Y'} (132)
Y2 “1 0 12
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ili

- f([y})

3
Je=11 {Y}= [Yf 75] . Pravéd strana by mohla sxplicitnd zéviset na € , tak-
¥¢ obecndji by bylo

= f({y},t}, (133)

Porovnéme~1i Fedeni {y} s pozmén&nym fedenim '(9 } (pfi zmenénych pods-
telnich podminkédch), miZeme definovat t#i pPipady stability. Existuje-1li
% denému ¢>0 &felo d >0 takevé, 3e pro pod4teini podminky vyhovujici

nerovnosti

| {y@} - {7}] = 7 (134)
splnuje FeSeni nerovnost

[ {y) - {01} 5 e, t€(0,m), (135 a)
je Pedeni {y(t)} stabilnf. Plat{-li, Ze

[ {y)} - {3} — o, t— + 0o (135 b)

Je PeBend asymptoticky stabilni. Koneén& pro

"{‘f(t)}'{‘f(t)}“ el { y(t)}" te(0, o) (135 o)

Jae PeSeni relativnd stabilni.

Obdobné definice plat{ i pro diferendn{ rovnice; ty lze zapsat wve tyaru
obdobném (133)

][({‘f}k , k) (136)
Pro kazdé >0 hleddme d>0 tak, aby pro po&dteini podmfnky
"{‘f}o“ {‘?}a” = 0 (137)
bylo bud
ll{ Y}k - { p}kll & £ : Ral, 2 o0 (138 a)

{pek je Peden{ stabilni), nebo

"{Y} “(‘?}k""*’a pro k —> oo (138 b)

{(asymptoticky stabilni), nebo
“ } I" 5” }" k=1, 2, ... (138 ¢)

{relativné stabilni)
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Jde=~1i o diferenéni rovnici, kterd Jje konzistentni s danou diferencidlnf
rovnicil, vymizi na celém intervalu pro lim 4 -0  lokdln{ diskretizaln{ chy-
ba, *) Mé-1i diferendni rovnice stabiln{ Feden{ a je-1li zéroven konzistentn{
s danou diferencidlnf rovnici, konverguje fedeni{ diferenini rovnice pro lim
h — 0 % fedeni diferenciédlni rovnice. To znoamend, %e v limitd vymizl také
globdlnf diskretizadni chyba.

22. tdloha. Posudte stabilitu Fesenf diferencidlni rovnice " + 3 Pt 2,, =0
s posdtednimi podminkemd y(0) = v, , '{0)= y -

Redenf. Redeni mé& tvar
Yy = (2 by * s'{,)e'zt -«(% + 7/1) e 2t

Zménime~11 okrajové podminky na ? " Yot & o ,’)1 =y, + £, bude pozm¥ndné ta-
Sent 7’3(‘(.) a rozdil

?(t) - zll(t) = (2 & *+ E,)e"t -(50 # ay) e‘zt )

ProtoZe se oba &leny s rostoucim ¢ zmen3ujf k nule, je fedeni nejen stabll-
ni, ale i asymptoticky stabilni,

23, uloha. Posudte stabilitu Ye3enf diferenni rovnice
Ye * s * 2y =0
s % B

Predpoklédéme Fedeni ve tvaru geometrické rady, takie Y = A Vieg Dosazeg-
nim do dané rovnice ziskéme charskteristicky polynom

p(A) = & +3A+2=0,

8 po#dteénimli hodnotami )

jeho koFeny jsou  A,= -1, A, = -2. Je tedy
Ve = Co(-‘f)k +C (-2) .

Integraéni konstanty vyJjdou z po&édtednich podminek

0ot G

V1 == Co N 2C1 ¥

Yo = C

*) Konzistentnf = disledny, shodny pevny, dislednd "zapadajfci®" de¢ dané
struktury.
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Odtud vyposteme (, , (, a dostaneme

Ve = (20 #u)(=1)" (o * 2. )(-2)%

Pro zm¥n&né poldtedni podminky ;’\0 S Yot & s 5,‘1 =y, + € vyide rozdfl
G- = (26 +&)-1) - (5 r &)-2).

Regeni neni stabilni, je vSak relativng stabilni, pokud yy + y#0.Prodané & >0 lze totis
v3dy najit d >0 takové, aby pro

k=154 - 1)

byla pro vektor {y) = {y,} splnina nerovnost (138 c). Chyba sice roste geo-
metrickou Fadou s poétem krokd k , avdak zlstévd Pddovd € -krdt men3i ne¥
norma spréyného Fedeni, kterd rovnéi roste.

[4

24. dloha. Posudte stabilitu FeSen{ rovnice (101) pro /i = g = konst.
8 polétedénimi podminkami W,=a, W, = b .

Redeni. Jde o rovnici
- e - h? (a)
W, = 2w, *t W, h'q .

Budeme predpoklédat Fedeni zkrécené homogenni rovnice ( @ = 0) ve tvaru geo-
matrické Fady W = ?\kwa . Dosazenim do zkrdcené rovnice dostanems charakteris-
ticky polynom

2

AN-2a+1 =0, (b)
ktery mé dvojnésobny koren A, = A, = 1. Obecny integrédl proto bude

k k

Wk “‘Co'1 ""C1k'1 ~Co*‘ch_ (e)

Partikulérnd integrdl dplné rovnice
. =t Bt 2

W =7 h g k (a)

dévé s obecnym integrédlem dplny integrdl dané diferendni rovnice (a)
_ 42 2
w, = G+ Gk =T hqgk. ()

%4 podétednich podminek méme

a = G,

b - Co * C1 “%‘/’)2%

(£}

- G =



a tedy

w, - a+(b-ak -$hq (k-1)k. (@

k
ZmEni-11i se poddtelni podminky na vl&o ca+da ; v’c‘/,. =b + b , bude
e ol - i N

le&‘—lu@ W, | l da + (db Jw)kl, (h)
Hefeni je tedy nestabilni, protoZe chyba |dw, | poroste s potem kroki & .
Js vdak relativngd stabilni, neboi zdroven reste i nodnota ]w%l a relativanf
chybe Jﬁ?iﬁ%— zZistane omezeré.

k

4 novou zemi hled4,
by starou svéta b{du p¥enes tam.

Jaroslav Vrchlicky

12. O maticich pienosu

Soubor veliéin, ktaré nds mohou zajimat v nskterém Fezu konstrukce, tvo-
#1 stavovy vektor [z} . Jde-1i o zdv&s ¥roubovité pruziny namshsné tahem
&i tlekem, tvof{ tekovy vektor dva prvky. Jsou to posuv zdvEsu z rovnovéiné
polohy a sila pfendfend zdv@sem. Jde~li o krouceny h¥idel, tvodi stavovy vek-
tor dhel otoZeni Pezu a kroutici moment, ktery v ném pisobi. Jde=li o rovinny
ohyb nosniku, mé stavovy vektor &ty#i prvky: prihyb, dhel otolend tedny, chy-
bovy moment a posocuvajici sflu. U obecného prostorového ohybu kiivého prutu
mé stavovy vektor dvandct prvki: tF1 sloZky posuvd, t#i slozky dhlu otodent,
t#1 slozky vysledné silové dvojice (dva ohybové a Jjeden kroutici moment) a
t¥i slotky sily (dv& posouvajfci a Jjednu normdlovou).

Nyn{ jde o to, stanovit vzdjemnou souvislost mezi stavovymi wvektory
v riznych Fezech. Omezime-li se na obor linedérni mechaniky, musi byt stavove
vaktory ve dvou Pezech vézény ndjakou linedrni transformaci{, Yterou mifeme za-
psat v maticovém tvaru pomoci &tvercové metice; ta se nazjvéd matice pfenosu.
V literatufe najdeme té%Z nézvy "pPerosovéd matice”, "plfechodovd natice", popi.
"kaskddni{ matice”.

Matice prenosu uréujs, Jjek bude vypadat stavevy vektor {z;) "na vystu-
pu", bude-li dén vektor {2z;.,) "na vstupu" do pole (v-171, i).

Pisobi-1li v nékterém Fezu
osaméld sila, 1131 se stavovy
vektor vlave od této si{ly od 1 2 3
stavového vektoru vpravo. Proto X2 X3
k stavovym vektorim pFipisujeme §&““«Vn\f“““;; Onn-anu_f\\/ﬁz;;, P NN
vpravo nahote index [ (levé S
strana) nebo P (pravé strana).
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Uvedeme nyni nskolik p¥ikladi. Pro volnd kmitujfel netlumenou soustavu
dvou hwot na pruziné podle obr. 11 budeme potrebovat pé&t stavovych vektord;
vynechéme~1i zévorky, budou to zf R z; . z: . z; . z; . Mezl posuvy

X a silami N v ¥azech 1P

p
L P N
= PR R
X % k)

NZL _ N1P ’

¥ maticovém tvaru to bude

¢ili zkrécond

Piitom

A2 znatl matici pfenosu pro pole

Zf jsou stavové vektory.

a

L 2 P
N, N,
e S
2
mlx,
Obr, 12
P _ L n 2 4
Nz Nz mdx,
P L
X2 Xl
¥V maticovém tvaru budeme mit
P
X _ 4 0
N -mRt A
2

2L vude platit, ze

(139)
q P
8 T X
(140)
o] 1 N
i
(1al)

2 - {N}

1 - 2 (field transfer matrix), z;

Vazba mezl stavovymi vektory z; .
zf bude vyjadifovat skokovou zménu
sfly N o setrva&nou sflu -mX, .

Jde o volné harmonické kmiténi s kruho-
vou frektvenci J2 , takZe amplituda té-
to sily bude m-ﬂzxz . Pro amplitudy

8il a pro posuvy budou tedy platit tyto
rovnice (viz obr. 12):

) (142)

(143)
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a ve zkréceném zdpisu
P — /& (1
z, = B, 2 , (144)
kde
B =

2
-m§ 1

ana#di matici prenosu pro bod 2 (point transfer matrix). Obdobnd dostaneme

zta A, 2P zf = B_3 23 (145)

3 3 72) 3 )

kde

"1 L 1 0
-mH? 1

Rovnice (141Y, (144) a (145) umoZnuji vypolet vazby mezi kterymikoli dvima
vektory. Mezl prvnim & poslednim vektorem nap¥. plati, Ze

2} = B, Ay B Az = U2l (146)
kde
- - u, u
U 83 Aa Bz Az " f (147)
Uy Uy

U zna&f metici pFenosu mezi Fezy zf a Zf . Prvky této matice zéviseji

na kruhové frakvenci £ . Z okrajovych podminek dostaneme, Ze

P P
X, = 0) Ny, = 0.
Proto
X, by Uy, .| 0
= (148
0 ' “uJ N’
a po rozepssani
x3 = u,12 N,,
0 = uy N
Prvky Uy 5 Uy, ani nepotfebujeme znét, nebol se ndsobi nulou., Proto mi-
p

%eme valttor z, zkrdtit a v matici pfenosu Az vynechat prvni sloupec.

2
S oznadenim p’:ﬂ;@—. dostaneme matici U timto postupnym néscbenim
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s
l; {N}1 - "'.?L. )
[ ol [+ ],
-
-m@ 1] [1-pY 7 (149)
- PRIV
2k k {N} - sz)
| 0 1] L1-pt]
o F—%“i’-{,\,}"g I b
am@t 1] [ 191 0

V tomto schématu zapisujeme soulin dvou matic P , @ takto:

[a]
[P1[ral

Sou¥in t#{ matic P , Q , R piSeme obdobns

[ R]

[Q1[QR]
[P 1[Par]
V¥sledkem nadeho Pedenl je maticové rovnice
3 - g’ p »
2 {NL = {05] ' (150)
P4‘ 4;f+7
Druhé z t&chto rovnic vyZaduje, aby
pt - 4p +1 = 0, (151)
tedy
2 - o
¢, =273
Odtud
2
SB:'= £ (2- 3, f2, = £ 2+ D. (152)

To jsou vlastni kruhové frekvence volné kmitajfc{ netlumené soustavy, znézor-
nsné na obr. 11. lesen{ lze zobecnit i pro linedrn& tlumené soustavy zavede-
nim komplexnich &isel, tim se v3ak nebudeme zabyvat.
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Spln&nim podminky (151) vyhovime druhé z rovnic (150) p¥i jekékcli hod-
nots N’ (aviak kone¥né), Volfme Ji t¥eba tak, aby vyslo X = 1. Tim
normalizujeme velikost vlastniho kmitu. Dostaneme

N = .3'2’<2 - : (153)

! - (P )f,z 12 VB- .

Méme dvoJjf moZnost volby, pro kafdou vlastni frekvenci jednmu, takZe existuji

dva tvary vlastnich kmitd. Nyp{ u? mi%eme za iN}: = ’V,P dosadit do rov-

nic (149) a vypo&itat vektory 'zi' ' z: v Z;' . TM{m dostaneme tvary vlast-

nich kmitd (vychylky x, , x, ) a vellkosti sil N._, , N, , p#i normo-
vanych velikostech vlastnich kmitd ( X3 = 1).

Jak bychom #es8ili vynucené kmiténi? Predpoklédéme, %e nsp¥, na hmotu 2
pisobil sfla £, ©s wt a na hmotu 3 se1la f cos wt , Jde-1li o ustdlené kmity
se zanedbatelnym tlumenfm, budou vychylky x, , X; v téZe (nebo v opainé)
féazi jako pisobici sily a budou mit stejnou '
frekvenci. Abychom dostall sfly £ , £

do vypodtu, rozdf¥fme stavové vektory ' N: Fz‘ N:
o tieti (jednotkovy) prvek. Tak budeme po- - m -—-—--4-.;-....;.
stupovat vidy, pijde-li o nehomogenn{ sou- - ;'mw‘:xa -
stavu rovnic. Podle obr. 13 je ’ ' Obr. 13 '
Nz = Nz mw* X, I-'2
T (154)
P o L A
X )

1P 1 o ! o x |
SR Y] G Ry R Nt o (155)
o To e (a )
To ozna&ime zkrécend (stejn& Jako d¥ive)
£ =B z . (156)

Rovnice (139) se nezm&ni, Jen se doplni identitou 1 = 1, jak si %444 zavede-
ni t¥{prvkovych vektor¥. iisto (140) nyni bude '
PR %

o o
= =

(157)

o
(@]
-
-
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zkrécend
Lo P .
z; = A, Z - (158)

Obdobnd roz3i¥ime 1 matice A 33 . Vysiedkem FeSeri je rovnice (146),

5 ?
av3ac matice / md nynf velikost 3 x 3. Jeji prvni sloupec miZeme vynechat,
nebof xf = 0, takZe bude
P P
X X u, E Uy N F
_— — 5
JQ ) = ~q- = .?EL”;_f?i i{ . (159)
1 . 1 gy | U, )

Vyjde u,,=0 , 4w, =1 ; poslednf Pédek je identitou 1 = 1, kterou jsme
pivodns z formélnich divodl pridali. Soustava (159) je nehomogenni. Pokud

w*ﬂ , dé

P Uz

N, S

XP = — Y s L o (1603
3 Uy, 1

Je=1i U, =0 , tJj. plati~li (151), nastévé rezonance a kmity rostou bez
omezeni (pokud predpoklacéme platnost linedrnf teorie).

Rovnice pro ustélené vynucené kmiténi plati ve zvléd3tnim pFipadd i pro
staticky zatiZenou konstrukei (stadf dosedit w = 0).

P#i Pedeni praktickych ‘loh nendsobime matice pienosu v jijich obecnéu
tvaru, jak jsme Jje ndsobili v soustavé (149), ale numericky, tj. dosadime do
nich hned zvld3tn{ &fsla a nédsoben{ ponechfme pod&itadi. Protoie v3ak pri vy-
podtu viastnich frekvenci{ hodaotu f2 predem neznéme, zvolime ji. Okrajové
podminky na vystupu pck nebudou splndny, leda Ze by nase volba padla prévd
na n&kterou vliastni kruhovou frekvenci, coZ je velmi nepravddpodobné. Proto

musime vjﬁoégt opakovat s jinou hod-

2) notou J2 a sledovat zmény, které
f(P nastanou v okrajovych hodnotdch sta-
vovych vektord. V nadi dloze bychon
napif. zvolili p2 a dostali
b 2 )
1 U= p - bp +1 -]t(p).
\\k Pa Tuto funkci si mi¥eme zndzornit
} 3 - pomoci vypo&tenych bodl - v pravo-
0 pt 2 v 4 thlych souradnicich (obr. 14).
1 2

V tomto pPipadé jde o %vadratickou
parabolu, av8ak u soustav s v&t3im
po&tem stupnmt volnosti by tato funk-
ce byla polynomem vy33iho stupng a

obecnd bv mohla byt - jak pozd&ji

Obr. 14 uvidime - i transcendentni. Nulové

hodnoty této funkce ucduji vlestni kruhové frekvence, ‘
NeZ pristoupfme k rozboru sloZitéjiich pripzdd, ukdZeme aplikaci mutie
pfenosu Jjedt& na né€kterych dal3ich prikladech.
- T2 =



25. dloha. Najd&te vlastni frekvence pro
torzni kmity p&ti kotou¥l ne nehmotném
h#¥fdeli podle obr. 15, Js déno:

G =8=8 =6 =0k

i
i

6, = 20 xg u?,
ky = k, = k,= 1,5 . 20° mm,
ky= 2. 105 Nm.

ﬁeéeni. Stavové vektory budou cbsahovat Ghel otodeni priifezu p & kronticy
moment M, . Matice prenosu pro pole i-{ , i vyjde z rovnic

L P 4 P
Pr o= Pieg o Mgy ,
" p (a)
Mk,i Mk,£-1 )
Bude tedy
L P
¢ 1 F oy
= . (b)
f& © 1 ﬁu
A i -9

Gtvercovd matice v této rovnici je hledané matice premosu A; . Pro 1 ~t¥
bod (%otou&) budou platit rovnicse

P L 2
My = Mk,i"'SB@iS"é)

g

P _ L (c)
% = %
a tedy
‘70 P 1 ' ¢ L
= . (&)
ﬂk . -2'8 1 ”k
i i i

2
Ctvercové matice v této rovnici je B; . Zvolime~li £ , miZ%eme matice

A;, B; wvy&islit., Pak dostaneme
P _ L
z, = B‘r A‘r B3 A3 Bz A2 B,, A1 Bo z5 (e)
¢i1i
P L
2 - U Z, - ()



RozepiSeme~11i posledni rovnici, dostaneme

Py b o
= (&)
0 Uy Uy 0
Je zFejmé, Ze druhy sloupec Uy Uy, nepotfebujeme zndt, tak%e druhy

sloupec v matici prenosu &, miZ%eme vynechat. Vyjde

= 177
Py n fo ) -
Druhé z rovnic (h) vy%aduje, aby
Pt 2 &
u, = ]f(xz) 0. (1)

To je frekvendéni rovnice. Je to polynom pétého stupnd pro JZZ , a to bez
absolutnihc &lenu, takZe jeden koden je nulovy. Pro funkeci f(329 dostaneme
opakovanym vypo&tem tyto hodnoty:

£f 0 100 200 300 400 500 600 700 800

10’51((‘;&1) 0 -4,27 -2,07 18,6 19,4 -35,9 -44,6 285 -931

MiZeme Je pouiit ke grafickému znézornéni funkce f(&?) . Nulové body odeéte-
né z vykresu pak miZeme zpifesnit pomoci interpolace. Nakonec dostaneme tyto
vlastni frekvence:

440 571,

750 s~1,

it

82
£

215 o1, !22

625 S-l, ﬂ]f

1

3

Hodnouta JZO = 0 znawend rovnom&rnou rotaci hi#fdele (kmit s nekone&nou pe-
riodou).

Mé-11 frekven&ni rovnice tvar polynomu, miZeme jej{ koteny samozie jmé
vypotitat také pomoci specidlnich programi pro vypodet ko¥enmi algebraickych
rovnic, které byvaji uvedeny v knihovndch po&itad&i, dodanych vyrobcem.

26. Yloha. Odvodte matici pFenosu pro pole 1 - 2 tenkého nosniku p¥i rovin-
ném ohybu podle obr. 16. Uvafujte jen deformace vzniklé ohybovyml momenty.
Ohybové tuhost je £EJ .
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3
o)
M, ¥ I\ E|
5| T i"
ab$ﬁ$ Té
| Y4
\ Obr, 16
Refienf. Méme stanovit prvky &tvercové matice pPenosu ve vztahu
- W, a,, A, A, a, - W,
Y Qg Qg By Gy, %
== 4 L (ﬂ)
h Gy Ay Gy Gy M,
T | Yy Gy Gy gy, | T J
Zéporné znaménko u prihybu  w:

i Jeme volili z formélnich ddvodd, které vy~
svétlime pozd&ji. Jak zndmo, plati pro pole nosniku dvd podminky rOvaAOvéhy

rz ) 7; (b)
M= Mo+ T2
a dvé deformadni rowvnice
- o M1 f"' T1 {2
o = % o TE ) -
]
- = = W 4 (f e + M‘l {2 # 7; 83
2 1 1 2E) 6EJ .

Rovnice (c) dostaneme napi. tak, %e PeSime diferenciélni rownice

w'(x) =~ (x) ; P(x) = f%— (M, + zj)
v intervalu 0 £ X § 1 s okrajovymi podminkami

Y o) = ¢, w(0) = w, .

Pritom

sp({):(fz) w(f)= W, -
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Z vovnic (b) a (¢) nynf sestavime maticovou rovnici (a). Ctvercové matice
v n¥ bude mit tvar

_
2 e’?
= t 27 68
e 2
0 1 =
£J 2E)
A = : , . (d)
0 0 1 ¢
0 0 0 1]

Je to trojthelnikové matice s prvky soumdrnymi k vedlej3i{ diagonédle (tuto
soumdrnost bychom ztratili, kdybychom nezvolili u prvniho prvku stavovych
vektord zédporné znaménko).

27. dloha. Najd¥te vlastni frekvenci kmiténi

u soustavy zakreslené na obr. 17. Hmotu nos- 1 2 3
niku a prufiny zanedbejte. : 4 El El ~
Resenf. Vektor zf bude k
1 1 7
0
p (0]
21 "1 | Obr. 17
2
. a vektor
» =1 b
) (o]
0

Déle budeme mit

p P
23 = B3 A.3 BZ AZ Z' s : (a)

Pro matice A, , pop*. A, méme rovnici (d) z predeslé ulohy. Zbyvé tedy

urdit B2 3 Bs .

-



Podle obr. 18 méme

. " Z"z
P w
fa YZ (b)
P - L
M A
P _ L - L
Tz = 7; m.ﬁzwz 3
takZe
1 = - - r
- v 1 0 0 0 - Wy
L
o 0 1 0 0 % | £
4 p P = 1 " y. (C) ¢
M 0 0 1 0 ny
p
L ma? 0 0 1 It
] L |
L
T
£ 2
P
L |
M ( ‘> My
2
P .
Te
e
mSlw}

Obr. 18 : - Obr. 19

Ctvercové matice v rovnici (c) je pravé B, . Pro bod 3 bude matice

pfenosu 83 stejnéd jako B8, , nahradime-1i prvek mf? prvkem -k .
Bude tedy - viz obr., 19 -

1 0 0 0
0 1 0 0

B. = (a)
3 0 1 0
=L 0 0 1

ProtoZe vektor zf obsahuje shora dv¥ nuly, mi%eme v matici AZ pPrv-
ni dva sloupce vynechat. Po vynédsobeni matic dostaneme '

= 9T =



=¥ Uy Uy

il - Uas Uy [M1 ) (e)
0 Uy, Uy, 1 E
0 LLH u% L /
S pomoenym'oznaéenim
_ ke - Rm £ .
CTED P =367 =
yyJde
2 | L (e :
%13"*‘5(;“’(2"3/3) ) Yy = EJ (3 +5) )
¢ SR =~‘5f—(2+3/),) ;
uzsr-'ﬁ'(Z*%) ; %~ EJ v
Uy = 1+ 188 ; Uy = £(2+68) ;
u

m%[fg/s-nc(zu/b)} ; Upy = [7*6/5%('15‘*[5)]

Posledni dva Pédky v soustavd (e} moheu platit jen pro /Y,

= 0, 7; = 0
nebo pro

Uyy Uy,
E (g)
Uys Uy

Odtud vypoliteme wvlastni frekvenci, Vyjde

oF - A2E] 3484

mé> 12+
Déle dostansme
= - 3R
M7 u33 7;

a z prvnfho Fadku (e) pro W, =1

w U
T.= _ 33 . ff = 34 .

- )] ) - 5
1 Ugy thyy = Uy Uy, u,,f Uy, Upy Uy,

Tim je vektor zf urden a 8 jeho pomoci najdeme i ostatni stavové vektory

pro normalizovany vlastni kmit ( w, = 1).
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28, dloha. HNajdéte stavové vektory
v bodech 1, 2 a 3 u staticky zati- 1 2 3

#eného nosniku podle obr., 20. 9
y El
Reseni. Protofe je noanf{k zatl¥en “ ¥
vn3j81 (spojit® rozdélencu) silon, 1 1
je prihyb popsén nehomogenni rovnici. = a i
Proto do stavovych vektord pliddme
Jednotku a metiece pPenosu rozdidime. Qbr. 20
Z elementérni teorie ochybu tenkych
nosnikd snadno odvodime, e
- L i & ed qﬂ%bﬂ . P
w . - £ GEJ | 2B EJ w
[ ]
L 2] g
= & EJ JE] | T 6E3 ?
{ g2
Ml = | o 0 1 A MY (e
|
T 0 0 0 1 ; -qt T
- P M e o s e —
1 | 0 0 o 0 | 1 1
2 4 d q
8111 ve zkrdcendm zdpisu
Lo P
z; = A, oz . (b)
Vektor
P L
z, = ZZ (c)
a matice
o0 2 3 i .
) t S £ o
2EJ 6£J) ;
£ AR
0 1 3] 7e5  ©
|
A3 = 0 0 1 { ; 0 (a)
i
0 0O O 1 ! 0
e e e e e e e
|
.0 0 0 o 1 1
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daj{ nakonec

3

L P _ p
Z. = A3A221 -—Uz1

Rozepi8eme-1i posledni rovnici, dostaneme

(e)

0 Uss Uy | U5 ] M
U l 1
) 0 . 23 Upp | Was r . -
M, Uss Uy | Uss . >
|
T | Uy Uy Ugs
Vyuzili jsme to, Ze wy = 0, (,01 = 0, a vynechali jsme také identitu =
(posledni #ddek). Z rovnice () vyjde
f -9
M, Uiy Ugy Uis
= T (g)
T; '™ Uy U5
Ti{m Je ur&en vektor z,P (a tedy i ostatni vektory). HNakonec vyjde
n-—-"s—- H = e .—-‘2— g — ——é—-
T=4 2 ] L=-7% % L% %t
N B =--3_ g0,
H, e 40 M 3 %
29. dloha. Najdéte matici pienosu pro kroutivé kmitén{ h¥idele s rovnomdrng

rozd&lsnou hmotou.

ReBeni{. Na obr. 21 Jje zakreslena &ést
h¥{dele mezi ¥ezy ve vzdAlenosti X | Mk Mk«é-d Mk
popt. X+ dx . Plsobi na ni kroutici g T I E_-,_m —-
moment *&l

M+ dif, - M = dM, » - dx
& sstrvadny moment Obr. 21

- @ ? ER ' 9 dx 7’ e
Oba momenty Jjsou podle d Alembertova principu v rovnovédze, takZe

aM = J},fdxf.
ad* a p

37
Mg . (b)
CJ,

(a)

Zde J,, = je m&rné hmotnost. Pomdrné zkrouceni hridele

T):
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Darivaci (b) a vyloudsenim Mk dostaneme z poslednich dvou rovnic

_%_}g_ - ._g,. a;z i (<)
Regeni predpokléddme ve tvaru

= plxt) - & (x) e?“* (;=17) (a)
{harmonické kmitdn{). Bude

B e 4G -0, o

kde B =wV-E ; § -9k 2znadf emplitudu kmiténi v mlstd x . Furkce
é(x) popisuje tvar vykmitové ddry. LeSenim (e) dostaneme

g? = C, cos Ax + C, sin Bx . (£)
Okrajové podminky Jjsou:

x= 0, ¢ - $(0) =,

K"e, ﬁ "‘?(e)-§1‘ (6)

Dostaneme

§ - g Sl . g sk

sin Al ETY AR
&, All-x) + & A i
- =Y COS ~x) * @y oS Lx
M pe Sin L ‘

H
Posledni rovnici jsme odvodili pomoci (b). Stavovy vektor zvolime [gﬁ : Mk] ,
Hledéme &tvercovou matici p¥enosu A , pro kterou buds platit rovnice

QS @y A ¢
— @ i
Nk @y, a Mk (1
4 0

Druhé z rovnic (h) dévé rro x = O, popt. X =0

Mo = C [- & cosne + 9_5,]

» (3
My = C [«950 + ¢, cos ] ,
kde
£ = wJp_-lf_—BG
sin AL
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Pryvn{ z t&chto rovnic miZeme srovnat s prvnim ¥&dkem (1); tak dostaneme

' . 4. sin AL
a11= cos AL ; Ay = —-—————-—QJP@_G__

Ze soustavy (J) pak wvyloucdime ?, a dostaneme srovnénim s druhym Pddkem (i)
a21=—wJPVyG sin B ; a,, = cos AL .

Matice pienosu bude

cos AL ___sinht
w J V G

A = Pie - (k)
-wJPVPG sin Ae cos AL

Pro velmi malé w (statické zatiZeni) nebo pro velmi malé ‘p (nehmotny
rP{del) dostaneme v limité

AY = lim A = : 45
wfp+0 0 1

Tuto matici jsme pouzili v dloze 25; plat{, e k = l%#L .

30. dloha. Odvodte matici prenosu pro ohybov# kmitajici nosnik na pruiném
podkladu (rovinny ohyb) s uvaZovénim vlivu posouvajici sily.

Refenf. V rovind ohybu zvolime soubadné osy x , 2 , &8 posuv ve sméru
o8y 2z -~ tj. prihyb - ozneéime w (obr, 22).

X ~dx
X
T n
3 L
o
w t‘ = X X
M e dw
L ‘5_ >,
Ma-dMt-~.
- . T+dT
Obr. 22
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Plisobenim ohybového momentu M se element nosnfku zak¥ivi, takie thel
normél soumeznych Fezl se zm&ni z nuly na d;ﬂ

M |
d‘/’ = EJy dx ., (a)

Pisobenim posouvajfcf sily 7 se soumezné Ffezy rovnob&ind posunou o

(()0 * g-;l)dx, takie
Te LA (g2 (v)

V této rovnici zévist /3 na tvaru pri¥ezu ( A = 6/5 pro obdélnfk, 32/27
pro kruh), A Jje plocha prifezu, G modul pruinosti ve smyku.

Kromé momentu /#  a posouvajicf sifly T plsobi na element nosniku
reakce podkladu -k,wdx a setrvaind sile o amplitudd w‘yAw dx . Do vypod-
tu zahrneme té% otédivé dinky pruiného podkladu -k, Soa'x a setrvadny moment
vznikly nerovnom&rnym natddenim prirezu, JehoZ amplituda je wzp J,, pox
Z rovnovéhy elementu nosniku dostaneme

Tdx + k, <,oa£x - w‘?Jrfdx)

(c)
AT = kywdx - wlwadx.

Zde J f(z J'dA zna¥f plodny moment getrvafnosti k ose ¢! , kterd prochdzl
éZ:Létém prifezu. Z poslednfch dvou rvovnic vylou¥ime 7T a dostaneme - s po=
uzitim (a) -
M
k, - wphA)w ¢ (k 5 i (d)
20 - ( pA) w'p ) E7;

Potom = rovnic (a), (b) vyloudime ¢ aza % dosadime z druhé z rovnic
(¢); vyjde

2 M A 2
ey o (ke wlp ) (o)

Z poslednich dvou rovnic vylou&ime /M . Po dpravé bude mit diferencidini
rovnice tvar

b 6+ d? A - 66
Al e A A (0
kam jsme zavedli bezrozm&rové velidiny
,332 b - w? A~k 4
G=ﬂ'~(w257A-k7)) 4—‘—%3;—‘7"5,
v= 'l k)
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A
Budeme piedpoklddat Pedeni{ rovnice (f) ve tvaru w= Ce_‘i ( A bezrozméro~
vé), tak¥e charakteristickd rovnice bude

Mo+ (6rg)2 -(A*-6T)=0. (e)

Koteny této rovnice Jsou A, tjAz , kde j.\/_? a

Ay = ]//5‘*»«;}(6‘-%)2 7 7(6+7)

Re¥ent (f) je pak
o C, cosh A, f + C, sinh Af + G cos A, f + C, sin)\zj ) (h)

znadf-11 j = Je- bezrozmérovou souifadnici.

Oznadime-1i velidiny v prifezu j = 0 indexem "0", v pri¥ezu j =1
indexem "1", bude matice pifenosu popisovat transformaci

z, = Az,

kterou mi%eme rozepsat takto:

~Wo Ay Qp Ay Gy - Wy
Yo Ay Dy Gy Gy, 1 i)
M, Oy Gy Az Gy n,
To Ay Gy Qyy Oy T

Abychom ziskali prvky a;; , musime nejprve vypo&itat podle druhé z rovnic
(¢) posouvajicf sflu T lj(vx) , 2 rovnice (e) ohybovy moment /1= M(x) a
z rovnice (&) mebo (b) thel ¢ = (f(x) . Dostaneme ™)

{z(x)} = [H(x)] {cy &)

kda {C} je vektor integradnich konstant (, a% C,r , [H(x)] je &tver-
covd matice sloZend z funke{ prom&nné X . SloZené a hranaté zévorky pro
struénost budeme v dalsdim tewtu vynechévat. Z okrajovych podminek

z = H(0)C

0 )

“) Pri integraci druhé z rovnic (c¢), tj. pfi vypo&tu posouvajici sily,
odpadne integraéni konstanta. To Jje zifejmé ze srovnédni se vztshy (a),

(b). Ve vypo&tu tedy zlstanou jen &tyri integradni konstanty.
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a tedy ")

z2(x) = Hex H(0) Z, .

Pro x = { odtud dostaneme

z, = H(E) H'(0)z,
takze
A = H(e)H'(0).
Nakonec vyjde
Ay = fo = Sfa,
a, = L[y (6+C) ],
Ay = 42,
gy = -'-%%- [ n6m+(/5'**52)2(3],
Gy = 'ﬁ%ﬁ )
Up= %o - Th2,)
a, - 4L41 ;"7&’)
G 44,
Az = '&2&
ay= < [-vf *(N*Tz)ﬁ} )

Ay = §o -~ V2,

Ay = 8[3’1‘(5*"7)3*3])

®

)

Inverzi H'1(0) vypodteme nejsnéze tak, %e pPeskupime matici H(O) , kteréd

obsahuje z poloviny nuly, a rozd3lime na submatice druhého Fédu.
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kde

Zvolime-1i ve zvlé3tnim pifpadd® k, = O (tj. zanedodme otdéivé &inky pod-

a’ -
- /5"&
a#z 4
i
Qyy —Z‘ﬁ" )
a,, = -
w= o O gy
& = ‘g’%i‘“ ) A =t
: y 7\7 + 7\2
o = A (A coshd, v A7 cos A,),
2., A2 .
X7=~A (%1‘ smhATf—A—Z szn?\z),
$ s A (cosh’ Ay = cos ,7\1),
4 . .
X3 = A (7; Stnh 7\1 712 stn Az) .
kladu) & zanedbdme-li vliv posouvajicich sil ( G = o0 |
[ Ly < ol
B '
TH o b T
= # VoA ‘
Ln  %p p b
¥ A )
pr R PR A S

ke

ga =

—g—(cosh /5‘-* cos ﬂ))
b7 =~2~4-/§($inh/"> * 51;‘/7/5))

b =—2-%i (cosh b - cosB)

X3=—21/§ ( sinh 4 - St'n/3>)

- 86 -

tedy

g

6 = 0), buds

(n)



4 wipA - k
06 f ¥ A‘)" = pEJr 9 g‘l‘ .
V tom pi{ipadé P = -'f%% . Matice (n) lze u%ft u &tfhlych nosnikl na

Winklerové pruiném podkladu.

Strom za giromem mnou prochézel
s pavoulim svétla ve vitvich.

FrantiSek Hrubin

13. Rozvétvené konstrukce

Nyn{ ukéZeme, jak se pomoci{ matic p¥aenosu Fesi sloZit&js8{ p¥ipady.
Na obr. 23 Jje zakreslena rozvétvend
rovinnd rémov4 konstrukce s tuhymi D
styéniky B , C . Xdyby 8lo o jedno- '
duchy rém ABCD bez vétvi £8B |
FC , dovedli bychom ur#it transfor- A
matni vztahy mezi vektory z: » Zi*
ZL ZP IL ZP a zk Zpl- :

B °? B ' “¢ 1 “ 0

sobem uvedenym v pifedchozl kapitole.
V danén pripad¥ viak muaime do vypoé~
tu zadlenit 1 vliv postrannfch vétvi, : E F
c0% se neobejde bez uvazovéni normé- %
iovyeh sil. Proto stavovy vektor roz- Cbr. 23
31{¢{me pPiddnim osového posuvu U &

normélové sily N, Stavovy vektor bude mit Sest sloZek:

B C

w 3
-\xf
Z = < --:—;— > = -'%'— e (161)
Q
T 5
N

Sklédé se ze dvou subvektord, a to z deformacti ¢ = [‘u, =W ?jT a ze si-
lovyeh veligin Q = [M T N]T,
: PA)
Zagneme s vektorem 35 a stanovime pomoci transformadni matice AE&
A
vektor zé (stpiskou vyznalujeme, Za jde o vedlejd{ vdtev). Vektor 3; 88
vetahuje obecnd % jindmu soufadnému systému nei z; a zg 5 nabot mezi

vitvemi AB |, £EB je thal &

Vektor z: je wzpoloviny znémy; je tam totii pPedepséno w=0 , w=0 ,
g =0 (kdyby byl konec E  kloubové uloZenj, platilody ¢:0 , w=-0,

w B7 -



M=0 ). Vynechéme=li v ném nulcvé prvky, dostaneme zmenXeny stavovy vektor
'(}E . Transformadni vztah pro vitev £B bude moZno zapsat tagkto:

A A
I S .72 {'}"ES , (162)
: ﬁz
B Ay
2 7
kde pro deformace méme i = {-Wr  pro silové veli&iny Q= I
A Y _B N
M A 8
Déle 1’;’5 = f (na vetknutém konci). Matice [-8’-] je sloZena ze tr{ sloup-
N . Rz

S
¢l matice pFenosu AEB , odpovidajicich nenulovym prvkim vektoru 2: (ty
pak tvofi vektor 1'/1. e

Rovnici (162) rozepiseme a vylou&ime neznémy vektor 175 . Vyjde

(0,) - [RIAT" {4) - (263

Tato rovnice tedy vyJjadtujs vazbu mezi deformacemi konce vé&tve £EB & silo-
vymi velidinami plsobicimi na témZe konci. Mezl vedlejd{ a hlavni v&tvi
existujf{ transformalni{ vztahy

{‘251 =16, ] {98} (164)

(4] -{&) - (a0 - [4] {2,]

Cor. 24
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Pro né3 piipad (obr. 24) zPejm¥ plati, #e

D —] !’ Y -
Uy = wg Swn & Wy cosd
-~ Wy = —uy 0S4 - Wy Sznd.)
A
s ¥ )
takZe v maticovém tvaru dostausme
A @
U, sin & cos o a ] ty
{ - \2‘/8 S - 0% & sin o 0 ‘ Vg . (165)
?B [ 0 ¢ /I d ?3
To je prvni z rovnic (164). Déle platd
L o p
O |
My v My 8
Lo, 3 a8 . p
Iy * 1T cosd - NB sind, = T, )
£ A P
+ + ind, = N
N, + A cosd + T, sind = A,

Tyto vztahy prevedems opdt do maticového tvaru

9 - ’ a )

/‘1: - N;' 1 0 0 B

T: . T; = 0 cosd - sind ?3 (166)
p .

N, - N; |0 sin 4 cos & | /OB

To je druhd 2 rovnic (164). 2 nich a z rovnice {(163) dostancme
{20,}=[6, ][ RI[A]" (4] = [&ILRIRT[6] {2}
Yosledni rovnici zapi{Bieme strudng jeko

{AQBS [S]{%BS’ (167)
[s] - [&IlRI[A]" (6]

je pruiinové matice. Ndzev je analogicky pojmu “pruiinovéd konstanta®, co%

fi

kde

]

{168)

je zatiZeni vyvolané jednotkovou deformaci (u $roubovité valcove pruziny je to sila plsobici

jednotkové prodlouzeni pruziny).
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Nyni uZ miZeme napsat vztah mezl wvektory z; a ;: . Podle definice

jo faQ]) = {0:} - {Q;} . Pomoc{ (167) sestavime maticovou rovnici

P L
q, Itol] &
_.é.. == [ —g -i- -—I- 2 ) (169)
B 8
co? je vlastnd hledany vztah
P L
z, = By z; . (170)

Matice pienosu pro styénik B8 Je tedy ddna &tvercovou matici{ v rovniei (169)
i
B = .-.'Z:.._.I...O... s
B S (37

M4 valikost 6 x 6, submatice Jjsou 3 x 3.

8 pouitim vztahu (169), popi. (170) se dostaneme v hlavni v&tvl rémové
konstrukce pres bod B a mifeme ve vypo&tu pokraZovat.

N&kdy neni sty&nik obou vw&tvi tuhy;
. spoj miZae mit jeden nebo n&kolik stupnd
B C:g; volnosti (u rovinnych rémovych konstruk-
v ci{ jeden nebo dva stupnd). Pak Je treba
vy¥podat pondkud upravit. Jake p¥iklaed
uvedeme konstrukci podle obr. 25, kds
A D vedlejsf prut BD je pfipojen kloubem.

Podle drivéj8iho vykladu budeme mit

- gbdobné rovnici (162) -
Obr. 25

AL LR % (172)
Q

odkud

(8,) = [RIR] {4} = [N] {4s}- —_—

V rozepsaném tvaru

g A
Ny Np Ny u
2 Lo
T - Ny My Ny -\ (174)
A ~
N Ny Ny Ny 4
B B

A
ProtoZe nyni mus{ byt ﬁ% = () (kloubem se moment neprenddf), nejsou deformace
niezdvislé, Z prvniho Pédku (174) dostaneme
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"~ ~ oS
Ny Uy = Ny Wy + Ny Py = 0 . (175)

0dd&lime-1i nulové prvky ve vektoru aa (v nefiem p¥ipadd odd&lime prvni

prvek ﬁ; , n&kdy viak musime matice nsjprve p¥eskupit), miZeme matice
v rovaici (174) rozd&lit na submatice

0 _ |_MNew! Magi | de

= s (176)
L) -~
Q Naw | Nag 98
& B ! B
Rozepsénim dostansme
0 = Ny Qe * Ny 9o
A (177

Qp = Nw §u + Ny §s -

Prvni z rovnic (177) Jje totoZnd s rovnicf{ (175). Vypo&tems z ni ix, (v na-
3am pripadd Q. ) a dosadime do druhé rovnice. Dostanems

8

Qy = (Nyy = Nog NJ Ny ) 3 (178)
Oznadime-11 matici druhého #édu

N = Nag = Nag N, N ) (179)
ziskd (178) tvar

6'2\/3 = N is - (180)

To je vztah, na ktery se zrsdukuje rovnice (173), pop¥. (174), Abychom pro
deld{ vypolet zachovali plvodn{ velikost matic a poPadi prvkd v nich, pridé-
me identitu O = 0 v prvnim ¥4dku a dostaneme

M o ' o 0 i
- e oo e - ' mmmmmmm —

Pl-lo T Wb (181)
. | N A

N o 1 ¢

Tato rovnice tedy ne=toupl misto (163). Dald{ vypodet Jje stejny jJako dfive.
Nynf se jedté zminime o piipadu

tuhé podpory nebo naopak kloubu v ng- 0 1 2 3
které v&tvi rémové konstrukce. Takovy c>‘“"”m4$
priped je zakreslen na obr. 26. Podle ék é%

vyrladu v ofedchozi kapitole Jsme
Obr. 26
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schopni napsat matice pifenosu pro jednotlivé pole a sestavit tyto transfor-
magni vztahy:

L P
z1 = A1 Zb s

L P (182)
z, = Az z,

Lo P
2 A3 Z

PotFebujeme jedt& matice B, , popt. 82 pro bed 7 , resp. 2 . ProtoZe
v podpore 1 Js V%L = 0, bude prvni z rovnic (182) vypadat takto:

L
0 @y 4 p
1 _ Ay % { 4 : (183)
h ay 4y T
T a a i
’ v )

Prvni Pddek v této rovnici véZie mezi sebou oba neznémé prvky vektoru z: .
Jeden z nich miZeme proto vyloudit

0 Qyy %

Po dosazeni (184) do (183) dostaneme

(0] 0 [

‘ ¢ o 'a%(a’fz Ay = Gy Gy ) {SD}P (185)
M 75.172' (@ 2y - ay as, ) 0

s _?:,7(‘7'12 Lyy — ay “4z)d

1
Prvky matice v hranaté zdvorce jsou zPejmd determinanty druhého Fédu, d¥lené
a,, . Zavedeme pro n# specidlni oznadenf{. Podle schématu

Sloupec g Sloupeec r
! i
! i
Rédex -—_-clz,n ________ ?jr______
I I
Bddel B ww w-mlly ——mo=——— A — — —
) 1 kg, L kr
! |
budeme znadit
I J ;Lr‘l aai 9, Tkr i kio ) . (186)

Determinant sestaveny z prvkd vyznadenych ve schématu d&lime levym hornim
prvkem. Potom (185) bude mit jednoduchy tvar

- 02 «



0 j11 21
112 21| P
: 4 b = {(f)} ; (187)
M |13 21) 0
T |14 21|

1
nebof |11 21| = 0.

Mi{sto neznémé T, , kterou jsme vyloudili, vstoupfl nyn{ do vy¥podru pe-
znémé reakce R, v podpofe 1 . Bude toti# platit, Ze

P L
- T+ R, (188)

ProtoZe ji zavadime Jako vn&j8{ sfilu, musime matici pFenosu rozd8i¥it ¢ Jedsn
sloupec; budeme mit

S I ji1 21| o
12 22| o
I ! {% * (189)
M 13 21| o R,
T 14 2] 1
1
T{m jeme se dostali za bod 7 . Po vyndsobeni zleva metici Az, dosteneme
1 L
a P g o
- W -
w by by
( ‘]0 [ [ A ] 1 30 r. _ b21 bzz (fo - (lgo)
5 = =
22 M b31 532 R1
2 \ T 1 b b”"’ b‘fZ.

L
Nyni v8ak M, =0, takie dj ¢, + dj R,=0. Vyloudime reskei &, a mfsto
n{ zavedeme do vypodtu thel &, , ktery budou svirat tedny k ohybové &épe
zleva a zprava v bodé 2 (v ohybové &4fe zde bude zlom). Vyjde

R, = "l‘;f';‘ Yo ) (191)
takZe
L |31 21] o ]
4 | 32 21 1
M ) | 33 21| o {Zz ' (392)
T }, | 34 21| o |

Determinanty l)k q;l zde pol&itéme pomoci prvkld b.;_}' z rovanice (190). Néso-
benim zleva matief A3 kone&n& vyjde
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-w =0 ”
J y = 0 C21
> =
M €3
T Cyy
J3 o
0dtud ziskémue frekvendni rovnici
€11 Cn
€2 Cao

a vztah mezi obdme nezndmymi Ghly

_ _ Cxu
4y €yp %
8 normalizaéni podminkou %=1
dostaneme d, = - g” a tim i
22
v8echny stavové vektory.

Jde=1ll o vynucené kmiténi,
pop¥. o staticky p#ipad, dostene-
me vn&J31{ zatiZeni do vypodétu
roz3{Fenim vektord a matic jako
u ostatnich d¥{ive probranych ne-
homogennich dloh.

31, dloha. S pouZitim matic pie-
nosu najdste vlastni frekvenci
torzni{ soustavy zakreslené na
obr. 27.

Redeni. Za hlevni vitev budeme
povatovat 0712 , za vedlejsi 345.
Abychom mohli p#ipad lépe popsat,
0odd8lime funkci pFevodu mezi ko-
ly 1 a 5 od jejich setr-
vainych G&inkd tak, %e schéma
pfekreslime {obr. 28). U kotou-
e 1 pek budeme mit t¥i Fezy:
levy (L), stredni (S), a pravy
(P), Pridané fiktivni kotoude
Jjsou nehmotné a zabezpelduji pie-
vod spojenf obou vatvi. Vektor

zg zpoloviny znédme

12
C22

32

C‘fZ ]

(e

..94..

fo

(193)

(194)

(195)



Lo 3 3
23 0 \ &8
Rovnici
P L 3
- ] - b
Z5 BSA5 Bé/ilr BJ T Uzs (b}
previSema do tvaru
~ 1P A
R A
A A { ¢3 } ) (C)
M 2
5
odkud
/\P A A_1 A
Mg = Rz R1 Ps (@
Z rovnice pro prevod odvodime vztahy
P __’_‘2 — i _ rs
¢ = -7 %=X @=7))
p 5 i 0P (e)
My = Nz x Ms
~ Ap
Z rovnic (d) a (e) vyloudime ¢ a f%. : dostaneme
P S 1 A Bt 4S8
= 2 £
Mf M‘I x? Rz R1 ¢1 ) ()
v maticovém tvaru
?’ P 1 0 90 S
4 A A (g)
M w2 R Ry b M

1

Vztah (g) umoinuje vypo¥et hlavni vitve diive popsanym zpisobem. MiZems Jjej
napsat ve zkréceném oznadani takto:

P=

Z4

Pak plati, Ze

N
1]

(o S |

S
C1 Z,

B, A,C,B A B 2t
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0dtud

U,, = 0 (frekvendni rovnice),

b2 = Ly fo
o 1

} (tvar kmitu).

Ach, ké% jes8t& chvili mohu
d{vati se na oblohu.

Jir{ Orten

14. Matiece pPenosu (pokradovéni)

v konstrukci strojd se velmi dasto setkévédme s rota&n& soumdrnou vélco-
vou skoPepinou, a to nejen u tlakovych nédob a potrubf, ale i u nejrizn&jdich
pf{rubovych spojd, dutych hifdeld apod.

Jak znémo, vede reden{ rotaénd
T} soumdrné védlcové skopepiny na ob-
- P44 dobnou diferencidlni{ rovnici, Jjaké
Y popisuje prihyb nosniku na pruiném
M ‘ E7 LN LRl
A l podkladu. Mohli bychom tedy vyuZit
o T v¥sledky odvozené ve 30. iloze.
o 1 Bude v8ak jednodussi, probereme-li
gy & — - pir{pad rotadné soumérné vélcové -
1 skorepiny zvlsst.

Smysl kladnych posuvl, udhld
otodeni, ohybovych momentd a posou-
vajfcich sil zavedeme shodn& s obr.
uo u, 29. Budeme piedpoklddat, Ze skoie-

pina Jje staticky zat{fena jen na
Obr. 29 okrajfch x =0 a x = £ posou-
vajici silou T; a ohybovym momen-
tem M; (i =0, 1). Pro prihyb
tenké rotadénd soumdrné vélcové skorepiny plati diferencidlni rovni=-

? T L LR L LAl ool dlombindindl lf“
[]

ce

AU T

e ) (196)
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b2k
A" 3(1_(‘01) )

M - Poissonovo &{elo,
h = tloustka stény,
r = atPedni polomér.

Pro A, = 0,3 vyjde cherskteristickd délka 4 £ 0,78 \rh . ReSeni (196)

napi8eme ve tvaru
V, (§) +G W (§) * G V(5) +C V. (), (197)

kde j = %‘ znadi bezrozmérovou souiadnici a V‘; (f) Krylovovy funkce, defi-
nované takto:

Vi (§)
)

coshf cos 5 ,

L}

W, (§) = (coshf sin f + sinh f cos f ) /2,
V5(f) = sinh S sin j /2,
Vt,(f) = (cosh f sin _f -  sinh j cos f /4.

Z teorie skoiepin dostaneme tyto vztahy:

du____d,_g,_ d;f_ 4C1V4'-CzVJ-C3V2—C#V3

$=-a - df dx 4
YR V, + GGV, + GV,

M = dxl D /62
=D F GV = GV - 4GV +G

B dx’ 43
D = £ h = ohybové tuhost sko¥epiny.

12 (1-u@*)
Pomoc{ okrajovych podminelk
Moy = M, ME) = M,
¢ (1%8)

T =T, , I (=)

vypodteme intcgradéni konstanty C, a% C,’L a sestavime vztah mezi stavo-
vymi vektory

ST



1 ) r = - Alu B T
"Ua, v,’ /32 ——0—3 —_D—# “u‘,}
Xy v Ry vy
¢ sV, Y A D Y,
3 - ) !
Y EDRY Y Y; (199)
M1 —%@'% A Y V-, 4V, M,
D \7 4D 7 _ 7 7
A S = +V, Vi ] |

Zde jsme zkrécend oznagili V; =V (—,f-) Gtvercovd matice v posledni rovni-
¢l je matic{ pFenosu A1 . Rovnici (199) tedy mlZeme zapsat takto:

L P
z, = Az . (200)
Prozkoumdme nyni vlastnosti matige pfenosg A18 . quli skofepina_yelmi grét_
kd, Je ¢ velmi malé, takie V, =1, V=%, V3 2 —2-.%2_ ’ V[f 2 e
Pak . -
e e
! ‘ 2b %0
{4 &
0 i - S ‘i
A = D 2D (201)
1 (pro £ & 4).
0 0 1
L 0 0 0 1 i
Odtud a z rovnice (200)
H,e* L 22
Uy = % - el * p D )
- - Mt R
f, = fo D 25 !
M1 == MD + 7;6 )
A .

Pro velmi krétkou skofepinu tedy plati{ stejné vztahy jako pro nosnik. A% na
ndkterd znaménka je totiZ matice (201) totoZnéd s matic{ z dlohy 26. 0Odli3nost
ve znaménkdch souvisi s Jjinou definici smyslu kladného prihybu a dhlu otodas-

ni.

¢

¢ _— ¢
= sinh — exp ==

Pro velmi dlouhou skofepinu Jje cosh 5
takZe matice pFenosu se zjednoduldi na tvar

HY
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. o _4d _&b
2 2 4D
¢ -b c _.as _A4d
vy 4 2D 20 3
= > A 202
A1 e 204 o5 . a4 (pro ), (202)
A% A 2
2D 20y b
Rl S S
Zde jsme pro struénost zavedli tato oznadeni:
¢ = COSj%*)
. . ¢ T
a = si’n—i—+f.‘os—§-=ﬂ- mn(7+—;.—);
d = sin -%' )
- sint - L. : (_g 7 I
b = S$in y: CO‘SAs _ﬁ sin y m

Ctvercovéd matice v rovnici (200) mé zvldStni strukturu. MiZeme ji rozdslit
na submatice a napsat v tomto tvaru:

i 2
L K 1 -4y
g™ €2 | e (pro € >4), (203)
2D po K
4% !
kde
@, ba
S 4 ]
K. = b ) V- & a } |
s ¢ B

Snadno se (dosazenim) pifesvédéime, Ze platl zajimavy vztah

K'N = =-NT K . (204)

r
Fyzikdlni dlsledek posledn{ rovnice je, %e deformacs q,,=[-,a,, Yo ].jsou se
gilami @ = [M, Ty ]Tu dlouhé skorepiny vézdny stejnym vztahem, af je konee
x={ wvetknuty ( 97 = O) nebo volny { 01 = 0). Rozepi3eme-li totiZ rovnici

2
K | -2N £
_Zn_ = wz-l)-———:—~29—— —i;- g4 (205)
01 TSI—N i K 0

doataneme v obou p¥ipadech stejny vysledek

4 1 Y Y
7~°='2_D—K NQ, = 2DNKGPO. (206)
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7 této rowvnice plyne vypo&tem

LR AR Rl

Tento vyraz lze upravit (dosazenim za ) a pouZitim vztahu pro 4 ). Vyjde

= U 4 - -5 My
1 = "E- ) (207)
_Y" ' % Ty
kde ’)
2 2 4, 2
4= 25 b= ) ¥ = hes

Matematicky disledek vztahu (204) je, Ze matice prenosu A, Je singulérni.
Pro inverzn{ matici X = A,1 by totiZ musilo platit, Ze

] |
K M ][ M i de ] L [ LA 0]
AN | K X 1 Kn 0 Iy
kde Kk = 7?% . Rozepsénim dostaneme

KXy -~ kNXy = I, KXy = kN Xy = 0,
ANX, + KX, =0, T VX + KXy = I

Vylouéime-1li nap#, Xﬁ , dostaneme pro X24 rovnici
-4 -
-k (N + KNTK) X, = I,
kterou nelze ¥e¥it, nebot
N+KN'K = N-KK'N=N-N =20,

To znemend, Ze “doznivéni” silovych ¢&inkd v dlouhé sko#epnind poru3luje
vazbu mezi stavovymi vektory ve vzddlenych Ffezech. Misto nf{ vznikd pouze jed-
noduchd vazba (207) mezi prvky tého% stavového vektoru,

Prakticky disledek% toho Je, %e pii aplikaci matice p¥enosu z rovnice
{199) na skorepinu o délce v&td{ nes asi €= 64 se projevi 3patné podming-
nost soustavy rovnic pro vypodet neznémych vzristem zaokrouhlovacich chyb.
Pak je tiPeba zakondit vypodet okrajovou podminkou (207) platnou pro po&dted-
ni vektor v dlouhé skofepini.

®) Jde o Pasternakovy p¥{&inkové &initele. Srov. HOSCHL, C.:
Pruinost a pevnost ve strojnictvi. Praha, SNTL/ALFA 1971, s. 230.
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32, uloha, Urlete napjatost v
okolil roviného mezikruhového dna
spojujiciho plas¥ tlakové néddo-
by s hrdlem podle obr. 30, Ve~
chny &dsti jsou z téhoZ materi-
8lu, teplota je konstantnf. Né-
doba Jje zatiZena vnit¥nim
pfetlakem p . PL&SY nédoby
i hrdlo jsou relativnd dlouhé
(€ » 4). Axidlni posuvy ne-
Jsou omezeny.

P,

Refenf. Kdybychom zrus$ili my3lenymi rezy ohybové momenty a posouvajici sily
v mistech 0 , 1 a 2, kde se skoPfepiny stykeji, popr. kde json p¥ipojeny
k desce, vznikly by vlivem nestejnych membrémovych dilateci rozdily radisl-
nich posuvd vlevo a vprave od ka¥dého Fe.u. Nop¥. polom&r plé3td nédoby by
se zvitéil o

2
Pty m\_p 31° - - 2
‘50-‘%,,—(7 45_)_15.’. 5~ (1 -0,15) 48,425 -+

kdestoc polomdr skorepiny 07 by se zvatsil o
2
d;=-§——3-9§-§—~ (1-0,15) = 263,570 £ .

Podobnd vynodteme ~vitdeni polomdru uvolngného hrdla

2
.pl2.8 _ - £
h=FHe (-0 = 8n00 .

Pomineme~1i ohyb desky, bude v uvolnéné desce existovat rovnéZ "membrdnové”
napjatost; vznikéd roztaZenim desky U&inkem tlaku p , plsobfc.iho na vnitdni
okraj desky. (Ohyb desky zalwrneme do vypo&tu pozd&ji spole&n¥ s ohybem skofe-
piny. UvaZujeme tedy Jjen radidlni posuvy). Je-11i vn&jd8f{ polumXv desky rn =
= 32 e¢m, vnit¥nf 7, = 12 cm, vzniké na okrajich desky posunuti f, , jZ R

které¢ vypodteme z teorie tlustosténnyeh nédob

\ 2
§1 _ —B— 2:‘4 rzz _-;-f‘?.. 2 . 32 . 12 = 10’472 _E_ ,
T Rt B 32 102

2.2
. y +5 . > (1168 = £
SZ'%’E(QI._GZ +/")“'§"12 (880 T by E "
Na tento "membrénovy" stav napjatosti a deformace se pak superponuje ohybovy
stav, obnovuj{ci souvislost tdlesa. PFl ohybu vznikaj{ dals{ radidlni posuvy,
vhly otodeni, ohybové momenty a posouvajici sily.




Protoze Pedime nehomogenni dlohu, roz8ifime stavové vektory o jednotku,
takie z=[-u g M ri 1]T . Osové sfla vyjde z podminky rovnovéhy a je pie-
dem zndma, proto do stavového vektoru nevstoupf, Vynechédme rovné% osovy po-
suv, nebo¥ nés nezajimé a k vypoltu staticky neur&itych sil a momentd jej
nepotfebujeme.

Pro wvektor z: bude platit rozd3fifeny wvztah (207) *)

-t - 61 0 nt
£ cw Vo (a
‘fa e | ],

v némz o = 25,610 22, A = 156,880 29, 4 = 8,361 58 (miry v cm, tedy
r=3em h =2cm 4 =6,12569 cm). Mezi vektory z‘ a zo” bude
yvazba

P L
% = By 2y (B

vyjadiujici deformadni podminku v bodé& 0 , totiZ rovnost celkovych posuvi.
Ka%dy posuv vznikéd jednak membrénovou, jednak ohybovou deformaci

L p
b + w, = d o+ ou . (¢)

Ohybovéd &éra musi byt v mist& 0 hladkd a ohybovy moment ani posouvajici
8{la se tam nezméni. Proto bude platit

[ -y )P i : Ao— L
/ I 0 ’ (a
T M = : 0 Mt ) :
L 1.0 I
1 0 L 0 | 1 | 1 0

kde 4, = d;-d, = -144,854 -hi?— . Vztahy (b) a (d) jsou totozné. Pro sko-
fepinu 071 bude platit pienos

1 1L — - . r y P
“UY I W
|

¥ | ¢ (a)
4 - AT »

M o= IO : )

T ] T

e — o oy e wom G e ww—e e o T--—-— -

11 B 0 O I I R B

*y 2ZmEna znamének souvisi s tim, Ze jde o pravy konec skofepiny, kdeito

rovnice (207) se wvztahovala na levy konec.
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kde A je &tvercovéd matice ze vztahu (199), vy&fslend pro r = 30,5 cm,
h =3 cm, € =15 cm, tedy 4 = 7,441 66 cm, —% = 2,015 68,
D = 2,472 53 E . Vyjde

-1,643 746 6,925 693 ~37,263 468 E71 ~209,765 417 £°1]

A . | 0676 482 -1,643 746 -2,801 055 £~ -37,263 468 E°7
0,297 130 £ 1,672 622 E  -1,643 T46 6,925 693
0,022 335 E 0,297 130 £ -0,676 482 -1,643 746

Rovnici (e) zapiSeme zkrécend

= A zb - A By . ()

£z
NEY
Il
ok
T

Ty
N

N

!
DN

N2 g s 7. N,
LN \T} M
= 2a \ Tz Z R 2
2
- - - o cr——  Go—_— PR R
(a) (b) (c)
Obr. 31
Nyni p¥istoupime k rozboru ohybovych deformaci r
desky. Budou na ni pisobit momenty a sily podle obr.
31 a. Smysl posuvi a dhlu otodeni zavedeme podle
obr. 32. Zatiieni (a) rozlo%ime na prvotni (¢), vy=- W
volané vndj3im tlakem, a druhotné (b), které souvi- ‘f -
s{ se vzdjemnym pisobenim desky a skoifepin. Ziejmé
Obr., 32
_ . @122 .
AG = p T5is 6 p, @& = 4 cm (srovnej s obr. 29),
- _ Tt R
Rz Tz ) Rf Tr )
v L el < P I3
M=, a iy M= M+ aT

w 103 =



Ohybovéd deformace desky jsou popsény rovniel ( A& = 0,3)
A

- W | P%""“ Inr o -.,g__IIB._ ] PCf‘

p r % 0 -5 Ry
w|7| 135  -orb& 0 —#r G, (&)
T L b 0 Fr ] |1

Vektor na pravé strang obsahuje integra®ni konstanty. Rovnice se odvodif
z Kirchhoffovy teorils desek a plati pro desku podle obr. 31 ¢ s posouvajici
silou —9-2-’; (je v ni zahrnut i ¥inek sfly N2 ).

© Z okrajovych podminek

win) -0, Metr) = = My Mplr) = = 1,
vyJjde . _ ¢ C
0 BLi tnn -4 -R4A d
2.1 1 ) C
{-Ff b=1 130 -07p% 0 | —23,2 | 1 T}
Ty - { [} /;1 | 72_7)1 63 (h)
v ; 1 | 33 2 i
U R - B - L p

#ili ve zkrdceném zdpisu

(@) = [m A ] {5

3
s - 8 . = :
zZde D =F 13(1 - 0,09) 46,886 45 E Jje ohybové tuhost desky,

Qdtud

il
-y
I

[y
—l

&
TN
—
Ol
St
H
e,
.
f——
~—

r, = 32 em, r, =12 cm. Vyjde

C, 3,952 698 -0,019 091 0,002 684 P

1 _
C, =F| 926,640 ~5,105 456 5,105 456 M, (1)
¢ 4885,615 -27,519 475 19,068 732 M,

S pouzitim (g) a (1) vypo¥teme dhly otodeni vzniklé plsobenim tlaku P a
sfly N, (obr. 33)

¥, = 1L,749 £ Y = 122,343
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Deformace zakreslené na obr. 33 jsou
vyvolény vn&j8im zat{Zenfm, tj. tla-

kem . X nim pristoupi deformace
(u, ()0) , plsobené silaml _ R1 N
R, a ohybovymi momenty /1, , /1,
(obr. 31 b).

Nyni napifeme podminky spoji-

tosti v bodd 4 . Celkovy radidlnt

posuv vleve d,* u.,L musi byt t¥E

Jako celkovy radidlni posuv whravo,

Ten gse sklédd z posuvu u,f vznik-
lého plsobentm sil R, , Ry |
Z posuvu f.," a Yy, plsobeného tlakem
p a silou N, (obr. 3P1 ¢, popd. Obr. 33
obr. 33) a z posuvu a @, , Je-liy,
otodeni plsobené momenty fl, . ﬁz_ .
Celkem
1 _ P P
u’ + t, +§ - ay +ag .
Také dhly musi byt stejné, takiZae
L P
Y = 1 Y1
Déle méme statické podminky
L P o - TP 1 P
M, M, My-al h I =R
Tyto vztashy lze shrnout do jediné maticové rovnice
(w1 a o o1 Al [-w]t
1
‘f’ 0 1 0 0 | Y b
M = o 0 1 e ; o} { My )
1
0 0 0 1 1 0 T
PR [ (e e s -——
1 0 0 i1 1
Lt L ° 0 4 ULy
priton A, = fy -4, = -253,099 £ . Rovaice (j) popisuje prenos
- L (k)
Z7 - 1 4
Pro zatiZlenf desky silami a momenty podle obr. 31 b dostaneme z teorie
tlustosténnych nddob a z rovnic (h), (i) wvazteh
L P
g’ 2 % ¢4

- 105 -



%ili v rozepsaném tvaru

(-u)t [a 0o o a v ol (-u]P
‘f 0 a3 a4, © E 0 ?
i M}y = 0 as  a, i 0 s My
]
R a, o 0o a ! 0 T
e wmmem | 00000 | eem ame ewe o wm e e e e owe m— _T—-- — - -
1, L 0o o © o0 ! 1] 1y
v ndm¥
a, = 1,864 55, a, = 4,170 74 E°7,
Gy = 1,861 3, a, =-0,782 12 £°1,
as =-4,059 4 E, a; = 3,133 3,
a, =-0,763 87 E , a, =-3,138 84.
Obdobné rovnici (j) odvodime pro bod 2 vztah
(-u P T 1 a o o ! A7 [-u]
|
Y 0o 1 0 0 ! - ¥
{ M} = o o0 1 -a , o0 |{ M
]
T 6o 0 ©0 -1 1t 0 R
B S ey lm o = & = =
1, Lo 0o o o1 1] (1
vosmg 8, =- [ « & - ay, = -s21,859 £ Tedy
P L
# Bz Zy
Konetné& pro vektor zf méme okrajovou podminku podle (207)
p N A nP
" u 1 R T
= e A 1 / & e
¢ E i L 1 0 i,

2

Pro r =12,8cm, h = 1,6 cm vyjde
? = 18,847 82.

Postupnym dosazenim z rovnic (b), (f), (%), (£) 2 (n) dostaneme

2 = B A, B, A, B z

2

- 1C6 -

Z = 26,298 49, A = 73,388 90,

(m)

(n)

(o)

(p)



%ili = v pozm&n&ném zépisu =

b -

(a)
Rovnice (p) a (q) Jjsou totoZné. Stavovy vektor 2z, , popf. 2z, . neni roz-
§i{fen o Jjednotku, takZe
' -4,
, = Ll Lk
’ @ o
]
a podobné 2z, . Rovnice (a) a (o) lze pak zapsat ve tvaru
{io}-‘-[\"/o] [ao}) ‘{7!}’[“/2]{023/ (r)
JestliZe oznadime
[W]..L - d A | [W]=-L - -8
o' E -y 4 dT E F 2 (s)
Rovnice (r) jsou ekvivalentni se vaztahem
i _zo_ o
ARAl ENtE
v nsmZ

I -w, 0 ' 0

I ’ (w)
I' i WZ
Submatice maji velikost 2 x 2. Z rovnic (q) a (t) odvodfme

- (K, » K, U)K, b .

Zo-’-'

(v)
Invertujeme tedy matici v oblé zédvorce, kterd mé velikost 4 x 4. Méme-li
podéatedn! vektor

z; = [ Zy ! 1]7, méme i ostatni stavové vektory.
Pri numerickém vypodtu miZeme vyuiit princip superpozice. Zvolime napi.
p =1, £ = 1. Nap&t{l pak vyjdou v bezrozmirovych hodnotdch —%}?— a

posuvy a dhly v ;; -nésobeich.

Po¥{téme-11i napét{ ve skorepind o polomdru »r a tloud¥ce h , bude
axidlnf{, pop*. obvodové membrénové napsti

g =2"—" = _1'.".. r

w2 gh -1 O m E"*'ph_—

(w)
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Ohybovd napst{ v povrchovych vldknech budou

6 Mn _
Ga.cr = pr ! 6(:0 = M wa

Numer icky vyjdou ty*o stavové vektory (pro =1 &
Rez oL 1L 2P
-u 114,862 342,699 -140, 411
¥ 31,948 -31, 464 -46,134
M -3,157 51, 216 -10, 235
T 0,217 10,602 5,581

Deformace jsou zakresleny na obr. 34 v relativnim zv&t3eni.

0

— =)

bt

Obr. 34

T¢81 mne, jestli &tendfové moji
jest& n&dehc odekdvaji.
Jé4 Jjsem hotov.

Karel Hynek Mécha

15, N&%o0li% pozndme% ¥k préci s maticemi

Matice A Je souborem dvouindexoviych velifin ajr ( } =1, 2, ...,
nis k =1, 2, ..., m ; n je polet radkd, m po&et sloupcl). Do pa=-
m3ti poéditade je viak mlieme uklddat jen jako jednoindexové veli&iny ay

b
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( € =1, 2, ..., nm ), tedy vektory. Prvky a; uklédédme napi. do
ragistrld

b+ 1, b+ 2, ..., b+ nm (209

kde b je &fslo registru, ktery pfedchéz{ prvni ulozeny prvek.

Katicl ukléddme bud po F&decfch, nebo po sloupcich. Zvolime-1i uklédéni
po ¥édcich, p¥ipadns prvek a5k do registru s &f{slem

2 = ib,;.v;b+(l);-'l)m+f<. (210)

Pro uxlddéni matice do pam&ti potiebujeme tedy tyto vstupni ddaje: &fslo
registru b , za nim% mé byt matice uklédéna, pu&et ¥&dkd # , po&et sloup-
c¢cd m . Frogram pro vklédZni matice by m&l obsahovat i kontrolni tisk uklé-
danych dat v p¥ehledném uspoirddéni.

Pot¥ebujeme~1li uloZit diagondlni matici, popt. jinou metici s malym
pod&tem nenulovych prvkd;, bylo by vklddén{ v3ech dat vdetn& nul u vétsich ma-
tic zbytedénd zdlouhavé. Pak je JednoduSdi pouiit powucecny program pro vynulo-
vdni pole (209) a vklédat nenulové prvky jednotlived. Ke vklédéni jednotli-
vych prvkd si pfipravime program, do ndho# budeme podle (210) potiehovet
vstupn{ ddaje b , m ; ty se uloZi do pomocnych registrd. Ka%dy prvek ma-
tice pak vklddéme pomoci ti#i ddajd, a to j , k @zk » 2 prvaici dvou
ddajl urdf{ po¥itad adresu registru r , do ndhoZ pak uloZi tietl dday, to-
ti%z prvek matice ajk g <

Programy pro podetnf dkony s maticemi mi¥eme upravit také tak, abychem
popripadd vyuzili pdsovost nebo soumérnost matice. U soumdrné matice stadi
pak uklédat jen prvky na hlavni diagondle a nad ni (pop#. na hlavnf{ diagond-
le a pod ni), u pésové matice pak Jen prvky uvnit® pdsu. Tyto \dpravy se pra-
vidolng vyplati u velkych podf{ta&l. U malych po&ftadld je t¥eba vaZit rozssh
operaci v celé uloze, nebof komplikace programu nemusi byt vyvéiena usporou
v podtu vlioZenych dat. Spife ndm pomiZs vhodné vyuZivédn{ vndjd3{ pamsti podi-
tade.

Zévérem je nutno poznamenat, Ze po&ital znamend udsporu préce jenom pro
toho, kdo pracuje starymi metodami a podftad pouZivé jen jako zdokoneleny
kalkuladni stroj. Tim v3ak dostatedns nevyuiivéd jeho moZnosti. Jestli¥e
Jsm: se rozhodli pro co nejlepdf vyu¥itf po&itede, musime k tomu vynszlo¥it
newalou nédmahu, zejména v poldtednim stadiu pri vytvéten{ a ladéni programd,
pri sestavovédni katalogu nejéastdji uzZivanyeh vzorel apod. Odm3nou je pak
dobré sluiba politade, ktery nds zbavujs zdlouhavé a namdhavé numerické pré-
ce a poskytuje v neuvdditelnd krdtkém &ase velké mnoZstvi informaci. Je scho-
pen opakovat FeSeni téZe dlohy s rdznymi vstupnimi daty, tak¥e konstruktér
mi%ec snadno urdit nebo alespon odhadnout optim&lni ¥eleni svého problému.
Politad v8ak nemlZe nahradit vzd3ldni. Slovy genidlnfho Norberia Wilenera,
po&ftad ndm d4 jenom takovou odpovdd, jakou otdzku mu umime poloZit.
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