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1 Struktura disertac¢ni prace

Disertacni prace je souborem praci: sestava z casti publikované monografie
(z roku 1991, spoluautor V. Kokilashvili, kterd byla zaloZena na vlastnich pracich
autoru), a z dalsich sedmi publikovanych ¢lankua. Originalni texty byly pro ucel
diserta¢ni prace formalné, nikoli vS§ak obsahové pozménény: opakované definice
pojmu byly nahrazeny pfislusnymi odkazy a bylo sjednoceno znaceni. Tyto prace
se tykaji vahovych nerovnosti pro klasické operatory, dekompozicnich a extrap-
ola¢nich technik, limitnich vnofeni prostoru Sobolevova, Bésovova a Triebelova-
Lizorkinova typu a aplikaci vét o vnofeni a extrapolac¢nich technik na kvalitativni
vlastnosti eliptickych rovnic a systému.

Tomu odpovidé ¢lenéni préce na jednotlivé kapitoly. Prvni kapitola ob-

vvvvvv

V. Kokilashvili and M. Krbec, Weighted Inequalities in Lorentz and Orlicz Spaces.
World Scientific, Singapore 1991,

zalozené na c¢lancich:

V. Kokilashvili and M. Krbec, Weighted inequalities for Riesz potentials and
fractional mazimal functions in Orlicz spaces (Russian). Dokl. Akad. Nauk SSSR
283 (1985), 280-283. English transl.: Soviet Math. Dokl. 32 (1985), 70-73,

V. Kokilashvili and M. Krbec, On the boundedness of anisotropic fractional mazi-
mal functions and potentials in weighted Orlicz classes. (Russian). Trudy Thiliss.
Mat. Inst. Razmadze Akad. Nauk Gruzin. SSR 82 (1986), 107-115,

V. Kokilashvili and M. Krbec, Carleson measures and A, weights in Orlicz
spaces. Soobshch. Akad. Nauk Gruz. SSR 137 (1990), 269-271

a na ¢lanku

M. Krbec, Two weights weak type inequalities for the mazimal function in the
Zygmund class. In: Function Spaces and Applications, Proc. Swedish-US Conf.
Lund 1986. M. Cwikel et al. (eds.). Lecture Notes in Math., Vol. 1302, Springer-
Verlag, Berlin 1988, 317-320.

Druha kapitola se skladéd z neddvnych vysledku, obsaZzenych v ¢lancich

D.E. Edmunds and M. Krbec, On decomposition in exponential Orlicz spaces.
Math. Nachr. 213 (2000), 77-88,



A. Fiorenza and M. Krbec, On optimal decomposition in Zygmund spaces. Geor-
gian Math. J. 9(2002).

D.E. Edmunds and M. Krbec, Decomposition and Moser’s lemma. Rev. Mat.
Complutense 9 (2002), 1-18.

T¥eti kapitola je vénovéna vztahum limitnich vnofeni Trudingerova
a Brézisova-Waingerova typu (nékdy také nazgvangch T-vnofeni a BW-vnofeni
nebo kritickd a superkritickd vnofeni) a limitnim vnofenim prostoru s dominujici
smiSenou hladkosti. Obsah je tvofen nésledujicimi tfemi ¢lanky:

D. E. Edmunds and M. Krbec, Two limiting cases of Sobolev imbeddings. Houston
J. Math. 21 (1995), 119-128,

M. Krbec and H.-J. Schmeisser, Limiting imbeddings. The case of missing deriva-
tives. Ricerche Mat. XLV (1996), 423-447.

M. Krbec and H.-J. Schmeisser, Imbeddings of Brézis-Wainger type. The case of
missing derivatives. Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 131A(2001), 1-34.

Zéavérecna ¢tvrta kapitola obsahuje nékolik aplikaci vysledku v teorii prostoriu
funkci v parcidlnich diferencidlnich rovnicich (PDE). Je vSak velmi obt{zné vést
zde néjakou délici ¢aru mezi teorii a aplikacemi. Kapitolu tvoti ¢lanky

M. Krbec and T. Schott, Superposition of imbeddings and Fefferman’s inequality.
Boll. Un. Mat. Ital., Sez. B, Artic. Ric. Mat. 8 (1999), 629637

a ,aplika¢ni” Cast spole¢ného ¢lanku s A. Fiorenzou o dekompozicich v Zyg-
mundovych prostorech (viz druhé kapitola).

2 Publikace autora, majici vztah k disertaci

Monografie:

[1] V. Kokilashvili and M. Krbec: Weighted Inequalities in Lorentz and Orlicz
Spaces. World Scientific, Singapore—-New Jersey—London—-Hong Kong 1991,
233 pp. Zbl.0751.46021, MR: 93g:42013.

[2] 1. Genebashvili, A. Gogatishvili V. Kokilashvili and M. Krbec: Weight The-
ory for Integral Transforms on Spaces of Homogeneous Type. Addison-
Wesley, Pitman Monographs and Surveys in Pure and Applied Mathematics
92, Harlow 1998, 410 pp. Zbl. 0955.42001, MR: CMP: 2001 03.



3]

C. Eck, J. Jarusek and M. Krbec: Unilateral Contact Problems. Variational
Methods and Existence Theorems. To appear at M. Dekker, Inc., New York
2004.

Clanky (ve védeckych éasopisech nebo referovanych sbornicich):

[1]

S. Fucik and M. Krbec: Boundary value problem with bounded nonlinear-
ity and general null-space of the linear part. Math. Z. 155(1977), 129-138.
Zbl. 0346.35051, MR: 57 #13179.

M. Krbec: Modular interpolation spaces I. Z. Anal. Anwendungen 1(1982),
25-40. Zbl. 0519.46026, MR: 84k:46056.

M. Krbec: On anisotropic imbeddings. Comment. Math. Univ. Carolinae
25(1985), 473-481. Zbl. 0564.46029, MR: 86¢:46033.

V. Kokilashvili and M. Krbec: Weighted inequalities for Riesz potentials and
fractional maximal functions in Orlicz spaces (Russian). Dokl. Akad. Nauk
SSSR 283(1985), 280-283. Zbl. 0622.42015, MR: 87h:42028. (English transl.:
Soviet Math. Dokl. 32(1985), 70-73.)

M. Krbec: An integral characterization of zero traces in nonreflexive
Sobolev type spaces. Coll. Math. Soc. Janos Bolyai 49(1985), 525-529.
7Zbl. 0631.46037.

V. Kokilashvili. and M. Krbec: On boundedness of anisotropic fractional
order maximal functions and potentials in weighted Orlicz spaces (Russian).
Trudy Thiliss. Mat. Inst. Razmadze Akad. Nauk Gruzin. SSR 82(1986),
106-115. V. Kokilashvili and M. Krbec: Zbl. 0626.46019, MR: 88m:42033.

M. Krbec: Two weight weak type inequalitites for the maximal func-
tion in the Zygmund class. In: Lecture Notes Math. Vol. 1302, Func-
tion Spaces and Applications, US—-Swedish Seminar Lund, June 1986
(M. Cwikel, ed.). Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York 1988,
317-320. Zbl. 0645.46030, MR: 89j:42017.

M. Krbec: Weighted norm inequalities in Orlicz spaces. In: Function spaces,
differential operators and nonlinear analysis. (L. Péivarinta, ed.) Research
Notes in Mathematics Series, Longman Sci. & Tech., Harlow 1989, 77-88.
Zbl. 0695.46013, MR: 91k:46025.

V. Kokilashvili and M. Krbec: Carleson measures and A, weights in
Orlicz spaces. Soobshch. Akad. Nauk Gruzin. SSR 137(1990), 269-271.
Zbl.0729.42010, MR: 91k:42026.



[10]

[15]

[16]

A.S. Gogatishvili, V.M. Kokilashvili and M. Krbec: Maximal functions in
the classes ¢(L) (Russian). Dokl. Akad. Nauk SSSR 314(1990), 534-536.
English transl.: Sov. Math. Dokl. 42(1991), 488-490. Zbl.0755.42011,
MR: 92c:42018.

M. Krbec and L. Pick: On imbeddings between weighted Orlicz classes.
Z. Anal. Anwendungen 10(1991), 107-117. Zbl. 0755.46010, MR: 93e:46039.

B. Opic, L. Pick and M. Krbec: Imbedding theorems for weighted
Orlicz-Sobolev spaces. J. London Math. Soc. (2)46(1992), 543-556.
Zbl. pre00563144, MR: 93k:46021.

A. Gogatishvili, V. Kokilashvili and M. Krbec: Maximal functions, ¢(L)
classes and Carleson measures. Proc. A. Razmadze Math. Inst. 102(1993),
85-97. Zbl. 0815.42010, MR: 95e:42016.

M. Krbec, B. Opic, L. Pick and J. Rakosnik: Some recent results on Hardy
type operators in weighted function spaces and related topics. In: Function
Spaces, Differential Operators and Nonlinear Analysis. Teubner-Texte zur
Mathematik, Band 133 (H.-J. Schmeisser and H. Triebel, eds.). B. G. Teub-
ner Verlagsgesellschaft, Stuttgart-Leipzig 1993, 158-184. Zbl. 0803.46036,
MR: 94g:47041.

D.E. Edmunds and M. Krbec: On two limiting cases of Sobolev imbeddings.
Houston J. Math. 21(1995), 119-128. Zbl. 0835.46027, MR: 96¢:46038.

M. Krbec: Inequalities for classical operators in Orlicz spaces. In: Fourier
Analysis and Partial Differential Equations (J. Garcia-Cuerva et al., eds.).
CRC Press, Studies in Advanced Mathematics, Boca Racon 1995, 211-226.
MR: 96e:42018.

M. Krbec and H.-J. Schmeisser: Extrapolation of reduced imbeddings. In:
Function Spaces, Differential Operators and Nonlinear Analysis, Proc. Conf.
held in Paseky nad Jizerou 1995 (J. Réakosnik, ed.), 71-88. Zbl. 0879.46014,
MR: 98k:46053.

M. Krbec and H.-J. Schmeisser: Limiting imbeddings. The case of
missing derivatives. Ricerche Mat. XLV(1996), 423-447. Zbl. 0930.46029,
MR: 2001£:46049.

M. Krbec and J. Lang: On imbeddings between weighted Orlicz-
Lorentz spaces. Georgian Math. J. 4,2(1997), 117-128. Zbl. 0899.46022,
MR: 98d:46033.

A. Fiorenza and M. Krbec: Indices of Orlicz spaces and some applications.
Comment. Math. Univ. Carolinae 38,3(1997), 433-451. Zbl.0937.46023,
MR: 99b:46032.



[21] M. Krbec and T. Schott: Embeddings of weighted Sobolev spaces in the bor-
derline case. Real Anal. Exchange 23,2(1997-98), 395-420. Zbl. 0946.46029,
MR: 99£:46045.

[22] M. Krbec: Extrapolation of Sobolev imbeddings. Collectanea Math.
48(4,5,6)(1997), 601-617. Zbl. 0908.46022, MR: 98m:46049.

[23] M. Krbec and T. Schott: Superposition of imbeddings and Fefferman’s in-
equality. Boll. Un. Mat. Ital., Sez. B, Artic. Ric. Mat. 8,2(1999), 629-637.
Zbl. 0948.46023, MR: 2000g:46044.

[24] M. Krbec: The trace inequality and some applications. Le Matematiche
LIV(1999), 95-109. Zbl. 0954.26007, MR: 2001¢:46062.

[25] D.E. Edmunds and M. Krbec: On decomposition in exponential Orlicz
spaces. Math. Nachr. 213(2000), 77-88. Zbl. pre01455878, MR: 2001c:46053.

[26] A. Fiorenza and M. Krbec: On the domain and range of the max-
imal operator. Nagoya Math. J. 158(2000), 43-61. Zbl. pre01491168,
MR: CMP: 2000 14.

[27] A. Fiorenza and M. Krbec: On some fundamental properties of the maximal
operator. In: Function Spaces and Applications (D. E. Edmunds et al., eds.).
Narosa Publ. House, New Delhi 2000, 69-81.

[28] H. Heinig, R. Kerman and M. Krbec: Weighted exponential inequalities.
Georgian Math. J. 8(2001), 69-86. Zbl. pre01621370, MR: CMP: 2001 12.

[29] M. Krbec: On extrapolation of Sobolev and Morrey type imbeddings. Func-
tion spaces. Proceedings of the 5th international conference, Poznan, Poland,
August 28-September 3, 1998 (H. Hudzik et al., eds.). Lect. Notes Pure
Appl. Math. 213, Marcel Dekker, New York 2000, 297-321. Zbl. 0966.46016,
MR:2001g:46078.

[30] M. Krbec and H.-J. Schmeisser: Imbeddings of Brézis-Wainger type. The
case of missing derivatives. Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 131A(2001), 1-34.
MR: CMP: 2001 14.

[31] D.E. Edmunds and M. Krbec: Decomposition and Moser’s lemma. Rev. Mat.
Complutense 9(2002), 1-18. Zbl. pre01808649, MR 2003e:46036.

[32] D. Cruz-Uribe, SFO, and M. Krbec: Localization and extrapolation in
Lorentz-Orlicz spaces. In: M. Cwikel et al. Function Spaces, Interpolation
Theory and Related Topics. Proceedings of the conference held in Lund
(Sweden), August 17-22, 2001, in honour of Jaak Peetre on his 65th birth-
day (A. Kufner, , L. E. Persson, G. Sparr, M. Englis, eds.). de Gruyter, Berlin
2002, 389-401. Zbl. pre01857825, MR: CMP:2003 06.



33]

[34]

A. Fiorenza and M. Krbec: On optimal decomposition in Zygmund spaces.
Georgian Math. J. 9(2002). Zbl. pre01804068, MR 2003e:46038.

J. Jarusek, M. Krbec, M. Rao and J. Sokolowski: Conical differentiability
for evolution variational inequalities. J. Differential Equations 193(2003),
131-146.
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[1]

M. Krbec: Interpolation in Sobolev-Orlicz spaces (Russian). Sbornik 7.
sovetskogo-cechoslovackogo seminara “Primenenija metodov teorii funkcij

i funkcional’nogo analiza k zada¢am matematiceskoj fiziki”, Yerevan 1981,
147-180.

M. Krbec: An imbedding theorem for Sobolev-Orlicz spaces via interpo-
lation. In: Constructive Theory of Functions ’81, Proc. Int. Conf. Varna
’81, Publ House Bulg. Acad. Sci. (Bl. Sendov, ed.), Sofia 1983, 393-395.
Zbl. 0591.46028, MR: 85d:46041.

V. Kokilashvili and M. Krbec: On the boundedness of Riesz potentials
and fractional maximal functions in weighted Orlicz spaces. In: Proceed-

ings of the International Conference on Constructive Theory of Functions,
Varna '84. Publ. House Bulg. Acad. Sci., Sofia 1984, 468-472. Zbl. 0592.46026

M. Krbec: A characterization of functions with zero traces. In: Constructive
Theory of Functions '87, Proc. Int. Conf. Varna ’87, Publ House Bulg. Acad.
Sci. Sofia 1988.

M. Krbec: Two-weight estimates for a maximal operator (Russian). Func-

tional and numerical methods in mathematical physics 268 “Naukova
Dumka”, Kiev, 1988, 110-113. MR: 90m:42029.

M. Krbec and T. Schott: On factorization of Fefferman’s inequality. In: Pro-
ceedings of Equadif 6 (Z. Dosl4, ed.). Masaryk University, Brno 1998, 11 pp.

Pripraveno nebo pred dokonéenim:

1]
2]

3]

M. Krbec and H.-J. Schmeisser, On mixed norm imbeddings in the critical
case. Submitted.

M. Krbec, H.-J. Schmeisser and W. Sickel, Convergence of Whittaker-
Shannon series in the uniform norm, manuscript, 23 pp.

D.E. Edmunds and M. Krbec, Variations on Yano’s extrapolation theorem.
Research Report No.: 2004-01, University of Sussex, 2004. Submitted.



3 Soucasny stav studované problematiky

Nejprve podame piehled problematiky studované v disertacni praci a jejiho za-
sazeni do Sirsiho kontextu soucasného vyzkumu, véetné historickych souvislosti.
Budeme pfitom sledovat ¢lenéni prace do tésnéji souvisejicich celkli, odpovida-
jicim jednotlivym kapitolam. Citace praci v tomto oddile jsou oznaceny kombinaci
pismen a c¢isel a lze je nalézt v seznamu literatury pocinaje str. 17.

7 vz

Prvni kapitola je jaddrem orliczovské ¢asti monografie [KK91|, kterd byla
vysledkem zhruba Sestileté spoluprace s V. Kokilashvilim, vedouci osobnosti
tbiliské $koly realnych metod harmonické analyzy. (Tato spoluprace pokracuje
dodnes a jejim nejdulezitéjsim vysledkem je dalsi rozsdhla spole¢nd monografie
[GGKK] z roku 1998, kterd vak neni do této disertace zahrnuta.) Studium kla-
sickych operatoru harmonické analyzy (a jejich rtuznych zobecnéni) prostiedky
redlné analyzy (proto Casto uZivany nazev redlné metody harmonické analjzy)
je jednou velice aktivnich oblasti matematické analyzy. Systematické vysetfovani
vlastnosti téchto operatoru v prostorech funkci za¢ina ve dvacatych a t¥icatych
létech fundamentalnimi vysledky Hardyho, Littlewooda, Soboleva a Wienera
(viz [HL30], [HLP51]), [So38], [Wi39]), pokracovalo vytvofenim hluboké teorie
maximalnich funkci, singuldrnich integralu, konvolu¢nich integrali, vychaze-
jicich z Poissonova integralu a fourierovské analyzy — pripomenme zde prace
[CZ56], [KnS69] a zndmé monografie Zygmund [Zy59], Stein [Ste70], Stein a
Weiss [SWT71]), Stein [Ste93]. Jeden z podstatnych stimuli byl napf. pokus
o zobecnéni Cauchyho-Riemannovych podminek do N dimenzi v padesatych
létech, ktery posléze vedl k prekvapivé teorii redlnych Hardyho prostoru.

Teorie Fourierovych multiplikdtoru a souvisejici Littlewoodova-Paleyova
teorie g funkci ma zasadni vyznam pro dnesni teorii prostoru funkci zaloZzenou
na fourierovské analyze, nebot se zde pouzivaji pravé podobné rozklady a zde je
potieba zminit jména J. Peetreho a H. Triebela, jakozto duchovnich otct soucasné
fourierovské teorie prostoru funkci. Seznam literatury obsahuje fadu jejich zasad-
nich praci.

Dalsim vyznamnym impulsem byl problém omezenosti operatoru ve vahovych
prostorech. Pripomenme fundamentalni zasluhu Soboleva, ktery dokazal znamou
vétu o vnoreni prostori, jez nesou jeho jméno. V fe¢i operatoru: uvazujme pro
jednoduchost funkci f ze Sobolevova prostoru prvniho fadu na néjaké konvexni
oblasti, tedy |f| je odhadnuta konvoluci |Vf| a Rieszova jadra prvniho fadu
1/]z|V~1. Sobolev dokézal, ze pro 1 < p < N takovy konvoluéni operator pracuje
z LP do LY, kde 1/q = 1/p — 1/N, rozsiiil tim tedy jednodimensiondlni vétu



Hardyho a Littlewooda na RY . P¥irozenou otazkou bylo, co se stane, uvazujeme-
li vahové LP prostory. Pies velké usili prisla po nékolika ¢astecnych vysledcich
(Walsh, Lizorkin a dalsi) z let padesatych piekvapivé odpovéd az téméf pul sto-
leti po pionyrskych vysledcich Hardyho a Littlewooda. Muckenhouptovy prace
[M72/1] a [M72/2] daly odpovéd na analogickou otdzku pro maximélni opera-
tor a v roce 1974 vytesili Muckenhoupt a Wheeden v [MW74] problém Ries-
zovych potenciili ve vahovych LP prostorech. Tyto préace vyvolaly doslova lavinu
stovek praci dalsich (viz napf. [M85], [MWT74], [MuW76], [Sa82], [Sa84], [Sa88]).
Jedna z prvnich vynikajicich monografii, vénovana zejména singuldrnim inte-
gralim a dvouvdhovym nerovnostem je Kokilashviliho kniha [Ko85], ktera se
vsak diky zndmym pomérum v tehdejsim Sovétském svazu objevila pouze v rust-
iné. K zakladni literatufe tu patii monografie Garcia-Cuerva a Rubio de Francia
[GR85], Torchinsky [To86], a Stein [Ste93].

Spolecné s V. Kokilashvilim jsme studovali vlastnosti Rieszovych potencidlu
a maximalnich funkci necelého fadu Orliczovych a Morreyovych-Orliczovych pro-
storech. Orliczovy (a Lorentzovy) prostory nachazeji mnohé aplikace v analyze
a jsou prirozenou nejblizsi skalou prostoru, zahrnujici Lebesgueovy LP prostory.
Znédmou a zna¢né nepfijemnou vlastnosti Orliczovych prostoru je vSak definice
jejich normy. Zatimco v prostoru LP(§2), 2 C RY méfitelnd, mame normu

k dispozici p¥imo, danou formuli || f||, = ([ |f(x)? dz) 1/p, norma v Orliczové
2

prostoru je Minkowského funkciondl modularni jednotkové koule. To mé ob-
vykle za nasledek, Zze preneseni vysledkl znamych pro Lebesgueovy prostory neni
bezprostiedni a pouze technickou zalezitosti. Zarovei jsou tyto prostory v analyze
zna¢né dulezité . Poznamenejme, Ze z historického hlediska se nejprve studovaly
nereflexivni Orliczovy prostory exponencidlniho typu a Zygmundovy prostory
(napt. zndmé a hluboké aplikace v teorii Fourierovych fad, které 1ze nalézt v Zyg-
mund [Zy59]). VySetfovani klasickych operatoru v nevdhovych Orliczovych pros-
torech za¢ind ziejmé u Torchinskyho [To76] a priukopnickym vysledkem, charak-
terizujicim vahy, pro které je maximalni operator omezeny ve vadhovém Orliczové
prostoru, je prukopnicky ¢lanek Kermana a Torchinskyho [KeT82]. Na to jsme
navéazali spolecné s V. Kokilashvilim a nalezli nutné a postacujici podminky pro
omezenost Rieszovych potenciala, Rieszovych singularnich operatort, maximalni
funkce necelého fadu a anisotropnich potenciali v nékolika spole¢nych ¢lancich,
z nichz jsou do diserta¢ni pfevzaty [KK85], [KK86], [KK90].

Posledni ¢ast prvni kapitoly je vénovana slabym dvouvadhovym nerovnostem
v Zygmundovych prostorech. Dvouvahové nerovnosti se ukazaly byt pomeérné
obtiznéjsi — od prvni poloviny sedmdesatych let byla nalezena fada nut-
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nych a postacujicich podminek, jejichz spoleénym problémem je to, ze jsou
vyjadieny v terminech chovani operdtoru samotného (typicky napf. na mnoziné
charakteristickych funkeci), pfipadné uzivaji velmi komplikovanych dekompozi-
ci funkci a jsou prakticky neverifikovatelné (viz napf. Sawyer [Sa82], [Sa84],
Carbery, Chang a Garnett [CCGS85]); ponékud ,pf{jemnéjsi” podminky nalezl
Genebashvili [Ge89]. Mnohem schudnéjsi podminky byly nalezeny v piipadé
slabych nerovnosti, jak v L? prostorech, tak v Orliczovych prostorech. Limit-
ni forma Muckenhouptovy podminky pro p — 14 je uvazovana v autorové
praci [K86] kde je nalezena nutnd podminka pro omezenost maximélniho ope-
ratoru ze slabého Zygmundova prostoru do L.

Stav problematiky vahovych nerovnosti v Orliczovych a Lorentzovych pros-
torech pocatkem devadesatych let reflektuje nase monografie [KK91], obsahujici
rovnéz obsirnou bibliografii.

V minulych létech pak zna¢na ¢ast studia sméfovala ke znacné obecnéjsi for-
mulaci problému v tzv. prostorech homogenniho typu, zavedenych a studovanych
Coifmanem a Weissem v [CW71], pozdéji i fadou dalsich autoru. Tomuto tématu
v Orliczovych a Lorentzovych prostorech je vénovéna nase monografie [GGKK].

Druha kapitola je vénovana extrapolacnim metodam. Typickym pripadem
je chovani klasickych operatoru harmonické analyzy (jako je maximaln{ funkce)
v prostorech LP, p > 1, kdyz p — 1. Podobnym dulezitym ptikladem je chovani
sobolevskych, resp. morreyovskych vnoieni Sobolevovych prostori Hy, kdyz se
soucin sp blizi zleva kritickym hodnotam N, resp. p+ N. Rust norem prislusnych
operatoru (diverguji do oo) se podafilo v takovych pfipadech odhadnout a pak je
tedy mozné ziskat dvojici prostori, mezi kterymi pfislusny operator v takovém
limitnim piipadé pracuje. Napf. pro maximéalni operator plati, ze

P cp? P
/ M @) do < (p_l)pR[ f@Pds,  1<p<oco.

kde ¢ nezavisi na p a f. Tuto situaci (a rovnéz situaci k ni duélni) pro nezadporné
subaditivni operdtory fesi slavna klasickd Yanova extrapolaéni véta [Y51] z roku
1951. Podobné jako se v teorii interpolace staly klasické véty (Rieszova-Thorinova
a Marcinkiewiczova) zdkladem a inspiraci k abstraktni teorii interpolace, vznikla
i abstraktni teorie extrapolace (Milman a Jawerth [Mi94]|, Milman [JM91]).
Vaznym problémem je vSak popsat béznymi analytickymi prostiedky vysledek
aplikace abstraktnich metod. Do jisté miry uspokojiva situace v soucasné dobé
se tyka pouze logaritmickych Lebesgueovych prostorit L?(log L)%, a € RY. Ex-
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trapolacni charakterizaci v ,klasickych” terminech nalezli Edmunds a Triebel
v [ET95] a [ET96]. Ozna¢me \; = (27) = (1—277)71, j € N. Jestlize 1 < r < oo,
potom funkcional

[e%s} 1/r
oo =t (2 lsli,) (3.1)
‘g‘:Zj:I 9i j=1
definuje ekvivalentni normu v prostoru L"(log L)®. Tato charakterizace se opira
o netrivialni vlastnosti Eulerovy gamma-funkce a zfejmeé by bylo obtiZzné pokouset
se touto cestou jit ddle. Normy v jistych Orliczovych-Lorentzovych prostorech je
mozno skuteéné povazovat za urcity druh zobecnénych gamma-funkci, to je ale
technicky velmi obtizné a vede to jednak ke zna¢né nepfehlednym formulim, jed-
nak k velice netrividlnimu problému asymptotického chovani takovych integrali.

K prostoram L"(logL)*, o > 0, se za chvili vratime. V [EKO00] jsme spolu
s D. E. Edmundsem objevili zna¢né prekvapivy jev: uvazovali jsme prostory na
mnoziné 2 C RY | |2| = 1, coz po prevedeni do jazyka nerostoucich prerovnani
znamend vySetfovat funkce na intervalu (0, 1), déle pak jistou dekompozici inter-
valu (0,1) na disjunktni intervaly {(tx,tr—1)}r>1. Znama extrapola¢ni charak-
terizace prostort je tato: f € Lexpie, kde o > 0, tehdy a jen tehdy, kdyz
suplzl/a [ fll o2y < 00, coZ je je ekvivalentni podmince sup &/ || f*|| u(0,1) < o0
pro nerostouci prerovnani f* funkce f. Ukazali jsme, Ze je nutné a staci kon-
trolovat pouze riist norem || f*||z, (444, ) Stejnou mocninou k~/*. V dalsf praci
[CUKO1] jsme spoleéné s Davidem Cruz-Uribem, SFO, rozsiFili podobné charak-
terizace i na nékteré Lorentzovy-Orliczovy prostory (Brézisovy-Waingerovy pros-
tory, které se vyskytuji v jemnych limitnich vnofenich Sobolevovych prostori)
a nedévno tuto dekompoziéni ideu pouzil i J. Neves v nékolika ¢lancich (napf.
[Nev]) k nalezeni podobnych charakterizaci v prostorech, kde je logaritmicka
funkce nahrazena tzv. pomalu rostouci funkci.

Vratme se zpét k prostorum LP(log L)%, a > 0. V pfislusné sekci druhé kapi-
toly je uvedena celd fada ekvivalentnich norem v prostoru L' (log L)%, kterd svédéi
o usili matematiki nalézt co nejvhodnéjsi formuli pro ruzné specilni situace.
Pro tyto prostory byla nalezena extrapola¢ni dekompozice v pracich Edmundse
a Triebela [ET95] a v [ET96] a Milmana [Mi94], kde se ovSem pracuje infimem
ptes v8echny (pfipustné) rozklady. Na zakladé nasi charakterizace v [EK00] se
nam spolu s A. Fiorenzou podafilo nalézt mimo jiné i konkrétni dekompozici
funkci z L(log L)*, ktera je tomuto infimu ekvivalentni. Dostavame se tak k nésle-
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dujicimu schématu: Ozna¢me symbolem ezp uzévér L v EXP = Ly, ;. Potom

g € exp fe€LloglL h € EXP
T T T
llgllx, 1, e 17l 22
Tk € Co 2]||f ||(21')'7Jj €l Th € lo,
kde [ = (=%, e *1), k=1,... a J; = (=22 ¢=2+2) j — 1 . .. Povim-

néme si, Ze prostory v prvni, resp. druhé fadce jsou predudly prostoru ve druhé,
resp. ve tieti fadce.

Nyni se budeme vénovat problémovému okruhu, jemuz je vénovana t¥eti kapi-
tola. Jak jsme jiz konstatovali, jsou jednou z motivaci pro studium dekompoz-
i¢nich a extrapola¢nich metod limitni véty o vnofeni. Popisme si zakladni situaci.
Jak je znamo, Sobolevuv prostor Wé’p(()), kde {p = N a {2 je omezenda oblast
v RV, s dostate¢né regularni hranici, je vnofen do Orliczova exponencidlniho
prostoru Le,, x/wv-o (Trudinger [Tru67] (¢ = 1), Moser [Mos71], ...). Casta
metoda dukazu toho, Ze dana funkce je prvkem exponencialniho prostoru, spociva
v nalezeni rychlosti divergence jejich L? norem pro ¢ — oo. Pfesnéji: Méjme
oblast 2 C RY s Lebesgueovou mirou [f2| = 1. Potom f € Lexpe(£2) prave
tehdy, kdyz

Sl}ipk_l/aHfHLk(Q) <

. K odhadu ristu || f|| ., () v pfipadé prostort Besselovych potencialii se ¢asto po-
dari pouzit konvolutornich nerovnosti, v obecnéjsich prostorech pak Nikol’ského
nerovnosti pro funkce, jejichZz Fourierav obraz ma kompaktni nosi¢, v poslednich
nékolika létech pak i tzv. atomickych rozkladi.

Limitni vnofeni studovand ve tfeti kapitole se v poslednich létech tési
znacnému zajmu. V ceské matematice se tato problematika objevila zfejmé
poprvé v autorové praci [K85] z roku 1985 (puvodné preprint z roku 1983) a byla
motivovdna Troisiho pracemi [Tro69] a [Tro71] z pfelomu Sedesétych a sedm-
deséatych let o vnofeni anisotropnich prostoru v sublimitnim pfipadé.

Béhem padesatych a Sedesatych let byla vybudovana i teorie anisotrop-
nich prostoru na zakladé reprezentacnich formuli, teorie singuldrnich integrala
a aproximacnich ivah (napf. monografie Bésova, I’jina a Nikol’ského [BIN75]).
To se tyka predevsim anisotropie ve smyslu smiSenych LP norem pro derivace.
Ptipad derivaci, patficich do ruznych LP prostoru tim neni pokryt. Sublimitni
vnofeni pro tyto prostory odvodil pravé Troisi v jiz zminénych pracich. V [K85]
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se autor pokusil interpola¢nimi metodami dokézat limitni vnoreni Trudingerova
typu. Vysledek vsak nedal presné vnofeni, jak dnes vime. Pri¢inou je patrné
nedostatednd dukazova technika (pozdéji jsme s H.-J. Schmeisserem uzili teorie
prostoru s dominujicimi smiSenymi derivacemi, kterou on v této dobé rozvijel).
Clanek [K85], resp. ditkazovy postup, byl pouzit a zobecnén R.A. Adamsem
v [AdR88] pro dikaz vét pro sublimitni vnofeni tzv. redukovanych Sobolevovych
prostori. Podobna sublimitni vnofeni studoval i Amanov (viz napi. [Am76]), ale
jak tomu casto byva, autofi o sobé evidentné nevédéli. Vysvétleme si pojem re-
dukovaného Sobolevova prostoru na jednoduchém modelovém piipadu. UvaZzujme
prostor funkci (na dostateéné hladké oblasti v RY), skladajici se z téch funkei,
které jsou v L? a jejichz slabé derivace D1~ f kde a; = 0 nebo a; =1 pro
vsechna j = 1,..., N, a pfitom a; + -+ + ay = k, patii do L?. Pfedpoklade-
jme, Ze 1 < p < oo akp < N (tedy i k < N). Mnoho parcidlnich derivaci zde
chybi, specialné vSechny takové, kde se opakuje derivovani podle téze proménné,
coz vedlo k terminu ,dominujici smisené derivace ” Je znacné piekvapujici, ze
tento prostor je vnofen do téhoz L4 prostoru jako ,,obvykly” Sobolevuv prostor
W; (tj. 1/¢=1/p—k/N). Jinymi slovy: informace o L? integrovatelnosti vSech
derivaci do fadu k vcetné je z hlediska sobolevské véty o vnofeni do zna¢né miry
redundantni.

Béhem prvni poloviny osmdesatych let vybudoval Schmeisser (napf. prace
[Schm80], [Schm84], [Schm82], [Schm87] a monografie Schmeisserova a Triebe-
lova [ScT87]) fourierovskou teorii prostort s tzv. dominujici smiSenou derivaci,
kterd do sebe zahrnuje velkou ¢ast prostoru redukovaného typu a to v mnohem

obecnéjsi situaci smisenych norem. Formalni zavedeni téchto prostort je pomérné
komplikované a proto odkazujeme pfimo na disertacni praci.

Spoleéné s H.-J. Schmeisserem jsme ve dvou rozséhlejsich pracich [KSr96]
a [KSr01] vySetfovali extrapolaéni vlastnosti téchto prostoru v obou limit-
nich pfipadech a dokazali pfesné limitni véty o vnofeni. Dukazova technika
je znacné komplikovana, avSak odpovida zfejmé povaze problému. V pripadé
limitnich vnofeni morreyovského typu (druhy limitni p¥ipad) bylo téZ potfeba
nalézt vhodnou extrapola¢ni charakterizaci logaritmickych lipschitzovskych pros-
tort pomoci prostoru holderovskych funkci, coz je vedle charakterizace BMO
patrné jediny zatim zndmy piipad extrapolace prostoru, které nejsou invari-
antni vuéi prerovnani. Nalezli jsme znacné pifekvapujici rozdil mezi limitnimi
vnofenimi prvniho a druhého typu. Cenou za vynechani n€kterych derivaci je
v prvnim ptipadé je zvétSeni cilového prostoru pro extrapolovand sublimitni
vnofeni, dand kvantifikovatelnym vétsim rustem norem téchto vnoieni, kdyz se
blizime limitni situaci. V druhém pripadé pak limitni prostor neni horsi. Ukazuje
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se tak, ze v blizkosti limitnich situaci tzv. ,lifting property” nekopiruje situaci
do cilovych prostoriu. Celou pomérné komplikovanou situaci ilustruje graf na
strané 39. Posledné zminény jev byl vskutku prekvapenim, protoze v pripadé log-
aritmickych Sobolevovych prostoru ,lifting property” funguje. V praci Edmunds
a Krbec [EK95], navazujici na ¢ldnek Fusca, P.-L. Lionse a Sbordoneho [FLS96],
jsme ukézali, Ze v rédmci vnofeni téchto prostoru do Orliczovych prostoru, je
mozné ziskat vnoreni v druhém limitnim pfipadé pomoci Trudingerovych vét
o vnoreni Orliczovych prostorii v sublimitnim pfipadé. Zajimavym problémem
je pravdivost opa¢ného tvrzeni. V soucasné dobé se podatilo Triebelovi takové
tvrzeni dokazat pro isotropni prostory. V obecnéjsim pripadé se zda byt jedinym
dostupnym néstrojem inverzni formule pro Rieszuv potencial (Bagby [Ba80]).
Jde v8ak o teorii, pouzivajici zna¢né komplikovanych hypersinguldrnich integrala
a problém zustava otevieny, pokud je mi zndmo.

Poznamenejme jesté, Ze problém limitnich vnofeni vzniknul z potieb difer-
encidlnich rovnic, Zije vSak jiz fadu let v ramci teorie prostoru funkci. V této
souvislosti existuje mnoho podstatnych, otevienych a patrné i dosti obtiznych
problému, tykajicich se funkci s pfedepsanym pferovnanim a Hamiltonovymi-
Jacobiho systémy (viz nap¥. Alvino, Lions a Trombetti [ALT89]).

Teorie prostoru funkci je dnes nesmirné rozsdhlou oblasti a neni mozné
na tomto misté podat néjaké relevantni zakladni informace, zahrnujici Sirsi
oblast. Péknym piehledem prostori Sobolevova typu (i mnoha dalsich) v kla-
sickém smyslu je monografie Kufnerova, Johnova a Fu¢ikova [KJF77], specidlné
pak Sobolevovym prostorum je vénovdna monografie R. A. Adamse [AdAT5],
V. Maz’ji [Ma85], velmi zndma je i pékna kniha Ziemerova [Zi89]. Fourierovskou
teorii prostort funkci je mozné najit v fadé monografii Triebelovych [Tr78], [Tr83],
[Tri83], [Tri92], [Tri01] a v monografii Schmeissera a Triebela [ScT87]. V posled-
nich Triebelovych monografiich 1ze kromé toho nalézt i prehledné partie historick-
ého charakteru, velmi zajimavé i pro nespecialisty. Je potfeba zminit fundamen-
talni Steinovu knihu [Ste70]. Je zde déle klasickd monografie Garnettova [Ga81].
Velice inspirujici ¢etbou je kniha Peetreho [Pe76]. Prostory invariantni vuéi
prerovnéni jsou pékné vylozeny v knize [BS88] Bennetta a Sharpleyho. Pfistup
zalozeny na integralnich reprezenta¢nich formulich, (specidlné na Calderénové
a Steinové teorii singuldrnich integrali) je pouZit v monografii Bésova, II’jina
a Nikol’ského [BIN75]. Orliczovy prostory se objevuji v Zygmundovych kni-
héch [Zy59], u Zaanena [Za53], podrobné jsou studovany v klasické knize Kras-
nosel’ského a Rutického [KR61]. Obecnéjsi modularni a Orliczovy-Musielakovy
prostory lze nalézt v Musielakové monografii [Mus83], funkcion4lnim a geomet-
rickym aspektim Orliczovych prostoru je vénovéna kniha Raa a Rena [RR91].
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Monografie zabyvajici se vlastnostmi integralnich operatoru v prostorech funkci
byly pfipomenuty jiz dfive. Kone¢né jesté pfipomenme teorii interpolace, vyloze-
nou napt. v monografiich Triebela [Tr78] a Bergha a Lofstréma [BL76].

Soucasti disertacni prace je také vybrané aplikace na problémy v teorii
eliptickych parcidlnich diferencialnich rovnic. Piedevsim je to jeden z velmi
znédmgych a obtiZnych problému — silna vlastnost jednoznaéného pokracovani (déle
SUCP). Autorova motivace pochézi ze spole¢ného ¢lanku s S. Fucikem [FuK77],
ktery byl zobectiovan v ruznych smérech ruznymi autory, mimo jiné i Hessem
v [H77], kde byl pouzit pfedpoklad vlastnosti jednozna¢ného pokracovani pro
dikaz silnéjsiho tvrzeni.

Zminény problém SUCP ma velmi zajimavou historii. Byl studovan predevsim
pro staciondrni Schrodingertav operator —A + V| kde V' je néjakéd vahova funkce
(fyzikalné jde o potencial), pozdéji pak ruzné jeho zobecnéni. Prvni vysledek je
patrné Carlemanuv [Car38] z r. 1938, ktery dokazal, Ze operdtor —A + V mé
vlastnost SUCP, jestlize V' € LS. . Tento vysledek byl mnohem pozdéji zobecnén
Jerisonem a Kenigem [JK85] a Steinem [Ste85], kde SUCP je dokdzana pro V €
szf nebo pro V lokalné malé v Marcinkiewiczové prostoru LN/2°° N > 3,
viz téz Pan [Pan92] s podminkou bodového odhadu V(z) < M/|z|?, N > 2.
Prominentni roli v teorii hraje nerovnost

1/2

1/2
(Rlu (2)V (2) dx) < cg(wu)) d:r) L uew'?  (32)

nazyvana nékdy Feffermanova nerovnost (viz Fefferman [Fe83]) nebo téz princip
neurditosti a déle tzv. podminkou stejnomérné lokdlni malosti (smallness condi-
tion, Stein [Ste85]): Necht T'(V') oznaduje vnofeni vyjadrené posledni nerovnosti,
necht B(z,r) je koule se stfedem x a polomérem r a necht {2 je omezend, oteviena
a souvisla podmnozina RV, N = 2 nebo N = 3. Jestlize

limsup [|T(VX B, < € (3.3)

r—04

s dostateéné malym ¢ > 0 pro vSechna x € 2, potom kazdé feseni u € Wlif
nerovnosti |Au| < V]|u| v 2 méd SUCP; to je hluboky vysledek Chanilla
a Sawyera [CS90].

Feffermanovu nerovnost lze interpretovat jako dvouvéhovou nerovnost pro
Rieszuv potencidl. Potom mame k dispozici nutnou a postacujici podminku
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Kermana a Sawyera [KeS86]. Zasadni problém ale je forma této podminky: je
to podminka na jisty dvojny integral, ktera je obtizné ovéritelna. Fourierovska
teorie rovnéz ve vahovém piipadé nedava odpovéd, umoznuje pracovat jenom
s vybranymi specidlnimi pfipady (Littlewoodova a Paleyho teorie nema obec-
nou véhovou variantu). Usili o ziskani néjaké rozumné, byt jenom postacujici
podminky pro platnost hofejsi vahové nerovnosti, vedl k hlubokym vysledkum
v terminech Morreyovych t¥id, Feffermanovych-Phongovych trid, Katoovych-
Stummelovych tiid, orliczovskych variant Morreyovych t¥id atd.; pfipomeiime
alesponi prace Chiarenza a Frasca [ChF90], Chang, Wilson a Wolff [CWW85],
Chanillo a Sawyer [CS90].

V praci dokazujeme splnéni Steinovy podminky pro vahové funkce V' z Orli-
czovych-Lorentzovych prostoru (pro dimenzi N = 2 jsou to nereflexivni prostory
wvelice blizko” L'), tim je zahrnut i vysledek Gosseze a Loulita [GL93].

Zavérecné sekce posledni kapitoly je vénovana aplikaci naseho zobecnéni
Yanovy extrapola¢ni véty v [FKO01] na apriorni odhady pro eliptické rovnice
s pravou stranou v Zygmundovych prostorech. Obecny problém v takovych pii-
padech spociva v nemoznosti aplikovat standardni postupy zalozené napf. na
teorii singuldrnich integrali (Agmon, Douglis a Nirenberg [ADN59] a dalsi),
a proto je v této oblasti pomérné malo podstatnych vysledku. Uvazujeme zde
okrajovou tlohu

div A(z)Vu = f v {2,
u=20 na 9f2,

kde f € LP(£2), 1 < p < N a A = (aij)ij=1..n je silné elipticky operdtor
s koeficienty a;; € VMO N L>=(RY ), a;; = aj;. Dokazujeme apriorni odhad

Dl v/ v =1) (10g £)-1+1xes =10 < K || fllLog L)

pro vSechna a > 1 — 1/N, kde K je kladna konstanta nezavisla na f, ¢imz je
roz§ifen jak zndmy prukopnicky vysledek Stampacchituv [Sta63] (a = N/ (N —1)),
tak odhad, ktery nalezli Passarelli di Napoli a Sbordone [PNS95] (0 < a < 1).
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5 Cil prace a metody zpracovani

Prace sleduje dva souvisejici cile: vysledky, tykajici se omezenosti klasickych
operatoru (a nékterych jejich zobecnéni), véetné operdtoru vnofeni v prostorech
funkci, vyuzivajici bohaté spektrum prostoru Orliczovych, Lorentzovych, pfi-
padné i Orliczovych-Lorentzovych a s tim spojené aplikace na kvalitativni vlast-
nosti slabych feseni eliptickych rovnic. Zaroven bylo zamérem autora poukazat
na $ifi dnes pouzivanych prostiedki a pfirozenou potiebu interakce jednotlivych
disciplin a specialisti pro dalsi rozvoj oboru.

Pfi studiu problematiky, jiz je prace vénovana, bylo pouzito velice Sirokého
spektra prostiedku, jak si to dne$ni rozvoj oboru vyZaduje. Moderni dikazové
techniky pouzivaji jak standardnich postupu a néastroju klasické matematické
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analyzy i funkcionélni analyzy, tak prostfedku typickych pro realné metody har-
monické analyzy. Mezi jednotlivymi nastroji a dukazovymi postupy lze uvést
predevsim teorii interpolace, teorii Fourierovych multiplikatori, Littlewoodovu-
Paleyho teorii, z konkrétnich vyzna¢nych nastroju spojenych se jmény jejich
autoru potom Michlinovy-Hérmanderovy véty o multiplikdtorech, Nikol’ského
nerovnost a Calderénovu-Zygmundovu teorii singularnich integrala.

6 Vysledky prace, nové poznatky

Budeme se nyni postupné zabyvat obsahem jednotlivych kapitol a uvedeme

vvvvvv

se na oznaceni méné béznych objektu.

Symbolem ® oznac¢ime mnozinu vSech Youngovych funkci, to jest, funkci @ :
R! — R!, nezdpornych, sudych, rostoucich na [0, 00), a takovych ze ®(0+) = 0,
tlim b(t) = 0.
—00

Pro & € @, definujeme Orliczovu tridu Y(L) (nékdy také oznacovanou sym-
bolem Lg) jako mnoZinu méfitelnych funkei f: RY — R! takovych, Ze

/Q')(f(x))dx < 0.

RN

Je-li @ € @, definujeme komplementdrni funkci (vzhledem k @) jako

U(s) =sup{st—d(t);t >0}, s> 0,
U(s) =¥(—s), 5§ <0.

Klasicky je pojem Orliczova prostoru: Youngova funkce ¢ € ® se nazyva
N-funkce jestlize @ je konvexni a takova, ze 1tli%l P(t)/t = 1tlim t/d(t) = 0.
—04 —r00

V takovém piipadé lze na linedrnim obalu Lg tiidy @(L) definovat tzv. Luzem-
burgovu normu

1fllzs = inf{A > 0; / B(f(x)/A) dz < 1}.

RN
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Takto vznikly normovany linedrni prostor se nazyva Orliczuv prostor (lze
dokézat, Ze je to Banachuv prostor). Analogicky lze tyto prostory zavést pro
Youngovy funkce (dostanou se obecné kvazinormy; viz napt. Nakano [Na50] nebo
Musielak [Mus83] pro pojem moduldrniho prostoru). Samozfejmé je vzdy mozné
misto RY uvazovat méfitelné podmnoziny RY nebo obecnéji prostor s mirou
(napf. o-kone¢nou).

vvvvvv

Necht @ € ®, 0 < A < n. Potom definujeme Orliczovu-Morreyovu tridu

&,\(L) = {f méfitelnd; | flo,n = sup r— / P(f(y))dy < o0 }
r>0
Z€]>RN B(z,r)

Analogicky lze uvazovat pfislusny prostor a Luxemburgovu (kvazi)normu. Zfejmé

Bo(L) = &(L).

Lokalné integrovatelnd s.v. kladnd funkce ¢ : RV — [0,00) se nazyva vdha
(resp. vdhovd funkce). Necht g je vaha v RY a & € ®. Potom wvdhovou Orliczovu
tridu, vahovy Orliczuv prostor vahovou Luxemburgovu normu a vahovou Orliczo-
vu normu zavadime v analogii s vySe uvedenou definici, kde Lebesgueovu miru
nahradime mirou w(x) du.

Nasledujici pojem je jednim z klicovych v teorii Orliczovych prostori.

Definice 6.1. Funkce ¢ € ® spliiuje (globdlni) As podminku, jestlize existuje
¢ > 0 takové, ze (2t) < ¢P(t), t > 0.

Jestlize @(2t) < ¢®(t) pro mald, resp. velkd ¢, potom funkce @ splituje A,
podminku u nuly, resp. u nekonecna.

Jestlize @ spliiuje Ay podminku, budeme téz psat @ € As.

Piedchozi (globalni) podminku lze podstatné zjemnit: Existuji kladnd ¢isla
i(®) a I(P) tak, ze pro libovolné e > 0 lze nalézt konstantu C. > 0 pro kterou

B(\t) < C. max (Ai@—f ,AI@HE) B(t),  At>0,

B(\t) > C. min (Ai@)—f ,)\1@)*5) B(t),  At>0.
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Ziejmé& ¢ € Ao tehdy a jen tehdy, kdyz I(®) < oc. Existence cisel i(®) a
I(®) je dusledkem silné netrividlnich vlastnosti submultiplikativnich funkci. Od-
kazme napf. na prace Matuszewské and Orlicze [MOG60], Gustavssona a Pee-
treho [GP77], Boyda [Boy69], Maligrandy [Mal85]. Zakladni a hlubokou vétu
o submultiplikativnich funkeich (subaditivni verze) 1ze nalézt v monografii Hilleho
a* Phillipse [HP48].

Piipomenime déle (necentrovanou) mazimdlni funkci (nebo téz mazimdlni
operdtor), definovany jako

Mi(x) = ﬁ / F@)dy,  ©eRY,
Q

kde supremum se bere pres vSechny krychle ) obsahujici z. Zde i v celé praci se
pod pojmem krychle rozumi krychle s hranami rovnobéznymi soufadnym osam.

Dvojice vahovych funkei (,0) patii do A, tFidy (nebo do Muckenhouptovy
tridy, 1 < p < oo, jestlize

p—1

su i x)dz i o(z)) V=D qg 0
w |Q|Q/g< )d M!( @) VeV | < (4)

kde supremum se bere pies viechny krychle Q@ C RY (s hranami rovnobé&znymi

se soufadnymi osami). Pro p = 1 je pfislusnd tf¥ida definovdna podminkou

ﬁ / o(z)dx < ¢ iI;fG%SS o(x) (A1)
Q

a pro p = oo pak podminkou: Pro kazdé € € (0,1) existuje 6 > 0 tak, Ze kdykoliv
Q je krychle v RV | E C Q métitelnd a |E| < 6|Q|, potom o(E) < 0(Q).

Jestlize o = o, pak budeme jednoduse rikat, ze o patii do A, tfidy.
Je-li o dalsi vaha v RY | potom nerovnost slabého typu (vzhledem k ¢ a o)
oo € B M) > A) £ [ |f@)Pote)de
RN

plati pravé tehdy, kdyz (0,0) € Ay, 1 < p < 0o. Operator M je spojity v LP(p)
pravé tehdy, kdyz ¢ € A, (Muckenhoupt [M72/1]).
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V prvni kapitole se zabyvame klasickymi operatory v Orliczovych prostorech.
Navazujeme na prukopnicky vysledek Kermana a Torchinskyho [KeT82] o maxi-
mélnich funkcich, zejména na jejich klicové lemma o A;4) funkcich a nachézime
nutné a postacujici podminky pro spojitost Rieszova potencidiniho operdtoru T,
(0 <4 < N), tj. konvoluce s jadrem |z|7~% a p¥islusné mazimdlni funkce necelého
rddu (lomené mazimdint funkce) M.,.

Véta 6.1. Necht &1 and P2 jsou Youngovy funkce takové, Ze 1 < i(P1) = p <
I(#1) < o0, 1 < i(P2) = q < I(B2) < 00, a ($2)'(t) ~ ¢/ N(21)7 (1),
0 < v < N. Necht g je vahovd funkce. Potom ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) existuje ¢c1 > 0 tak, Ze
||T”Y(f(€9)7/N)”L¢l(sg) < cl||f||L¢2(Eg)7 f € L‘P1 (69)7 e>0;
(ii) ewmistuje co > 0 tak, Ze
||M7(f(69)7/N)”L¢l(sg) < 02||f||L¢2(Eg)7 f € L‘P1 (69)7 e>0;

(i) o € Ay kde s=1+q/p (p'=p/(p-1)).

Pro specialni singularni integraly s Calderénovymi-Zygmundovymi jadry,
N
totiz pro Rieszovy transformace R; a Rieszuv operdtor Rf(x) = > R;f(x) pak
j=1
dokazujeme, Ze plati
Véta 6.2. Necht ¢ je Youngova funkce, 1 < i(®) < I(P) < o0 a ¢ je viha na
RN, Potom ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) existuje c1 > 0 tak, Ze
[o@sepew < [ oo a
BN BN
pro vSechna f € Le(0);
(ii) ewmistuje co > 0 tak, Ze
IRl Latse) < C2llfllzase

pro viechna f € Ly(00) a vechna 6 > 0;
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(iii) ewistuje cs > 0 tak, Ze

B(N) / o(z)dx < c/@(f(x))g(x) dx

|Rf(2)]>A RN
pro viechna f € Lg(0) a vSechna A > 0;

V dalsim se zabyvame zobecnénou mazimalni funkci

—

(1) =supﬁ/|f(y)ldy, (,t) € RY xR} |
B

kde supremum se bere pies véechny koule B C RV, 2 € B arad B > 27 't.
V préci je zobecnéna Carlesonova véta [Car62]:

Véta 6.3. Necht 0 < A < N, & € ® a P* je kvazikonverni (tj. ekvivalentni
néjaké konvezni funkci) pro néjaké a € (0,1). Potom ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) existuje c1 > 0 tak, Ze

sup 1= /¢(ﬂ7f(y,t))d63c1|clf|¢,m fells  (61)
B, (r)

(ii) emistuje co > 0 tak, Ze

sup r0(s)8({ (y,7) € RYT s Mf(y,7) > s U Bu(r)) < eoleaflan
s>
xERN
r>0

(6.2)
bes

pro vSechna f € L

(iil) existuje cz > 0 tak, Ze

~

BB(x,1) < car™, zeRY, r>o0.
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Konecné je v praci prezentovana véta o dvouvahovych slabych odhadech v li-
mitnim piipadé

Jsou-li ¢ a 0 vahy v RY a 1 < p < oo, potom Muckenhouptovu nutnou a
postacujici podminku pro

o({Mf>2}) < A7 / F(@)Po(x) de
RN

lze psat ve tvaru

P (/ (|c§|(f<l>>pl ) " sen<a (65)

Q

kde (@) = [o(z)dz ap’ =p/(p— 1). Pro nerovnost
Q

otors > ) < S22 [pl (14108 B oy ae. (6a)
RN

se tedy nabizi limitni podminka

no(@) \ o(@) . _ o) < oo
S‘épQ/ o (Gl ) fi@y =) <o (o

Jestlize tato podminka plati, budeme psat (9,0) € Aiog. Bylo prekvapenim, ze
tato heuristicka tvaha skutecné projde:

Véta 6.4. Nerovnost (6.4) plati pro kazdou funkci f € L(1+logt L) prdve tehdy,
kdyz (0,0) € Alog-

Obratime nyni svoji pozornost na extrapolacni postupy studované ve druhé
kapitole.

Budeme pracovat s redlnymi funkcemi definovanymi na néjaké podmnoziné {2
prostoru RY . Piedpokladame, Ze {2 méa kone¢nou miru a bez tjmy na obecnosti
pak |2| = 1. Nerostouci prerovndni méfFitelné funkce f na (2 je definovano jako

Fr@) = inf{\ > 0; m(f, \) <t}, t >0,
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kde m(f,\) = [{z € £2; |f(z)| > A}|, nebo alternativné v terminech pouze funkce
f jako
f*(t) = sup essinf f(z), t € (0,]92]).
|E|=t zEE

Pokud |2] = 1, potom zfejmé supp f* C [0, 1]. Z definice je zfejmé, Ze nezélezi
na znaménku funkce f a je proto obycejné mozné piedpokladat, ze pracujeme
pouze s nezapornymi funkcemi. Nerostouci pferovnani jsou znamenitym néastro-
jem pro studium fady vlastnosti funkci i prostoru funkci. Lze jednoduse dokézat,
ze Lebesgueovy, Orliczovy, Lorentzovy, Orliczovy-Lorentzovy prostory jsou in-
variantni vadi prerovnani, tj. norma f v takovém prostoru na {2 se rovna normé
f* v pfislusném prostoru na (0, |f2|). Odkazujeme napf. na [BS88|, [HLP51],
[To86], [Zi89].

V dalsim prehledu kapitoly budeme obvykle vynechavat symbol pro oblast, na
které prostory funkci uvazujeme. Rovnéz budeme vétSinou pouzivat strucénéjsiho
symbolu || f|[x misto || f]|r(g)-

Zékladni véta o extrapolaci Lebesgueovych prostoru k exponencidlnim Orlic-
zovym prostorum fika, Ze

sup fi(t) < oo prave tehdy, kdyz sup m < o0
o<t<1 log(e/t) k k

Ve spole¢né praci s D. E. Edmundsem [EK00] se ndm podafilo tuto charak-
terizaci dosti prekvapivé zjemnit. Uvazujme dekompozici (az na mnozinu miry
nula) intervalu (0, 1) na intervaly {(tx,tx—1)}r>1, kde t, = ek k>1t=1.
Potom plati

Véta 6.5. Necht f : 2 — R je méritelnd. Pak

sup M < oo praveé tehdy, kdyZ su
k

: - D ||f ||Lk (trtr—1) < o0

k

Pozdéji se ndm spolec¢né s D. Cruz-Uribem, SFO, podarilo tuto vétu zobecnit
na pripad Orliczovych-Lorentzovych prostoru, které vystupuji jako cilové pros-
tory pro limitni vnofeni BW-typu. Podrobny komentaf k témto prostorum je
soucasti prace (Section 2.1).

Po prostorech exponencidlniho typu se budeme nyni chvili zabyvat prostory
zhruba feceno dualnimi, tedy nereflexivnimi Zygmundovymi prostory. Jak bylo
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jiz TeCeno, jednou ze znac¢né nepiijemnych vlastnosti velice uzite¢nych Orlic-
zovych prostoru je definice jejich normy. Mnoho usili proto bylo vynalozeno pro
nalezeni alternativnich formuli. V tomto svétle je proto potfeba vidét dileZitost
extrapolacniho vysledku Edmundse a Triebela [ET95] a [ET96], ktery nyni
pfipomenutého na str. 12.

Nevyhodou formule (3.1) je jeji nekonstruktivni charakter (vyplyvajici
z pouzité dukazové techniky — Banachova véta o rozsifovani funkcionalu a argu-
menty duality). To se ndm spole¢né s A. Fiorenzou podafilo odstranit v [FKO01]:

Véta 6.6. Necht o > 0. Potom
£l Laog Ly = D27 @iy, (6.5)
=1

ke (27) =272 — 1), Jy = (e 2742, ¥42) =1,

Odkazujeme nyni na schéma na str. 13.

Extrapola¢ni ivahy v téze praci [FK01] ndm umoznily dokézat i jisté uziteéné
zobecnéni Yanovy véty.

Aplikaci nasich dekompozi¢nich metod se zabyvame predevsim v Section 2.3.
Te&zisté je ve vySetfovani integralnich operatort, které vznikaji po formulaci prob-
lému limitnich vnofeni v terminech nerostoucich pferovnani, a to v Lorentzovych
prostorech.

Necht f je nerostouci a nezédporné funkce na (0,00) s nosi¢em v [0, 1] a déle
a, 8 > 0. Potom polozime

9(o) = f(log(1/0)), o €(0,1). (6.6)

Poznamenejme, ze tato substituce je jadrem ,Moserova triku”. Funkce f totiz
odpovida nerostoucimu prerovnani gradientu funkce ze Sobolevova prostoru
a operator J v nasledujici vét& potom vzeti primitivni funkce (po substituci,
kterd vse prevede na (0,1)).

Véta 6.7. Nech? [ a g jsou asocioviny formuli (6.6) a predpoklddejme, Ze f €
L7P(0,00) s néjakym 1 < p < 00, 1 < g < o0, a pritom p # q'. Necht

Ty(t) = /tl 9(s) ds.

S
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Potom ezistuje ¢ > 0 tak, Ze sup, k= 4| Tg| y.00.1, < ¢ pro viechna f takovd, %e
[l e < 1.

Tvrzeni v posledni vété znamené prislusSnou exponencialni integrovatelnost
funkce T'g. Dalsi tvrzeni tohoto typu pro p = 1 a dal$i postacujici podminky jsou
podrobné rozebrany v disertacni praci.

Obratime se nyni k limitnim vnofenim logaritmickych prostori. Je prede-
v&im formulovéna a dokézana véta, zobeciiujici limitni vnofeni BW-typu (Brézis
a Wainger [BW80]) pro logaritmické Sobolevovy prostory jako dusledek naseho
zobecnéni limitni véty Fusca, Lionse a Sbordoneho [FLS96].

Necht J, je Besseliiv potencial fadu s, s € R', and & Youngova funkce. Pak
definujeme potencialni Orlicziv-Soboleviiv prostor H(RY ) jako isomorfni kopii
Lg(RY) pii zobrazeni g — J, * g; je-li u = J, * g pro n&jaké g € Lg(RY), potom
polozime ||ul| gz @) = [|g]lL,4@n)- Prostor Hg(£2) lze definujeme jako restrikci
H(RY) na 2 s odpovidajici faktornormou. Budeme psét Hj misto Hg(£2).

Prol < p < oo a ¢ > 0 polozime M,(t) = tPlog (e +t), t > 0. Pro
Jednoduchost budeme predpokladat, ze {2 je lipschitzovska oblast. Prostor Eg

necht oznacuje uzévér C({2) v Lg.
Nésledujici véta zobectiuje [FLS96]:

Véta 6.8. Necht u € HAAZP. Potom u € Eg with &(t) = expt® — 1, kde o =
p/(p—1+0) a existuje ¢ > 0 nezdvislé na u tak, Ze

el < cllal e

Déle je pak pro logaritmické Sobolevovy prostory zobecnéna véta Brézise
a Waingera [BW80] o limitnim vnofeni. Metoda dikazu byla pouZzita v nékolika
nésledujicich pracich, které tuto vétu zobecnily (napf. [EGO88]).

Dostéavame se nyni k technicky znacné komplikované ¢asti prace, pouzivajici
fourierovskych technik v teorii prostoru funkci. Dokadzana tvrzeni jsou vSak velmi
obecné a silnd. Puvodni motivaci byla netispésna snaha autora dokazat presné
limitni véty o vnoreni pro tzv. redukované Sobolevovy prostory pomoci klasickych
prostiedku. O redukovanych Sobolevovych prostorech a jejich vnofenich jsme se
jiz zminili na str. 14. Pro prostory anisotropni prostory, obvykle nazyvané pros-
tory s dominugici smisenou derivaci Bésovova, resp. Lizorkinova-Triebelova typu
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SpBR™ x -0 x R™ ), resp. S;  F(R"™ x .-+ x R*) (s definicemi odkazu-
jeme vzhledem k jejich formalni slozitosti pfimo na diserta¢ni préci) dokazujeme
kritickd vnoreni, jejichz archetypem je

Véta 6.9. Necht'1 < p; < q; < o0, 75 =n;/p; (j=1,...,m). Potom existuje
konstanta ¢ nezdvisld na ¢ a f tak, Ze

n n, A 1-1 j T n n,
IFILg(R™ x - x R )| < e [[a; /P NFISE s F(R™ x - x R™ )| (6.7)

Jj=1

pro véechna f € S;QF(]R{T” X oo X R,

Poznamenejme, e prostor vpravo v (6.7) je ,klasicky” Soboleviv prostor,
kdyZ v8echny slozky vektoru 7 (parametr hladkosti) jsou celd kladn4 éisla. Pokud
n1 = 1 am = 2, lze tento prostor chapat jako Soboleviv prostor vektorovych
funkci s hodnotami ve vhodném anisotropnim Sobolevové prostoru

Pro limitni vnoreni BW-typu budeme potfebovat nékteré dalsi oznaceni a poj-
my. Pfedevsim je to prond diference funkce, Ay f(x) := f(x+h)— f(x). Dale pro
0 < t < 1 necht wi(f,t) je dmodul spojitosti pruniho Fddu funkce f.

Necht C* je prostor héilderovsky spojitych funkci. Pro a > 0 definujeme loga-
ritmicky Lipschitziv prostor (fddu «) Lip(1, ) jako

Lip(1,a) = {f €« | f|Lip(1,a)]

A Lo
Lol + sup oS Lol <°°}'
Ihl<1/2 || [log (1 + ‘17')]

Pro f € Lip(1, «) hovotime o skoro lipschitzovsky spojitych funkcich, pokud neni
potieba specifikovat hodnotu «.

Jednim ze zékladnich tvrzeni je tu nase véta o extrapolaci Holderovych pros-
toru.
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Fig. 1: BW-vnoreni

Wyt = (A—E) VWi, (A=E) " PWR ) = Wit
Bl njm = (A=E)"Y2B% y/mm (A-E)28% /B
o> Nom
BG Lip(1, (N —=m)/N) B
p>2.Ngm

Lip(1, @) BLA)
a<p

Lip(1, )

Proposice 6.10. Necht 0 < a < oo. Potom f € Lip(1,a) prdavé tehdy, kdyz f
patii do C(R') a existuje konstanta ¢ tak, Ze

IAICTA < ex e
pro vsechna A, 0 < A < 1. Navic sup A*||f|C'"?| je ekvivalentni norma
0<A<1
v Lip(1, ).

Zformulujeme v tomto piehledu alespon zakladni dusledek pro isotropni pii-
pad. Prace obsahuje fadu limitnich vét pro prostory anisotropni a zde vzhle-
dem k formalni komplikovanosti definic a vét dame prednost zjednodusenému
schématu pomérné dosti slozitych vztahu mezi jednotlivymi zde vystupujicimi

prostory a jejich vnofenimi (viz Fig. 1). Konkrétni extrapolaéni véta a piislusnd
limitni vnofeni jsou studovana v Subsection 3.3.4 disertacni préce.
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Véta 6.11. Plati ndsledugici vnoteni

(i) Jestlize 0 < p < oo and 1 < q < oo, pak B;,Vq/pH — Lip(1,1/¢").

(i) Jestlize 1 < p < 00 and 0 < q < oo, pak Fpy*™ < Lip(1,1/p').

Cast ,aplika¢ni”, tedy posledni kapitola je vénovana vybranym kvalitativnim
vlastnostem eliptickych rovnic.

Jsou presentovany vysledky aplikaci vé€t o vnofeni a o extrapolaci na sil-
nou vlastnost jednozna¢ného pokrac¢ovani pro stacionarni Schrédingeruv operétor
a na apriorni odhady pro elipticky systém s VMO koeficienty a pravou stranou
v Zygmundové prostoru. Historii téchto problému jsme diskutovali v ¢asti véno-
vané prehledu problematiky.

V prvni piipadé pouzivdme Steinovy podminky (3.3) pro jednoznaéné
pokracovani (viz str. 16).

Potom uzitim dekompozice vnofeni v (3.2) (viz str. 16) dokazujeme, Ze za
nasich predpokladu plati podminka dokonce silnéjsi,

lim sup ||T(Vxa)l =0. (6.8)
6—0 ACB
[A|<6

Véta 6.12. Necht N > 3.

(1) NechtV € LN/27  N/2 < r < co. Potom plati (3.2) a (6.8).
(2) NechtV € LN/%°. Potom plati (3.2).
Specialni tvrzeni v terminech Zygmundovych prostori dostdvame déle i pro
pripad N = 2.
Disledkem je véta o silné vlastnosti jednoznaéného pokracovani (SUCP):

Korolar 6.13. (1) Nechf N = 3. Piedpoklidejme, e V € L3>", pricems
3/2 < r < c0. Potom nerovnost |Au| < V]u| md SUCP v Wlif nw,2.

(2) Necht N = 2. Nechtu € W22 N W2, a necht V€ L"*(log L)?, kde s a 3

loc
splriugi
0<s<1l, pB2=>1,
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nebo
1<s<oo, [2>2-1/s,

nebo
s=o00, [>2.

Potom nerovnost |Au| < V]u| md SUCP v Wli’f N W01’2.

Nakonec studujeme problém

{divA(x)Vu =f v 6.9)

u=20 na 9{2,

kde f € LP(£2), 1 < p < n, A = (ai;)i j=1..n je samoadjungovany silné elipticky
operator s koeficienty ve VMO NL> (RY).

S pomoci maximalni nerovnosti a Di Faziovych apriornich odhadu [DiF96]
pak dokazujeme, ze plati

Véta 6.14. Nechtfa > 0 a f € L(log L)*. Necht u je feseni (6.9). Potom apriorni
odhad

[ 1Dul || L/ -1 1og £y-1+vasv-11 < K || fll L (1og L)«
plati pro kazdé a > (N —1)/N.

7 K dalSimu rozvoji teorie a aplikacim

N

zpusobem posunuly nase znalosti v oboru a znamenaly i podnét k dalsimu jejich
rozvijeni. Monografie [KK91] se stala vcelku standardni referenci. Téma limitnich
vnoreni Sobolevovych prostoru bylo do ¢eské matematické literatury pfineseno
poprvé ziejmé autorem v roce 1985 v [K85] (preprint vysel v r. 1983). Pozdéjsi
price s D.E. Edmundsem, zejména pak [EK95] a [EKO00] se staly podnétem
k dalsimu studiu jemnych vlastnosti limitnich vnofeni a dekomposici v obec-
ngjsich Lorentzovych-Zygmundovych prostorech nebo i prostori, zaloZenych na
prostorech Karamatovych. Jak ukazuji prace [EK00], [EKO01] (spole¢né s D. E. Ed-
mundsem) a [FK01] (spole¢né s A. Fiorenzou), nalezli jsme vhodny a velice silny
nastroj ke studiu omezenosti riuznych integralnich operatoru, kdy cilovym pros-
torem jsou Zygmundovy a exponencialni Orliczovy (pfipadné i nékteré Orliczovy-
Lorentzovy) prostory.
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Prostory, které jsou studovany pomoci prostfedku fourierovské analyzy, jsou
velice dulezité v aplikacich. Specidlné pak prostory s dominujici smiSenou derivaci
zahrnuji i Sobolevovy (Bésovovy, atd.) prostory vektorovych funkci s hodnotami
v jiném Sobolevové (Bésovové, atd.) prostoru nepostradatelné pro evoluéni prob-
lémy. Samotna jejich teorie je pomérné komplikovana, odpovida to vSak ziejmé
podstaté problému. Problémy, které cekaji na vyfeseni, napfiklad obecnéjsi véty
o rozSifovani z oblasti na cely eukleidovsky prostor, souvisejici interpolacni vlast-
nosti nebo urcéeni asymptotického chovani ¢isel entropie jsou skutec¢nou vyzvou.
V poslednich 1étech ziskdvaji na vyznamu prostory vektorovych funkci s hod-
notami v obecnych Banachovych prostorech. Jakmile vSak prostor hodnot neni
hilbertovsky, prestavaji platit podstatné vlastnosti Fourierovy transformace a to
prindsi zasadni problémy. Jistého vyznamného pokroku bylo nicméné v posled-
nich létech dosazeno.

Interakce teorie prostoru funkci, operatorti na nich a problému v diferencial-
nich rovnicich a systémech hraje dnes zasadni roli. Samoziejmé jsou dnes oba
obory velmi rozsdhlé a specializované a nabizeji nesmirné mnozstvi otevienych
zajimavych problému, které snadno naplni cely matematiktuv profesionalni zivot.
V soucasné dobé existuje v mnoha smérech vysoce rozvinuta teorie prostoru
funkci, ktera vSak na strané druhé neumi uspokojivé zodpovédét nékteré zaklad-
ni otazky. Na strané druhé se v parcidlnich diferencidlnich rovnicich setkdvame
stale castéji s pripady, kdy je potfeba pouzit obecnéjsi aparat, nez jsou klasické
Lebesgueovy a Sobolevovy prostory. Obecna teorie, zejména pak fourierovska, je
vsak znacné komplikovana a nékdy neexistuje dostatecna komunikace mezi spe-
cialisty z obou obortu. Trvalou snahou autora je proto komunikace a spolupréce
mezi matematiky pracujicimi v pfibuznych oborech.

Shriime nyni nékolik velmi netrividlnich problému spojenych s vyse diskuto-
vanou problematikou:

— schudné extrapola¢ni postupy pouzivajici Lebesgueovy prostory jako zékladni
stavebni bloky

— véty o rozSifovani a o stopach pro anisotropni Sobolevovy prostory a rovnéz
pro piipad, kdy okrajové podminky jsou predepsany pouze na ¢asti hranice

— obecnéjsi teorie vahovych prostort; specialné fourierovsky pristup zde nefun-
guje, protoze vahové Sobolevovy prostory (na RY) nejsou isomorfnimi kopiemi
vahovych Lebesgueovych prostoru

— teorie prostoru diferencovatelnych vektorovych funkci s hodnotami v Bana-
chovych prostorech
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— vlastnost silného jednozna¢ného pokracovani a vlastnost jednoznacného pokra-
¢ovani pro obecnéjsi eliptické operatory a rovnéz tak vlastnosti nodalnich mnozin
vlastnich funkci eliptickych operatoru.

Summary

Generally, we present results on qualitative behaviour of integral operators and
imbeddings in function spaces. Most of the results can be characterized as a con-
tribution to the continuous endeavour of mathematicians to extend our knowl-
edge about the topics considered beyond the scale of Lebesgue spaces. The main
emphasis is put on the boundedness of classical operators of harmonic analy-
sis in Orlicz spaces, on extrapolation methods and limiting imbedding theorems
of Trudinger and Brézis-Wainger type for fairly general spaces. Several selected
applications to qualitative properties of elliptic operators, namely to apriori es-
timates for elliptic operators, and to the strong unique continuation property for
the stationary Schrodinger operator, demonstrate the power of the theory, even
though it is rather difficult to draw a line between the theory and the applications.

The thesis consists of a part of a monograph and further seven research pa-
pers, published in various journals (the list can be found in this booklet at the
beginning of the Czech text).
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