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(A) Z%-integrace v R
I=1la,bl CR, Iv={|cd CI},
|E| = Leb. mira mnoziny E C R,
A={t;T;);i=1,2,....,k}, kde
teTelv, (t,T)# ", T = |TNT'|=0.
A se nazyva systém.
Del 72¢ = {A}
0: I — (0,00), A je §-jemné, jestlize
T C[t—46(t),t+6(t)] pro(t,T) € A.
A je déleni intervalu [c,d] C I, jestlize

U: e, d].

A

Definice | (¢-integral, 1957).
Funkce f: I — R je J¢-integrovatelnd na I,
jestlize

1JeR: Ve>03d6:1— (0,00), ze
(1) =Y i) <-
A

pro A € Del 72¢, 6-jemné déleni 1.

J= (%f%/)/[fdt
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Poznamka.
A muzeme psat ve tvaru

{(tza [xi—laxi]); 1= 1727 <o k}?
a=xg<x1<--<x=>,
t; € [:Ui_l,a:i] C [ti — 5(752'),?5@' -+ 5(75@)]

a (1) dostava znamy tvar

(2) - > It (@i @) <.

Lemma | (Existence A).

Vo I— (0,00), Ke€lv
dA € Del 5%, § — jemné déleni K.



(A) Motivace z teorie ODR
Problém :

t = f(x,t) TteSeni wu, wu(0)=0,
t=g(x,t) TeSeni v, v(0)=0,

e >0, maé byt ||u(t)—v(t)|| <eprote|[-1,1].
Klasicky :

| f(x,t) — g(x,t)|| dosti malé (nékde)
a doplnujici podminksy.

Neklasicky :

F(x,t) /fxs G(x,t)—/otg(x,s)ds,

|F(x,t) — G(z,t)|| dosti malé (nékde),

doplnujici podminky formulovany jen pomoci F, G.

0= [ ruer9t =3 [ s
EA: — F(u(t;), wi-1)]

O=zp<... <z, =1, tiE[ﬂfi_l,ZCi], 0: I — (0,00)

Zahrnuta i lok. AC teSeni.
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(B) Elementarni vlastnosti

(i) Primitivni funkce

f je % -integr. na I, [c,d] C I
= f je HA%-integr. na |[c,d].

F: I — R je primit. funkce k f, jestlize

F(d) - F(¢)= (%) | fdt V]e,d cI.
fe,d]

(ii) Diff. F je primitivni k f = F(t) = f(t) s.v.
(iii) Nula.

f=0sv. = (HX) fdt=0 Ve, d ClI.
[c,d]

(iv) Vzorec. G: I —R, G(t)eR Vit =

w%q/G&:G@—Gmy

1

(v) Transf.
Plati transformacni vzorec pro diffeomorfismy.
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(C) Integrace v R™, m > 2
m = 2

I =la1,b1] X [ag, b2, T = [z1,91] X [2,92], t = ({1,12)
A={(tT)}, card(A) <oo, teT, | JT =1
A

t,T), ", THheA t,T)# ", T)=|TNnT'|=0

Obdoba (v) Transf.  Nelze ocekdvat.
Obdoba (iv) Vzorec. Co to je?

Prom = 2,3,... polozme

A (T)
diamT - \,,,_1(9T)’

reg]’ =

kde A\, Ain—1 je Leb. mira prislusné dimenze.

MEZIVYSLEDEK (Mawhin 1981).

¢ >0, regl’" > ( pro (t,T) € A, F: I — R™,
DF(t) vtel

Potom:

/ div F d\,, = / (F,n) dAp_1,

I ol

n-vnéjsi normala.



A CR™,
0.A = {x € 0A; x neni disperzni bod mnoziny A},

tj. dpr >0, pr \, 0, limsup,_, M;&g?w(z:)%)) >0,

tzv. essencialni hranice.

A je BV-mnozina, tj. A je omez., H,, 1(0.A) < o0,
kde H,,_1 je (m — 1)-rozmérna Hausdorffova mira.

BV — integral : intervaly se nahradi BV -mnozinami.

Pro BV-mnozinu [ plati:

(BV) / div F O\, — / (F,n)d Hy .
I Ol

Obdoba (v) Transf. vzorec plati.

e PFEFFER, 1986-1993

e BONGIORNO AND PFEFFER, 1992

e JURKAT, 1993

e BONGIORNO, D1 P1AZZA AND PFEFFER, 1993-1994
e JURKAT AND NONNENMACHER 1994

e NONNENMACHER, 1994-1996



(D) Dalsi vlastnosti .77~ integrace

D=1{66:1—(0,00)}, Tv={[e,d] C I},
G:I—-R, ECI, 6§D, G(lc,d]) =G(d)—G(c),
var(G, E,6) = sup{) _|G(T)|},
©
kde
© ={(t,T)} € Del#¥, 5-jemné, t € E pro (t,T) € ©,

var(G, F) = i%f var(G, E,9).

Lemma| var(G,-) je metrickd vnéjsi mira.

Popy={F:1—R; F je primit. k ¢~ int.funkci}



Véta| (charakteristika diferencovanim).

f je FC%-integr. a F je jeji primitivni funkce <=
F(t)= f(t) na I\ M, kde |M|=0,var(F, M) =0.

Véta| (charakteristika variaéni).

F € P pyp var(F,E) =0pro ECI,|E|=0.

Véta P%%: ACG.,.

Definice| G : I — R je funkce ACG,, jestlize

3B, keN: | JEr=Ta Ye>0,keN3p>0,
N

(3) Z osc (F,[ci, d;]) <,

kde [c;, d;] je posl. intervalu, které se neprekryvaj,

Z(dz — CZ') < n, Ci,di e Fy.
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(E) Ztzeni 7%~ integrace
Zvétsime mnozinu Del J22%.

A={tT),tel, Telv, (t,T), (t',T") € A,
(t,T) # (', T") = |TNT'| =0}

A se nazyva systém.
Je-li K € Iv, |JA\ T = K, pak A je déleni K.
d: 1 —(0,00), A jed-jemné, kdyz

T C[t—46(t),t+6(t)] pro (t,T) € A.

Del = {A},
Del ##={A €Del %4 t T € Iv pro (t,T) € A}

Del 2% C Del Z C Del &
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Definice| f: I — R je Z-integr., jestlize

dJeR: Ve>036: I —(0,00), ze

EEDIFGIAIES:
A

pro A € Del Z, 6-jemné déleni I.

J = (%)/Ifdt.

Lemma

f je Z-integr. = f je J¢-integr.,

Véta

(%)/Ifdt:(%”%/)/Ifdt.

f je Z-integr. & f je Leb. integr.,

(f)/ffdt:(Leb)/Ifdt

(McShane 1969).
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PRIKLADY:

X e{l, # (), Sum(V), X}
(¥ je neklesajici, U(s) > 0 pro s > 0, ¥(0) = 0).

Del = {A}.

Del . #(b) = {A = {(t,T)} €Del Z; t =b =t € T).

DelSum(¥) ={A €Del.Z: T € Iv pro (t,T) € A,
> W(dist(t, T)) < 1}.
A

Del 7zt ={A e Z: teT e lv}.
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P g-mnoz. primit. funkel k 2-integr. funkcim.

F € Py [|F|sup = sup{|F(d) — F(c)l; [c,d] C I}.
(4) Py= AC.

(5) F e P vy =
F je AC na [a,c] Vc € (a,b), F je spoj. v b.

(6) F e ﬂPSum(\Il(k:,)) < F=G+ H,
N

kde G € Pgp, H(t) vlast. IV,
U(k,s) = % pro s > 0.
(C-integral: BONGIORNO, DI1P1AZZA, PREISS, 2000)

(7)  Necht W(s)/¥y(s) — 0pro s—0-+.
Pak PSum(\Ilg) \PSum(\Ifl) % 0.

(8) ﬂ Psumw) = P
\\

13



STRUKTURY V P D

Véta | (o konvergenci) fr, f: [—R, JyeR, keN

(10) Ve > 038 : I — (0,00), 7e ‘Jk—z Fu () |T\’ <e
A

pro k € N, A € DelZ, 6-jemné déleni I
(STEJNA INTEGROVATELNOST),
(11) fu(t) = f(t) Vi

POTOM

f je Z-integr. a ||Fy — F|lsup — 0, kde Fj, F jsou
primit. funkce k fi, f.

Definice| Fy, F' € Py . Rikame, ze Fy, — F,
jestlize 3 fi, f: 1 — R, ze plati (10), (11).

E . .
Véta| F —% F & var(F,— F) — 0a Fy — F s.v.

?| P je Banach. pr. - odpovidajici topol. struktury na Pg- <

Definice | Upc(2) je mnozina lok. konv. topologii 7 na P g

~

ze

A
F, —= F = F), — F v topol. T.

Definice
Urc(Z2) nejjemnéjsi lok. konv. topologie v Urc(.%Z).

»| 7| Pro kterd 2 je (Pg-, Urc(Z)) tplny a lok. konv. 7 «
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(F) Rozsiteni 7%~ integrace

{A: A € Dels¥, 6-jemné} = w(HK, ),

Q) = {w(HK,5),6 € D}.
f je ¢ -integr. jestlize

dJeRa Ve>03weQHX), ze
)J—Zf(t) \T|‘ <e pro Acw, déleni I.
A

PROSTREDEK k rozsfien{ .J£#- integrace:

uzivat mensi mnoziny w.
2 - nazev integrace

UZ) ={w}, kde w={A}, A € Del %
(12) VweQUZ) JA €cw, déleni
(13) wl,w2EQ(%):HWQJ,GQ(%),W;),CQ& M wao

(14) VieD dwe UL ), w Cw(IH, )
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SCHEMA.
f je Z-integr., jestlize
JJeRa Ve>03dwe QZ), ze

‘J—Zf(tﬂT\’gs pro A € w, déleni I,
A

J=(Z) / f dt.
I
Plati
(15) J je urc¢eno jednoznacneé,
(16) f, g Z-integr., o, € R =

@) [ (af +pg)at = o @) [ fare 5.2 £

(17)  f H#-integr. = (%)/fdt: (%”%)/fdt.

AcTI? tel, A(t,)={xcI: (t,x)c A}
(t,t) € A, dens;(A(t,-)) =1pro tel,
A—w={A={{[z,y])}: z <t <y, (t,2)(ty) € A},

Q(Ap) = {w} — (Ap) / fdt
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Lemma

Vw e QAp), [c,d] € v FA € w déleni [¢, d].

ELEMENTARNI VLASTNOSTI
Necht je f je Ap-integr. Potom

(18) 3 primit. funkce F),
(19) F je méfit., (Ap) - spojita,
(20) Fy, = [ sk. v&.,

(21) f je méfit.

Véta| (charakteristika diferencovanim).

f je Ap-integr. a I je jeji primit. funkce <=
Fap(t) = f(t) pro t € I\ M, kde |M| =0, var,(F, M) = 0.
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Definice| F: I — R mérit, £ C I mérit.
F je ACa na E, jestlize Ve > 0 3n > 0, w € Q(Ap),

- ’ZF(T)’ <e
A

pro A = {(t,T)} € Q, t € E pro (t,T) € A,
lUaTl <.

F je ACGa na F, jestlize E =|JFE;, E; métit. a
Fje ACA na E; proi € N.

Véta| f je Ap-integr. a I je jeji primitivni funkce
= F € ACGa, Fyup = f sk. v3.

Definice| f jeintegr. podle DENJOYE a CHINCINA,
jestlize 4 F € ACG, FAp = f sk. v8.

Véta| d funkce fag:

f jeint. podle DENJOYE a CHINCINA a neni Ap-int.,
g je Ap-int. a neni int. podle DENJOYE a CHINCINA.
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ODBOCKA. [, fdg

G(a, b) prostor requlovangch funkci na [a, b], tj.
gla+) = g(a), g(b—) = g(b) a g(t+), g(t—) ex. pro
t € (a,b).

NESPOJITE PROCESY: tfeni, hystereze, plasticita,
regulace - varia¢ni nerovnosti, play operator,

dif. rovnice s malym parametrem u derivace.

Nc2 L EeN=c(\E)=1I
Ey, By EN:ElUEQ eN
Definice | (KREJCI, 2003)

f je N-integr. na I vzhl. ke g, jestlize 3 J € R a
Ve>03dddcDaFEcN,ize

=7 () (g(a) — glain)| <
pro A = {(t; i1, 7]} - i =1,2,...k} d-jemné

a=xg<x1<--<T)p=0b, t; € xp_1,7i,
x, €I\ Epro i=1,2,....k—1,

J= (N)/Ifdg.

(22) existuje primitivni funkce

(23) g spoj. = (N)/Ifdg= <%%>/Ifdg

(24) N je systém spocetnych mnozin, g € G(a,b),

(Young) /fdg ex. —> (N)/fdg = (Young)/fdg

I I I
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(Aps) INTEGRACE

Q(Aps) € Q(Ap) (PrEIss a THOMSON, 1989)

(25) (£ [2.1]) € A € w € Q(Aps) —> £ = % (2 + )

(Aps) / fdt je definovan jen pro nékteré K € Iv.
K

Lemma| VYwe Q(Aps) 3Q C I, ze |Q|=0a
Ve, d] C (a,b), c,d, e T\ Q
JA ={(t;, [ri—1,24]), 1 =1,2,.. .k} € w,
c=1; <11 <Xy <Tp_1 <t =0>.

(26)  primit. funkce ex., je definovana sk. vs.

Véta| (charakteristika diferencovanim).

f je Aps-integr. a F' je jeji primitivni funkce <=
F' je mérit. a Aps-spojita
f je Aps-derivace funkce F' sk. vs.,
varia¢ni mira F™ je o-konetnd a F*(FE)=0pro E CI, |E|=0.
(PrEISS a THOMSON, 1989)

Véta | (DENJOY, 1941-1949)

b
bk\o,Zf:oo;»f(t)ZZbk sin kt
N N

neni integr. podle DENJOYE a CHINCINA
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Véta| Necht je

1 - .
f(t) = 540 + ;(ak cos kt + by, sink t),
kde rada konv. Vt.
POTOM
27
map = (Aps) f(t) cosktdt, k=0,1,2,...
0
27
b = (Aps) f(t) sinktdt, k=1,2,....
0
POZNAMKA.
1o, - —2
G(t) = Zt — ;(ak cos kt — by, sinkt) k

stejnomérna konvergence

. G(t+k)—26) +G(t—k)
J(t) = Jimy k2 '

Perronovy integraly druhého radu:
v definici se pracuje s vyrazy

Git+k)—2G({t)+G(t+ k)
k2
(BURKILL, 1951, a dalsi autofi).
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