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Pojem struktury z hlediska
formalni logiky

Pavel Materna

Uvodni poznamka Petra Dvoiaka

Cldnek je vénovdn kli¢ovému pojmu povdlecné filosofie, pojmu struktury. V matemati-
ce ucinil Bourbaki tento pojem v pfimé ndvaznosti na lingvistické uZiti (Roman Jakob-
son) a antropologické uZiti (Claude Lévi-Strauss) zdkladem nového promysleni této
discipliny. Ale zatimco v matematice se za strukturu bézné povazZuje mnozina, kterd
sama obsahuje mnoZinu ur¢itych prvka (nositelku) a néjaké zobrazeni ¢irelaci na jejich
prvcich, Materna ve svém ¢ldnku nabizi uchopeni struktury z hlediska formdinilogiky.
Tuto mnozZinovou strukturu nazyvd ,,systém“ a pojem totoznosti struktury definuje
rozsahové jako mnozinu ekvivalencnich trid izomorfnich systém(. Timto zplGsobem
Ize presné stanovit, kdy maji néjaké dva systémy tutéz strukturu. Klicem je zndmy ma-
tematicko-logicky pojem izomorfismu. Logika tak nabizi precizaci pojmu, s nimz jinak
filosofie a jiné discipliny pracuji jen na intuitivni Grovni. Podobné Materna postupu-
je ve vyjasniovdni pojm0 dodnes, coz doklddd napriklad jeden z jeho poslednich ¢lan-
kl, nazvany ,,Funkce - Procedura — Konstrukce* (Organon F 19, 2012, ¢. 3, s. 283-305).
Od osmdesdtych let se zdkladem této explikace pojm0 a vyznamovych konstrukci pri-
rozeného jazyka stala transparentni intenziondlIni logika Pavla Tichého, k jejimuz roz-
voji profesor Materna sam nemdlo prispél.

1. V referatech o struktute v jednotlivych védach (biologii, fyzice apod.) se
obvykle vychazi z intuitivniho pojmu struktury charakterizovaného nejvy-
Se tak, jako je to ve Svidérského monografii O dialektike elementov i struktury
(Charakter, zptisob, zakon tohoto spojeni budeme nazyvat strukturou, s. 11).
Dale se pak uvazuje o struktutre jako o nécem, co jiz je pojmové zavedeno,
a zkouma se problém vztahu struktury a prvkd, struktury a funkce atd.

V logice, zejména ve formalni logice, jde v8ak predev§im o samo vymezeni
kategorie struktury, pokud je charakterizovatelna na trovni logické teorie
relaci.

Pljde zde tedy v prvé tadé nikoli naptiklad o problém, jakou strukturu
maji logické objekty (tfebas narozdil od objektli biologie apod.), nybrz o to,
jak ndm vyzkum téchto objektli umozinuje vymezit pojem struktury.
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2. Vryzelogickych monografiich se pojmu ,struktura® pouzivé ztidkakdy.
Z intuitivniho pojmu struktury vsak vyplyva, Ze nejadekvatnéjsim pristu-
pem k jeho explikaci je patrné zkoumani pojmu izomorfismu, ktery je v logi-
ce bézny.

Uvedeme nyni ponékud zjednodusené vymezeni nejprostsitho pripadu
izomorfismu: izomorfismu dvoj¢lennych relaci.

Rikame, Ze relace R, je izomorfni s relaci R, vzhledem k mnoziné M préavé
tehdy, kdyz existuje jednoznacna funkce h takovi, Ze plati

(M xRy=h®R,h(y), xeM,yeM.

Priklad: Vzhledem k mnoziné redlnych ¢isel je izomorfni relace > (,byt vét-
$inez“) s relaci < (,byt mensi nez“), nebot existuje jednoznaéna funkce f, kte-
ra kazdému redlnému ¢islu a priradi takové ¢islo b, ze platib = -a, tj. f @) = -a,
a lze snadno odvodit

x>y =) < f(y),

tj.Xx>y=—X<-V.

Pojem izomorfismu lze ovSem rozsifit na n-¢lenné relace a pak hlavné
na systémy, jez obsahuji ttidy, funkce a relace, resp. operace.

Napt. izomorfismus systému obsahujicich funkci G (%, y), resp. G’ (X, y)
vzhledem k této funkci Ize (zjednodu$en¢) vymezit takto: Tyto systémy (A,
A)) jsou (vzhledem k funkcim G (x,y) a G’ (X, y)) izomorfni pravé tehdy, kdyz
existuje jednoznacnd funkce h definovand vA, as hodnotamiv A, tak, Ze plati

(2 h(G x,y) = G (hG), h(y).

Priklad: Necht A, je systém prirozenych ¢isel (nulou pocinaje) a A, systém
nezapornych celych ¢isel, G necht je operace s¢itdni v A, psand formou funk-
ce (tj. G(@, b) = a + b) a G’ operace s¢itani v A, psana stejnym zptsobem (tj.
G’ @, b) = a @ b). Funkce f* necht prirazuje ¢islu 0 z A, ¢islo 0 z A, a kazdému
prirozenému cislu a 0 z A, ¢islo +a z A,. Pak jisté plati= (a+b) =+a@ +b
ve shodé s (2).

PribliZzné, neformalné receno:

Dva systémy predmétt jsou izomorfni, jestlize existuje takova funkce h,
ktera jednoznaéné pritazuje predméty jednoho systému predméttim druhé-
ho systému tak, ze vztahim mezi predméty prvého systému odpovidaji pri
tomto prifazeni vztahy mezi predméty druhého systému.
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3. Rozbor relace izomorfismu je pro nase téma dulezity, protoze nam
umozni formulovat tzv. definici pomoci abstrakce,! ktera vymezi v ramci
svych moznosti pojem struktury. Abychom mohli vybudovat tuto definici,
potrebujeme zjistit jisté formalni vlastnosti vztahu izomorfismu.

a) Predevsim je zfejmé, Ze kazdy systém je izomorfni sdm se sebou. Vy-
znam ptislusné funkce h v tomto pripadé ma identita (Id), pritazujici kazdé-
mu predmétu ze svého defini¢nfho oboru obraz podle formule

Id @) = a.

Protoze dale kazda relace, operace a funkce v kazdém systému je totozna
sama se sebou, nahlédneme snadno, Ze formule (1), (2) a analogické formule
plati v pripadé, Ze uvazujeme vztah systému k sobé samému.

Tento vysledek 1ze napsat takto:

3) (S) (SIsm S) ¢teme: Pro kazdy systém S plati, Ze S je izomorfni s S).

b) Je-li ddle néktery systém S, izomorfni se systémem S, pak také S, je izo-
morfnis S, Jelitotiz S, izomorfni s S, na zakladé existence funkce h, pak pri-
slusné funkce g, na jejimz zakladé je S, izomorfni s S, je funkce inverzni k h:

g=hl

Tento vysledek 1ze napsat takto:

@ ESYE) 6, IsmS,o8,IsmS)

o Je-li systém S, izomorfni se systémem S, a systém S, je izomorfni se
systémem S,, pak také systém S, je izomorfni se systémem S.. Jsou-li h, resp.
h, funkce, na zaklad¢ jejichZ existence je S,izomorfni s S,, resp. S, s S, pak
funkce h,, na zaklad¢ jejiz existence je S, izomorfni s S, je superpozici h,a h,
podle formule

h, =h, (h).

Tento vysledek napiSeme takto:

B)EYE)E) S, IsmS, &S, Ism S, 58, Ism S).

Formule (3) znamend, Ze vztah izomorfismu je reflexivni.

Formule (4) znamen4, Ze vztah izomorfismu je symetricky.

Formule (5) znamen4, Ze vztah izomorfismu je tranzitivni.

Vztahy, které jsou reflexivni, symetrické a tranzitivni, nazyvame ekviva-
lencemi ¢i vztahy typu ekvivalence.

Ekvivalence ndm umoziuji vymezit urcité pojmy tzv. definici pomoci
abstrakce: Ize dokazat, Ze mnozinu objektt ndm ekvivalence rozd¢li na vza-
jemné disjunktni tt¥idy tak, zZe zadny prvek tfidy A neni v daném vztahu
ekvivalence s prvkem tfidy B, B # A, ale vSechny prvky kazdé takové tridy
jsou spojeny timto vztahem ekvivalence. Tim je vymezena jakasi vlastnost,
spole¢né prvkam téchto jednotlivych t¥id (tzv. abstrakénich ttid prislusné
relace ekvivalence).

1 Viznapt. O. Zich a kol., Modernf logika. Praha, Orbis 1958.
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Priklad: Vztah rovnomocnosti je ekvivalence: kazdd mnoZzina je rovno-
mocnd sama se sebou; je-li mnozina A rovnomocna s mnozinou B, je i mnozi-
na B rovnomocnd s mnozinou A; je-li A rovnomocné s B a B rovnomocna s C,
je i A rovnomocna s C. Na zakladé vztahu rovnomocnosti Ize definovat kar-
dinalni ¢islo (mohutnost) mnoziny A: je ddno mnoZinou vS§ech mnozin, které
jsou rovnomocna s mnozinou A.

Analogicky postup lze aplikovat na vztah izomorfismu:

M¢jme urcitou oblast, obsahujici jisté mnozstvi systému predméti (tzn.
takovych soubord, u nichz uvazujeme nékteré jejich vzajemné relace). Rela-
ce Ism nam tuto oblast rozdéli na vzajemné disjunktni t¥idy systému. Urcity
systém bude patrit do urcité tridy a nebude se od ostatnich systému patti-
cich do téze tridy lisit v tom smyslu, Ze s nimi bude izomorfni. Tyto tr¥idy ma-
Zeme nazvat abstrakénimi tridami relace izomorfismu.

V kazdé takové abstrakéni t¥idé mizeme zvolit libovolného reprezentan-
ta této tridy, napt. systém A. Zd4 se, Ze pojem prislusné abstrakéni tridy, tj.
tridy systémii izomorfnich se systémem A, odpovida celkem adekvatné intui-
tivnimu pojmu struktury systému A.

Re¢eno méné presné: Struktura je spole¢na vlastnost izomorfnich systé-
mu. Systémy izomorfni maji stejnou strukturu, systémy heteromorfni maji
riznou strukturu.

4. Z logického hlediska Ize tedy za strukturalni vlastnosti pokladat ty, jez
charakterizuji rela¢ni sit daného systému.

Pritom je jasné, Ze tentyz soubor predmétti miiZe jevit rGznou strukturu,
podle toho, kterou stranku jeho systémovosti analyzujeme. Struktura je sice
objektivni vlastnosti soubort predmétd, ale je pravé tak relativni jako napft.
trajektorie. Absolutni vlastnosti se stava az v urcité abstrakci daného soubo-
ru, jakou je urcity systém.

5. Zda se, ze pojeti struktury plynouci z uvedeného logického rozboru
muZe objasnit i nékteré obecné stranky vztahu struktury a funkce.

Lze podat rozbor prikladu dvou systémd, jez maiji stejnou funkci pri zdan-
livé razné strukture. Urcitd analyza objevi vSak ve dvou z jistého hlediska
strukturalné odlisnych schématech stejnou strukturu. To lze ukéazat napft.
na strukturdlni siti dvou automatd, jez maji stejné chovani (funkci) a z nichz
jeden realizuje toto chovani na zakladé negace a disjunkce a druhy na zakla-
dé negace a konjunkce.

Z vymezeni izomorfismu vSak plyne (zhruba feceno), Ze systém zalozeny
na negaci a konjunkci je ceteris paribus izomorfni se systémem zaloZenym
na negaci a disjunkci. P¥islusné vztahy zapiseme takto:

~(a)=~(2a)
~&@b)=v(~a,~Db).
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To ovSem neresi cely problém, ktery Ize pojmové vyjadrit i jako problém
mnohosti substratt téze funkce. Ukazuje se oviem jedna stranka tohoto pro-
blému: Ze totiz zfejmé musi existovat takovy aspekt, ktery v mnohosti sub-
strath téze funkce objevi strukturalni jednotu. (Tento vysledek, jakoz i cela
logicka teorie struktury, resp. izomorfismu, ma zna¢ny vyznam pro teorii
modeli.)

6. Je forméalné logicka analyza pojmu struktury dostate¢nad, vycerpavajici?
Jinymi slovy: Je pojem struktury formélné logicky pojem, jehoz sice filosofie
i ostatni védy pouzivaji, ale jehoz obsah relevantni pro definici neni rozsiro-
van? Nebo existuje takova explikace intuitivniho pojmu struktury, ktera je
urcitymi rysy nedostupné formalni logice? Je-li takovato explikace mozna,
jakym smérem ptijde?

K tomu je tfeba poznamenat, Ze zde uvedené vysvétleni pojmu struktury
je formalné logické proto, Ze vystacilo s pojmem relace charakterizované tzv.
formalnimi vlastnostmi. Vymezeni, jez by $lo dale, mohlo by bud pribrat dal-
§i formalni vlastnosti (k tomu by mohl p¥ijit podnét z neformélnich obort,
ale vymezeni samo by zlstalo v ramci formalni logiky), nebo by v¢lenilo jako
organickou souc¢ast pojmu struktury nékteré neformalni vlastnosti. Ovsem:
Ne kazdé tvrzeni o struktute (napt., Ze je relativné stald apod.) znamena obo-
haceni tohoto pojmu ve smyslu jeho predefinovani ¢i dodefinovani. Zjistime-
li napt., Ze stélice maji urcitou dotud neobjevenou vlastnost, nemusime tim
nutné menit definici stélice.





