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Predmluva

Nectéte tuto knihu, je to moc velka dfinal

S cisly se ¢lovek setkava casto — néjaké c¢islo maji jeho boty, ¢islované
jsou stranky v knihach, které obcas cte, a ¢isla jsou i na bankovkach,
které méa v penézence. Zachdzet s Cisly, pocitat, musi také umét (skoro)
kazdy; kdo si nedokaze spocitat, kolik ma dostat pfi ndkupu zpatky na
svou tisicikorunu, nutné prochézi zivotem jenom se zna¢nymi obtizemi.
tem, které si ¢lovék musi ve skole (ne-li jiz dfive) osvojovat.

Mailoco tedy pripada ¢lovéku tak samoziejmé a tak duvérné znamé,
jako jsou éisla. Cisla se viak soucasné ¢lovéku vétsinou zdaji patiit do
svéta, ktery je otravné nudny — nic se tam nehybe a jediné, co se tam da
délat, je pravé pocitat, coz malokoho bavi. “Kupecké pocty”, to je néco,
co byva kladeno do protikladu k vzneSenym zabavam lidského ducha,
jako je tfeba hudba, pfemitani o smyslu zivota nebo vybijeni jinych ras
¢i narodu ve jménu pokroku. Faktem ovsem je, ze kdyz se nedame odradit
Spatnou povésti, kterou ¢isla a po¢itani maji, mohou se nam oteviit dvetfe
do svéta docela jiného, nez jakého se v souvislosti s nimi obavame, viibec
ne bezbarvého, nudného a otravného. Muize se pied ndmi objevit svét,
ktery je docela dobrodruzny. A Vojtéch Kolman nas ve své knize do
takového svéta zavadi.

Kolmanova kniha vtibec neni popularni knihou o tajich ¢isel, ja-
kymi jsou tieba Cisla prirody lana Stewarta ¢ Historie ¢isla m Petra
Beckmanna. Neni ani knihou, ktera by byla filosofickd v tom smyslu, Ze
by popoustéla uzdu nevazanym spekulacim. Je to filosofie v tom nej-
lepsim slova smyslu: peclivé zkouméani, t¥idén{ a hodnoceni faktt (které
filosofa nijak neodlisuje od védce) nasledované zavéry, které jsou natolik
obecné a tykaji se natolik samych zaklad naseho poznavani a nasich
pojmovych ramci, zZe se nikam dovnitf do védy nevejdou. Vysledkem je
text, ktery méa nejen velice Siroky zabér, ale jde i do obdivuhodné fi-
losofické hloubky. Jde tedy vlastné o pravy opak knihy populdrni: kdo
ji chce precist, musi vykazat znac¢nou vytrvalost, zarputilost a pfipra-
venost lamat si hlavu — v této jiz tak obsahlé studii je toho totiz ve



skutecnosti zhusténo tolik, Zze by to jinému autorovi vystacilo na knih
nékolik. Uvahy o povaze ¢isel a matematiky, které jsou pateii prace, tak
nakonec tvori jenom mensi ¢ast jejiho obsahu: vedle nich se kniha vé-
nuje zrodu moderni logiky, zdkladim moderni matematiky i nékterym
aspekttm filosofie jazyka.

Myslim tedy, ze jde o praci svou §ifi, hloubkou a zejména dtislednosti
promysleni probiranych filosofickych problémi zcela mimotradnou. Jisté
povede i k mnoha diskusim, které, domnivam se, ¢eska filosofie potiebuje
jako sul. Jako jeji promotér vSak nemohu ¢tenafi slibit nic nez pot, slzy
a krev spolu s vidinou toho, ze odména pro toho, kdo se nevzda a knihu
skute¢né precte, bude stat za to — nahlédne do zavratnych hloubek
filosofie, logiky i zdklad matematiky.

Jaroslav Peregrin

Pittsburgh, leden 2008



Poznamka

Tato kniha vznikla jako extenze pracovniho textu, ktery jsem vypraco-
val béhem svého pobytu v Lipsku jako stipendista Humboldtovy nadace.
Stalo se tak v ramci stejnojmenného seminate Philosophie der Zahl, ktery
tam v letnim semestru akademického roku 2004/2005 spolu se mnou
vypsal muaj hostitel Pirmin Stekeler-Weithofer. Pivodni némecky ma-
nuskript, ¢itajici asi 100 stran ¢istého textu, byl urcen jednak pro stu-
denty seminafe, nebotf se do né¢j promitala probirand témata a néasledné
diskuze, jednak jako vystup mého projektu Ursprung der analytischen
Philosophie und modernen Logik in der Wende zur Sprache, s nimz jsem
do Lipska jel. Pivodni timysl rozpracovat manuskript ve zcela samo-
statny a publikovatelny titul jsem nakonec, pod tlakem casu, opustil
s tim, ze bude nejprve lepsi zacit rozsahlejsim textem v ceském jazyce,
v némz kromé filosoficky relevantnich postiehti proberu i ¢etné technické
detaily a z néjz bude teprve pozdéji, pfi uvazeni prislusnych narodnich
specifik, mozné vyrobit vhodné cizojazyCné verze. Zacal jsem na ném
pracovat jesté za svého pobytu v Lipsku a v této praci pak, pokud mi
to ucebni a administrativni povinnosti dovolily, pokracoval i po navratu
do Prahy. Vysledek nyni drzite v ruce. Nec¢inim si v ném narok na do-
konalost v néjakém absolutnim smyslu slova, doufam jen, Ze jsem dostéal
alespon nékterému z cilli, jak jsou popsany v ivodu.

Vydéni knihy bylo financovdno z grantu ¢. 401/06/0387 Grantové
agentury CR Inferencialistické zdklady logiky a sémantiky a z prostiedkii
vyzkumného zaméru MSM 0021620839 Ministerstva skolstvi, mladeze a
télovychovy CR Metody moderni matematiky a jejich aplikace. Prace au-
torska byla i dlouho po navratu do Prahy zajisténa skute¢né velkorysou
materidlni podporou nadace Alexandera von Humboldta. Jeji stipendium
mi ale v prvni fadé umoznilo uzsi spolupréaci s Pirminem Stekelerem, pod
jehoz vlivem se davno pfed tim utvarely mé nazory na povahu logiky a
jeji vztah k jazyku, resp. jazykim, jako je ten matematiky. Stekelerovy
dnes jiz pfes dvacet let staré Grundprobleme der Logik stale povazuji za
nejlepsi studii v oboru filosofie logiky, nejen co se tyCe autorova vstiic-
ného a zaroven kritického postoje k teorii sémantického, specialné pak
inferencialistického holismu a riznym pokustim, jak dat logice ¢i mate-



matice néjaké ‘zaklady’, ale i jeho odhodlani prochéazet bez predsudkt a
zévislosti na médnich trendech logickymi a filosofickymi systémy minu-
losti a z jejich konfrontace dospivat k adekvatnimu obrazu o filosofii a
logice ‘pro nasi dobu’.

Stekelertv hluboky vhled do filosofie v celé §ifi jejich zajmt, od
nébozenstvi pfes historii az po védu, od Platona pres Hegela az po Witt-
gensteina, inspiroval (v riizné mife, samoziejmé) takika kazdou kapitolu
této knihy. Jista tékavost a fekl bych az systematickd nesoustavnost jeho
mysleni zabranila pohodlné a nebezpecné moznosti nasledovat jej az pri-
lis tésné, coz je ku prospéchu véci zejména proto, Ze jsem za zde prezen-
tované zavéry tim spise zodpovédny jai. Ctenaf miize ostatné miru této
divergence posoudit sdm, nebot pravé vysla Stekelerova nové kniha For-
men der Anschauung, vznikla rozpracovanim ptvodné Cisté geometrické
studie do komplexni filosofie matematiky, jak zni ostatné i jeji podtitul.
Obavam se vsak, ze s léty stale vic a vic bytnéjici zkratkovitost Stekele-
rova vyjadfovani viibec nepfispéje takové recepci, jakou by si jeho studie
zaslouzila.

Mimoiadné diky patii Jaroslavu Peregrinovi, jenz jednak precetl
manuskript, jednak se diky nému bylo z Lipska kam a predevsim proc
vracet. Za podrobné korektury jsem vdécny Liboru Béhounkovi, jenz byl
schopen a ochoten navrhnout vylepSeni prakticky kazdé ¢asti knihy. Za
poznamky a podnéty k celému nebo vétsim Castem textu vdécéim Pa-
volu Zlatogovi, Radku Honzikovi, Ladislavu Kvaszovi, Janu Sebestikovi,
Pavlu Ludvikovi a Katefiné Trlifajové. Za dalsi pfipominky a opravy dé-
kuji Pavle Toracové, Karlu Prochazkovi, Robertu Roreitnerovi, Milanu
Soutorovi, Martinu Fontdnovi, Vitu Puncochérovi, Anné Horské a Da-
vidu Navarovi. Za starosti spojené s vydanim knihy nalezi nemalé diky
Davidu Jerabkovi.

Zavérem odoldm pokuseni vyhnout se obvyklému stereotypu tim, ze
ucinim za zbylé chyby a nedostatky textu (a Ze jich je) zodpovédné vyse
zminéné, a radéji jesté podékuji za pocasi akademického roku 2006/2007,
které mi dovolilo stravit vétsi ¢ast zimy na chaté a dokoncit tak knihu
podstatné diive, nez jsem ocekaval. V této souvislosti musim ocenit, ze
sousediiv chlapec Jaroslav (a.k.a. Jarousek) vyrostl a pfestal mé rusit
svym vyskotem, stejné jako pes Tapka (z druhé strany Zivého plotu),
jenz navic posel. Blih jim Zehne;j.

Vojtéch Kolman

Praha, fijen 2008



Geschrieben steht: “Im Anfang war das W o r t!”
Hier stock ich schon! Wer hilft mir weiter fort?
Ich kann das Wort so hoch unméoglich schitzen,
Ich muf} es anders iibersetzen,

Wenn ich vom Geiste recht erleuchtet bin.
Geschrieben steht: Im Anfang war der S in n.
Bedenke wohl die erste Zeile,

Daf} deine Feder dich nicht iibereile!

Ist es der Sinn, der alles wirkt und schafft?

Es sollte stehn: Im Anfang war die K r a f t!
Doch, auch indem ich dieses niederschreibe,
Schon warnt mich was, daf3 ich dabei nicht bleibe.
Mir hilft der Geist! Auf einmal seh ich Rat

Und schreibe getrost: Im Anfang war die T a t!

(Goethe, Faust)

Hierin liegt die feste philosophische Einstellung, die ich
zur Begriindung der reinen Mathematik — wie
iiberhaupt zu allem wissenschaftlichen Denken,
Verstehen und Mitteilen — fiir erforderlich halte: am
Anfang — so heifit es hier — ist das Zeichen.

(Hilbert, Neubegriindung der Mathematik)

Es ist weiter klar, dass es nicht die Folge von Lauten ist,
als welche sich ein Satz darstellt, sondern sein Sinn,
dem wir eigentlich Wahrheit zuschreiben.

(Frege, Logik)

Die intuitionistische Mathematik ist eine vom
menschlichen Geiste vollgezogene sprachlose
Konstruktion, die sich in restloser Exaktheit entwickelt
aus der Ur-intuition der Zwei-einigkeit.

(Brouwer, Berliner Gastvorlesungen)

Mathematik ist freilich, in einem Sinne, eine Lehre, —
aber doch auch ein Tun.
(Wittgenstein, Philosophische Untersuchungen)






Uvod

Cislo, jeho pojem a zpiisoby existence byly tématem filosofické reflexe
od pocatku filosofie jako teoretické discipliny, ba co vic, k této jeji eman-
cipaci bezpochyby i pfispély. Ne nahodou pravé v antickém Recku pie-
krocila filosofie stin praktické ‘Zivotni moudrosti’ a matematika prestala
byt souborem ad hoc pravidel, jak zmérFit to ¢i ono, ale systematickym
studiem abstraktnich objektt a forem. Filosofie matematiky pak jako cer-
vené nit prochazi déjinami obou disciplin a spojuje je v interakci nékdy
hluché a neplodné, jindy zase vybusné a inspirujici.

Ze zv1até z hlediska vyvoje matematiky pfichézeji v téchto vybus-
nych okamzicich ke slovu rozli¢né antinomie a paradoxy, neni v jistém
smyslu vitbec pfekvapivé. Soustiedénost, s jakou matematici sleduji zdé-
déné koleje svého vyzkumu, aniz by si kladli otdzky po jeho kotenech,
ptvodnich cilech ¢i podminkéch, za nichz ma jesté smysl, popisuje jiz
Platén ve své Ustavé [Res., 533b n] jako pozoruhodny, le¢ pro védce
typicky pfipad omezenosti:

[...] pouze sni o byti, ale nemohou skute¢nost nikdy spatfit za
bdélého stavu, pokud nechavaji hypotézy, které predpokladaji,
neprozkoumany, a nejsou schopni podat k nim vysvétleni.

Tato omezenost spolu s jistou mirou metodického lajdactvi nemusi byt
obecné na $kodu, nebot, jak uvidime na osudu fecké teorie proporci, p¥i-
1is vysoko nastavend latka rigoréznosti mize oficidlni teorii odvést daleko
od vlastni praxe, a utlumit tak dalsi vyvoj védy na dlouha léta doptedu.
Dojde-li pak po jisté dobé k detonaci v podobé protichtidnych ¢i ‘kontra-
intuitivnich’ zavért, neni to proto tfeba ihned interpretovat jako tragédii,
ale spiSe jako vyzvu a prilezitost k tomu zvazit a revidovat zapomenuté
vychodiska, oddélit cenné od konvenc¢niho a vysledek postavit na pev-
ngjsi zaklad. Z vyse uvedenych divodd musi byt sila vybuchu potfebna
k néjaké revizi zpravidla znacna.

Podnétt takovéto intenzity také nebylo v déjinach matematiky, resp.
filosofie matematiky mnoho, a Ize dokonce Fici, ze mély vzdy néjaky an-
ticky precedens. To plati trividlné o objevu nesouméfitelnosti (iraciona-
lity) nékterych veliin v rdmci elementarnich geometrickych forem, jako



20 Uvod

je Ctverec Ci pétithelnik, ktery ottasl pythagorejskym programem racio-
nalizace fenomenalniho svéta a privedl abstraktni aritmetiku nadlouho do
podruci ndzorné geometrie. Vidéno ahistoricky o¢ima Brouwerova ttoku
viéi implementaci jazykovych schémat a logiky v matematice, pfichylil
se zde osud na stranu (pre)intuicionistického kiidla, i kdyZ nutno dodat,
ze kdnon antické logiky nemél pii v§i sofistikovanosti tehdej$i matematice
mnoho co nabidnout. Kant nicméné ve své filosofii pfejal tuto prastarou
pfedstavu matematiky coby nézorné védy zijici z konstrukci v prostoru
a Case jako jednoduse danou a vyostril ji opét vici logice coby discipliné
diskurzivni, studujici jazyk a formalni vztahy jeho pojmi. Nevzal pfitom
v uvahu, Ze toto déleni jiz davno nekopiruje stav aktualniho badani.
Diky Descartové analytické geometrii, zfetelné ovlivnéné symbo-
licko-algoritmickou formou arabské matematiky, nemusely byt geome-
trické obrazce a tlohy pfedvadény pouze v nazoru, nybrz je bylo mozné
identifikovat, pojmenovat prostou formuli ¢i vyfesit mechanickym vy-
poctem. Z epistemologického hlediska Kantovy filosofie by to nemuselo
jesté znamenat zadny pokrok, kdyby totiz nové aritmetické (analytické)
metody zistavaly jen jakymsi ‘konzervativnim’ rozsifenim metod geome-
trickych (syntetickych). Ze tomu tak neni, ukézaly zfetelné az pozdéjsi
dikazy nefesitelnosti nékterych tradi¢nich geometrickych problémi, jako
je zdvojeni krychle ¢i tfeténi thlu, opirajici se o algebraickou teorii Ga-
loisovu. K nim jesté pozdéji pfistoupily ditkazy transcendence (nealge-
brai¢nosti) ¢isla 7, tedy negativni feSeni problému kvadratury kruhu.
Netrivialitu aplikace algebraickych ¢i obecné symbolickych metod v ge-
ometrii Slo ovSsem do zna¢né miry vydcist jiz z Newtonovy a Leibnizovy
ideje symbolického kalkulu coby metody feseni komplikovanych geomet-
rickych problém1, jako jsou vypocty obvodi a obsahil zakfivenych forem.
My se dnes muzeme velmi efektivné odvolavat také na Hilbertovy metody
(meta)dikazi o dokazatelnosti v axiomatickych systémech, konkrétné
tfeba na jeho dikaz nezavislosti axiomu o rovnobézkach na ostatnich
axiomech eukleidovské geometrie konstrukei analytického modelu apod.
Co se tyce infinitesimélniho kalkulu, jenz hraje v takto popsaném
vyvoji analytické matematiky vedle analytické geometrie stézejni ilohu,
byli si jeho otcové Newton a Leibniz stejné jako jejich kritici dobie vé-
domi toho, Ze mé ve svych zdkladech zna¢né trhliny. Nartstajici pocet
paradoxi spjatych s pojmem nekonecna, zvlasté v jeho konfrontaci s na-
zornym zavedenim derivace a integralu, ktera jde zase zpét az k nékterym
paradoxtim Zénénovym (paradoxy néazoru), vedl postupné k nékolika vl-
nam reforem analyzy. V nich byly opakované podrobeny zkouméani pojmy
funkce, limity a redlného ¢isla. Od Lagrangovy ukvapené eliminace limit
se tak pres Cauchyho synkategorematické uziti pojmu nekonec¢né malé
veli¢iny dospélo az k plné aritmetizované analyze, dokonané Weierstras-
sovou eliminaci Teci o limitnich veli¢inach a infinitesimaliich ve prospéch
kvantifikace pfes pfirozend ¢isla a Cantorovou, resp. Dedekindovou defi-
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nici a redukci redlného ¢isla na posloupnosti, resp. mnoziny ¢isel priroze-
nych. Nato hned vyvstal program novy, vénovany (1) §ir§imu zdiivodnéni
implicitné (emprakticky) osvojenych inferen¢énich vzorci Weierstrassovy
‘epsilontiky’, (2) vysvétleni fe¢i o vSech (pod)mnoZindch a posloupnos-
tech pfirozenych ¢isel, a potazmo (3) feéi o pfirozenych ¢islech samych.

7 jistych dtvodi, které zminime, jsou vSechny tyto t¥i body téma-
tem Fregovy nové logiky, tedy nikoli Cantorovy a Dedekindovy teorie
mnozin, kterd se jakozto novy typ do krajnosti zobecnéné aritmetiky
stejné jako aritmetika sama o jazyk a jeho formy primarné nezajima.
Zajem o syntakticky design matematickych teorii, tedy jakéasi instituci-
onalizovana reflexe na konstitutivni predpoklady toho kterého oboru, je
z hlediska historie matematiky znac¢né novum, jimz Frege tispésné vnasi
do matematiky podnéty vedouci v pribéhu dalsich let k rozvoji zbrusu
novych odvétvi a disciplin, mezi nimi informatiky. Na tomto pozadi se
nezdaji byt skody, které Fregovym, ale i Dedekindovym a Peanovym
ambiciéznim projektim zpusobily Russelliv a jiné paradoxy, tak vazné,
jak se je skodolibé pokusili interpretovat ‘statotvirci’ typu Poincarého ¢i
‘anarchisté’ typu Wittgensteinova. Pfesto je Russellova antinomie pravé
na zakladé debaty a rozkolu, ktery ve sféfe zéklad zpusobila, mozna
nejvyznamnéjsim kolapsem v déjinach (filosofie) matematiky. K nému
se ostatné vice ¢i méné vztahuji jak teorie typt revidovaného logicismu
Russellova, tak Zermelova a dalsi axiomatizace teorie mnozin, po nich
pak Hilberttav finitisticky program se svym durazem na bezespornost
axiomatické teorie a v neposledni fadé Brouwerovo a Wittgensteinovo
pausalni odmitnuti vSech uvedenych feseni.

O cem je tato kniha

Timto vyctem, snad s dodatecnym zminénim Gdédelovych slavnych vy-
sledk o netiplnosti aritmetiky, je také zhruba dén historicko-tematicky
ramec této knihy. Hlavni roli v ném hraje pojem ¢isla, ktery je sice od
doby Fregovych Grundlagen der Arithmetik [1884] (déle také “Grund-
lagen”) trvalym tématem filosofie matematiky coby emancipované filo-
sofické discipliny, zpravidla v ném vsak dominuje ¢islo pfirozené, jak to
lze napf. nazorné vidét na jinak znamenité Potterové studii Reason’s
Nearest Kin [2000].

To se mize zdat zprvu podivné, nebot jsme jiz naznadili, ze to byly
predevsim otazky matematického kontinua, co iniciovalo zvlasté plodné
interakce mezi matematikou a filosofii, ba co dalo dokonce vzniknout
logice jako plnohodnotné discipliné Zijici na pomezi obou. Dvodi pro
tento stav lze ale uvést hned nékolik. V prvni fadé nepodal nikdo pro
zadny z Ciselnych obori tak inspirativni a kompaktni ptiklad filosofické
analyzy jako Frege ve svych Grundlagen pro cisla pfirozend. Redlna
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¢isla predstavuji samoziejmé podstatné komplexnéjsi téma, u néhoz maji
zprvu nevinné vyhlizejici kontroverze dalekosahlé nasledky. Prastary spor
o aktualni ¢i potencialni charakter nekone¢na se v modernim uchopeni re-
alnych cisel coby posloupnosti ¢i mnozin ¢isel raciondlnich znac¢né vyost-
fuje, nebot zde v diisledku neméme co do ¢inéni jen s nekoneéné mnoha
objekty, ale s nekoneéné mnoha objekty, které jsou rovnéz nekonecné.
Tradi¢né tomu odpovida teze, ze v kontinuu se s nekoneénem setkdvame
v kazdém z jeho nekone¢né mnoha bodii coby limitou posloupnosti bodt
jinych, pripadné Ze kazd4 ¢ast kontinua je rovnéz kontinuem. Dat dohro-
mady néjaky presvédcivy, a proto obecné akceptovany zaklad, na némz
by mohla dalsi diskuze stavét, je tedy z povahy véci takika nemozné.

Program aritmetizace analyzy navic provazel motiv zcela inverzni
jeji fecké geometrizaci, totiz snaha o dosazeni co nejuplnéjsi nezavislosti
na ‘nespolehlivém’ nazoru. Tento mysl se zd4al byt v pripadé ptirozenych
¢isel snadno obhajitelny, nebot, jak argumentoval Frege [1884, § 24], po-
Citatelné nejsou jen empirické, ale i abstraktni predméty, napf. ¢isla sa-
motna. V pripadé cisel redlnych se tak ale snadno ztrati spojeni s ptivod-
nim oborem aplikace, tj. s praxi geometrického méreni. V okamziku pak,
kdy se ryze teoretickd zdivodnéni, nabizena po fadé Cantorovou teorii
mnozin, Fregovym a Dedekindovym logicismem a Hilbertovym forma-
lismem, stanou ve formé néjakého formalné koherentniho konglomeratu
zazitym standardem, dojde i k postupnému vytésniovani otazek po jejich
vazbach k ptivodni praxi, tedy i potfebé Sirsitho zdivodnéni.

Jelikoz tento trend zapocal jiz pred né€kolika dekddami, ocitla se sou-
casna filosofie matematiky v mrtvém obdobi. Idiosynkratické, le¢ pod-
nétné a k jadru mifici analyzy, jako je Lorenzenova ¢i holandské skoly,
jsou coby vystielky odsunuty stranou a namisto nich se slavnostné refor-
muluji a kombinuji tradiéné Gspésné postoje platonismu a formalismu,
tak, aby odpovidaly pohodli vétSinového vkusu. Brouwertuv zoufaly po-
kus o uték z Hilbertovym formalismem obehnaného ‘Cantorova raje’ je
také pochopitelny pravé potud, pokud je reakci na povrchnost axioma-
tikova predpokladu, Ze Ize aritmeticky obor ‘definovat’ konvencéné zvole-
nymi vétami, které praveé pro tuto konvencénost nemohou byt zprvu ni¢im
vic nez pouhymi formulemi. Tato idea tvofi bazi Dedekindovy a Hilber-
tovy metody ‘implicitni definice’, kterd se podle Coffovy [1982] vlivné
analyzy méla stat bazi konceptualizace matematiky, tj. jejiho oprosténi
od kantovskych forem nazoru. Dnes slavi tato doktrina triumf v ramci
tzv. strukturalismu, jenZ se po vzoru (raného) Hilberta nepfilis ispésné
pokousi skryvat platonistické predpoklady pod formalistickym rouchem.
Odtud popularita sloganu z Hilbertova dopisu Fregovi [1976, s. 66]:

Jestlize si libovolné stanovené axiomy vzajemné neprotifeci se
svymi disledky, jsou pravdivé, predméty témito axiomy defino-
vané existuji. To je pro mé kritérium pravdy a existence.
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Brouweruv duraz na ‘efektivitu’, ‘vycCislitelnost’ aritmetickych operaci
hral navic v dalsim vyvoji matematiky vyznamnou roli, kdyz dovedl
Brouwerovy pokracovatele, mezi nimi ¢asto i jeho protivniky, pfes teorii
rekurzivnich funkci k moderni informatice. Aplikace efektivniho stan-
dardu na pojem aritmetické pravdy a odmitnuti principu tertium non
datur mély jako vétSina konstruktivistickych namitek viic¢i klasické mate-
matice pfinejmensim ten pozitivni efekt, ze ukazaly podminky konstituce
elementarni aritmetiky jako netriviadlni. Ptame se:

Co vlastné znamena, ze je néjaké véta, napt. Goldbachova do-
mnénka, pravdiva, kdyz tuto jeji pravdivost nejsme momentalné
schopni dokéazat?

Jak poznévame onen ‘standardni model aritmetiky’, na néjz se
v dikazu Godelovych vét matematici tolik odvolavaji?

To vSe jsou ovsem v jistém smyslu jiz otdzky Fregovy. Skutecnost, ze
na né platonismus ani formalismus Cantorova ¢i (raného) Hilbertova
typu zadnou prijatelnou odpovéd nemaji, také potvrzuje Fregovo a Brou-
werovo odhodlani problematizovat to, co jini za problematické nepova-
Zuji.

Timto zakladnim (jak fika Frege v Gvodu Grundlagen: sékratov-
skym) postojem ovSem shoda mezi Fregem a Brouwerem kon¢i. Odmit-
nutim ‘vylouceného tfetiho’ a vibec moznosti jazykové kontroly v mate-
matice ignoroval Brouwer v jistém smyslu trivialni fakt, ze pfinejmensim
od Eukleidovych dob pracovala matematika s obory ve své identité urce-
nych pfedméti, jak to po Eudoxové genidlni anticipaci explicitné zachy-
til Frege ve své teorii abstrakce. Tim se Brouwer vydal na osamocenou
cestu leckdy duvtipné, le¢ v disledku nesrozumitelné mentalni akroba-
cie a anarchie difaznich predmétnych oborta. V ramci Fregovy odpoveédi
na kantovskou otazku “jak jsou nam dana c¢isla?”, totiz “v kontextu
véty, specidlné rovnosti”, bylo pfitom jasné popsano, jak pii netrivialni
analyze (jazyka) aritmetiky postupovat. Zaroven tim byl dan i prvotni
impuls k druhému kopernikovskému obratu ve filosofii, ‘obratu k jazyku’,
a z ného vzeslé analytické filosofii. V jejim ramci bylo mozné odhalit jako
nezdivodnéné nejen tradicni problémy filosofické metafyziky, ale i nové
se objevivsi problémy metafyziky matematické, a uvést je pak eventualné
na pravou miru.

V oblasti prekonani filosofické metafyziky jsou tradi¢né znamy zej-
ména prispévky Russellovy a Carnapovy, které vSak v dusledku svého
empirického zakotveni ¢asto prestieluji cil a jen nahrazuji jedno dogma
sil tfeba Wittgenstein ve své analyze Cantorova diagonalniho argumentu
a jeho (zne)uziti k ‘dikazu’ existence vyssich a vyssich nekonecen ¢i prin-
cipiadlné nepojmenovatelnych predméti. K tomu se podrobné vyjadiime
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v této knize. Za vlastni si pfitom mtzeme vzit pravé Wittgensteinova
[1976, s. 103] slova vyi¢end smérem k Hilbertovu [1926] proslulému zvo-
lani o Cantorové raji, z néhoz nas jiz nikdo nevyzene:

Rekl bych: “Ani ve snu by mé nenapadlo vyhanét kohokoli z to-
hoto raje.” Zkusil bych néco jiného: Zkusil bych vam ukazat, ze
to neni raj, a vy pak odejdete dobrovolné sami.

Podobné se to mé i s Wittgensteinovym [1976, s. 14] vyjadfenim, uvo-
zujicim jeho prednasky z filosofie matematiky v Cambridge roku 1939,
jejichz aktivnim participantem byl vedle von Wrighta také Alan Turing:

Jako filosof mohu hovofit o matematice, protoze se budu zaby-
vat pouze hddankami, které vznikaji v souvislosti s uzitim slov
RS

kazdodenniho jazyka, slov jako “dtukaz”, “¢islo”, “posloupnost”,
“usporadéani” atd.

To se vSak na nasi knihu tplné nevztahuje, nebot kromé filosofickych
sledujeme i jiné cile, které vyli¢ime zahy. Chci tim Fici, Ze se zde budeme
zabyvat také problémy, které uz s kazdodennim jazykem souvisi jen velmi
vzdéalené.

Ve vztahu k Wittgensteinové filosofii je ale vhodné predeslat, zZe
prosté dovolavani se kazdodenniho jazyka a Sifeji pojaté praxe neni ni¢im
samospasitelnym a bez dalsich vykladovych fines s sebou spiSe problémy
prinési, nez aby je Fesilo. Cantor byl samoziejmé v pravu, kdyz podobné
jako Bolzano definoval realné ¢isla salva veritate jistych postulati, napt.
véty o mezihodnoté, nebot na ¢isté fenomenéalni ¢i elementarné praktické
urovni neni vibec jednoznac¢né zodpovéditelné, jak by meéla ¢i neméla
vypadat jejich struktura. Rovnéz pro transfinitni fadu ordinald existuje
prirozené, le¢ znacné netrividlni zdivodnéni v topologickych ivahach nad
bohatosti struktury reilné osy, ktera je vlastné disledkem jejich netrivi-
alni Cantorovy definice. Pfidame-li tento Ciselné-teoreticky puvod teorie
mnozin k vzniku intuicionistické logiky a matematiky z Brouwerovy al-
ternativni koncepce kontinua, madme samoziejmé o nékolik duvodu vic,
pro¢ byt nespokojeni se zminénym vychylenim soucasné teorie zakladu
logiky od kdysi nastaveného sméru, ktery dal pojmu logiky jisty, zcela
specificky smysl. Pfitom jiz z trividlniho faktu, Ze komplexni vétné formy,
jimiz se zabyva Fregova logika, jsou vlastné tvary Weierstrassovy epsi-
lontiky, je zfejmé, ze jakémukoli pojedndni o déjindch (ideji) logiky by
mélo vécné predchazet pojednani o déjindch (ideji) ¢isla, zejména pak
¢isla realného.
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Jak ¢ist tuto knihu

V predkladaném textu chci sledovat prolinajici se cesty filosofie a ma-
tematiky na poli ¢isla, jeho forem a zpusobu existence, a to zejména
s ohledem na vliv, ktery tato interakce méla na vznik a vyvoj moderni
logiky, a naopak, ktery méla moderni logika na vyvoj matematiky a jeji
filosofie. V tomto ohledu méa byt tato kniha také prispévkem k déjinam
tématem néco, co se sice diky drilu Skolnich let ustanovilo jako trvala
sou¢ast naseho v8edniho Zivota a (jazykové) praxe méfeni a poc¢itani, na
zdivodnéni ¢ehoz ale pfes — a nebo pravé pro — jistou technickou kom-
plikovanost mél jenom maélokdo energii ¢i ¢as. Pravé na realnych cislech
je pritom ndzorné vidét, o jak netrividlni zalezitost se jednd, nebot jiz
zkoumani jejich vyskytu v relativné primitivnim vyseku ptirozeného ja-
zyka vede k zavéru, Ze se jednd jen o viditelnou Spicku ledovce skrytych
predpokladd, k jejichz odhaleni je zapotfebi vice nez pouhé sledovani
zavedenych postupi a rad, jak je nabizi mnozinova a axiomatickd mate-
matika.

Co se od nés zada, je ochota experimentovat, vidét tradi¢ni pri-
béhy, napt. ten ‘O Bolzanové statecném dikazu véty o mezihodnoté’,
jinyma oc¢ima, tedy ponofit se do logicko-filosofické, nikoli matematické
reflexe. Ospravedlnénim toho vseho je prosty fakt, ze pfinejmensim ona
‘primitivni’ ¢ast matematiky, ktera souvisi s ‘prirozenym’ pojmem c¢isla,
je vefejnym statkem, nikoli soukromym pozemkem veleknéz védy, ktefi
k nému podle vlastniho uvéazeni poskytuji vyvolenym piistup. Takovéto
pojeti védy jde ostatné proti zasadam jakékoli kritické filosofie, zvlasté té,
ktera zacina faktem sdileného jazyka, nikoli na ném nezavislym svétem,
ktery kazdy odhaluje sam za sebe, podle Bohem nadélenych specialnich
schopnosti. Tim samozifejmé nepopirame jejich existenci, pouze fikame,
Ze jsou pouhym prostiedkem, jimz mohou mimoiadné nadani jedinci roz-
§ifit spolecné sdileny prostor jazyka jistym, ne zcela predikovatelnym
¢i néjak predzjednanym smérem. Kritériem nadani je zde pfitom prave
obecny prospéch tohoto rozsifeni, nikoli vlastni uspokojeni jedince ¢i jeho
soudruhti. Odtud pochazi kritika védeckych teorii péstovanych pro sebe
sama ¢i, z jiné oblasti, kritika avantgardnich uméleckych smért.

K ironii doby patii, Ze se stalo béznym tyto sméry hajit, nikoli odmi-
tat. Obvyklym motivem zde ale neni tolerance, nybrz lhostejnost a nuda,
jedna se tedy o zvlasté rafinovany projev dogmatismu. To samoziejmé
neméni nic na zakladnim principu vst¥icnosti (charity), ktery nam veli
takovéto vystielky nesankcionovat, neomezuji-li nasi svobodu, a to nikoli
z lasky (tolerance), ale opatrnosti plynouci z nedostatku schematickych
kritérii pro odliseni dobrého od jalového. Tim ani ndhodou nefikame,
ze takovéto rozliSeni neni mozné, ba naopak, jeho popreni je projevem
mravniho a epistemického nihilismu, které jsou pravé proto, Ze se jedna
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o spolecenské, nikoli ¢isté privatni postoje, z definice neudrzitelné. Tento
zaveér plati obecné o vSech tzv. ‘skeptickych argumentech’; jak se jimi, na
muj vkus az prili§ ¢asto, zabyva ‘teoreticka’ filosofie.

Diuraz, jenz v nasi knize klademe na tlohu logiky pfi reflexi toho,
‘co jsou, k ¢emu jsou a jak jsou ndm déana d¢isla’, s sebou automaticky
nese, ze se nemuze jednat o praci popularni v zddném vyznamu toho
slova, ale studii od poc¢atku pevné zakotvenou v debatach soucasné fi-
losofie logiky a matematiky. Jinak to ostatné ani nejde a predstava, ze
lze zacinat s Cistym listem, mimo konkrétni historickou situaci, je ta
zaujima, jsou také nejspi§ v tomto okamziku vice méné ziejmé, stejné
jako seznam dramatickych osob, které se pfi tom — v cele s Fregem —
dostanou ke slovu.

JelikoZ se programové pohybujeme na pomezi nékolika obort, vznika
také otazka, do jakych detaili je v knize tfeba vykladat nékteré relativné
jednoduché pojmy, které jsou tématem tvodu do prislusné odborné lite-
ratury, a primarné tedy do filosofického pojednani, jako je toto, nepatfi.
Jednak je ale i ona odborn4 literatura v Cechach poiad jesté nedostat-
kovym zbozim (nemluvé o ‘dobré’ zdkladni literatufe), jednak z mych
zkuSenosti plyne, ze ani informovany ¢tenaf nemusi byt s to vybavit si
vSechny uzité pojmy v zZadoucich souvislostech ¢i nasviceni. I z tohoto
divodu jsem se rozhodl piivodni némecky text rozsirit alespon o naznaky
technickych néalezitosti, aniz bych tim ovSem suploval relevantni ucebni
texty a prirucky, které 1ze konzultovat dodatecné. K tomuto kroku exis-
tuje také vécné ospravedlnéni, nebot jsou to zpravidla pravé elementarni
a standardni rozliseni, v nichz tkvi jadro téch nejvétsich ideovych spori
a kontroverzi, jiz proto, ze je pro jejich kazdodennost nikdo nepovazuje
za nutné znovu zvazit a promyslet. A na druhou stranu, mnohé technicky
nekontroverzni vysledky logiky a matematiky se bez znalosti prislusnych
technikalit stavaji snadno desinterpretovatelnymi, a tudiz filosoficky bez-
cennymi ¢i dokonce nebezpeénymi, jak to prototypicky ukazuje pripad
Godelovych vét v jejich nezaslouzené roli novodobé kritiky ¢istého ro-
zZumu.

Jelikoz se programové zabyvame zcela elementarnimi vécmi, nemu-
Zeme Vv jistém smyslu nic predpokladat jako neproblematicky dané. Vét-
Sina rozliSeni knihy je tak zavadéna ‘za pochodu’ a méni se podle okol-
nosti danych dosavadnim vykladem. Kniha je jiz proto (!) na hony vzda-
lena zdmeéru byt ucebnici, a dochazi-li v ni prilezitostné k aplikaci vykla-
dové struktury

definice véta dikaz,

je to vidy predevsim s ohledem na ¢&itelnost textu. Zddné tvrzeni &
dtkaz v ni také nejsou zminény samoucelné ¢éi ze (skryté) estetickych
davodi, jak k tomu casto dochazi v logickych a matematickych textech,
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které jdou v disledku toho odnikud nikam. I ony zminéné ‘standardni’
pasaze, zejména kapitola 3 vénovand moderni logice a ¢asti kapitol 2
a 6 zabyvajici se zaklady teorie mnozin, slouzi p¥isné ucelim vykladu,
napf. k demonstraci techniky dikazu indukeci, jak ji logicismus netrivi-
alné vyuzil k obhajobé strukturalniho uchopeni pojmu ¢isla, konkrétné
tedy kategori¢nosti axiomatickych teorii aritmetiky a analyzy druhého
fadu, a v transfinitnim zobecnéni k dikazu kategori¢nosti teorie mnozin.
U dikazt nestandardnich matematickych teorémt, predevs§im rekurzivni
a intuicionistické analyzy, je tento didakticky tucel zjevny.

Od potencidlniho ¢tenafe se toho dopfedu neocekavad mnoho. Neni
totiz nasim cilem vysvétlit vSe co nejjednoduseji, ale ve spravnych sou-
vislostech, které jiz navedou k samostatnému studiu a pripadnému na-
vratu zpét, byt by to byl navrat kriticky. To znamen4, Ze samotnd Cetba
knihy naopak ocekava od ¢tenafe mnoho, totiz stalou spolupraci, ochotu
doplnit naznacena mista dikazi, precist podle potfeby souvisejici lite-
raturu apod. Na skodu také neni zkuSenost s metodami moderni (ma-
tematické) logiky alesponl v rozsahu jednosemestralniho kurzu konéiciho
diikazem véty o tplnosti pro vyrokovou logiku. Uvodni kurzy a texty,
které se bfemeno matematickych metod v logice pokouseji obejit, napft.
feCmi o uméni argumentace, jsou rozhodné na skodu véci. Z ¢eskych knih
je proto nejlepsi konzultovat Sochorovu Klasickou matematickou logiku
[2001]. V knihach zahrani¢nich je pochopitelné mnohem vétsi vybér, mezi
autorovy oblibené patii napt. nové vydani Boolosova a Jeffreyho klasic-
kého textu Computability and Logic [2002], pro svoji stru¢nost a eleganci
pak Endertontv tivod A Mathematical Introduction to Logic [2000]. V te-
orii mnozin je vybér komplikovanéjsi, nebot vétsina texti je koncipovana
axiomaticky, bez nadznaku motivace, kterd za timto pristupem stoji. Ma-
lym zazrakem je proto v tomto kontextu Deiserova kniha Finfiihrung
in die Mengenlehre [2004], ktera kombinuje Zivost vykladu s hlubokym
vhledem do zakrut vyvoje pojednavané discipliny. O néco podobného,
i kdyz ve stru¢néjsi a filosoficky zabarvené podobé, se pokousi Potterova
monografie Set Theory and its Philosophy [2004]. Ke standardnim uceb-
nicim patii Endertonovy didakticky prihledné Elements of Set Theory
[1977], v ¢esting pak kniha Balcarova a Stépankova [2005].

Ke knihdm zabyvajicim se ramcovym tématem nasi knihy, tj. real-
nymi ¢isly, po Cisté matematické strance patii v prvni radé Deiserovy
neddvno vydané Reelle Zahlen [2007] a Trussovy Foundations of Mathe-
matical Analysis [1997]. Obé jsou napsiny znamenitym stylem, s citem
pro detail a pojmové souvislosti, nejde ale v zddném ptipadé o pojed-
néani filosoficka, tedy néco, o co se tu, byt v hybridni formé, snazime my.
Ve slovenstiné se problematice vénuje kniha Lva Bukovského Struktira
redlnej osi [1979]. Co se tyce dil¢ich témat, jak se objevuji v nasi knize,
podrobny tivod do problematiky metod eukleidovské i jinych geometrii
podavéa Harthorne v knize Geometry: Euclid and Beyond [2000]. Jedinou
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mné zndmou uvodni studii k logikdm druhého ¥adu jsou Shapirovy Foun-
dations without Foundationalism [1991]. V otdzkach Brouwerova intuicio-
nismu patii pordd mezi nejlepsi tvodni knihy Heytinguv Intuitionism
[1956], se zna¢nymi vyhradami i Dummetovy Elements of Intuitionism
[1977]. V teorii rekurze lze odkédzat na Odifreddiho obligétni Classical
Recursion Theory [1989]. Znamenitou studii ke Godelovym vétdm, po-
kryvajici celou skéalu technickych, filosofickych i historickych souvislosti,
je Smithova An Introduction to Gédel’s Theorems [2007]. Z eskych knih
obsahuje zaklady rekurze a technicky ivod do problematiky Godelovych
vét Svejdarova Logika: Netplnost, sloZitost, nutnost [2002].

Z knih zabyvajicich se filosofii matematiky zpiisobem, ktery je blizky
autorovi textu, je mozné uvést vedle jiz zminénych Stekelerovych For-
men der Anschauung [2008] a Potterovy Reasons’s Nearest Kin [2000]
také Thielovu Philosophie und Mathematik [1995] a Kvaszovy Patterns of
Change [2008]. Posledné zminéna kniha mé o deset let starsi slovenskou
pfedchtdkyni O revoliciach vo vede a ruptirach v jazyku vedy [1998].
7Z ceskych a slovenskych titult k zakladiim matematiky je vhodné zminit
jesté Zlatosovu popularizaéni Ani matematika si nemdze byt istd sama
sebou [1995] a Vopénkovy svérazné Rozpravy s geometrii, vydané sou-
hrnné pod nézvem Uhelnyj kdmen evropské vzdélanosti a moci [2000].

Z ceskych texti, které sdileji mij pristup k filosofii jazyka a filosofii
viibec, bych rad vedle praci Peregrinovych, zejména jeho Vyznamu a
struktury [1999], jmenoval jesté disertaci Ondfeje Berana [2008] Jazyk a
individualita, jejiz knizni verze se pripravuje.

Konvence

Pfi sazeni knihy jsem pouzil nékteré obvyklé i méné obvyklé zasady zpra-
covani textu. Prvni z nich se tykaji uziti uvozovek. Bézné dvojité uvo-
zovky pouzivam takika vyhradné v metajazykové roli zminéni vyrazu,
po vzoru

“potkan” m4 Sest pismen,
jez mé kontrastovat s pouhym uZitim vyrazu ve vété
potkan ma blechy.

Pripad jednoduchych uvozovek je komplexnéjsi a zahrnuje jednak vno-
fené citace, jednak zdiraznéni uziti slova mimo obvykly kontext, jak se
to nejcastéji déje v feci metaforické ¢i ironizujici, a jednak ke zdiuraznéni
slova ¢i soudrznosti fraze. Vyznamovy dtraz na néjaké slovo ¢i vice slov
je vsak typicky zachycovan aplikaci kurzivy, jak jsme to vyse predvedli
v feli o zminéni vs. uziti vyrazu. Kurzivou jsou také sazeny tituly knih
a ¢lankt, a déle cizi, zejména latinské slova.
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Kapitalkami jsou zvyraznovana slova klicova pro dany vyklad, tj.
predevsim vSechny explicitné definované terminy, ale i vyrazy, které jsou
z néjakych divodt vyznamné nebo se ukazi byt vyznamné v dalsim textu.
Jejich vyskyt je v zavéreéném rejstiiku vyznacen tucné. Odkazy na lite-
raturu maji standardni format

jméno [titul, stranka],

ktery se zpravidla vyskytuje v textu a je s ohledem na to prislusné mo-
difikovan. To obndsi pfedevsim sklonéni nebo tplné vynechani autorova
jména, jestlize to okolnosti dovoluji. Kniha je ¢lenéna do kapitol, které
jsou tvoreny oddily. Referujeme k nim jednoduse jako ke kapitole x, resp.
oddilu x.y.

V knize predpokladame, Ze ma Ctenaf orientacni znalosti zakladni
logické a matematické symboliky a terminologie. Ta je proto vysvétlovana
pribézné, nikoli ivodem, jak to byva zvykem v matematickych textech.
V ptipadé nejasnosti lze konzultovat ptilozeny rejstiik symboli, v némz je
vyznaceno misto, kde je ten ktery znak podrobnéji vysvétlen ¢i definovan.
S ohledem na cetnost uziti nicméné pripomeneme nékteré znaky jiz zde,
predevsim obvyklé logické operatory

-A ANB AV B A— B A~ B

ve vyznamu popieni véty A, prostého slouceni “A a B”, nevylucujici
alternativy “A nebo B”, kondicionalu “jestlize A, pak B” a ekvivalence
“A tehdy a jen tehdy, kdyz B”. Zapis formuli zjednoduSujeme konvenci
pro silu vazby spojek v sestupné hierarchii =, A, V, — a <, podle niz
¢teme napt. formuli AA B — C jako (AA B) — C, nikoli jako AA (B —
(). Zavadime také kvantifikitory

(V) P(z) (32) P(z)

ve vyznamu “pro kazdé x plati P(z)” a “pro nékterd x plati P(z)”.

7 divodu vétsitho pohodli je ¢asto uzivame v podminéné varianté, kdy
napr.

(Vz > 0)P(x) (3z > 0)P(x)

znamend “pro kazdé x vétsi nez 0 plati P(z)”, pfipadné “pro nékterd
x vétsi nez 0 plati P(z)”. Z formalniho hlediska se jednd o zkratky za
(Vz)(z > 0 — P(x)), resp. (3z)(x > 0 A P(z)). Analogickd konvence se
tyka i mnozin zadanych vlastnosti P(z):

{z | P(z)} {z>0]P(z)},

kdy prvni tvar ¢teme jako “mnozina vSech z, pro kterd plati P(z)”, druhy
tvar, jenz je vlastné zkratkou za {z | + > 0 A P(x)}, jako “mnozina vSech
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x vétsich nez 0, pro kterd plati P(z)”. Prazdnd mnoZina je ddna néjakou
nesplnitelnou podminkou, napt. jako

0 <H{a | # =},

kde symbol “2¢f” zna¢i definitorickou rovnost a symbol “#” popfeni
prosté rovnosti =. Mnoziny lze zadat také vyctem prvkd, napt. jako
{5,6,3}. To se tyka i uspofadanych n-tic, napf. trojice (5,6,3), které
se od mnozin li§i tim, ze v nich pfihliZime k usporadani prvku, neboli
{6,3,5}, {5,6,3} ¢i {5,6,5,3} jsou stejné mnoziny, oproti tomu (6, 3, 5),
(5,6,3) a (5,6,5,3) jsou rizné n-tice. Nélezeni prvku mnoziné zachycu-
jeme symbolem €, jak je to vidét na pravdivych vétach

5 € {x | « je prvocislo} 5¢€ {6,5,3}.

Pouzivame také zapis A ¢ B ve vyznamu —(A € B). Fakt, ze je kazdy
prvek mnoziny A také prvkem mnoziny B, zna¢ime jako A C B a ¢teme
“A je podmnozinou B”. PodmnoZina A mnozZiny B je jeji vlastni pod-
mnozZinou, symbolicky A C B, obsahuje-li B néjaké prvky, které v A
nejsou. Formalné to lze zapsat jako

ACB= (Vz)(x € A— z € B),
ACB=ACBA(@z)(xe BAx ¢ A),

kde symbol “=" budeme i v dal§im textu pouzivat ve vyznamu defini-
torické ekvivalence. Prabézné jsou uzivany mnozinové operace

ANB AUB A-B

ve vyznamu pruniku, sjednoceni a rozdilu (prvki) mnozin A, B. Formalni
definice vypadaji takto:

ANB & {z|x € ANz € B},
AUB ¥ {x |z € AVz e B},
A-B ¥ {z|xe ANz ¢ B}

Prinik mnozin A, B zjevné tvori prvky obéma mnozindm spole¢né, sjed-
noceni predstavuje shrnuti prvkid obou mnozin v mnozinu jednu, v roz-
dilu A— B jsou prvky A, které nejsou v B. Zapis A—b znamend zpravidla
tolik, co A — {b}, tj. vyjmuti prvku b z A.



1 Od proporci ke kalkulu

Geometricky ptvod redlnych ¢isel v méfeni rozlicnych velic¢in, typicky
délek, je evidentni a bezpochyby podobné stary jako ptivod samotnych
prirozenych ¢isel. Ale nipad, Ze lze prislusnd udéani miry uchopit jako
novy druh ¢isel (v néméiné nazyvanych vystizné “Mafizahlen”), je mno-
hem pozdéjsiho data. K davodim, souvisejicim s (ne)splnénim jistych
forméalnich podminek, se jesté v prubéhu knihy mnohokrate dostaneme.
Nyni nas zajima néco jiného, totiz prvni kroky na cesté k tomuto teore-
tickému ‘obratu’.

V jistém smyslu pfitom neni nutné geometricky ptivod realnych ¢i-
sel nijak prehnand zdtraziiovat, nebot celd Feckd matematika, véetnd
aritmetiky, spocivala vlastné na geometrické bazi. O tom svédci jiz ta-
kové drobnosti jako napf. pythagorejska klasifikace ¢isel na trojuhelni-
kova, ¢tvercova, pétithelnikova a dalsi, viz obrazek 1.1.1Y) Pomineme-li

° (1Y)
o oo oo o000

o o0 ooo o o0 ooo

1 3 6 atd. 1 4 9 atd.

Obrazek 1.1: Figuralni ¢isla

vyjimky, jako byl Diofantos, pak vyhradné se symboly operujici alge-
bra, kterou zname jako pfirozeny pendant geometrie prostoru, prisla do
Evropy z Indie az ve stfedovéku prostiednictvim Arabi, jak ostatné na-
povida jiz jeji jméno. Pro nés je v tuto chvili vyznamné zejména Aristo-
telovo [Cat., 4b], [Met., 1020a] rozliSeni mezi velicinami spojitymi (kon-
tinualnimi, souvislymi ¢i kompaktnimi) a veli¢inami diskrétnimi. K tém
prvnim patii typicky délky, plochy, objemy nebo doby, k tém druhym
mohutnosti mnozin, resp. samotné mnoziny.

(1] Srov. Becker [1964, s. 34]. Aristotelés [Met., 1092b] napi. hovoii o tom, Ze jisti lidé
“poradaji ¢isla do tvara trojahelnikt a ¢tverca”.
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V této kapitole se budeme vénovat zptsobim jejich kvantifikace, coz
znamend, ze ¢isla pfedvedeme jakozto momenty ptivodni praxe, kterd je
odlisuje od jinych ‘entit’ ¢i ‘predmétn feci’, jako jsou geometrické tvary ¢i
prostoroc¢asové objekty. Abstraktni pojednani ¢isel, formulované tradi¢né
jako otazka zakladu aritmetiky, bude nasledovat v dalsich kapitolach.

1.1 Diskrétni velic¢iny

MnoZiny poéitame, veli¢iny méfime.?! Pojem &isla je tedy v prvni fadé
spjat se souborem diskrétnich, a proto v pivodnim, praktickém smyslu
poditatelnych predmétt. Neboli, jak muZeme ¢ist u Eukleida [El., VII,
def. 2]:

Cislo je z jednotek sestavajici mnozina.

Abychom mohli v konkrétni situaci pocitat, nestaci prostda konfrontace
s pocitanou mnohosti, napt. hromadou knih, ale musime znat i jednotku
pocitaného, tedy védét, co pocitat, zda t¥eba knihy, tituly, stranky ¢i ka-
pitoly. Na to v plném rozsahu upozornil teprve mnohem pozdéji Frege.!?!
Na preteoretické roviné, ktera byla v fecké matematice stéle zZiva, odpo-
vid4 tomuto pozorovani obor tzv. POJMENOVANYCH CISEL (5 jablek, 12
stranek atd.).l*! Pfi méfeni je ale také tieba zvolit jednotkovou veli¢inu
a nanést ji na mérici pristroj, tj. pravitko. Na rozdil od ¢isel nevede vsak
tento postup vzdy k nésobku zvoleného métitka, tj. neni vzdy mozné
dosdhnout toho, aby se jednotkova délka s danou délkou po opakova-
ném naneseni kryla. To, Ze ji miZeme alespon piekrocit, patii k definici
eukleidovské veliciny, o niz se zminime zahy.

spojité veliciny mérime”. Viceznacnosti, ktera je se slovem “veli¢ina” spjata, bychom
se tim ale nezbavili, resp. zbavili, aniz bychom néjak pfispéli k projasnéni textu.
Mohli bychom tfeba nahradit obecné “veli¢ina” slovem “kvantita” a stanovit, ze dis-
krétnimi, pocitatelnymi kvantitami jsou mnoziny, zatimco spojitymi, méfitelnymi,
veli¢iny. Dalsi viceznacnost, kterou nechame tak, jak je, nebot je vzdy odstranéna
kontextem, spoc¢iva v uziti slova “veli¢ina” jak v abstraktnim smyslu (délka, doba),
tak ve vyznamu konkrétniho, pojmenovaného kvanta (3 cm, 2,5 min), ale i substratu,
jemuz ndlezi (konkrétni tsecka, Gasovy usek). Tato vicezna¢nost ma navic svoji logiku,
nebot se jedna o rizné stupné abstrakce, zptlisoby uziti téhoZ, coz je jedno z témat
nasi knihy. Rovnéz nebudeme zavadét terminologicky rozdil mezi mnozinou a mno-
hosti coby konkrétnim kvantem a pojmem diskrétni kvantity, viz “mnohosti poc¢itame,
veliéiny méfime”.

(3] Viz kapitola 4, zejména oddil 4.1.

[4] Rozliseni pojmenovanych a abstraktnich veli¢in je velmi staré, srov. k tomu tieba
Stekeler-Weithofer [1997, s. 864]. Mizeme je vidét napf. i v Aristotelové [Met.,
1092b-1093b] vymezeni vic¢i Platénovym idealnim ¢islam a protitvrzeni, Ze éisla jsou
jen ¢cisly konkrétnich véci. Ve stfedovéku prislusny rozdil explicitné zminuje napf.
Stifel, viz Gericke [1990, s. 245]. Bolzano [1837, § 37] zase hovofi o konkrétnich a
abstraktnich veli¢inach, atd.
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)

Pythagorejska nauka o harmonii, zvlasté pak ‘objev
dfeni intervalil, po fadé napft.

¢iselného vyja-

6:5,5:4,4:3,3:2,2:1

pro malou a velkou tercii, kvartu, kvintu a oktavu,® piedstavuje pie-
svédCivy, a proto slavny piiklad, jak lze v ne zcela prototypickém pii-
padé, jakym je oblast zvuku, prekonat situacné zavislou volbu empirické
jednotky (kanonické struny). Na pozadi pythagorejské hudebni nauky
se takto poprvé jasné ukazuje, jaky vliv maji naSe teorie na naSe vni-
mani a kontrolu jevové skutecnosti, a to dokonce v oblastech, které jsou
povazovany za vysostné subjektivni, protoze pracujici s pocity piijem-
nosti & nepifjemnosti jistych pocitkn.[) Na teoretickou podminénost
(theory-ladenness, Theoriebeladenheit) kazdého pozorovéni upozornuje
jiz dva tisice let pfed Popperem a exponenty pozdniho pozitivismu Pla-
tén v Ustavé [Res., 531a], kdyZ se vysmiva oponentiim pythagorejské
hudebni teorie, ktefi se snazi poznat hudebni vztahy c¢isté empiricky,
tedy subjektivné, a proto “k nim prikladaji usi, jakoby chtéli chytit zvuk
od sousedl”, v nadéji, ze tak objevi nejmensi interval.

Kdo umi zpivat nebo hrat na néjaky nastroj, umi obvykle také roz-
lisit mezi invariantni melodii (samotnou skladbou) a absolutni téninou.
Melodie, tedy vzdjemné poméry (sledu rtizné dlouhych) ténd se nyni
zdaji byt pomoci ¢isel jednoznac¢né artikulovatelné v tom smyslu, zZe lze
dvé libovolné struny rozdélit na relativni jednotky tak, aby jejich casti
téhoZ pomeéru reprezentovaly tytéZ intervaly. Tradiéné se samoziejmé
ke konstrukci nastrojt, tedy absolutnimu normovani, vyuziva konvenéné
zvolena jednotka. Je to pfitom pravé hledani situaci presahujicich na-
strojii teoretického méfeni, co nas privadi k teorii pomért ¢i vztaht
veli¢in neboli k nauce o proporcich, a sice nejprve pro celd cisla, tedy
veli¢iny diskrétni. Ta je obsazena v VII. knize Eukleidovych Zdkladi.
V prvni fadé jde pfitom o pfesnou definici toho, kdy jsou dvé urcita
¢isla v tomtéz pomeéru nebo proporci. K dispozici je ndm zndmy Eu-
KLEIDUV ALGORITMUS vypoc¢tu nejvétsiho spolecného délitele (spoleéné
jednotky, miry) dvou éisel. Misto abstraktnich ¢isel si mizeme predsta-
vovat tfeba ¢isla pojmenovana, napt. dvé osatky jablek o 32 a 14 kusech.
Télo algoritmu tvoii nasledujici (z ohledem na dalsi vyklad co nejobecnéji
formulovany) proces, Eukleidem [El., VII, véta 1, 2] popsany takto:

(5]
(6]

Zakladni vyklad pythagorejské hudebni nauky podava t¥eba Lorenzen [1960, § 9].
V antice byly napt. za absolutné konsonantni souzvuky povazovany pouze oktava,
kvinta a kvarta, zatimco u ostatnich byla rozliSovana rizna mira disonance; ve stfedo-
véku byla zase z konsonantnich intervali vyloucena i kvarta, ktera je od baroka opét
povazovéana za dokonale konsonantni, zatimco obé& tercie spolu s obéma sextami (8:5
a 5:3) tvoii tzv. konsonanty nedokonalé. V atonalni hudbé jsou pak konsonantnimi
intervaly vSechny.
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Jsou-li A, B dvé veli¢iny takové, ze A > B, pak prezkoumej,
kolikrat se vejde B do A, a poznamenej si zbytek R. Ten je
z definice mensi nez druha veli¢ina, tedy B > R. Nyni postup
opakuj, tj. prezkoumej, kolikrat se vejde R do B, a poznamenej
si zbytek. Atd.

Tento postup se podle Eukleida nazyva ANTHYFAIRESIS neboli ‘stfidavé
odéitani’.[l Jelikoz konstruovana posloupnost A > B > R > --- klesa,
je za predpokladu diskrétnosti vychozich veli¢in A, B zfejmé, Zze proces
musi terminovat v koneé¢né mnoha, feknéme m, krocich, neboli v kroku
m prisludny zbytek zmizi. Oznacime-li nyni pro jednoduchost veli¢iny A,
B jako vychozi ‘zbytky’ R;, Rs, dostaneme na zakladé vyse popsaného
algoritmu nasledujici fadu rovnosti:

Ry = a1 Ry + R3,
Ry = axR3 + Ry,

Rm—l = am—lRm + Rm-&-la
Rm = amRm+1.

Jiz vime, ze plati Ry > Ry > --- > R,,4+1 > 0, pficemz z konstrukce je
zaroven jasné, ze posledni zbytek R, 11 je nejvétsim spoleénym délitelem
Gisel A, B.

Dikaz: Ry,4+1 déli z definice beze zbytku R,,, symbolicky R,41|Rm.-
Z obecné platnosti vét “jestlize alb, pak albc” a “jestlize a|b a a|c, pak
al(b+ ¢)” 1ze dale usoudit na Ry, +1|Ry—1, a opakovanim této ivahy na
Ryt1|Ri prol < i < m+1, tedy i A a B. Necht je nyni Z né&jaky
spolecny délitel A i B, tj. plati Ry = mZ a Ry = nZ. Z vySe uvedenych
vztahti plyne, 7e R3 = Ry — a1 Ry = (m — ayjn)Z. Takto lze induktivné
ukézat, ze plati Z|R; pro 1 <i <m+ 1, tedy i Z|R,+1. Tim padem je
Rm+1 > Z. O

Nés ovSsem nyni nezajimé nejvétsi spolec¢ny délitel R, 1, ale tak fikaje
mimodék konstruovana fada celych cisel

[a17a27"' 7am]7

a to pravé proto, ze nezachycuje absolutni, ale invariantni rysy diskrét-
nich veli¢in A, B. Anthyfaireticky proces vede v piipadé poméru 32:14
ke stejné posloupnosti jako u poméru 64 : 28, totiz [2, 3, 2], ale v prvnim
pripad€ je nejvetsi spoleény délitel 2, v druhém 4. Pii védomi toho, ze

[7] Srov. Becker [1964, s. 81 nn] pro dalsi detaily. Aristotelés [Top., 158b] hovoii v této
souvislosti o “antanairesis”.
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“pomeérem dvou ¢isel” nemame ve zvyku rozumét nic jiného nezli tako-
vouto invarianci, nabizi se nyni pfimo uchopit anthyfairesis jako definici
toho, co pomér vlastné je, coz se ndm technicky redukuje na zachyceni
rovnosti dvou poméri:

Veli¢iny A, B a C, D takové, ze A > B a C > D, stoji vii¢i sobé
ve STEJNEM POMERU neboli maji STEINOU PROPORCI, jestlize
aplikace anthyfairetického procesu vede k téZze posloupnosti ce-
Iych ¢isel (a1, as, ..., an]. Tuto posloupnost nazyvdme ANTHY-
FAIRETICKY VYRAZ nebo téZ ANTHYFAIRETICKE RACIO.

Tim je teprve ospravedlnén zapis 32:14 = 16: 7 coby vyjadfeni pfislusné
invariance, tedy nikoli napf. tvrzeni totoznosti (dvojic) p¥islusnych veli-
¢in, a tedy i zapis 32 : 14 samotny. Vsimnéme si navic, ze co nejobecnéjsi
formulace uvedené definice nevyzaduje ani to, aby ztcastnéné velic¢iny
byly vSechny téhoz typu. To davéa smysl pozadovat jen pro dvojice A, B
a C, D zvlast.

Vyuziti stiidavého od¢itani k definici proporci v predeudoxovské,
rané pythagorejské matematice hajil poprvé systematicky Oskar Becker
[1933], anticipovan H. G. Zeuthenem [1910].8] David Fowler [1999] pak
roli anthyfairesis v $irSim kontextu fecké matematiky a filosofie vénoval
celou studii. Od ného pochéazi také termin “anthyfairetické racio” ve vy-
znamu toho, co si dnes spojujeme s racionalnim c¢islem ¢i se zlomkem,
jenz toto ¢islo oznacuje. Souvislost pythagorejské definice racia s definici
nasi, tedy v prvni fadé pfepis vyrazu “[ay,as, ..., ay]” do zlomkové no-
tace, zprostiedkovava zapis, jenz je z literatury znam jako tzv. RETEZOVY
ZLOMEK (continued fraction, Kettenbruch):

1
CL1+

as +

4
1
Am—1+ —
Am

Lze jej snadno odvodit z vyse uvedenych rovnic takto:

R1_01R2+R3_ +R3_ 4 1 _ i 1 _
Ry Ry - Rz_al &_al asRs +Ry
R3 R3

Objev moznosti, jak artikulovat uniformnim zpisobem abstraktni vztahy
v tak nestejnorodych fenomenalnich oborech, jako je hudba ¢i geometrie,

8] Srov. k tomu poznamky pod &arou in Becker [1933] a Becker [1964, s. 79 nn).
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byl jisté hlavnim motivem pythagorejské ¢iselné mystiky, podle niz “je
&islo principem poznani”.[®! Aristotelés [Met., 985b n] k tomu v casto
citovaném misté pise:

V této dobé€ a jiz drive vénovali se takzvani pythagorejci mate-
matice, jako prvni ji rozvinuli a takto vychovani myslili si, ze
jejl principy jsou principy vSech véci. Jelikoz ¢isla jsou ze své
povahy prvni a zdéala se jim v mnoha ohledech podobat vécem
existujicim i vznikajicim — vice nez oher, zemé a voda [...];
jelikoz vidéli opét, Ze vlastnosti a poméry hudebnich stupnic lze
vyjadrit ¢isly; jelikoz se jim dale zdaly byt vSechny véci utvareny
podle ¢isel a ¢isla zase prvnimi vécmi v celé prirodé, predpo-
kladali, ze prvky ¢isel jsou prvky vsech véci a celd nebesa jsou
hudebni stupnice a ¢islo.

Pii vstiicné interpretaci se ovSem nejednd o néjaky projev povéry & fi-
losofického tmafstvi, jak nam empiricky zaméfeny Aristotelés sugeruje,
ale naopak, o zakladni racionalni presvédceni, Ze lze svét uchopit, po-
psat jazykem. V analytické tradici je tato premisa ekvivalentni jeho po-
znatelnosti. Vyhoda jazyka aritmetiky spociva pravé v tom, ze pracuje
s relativné pfehlednymi symbolickymi formami reprezentace a mechanic-
kého usuzovani, na ¢emz je ostatné zaloZen i uspéch matematické fyziky
v novovéku. Ta neni vlastné ni¢im jinym nezli vysoce rozvinutou for-
mou aritmetizace svéta, tedy uskute¢nénim pythagorejského programu
na podstatné Sirsi, a tim i ‘odvaznéjsi’ bazi.

Pythagorejska definice (rovnosti) proporce ukazuje nazorné, jak po-
krocilad byla anticka teorie veli¢in a pro¢ ji lze v principu interpretovat
jako zobecnénou teorii ¢isel, zprvu tedy ¢isel racionalnich. To, co jsme po-
psali, je vlastné baze moderni teorie abstrakce neboli zavedeni abstrakt-
nich predméta, jak je pozdéji rozpracovali Frege a Lorenzen. My se této
technice, vedle pribézného uvadéni konkrétnich implementaci, budeme
systematicky vénovat v kapitole 4. Momentalné se uspokojime pozorova-
nim, Ze se jedna o explicitné formulovany prechod od ptvodni ekvivalence
(dvé dvojice ¢isel vedou ke stejnému anthyfairetickému réaciu) k rovnosti
novych, abstraktnich, resp. abstraktnéjsich pfedméta (proporci, racional-
nich ¢isel). Dnes obvykly zpiisob zavedeni racionélnich ¢isel, podpofeny
zlomkovou notaci, se pfitom opira o vztah

a c deb

—=—-=uad =bc.

b d
Vychodiskem je zde ekvivalence mezi celymi Cisly, resp. jejich dvojicemi
na pravé strané vyrazu.

[ Srov. pythagorejské fragmenty uvedené in Becker [1964, s. 105 nn)].



Od proporci ke kalkulu 37

Moderni definici (racionalni) proporce ponechme ale ted stranou a
vratme se k definici anthyfairetické. Nabizi se totiz hypotéza, Ze je anthy-
faireticky proces aplikovatelny obecné, tj. na libovolné veli¢iny, a to jed-
noduse proto, ze kazdé dvé instance prislusného typu, napt. dvé usecky,
maji néjakou spoleénou miru neboli tisecku, ktera se do obou beze zbytku
vejde. V tomto pouziti se také nabizi pfimé srovnani s obvyklejsim zpt-
sobem meéfeni a na ném zalozeném realném disle:

Zkouméme-li, kolikrat se tsecka (veli¢ina) B, jiz je pfi méfeni
zvolend tisecka (veli¢ina) E jednotkova, vejde do tsecky A, zadi-
name stejné jako u anthyfairesis, totiz nékolikanasobnym ode-
étenim B z A a poznameninim zbytku R < B. Poté ovSem
nepfejdeme k R, ale zistaneme u B jakoZto vychozi (méFici)
jednotky, rozdélime ji vSak na p (typicky 2 nebo 10) stejnych
Casti % a ptame se znovu, kolikrat se B takto zmensSena vejde
do R. Atd.

To je baze tzv. p-adického zdpisu (zatim jen raciondlniho) ¢isla, jak jej
zname z bézné praxe a jak se o ném zminime jesté v oddile 2.4. Ve srov-
nani s pythagorejskou metodou, ktera opakované proménuje meétici v mé-
fené a vice versa, je tento standardni zptisob méfeni a na ném zalozené
definice proporce evidentné robustnéjsi a méné elegantni, prevysuje vSak
anthyfairesis jak z praktickych, tak didaktickych divodd. V Eukleido-

—
: —

e — —

— H

—+

Obrézek 1.2: Anthyfairesis neboli stfidavé od¢itani

vych Zdkladech je anthyfaireticky algoritmus v pouziti na libovolné veli-
¢iny, tj. nejen na &sla, popsan v X. knize.l'®) My jsme jej v pFedchozim
oddile formulovali tak obecné, abychom ho nyni nemuseli opakovat. Také
pojem (rovnosti) proporce lze znovu pouzit.

Obecny predpoklad soumétitelnosti dvou (a v dusledku pak i ko-
nefné mnoha) instanci libovolnych veli¢in nemusi jesté implikovat ato-
mistické pojeti svéta, v némz maji dale nedélitelné atomy hrat tlohu
univerzalni jednotky métici vsechny veliCiny, které se tim padem stavaji

(10] Viz Eukleidés [EL, X, véta 2, 3].



38 Diskrétni veliciny

diskrétni. V obou, tj. kone¢ném i obecném pfipadé, lze nicméné oceké-
vat, ze Eukleidiv algoritmus aplikovan napf. na libovolné usecky A, B
v kone¢né mnoha krocich terminuje. Na obrazku 1.2 vede napf. k raciu
[2,2,1,3]. Vzajemnd souméFitelnost ale neni jediny pfedpoklad, jenz se za
moznosti geometrické anthyfairesis, stfidavého od¢itani tsecek, ploch ¢i
objemu, skryvé. Zaprvé musi byt poméfované veli¢iny A, B srovnatelné
v tom smyslu, Ze nastava pravé jeden z ptipadi A < B, A = B, B < A.
Zadruhé by mél byt tento obor archimédovsky, coz znamend, ze lze libo-
volnou veli¢inu A pfesdhnout koneénym nandsenim libovolné veli¢iny B
mensi. Tuto obecnou moznost vyjadfuje tzv. ARCHIMEDOVSKY AXIOM,
jemuz se také z uvedenych divodi ¥iké axiom MERENT.[M V obou pied-
chéazejicich bodech je pak jiz, zatfeti, dana moZnost definovat na daném
oboru s¢itani jako totalné definovanou komutativni a asociativni operaci.
K ni Ize dodatecné definovat i podminéné odc¢itani. V opacném sledu,
ktery odpovida metodé moderni algebry, dostavame nasledujici axioma-
tickou charakterizaci oboru, ktery budeme z nedostatku standardniho
terminu nazyvat OBOREM EUKLEIDOVSKYM:

(1) A+B=B+A,
(2) A+ (B+C)=(A+B)+C,

(3) pro libovolné A, B nastava pravé jedna z moznosti:

(a) existuje C tak, ze A+ C = B, (A< B)
(b) existuje C tak, ze B+ C = A, (A> B)
(c) A= B, (A= B)

n

—~
(4) pro B < A existuje n tak, 7e B4+ B+ ---+ B > A.

V tomto vymezeni je vlastné uspoifadani zavedeno dodateéné pomoci
sCitani, pricemz uvedené postulaty garantuji, ze to bude

USPORADANI LINEARNI{, ¢ili Ze vedle vlastnosti definujicich tzv.
CASTECNE USPORADANT, coZ je (1) ANTIREFLEXIVITA, tj. neplat-
nost vztahu ‘A < A’, a (ii) TRANZITIVITA ‘Z A < Ba B < C
plyne A < C’, plati jesté jeho (iii) LINEARITA ‘A < B nebo
A = B nebo B < A’ pro kazdé A, B, C.

111 v Zdkladech [EL, V, def. 4] mu odpovida definice, podle niz mohou mit dvé veli-
¢iny racio pouze tehdy, jestlize spliuji vysSe uvedenou podminku. Podle predchéazejici
definice (def. 3) je nicméné hlavnim tkolem axiomu zachytit homogenitu, tj. to, ze
jsou srovnavané veli¢iny stejného druhu, a tudiz srovnatelné. Autorem prvniho na-
zvu axiomu je Otto Stolz, druhého pravdépodobné Oskar Becker. Viz Gericke [1984,
s. 115 n].
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Vsimnéme si, ze z antireflexivity a tranzitivity relace jiz plyne jeji AN-
TISYMETRIE, neboli okolnost, Ze ‘z platnosti A < B plyne neplatnost
B < A’ a ve spojenti s linearitou tedy i jeji TRICHOTOMIE, neboli plat-
nost pravé jedné ze tii moznosti A < B, A = B, A > B. O linedrnim
uspoiadani se také hovori jako o USPORADANI TOTALNIM nebo strucéné
0 USPORADANI, nebot jsou jim kazdé dva prvky, s vyjimkou prvki iden-
tickych, SROVNATELNE. Absolutni srovnatelnost zajistuje relace <, ktera
ale zase nevyhovuje popisu uspoiadani, nebot je reflexivni. Z tohoto du-
vodu se obvykle zavadi

CASTECNE USPORADANI SLABE a SILNE (OSTRE), pfi¢emZ to
prvai je (i) REFLEXIVNI ‘A < A’ (ii) SLABE ANTISYMETRICKE
‘2 A< BaB < Aplyne A= B a (iii) tranzitivni. Silné
Castecné uspotradani je to, které jsme popsali vyse.

Jelikoz jsou pFirozena &isla zjevné eukleidovskym oborem,!*?! 1ze snadno
ocCekavat, ze geometrie neni v disledku nic jiného nezli jisty druh na-
zorné aritmetiky neboli zZe uvedené charakteristiky eukleidovské domény
spolu s predpokladem souméfitelnosti vycerpavaji a jednoznac¢né vyme-
zuji prostor geometrickych metod a vét, a potvrzuji tak pythagorejské
motto: “vSechno je ¢islo”. Objev nesouméfitelnosti strany a diagonaly
ve ¢tverci a v pravidelném pétithelniku ucinil této predstavé rozhodny
konec. Oba dtkazy maji svoji ndzornou variantu, a jsou tedy v jistém
smyslu velmi elementarni.

1.2 Nesouméftitelnost a jeji dikazy

V piipadé ¢tverce je spiSe neZ ndzorny, EPAGOGICKY zptuisob ditkazu zndm
dtikaz APAGOGICKY, nepiimy. To je ddno i tim, Ze moderni matematika,
na rozdil od té fecké, preferuje nendzorné dikazy, tj. pracuje (alespor
oficidlné) namisto s obrazy s vétami a tsudkovymi pfechody. Novoveky
preklad “epagdgé” jako indukce a “apagdgé” jako dedukce je tu ovSem
krajné matouci, nebot v antice preferovany nazorny ditkaz nem4 s indukci
ve smyslu empirického zobecnéni nic spoleéného. 3!

(12] Na definici eukleidovského oboru je z algebraického hlediska zajimavé, ze neobsa-
huje ani podminky kladené na GRUPU, tj. piedevsim (1) existenci neutralniho prvku
E, pro néjz plati A+ F = E+ A= A, jimz by bylo tedy néco jako ‘nulovd’ veli¢ina,
a (2) s tim souvisejici existenci prvki inverznich, tj. takovych, ze A+ (—A) = E. Diky
asociativité se jedna alespon o tzv. pologrupu, kterad je navic komutativni. Pfirozena
¢isla predstavuji pfiklad komutativni pologrupy, ktera ma pfipadné neutralni prvek
0. Na zékladé skute¢nosti, ze pro vSechny jeji prvky plati A > 0, se pak jejich struk-
tura nazyva pozitivni. K algebraické charakterizaci eukleidovské domény jako “totalné
uspofadané striktné pozitivni komutativni pologrupy” srov. Stein [1990, s. 339]. Né-
které z uvedenych pojmt budou jesté podrobné definovany pozdéji.

(13] K charakterizaci metod epagdgé a apagdgé v kontextu vyvoje matematickych
metod viz von Fritz [1971].
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Skutecénost, ze lze na jediném ptipadu nahlédnout obecnou platnost
néjakého jevu pro piipady vSechny, je naopak konstitutivni pro to, co
nazyvame geometrickymi objekty a geometrickym dikazem. V tomto
smyslu nemiize existovat zadna presvédcivejsi ¢i rigoréznéjsi metoda ge-
ometrické definice ¢i demonstrace, napt. z Cistych pojmu ¢i axiomatic-
ko-deduktivnim zpiisobem. Tim neni v zddném pripadé zpochybnovana
uloha jazyka v epagogickém procesu, nebot to neni pouhy nizor empi-
rického (a proto nepfesného) obrazce, ale i jazykem ve své identité za-
chycené idedlni forma (¢tverec a trojuhelnik), co nas napf. na notoricky
znadmém obrazku 1.3 ‘pfivadi’ k Pythagorové vété.['4) Rozdil empirického

Obrazek 1.3: Epagogicky dikaz Pythagorovy véty

nacrtu a idedlni formy, kterou je skrze epagogicky dikaz tieba ‘spatfit’, je
vlastné jen variaci na diive diskutované rozliSeni empirického souzvuku a
abstraktniho intervalu, napt. kvarty, idealné, tj. nezavisle na néjaké kon-
krétni empirické situaci definované matematickym vyrazem 4:3. V epa-
gogické tivaze se samoziejmé mohou objevit deduktivni prvky, coz ji ale
nedéla jesté apagogickou, nepfimou. Rozchod s moderni terminologii je
zde markantni.

Apagogicky dtikaz nesouméfitelnosti ve ¢tverci, obsazeny v X. knize
Zdkladu,'®! vypad4 nésledovné:

Diikaz: Kdyby byly strana S a diagonala D ¢tverce souméfitelné, mély by
pomér jako néjaka dvé celd ¢isla s, d, u nichz mizeme navic bez jmy na
obecnosti predpokladat, Ze jsou dale nesoudé€lné, neboli nemaji jiného
spoleéného délitele nez ¢islo 1. To mj. znamend, Ze nemohou byt obé
suda. Jelikoz plati d? = 2s2, jak vime napi. z vjuky otroka v Platénové

(14] Tento ditkaz je velmi pravdépodobné ptivodni a neni zase tak nekomplikovany,
jak by se na prvni pohled zdalo. Dalsi piiklady epagogickych dikazt jsou shromaz-
dény napt. in Nelsen [1993], veetné nékolika alternativnich ‘vizualizaci’ Pythagorovy
véty. Ulohu takovychto “diikazii beze slov” neni radno piecefiovat pravé proto, Ze je
zapotifebi mnoha slov (teorii) a jimi Fizené zkuSenosti, abychom piedklddané obrazky
mohli automaticky desifrovat jako demonstrace geometrickych vét.

(15] v Heathové kritickém vydani ovSem prislusna véta, obvykle znacena jako véta
115a, resp. 117, neni, viz jeho poznamka in Eukleidés [1926, dil III, s. 2].
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Mendnovi [Men., 82b—85c¢], musi byt podle tzv. ‘nauky o sudém a lichém’
z IX. knihy d sudé, nebot soudinem lichych ¢isel je vzdy ¢islo liché. Plati
tedy d = 2t pro néjaké ¢&islo t. Pak ale plati s = 2t2, ¢ili i ¢islo s je sudé,
v rozporu s predpokladem. a

V nézorné varianté diikazul'®! naneseme nejprve na diagonalu D Etverce
jeho stranu S. V daném bodé pak vztycime kolmici a zkonstruujeme
mensi ¢tverec o strané A a diagonale B. Z obrézku 1.4 plyne, ze A = D—S

Obréazek 1.4: Nesouméfitelnost ve étverci

a B=S5—A. Kdyby tedy mély S a D spole¢nou miru ¥, musela by byt i
spoleénou mérou A a B. Opakovani konstrukce v rdmci mensiho ¢tverce
nas ovsem v kone¢né mnoha krocich dovede ke ¢tverci, jehoz strana a
diagonéala jsou mensi nez F. Pfedpoklad soumértitelnosti by tedy vedl ke
sporu.

K podobnému zavéru lze dospét i na pétithelniku, viz obrazek 1.5.
Tento dikaz neni na rozdil od dikazu pro ¢tverec dochovany, ale s ohle-
dem na tradovany pythagorejsky ptvod objevu a fakt, ze pravidelny pé-

Obrazek 1.5: Nesoumeétitelnost v pétithelniku

tithelnik patfil k oblibenym formam pythagorejcti, a byl proto i v jejich
znaku, lze takové hypotéze pricitat jistou vérohodnost. Prislusna kon-
strukce je navic v jistém smyslu velmi elegantni, nebot mensi pentagon,
potfebny k odvozeni sporu, vznikne jednoduse vkreslenim diagonal do

[16] 7 povahy véci je zFejmé, ze ditkaz tohoto typu, tj. ditkaz nemoznosti, neexistence,
musi kromé nazornych, konstruktivnich prvka obsahovat i prvky diskurzivni.
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pentagonu vétsiho. Pfitom si staci uvédomit, ze kazda diagondla pétii-
helniku je rovnobézné s néjakou jeho stranou. Pro stranu A a diagonalu
B vkresleného pétithelniku a diagonalu D a stranu S vychoziho pétiu-
helniku tak dostaneme vztahy D = A+ B+ B a S = A+ B, v dtsledku
¢ehoz pak muzeme zopakovat podobnou tvahu jako pro ¢tverec. Na za-
kladé VETY O PODOBNOSTI TROJUHELNIKU,'7) jak je dana obrizkem
1.6 a (vybérové) vztahy X:Y = U:V, (X+Y):Y = (U+V):V a

—V—+—U—

Obrazek 1.6: Podobnost trojuhelnika

K:L = (X+Y):Y, dospéjeme (tFeba na zdkladé posledniho z nich)
k rovnici

D:S=8:B=5:(D-29),

zndmé jakozto pomér ZLATEHO REZU, tj. takového rozdéleni usecky na
dveé casti, v némz ma vychozi tsecka k vétsimu tiseku stejny vztah, jako
tento k tiseku mensimu. Véta o podobnosti trojuhelniki je pritom snadno
dokazatelna za pfedpokladu soumétitelnosti veli¢in, a byla tak i nejprve
dokézana.

Nyni si vSimnéme, Ze v zdkladech obou obrazkovych odvozeni sporu
s timto predpokladem je vlastné stiidavé odéitani vychozich veli¢in, di-
agonaly a strany. Pokusme se nyni s pomoci fetézového zlomku odvodit
prislusné anthyfairetické racio, a to nejprve u ctverce. Vime, ze plati
S=A+BaD=A+ B+ A. Z toho dostavime nejdiive

D_A+B+A A 1
S  A+B A+B A+ B’
A

Nyni se zaméfme na pomér (A + B): A. Ten musi s ohledem na totoznost
forem zustat stejny, nahradi-li se v ném A stranou libovolného jiného
¢tverce a B jeho diagonalou. Ergo:

A+B S+D 2A+B)+A

A
— = =2 =2 .
A S A1 B tTArB T 4ArB

A

(171 V néméing se tento specificky pfipad oznacuje sugestivné nazvem “Strahlensatz”.
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7 této rovnice je ovSsem ihned jasné, ze dalsi vypocet lze pouze opakovat,
aniz by kdy mohl dospét ke konci, a Ze je tedy prislusny anthyfaireticky
proces [1,2,2,2,...] nekone¢ny, eventudlné vede k nekoneénému fetézo-
vému zlomku:

1+
2+
2+

1

1
2+ —

Zjednoduseni 1ze samoziejmé dosdhnout tim, ze za¢neme mensim ctver-
cem a ptame se piimo po poméru (A + B): A. Vysledkem je posloupnost

[2,2,2,2,...]. V tomto ohledu je odvozeni na pentagonu zcela pfimocaré:
B D A+B+B B 1
B -1+ — =14 ,
A S A+ B A+ B 1

1+ —

B

A

nebot vede rovnou k vyrazu:
1+ !
1+ !
1+ !
1
1+ —

Ted je ovSem na misté zvysend opatrnost. Jaky Ze ‘proces’ je vlastné ne-
koneéna anthyfairesis, k jakému ze ‘vyrazu’ vlastné vede? Neni tomu spise
tak, ze nekonecny vyraz jednoduse zadny vyraz neni, stejné jako neni ne-
koneéna konstrukce konstrukei? Jasné je pfinejmensim to, Ze k ospravedl-
néni takovychto obratt je tfeba jesté mnohé ucinit, nebot od koneénych
objektil k nekoneénym musi vést néjaky netrividlni a kvalitativné od-
lisny krok. Na druhou stranu neni vyloucéeno, ze pythagorejci pozdéji ve
svém znaku jako reprezentantu nekone¢né posloupnosti [1,1,1,...] mohli
spatfovat pozoruhodny typ epagogického dikazu existence (aktuélniho)
nekonecéna. Posloupnost zmensujicich se pétitthelnik® bez spolecné jed-
notky, tedy nutné neterminujici, totiz lezi pfimo pfed nami.

1.3 Eudoxova teorie

Na pozadi zdafile rozbéhnutého programu aritmetizace (svéta) se ob-
jev nesoumétitelnosti musel jevit nepochybné jako krize zékladi. To se
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ostatné odrazi jiz na paradoxné zvoleném oznaceni vztahu nesouméri-
telnych veli¢in jako “alogoi logoi”, tedy “iraciondlnich racii”. Ale jiz
z pohledu matematického praktika musela vypadat situace va7né, nebot
mnoho dikazi geometrickych vét souméritelnost jednoduse predpokla-
dalo, napf. jiz zminéna véta o podobnosti trojuhelnik.

Eudoxova teorie proporci, dlouho povazovana v oblasti ¢isel za me-
todologicky precedens, spociva na specifické definici rovnosti proporci,
kterad je pro svoji geometrickou povahu imunni vaci disledkim aritme-
tické nesouméritelnosti spojitych veli¢in. Neuchopitelné, ‘nekone¢né’ pro-
porce skrze ni dostavaji koneéna pojmenovani neboli reprezentace, které
pochézeji z jiz definovaného (eukleidovského) oboru zkonstruovatelnych
veli¢in. Sama definice se nachézi v V. knize Zdkladil'8! a vypada takto:

Velic¢iny A, B a C, D, které jsou pfinejmensim po dvou téhoz
typu, stoji vii¢i sobé ve STEINEM POMERU neboli maji STEINOU
PROPORCI, symbolicky A: B = C': D, jestlize pro kazda dvé
prirozena cisla m, n plati jedna z nasledujicich moznosti:

(1) mA >nB a zaroven mC > nD,
(2) mA=nB a zaroven mC = nD,
(3) mA <nB a zaroven mC < nD.

Nésobeni veli¢iny pfirozenym c¢islem je definovano jednoduse jako opa-
kované séitani, tj.
m

—
mAE A+ A+ +A.

Podle definice nyni vede takové znasobeni pfislusnych veli¢in ve stejném
pomeéru vzdy k tomu, Ze “se budto soucasné presdhnou, ztotozni, nebo se
stanou mensimi”. Jakou roli zde hraje predpoklad platnosti archimédov-
ského axiomu, tedy skutecnost, ze je prislusny obor veli¢in eukleidovsky,
uvidime pozdéji.

Nezli se dostaneme k motivaci, kterd za zprvu neprili§ intuitivni
Eudoxovou definici stoji, ukazme nejdfive na pfikladé, jakym zpusobem
dovolila obejit potize, které po objevu nesoumértitelnosti vyvstaly, a sice
na Eukleidové [El., VI, véta 1] diikazu véty:

Pomeér obsahi trojuhelnika téze vysky je stejny jako pomér je-
jich zakladen.

Dikaz: Uvazme trojuhelniky AFGH a AFIJ o zékladnach GH a I.J,
jak jsou nakresleny v obrazku 1.7. Jsou-li jejich zakladny souméritelné,

(18] Viz Eukleidés [EL, V, def. 5].
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tedy existuje-li néjaka spole¢nd mira F, lze vétu snadno dokazat s po-
moci obrazku 1.7 a lemmatu, podle néhoz trojihelniky o stejné vysce a
zékladné maji i stejny obsah.['”) V obecném piipadé mizeme nyni na zé-

FE-

Obrazek 1.7: Pfedpoklad souméritelnosti

kladé Eudoxovy definice argumentovat nisledovné: Vezméme néjaka cela
¢isla m, n a uvazme nasobky AH = m(GH) a IB = n(IJ) zékladen,
jak je to zachyceno v obrazku 1.8. Podle zminéného lemmatu musi platit

A G H I J B

Obrazek 1.8: Bez predpokladu souméfitelnosti

rovnosti AFAH = m(AFGH) a AFIB = n(AF1J). Z téhoz lemmatu
plyne, zZe maji-li trojihelniky stejnou vysku, ale rtiznou zakladnu, pak
ten se zékladnou vétsi ma i vétsi obsah, tedy: kdyz m(GH) > n(IJ),
pak i m(AFGH) > n(AFIJ). Jelikoz to samé plati i pro < a =, je véta
dokéazana. a

.......

prislusnou krizi zakladd fesit. Jedna se o metodu nekone¢né malych ve-
licin, tedy o jistou anticipaci Newtonova a Leibnizova infinitesimalniho
kalkulu. Jako vychodisko byla sice idea ‘bezrozmérnych veli¢in’ v antické
matematice oficidlné zakizana, v praxi se ale tu a tam objevovala. Za-
kladni ideu 1ze vysvétlit docela snadno, vzpomeneme-li nejprve kratce na
oba nazorné dikazy nesoumeértitelnosti. Tam jsme argumentovali tim, Ze
konstrukce mensich a mensich ¢tverct ¢i pétithelniki vede ke sporu se
soumeéritelnosti strany a diagonaly vychoziho obrazce néjakou jednotko-
vou veli¢inou E. Ve skutec¢nosti je to ale pfedevsim spor s pfedpokladem,

(19] Viz Eukleidés [EL, I, véta 38].
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ze je prislusny obor veli¢in archimédovsky, nebot kdyby F ziistavala stale
mensi nezli strana i diagonéla libovolného ¢tverce ¢i pentagonu zkonstru-
ovaného vyse uvedenym postupem, musela by byt v dusledku nekonecné
mala, neboli: pro zadné celé ¢islo n by nebylo mozné n-nasobnym nana-
Senim E pfesdhnout danou stranu ¢i diagonalu.

Vyznam archimédovského axiomu spociva tedy mj. v tom, ze zaka-
zuje nekonecné malé a nekonecné velké velic¢iny. Jeho verze aplikovana
v nami uvedenych epagogickych dikazech nesouméritelnosti se nachazi
v X. knize Zdkladu:2°)

Jsou-li A, B dvé veli¢iny takové, ze A < B, pak po odebirani
poloviny, pripadné vétsi ¢asti z B, a dale vzdy ze zbytku, ktery
takto vznikne, musime v kone¢né mnoha krocich dospét k veli-
¢iné C, pro kterou plati C' < A.

Tento princip nema vlastni jméno, nékdy se nazyva AXIOMEM SUBTRA-
HOVATELNOSTI, nékdy AXIOMEM MEREN{ V DIVIZIVNI FORME. Axiom
archimédovsky je pak v takovém kontextu oznacovan jako MULTIPLIKA-
TIVNI VERZE axiomu méfeni, pfi¢emZ neni obtizné nahlédnout, Ze jedna
verze implikuje druhou.?!]

Objev nesouméfitelnosti, jako ostatné vSechny ‘paradoxni’ vysled-
ky, které v tomto textu sledujeme, nas tedy nijak nestavi pred hotovou
véc, ale pred urcitd rozhodnuti. Jednim z nich je interpretovat jej jako
poukaz na neudrzitelnost archimédovského axiomu. Tento krok pak vede
k néasledujici verzi dikazu vySe uvedené véty o rovnosti poméru obsahi
trojuhelniki téze vysky poméru jejich zakladen:

Dikaz: Zékladnu GH trojuhelnika AFGH rozdélime nejprve na m stej-
nych tse¢ek U (tato konstrukee je na bazi obrazku 1.6 moznd pro libo-
volné m), a poté opakované nanasime U na zdkladnu IJ trojihelnika
AF1J, dokud je to mozné. Viz obrazek 1.9. Posledni bod, po némz by
v kroku n + 1 doslo k prekroceni zdkladny, nazveme K. Podle znamého
lemmatu jsou nyni obsahy AFGH a AFIK ve stejném poméru jako
usecky GH a I K. Déle je zfejmé, Ze se zvétsujicim se po¢tem tsecek, na
né7z rozdélime stranu GH, se zmensuje rozdil mezi IK a IJ (IK se blizi
k IJ, symbolicky “IK — I.J”), ale i mezi plochami AFIK a AFIJ
(“AFIK — AFIJ”). Pfipustime-li, Ze existuje néco jako nekonec¢né
mala veli¢ina, tedy Ze lze stranu GH rozdélit na nekone¢né mnoho dila
U, mizeme usoudit, ze rozdil zmizi Gplné, tj. ze se tsecky IK a IJ, tedy

[20] Viz Eukleidés [EL, X, véta 1].

(21 Srov. Jahnke [1999, s. 23]. Urcitou potiz by zde mohl piisobit fakt, Ze jsme se
prvni verzi archimédovského axiomu pokouseli aplikovat také na diskrétni veliCiny.
Druh4d verze by pak pfi takovéto obecnosti nemusela byt té prvni ekvivalentni, nebot
jednotkovou veli¢inu v diskrétnim pfripadé€ smérem doli piekrocit nelze. Tento pfipad
vsak neni obtizné osetiit zv1ast.
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i trojuhelniky AFIK a AFIJ stanou identickymi, a vétu lze odvodit jiz
na zakladé predeudoxovskych metod. a

Tim jinymi slovy prohlasujeme onu veli¢inu vzniklou z nekonec¢ného dé-
leni za spole¢nou miru obou zakladen, jak se to analogicky predpoklada
v metodé tzv. vycCerpani. Pozdéji uvidime, jak se hlavni naplni tradice

G FUA H | KJ

Obrazek 1.9: Pfedpoklad infinitesimalnich veli¢in

Newtonova a Leibnizova kalkulu stalo opétovné vytésnéni nekonecné ma-
lého z podobnych avah, pri zachrané zdravého jadra, které je v nich ob-
sazeno. Tim je teorie limit. Zminime také, Ze s pojmy nekonec¢né malého,
stejné jako nekonecné velkého, lze koherentné pracovat, a to ne nutné
zpusobem, jenz byl pouzit vyse.

V dalsim oddile se budeme zabyvat tim, v jakém smyslu 1ze antickou
teorii proporci chapat jako zobecnénou teorii ¢isel, tedy rozsifeni pojmu
¢isla smérem od tzv. (koneénych) ¢isel kardindlnich (coby odpovédi na
otazku “kolik?”, resp. “kolik ¢eho?”) k ¢isltim redlnym (coby odpovédim
na otazku “jak velkd je néjaka veli¢ina v pomeéru k veli¢iné jednotkové”).

1.4 Proporce jako predméty

Okolnost, ze Eudoxos a Eukleidés tak rozhodné odmitli v jistém smyslu
prirozenou a pohodlnou ideu infinitesimalnich veli¢in, je dilezita jiz jako
historicky precedens. My v ni ale chceme momentalné vidét predevsim
doklad toho, Ze Rekové skutecné disponovali teorii logické abstrakce, tedy
ze méli vysoce vyvinuté povédomi o tom, jak ma vypadat technika pted-
métné konstituce. Tim je totiz dédna baze dalsiho rozsifeni pojmu cisla.
Na rozdil od konkrétnich predméti, které lze pocitat, je ¢islo pred-
métem abstraktnim. Popis jeho odvozeni mtze zacit pripady konkrétnich
pojmenovanych c¢isel: ‘7 dni v tydnu’, ‘7 trpasliki’ atd., a naslednym
odhlédnutim od pojmenované kvantity. Toto pfedbézné ‘vysvétleni’ ma
samoziejmé silné psychologické rysy, to lze ale postupné napravit, nebot
bézi onoho ‘odhlédnuti’ neni snad néjaka chvilkové nepozornost (jiz by
se, jak ironicky poznamenal Frege [1894, s. 316], kone¢né vysvétlila prii-
sloveénd roztrzitost ucenct), ale skute¢nost, Ze pti poéitani na tom, co je
pocitano, v jistém — totiz konstitutivné-aritmetickém — smyslu nesejde.
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Préavé v tomto smyslu lze odhlédnout napt. od empirickych vlastnosti po-
¢itané skupiny a pravé v tomto smyslu je pak c¢islo abstraktnim, nikoli
empirickym predmétem. Empirické vlastnosti jeho reprezentaci jsou do-
predu vylouceny jako irelevantni.

Vlastni prechod od konkrétni kvantity ¢i pojmenovaného ¢isla k ¢islu
abstraktnimu, ¢istému, mtze byt v principu uskutec¢nén zptsobem, jejz
lze nalézt uz u Aristotela [Met., 1092b], ¢teme-li patfi¢né jeho slova:

[...] ¢islo, at uZz je to cokoli, je vzdy ¢islem jistych véci, bud
ohné, nebo zemé, nebo jednotek.

Dikladné rozveden byl viak az u Cantora a Frega.[??l Za vychozi ekvi-
valenci, vici niz se nékteré — totiz aritmetické — vlastnosti poc¢itanych
diskrétnich veli¢in (mnozin) ukézi jako invariantni, se v ném bere exis-
tence vzajemné jednoznacného prifazeni jejich jednotek, tedy napi. vSech
jablek v kosiku vSem hruskadm na stole. Pokud se takovéto pritazeni po-
dari, jsme opravnéni fici, ze obéma skupinam prislusi totéz ¢islo, Ze maji
stejny pocet predméti. Cantor pozdéji poukazal, Ze je tato definice az
prilis abstraktni, nebof se v jejim vysledku neobréazi vydéislujici proces
vedouci od jednoho ke dvéma, tfem, ... predméttim, tedy i k posloup-
nosti ¢islovek 1, 2, 3, ..., a predeslal proto ndmi definovanym ¢islam
kardindlnim tzv. ¢isla ordinalni, spjaté s urcitou pozici ve vyse genero-
vané fadé (odpovéd na otdzku “kolikaty v fadé?”). Tim nemd byt nijak
zpochybnéna tuloha abstrakce pri zavedeni ¢isel jako abstraktnich pted-
meéti, ale spiSe anticipovan problém teoretickych konvenci v jejich vztahu
k puvodni (podetni) praxi. Nasim prubéznym zavérem je pozorovani, Ze
byla fec¢ o ¢islech v jejich tiloze pfipisovani mnozinam ospravedlnéna za-
vedenim urcité rovnosti: stanovenim, kdy mnoziné A a mnoziné B nélezi
totéz cislo.

Pro ptipad proporci jsme za timto tcelem, tj. ospravedlnénim jejich
pripisovani dvéma veli¢inam, stanovili nejprve definici anthyfairetickou,
kterd bez problémi funguje u souméftitelnych instanci (pfi¢emz moznost
jejiho rozsifeni na instance nesouméftitelné bude diskutovana pozdéji,
konkrétné v oddile 2.4) a ktera byla z divodu nesouméfitelnosti nahra-
zena definici eudoxovskou. Ta zcela rezignovala na aritmeticky zptasob
pojmenovani hledaného proporcionalniho invariantu a nahradila jej po-
jmenovanim geometrickym, odvolavajicim se na veli¢iny néjakého euk-
leidovského oboru: Mame-li napt. pojmenovany diagonalu a stranu néja-
kého ¢tverce jako D a S, pak libovolny jiny pomér diagonaly ke strané
¢tverce ma tentyz pomeér jako D:.S, neboli je vyrazem “D:S” pojme-
novdn. Timto pojmenovanim je ale vlastné v prvni fadé néjaky konecny

(22] To vSe bude diskutovano podrobné pozdéji, proto vechna dalsi rozliseni plati
jako predbézna.
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navod, jak prislusné veli¢iny zkonstruovat, teprve v druhé fadé tyto ve-
liciny — instance nadvodem zachyceného procesu — samotné.

Predpoklad, podle néhoz poméritelné veliciny, tj. veli¢iny, jimz lze
pripsat néjaky pomér, musi nalezet eukleidovskému oboru, je pfitom za-
sadni pravé s ohledem na ocekavani spjata s eudoxovskou definici pro-
porce, tedy s tim, jakymi pfedméty by nové definované poméry vlastné
mély byt. Jednim z takovych ocekavani je napf. existence a jednoznacnost
CTVRTE PROPORCIONALY neboli veli¢iny C takové, ze plati A: B = C: D
pro veli¢iny A, B, D dané.?3] P¥ipustime-li do p¥islusného oboru néjakou
veli¢inu o infinitesimélni vadi veli¢ing A, pak plati, Ze jsou sice A + o a
A + po veli¢iny rtizné pro libovolné celé ¢islo p, ale poméry (A + po): A
a (A4 o0): A nikoli, nebot mA + mpo > nA, resp. mA + mpo < nA
tehdy a jen tehdy, kdyz mA +mo > nA, resp. mA+mo < nA, a situace
mA+mpo = nA ani mA+mo = nA nikdy nenastava.**! Infinitesimlni
veli¢iny nemohou existovat z pohledu oficidlniho kdnonu fecké geometrie
jiz proto, ze jejich racio nevede k zddnému ‘rozumnému’ Kkritériu iden-
tity dvou proporci, resp. kritériu, které by nechalo intaktni jisté Zadouci
postulaty.

Eudoxovskému kritériu se nyni ve srovnani s pythagorejskou anthy-
fairesis podafilo prekonat hned dvé potize:

(1) Odhalené ‘nekoneéné’ proporce, alogoi logoi, dostaly koneénd
pojmenovani. Tyto reprezentace ovSsem pochézeji z geometrie a
zaviseji na tom, co je zkonstruovatelné, cemuz se jesté budeme
vénovat v souvislosti s paralelni definici Dedekindovou.

(2) Obor definovanych vztaht byl rozsifen nejen o alogoi logoi, ale i
o vztahy, v nichz je prvni z porovndvanych veli¢in mensi (nebo
rovna) druhé. To anthyfairetickd definice v principu neumoz-
nuje, ¢imz se — po zavedeni usporadani proporci — omezuje
pouze na &sla vétsi nez 1.2

Eudoxova definice takto rozsifuje obor potencidlnich redlnych ¢isel az
k nule. Nula sama vsSak jesté neni ani celym ¢islem, natoz pak proporci.
Totéz plati o ¢islech zapornych a v jistém smyslu i o ¢isle jedna. VSim-
néme si, ze s nulou a jednickou mame coby s ¢isly problémy pouze v jejich
vyznamu c¢isel ordinalnich ¢i redlnych. Jako odpovédi na otazku “kolik?”
se oproti tomu nijak nelisi od ostatnich kardinélnich ¢isel, i kdyz i to bylo

(23] Eukleidés [EL, V, véta 9] dokazuje, ze z A: B = C': B lze usoudit na A = C,
z Cehoz jednoznacnost pfimo vyplyva.

[24] Nastava ovSem v pripadé poméra A: A a (A + 0): A, které jsou v dusledku toho
z eudoxovského hlediska rizné. K tomuto problému srov. Stein [1990, s. 344].

[25] Stekeler-Weithofer [1992¢, s. 371] se zde domnivé, Ze pravé k tomuto faktu py-
thagorejské nauky o proporcich odkazuje Platén [Res., 525¢|, kdyz fikd, Ze jednotka
neni délitelna.
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napi. jesté predmétem kontroverze, kterou mél Frege s Husserlem. 26!

Méme-li nulu a jednicku jiz k dispozici, mizeme dosdhnout prekryti an-
thyfairetické a eudoxovské definice tim, Ze pfipustime vzajemné odéitani
iupfipadi A = B a A < B, pficemZ v prvnim z nich skoné¢ime okamzité
odpovédi 1, v druhém z nich usoudime, Ze se B do A vejde 0-krét a zby-
tek je A. Déale uz postupujeme jako dfiv. Zobecnénou verzi anthyfairesis
fadné zavedeme v oddile 2.4.

Z teceného lze vycist, ze z historického hlediska neni nula produktem
uvah o nicoté lidského byti, ale naopak snahy si toto byti co nejvice
usnadnit, nap¥. v rdmci tzv. POZICNICH NUMERICKYCH SYSTEMU, jako
je nas soucasny. SYSTEMY ADITIVNI, jako je fimsky, zjednodusuji vychozi
unarni systém |, |, |||, ... tim, Ze pro mocniny daného zdkladu, typicky
10, zavadéji vlastni symbol, jejz iteruji a vysledky séitaji, viz

MDCCIII.

Subtraktivni iprava, v niz se pise IV namisto Illl apod., se obecné ujala
az v moderni dobé a puvodni systém formula¢né komplikuje, aniz by
dosadhla vyhod systému pozi¢niho. V ném je mocnina zékladu urcena
pozici ¢islovky v fadé, v nasem pripadé od konce, ostatni se pak podle
toho dopocitavaji. Nula je nutnym prostfedkem preskoceni mocniny, jenz
je v aditivnich systémech oSetfen tim, Ze se dané pismeno nepouzije:

1703 =1x 10004+ 7 x 100 +0 x 10 + 3 x 1.

V pozi¢nich systémech vsak diky tomuto ‘kontroverznimu’ rozsireni jed-
nak pocet zakladnich znakil systému nepievysuje velikost zvoleného za-
kladu (tj. 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9 v pripadé dekadického, 0, 1 v p¥ipadé
bindrniho sytému), jednak je velmi snadné provadét pfislusné aritmetické
operace, jak to zname ze zékladni skoly. 2"

Zminka o zavedeni usporadani proporci nas upozornuje na skutec-
nost, ze kritérium identity je sice nutnou, nikoli vsak postacujici podmin-
kou toho, aby se z néjakého oboru stal obor predméti, v tomto pripadé
c¢isel. Dale je tfeba zavést urcité vlastnosti a vztahy, coz by zde, v o¢eka-
vané podobnosti oboru proporci s oborem ¢isel, znamenalo néjaké vlast-

[26] Frege [1894, s. 327] o Husserlové feSeni statusu nuly a jednic¢ky pige: “Prvni odpo-
véd je snadna; fekne se: ‘nejsou to viibec zadna ¢isla’. Padne tedy otazka, co vlastné
jsou. Autor ¥ika: negativni odpovédi na otdzku ‘kolik?’. [...] Mozné jednou ptijde né-
kdo na myslenku, Ze dvojka neni Zddnd mnohost, nybrz jen dvojitost (dualita v pro-
tikladu k pluralité); nic, jedna a dvé budou pak t¥i negativni odpovédi na otdzku
‘kolik?’. Jako potvrzeni by $lo tfeba uvést, ze dvojka je jediné sudé prvocislo.”

(27] Nékteré poziéni systémy jsou pfitom velmi staré. Patfi mezi né napi. babylonsky,
v némz je preskakovani mocniny vyjadfeno mezerou. To vedlo samoziejmé k viceznac-
nému éteni vyrazi, v nichz figuruje nula na konci (2 a 2 X 60, 3 a 3 X 60 atd.), coz mj.
ukazuje, ze jeSté nebyla chapana jako plnohodnotny numericky symbol, s nimz by slo
samostatné operovat, pripadné fesit rovnice.
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nosti a vztahy aritmetického typu. Usporadani proporci na vétsi a mensi
je prvni na tadé.

Ve srovnani s rovnosti dvou proporci, kterou lze pouzit napt. k vy-
robé replik téhoz tvaru, je otazka jejich srovnani a usporadani z nazor-
ného hlediska problematicka. Nejlepsi je snad zacit otazkou “kolikrat se
vejde veli¢ina A do veli¢iny B?” a interpretovat ptislusné anthyfairetickée
vyrazy jako exaktni odpovéd. V piipadé iracionalnich poméri se tak do-
stavame pouze k racionalnim aproximacim, tj. dolnim a hornim odhadim
dalsiho rozvoje. Takto je napf. pomér diagonaly a strany ¢tverce aproxi-
movan vztahy 1:1 a 2:1, tedy récii [1] a [2]. Odpovéd na vySe polozenou
otazku pak zni: “vice nez jednou, ale méné nez dvakrat”. Zprvu se proto
zd4 byt usporadani proporci piimo zavislé na usporadani celjch cisel.
Ale pozor! Zduraznili jsme, Ze v anthyfaireis se na rozdil od obvyklého
mérfeni prostfednictvim jediné, vychozi veliiny, resp. jejich ¢asti, mé-
Fici veli¢ina stava vzdy v dalsim kroku veli¢inou méfenou. Je tedy tieba
rozliSovat mezi sudymi a lichymi misty, jak to ukazuje napi. nasledujici
posloupnost:

1] < [1,3] < [1,2,2] <---
(1,2,2,2,...]
S < [1,2,3] < [1,2] < [2].

Obecné lze formulovat vétu,[?®! podle niz pro libovolnou nekoneénou po-
sloupnost ai, as, as, ... (pfirozenych, nenulovych) ¢isel a gi definované
jako [aq,...,ax] plati:

G <@q3<gs <---<gs<qa<qa.

Eudoxovskou variantu usporadani proporcil?®! lze opfit o myslenku, ze
jde mezi dva libovolné riizné vztahy veli¢in vsunout vztah racionalni tak,
aby platilo:

A:B<m:n<C:D.

V tom je skryt archimédovsky axiom, ktery pravdépodobné, z vyse uve-
denych duvodt, Eudoxos predpokladal jako platny. Cely trik nelze ovsem
pouzit oficidlng, nebot relace < neni pro eudoxovsky tvar jesté zavedena.
Vlastni definice proto vypada nasledovné:

Pomér veli¢in A, B JE MENSI nez pomér veli¢in C, D, symbo-
licky A: B < C: D, tehdy a jen tehdy, kdyz existuji dvé p¥iro-
zend Cisla m, n takova, ze nA < mB a soucasné nC' > mD.

(28] Podobna zakladni tvrzeni ohledné fetézovych zlomku a jejich dikazy lze nalézt
napf. in Deiser [2007].
[29] Eukleidés [EL, V, def. 7].
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Nyni Ize také snadno ukézat, odkud se vlastné vzala Eudoxova defi-
nice rovnosti. Ta jednoduSe popira, ze by platilo A: B > C:D nebo
C:D > A:B. Kdyz tedy plati nA > mB, musi platit nC > mD (jinak
by nastala prvni moZnost), kdyz plati nA < mB, musi platit i nC < mD
(jinak by nastala druhd moZnost), a koneéné kdyz plati nA = mB, musi
platit nC = mD (jinak by nastala jedna z uvedenych moznosti). Dal-
siho ‘vysvétleni’ Eudoxovy definice proporce se nam dostane v kapitole 2
v souvislosti s Dedekindovou definici realného cisla.

Ctenai také musi rozliSovat mezi uspofadanim veli¢in, které predpo-
kladame, a usporadanim proporci, které definujeme, zvlasté kdyz jsme
zde pro jednoduchost nezavedli rtizné symboly. Totéz se tyka symbolu
rovnosti. Ten bychom v pfipadé proporci nemuseli definovat zvlast, ale
jednoduchou konvenci jako

A:B=C:D=-(A:B<C:D)AN—-(A:B>C:D).

Od usporadani se pii patrani po analogiich mezi proporci a ¢islem dosta-
neme pfimo k aritmetickym operacim. Ty se ukazuji byt problematické
uZ pri rozsifeni na kontinudlni veli¢iny. S¢itani tisecek 1ze napf. interpre-
tovat prirozené jako nastaveni jedné druhou, uchopime-li vsak jako jejich
soucin pravouhelnik a jako soucin tsecky a pravouhelnika kvadr, narazi
dalsi iterace, z aritmetického hlediska jisté zadouci, na nasi pfedstavu
prostoru. V pripadé proporci je kupodivu nasobeni méné problematickou
operaci, kterd se v Zdkladech [El., VI, def. 5] ponékud matoucné objevuje
pod nézvem “skladani”.3% Jeji pivod lze nejspis odvodit z hudebni teo-
rie, kde se napf. oktava ziska slozenim kvarty a kvinty (4:3x3:2=2:1)
a kvinta slozenim malé a velké tercie (6:5x 5:4 = 3:2).13 Takto je Eu-
kleidem také definovéano slozeni dvou proporei tvaru A: B, B: C,?! tedy

(A:B)x (B:C)=A:C.

Obecny pfipad dvou proporci A: B, C': D je ovSsem oSemetny. Eukleidés
[EL., VIII, véta 5] nechéva jednoduse rozsitit ¢leny prvniho poméru o C a
druhého o B, ¢imz se zda byt sice problém pfeveden na prvni tvar, tedy

(A:B) x (C:D) = (AC:BC) x (BC:BD) = AC:BD,

ale za cenu zmény dimenze, nebot vysledny pomér je pomérem dvou pra-
vouhelnikt. Ve skutecnosti vsak nebylo ani pfi nasobeni, ani pfi s¢itani
proporci, jimz ovSem anticka geometrie teprve nedisponovala, tieba di-
menzi opoustét, a to v uvazeni konstrukce ¢tvrté proporcionaly.[®3] Ta

[39] Srov. k tomu Heathovy poznamky in Eukleidés [1926, dil II, s. 132 n, s. 189 n].
[31] Viz Fowler [1999, s. 133 nn].

[32] Definici je nutno vycist z Eukleidés [EL., VI, véta 23].

[33] Srov. Stein [1990, s. 350].
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je predvedena pro pifpad tsedek v VI. knize Zdkladil®¥ a piedstavuje
dostatecny teoreticky nastroj adekvatniho zavedeni obou operaci.

Jiz jsme pritom dfive zminili, o jaky problém se jednd, totiz jak
k danym veli¢inam A, B, D zkonstruovat ¢tvrtou tak, aby platilo A: B =
C': D. Piislusna konstrukce je neobycejné jednoduchd a opira se o vétu,
resp. véty o podobnosti trojahelniki, jak jsme je zachytili na obrazku
1.6. Zminili jsme, Ze jsou pro pfipad soumeétitelnych veli¢in snadno do-
k libovolnym pomérim A: B, C:D najit tii veliciny E, F', G tak, ze
plati A:B = E:G a C:D = F:G, jinymi slovy: umime pfevést li-
bovolné dvé proporce do formy se spoleénym jmenovatelem. Tim jsme
v piipadé operace s¢itani pfimo u cile, kdyz polozime

(A:B)+(C:D)=(E:G)+(F:G)=(E+F):G.

Pro ptipad nasobeni musime najit spoleény jmenovatel pro A: Ba D : C.
Prislusna definice

(A:B)x (C:D)=(E:G)x(G:F)=E:F

se tak redukuje na prvni, jednodussi pfipad.

1.5 Nekonecno a spojitost

Byl to pojem spojité veliiny, jejz jsme na pocatku kapitoly, a tim i
celé knihy, polozili jako vychodisko dalsiho rozsifeni pojmu cisla z pt-
vodniho oboru veli¢in diskrétnich, které se pocitaji, na tzv. ¢isla realna,
jimiz se méri. Nefekli jsme ovSem, v ¢em vlastné ona ohlasovana kon-
tinuita, spojitost oboru pfislusnych veli¢cin — tzv. kontinua — spociva.
Jelikoz vSechny charakteristiky eukleidovského oboru spliuji i cela ¢isla,
je ziejmé, Ze pripadny ‘axiom spojitosti’ je tieba hledat jinde. — Aris-
totelova [Phys., 227a] vlivna analjza pojmu kontinua, podle niz

véci jsou spojité, jestlize hranice, jiz se dotykaji, je jedna a tataz,

muze sice pripominat nékteré moderni definice topologické, jak se jim
budeme jesté pozdéji vénovat, zaroven je vSak podstatné vagni, nez aby
dokazala odrazet dnes bézné nuance spojitosti, iplnosti, kompaktnosti,
hustoty atd. To ji také diskvalifikuje z primarniho pouziti v matematic-
kych vétach a definicich. V disledku toho je pro Aristotela [Phys., 232b]
a feckou matematiku pfimka kontinuem pravé a jenom proto, ze ji lze
stale délit na dveé ¢asti, neboli

spojitost je neomezena délitelnost.

[34] Viz Eukleidés [EL, VI, véta 12].
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Aristotelés [Phys., 206a] ovSem nezapomind zduraznit, Ze je tato délitel-
nost minéna pouze v potenci, tedy ze mj. nedovoluje dospét k velicinadm
nekone¢né malym. Body pfimky vznikaji pouze moznym délenim, napf.
jako pruseciky s kruznici, pfimka se z nich ale nesklada, nybrz predchazi
jim. V tomto smyslu je filosofie matematiky az do Cantorovy doby ovla-
déna Aristotelovou ideou potencialniho ¢ synkategorematického neko-
necna a prinejmensim rezervovanym postojem k nekoneénu aktualnimu.
Tento zékladni postoj se zrcadli pravé v archimédovském axiomu,
resp. obou verzich axiomu méreni, jakozto zakazu veli¢in nekonecné vel-
kych, resp. malych. Dostavaji se tak v ném do vzajemné souvislosti Aris-
totelovy avahy o spojitosti (z V. a VI. knihy Fyziky) a nekoneénu (z III.
knihy Fyziky), jejichz pfimym podnétem nebyly potfeby matematiky,
o niz se Aristotelés na rozdil od Platéna prakticky nezajimal, ale para-
doxy Zéndnovy skoly. Podle Aristotela [Phys., 263a] vychézeji Zéndnovy
argumenty pro nemoznost pohybu pravé z predstavy, ze draha pohybuji-
cich se objekti, leticiho Sipu ¢i Achilla a Zelvy sestavé z aktualizovanych
vysledk®t neomezené protahovaného déleni. Ma-li jimi pohybujici se ob-
jekt vSemi projit, neni se v disledku schopen pohnout z mista, ptipadné
dohonit pomaleji se pohybujici objekt. V jasné navaznosti na to pak Kant
[1781/1787, A 169/B 210 n] o mnoho stovek let pozdéji pise:

Vlastnost veli¢in, podle niz nemaji zddny nejmensi mozny (jed-
noduse: nejmensi) dil, se nazyva jejich spojitosti. Prostor a ¢as
jsou quanta continua, protoze zadny jejich dil nemize byt dan
jinak, nez uzavienim mezi hranice (body ¢&i okamziky), a tedy
pouze tak, ze je tento dil opét jen prostorem nebo ¢asem. Pro-
stor tedy sestava jenom z prostord, ¢as z ¢ast, body a okamziky
jsou jen hranice, tj. pouha mista jejich omezeni; mista ovSem
vzdy predpokladaji ony nazory, které maji urcit nebo omezit,
pfedem, a z pouhych mist, jakozto ¢asti, které by mohly byt
dany jesté pred prostorem a ¢asem, se ani prostor, ani ¢as ne-
mohou skladat.

V potencialnosti uvedeného déleni je také skryto ‘feseni’ druhé Kantovy
antinomie [1781/1787, A 434 n/B 462 n], podle niz kazd4d véc nutné se-
stavéa, resp. nesestava z jednoduchych ¢asti. Aktualizované naplnéni déli-
ciho procesu nendlezi sféfe mozné zkuSenosti, a je tedy pouze regulativni
ideou, s niz musi byt takto i zachazeno. Nekonec¢no, jak jesté zminime,
muze byt v tomto ¢teni pouze forma, nikoli vysledek rekurze.

Shoda filosofii tak odlisného razeni, jako byli Aristotelés a Kant,
v otazkach povahy spojitosti a nekonecna je pozoruhodna, a pro celou
poaristotelovskou filosofickou tradici vlastné i typickd. V matematickém
kontextu, k némuz se nyni vratime, na ni vsak az do doby Brouwerovy
nebral nikdo vaznéjsi ohled. Z technického hlediska lze totiz kritérium
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neomezené délitelnosti veli¢in jednoduse nahlédnout jako protéjsek celo-
¢iselného nasobeni veli¢in, tedy uchopime-li ho jakoZto moznost rozdélit
danou tsecku na libovolny konecny pocet stejné dlouhych kusti. Mozny
zéklad rozsifeni pojmu c¢isla na obory spojité se pak zda byt nasnadé:
jedna se o takovou extenzi oboru celych ¢isel, v niz jsou obecné provedi-
telné jisté algebraické operace. Pro svoji formalné-aritmetickou povahu
je sice toto Feseni znacné ahistorické, neni vSak pro né obtizné najit kon-
krétni geometrickou, a tedy i historicky vérohodnéjsi bazi. Tou neni opét
nic jiného nezli konstrukce ¢tvrté proporcionaly. Jelikoz je pravdépo-
dobné, zZe jeji proveditelnost lze povazovat i za puvodni charakteristiku
oboru spojitych veli¢in, ) miizeme piimo stanovit:

Eukleidovsky obor veliéin se nazyva (DELITELNYM) KONTINU-
EM, jestlize v ném ke kazdym tfem veli¢indam A, B, C existuje
pravé jedna veli¢ina X takova, ze A:B = X :C. Obor této
vlastnosti budeme také nazyvat DELITELNYM.

Modelové rozsifeni pfirozenych ¢isel na (nejprve kladnd a nenulova) ¢isla
redlné (kontinuum), kterému ovSem nelze ani ndhodou pfipsat jakoukoli
historickou, ale pouze normativné-explika¢ni hodnotu, pak popiseme na-
sledovné:

(1) Fixujeme-li néjakou konkrétni tsecku F jako jednotku, pak je-
jim opakovanym nanasenim dospé&jeme k diskrétnimu oboru ve-
liéin N, jejz l1ze v jistém smyslu identifikovat s oborem pfiro-
zenych c¢isel, coz neznamend nic jiného, nezli Ze mizeme misto
mE psat pouze m. S ohledem na zminény primat ordinalnich
¢isel budeme pod N i v dal§im textu rozumét vzdy soubor vsech
prirozenych ¢isel bez nuly. Jeji pfibrani chceme explicitné znacit
jako N().

(2) S pomoci konstrukce ¢tvrté proporcionély rozsifime nyni obor
N o vSechny veli¢iny (tsecky) X takové, ze m:n = X : E. Li-
bovolny prvek m z N mutizeme pro jednoduchost identifikovat
s pomérem m: E. Od diskrétniho oboru vSech pfirozenych ¢i-
sel tak dospé&jeme ke vsem celoc¢iselnym, kladnym délenim FE a
jejich nasobktum, jejichz obor prestane byt diskrétni ve smyslu
existence néjaké spoleéné miry vsech veli¢in (libovolna koneénd
podmnozina spole¢nou miru méa). Ozna¢me ziskané rozsifeni
jako Q.

Nyni lze dokazat, ze vSechny rovnosti A: B = X :C' maji v oboru Q fe-
Seni, tedy Ze je na rozdil od N spojity ve vySe uvedeném smyslu slova
(= délitelny). Popsand konstrukce také ukazuje, jak libovolné racionélni

[35] Viz Stein [1990, s. 348].
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proporci m :n, resp. p:q pritadit usecku X, resp. Y z Q tak, ze m:n =
p:q plati tehdy a jen tehdy, kdyz X = Y. Staci vzit jednoduse X a Y
zrovnicm:n = X:Fap:q=Y : E. Redukce proporci veli¢in na veli¢iny
je dulezita také pro pocitani se zlomky. Skrze né lze ihned nahlédnout
délitelnost oboru Q, nebof pro A =m:na B =p:qje A: B = mq:np,
az(C =r:saA:B = X:C plyne X = mgr:nps. Diky téze redukci
se na (racionalni) proporce prenési prirozené uspofadédni tsedek, které je
s ohledem na svoji ndzornost podkladem obvyklé reprezentace (redlnjch)
Cisel na Ciselné pfimce. Pravé v tomto smyslu se také mluvi o jednodi-
menzionalnim kontinuu.

K tomu nejprve drobnou poznamku. Jelikoz je ziejmé, ze Q tvori
vlastné ndm znamé (kladnd, nenulovd) ¢isla raciondlni, mohla by vznik-
nout pochybnost, zda je zde pfipadné hovoiit o kontinuu, které si dnes
spojujeme predevsim s ¢islem redlnym. Podstatnym vysledkem ptfedcho-
ziho vykladu a jednim z hlavnich cilt této knihy by mél byt poznatek,
Ze pojem C¢isla realného vykazuje na rozdil od pojmu ¢isla prirozeného
a racionalniho znac¢nou otevienost co se tyc¢e dalSich specifikaci, tedy Ze
neni ve srovnani s nimi ni¢im evidentnim, o ¢em panuje vSeobecnd shoda.
O adekvéatni definici redlného ¢isla se vedou spory dodnes. Obor Q byl

D

A B C
k —E—F+—E—

Obrazek 1.10: Pythagorejska konstrukce rovnobézky

pritom nazvéan kontinuem v souladu s vyse uvedenou definici, v principu
obrézejici antickou piedstavu toho, co se nazjva spojité. Ze se tato pred-
stava muze pozdéji ukazat v jistych ohledech jako nedostatecnd, je uplné
jiné véc. Na tuto situaci jsme se ovsem nepatrné pfipravili tim, Ze obor,
v némz k danym veli¢inam existuje ¢tvrta proporcionala, oznacujeme
namisto slovem “spojity” terminem “délitelny”.

Ve vyse uvedenych definicich a konstrukcich jsme zohlediiovali fakt,
ze antické kontinuum, stejné jako obor vSech proporci, bylo uréeno zprvu
tim, co je zkonstruovatelné. Vychazime-li pfitom z toho, ze mame fixni
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systém dvou obvyklych koordinidt s nanesenymi pFirozenymi dcisly, je
otéazka konstrukce cisel racionalnich pouhou zélezZitosti spojovani dvou
bodu a konstrukce rovnobézky v daném bodé, resp. kolmice z bodu da-
ného. K tomu nam stac¢i klasicky Skolni trojihelnik. Mize nas proto
napadnout definovat kontinuum jako obor veli¢in, které jsou zkonstru-
ovatelné (takovymto) pravitkem, a to s oporou v post¥ehu, ktery Hil-
bert [1899, s. 81] uéinil v rdmci své axiomatizace eukleidovské geometrie,
totiz ze “tazeni pfimek a rovnobézek se z analytického hlediska rovna
sCitani, nasobeni, odc¢itani a déleni”, tedy metodam useckové algebry,
jak ji v souvislostech Descartovy analytické geometrie popiseme v od-
dile 1.7. Jelikoz jsme pii pravé popsané konstrukci Q predpokladali, ze

P

k | E

E |

Obrazek 1.11: Pythagorejska konstrukce kolmice

mame na osach prednanesena prirozend c¢isla, mize nas zaujmout dalsi
Hilbertova poznamka, totiz Ze “nanaseni uiseCek na libovolnou piimku
nevede k nicemu jinému nezli k druhym odmocnindm ze souc¢tu dvou
druhych mocnin tsecek, které jiz byly zkonstruovany”. Tomu odpovida
pouziti pravitka s oznafenym bodem (marked ruler). Pfedpoklad sdm
pritom neni nijak neplauzibilni, nebot napf. jednotkovou délku si nékam
tak jako tak poznamenat musime. Uvazované pravitko navic muze byt
chapano v ptivodnim, jednoduchém smyslu, tj. jakozto rovna ¢ara o jedné
hrané (straightedge), umoziujici spojovat dané body a neomezené pro-
dluZzovat dané tusecky, nebot jednotkovy zafez jiz umoziiuje konstrukci
rovnobé&zky a kolmice v daném bodé.[36]

Prvni alohu ukazuje pro pfimku k a bod P obrazek 1.10. Konstrukce
spociva v tom, ze bodem P vedeme pfimku protinajici se s k v néjakém

[36] Hilbertovy [1899, s. 78 n] konstrukéni metody zprvu zahrnuji jednoduché pra-
vitko a nastroj na pfenaseni libovolné tusecky (Streckentibertrager). V druhém vydani
dochézi ke zjednoduseni, kdyZ je pfenaSena pouze tsecka jednotkova (Eichmaf). Viz
kritickd edice Hilbertova geometrického dila [2004, s. 422, 512 nn].
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bodé A, od néhoz pocinaje naneseme dvakrat za sebou jednotkovou miru
E, ¢imz ziskdme body B a C. Ty spojime s néjakym bodem D leZzicim
na AP a protnutim tuseCek C'P a BD ziskdme bod F. Prodlouzenim
usecky AF ziskdme bod G, jenz konec¢né urcuje hledanou rovnobézku.
Pro poradek popiseme i konstrukci druhou, spocivajici v konstrukci kol-
mice k dané pfimce, jak to ukazuje obrazek 1.11. V kombinaci s pfedchozi
vétou pak dostaneme ihned konstrukci kolmice k dané ptimce z daného
bodu. Na danou pfimku k£ naneseme bod A a body G, H ve vzdale-
nosti jednotkové miry E. Z A pak vedeme dvé libovolné usecky Al a
AJ opét délky E. Necht se nyni pfimky GI a HJ protinaji v bodé P
a piimky GJ a HI v bodé . Trojuhelniky AGHI a AGHJ jsou se-
strojené nad priumérem kruZnice se stiedem v A a polomérem FE, thly
/GIH a Z/GJH jsou tedy podle Thalétovy véty pravé, a tsecky IH,
JG tim padem vyskami trojuhelnika AGH P. Jelikoz se vysky trojthel-
nika protinaji v jednom bodé€, musi byt pfimka PQ kolma na vychozi
primku k.

Pomoci oznaceného pravitka miizeme sestrojovanim kolmic k dané
pfimce z daného bodu pulit thly, tedy konstruovat druhou odmocninu
ze souctu druhych mocnin dvou konstruovatelnych velic¢in, jak to ukazuje
obrazek 1.12 pro pfipad /12 4+ 12. Abychom predesli moZnym zmat-

\/ //// \\ \
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Obrazek 1.12: Konstrukce oznacenym pravitkem

ktim, definujme jako Lorenzen [1984, s. 129] PYTHAGOREJSKA GiSLA
v tomto rozsifeném smyslu jejich konstruovatelnosti oznacenym pravit-
kem a znacme piislusny obor neboli PYTHAGOREJSKE KONTINUUM jako
P.37] Tim jej odlisime od oboru Q pythagorejskych ¢&isel racionélnich,
kterd nazyvejme déle jen RACIONALNIMI CISLY. Zatim pfirozené neuva-
Zujeme Cisla zaporna. Je ziejmé, ze plati nejen Q C P, tedy Ze je prvni
z nich podoborem druhého, nybrz i Q C P, tedy Ze je podoborem vlast-
nim neboli Ze druhy predstavuje rozsiteni prvniho. To ukazuje ostatné
v obrazku 1.12 uvedené naneseni diagonaly jednotkového ¢tverce na ¢i-
selnou osu.

[37] Lorenzen oviem namisto nanaseni jednotkové veli¢iny pouziva jako zdkladni kon-
strukci déleni uhlu, coz je, jak lze vytusit z predvedené konstrukce, metoda ekviva-
lentni, a diskuze muze byt tedy vedena hlavné o tom, ktery pocatek je ‘prirozenéjsi’.
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1.6 Kanonické a jiné metody

Jelikoz oficidlni konstrukéni metodou Fecké geometrie, razenou teoreticky
Eukleidovymi Zdklady a ideové podpofenou Platénovymi spisy, bylo pra-
vitko a kruzitko, nabizi se nyni oznacit timto zptisobem konstruovatelné
veli¢iny jako EUKLEIDOVSKA CISLA a jejich obor E jako EUKLEIDOV-
SKE KONTINUUM. O tom, Ze eukleidovské ¢isla jiz zahrnuji ¢isla pytha-
gorejska, presvedci ¢tenare nejspis jiz obrazek 1.13, i kdyz skuteénym

Obrazek 1.13: Konstrukce pravitkem a kruzitkem

zdtivodnénim bude az tGvaha nad moznostmi zvolenych konstrukénich
prostiedkd, jak ji rozvedeme zdhy. Ze existuji eukleidovska &isla, ktera
nejsou pythagorejska, nahlédneme v pristi kapitole, kde se ukaze, ze euk-
leidovskymi metodami Ize sestrojit druhou odmocninu z libovolné tisecky.
V dtsledku toho plati P C E.

Prirozena otazka, zda je eukleidovské kontinuum jiz tim nejvétSim
moznym, prinejmensim tedy, zda se v ném nachazeji urcité veliciny, resp.
jejich proporce, vedla ke zndmym problémim

kvadratury kruhu,
tfeténi hlu a
zdvojeni krychle (tzv. délsky problém).

Ty se ukéazaly byt teprve v novovéku neresitelné, ¢imz je zminéna otazka
zodpovézena negativné. Jiz nyni je ale dtlezité zminit, Ze se zde (po-
dobné jako pozdéji v ptipadé Godelovych vét) nejednéd o zaddnou nefesi-
telnost absolutni. V podstaté jde také o zvolené (konstrukéni) prosttedky
a jejich ‘jednoduchost’ ¢i ‘rigoréznost’. Eukleidovské metody jsou presné
popsany jakozto konstrukce pravitkem s jedinou hranou a bez jakého-
koli oznaceni, a kruzitkem, které miize byt otevieno na libovolnou §itku,
po provedeni konstrukce vSak zkolabuje, tj. nelze s nim pienaset vzda-
lenosti. Ackoli tuto druhou podminku moderni kruzitka nespliuji, lze
ukazat, ze to nevadi, tj. Ze metody kolabujicich a nekolabujicich kruzitek
koinciduji. Z toho plyne, ze v Eukleidové geometrii oznacené pravitko
nepotfebujeme, totiz v jeho ptivodnim pouziti prostého nanaseni bodt
pevné vzdalenosti.
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To se zméni, dovolime-li timto pravitkem také posouvat, coz lze for-
mulovat jako moznost konstrukce pfimky, kterd vychazi z daného bodu
P a protind dané primky k a [ v bodech A, B tak, Ze ma tsecka AB
predem danou vzdalenost d, kterou muZeme nanést na nase pravitko.
Tuto situaci ukazuje obrazek 1.14. V tomto rozsifeni se jiz stane fesi-
telna trisekce tihlu, a to pfekvapivé snadno, jak ukazuje obrazek 1.15.
V ném mame dan nejprve thel ZAOB, jejz chceme tietit. Z bodu A

—d —

Obrazek 1.14: Rozsifené uziti oznaceného pravitka

spustime kolmici na primku OB, kterou tak protneme v bodé C. Bodem
A vedeme rovnobézku k k pfimce O B. Pouzijeme oznacené pravitko k na-
rysovani pfimky prochazejici bodem O a protinajici pfimku AC v bodé
D a ptimku k v bodé E tak, Ze je jejich vzdalenost rovna dvojnasobku
OA. Tato primka roztfeti dany thel. Duvod je nasledujici. Je-1i F' stied
useCky DE a G stied tsecky AFE, je usecka F'G kolma k tsecce AE a
trojuhelniky AAGF a AEFG jsou kongruentni. Uhel & = ZEOB je

A G E

2

200 D
0] C B

Obrazek 1.15: Treténi thlu

z rovnobéznosti pfimky OB piimce k roven thlu ZAFEO, a ten zase
z kongruence zminénych trojihelnikii thlu ZEAF. Uhel ZAFO je vnéj-
§im thlem trojuhelnika AAFEF, a jako takovy je roven souctu dvou pro-
tilehlych ahli, tj. 2a. JelikoZ je trojuhelnik AAOF rovnoramenny, plati
LAOFE = LAFO = 2q, coz jsme chtéli dokazat.
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Oznadenym pravitkem s vySe popsanym rozsifenym pouzitim lze
zvlddnout i problém zdvojeni krychle, KVADRATURA KRUHU nicméné
stale Fesitelna neni.38 To ale opét neznamend, Ze neni feSitelnd abso-
lutné, ba naopak. Problém konstrukce délky obvodu kruhu pfi daném
poloméru vyfesili jiz Hippias a pozdéji Archimédés pomoci mechanicky
sestrojenych kiivek (kvadratix, spiraly).[*”) S4m Archimédés ale toto Fe-
Seni nepovazoval za geometrické.[*?) Ke geometrickym metodam se oviem
fadila metoda vypoctu plochy jejim vyCerpanim, nicméné ve specifické
podobé Eudoxové, ktera s predvedenim kruhu jakozto limitniho pripadu
vepsanych polygonti o rostoucim poctu stran, vyhledoveé polygonu neko-
ne¢ného, neméla mnoho spoleéného.!l Ovsem i predeudoxovské metody
jsou co do uziti infinitesimalnich metod velmi opatrné.

Typicky argument, v této podobé pfipisovany Brysénovi, spociva
v uzavieni kruhu mezi posloupnosti vepsanych a opsanych mnohothel-
nikt a odkazu k principu, podle néhoz “k ¢emu existuje vétsi a mensi,
k tomu existuje i rovné”.*?l Samoziejmé, e tu je jistd podobnost s De-
dekindovou charakterizaci spojitosti coby existence limitniho bodu (¥e-
zového ¢isla) k rostouci a zaroven omezené posloupnosti veli¢in (dolni
mnoziné fezu) nebo spise s Weierstrassovym urcovanim redlnych ¢isel po-
sloupnostmi vnofenych intervali, stejné jako s Bolzanovou vétou o mezi-
hodnoté.[*?! Na druhou stranu si nelze neviimnout zna¢éné vagnosti, ktera
nam muze napft. sugerovat, ze jsme obvod a obsah kruhu coby pfecho-
dového polygonu schopni jako v pfipadé polygonid standardnich zatadit
mezi veli¢iny eukleidovského kontinua. To, jak dnes vime, mozné neni,
a pfipadné redefinice méritelné veli¢iny, resp. cisla, které by mohlo byt
kruhu pfipsano a vztazeno k ¢islim jiz definovanym, nemuze byt tako-
vymito ‘Gvahami’ nahrazena. Toho si v jistém smyslu nebyli védomi ani
Eudoxos a Archimédés, ktefi jednoduse predpokladali, Ze kruh né&jakou
veli¢inu ma, jejich zptisoby ‘méfeni’ kruhu ovSsem vykazuji rysy, na nichz
se d& vhodn4 redefinice kontinua postavit.

Oba pfitom vychézeji z axiomu méfeni a oba se pohybuji v jistém
extrému. Eudoxtv zpusob je prilis teoreticky, Archimédiv zase prilis
prakticky. Eudoxova metoda vycCerpani pfitom priméarné nemé vydislit
obvod ¢i obsah kruhu, pouze nés ujistuje, ze plati:

Pomér obsahti dvou kruhtt K : L se rovnd poméru druhych moc-
nin jejich poloméra 2 : s2.[44]

38] Viz Hartshorne [2000, s. 259 nn].

39] Viz Mainzer [1980, s. 34], pfipadné Heath [1931, s. 143 nn].

401 Becker [1964, s. 56].

Konstrukei kvadratix a metodu vycerpani jesté zminime v oddile 1.8.

42] Viz Becker [1964, s. 46 n].

Srov. Gericke [1990, s. 8]. Zminéné pojmy budou vysvétleny v kapitole 2.
Eukleidés [El., XII, véta 2]. Véta je formulovana pro pomér praméru.
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7Z toho plyne, Ze lze-li obsahu kruhu pfipsat veli¢inu, pak pomér veli¢iny
obsahu ke ¢tverci poloméru je u vSech kruhidi konstantni, coz je jisté
nutnou, nikoli v8ak postacujici podminkou pro to, abychom o takovémto
pomeéru hovorili jako o ¢isle.

Dilkaz: Svoji iivahu Eudoxos odviji z predpokladu, 7ze K:L # r?:s2.
7 existence ¢tvrté proporcionaly by méla existovat veli¢ina F' takova, ze
K :F = r?:5% (VSimnéme si, jak problematick4 je tato teze s ohledem na
konstruovatelnost veli¢iny K. Co nyni znamend, ze ¢tvrta proporcionéla
existuje?) Eudoxos déle pfedpokldda, ze pro tuto veli¢inu musi platit
budto F' < L, nebo F > L. Uvazme prvni pfipad: Z kruhu L vyfizneme
nejprve vepsany ¢tverec — pravidelny mnohothelnik o ¢tyrech stranach
— a zaroven vice nez polovinu obsahu, nebot vepsany ¢tverec je presné
polovina opsaného. Rozsifenim vepsaného ctverce na vepsany pravidelny
osmithelnik, jak to popisuje obrazek 1.16, vycerpame opét dokazatelné

Obrazek 1.16: Eudoxova metoda vycerpani kruhu

vice nez polovinu plochy zbytku, nebot srafovany trojahelnik tvofi polo-
vinu nakresleného obdélnika. Z divizivni verze axiomu méreni nyni plyne,
ze takto musime dospét k polygonu @, pro néjz plati L — Q < L — F,
a tedy F < Q. Sestrojime-li nyni podobny polygon P (tj. pravidelny
mnohouhelnik o stejném poctu hran) v kruhu K, pak podle dfive doka-
zané vty plati P:Q = r2:s%. To je ale v rozporu s predpokladem
K:F =1r%:5%2 nebot z P < K a Q > F plyne P:(Q < K : F. Podobné
je ke sporu doveden i pfedpoklad F' > L a Eudoxos mutze usoudit na
kyZenou rovnost K : L = r?: s, a

Zatimco Eudoxos ukézal, Ze 1ze pomér obsahu kruhu ke ¢tverci poloméru
vyjadrit konstantou, pokud ovSem takova veli¢ina jako obsah kruhu vi-
bec existuje, pfedvedl Archimédés, jak takovou konstantu aproximovat.
Prostfedkem mu byly opét vepsané a opsané polygony, tentokrate vsak

(5] Bukleidés [El., XII, véta 1].
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pii vyuziti jejich obvodti, coz znamend, Ze si byl védom totoznosti kon-
stanty vyjadfujici pomér obsahu kruhu ke ¢tverci jeho poloméru a ob-
vodu kruhu k jeho primeéru. Ve skutec¢nosti to byl pravé Archimédés, kdo
tento objev ucinil. Ptislusna konstanta se teprve diky Eulerovi oznacuje
symbolem 7r.[46]

Postupnym vypoctem obvodd vepsanych, resp. opsanych mnoho-
thelnikt a jejich zaokrouhlovanim dold, resp. nahoru dospivd Archi-
médés k raciondlnimu odhadu, jehoz horni a dolni meze se nelisi o vic nez
0,002.147) Je z¥ejmé, 7e takto lze diky archimédovskému axiomu doséh-
nout aproximace libovolné pfesnosti, tj. pro libovolné n najit racionalni
veliiny a, b takové, ze a < m < ba |b—al < % Odtud vede ovSem jiz
cesta k aritmetické definici redlného ¢isla z aproximujicich posloupnosti
¢isel racionélnich, jak se s ni seznamime v ramci modernich teorii ¢isla.
V historickém sledu se vS8ak musime nejprve vyporadat s Newtonovym a
Leibnizovym infinitesimalnim kalkulem.

1.7 Kartézska cisla

Vidéli jsme, Ze identifikace poméru veli¢in s veli¢inami samotnymi pred-
stavuje podstatné zjednoduseni a zpiehlednéni geometrické praxe. Casto
je mozné nahradit komplikovanou geometrickou konstrukci ¢i geomet-
ricky dikaz (napf. délitelnosti oboru) jednoduchym vypocétem. Okolnost,
ze v mnoha pfipadech neni po ruce jiné ospravedlnéni, nezli ze tako-
vato zjednoduseni prosté funguji a byla jiz dlouho implicitné aplikovana,
patii vlastné neodmyslitelné k vyvoji kazdé védy. Tomu, kdo pozaduje
pro kazdy krok piisné zdivodnéni, se pak muize stat totéz co fecké ma-
tematice, totiz ze neni ve jménu rigoréznosti schopen udélat dalsi krok
vpred. Nejspis$ z tohoto diivodu za¢ind nova éra geometrie a teorie Cisel
teprve bezprecedentnim ‘lajdactvim’ Descarta, Newtona a Leibnize, ktefi
nejprve identifikovali plochy a télesa s tiseCkami a analytickymi vyrazy,
aby pak nechali nehybné, idealni formy antické geometrie vzniknout a
nasledné vy¢islit pohybem ¢i sklddanim nekonecné malych bodt, resp.
veli¢in, pro jejichz spornou existenci nenasli pfes upfimnou snahu zadné
jiné vysvétleni, nezli Ze umoznuji velmi jednoduchou formulaci pravidel
relativné stabilniho a tspésného kalkulu.

Okolnost, Ze si lze Casto uSetfit mnoho zbytecné prace, prelozime-li
geometrickou tlohu do symbolické formy a zjednodusime ji vypoctem,
studoval pfed Descartem systematicky jiz Viete. Vychodiskem mu bylo
pozorovani, ze lze tradi¢ni patrani po ¢tvrté, resp. stfedni proporcionale
A:B=X:C,resp. A: X = X : B prevést do formy rovnosti AC = X B,
resp. AB = X? a vice versa. V ptivodni geometrické interpretaci nasobeni

[6] Viz Ebbinghaus [1991, s. 124 n].
[47] Viz Fowler [1999, s. 53 nn] a Jahnke [1999, s. 25].



64 Kartézska cisla

tento preklad ukazuje, ze mame co do ¢inéni s problémem konstrukce
pravouhelnika (o dané strang), resp. ¢tverce stejného obsahu, jako ma
dany pravothelnik. Pravé tato nazornost se ale v téchto pripadech zdéla
byt kamenem trazu, nebot — jak Viete sam opakované zdtraziiuje —
musime vzdy dbat na prislusné dimenze a séitat, resp. odéitat pouze ve-
li¢iny, které jsou v tomto smyslu homogenni. Ve Vietové normélni formé
rovnosti

X34+ AX?+BX=C

predstavuji tedy znaky A useCku, B plochu a C téleso, coz Viete ob-
vykle zna¢i odpovidajicimi indexy.[*¥l To, Ze na tuto exaktnost pozdéji
z divodid obecnosti a nejspis i jistého pohodli rezignuje, je mu tfeba
s ohledem na dalsi vyvoj aritmetizované geometrie jednoznac¢né pficist
k dobru.

Nedbalost Vietovu ospravedlituje Descartes explicitné tim, ze fixuje
néjakou délku E jako jednotkovou a nasobeni veli¢in interpretuje pomoci
véty o podobnosti trojuhelnikid jako konstrukci veliciny X, pro kterou

—E—+—A—
Obrazek 1.17: Nasobeni veli¢in

plati A:E = X:B, neboli AB = XFE, a tedy vlastné AB = X. Viz
obrazek 1.17. Tim pfenasi na spojité obory dalsi formalni vlastnost dis-
krétnich veli¢in, obecnou nasobitelnost. Déleni veli¢iny A veli¢inou B je

—B—+—A—

Obréazek 1.18: Déleni veli¢in

nyni prirozené definovano jako velicina X takova, ze A: B = X : E. Viz
obrazek 1.18. Také tuto redukci lze pripsat Descartovi, stejné jako definici

(48] Viz Gericke [1984, s. 255 nn].
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(druhé) odmocniny, kterou Descartes ve své Geometrii [1637b] uzavira
vycet operaci své tiseckové algebry. Podle Eukleidovy véty o vysce pra-
vothlého trojihelnika plati na zakladé obrazku 1.19 vztah X2 = EA,
Descartovym vlastnim zépisem X = v/A.[*9] Viz obrazek 1.19. Aplikace

Obréazek 1.19: Druhd odmocnina veli¢in

algebraickych rovnosti ale neusnadnila pouze fesitelnost geometrickych
problémt. Diky Descartovi lze geometrické objekty také analyticky po-
jmenovat, myslime-li si je umistény do odpovidajictho soutadnicového
systému dvou a vice ¢iselnych primek.

Kruznice se stfedem v pocéatku soufadnicového systému a s polomé-
rem R je napf. zachycena formuli X2 +Y?2 = R?, jak to nazorné ukazuje
obrazek 1.20. Skuteénost, ze v ném (pravda, zatim nijak podstatné) vy-

Obrézek 1.20: Rovnice kruznice

uzivame jiz tzv. ZAPORNYCH CISEL, jenom podtrhuje, Ze nepfedstavuji
zadny teoreticky problém. Ba naopak, toto rozsifeni umoznuje zavést od-
¢itani jako totalné definovanou operaci — plnohodnotnou inverzi s¢itani
— pro libovolny eukleidovsky obor veli¢in. Oborem Q racionalnich ¢isel
budeme déale zpravidla rozumét rovnéz vSechna racionalni ¢isla zaporna
a nulu. Mtizeme také zavést obor Z celjch ¢isel.

Jemnost struktury analytické geometrie, nebo, jak by fekl Witt-
genstein [1922, § 4.04], jeji variabilita (Mannigfaltigkeit), umoziiuje také

[49] Véta o vysce Fika, #e v pravotihlém trojuhelniku, jehoz vyska v déli pfeponu na
useky a a b, plati rovnost ab = v2.
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vyjadiit konstrukei ¢éisla (bodu éiselné pfimky) algebraickou substituci,
sloZzenim vice rovnosti. Geometrizovana ¢isla antické matematiky je tedy
mozné analyticky pojmenovavat a referovat k nim. Tak tfeba iracionalni
¢islo v/2 je v souladu s difve uvedenou ilustraci 1.13 reprezentovatelné
jako (kladny) vysledek priiniku kruznice X2 + Y2 = E? + E? a pfimky
Y =0, tedy jako kofen rovnice X2 = 2E? = 2F = 2. Takovéto rovnice
jsou ve své obecné formé

™ + ap_12" 4+ ez’ =0
nazyvany RACIONALNIMI POLYNOMY n-TEHO STUPNE, podle pfedpo-
kladu, ze koeficienty ag, a1, ..., a, jsou raciondlni ¢isla a a, # 0. Na
prvni pohled je ziejmé, Ze lze kazdy racionalni polynom upravit do ekvi-
valentniho tvaru, jehoz koeficienty tvofi pouze ¢isla cela.

Dale je ziejmé, ze jako deskripce ¢isel nejsou polynomy zpravidla
jednoznacné, tj. mohou mit vice feseni nebo také feseni zadné. Postup-
nym rozkladem polynomu na linedrni faktory Descartes ukazal to, co
pred nim uz néjakou dobu mnozi tusili, totiz ze pocet kofeni polynomu
nemuzZe byt vyssi nezli jeho stupen. Je-li totiz z; kofen polynomu P(x)
stupné n, pak jeho délenim linedrnim faktorem (z — 1) lze dospét k po-
lynomu Q(z) stupné n — 1, pro néjz plati P(z) = (x — x1)Q(z). Tento
postup lIze zjevné opakovat nanejvys n-krat. Gauss dospél pozdéji, roku
1799, k elegantnimu zobecnéni tohoto postiehu v podobé tzv. ZAKLADN{
VETY ALGEBRY, podle niZ mé v oboru komplexnich ¢isel kazdy komplexni
(a tedy i racionélni) polynom n-tého stupné piesné n kofend, a lze jej
tedy prezentovat ve formé

an(z —z1)(x —22) - (* — ) = 0.

To plyne z diikazu existence kofenu pro kazdy komplexni polynom a vyse
zminéné moznosti rozkladu. Poctem kofenti je zde ale vlastné minén po-
¢et linearnich faktort v rozkladu polynomu, tj. samotna feSeni se mohou
opakovat.

Pravé okolnost, ze lze v ramci analytické geometrie reprezentovat
geometrické tvary a veli¢iny pomoci algebraickych vyrazt (napft. jako
kiivky druhého a vysSich stupitiii ¢ FeSeni jistych rovnic), se ukdzala
byt rozhodujici pro definitivni, a sice negativni rozsouzeni klasickych
konstrukénich problému antické geometrie. Tak napf. DELSKY PROBLEM
zdvojeni krychle, tedy konstrukce strany krychle o dvojnasobném obsahu
ke krychli dané, vede v piipadé jednotkové krychle E? k rovnici 2® = 2,
tedy k polynomu z® — 2 = 0 tietiho stupné. Po zpfisobu staropytha-
gorejskych predstav o spojitosti lze nyni sice argumentovat tim, Ze pfi
spojitém prodluzovani strany jednotkové krychle ke strané krychle osmi-
jednotkové musi byt krychle o pozadovaném obsahu dosazeno, nicméné
analyza toho, co vSe muze byt pravitkem a kruzitkem zkonstruovéano, ho-
vori jasné: Uvéazime-li rovnice pfimky a kruhu, odpovidajici pfipustnym
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konstrukénim prostfedktim, tj. pravitku a kruzitku, pak vSechny body,
které povolenymi kroky mohou vzniknout, musi mit soutadnice sestava-
jici z racionalnich ¢isel ¢i z vnofenych druhych odmocnin, jejichz jsou
bazi, tedy napf.

—3+ 3VIT+ £V/34 - 2V1T.

S pomoci elementarni ¢asti Galoisovy teorie lze dokazat, ze /2 v této
formé reprezentovatelnd neni, fe¢eno algebraickou terminologii: nemuze
byt prvkem Zidného rozsifeni Q, které ma stupeini 2".59 Podobny ar-
gument plati i pro llohu TRETENf UHLU, tj. jeho rozdéleni na t¥i stejné
¢asti, coz je minéno obecné, nikoli pro specidlni pripady. Nemozné je to
napi. u tthlu 60°.

Od jisté doby vime tedy zcela jisté, ze obor E eukleidovskych velic¢in
neni z relativné uzké perspektivy tradi¢nich geometrickych problémi do-
sti obsahly. Obor vSech kofenti polynomialnich rovnosti, tedy obor vSech
algebraicky popsatelnych éisel, je prokazatelné vétsi. Oznacéme jej jako
K ve vyznamu KARTEZSKEHO KONTINUA, jehoZ prvky se ovSem tradiéné
nazyvajl ALGEBRAICKYMI CisLy. Snad neni t¥eba zddraziiovat, ze alge-
braickym ¢islem je momentalné minéno algebraické ¢islo realné, spojené
s ptuvodni geometrickou predstavou pruseciku k¥ivky urcené polynomem
a realné osy, v niz napi. polynom z2 + 1 = 0, vedouci k pojmu algebraic-
kého komplexniho ¢isla (tj. komplexniho kofenu racionalniho polynomu),
z4dné koreny nemé. Podstatné pro toto kartézské rozsiteni pojmu redl-
ného ¢isla je pravé ona kombinace nazorného a pojmového, na niz fakt,
ze lze kartézska Cisla popsat také na Cisté algebraické bazi, nic neméni,
nebot se jedna o popis vymysleny dodatecné.[>1]

Lindemannuv dikaz (1882), Ze konstanta 7 ‘transcenduje’ nejen eu-
kleidovské, ale i algebraické metody Descartovy, tedy Ze nemiize byt ani
algebraickym cislem, fesi pak negativné problém kvadratury kruhu a
spolu s Liouvillovym star§im diikazem (1844) transcendence nékterych
¢isel ukazuje, ze klasické predstavy kontinua volaji po mnohem diklad-
né&jsi revizi.[’?! V tomto okamziku jsme zazili jiz tii rozsifeni

QCcPcCECK

a stéle nedisponujeme definitivni charakteristikou toho, co je obor reél-
nych cisel za¢. To, Ze lze obvod ¢i obsah kruhu uchopit jako veli¢inu ¢i
¢islo, patii samoziejmé k pozadované revizi. Mezi ni, jak se uskutecnila

(50] Detaily napf. viz van der Waerden [1971]. Relativné struény dikaz lze najit in
Eves [1990, dodatek A.2]. Komplexni pfehled o celém problému lze ziskat z knihy
Hartshorne [2000].

[51] K definici algebraického &isla viz oddil 5.12.

[52] piiklady diikazti transcendence Liouvillovych a jingch ¢sel podava napf. Truss
[1997, kap. 9].
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v devatenactém stoleti u Cantora a Dedekinda, a Descartovou analytic-
kou geometrii lezi jakozto prostfednik teorie diferencidlniho a integrél-
niho poctu, v jejimz ramci jsou realna ¢isla specifikovana jaksi holisticky,
nepfimo, coby hodnoty proménnych, pfipadné argumentt v ramci nové
se utvarejici teorie funkci. K tomuto stadiu vyvoje déjin ¢isla bychom se
chtéli dostat ke konci této kapitoly.

1.8 Fluenty a fluxe

Jak jsme zminili tvodem, z hlediska rigoréznosti zakladd znamenaly
Newtonovy a Leibnizovy metody vypoctu obvodil, ploch a objemu ve
srovnani s antickymi vzory bezesporu krok zpatky. Newton i Leibniz
systematicky vyuZivali pojmu nekoneéné malé (infinitesimalni) veli¢iny,
ktery — védomi si dobfe jeho problematické povahy — nebyli pfes cetné
pokusy schopni uspokojivé vysvétlit ¢i eliminovat ve prospéch jistéj-
§ich rozliseni. Jedinym zpisobem zddvodnéni infinitesimalnich metod
jim tedy byla v posledku extrapolace nazornych pfiméri (déleni pfimky
na mensi ¢asti, konstrukce mnohotihelnikt o zvétsujicim se poctu stran
atd.), u Newtona navic obohacenych o kinematické prvky. Tento histo-
ricky fakt uzivd Coffa [1991, s. 23 n] k vysloveni hypotézy, podle niz
Kant préavé na zakladé obezndmenosti s ostrovni (newtonovskou) tradici
kalkulu mohl prohlésit aritmetiku za zavislou na ¢istém nazoru ¢asu a do-
sahnout tak svého pojeti matematiky coby paradigmatu discipliny, ktera
je zaroven syntetickd (vztahuje se ke svétu nasi zkuSenosti) a a priori
(nemize byt touto zkuSenosti pfimo vyvracena).

Rekové pfitom na rozdil od Newtona a Leibnize nedisponovali jedi-
ne¢nou moznosti uchopeni kfivek a geometrickych tvari prostfednictvim
analytickych vyrazi, které jde nasledné algebraicky upravovat, piede-
viim ale derivovat a integrovat. Cas jako pfidana soufadnice byl pro né
tedy mnohdy jedinou moznosti, jak popsat komplikované kiivky a fesit
ulohy, které se jich tykaji. Hippias dospél napt. k jiz zminéné KVADRA-
TIX tak, ze ve ¢tverci ABC'D na obrazku 1.21 rovnomérné otéacel tsecku
AB kolem bodu A smérem k useéce AD, k niZz soucasné rovnomérné
posouval tsecku BC. Kvadratix vznikla z prisecikid posouvanych tse-
éek, pricemz vime, Ze se vlastné jednd o feSeni kvadratury kruhu, nebot
useCka AG, ktera vznikne protnutim kvadratix se stranou AD, mé délku
2AD/ 7.53] Toto FeSeni neni oviem podle feckého standardu pravé pro
svoji kinemati¢nost dostatecné exaktni neboli ‘geometrické’.

Pfestoze si tedy Newton na rozdil od Rekii mohl dopfévat, a také
dopraval plného luxusu Descartovy analytické geometrie, povazoval za
zaddouci doplnit ji o kinematickou legendu. To nemé samoziejmé vliv na

(53] Viz Mainzer [1980, s. 34]. K riiznym antickym FeSenim kvadratury srov. také
Heath [1931, s. 139 nn].
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vyznam vysledki, k nimZ dospél. Problém je, Ze infinitesimalni metody,
které k tomu pouzival, nas mohou snadno dostat do potizi. Tyto metody

B C

A G D

Obréazek 1.21: Kvadratix

byly pfitom v jeho dobé jiz ddvno soucasti obecné praxe feSeni slozitych
geometrickych tuloh, jako jsou vypocty obsahu zakfivenych ploch, obvodu
kiivek, thli zakfiveni, maxim a minim, te¢en atd. Newtonav a Leibniztv
pfinos k déjindm analyzy a matematiky obecné proto nespociva ani tak
v tom, Ze by pridali néjakd nova konkrétni feSeni ¢i jejich zptusoby (coZ
samozfejmé pridali), ale pFedevsim

(1) v jejich redukci na dva zdkladni typy, a to vypocet tecen, zalo-
Zeny na metodé rozdila (diferenciace), a vypocet ploch, opirajici
se o metodu sum (integrace),

(2) v demonstraci jejich inverzniho vztahu, coZ je tvrzeni tzv. zé-
kladni véty analyzy, a

(3) v konstrukei vykonného algoritmu.

Ani Newton, ani Leibniz pfitom na rozdil od praxe zavedené Johannem
Bernoullim a Eulerem!®* svij kalkul a vibec fe¢ o diferencich & mife
zmény (rychlosti riistu) neaplikovali pfimo na funkce, ale na proménné
veli¢iny, reprezentované jednotlivymi proménnymi, jejichz hodnoty moh-
ly eventualné zaviset na proménnych jinych. Tyto veli¢iny se pak podle
Newtona ménily s ¢asem, zatimco u Leibnize probihaly pfes nekonecné
blizké hodnoty. Nekone¢né maly pririistek veli¢iny proto nazyva Newton
momentem, zatimco Leibniz hovofi o jejich nekoneéné malém (infinitesi-
malnim) rozdilu jako o diferencidlu.

Motivaci jejich zavedeni, stejné jako nazvu “diferencialni a integralni
kalkul” je nasledujici tivaha. V obrazku 1.22 urcuje zakreslena kiivka k

[54] Viz Jahnke [1999, s. 143].
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posloupnost soufadnic ¥1, y2, ... o stejné vzdalenosti Ax. Pomér rozdilu
Ay dvou sousednich souradnic, konkrétné tieba yo, y3, a vzdalenosti Az,
tedy pomér stran tzv. CHARAKTERISTICKEHO TROJUHELNIKA APQR,
pfitom zhruba odpovidd poméru PB, AB trojihelnika tvoreného te¢nou
t kiivky k v bodé P, soutadnici y, a subtangentou A B, neboli aproximuje
smérnici dané te¢ny. Stejné tak soucet obdélnikt y; Az pro vSechna uva-

R k
I
P - _ 1 Ay |
i Az :Q :
: I I
I I
l | | |
t 1 Y2 Ys Ya
A B

Obrazek 1.22: Metoda rozdili a souétu

Zovana i aproximuje obsah plochy mezi kiivkou a osou z, a to s presnosti
nepiimo umérnou velikosti Axz. Nyni se zda byt nasnadé, Ze pro neko-
necné maly rozdil dx v proménné x musi byt prislusny soucet, Leibnizem
sugestivné znaceny jako

Jydz,

presnym odhadem aproximované plochy, stejné jako je pomér %, kde je
dy rozdilem dvou sousednich, nekone¢né blizkych soufadnic y, presnym
odhadem smérnice tecny. Pouze na zakladé tohoto pozorovani postu-
luje také Leibniz vzajemnou reciprocitu diferenciace a integrace, a je mu
v tomto ohledu tieba pfifknout (mirné pochybné) prvenstvi.l>

Predpokladame-li nyni, ze je kiivka k£ pojmenovana vyrazem tvaru
f(z) = vy, jimZ je kazdému x z predpoklddaného oboru veli¢in uréeno
pravé jedno y z téhoz oboru, je smérnice tecny v bodé [z, f(z)] neboli
mira rastu funkce f pro dany argument x dana vztahem

dy _ f(o+do) — f(@)

dx dx

Predpokladame-li dale, ze pro urcité hodnoty x dany pomér existuje,
Ize jej snadno uchopit jako funkci z, kterou tradiéné nazyvame derivaci

[35] Viz Grattan-Guinness [1980, s. 62] a Kline [1972, s. 374].
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funkce f a znacime f’. Z rovnice

dy Y
dr f(x)
pak snadno dospivame k dodnes uzivané notaci dy = df = f'(z)dz.

Newton ani Leibniz ovSem, jak jiz jsme vlastné naznacili, primarné ne-
vyznacovali jednu z proménnych jako zavislou, ale podobné, jako je to
jesté dnes bézné ve fyzice, udélovali obéma proménnym x a y stejny sta-
tus. Uzité proménné jsou pak formalné nezavislé, v praxi se vSak ‘méni’
podle néjaké spolecné veli¢iny tfeti, jiz je pro Newtona implicitné veli-
¢ina casu. Newton proto nazyva proménné veli¢iny, reprezentované uzi-
tymi proménnymi, FLUENTY a jejich ‘derivace’, které znadi jako %, v, . . .,
FLUXEMI. Z prototypické fyzikdlni aplikace kalkulu na (primérnou) rych-
lost coby pomér drahy a Casu (v = §) dostaneme, Ze se v piipadé fluxe
jedna o jakousi okamzitou rychlost, kterou veli¢ina z v daném okamziku
roste, tedy ze © = (fi—f. V nekonecné malém case o vyroste x o nekonecné
maly prirtastek o, tzv. MOMENT.

Newton nas dale vyzyva, abychom si predstavovali ¢ary jakozto
vzniklé z pohybu bodi, plochy z pohybu ¢ar a télesa z pohybu ploch.
Kftivku k v obrazku 1.23 napf. nahlizi jakozto drdhu bodu P, jenz se
v jistém casovém okamziku nachézi v nize zakresleném misté. Jeho po-
hybem se méni (plynou) proménné veli¢iny = a y, ale t¥eba i veli¢ina z,
znacici obsah plochy mezi kiivkou k, osou x a momentalni soufadnici y
bodu P, a sice s néjakymi okamzitymi rychlostmi z, 3, 2, danymi okamzi-
tou rychlosti bodu P. Zastane-li tato rychlost konstantni, dospéje bod P

Y+yt pommmm oo K

Obréazek 1.23: Metoda fluentt a fluxi

v Case t z mista [x,y] do mista [z + &t, y + §t]. To zjevné nelezi na kiivce
k, pro nekoneéné malé o ale Newton predpoklada, Ze bod kfivku neo-
pusti, neboli f(z + o) =y + o, kde f(x) =y je opét rovnice kiivky k.
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Jednoduchou transformaci lze pak dospét k zndmému vztahu

y _ flz+ o) — f(x)
@ to '

Jelikoz plati & = ‘é—'f ay= %, mame v tomto poméru zachyceno vlastné
i Leibnizovo g—i’. Newton v tomto ohledu zjednodusSoval svij formalismus
tak, ze nechal jednu z proménnych plynout konstantné, coz znamenalo
zpravidla polozit & = 1. To vSe ale dava smysl az v kontextu dalSich
transformaci pravé strany uvedenych rovnosti, predevsim eliminace infi-
nitesimalnich vyrazi dx, resp.  a o. Teprve tak lze dospét k vlastnimu
vypoctu smérnice teény kiivky f v bodé [z, f(z)], neboli hodnoty funkce
/' pro argument x, & plochy pod kiivkou f v intervalu [a,b] hodnot

proménné x, symbolicky

/abf(m)dx.

Pristi oddil ovsem za¢neme jiz ohldSenym zdivodnénim inverzniho vzta-
hu téchto tloh, resp. pfevodem druhého typu na prvni.

1.9 Diferenciél a integral

Rekli jsme, Ze se na obsah plochy uréené kiivkou k, soufadnici z a bo-
dem P v obrazku 1.23 miizeme podle Newtona divat jako na plynouci
s pohybem bodu P po kfivce k, neboli na hodnotu proménné veli¢iny z.
Oprostime-li se od zbytného kinematického ramce, znamena to uchopit
jednoduse dany obsah jako funkci proménné z, dejme tomu G(z). K¥ivka
je déna jako funkce f(z). Nyni uvazujeme nésledovné. Zvétsi-li se hod-
nota x o nekone¢né malou hodnotu dz, zvétsi se plocha G(z) o nekoneéné
tenky obdélnik f(x)dz, ktery takto odpovida ptirtistku G(z +dz) — G(z)
funkce G v bodé z. Jednoduchou transformaci tak dospéjeme k rovnici

G(z + dz) — G(z)
dz

ze které okamZité plyne, Ze f je derivaci G, neboli G’ = f. Funkce G se
obvykle nazyva PRIMITIVNI FUNKC funkce f. Z toho lze nyni jiz ‘odvodit’
ZAKLADNI VETU ANALYZY jako

G(x):/f(x)dxz/G’(x)dxz/%dxz/da.

Vétu miuzeme chapat jako vyrok o samotné primitivni funkei (resp. funk-
cich) coby tzv. NEURCITEM INTEGRALU, nebo o jejich hodnotéach neboli
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INTEGRALU URCITEM. Pak je ji tfeba formulovat takto:

b
G(b) — G(a) = / G (x)dz.
a
Fakt, Ze je iloha vypoc¢tu obsahu plochy pod kfivkou f ekvivalentni Giloze
nalezeni funkce primitivni k f, si Newton uvédomil a v ramci moznosti
i dokazal jesté pred rozvinutim teorie fluxi. Zistava ovsem neoddiskuto-
vatelnou zasluhou Leibnizovou, ze inverzni charakter obou tiloh podpoftil
vyse uzitou sugestivni notaci. Ta hraje velkou roli pfi vlastnim derivovani
a integraci.

Pro ilustraci sily a provazanosti novych metod se pokusme nejprve
presveédcit o tom, Ze pomér 7% obsahu a druhé mocniny poloméru kruhu
vyjadiuje tatdz konstanta jako pomér - jeho obvodu a priméru, totiz
7. Kvadratura kruhu, tj. pfevedeni vypoctu obsahu kruhu na jednodussi
tvary, vede k jeho aproximaci vepsanym mnohotithelnikem o n stranach,
ktery 1ze snadno rozdélit na n rovnoramennych trojihelnikt o zakladné a,
vysce h a strané odpovidajici poloméru kruhu r, jak to ukazuje obrazek
1.24. Obsah pravidelného polygonu o n stranach je dan zjevné rovnici
N i

NS ]
e 1

a

—

Obrazek 1.24: Vycéerpani kruhu

O, = n%h Pro rostouci pocet stran n se zmensuje rozdil mezi h a r a
obvod polygonu o0,, = na ptrechazi v obvod kruhu, jenz je ndm predem
dén jako o = 27mr. V okamziku, kdy se strany stanou nekonec¢né malé,
tedy pro ‘n = oo’, zacne platit i 0, = 27r a h = r a my dospéjeme
k obsahu kruhu jako

ah _o,h  2mrr 4
Ny = =5 =7

To byla aplikace metody vycerpani v Leibnizové stylu. Predpoklada-
me-li naopak, ze je nam dan obsah kruhu, a to jakozto funkce poloméru
O(r) = 7r?, miizeme uvazovat takto. Zméni-li se veli¢ina r o nekoneéné
malou hodnotu dr, bude se pfirtistek obsahu kruhu dO rovnat nekoneéné
tenkému pruhu na jeho obvodu, jenz musi byt co do obsahu identicky
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s obdélnikem odr. Staéi tedy vypocitat derivaci funkce O. Pro tu sku-
te¢né plati O'(r) = 27r, i kdyz jesté nevime, jak jsme k tomuto zdvéru
dosli. Mame tu ale zaroven ukazku toho, jak 1ze na problém diferenciaci
prevést nejen tlohu vypoctu ploch, ale i délek. Nyni ovSem jiz ke kon-
krétni technice vypoctu derivaci, tj. Newtonovu a Leibnizovu kalkulu.

Ten byl od pocatku paradigmaticky vazan na polynomialni funkce.
Ty se jednak mimotddné dobfe vyéisluji (staci aplikovat pouze zdkladni
operace séitdni a ndsobeni), snadno se s nimi operuje (samy mohou byt
predméty obvyklych operaci) a maji spoustu jinych zaddoucich vlastnosti:
jsou spojité na celé Ciselné ose, neomezené derivovatelné a integrovatelné.
Newton navic objevil, Ze lze binomickou poucku
’fl(’fl — 1) n—2,.2 n

19 a r'+---+x

zobecnit také pro racionélni a zaporna n. To mu umoznilo reprezentovat
fadu komplikovanych kiivek pomoci tzv. mocninnych fad (power series,
Potenzreihe), tedy jako jakysi ‘nekoneény polynom’.’§l Tim se jejich
funkce staly jednak dobfe aproximovatelné (skrze pfislusny polynomialni
rozvoj), jednak na né §ly aplikovat obvyklé algebraické operace, véetné
postupné derivace a integrace. Jejich bazi byla derivace prostych (tj.
koneénych) polynomt.

Celou metodu lze tedy demonstrovat na jednoduchém, prototypic-
kém pifkladu: Méjme funkci y = f(z) = 22 a ptejme se, o kolik se zméni
proménnd y, zméni-li se nepatrné proménna z, neboli kolik ¢ini rozdil
f(x + dx) — f(z). Zde se jedna o vyhodnoceni vyrazu (z + dz)3 — x3.
To podle binomické poucky vede na x2 + 3x2dx + 3z(dx)? + (dz)3 — 23,
a tedy 3z2dz +3z(dx)? + (dx)3. Jelikoz se zajimame o pomér rozdilt dx a
dy, muzeme nyni dr vytknout nebo jim pfimo uvazovany vyraz vydélit.
Zbude 322 + 3xdx + (dz)?. VSechny séitance, v nichZ se dz vyskytuje
v soucinu, nyni Newton i Leibniz jako nekonecné malé skrtnou a ziskaji
4y — 342 resp. dy = d(z%) = 3z2dx. Obecné byl takto vlastné odvozen

dx
vztah

d(z™) = nz"dux,

(a+z)" =a" + ?a"‘lx +

z néhoz dostavame inverzi podle zdkladni véty analyzy

n+1
/x”dx -t .
n+1

Aplikujeme-li nyni zobecnény binomicky teorém na rovnici jednotkové
o . . 1 o .
(ptl)kruznice y = v/1 — 22 = (1 — 22)2, ziskdme mocninny rozvoj
1 1 1 1
1—a2?)2 =1— -a2? — —o* — —a% — ...
( ) 2 8 16
(56] K definici pojmu fady, zejména v jeho odligeni od pojmu posloupnosti, se dosta-
neme v oddile 2.4.




Od proporci ke kalkulu 75

Jeho postupnou integraci pak dospéjeme k vyrazu

2y1 L3 L 5 L -

/(1 x9)2de = 1z 53% 5. 8% " 16.7° ,
ktery ndm umozni s libovolnou presnosti vy¢islit plochu kruhu. To vse
dohromady jsou ty nejpodstatnéjsi momenty Newtonova vyzkumu pred
obecnou formulaci pravidel kalkulu fluxi, navic ve sledu, ktery zdaleka
neodpovida historické genezi.5”) Newton totiz nejprve z kvadratur kiivek
jednodussich rovnic odvodil mocninny rozvoj plochy kruhu, na néjz pak
aplikoval zndmy vztah pro integraci polynomu a dospél k mocninnému
rozvoji rovnice kruznice. Z ného uhodl zobecnéni binomické poucky.

Tim v§im si ale nemusime nechat nase metodicky spravné odvozeni
kazit a mizeme rovnou prejit k explicitni formulaci pravidel kalkulu a
jeho prvnim kritiktim. Bazi infinitesimalniho kalkulu i kalkulu fluxi pfi-
tom netvori nic jiného nezli vysSe aplikované instrukce eliminace vyrazu
dx z vyrazu (f(x 4 dz) — f(x))/dz, coz jsou:

(1) rozepséni rozdilu f(x + dx) — f(z),

(2) jeho transformace do tvaru dz(A(x)+ B(x,dx)), v némz se
dx v B vyskytuje pouze v soucinu,

(3) vydéleni hodnotou dz,
(4) zanedbani B(z,dz) jako nekoneéné malého.

Vysledkem jsou rovnice

Z—y = A(x), pripadné dy = A(z)dzx.
x

V pripadé polynom je tento postup aplikovatelny trivialné, tj. pfedevsim
nenastavaji problémy v bodé (2). PotiZe, i kdyz mnohem obecnéjsiho
charakteru, se v8ak objevuji jinde, totiz v bodech (3) a (4).

Podle Leibnize i Newtona mame v rovnici dy/dz = A(z) napravo
konkrétni redlné éislo (piipadné dané v zavislosti na néjakém jiném kon-
krétnim redlném ¢isle x jako hodnota funkce A(x)), nalevo pak pomér
dvou infinitesiméalnich veli¢in dy a dx. Ty byly tradi¢né z oboru veli¢in
vylouéeny, resp. jim byl z dobrych dtivodu (viz oddil 1.4) pomér odepfen.
Zménily se snad tyto diavody? — V principu nikoli, a Leibniz i Newton
si toho byli dobfe védomi. Leibniz se obvykle hajil tim, Ze se v pfipadé
dz a dy jedna o uzitecné symboly, které jsou prostfedniky tspésnych vy-
sledkt®t — jakési momenty osvédcené praxe —, aniz by samy mély néjaky
samostatny vyznam. V tomto synkategorematickém duchu je, ¢i by ale-
sponi méla byt, Leibnizova notace uzivana dodnes. To vSak nic neméni na

[57] Viz Grattan-Guinness [1980, s. 54 n.
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tom, Ze samotny odkaz na uspéch ¢i formalni analogie s béZznymi vypocty
nemohou samy stacit napf. k ospravedlnéni pravidla typu

dy dydu

dr  dudx’

podle néhoz lze v Leibnizové kalkulu derivovat sloZené funkce. Jeho fadna
aplikace totiz pfes nepopiratelnou mnemotechnickou prednost nijak p¥i-
modara neni, a miize tak snadno vést k nezddoucimu vysledku.®8! Totéz
plati napf. pro pravidlo pro derivaci soucinu

d(zy) = zdy + ydz,
z jehoz cisté formalniho odvozeni

d(zy) = (z + dz)(y + dy) — xy

= xdy + ydx + dxdy
= zdy + ydx

neni nikterak jasné, pro¢ mizeme ve findlni Gpravé skrtnout nekonecné
maly ¢tverec dxdy, a ne tieba nekonecné tenky obdélnik xdy. Viz obra-
zek 1.25. Ve své slavné kritice kalkulu, kterou pozdéji (ovSem bez udani

dy rd_chy—:

X dx

Obréazek 1.25: Derivace sou¢inu

zdroje) prebira i Hegel, [ poznamenéva Berkeley [1734, § 9], ze “v kazdé
jiné discipliné jsou zavéry dokazovany pomoci principi, nikoli principy
pomoci zavéri”, aby pak ironicky ocitoval Newtonovo vlastni motto:
“Ve véci matematiky nesmi byt ignorovany chyby, byt by byly sebe-
mens$i.” Kdyby Slo pouze o tispéch vysledku, nebylo by ostatné tieba
takovato krajné pochybné zdivodnéni viibec podavat.

(58] Tak napf. pro y = sinz? a u = 2 musime poéitat nasledovné: dy/du = cosu,

du/dx = 2z, dy/dr = 22 cosu = 2x cos x2.

[59] Viz Stekeler-Weithofer [2004, kap. 7).
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Avsak prekvapivé, podle Newtona bylo dosazeno vytésnéni infini-
tesimalnich veli¢in z jeho systému jiz zavedenim fluxi. Skutec¢nost, ze
tfeba pfimka vznikd pohybem bodi, ukazuje podle ného, Ze neni jejich
prostym souhrnem, jak se to zda napf. predpokladat Leibnizova teorie
integralu. P¥i pohybu zavislych veli¢in « a y = f(z), pokracuje New-
ton, se k sobé jejich prirtstky, vzdy interpretované jako konecné cisla,
maji v jistém poméru. V okamziku, kdy tyto pririistky zmizi, nazyva se
tento jejich pomér POSLEDNIM RACIEM (ultimate ratio) a je oznacovin
vyrazem y/z. Jestlize naopak ony pfirtstky prerostou z nicoty v byti,
nazyva se tentyz pomér RACIEM PRVOTNIM (prime ratio). Vyraz §/&
tedy oznacuje kone¢ny pomér mizejicich veli¢in ¢i prvotni pomér veli¢in
vznikajicich (evanescent and nascent augments).

Nejvice citovana ¢ast slavného Berkeleyho dopisu The Analyst se
tyka pravé tohoto Newtonova kinematického odiivodnéni. Berkeley [1734,
§ 35| pise:

A co jsou tyto fluxe? Rychlosti mizejicich pfirastku? A co jsou
tyto mizejici prirtstky? Nejsou to ani konecéné veli¢iny, ani ve-
liciny nekonecné malé, ani nic jiného. Nemame je nazyvat pii-
zraky zesnulych veli¢in?

Jadro Berkeleyho kritiky je potom velmi konkrétni. Spravné upozornuje
na nekonzistenci, plynouci z toho, ze v bodé (3) vyse uvedeného vydcislo-
véani derivaci délime veli¢inou dz, ¢imz piedpokladame, Ze je nenulova, 6%
zatimco ji v bodé (4) skrtdme jakoZto zanedbatelnou, tedy rovnou nule.
Tim Berkeley otevira celou fadu spriznénych a velmi zavaznych otazek:
Co vime vlastné o ‘veliéinich’ dx a dy (resp. &,7), kromé toho, Ze maji
byt mensi nezli libovolnd veli¢ina konecnd? Je tieba dx pokazdé tymz
nekonecné malym prirtstkem? Pak by dy muselo variovat, jinak by ne-
mohly davat dohromady rozli¢na racia, na rozdil od “dz” by tedy “dy”
nebylo jméno, ale proménna. Pro¢ ale podil toho, co oznacuji, vede ke ko-
nec¢nému ¢islu, a jejich soucin nikoli? Jak si lze vysvétlit, ze soucet neko-
necné mnoha nekoneéné malych veli¢in udavéa obvod libovolného kruhu,
jak mohou byt takto ziskané obvody porovnavany mezi sebou a s jinymi
veli¢inami? Uhrnem:

Na zéakladé jakych kritérii identity a ohodnoceni relevantnich
vét (rovnosti, nerovnosti, relaci danych aritmetickymi opera-
cemi) jsme zafadili tzv. infinitesimélia ¢i fluxe do oboru uvazo-
vanych veli¢in, tj. u¢inili z nich (abstraktni) predméty?

(60] Jenom pro pofadek. Jelikoz plati O0m = On pro libovolné m, n, po pFipusténi
déleni nulou by muselo platit i m = n.
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Pokud nezname zadnou konzistentni odpovéd, nekoneéné malé veliciny
jednoduse neexistuji.[®!] Berkeley [1734, § 20] samoziejmé ani na okamzik
nepochyboval o tom, Ze jsou metody kalkulu tispésné: “Vibec nezpochyb-
nuji Vase zavéry, pouze Vasi logiku a metody. Jak dokazujete? S jakymi
objekty pracujete a jak jsou evidentni? Na zdkladé jakjch principt po-
stupujete; jak jsou spolehlivé?” Zjevna neexistence uspokojivé odpoveédi
musi vést k pokusu o novy zaklad. Jeho vychodiskem muze byt samo-
zfejmé pokus o analyzu toho, pro¢ byl kalkul fakticky Gspésny, a teprve
v tomto bodé se Berkeley ukazuje jako podjaty, kdyz oznacuje vSe jen za
jakousi ‘kompenzaci omyld’:

A Nejprve usoudime z ‘ptiblizné’ podobnosti charakteristického
‘trojuhelniku’ a trojihelniku mezi te¢nou, subtangentou a sou-
fadnici na to, Ze poméry (koneénych) piiristkd f(z+Ax)— f(z)
a Az odpovidaji smérnici tecny.

A’ Pozdégji viak zanedbame vSechny ¢leny vyrazu, v nichZ se Az
vyskytuje v soucinu.

Seriézni a zaroven funkéni navrhy reformy na sebe tedy jesté chvili ne-
chaly cekat.

1.10 Lagrangova reforma

Moderni vyklad kalkulu, proklamativné fesici nejednoznac¢nosti spojené
s uzitim nekoneéné malych veli¢in, se jak zndmo opird o teorii limit.
Typicky jsme opét konfrontovani s kiivkou pojmenovanou néjakym ana-
lytickym vyrazem f(z) =y, uvazujeme rozdily Az a Ay = f(z + Az) a
jejich pomér udavajici smérnici secny

Ay flz+Az) — f(z)

Az Az ’
jenz se nazyva DIFERENCNI KVOCIENT. Smérnice a teény je pak defino-
véana jako limita tohoto pomeéru pro zmensujici se Ax

i 2V _
Aomo Ax D

tedy nikoli jako Leibniztv pomeér nekonec¢né maljch diferenci neboli tzv.
DIFERENCIALNI KVOCIENT

dy

e

[61] Robinsonovu nestandardni analyzu je samozifejmé mozné chapat jako pokus o re-
habilitaci pojmu nekoneéné malé veli¢iny, a tedy péstovani analyzy v Leibnizové a
Newtonové stylu. Problém je, ze Robinsontv pfistup je cele zavisly jak na Cantoroveé
koncepci kontinua, tak na jeho teorii mnozin. Berkeleyho otazky se pak jevi vlastné
jesté aktualnéjsi. Vice k tomu viz oddil 5.12.
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Je ovSem naivni domnivat se, ze toto prosté pfepsani jednoho vyrazu
jinym samo o sobé néjak objasiuje pravidla kalkulu, nebot stile neni
ziejmé, jak jsme vlastné dospéli k hodnoté a a co to znamend, ze je
limitou, kromé neurcitého odkazu na “blizeni se pres vSechny meze”.

Sam Newton [1686, dil I, oddil I, véta XI] ostatné povazoval sva
prvotni a posledni racia pravé za limity[%? a jesté u Cauchyho, ozna-
¢ovaného za otce soucasné analyzy, nachizime podivuhodnou a casto
neprehlednou smésici feci o limitnich hodnotach a nekone¢né malych ve-
li¢inach, a to jednoduse proto, ze obraty prvniho typu jsou dostatecné
nazorné (pravé této nazornosti se vyuzivad v tvodnich kurzech kalkulu
dodnes) a obraty druhého typu dostateéné pohodlné (toho se zase dodnes
vyuzivd v Gvodnich kurzech fyziky). Ke Cauchyho teorii se ale jesté do-
staneme.

Na zakladé fe¢eného neni divu, Ze se prvni pokusy o to, jak postavit
analyzu na pevny zaklad, odehravaly pod hlavickou jejiho ocisténi “od
nekonecéné malého, mizejicich velic¢in, limit a fluxi”, a to na zakladé “alge-
braické analyzy koneénych veli¢in”.[03] Langrange, ktery se do éela tohoto
radikélniho proudu postavil, se rozhodl pro ¢isté algebraickou prezentaci
subjektu, v némz nemaji nekone¢né malé veli¢iny, ani nazorné priméry
zadné misto. Jelikoz byl pojem limity zalozen pravé na nazorné bazi, roz-
hodl se jej eliminovat také. V citovaném fragmentu nachazime vlastné
prvni seriézni vyhlaSeni programu aritmetizace analyzy coby jeji defini-
tivni ‘degeometrizace’. V ivodu k Mécanique analytique se také objevuje
Casto citovana véta:

V této knize nenajdete zadné obrazce.[64]

Pro Lagrange, stejné jako pro Eulera, ktery byl v tomto pohledu pionyr,
se kalkul netyka proménnych, ale funkci. Jiz samo zavedeni pojmu funkce
bylo velkym pfinosem oboru, i kdyz zpoc¢atku nebylo zdaleka jasné, o jak
siroky pojem se jedna, resp. jednat ma. To neni ale v jistém, i kdyz uzsim
smyslu jasné dodnes.

Podle Lagrange jsou funkcemi v prvni fadé polynomy, coz také vy-
svétluje, pro¢ se podle ného metodicky striktni a nenapadnutelny funda-
ment kalkulu rovnad obecné moznosti vyjadiit funkce ve tvaru

f(z+h) = f(z)+ph+qh®+rh®+ -

K nému jsme kdysi dospéli pfi vy¢islovani diferencidlniho kvocientu poly-
nomu. Diferencidlni kvocient je nyni, tolik Lagrangtv plan, jednoduse de-

(62] “Tato posledni racia, s nimiz veli¢iny mizi, nejsou ve skutecnosti racia poslednich
veli¢in, ale limity, k nimz se racia veli¢in neomezené se zmensujicich blizi a k nimz
se mohou pfiblizit pfes kazdou danou diferenci, aniz by ji kdy pfekrocila, dokud ony
veli¢iny nezmizi in infinitum.”

[63] Citovan Lagrange [1797] podle Grattana-Guinnesse [1980, s. 100].

[64] Lagrange [1788]. Citovano podle Grattana-Guinnesse [2000, s. 16].
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mystifikovan jako koeficient p tohoto rozvoje, jenz, jak se pozdéji ukaze,
odpovidd zndmému mocninnému rozvoji Taylorovu:

f'x),  f'(z) I (x)
1!:C ht 2!x B+ 3!3:

V ném jsou koeficienty uchopeny jako funkce proménné x a Lagrangem
nazvany DERIVACEMI funkce f. Prvni derivace je znadena jako f’, druh4
jako f” atd. Proces utvareni derivaci funkce lze nyni nahlédnout jako
pokus o jeji polynomialni aproximaci daného stupné v okoli bodu =.
O tom se jesté kratce zminime v oddile 1.12.

Z historického hlediska nebyl reformni navrh Lagrangtv tspésny
predevsim pro svoji praktickou odtazitost, koncentrujici se na formalni
stranku problému, tedy jeho symbolicko-algebraickou ¢ast. Vétsina na-
mitek, které se proti jeho feSeni uvadéji, neni ale zcela korektni. Pise
se napf., ze vySe uvedeny mocninny rozvoj nepfijimaji vsechny znamé
funkce. Jak jsme ale jiz zminili, nebylo tehdy docela jasné, co za ‘vSechny’
funkce vibec povazovat, pricemz Lagrange, jenz si byl existence vyjimek
dobfe védom, provedl prislusnd odvozeni pro ty funkce, které povazoval
za relevantni. Dnesni maximalné liberalni koncept funkce jakozo “jaké-
hokoli jednozna¢ného pfitazeni” pochéazi az od Johanna Dirichleta, tedy
z doby mnohem pozdéjsi, v niz se jiz postupné zacala formovat a posléze
i prosazovat Cantorova teorie mnozin. Pivodni vazba pojmu funkce na
analytické vyrazy, ba co vic, na vyrazy, které uvozuje néjaky algorit-
mus, je proto pfirozend. (Zde si staci polozit otdzku, co je napf. funkci
z hlediska vypocetni techniky, tedy pfedpisu zadatelného pocitaci.)

V kazdém piipadé to bylo teprve Lagrangovo jasné, byt implicitni
vymezeni funkce, co privedlo jiné matematiky k zjisténi, Ze je lze za ur-
¢itych okolnosti prekrocit, tedy i rozsifit pojem funkce uréitym smérem.
To znamené ucinit jisté rozhodnuti. Z povahy véci totiz nijak neplyne,
jakym smeérem by nova definice méla jit ¢i Ze je Lagrangovo vymezeni
chybné. V tomto duchu je také tfeba argumentovat, pro¢ neni Lagran-
gova redukce nekone¢né malych veli¢in na tkor nekone¢né dlouhych vy-
razti (mocninnych rozvoji) krokem zpét. Ona nekoneénost jde totiz nyni
zcela na vrub uzitému “atd.”, tj. obvyklym tfem teckdm néasledujicim
po nékolika explicitné zminénych ¢lenech rozvoje. Ty jsou ovSem typicky
implicitné spojeny s néjakym obecné nasledovatelnym pravidlem “jak
dale”, tj. jak generovat dalsi ¢leny rozvoje a nasledné vycislovat prislus-
nou hodnotu s libovolnou mérou presnosti, pficemz toto pravidlo musi
byt pravé pro svoji obecnou nésledovatelnost vzdy konecné.

Na tom vSem nic neméni okolnost, ze i tento aspekt kone¢nem ‘zkro-
ceného’ nekonecna byl pozdéji prekrocen smérem k nekonecnu nespou-
tanému, transcendujicimu vSechny dané meze, nebot zmitiovany spor
ohledné povahy funkce trva dodnes a nespociva vlastné v niCem jiném
nezli v mife docenéni zminéné diference. K tomu se ale dostaneme v poz-

flz+h)=f(z)+ R34
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déjsich kapitolach. Momentalné je vyznamné, ze se mocninné fady vyhy-
baji uvddénym nectnostem nekoneéné malych veli¢in, nebot je rdmcové
jasné, jak s nimi pocitat, scitat je, délit ¢i jak vyhodnocovat, zda se co
do svych hodnot rovnaji, ¢i nikoli. Proto je také s jejich pomoci mozné
uchopit nékteré transcendentni funkce, jako je obecné mocnéni (expo-
nencidlni funkce), jeho inverze (logaritmicka funkce) ¢i sinus a cosinus
(funkce goniometrické).

Na druhou stranu je tfeba pfiznat, Ze aplikace nekonecnych poly-
nomi byly zprvu skutecné zatiZeny znacnou nejasnosti, nikoli nepodob-
nou problémim nekonecné malych veli¢in, ktera je dnes vysvétlovana ne-
dostatec¢nou citlivosti k problémt@im konvergence. Rikdme, Ze nekonecna
fada muize reprezentovat néjaké ¢islo jen tehdy, jestlize konverguje, tedy
jestlize se k nému v jistém smyslu blizi. To jsme vSak zpatky u teorie li-
mit, kterou tedy Langrangovym zpiisobem definitivné obejit nelze. Ze si
toho byl Lagrange ¢astecné védom, doklada jiz jeho dikaz, ze se v Tay-
lorové rozvoji uvazovanych funkci stava pro dostatecné mald h rozdil
mezi jistym ¢lenem rozvoje a tim, co nasleduje, dostate¢né velky na to,
aby Slo tento zbytek zanedbat a piislusny koeficient vy¢islit jako smér-
nici teény v daném bodg, piipadné hodnotu vyssi derivace.[%9 Teprve tim
je skutecné poodhaleno mystérium Leibnizova a Newtonova zanedbani
zbytku pii zachovani nenulového poméru.!6¢!

Grattan-Guinness [1980, s. 101] v této souvislosti také upozoriiuje,
7ze v dobé Lagrangova predsedani matematické sekci Berlinské akade-
mie byla touto instituci vyhlaSena soutéz tykajici se vytésnéni pojmu
nekonecné malého a velkého ze zakladt analyzy. Cena byla udélena Si-
monu Lhuilierovi, jenz definoval derivaci ve vySe popsaném modernim
stylu jako limitu diferen¢nich kvocientt, pfi¢emz explicitné upozornil, ze
“dy/dx” je tfeba ¢ist jako jediny symbol, nikoli pomér veli¢in. Tak je
tento vyraz pouzivan i dnes, kdyz ve svych dvou nejtypictéjsich varian-
tach

a_ A(x), resp. df = A(x)dx

dx

umoznuje zachytit, kterda z uzitych proménnych byla uchopena jako ne-
zavisla, a pusobi tedy jako kvantifikator svého druhu.

Okolnost, ze ‘mit limitu’ ¢ ‘mit derivaci’ nejsou vlastnosti garanto-
vané libovolné fadé ¢i funkci, ale néco, co je tieba dokéazat, protoze to
v mnoha pripadech nemusi nastat, se do obecného povédomi dostavala
velmi pozvolna. Kritické pfipady byly pfitom znamy dlouho. Tak napf.
fada

1—141—141—--

[65] Srov. Kline [1972, s. 432].
[66] Srov. také Stekelertiv [2004, s. 251 nn] komentar k Hegelové kritice kalkulu.
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vede pii jednom uzavorkovani k souétu (1—1)+(1—1)+--- = 0, pfi jiném
k souétu 1+(—1+41)+(—1+1)+- - - = 1. Leibniz z toho usoudil, Ze jsou oba
vysledky stejné pravdépodobné, a prifadil fadé hodnotu aritmetického
pruméru % Zdtvodnéni, zalozené na dosazeni 1 za x v rozvoji

1

=l—z+a? -3+
1+

podal Grandi a posléze akceptoval i Euler, ktery ostatné se soucty tzv. di-
vergujicich fad pfilezitostné pracoval.l7 To nebezpené pfipomina ana-
bazi infinitesimalnich veli¢in, a skutecné, touto cestou jakychsi ad hoc
postulati a pravidel by Slo definitivné znehodnotit také nekonecné vy-
razy, resp. hodnoty, kterych pro dané argumenty nabyvaji.

Cauchyho teorie limit, kterou dnes vnimame jako samoziejmé fesent,
je z tohoto divodu zasadni pro rozliSeni obou nekonecnych koncepti
na neudrzitelny a nosny. Je proto zvlasté priznacné, ze ve svém Cours
d’Analyse [1821] neohlasuje Cauchy dnes obligétni:

divergujici fady nemaji soucet

jako trivialitu, ale jako poznanou a nejspi$ i Sokujici nutnost, s niz lze
koncepci analyzy stavéjici na nekoneénych fadach udrzet pii zivoté.!68!
Cauchyho tvrzeni je proto tieba Cist na stejné trovni jako vétu o ne-
existenci nekone¢né malé veliCiny, tedy nikoli ve smyslu deskriptivnim,
jakéhosi fyzikalniho objevu, ale praktického, a proto externiho zjisténi,
Ze za jistych pfedpokladd (uziti sum divergujicich fad, nekoneéné maljch
veli¢in) nem4 jinak plodnd teorie jako celek dobry smysl.

Spolu s Cauchyho tezi vSak vznikd i jina, tentokrate jiz interni
otazka, totiz pro¢ by konvergujici fady (ve specifickém vyznamu posloup-
nosti ¢isel zhustujicich se pod libovolnou mez) soudet mit mély, tedy za
predpokladu, Ze jiz vime, co znamenad, ze nekonecna rfada néjaky soucet
mé (Ze konverguje k né&jakému ¢islu). Od teorie limit jsme tak odkézani
zpatky k teorii redlnych cisel.

1.11 Cauchyho definice

Pojmi funkce, fady, posloupnosti, konvergence ¢i limity jsme v minu-
lém oddile uzivali zna¢né vagné, coz do jisté miry odpovidalo i dobé
tvorici ramec naseho vykladu. Pfislusné moderni definice, a tim i vyjas-
néni uzité terminologie, podame v pristi kapitole. Pointa by vsak méla
byt jasna: Diky Lagrangovu programu, byt ve vSech detailech neudr-
zitelnému, byl dalsi vyvoj matematické analyzy nastaven smérem, jenz

(67 Srov. Kline [1972, kap. 20].
[68] Srov. komentaf in Grattan-Guinness [1980, s. 117] a Jahnke [1999, s. 208].
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uvazuje proménné a jejich funkce pouze ve vztahu ke koneénym veli¢inam
— redlnym ¢isltim, i kdyz za cenu zavedeni nekoneénych posloupnosti a
fad téchto veli¢in. Ty byly ovSem, jak jsme vidéli, ptilezitostné uzivany
i predtim. Uzité pojmy limity, konvergence, spojitosti atd. jsou vSak ve
své geometrické motivaci shledédvany stéale jako neostré, a je pozadovana
jejich dusledné ‘konceptualizace’, tj. jejich analytické definice a dikazy,
které se opiraji jen a jen o né, tedy predevsim ne o geometrické pfiméry
‘blizeni se’, ‘neprerusené drahy’ apod. “Analytickym” je zprvu minéno
predevsim “aritmetické”, i kdyZ postupné se tento vyznam posouva smeé-
rem k logice a teorii mnozin.

Oprosténa od geometrického ramce dava i jasnéjsi smysl nase pt-
vodni a nyni znovu zopakovand otézka, pro¢ by napf. konvergujici (li-
bovolné houstnouci) posloupnost redlnych ¢isel, napf. ta aproximujici
obvod kruhu, méla mit limitu, coZ neni vlastné nic jiného nezli otazka
po definici realného ¢isla:

Co znamena, ze existuje ¢islo 7 oznacujici délku obvodu kruhu
(vzhledem k danému poloméru)?

S ohledem na probéhnuvsi inkorporaci nekone¢nych posloupnosti do in-
ventare standardnich aritmetickych prostiedku se ukazalo byt nejschud-
néjsi oprasit pivodni pythagorejskou ideu poméru veli¢in jako posloup-
nosti racionalnich, pripadné pfirozenych ¢isel, tedy navazani na opustény
program aritmetizace (geometrického) svéta. V téchto bodech, tj. ve

(1) vytésnéni nekoneéné malych veliéin,

(2) vytésnéni geometrického nézoru z definici a diikazi, tj. koncep-
tualizaci zakladnich rozliSeni analyzy a

(3) opétovné aritmetizaci redlného &isla,

méme zhruba rozvrzen program ARITMETIZACE ANALYZY, dokondeny
Weierstrassem v prvni poloviné 19. stoleti. Ve vysledcich jeho dila, stejné
jako dila Cauchyho a Bolzanova, je pak zadé€lano na vychodiska nava-
zujicich hnuti, usilujicich o dalsi, tentokrate jesté radikalnéjsi revizi ma-
tematiky a pfedevsim pojmu disla, a to na ¢isté konceptualni bazi, coz
se vlastné tyka predevsim rozpracovani bodu (3). Mezi tato hnuti patfi
v prvni fadé Cantorova a Dedekindova teorie mnozin spolu s Fregovou
logikou a filosofii matematiky. K tém se dostaneme v dalsich kapitolach.
Nyni nadm zbyva probrat jejich pfedpoklady. Za¢néme bodem (2), tj.
onou konceptualizaci uzitych rozliseni.

Vétsina zakladnich definici moderni analyzy byva tradi¢né pfipiso-
vana Cauchymu. Po zbézném nahlédnuti do jeho dila vSak zjistime, ze jim
predlozena vymezeni za soucasnymi standardy exaktnosti znac¢né zaosta-
vaji. Cauchy, jak jsme jiz zminili, stale operuje pojmem nekone¢né ma-
1ého. Jelikoz tak podle svych vlastnich slov déla ve vyznamu “proménné,



84 Cauchyho definice

jejiz numerické hodnoty libovolné ubyvaji”, 1ze to vstiicné interpretovat
synkategorematicky, napt. ve smyslu pohodlného opisu okolnosti, Ze se
¢leny néjaké posloupnosti odlisuji od nuly, resp. jiného ¢isla a o libo-
volné maly rozdil, rozuméj: od jistého vhodné zvoleného ¢lenu. Tak lze
jednoduse vyjadrit, ze je 0, resp. a limitnim bodem dané posloupnosti.
Zminéné pohodli ovsem v komplikovanéjsich pfipadech prestava byt vy-
hodou, jak to ukazuje napf. Cauchyho [1821, s. 23] definice spojitosti:

Funkce f(x) je v danych mezich spojitd ve vztahu k z, jestlize
mezi témito mezemi nekoneéné maly prirtstek proménné zpi-
sobi nekoneéné maly piirtstek funkce.!%9)

K tomu je zapottebi predeslat nékolik slov. U pojmu spojitosti jsou tra-
di¢éné rozliSovany dva zdkladni zpusoby, jimiz muZze byt funkce na in-
tervalu, na némz je totalné definovana, spojita, a sice bodové a stejno-
mérné. Obecnéjsi pripad bodové spojitosti je zalozen na definici SPO-
JITOSTI FUNKCE f V BODU z. V principu se zakladd na presvédceni,
vyjadifeném i vyse uvedenou Cauchyho definici, Ze by se hodnoty funkce
f nemély v okoli bodu z p¥#ili§ odchylovat od hodnoty f(x), tedy Ze by
je mélo jit touto hodnotou aproximovat s libovolnou presnosti, coz zna-
mend najit okoli bodu = takové, ze zadna hodnota funkce f pro zadny
z bodu tohoto okoli nepfekracuje prislusnou mez.

Predpokladame-li, Ze v daném oboru disponujeme pojmem vzdale-
nosti dvou bodit (veli¢in) a, b, typicky coby veliciny |b — al,l" tedy i
pojmem (otevieného) a-OKOLI bodu coby mnoZinou vSech bod vzdéle-
nosti mensi nez «, lze bodovou spojitost definovat znamym zpisobem
prostfednictvim Weierstrassovy epsilontiky, totiz jako tvrzeni, Zze pro
kazdé e coby predem danou miru presnosti existuje ¢ tak, Ze pro kazdé
y z 6-okoli bodu z lezi f(y) v e-okoli bodu f(z), neboli je aproximovano
hodnotou f(z) s pfesnosti e. BODOVOU SPOJITOST{ FUNKCE v intervalu
I pak rozumime spojitost v kazdém jeho bodé. Zapiseme-li tuto vlastnost
modernim zapisem, ziskame vyraz

(Vo € I)(Ve > 0)(36 > 0)(Vy € I) (Jz —y[ <6 — |f(z) — f(y)| <o),
jejz ¢teme doslovné jako:

(pro kazdé x z intervalu I) a (pro kazdé kladné ¢) (existuje
kladné ¢ takové, ze) (pro vSechna y z intervalu I plati, ze)
(nalezi-li y 0-okoli z, pak f(y) nélezi e-okoli f(z)).

7 definice je zfejmé, ze velikost J, na niz je tfeba okoli bodu x restrin-
govat, obecné nezavisi jen na mife pfresnosti €, ale i na bodu x. Tato

[69] Citovano podle Jahnke [1999, s. 196].
[70] V eukleidovském oboru je vzdalenost veliin A, B veli¢ina C téhoz oboru, pro
kterou plati A + C = B, pfipadné B + C = A, pfipadné C = 0, pokud A = B.
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zévislost je v mnoha pfipadech nepodstatna. Napi. hned v obrazku 1.26,
zachycujicim spojitost linedrni funkce f(z) = ax + b, lze § ziskat pouze
na zakladé e jako €/a, s platnosti pro libovolné z intervalu I, neboli:

(Ve>0)(36 > 0)(Ve € I)(Vy € I) |z —y[ <& — |f(z) = f(y)| <e).

Funkci této vlastnosti se fikd STEJNOMERNE SPOJITA na intervalu I a
jedina formalni odliSnost mezi ni a bodovou spojitosti, jak si lze snadno
v8imnout, spoéiva v pozici kvantifikitoru (Vz € I) ve zminéné definici.

Obrazek 1.26: Spojitost v bodé

Zatimco je kazda stejnomérné spojita funkce v daném intervalu bodové
spojita, opacné tvrzeni neplati, jak to lze demonstrovat napf. na funkci
1/x v otevieném intervalu (0, c0). Viz obrézek 1.27. Ta je spojita, ale pro
hodnoty blizici se k 0 roste neobycejné rychle, jinymi slovy, rychlost jejtho
rustu prekracuje vSechny meze. Pro volbu § je proto kromé e tieba vzit
v tvahu bod z, v jehoz okoli se maji argumenty hledanych e-aproximaci
nachézet. Jakmile se ovSem omezime na interval uzavieny, je kazda spo-
jitd funkce dokazatelné stejnomérné spojitd, jednoduse proto, ze tam
nemiize stoupat neomezeneé.

Cauchy je bezesporu otcem hlavni mysSlenky vyse uvedeného zpi-
sobu definovani spojitosti a ¢etnych zakladnich pojmt jinych, které byly
diky nému definitivné vyrvany obvyklé metodické nedbalosti, pocitajici
s predstavivosti ¢tenafe, ve prospéch ¢isté verbalniho, na nazoru, a tedy
subjektivité jedince nezavislého urceni, jez je z povahy véci intersub-
jektivné pristupné a kontrolovatelné. V Cauchyho pripadé vSak do hry
vstupuje jiny druh laxnosti, totiz az prili§ velkd vyjadfovaci Gspornost,
ktera pak v mnoha pripadech nedovoluje rozeznat, ktery z vyse uvede-
nych druhtl spojitosti ma vlastné autor na mysli.

Citovand Cauchyho definice sama upominé spise na spojitost stej-
nomérnou, stejné tak jako nékterd jeji vyuziti, v nichz se napt. Cauchy
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o spojitosti funkce 1/ zminuje vzdy v explicitnim omezeni na okoli né-
jakého bodu intervalu (0, 00), nikoli na interval cely. Jeho alternativni

Obréazek 1.27: Nestejnomérna spojitost

definice spojitosti vSak naopak evokuje spojitost bodovou. Analogicky
nepiehledné situace nastavd u Cauchyho definice konvergence posloup-
nosti funkci. I zde lze obdobné jako v pfipadé spojitosti rozeznavat kon-
vergenci bodovou a stejnomérnou. Na tomto rozlisSeni pak ovSem zavisi
platnost Cauchyho véty, ktera tvrdi:

Konverguje-li posloupnost spojitych funkci fi, fa, ... k funkci
g, je i tato funkce spojité.

Tato véta totiz plati pouze v pripadé konvergence stejnomérné, a Cau-
chyho dtikaz byl proto tradi¢né povazovan za chybny. Tento pfipad se
stal mimofadné zndmym poté, co jej Lakatos [1978] prezentoval jako
ukazkovou proménu paradigmat, kterd postihuje prechod od leibnizov-
ské analyzy k analyze weierstrassovské. V pojmovém ramci nestandardni
analyzy Robinsonovy, ktera se pokousi o znovuvzkriseni ideje nekoneéné
malych veliin, lze totiz Cauchyho tvrzeni pfedvést jako platné pro funkce
definované na nestandardnim kontinuu. Takto se mohou v jiném svétle
ocitnout i Cauchyho odkazy na nekonec¢né malé. Tento vyklad ma ovsem
pres svoji zajimavost prilis velka tuskali, nez abychom ho mohli a chtéli
dale sledovat.[1]

Podstatné je, Ze nutnym krokem konceptualizace ¢i, chceme-li, ver-
balizace analyzy byla i jeji cilend symbolizace, zohlednujici vzajemné

(7] Srov. k tomu Potter [2004, s. 85 n], pfipadné Jahnke [1999, kap. 6.3, 6.6]. K Ro-
binsonovu zpusobu zavedeni nekoneéné malych veli¢in se stru¢né vyjadiime v oddile
5.12.



Od proporci ke kalkulu 87

zévislosti jednotlivych proménnych a jejich kvantifikace. Pro ni pfipra-
vila pole pravé Weierstrassova epsilontika, v jejimz rdmci pak mohl Heine
[1872, s. 184] podat explicitni definici stejnomérné spojitosti takto:

Funkce f(z) je [...] stejnomérné spojitd od a po b, jestlize pro
kazdou danou veli¢inu ¢, jakkoli malou, existuje kladna veli¢ina
1o takova, ze pro vSechny kladné hodnoty 7 mensi nez gy ztstava
flxzxn) — f(z) mensi nez e. At ddme x jakoukoli hodnotu, pak
za predpokladu, Zze x a x + n ziistanou v intervalu od a do b,
musi totéZ ny vést k pozadovanému vysledku.["?

N

indexovanych zajmen — je zde zasadni. Samotna symbolizace ale otazku
analytického vedeni dikazu nefesi.

Zminéna souvislost stejnomérné spojitosti se spojitosti bodovou, tj.
skutecnost, ze prvni z nich implikuje druhou, nikoli naopak, je v jis-
tém ohledu vyhradné zalezitosti permutace kvantifikatord, tj. nezavisi na
vlastnim téle, (mimologickém) obsahu pfislusné véty. Na zakladé ¢eho je
ovSem prechod

(B2)(Vy)A(z,y) / (vy)Bz) Az, y)

obecné povolen, zatimco opacny zakazan jako neplatny? PomuZeme si
pfi jeho zdtvodnéni tim, Zze jednoduse zopakujeme:

jestlize existuje x, které je v.daném vztahu ke kazdému y, pak
nutné pro kazdé y existuje x, které je s y v .daném vztahu?

Toto vse jsou otdazky po hlub§im zdivodnéni inferen¢nich vztaht kom-
plexnich, zde tedy kvantifikovanych vét aritmetizované analyzy. Od Cau-
chyho a Weierstrassovy reformy expresivni, formulujici zdédéna rozli-
Seni novym, bezpec¢néjsim zpusobem, vede tedy cesta k Fregové reformé
inferencné-deduktivni, vyrustajici z hlubsi nezli jen gramatické analyzy
uzitych vétnych forem, jednoduse feéeno: cesta k nové matematické (resp.
aritmetické) logice. Ve zkratce 1ze také Fici: “neni Frega bez Weierstrasse”
a “neni logiky bez geometrie a jeji aritmetizace”.

1.12 Bolzanova véta

Konceptualizace analyzy, tedy jeji oprosténi od prostorového nazoru pro-
stfednictvim uplné verbalizace uzitych definici, ma své pochopitelné vy-
hody. S kazdym takto velkoryse koncipovanym projektem jsou ale spjata
i nepfijemnd piekvapeni, jez se mohou zprvu zdat stejné paradoxni jako

[72] Citovano podle Grattana-Guinnesse [1980, s. 135].



88 Bolzanova véta

davody, které k nastoupeni nové cesty vedly. Takto byly paradoxy neko-
necné malého nahrazeny paradoxy nekonec¢nych souctt, pricemz skutec¢né
Zen antinomii nekone¢na, spjatych s pojmem nekonecné velkého, méla te-
prve prijit. Nas ale nyni zajima jiny typ paradoxt, ktery se v souvislosti
s aritmetizaci analyzy objevil, totiz paradoxy néazoru.

Ptes zazitou predstavu, Ze se nekonecno v empirickém svété nevy-
skytuje, a nemé tedy nazornou, le¢ abstraktni, ¢isté konceptualni povahu,
bylo fakticky nekoneéné malé odvozeno z geometrickych demonstraci ne-
soumeéritelnosti ¢i neomezené délitelnosti pfimek. Ty jsou co do charak-
teru podstatné blizsi antické epagdgé nezli cisté deduktivnimu odvozeni
v soucasném smyslu slova. Rovnéz pojmy spojitosti, limity a konvergence
cerpaly tradi¢né ve svém urceni predevs§im z geometrickych zdroji, kon-
krétné nakrest Car ‘jedinym tahem’, zmensujicich se diferenci usecek ¢i
thld mezi seCnou a teénou. Totalni zavislosti na prostorovych demon-
stracich odpomohla kalkulu do velké miry az reforma Cauchyho a Weier-
strassova, kterd v navaznosti na Lagrangovy plany ucinila doprovodné
ilustrace v ucebnicich analyzy zbytné, pfipadné jim prisoudila pouhou
pomocnou, didaktickou roli. Pointa této reformy proto nebyla zpochyb-
néna, ale naopak podtrzena faktem, ze se nékteré z novych definici uka-
zaly byt co do svych dusledkt s béznymi geometrickymi pfredstavami
neslucitelné.

Zopakujme tedy: Ve zpétném zrcatku déjin tedy paradoxy nevyzna-
¢uji pouze okamzik, v némz doslo k néjaké krizi, ale pfedevsim misto
paradigmatického rozhodnuti, jez jsme si poté, co se prosadilo, navykli
chapat jako pfirozeny stav (jak to ‘skutecné je’ a vzdy byt ‘mélo’), nikoli
jako historicko-pragmaticky podminénou alternativu, kterou lze, jsou-li
k tomu pfiznivé podminky, nahradit alternativou jinou. Pfitom praveé
okolnost, ze pred zavedenim urcitych distinkci problémy s nézorem ne-
vznikaly, je ddna jednodusSe tim, Ze byla fenomenalni roviné pfisouzena
role posledniho arbitra korektnosti vysledki. To se stalo v jisté dobé
z jistych davod neudrzitelné, napf. proto, Ze mira vagnosti v posu-
zovani platnosti ¢i neplatnosti dikazu nezavislosti Eukleidova tvrzeni
o rovnobézkach na ostatnich axiomech prerostla inosnou mez. Totéz lze
fici o problému redlnych cisel.

Z4dna fenomenologie (¢iselné) piimky ndm totiz sama o sobé& neda
a nemize dat jednoznacnou odpovéd na otdzku, co jsou redlnd cisla ¢i
jakou maji strukturu, nebot takovd odpovéd v sobé jiz zahrnuje urcité
rozhodnuti, normu, tedy i zavedeni jistych teoretickych pojmt jakozto
pendantu k ¢isté deskripci aktualniho stavu. Ze s sebou takovato rozliseni
pfinéseji nové a mozné i necekané konsekvence, ze tedy dovytvareji obraz
matematického svéta jistym zpusobem, je jenom prirozené, a je zalezitosti
externiho posouzeni, tedy otazkou pragmatickou, zda uzname za zadouci
¢i alespon tinosné projikovat dany matematicky model v té které podobé
na vnéjsi, empiricky svét.
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Na nazorné roviné je napf. snadné pochopit, Ze spojitd funkce ne-
musi byt v urc¢itém bodé, napt. prudkého zlomu, derivovatelnd, tj. mit
tam tecnu. Predstava, Ze neni derivovatelnd v bodé zadném, se ale muze
zd4t na Cisté zkuSenostnim, jevovém zdkladé (cokoli to je) obtizné stravi-
telna. Analytické definice pfitom nic takového nevylucuji. Podle definice
spojitosti v bodé se jednoduse rozdil f(z + h) — f(z) blizi nule, jestlize
se k ni bliz{ h, coZ jinymi slovy znamen4, Ze lze hodnoty f(x + h) funkce
v okoli bodu z aproximovat konstantou f(z), neboli

f@+h) = f(z)+r(h),

kde r(h) je chyba mizejici se zmensujicim se h, tj. limy_q r(h) = 0. Deri-
vovatelnost funkce v daném bodé obnési oproti tomu existenci konstanty
a takové, ze

o S )~ f(@)

=a
h—0 h ’

v zavislosti na x znadené jako f’(z). V fefi aproximaci to znamend, Ze
Ize funkci f v okoli bodu = popsat rovnici

flx+h) = f(z) +ah +r(h),

tj. linedrné aproximovat pfimkou f(x) + ah — coZ neni nic jiného nezli

te¢na v bodé x —, pfiGemz chyba r(h) je tak mald, Ze i po vydéleni
hodnotou h konverguje k 0, tj. limy_,¢ % = 0. Vyssi derivace f lze

takto prirozené nahlédnout jako pokus o aproximaci polynomialni, kde
se 7, (h) v rovnici

fx+h) = f(x) +arh + ah® + - + a,h™ + rp(h)

blizi 0 i po vydéleni n-tou mocninou h. Nyni je zfejmé, ze derivova-
telnost implikuje spojitost, nebot pro funkci s(h) = ah + r(h) plati
limy_,0 s(h) = 0. Opacny smér je ale pfi daném zakladé nesamoziejmy,
stejné jako domnénka, Ze by na tom rozsifeni spojitosti na cely inter-
val mohlo néco zménit. Ve skutecnosti lze pouze na bazi definici a jisté
konstrukce (limity k dané posloupnosti vice a vice ‘zldmanych’ funkci)
ukazat, ze mize existovat funkce spojita v kazdém, le¢ nederivovatelna
v zadném bodé daného intervalu. Bolzano byl jednim z prvnich, kdo
tento ‘paradox nazoru’ na bazi uvedenych rozliSeni predvedl.

V otézce, jak vyhodnocovat vliv takovychto paradoxt na formo-
vani zakladt nové analyzy, tj. vatahu sporu k vyvoji matematiky a védy
obecné, ndm prokéaze kli¢ovou roli znamy piiklad Bolzanova [1817] du-
kazu véty o mezihodnoté, nékdy nazyvané také BOLZANOVOU VETOU:

Je-li funkce f spojitd na néjakém intervalu, na némz navic na-
byva hodnot s opa¢nym znaménkem, pak ma rovnice f(x) =0
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v daném intervalu koten, resp. existuje x z tohoto intervalu, pro
né&j7 funkce nabyva hodnoty 0.[73]

Toto tvrzeni se zdd byt z ndzorného hlediska trivialitou (spojita Cara
s konci nad a pod osou musi tuto osu protnout), a tak je také interpreto-
van Bolzanuv dikaz, totiz jako projev systematického odhodlani propo-
nentt algebraického, pripadné logicistického projektu odvodit nazorné
samoziejmosti analytickymi oklikami. Takto postaven nedava ale cely

Obrazek 1.28: Véta o mezihodnoté

projekt smysl a bylo by ho mozné kritizovat ze stejnych pozic, z jakych
pozdéji kritizovali predstavitelé novodobé matematické fenomenologie —
intuicionismu — pocinani abstraktni a symbolické matematiky, totiz jako
bezpredmétné, snazici se pouze vtésnat vysledky dosazené jinym, pfiro-
zenéjsim zpusobem na prokrustovské loze metod, které jsou matematice
cizi. Skutec¢nost je ale drasticky odlisna ze dvou prostych divodi:

(1) Definice verbalizované analyzy, které Bolzano na rozdil od Cau-
chyho podal bez uziti ¢i alespon zminky infinitesimalnich veli-
¢in, nejsou ani nadhodou evidentni, tj. neni jasné, pro¢ by na
jejich zédkladé méla véta o mezihodnoté platit.

(2) Véta o mezihodnoté na jejich bazi ve skutecnosti neplati, tj.
neplati obecné, ale pouze nad oborem veli¢in urcité struktury.

Tvori-li napt. nase kontinuum vyhradné racionalni ¢isla, tj. eukleidovsky
obor spliujici pfedpoklad obecné délitelnosti, je funkce f definovand jako

—1 jestlize2?<2Vvz <0,
f(l’) = . v 9
+1 jestlize z° >2Axz >0

[73] Véta v tomto znéni je vlastné specidlnim piipadem véty, kterd fika, ze spojita
funkce definovand na intervalu [a, b] v ném nabyva libovolné hodnoty z intervalu urce-
ného hodnotami f(a) a f(b). Obé véty, obecnd i specidlni, jsou si ovSem ekvivalentni.



Od proporci ke kalkulu 91

dokazatelné spojita v kazdém bodé ciselné primky. To nem4 nic spolec-
ného s nazorem, ale s poymovou skutecnosti, ze zménu hodnot ze zapor-
nych na kladné nelze spojit s zadnym konkrétnim argumentem x coby
okamzikem skoku, jak se to zda sugerovat obrazek 1.29. V zakresleném

Obrazek 1.29: Spojitost na raciondlnim kontinuu

bodu pfimky by prislusné funkce byla nespojita, ale tento bod v oboru ra-
cionélnich bodi chybi, nebot se (neformalné feceno) jednd o iracionalni
&islo v/2, k némuz se lze sice racionalnimi ¢isly p¥iblizit na libovolnou
vzdélenost mensi nez je pfedem dand (raciondlni) mez, jejich rozdil ale
zustane vzdy pozitivni. Formalné to znamena tolik, ze ne kazda ‘konver-
gujici’ posloupnost racionélnich ¢isel musi konvergovat k racionalnimu
¢islu.

S pfihlédnutim k tomuto faktu neni vlastné Bolzanovym hlavnim vy-
konem analytické odvozeni ndzorné samozrejmosti, ale pfedevsim poukaz
na to, ze kontinuum, v némz maji platit urcité postulaty, jako ten o me-
zihodnoté, musi mit uréitou netrividlni formu, piedev§im by se v ném
nemeéla vyskytovat prazdnd mista vysSe uvedeného typu, jinymi slovy:
kazda ‘konvergujici’ posloupnost by méla mit v daném oboru limitu. Na-
misto interntho dikazu, tj. dikazu v ramci predem danych pravidel, zde
tedy mame spi$ externi zdivodnéni potencidlniho rozhodnuti zavést re-
alna ¢isla uréitym zptisobem.

Pivod modernich redlnych cisel je tedy podstatné holisticko-prag-
maticky, coz predevsim znamend: neartikulovatelny na ¢isté nadzorné bazi.
Na druhou stranu si povSimnéme, Ze uvedené rozsifeni racionalnich cisel
na realnd nema analyticky ¢i abstraktni charakter prostého zobecnéni
proveditelnosti aritmetickych operaci, jako to $lo Fici o ¢islech celych ¢i
racionélnich ve vztahu k prirozenym ¢i jako to piijde Fici o ¢islech kom-
plexnich ve vztahu k ¢islim redlnym. Preteoreticky odkaz k zupliovani
¢iselné primky je tady podstatny.

Ani definice redlnych ¢isel Cantorova, Dedekindova, Weierstrassova
¢i Fregova stfihu proto nemohou pres ¢asto proklamovanou konceptualni
¢istotu ¢i nejvyssi moznou obecnost zaptit geometricky ptivod kontinua.
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Ztrata této souvislosti, jak ji 1ze sledovat na pozvolné proméné Cantorovy
teorie mnozin od jakési topologie redlné osy, tedy jistého druhu abstraktni
analyzy, k nauce o nekone¢nu, mé pak za nasledek novy druh paradoxi,
vyplyvajici z pojmové nedourcenosti, prazdnosti uzitych rozliSeni, jak
je zndme predevsim diky hypotéze kontinua. Cantor také tyto pfipady
nerozhodnutelnych tvrzeni pravem povazoval za podstatné vaznéjsi oties
zékladd budované teorie nezli znamé mnozinové ¢i logické paradoxy, aniz
by dokézal nahlédnout, Ze chyba se nejspis stala jiz na pocatku, v pokusu
postavit analyzu na ¢isté pojmovy zaklad. Je-li tomu tak, pak tuto chybu
a osud Cantorovy teorie mnozin sdili i Fregtiv a Dedekindiv logicismus.
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Zminili jsme, Ze aritmetizace redlného ¢isla byla bodem, v némz doslo
k uskutecnéni Lagrangova a Weierstrassova planu aritmetizace analyzy
a zaroven byl zahdjen plan novy, totiz jeji postaveni na logicky, pfipadné
mnoZinové-teoreticky zaklad. Slo tedy o moment spojujici a z hlediska
vyvoje zakladu aritmetiky centralni. Vyznamné pfi tom bylo pozorovani,
Ze zminéné nejasnosti v urceni oboru redlnych ¢isel a pojmech konver-
gence a limity spolu souviseji.

Prvni obrat v pristupu k problému uchopeni redlného ¢isla lze nalézt
v nasledujici zméné perspektivy: Neptame se jiz, zda jisté tisecky, kiivky
¢i plochy néjakou veli¢inu magji, ale zda jim lze néjakou veli¢inu kohe-
rentné pripsat. Vychodiskem nam tedy neni pouze praze geometrického
méfeni, ale prfedevsim teorie redlného ¢isla, tedy specifikace pfedmétného
oboru, jenz je dostatecné Siroky na to, aby v ném otazky praktického mé-
feni nasly teoretickou oporu. To klade zjevné naroky na miru obecnosti
dané definice a vzdy hrozi nebezpedi, Ze ve snaze uspokojit vSechny prak-
tické aspekty nezachytime ani jeden. Za¢néme proto tim z nich, ktery se
ukézal byt jako zvlasté nosny, totiz aproximovatelnosti veli¢in, jez chceme
definovat, veli¢inami, jez definovany jsou.

Oproti minulym kapitoldm musime ovSem s ohledem na piehlednost
uzitych distinkci znacné utvrdit ve zptsobu jejich prezentace, coz zaha-
jime tmluvou, Ze se na studované obory pfedméti (veli¢in, ¢isel atd.)
nebudeme divat jenom jako na pouhé mnoziny, ale mnoziny vybavené
operacemi (funkcemi) a relacemi ur¢itého typu. Racionélni kontinuum
je tedy napf. ¢tvefice (Q,+, X, <) apod. Obecné hovofime o struktute
(M, f,g,...,R,S,...) s nosi¢em M a na ném definovanymi funkcemi f,
g, ... arelacemi R, S, ....[! Casto k ni ale referujeme jen jako k M.
Nebude-li feceno jinak, pak v dalsim textu hovofime vzdy o prvcich (bo-
dech, veli¢indch, ¢islech) n&jakého kontinua (M, +, X, <).

(1] Tento zpusob zapisu bude ¢asteéné odpovidat obvyklému zéapisu interpretaci for-
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2.1 Fundamentalni posloupnosti

Z nézorné zdiivodnéného vycerpani obsahu kiivky (napf. kruznice) mno-
hothelniky jesté nevyplyva, Ze je dosazené ¢islo urceno jednoznacné ¢i ze
se ‘opomenuty’ obsah pod zakfivenim neukaze byt pfece jen vyznamny.
Jasné je, Ze nestaci disponovat fadou lepsich a lepSich odhada ‘Cisla 77,
nebot ty ho nejsou samy o sobé s to specifikovat jednozna¢né, nybrz
s fadou odhadi libovolné presnosti, tedy posloupnostmi veli¢in blizicich
se k m pfes vSechny meze. Pravé v tomto piipadé fikdme, ze je m, resp.
néjaké ¢éislo b limitou posloupnosti (a1, as, . . .), pfipadné Ze k nému dand
posloupnost konverguje. ZapiSeme-li danou posloupnost (a1, az,...) ob-
vyklym zpusobem jako (ay)nen nebo jako (a,), kdyZz je mnozina indext
jednotlivych ¢lent implicitné znama, vypada fadnd definice konvergence
ve Weierstrassové stylu, jiz jsme dosud stéle sklorovali, ale fakticky ne-
formulovali, nésledovné:

Posloupnost (a,)nen prvka kontinua KONVERGUIJE k prvku b
kontinua tehdy a jen tehdy, jestlize plati

(Vm e N)(3p € N)(Vg € N, g > p) <|b— ag| < %)

V tomto pfipadé také fikame, ze je prvek b LIMITOU dané po-
sloupnosti, a zapisujeme to jako lim(ay,)nen = b.

Vsimnéme si, ze proménné m, n, p probihaji pouze pfes pfirozena cisla.
Podle definice je mozné ke kazdé mife presnosti dané raciondlnim ¢islem
% najit ¢len a, posloupnosti (a,,) takovy, Ze se ¢leny nasledujici od ¢&isla b
odchyluji méné nez o hodnotu % Obrazné to znamena, Ze se posloupnost
kolem b libovolné zhustuje, pfipadné je s nim od jistého ¢lenu identické.
Ve vztahu k predlozenym definicim kontinua, jez spliiovaly archimédov-
sky axiom, lze dokazat, Ze je limita posloupnosti dana jednoznacné, tj.
plati:
Jestlize lim(a,,) = b a lim(a,) = ¢, pak také b = c.

Duikaz: Kdyby totiz b # ¢, pak pro d = |c¢ — b| vezmeme m takové, ze % <
4. Plati, ze (X )-okoli bodu b a (1)-okoli bodu d jsou takto disjunktni,
coz je v rozporu s faktem, ze v nich od urcitého p maji lezet vSechny
¢leny posloupnosti s vyssimi indexy. O

Posloupnost (a,) tedy urc¢uje svoji limitu jednoznaéné a v tomto smyslu
ji maze ‘definovat’. Tento zpusob ‘definovani’ jedné veli¢iny prostiednic-
tvim veli¢in jinych ale ocividné pfedpokladd, Zze nam ono ‘definované’
bylo jiz pfedtim né&jak dano. Cislo b vystupuje v piedlozené definici kon-
vergence, mezi nim a jinymi ¢isly je definovana vzdélenost atd. Jedna se
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tedy jen o jeho alternativni popis ¢i, jak pozdéji, konkrétné v oddile 4.4,
uvidime, ‘uréitou deskripci’, ktera jiz predpoklada néjaké predem dané
‘kanonické pojmenovani’ ptislusného cisla.

Zpusob, jak uchopit neznamou veli¢inu pomoci veli¢in danych, aniz
by pfitom tato neznaméa byla zminéna, ukazuje jiz metoda vycerpani
kruhu, totiz v paralelnim vyuziti dolnich a hornich aproximaci coby mo-
notoénnich posloupnosti racionalnich cisel. K tomu nejprve dtlezitou ter-
minologickou poznédmku:

MONOTONNIMI posloupnostmi rozumime posloupnosti rostouci
a klesajici, pfipadné neklesajici a nerostouci. RosTouct, resp.
KLESAJICI je posloupnost (a,)nen, pro niz plati ax < ags1,
resp. ar > ap+1 pro libovolné k£ € N. Nahradime-li symbol <,
resp. >, symbolem <, resp. >, ziskdme pojmy posloupnosti NE-
KLESAJICI, resp. NEROSTOUCH. S ohledem na né se posloupnosti
rostouci a klesajici nazyvaji RYZE MONOTONN{. Jelikoz je, jak
zéhy uvidime, posloupnost specidlnim pfipadem funkce, jsou
uvedené pojmy definovany obecné jako vlastnost ‘f(z) < f(y),
vesp. f(z) > f(y), piipadné f(x) < f(y), resp. f(x) = (),
kdykoli < ¥’, pro pfislusné monoténni funkci f.

Vratime-li se k problému aproximaci veli¢in spojenych s kruhem, pak
vedle rostouci racionalni posloupnosti (a,,), zaloZené na vepsanych poly-
gonech, uvazujeme jesté klesajici posloupnost (by,), odvozenou z polygonti
opsanych. Nyni lze dokazat, ze od urcitého indexu p je vzajemna vzda-
lenost |b; — a,| nasledujicich (¢, > p) €lentt obou posloupnosti mensi
nezli % pro piredem zvolené m. Obvod, piipadné obsah kruhu je tedy
mezi obéma posloupnostmi nejen uzavien, ale ve vySe uvedeném smyslu
i jednoznacné lokalizovan, aniz by pfi tom byl jakkoli zminén. Divame-li
se na posloupnosti dolnich a hornich aproximaci (a,), (b,) jako na po-
sloupnost (¢,,) jedinou, danou napf. pfedpisem cor—1 = ap a cor, = by,
pak vidime, Zze uvedenou vlastnost jednoznac¢né lokalizace bodu splnuje
nejen ona, ale i posloupnosti (a,,) a (b, ) dil¢i, a mizeme definovat konver-
genci coby (undrni) vlastnost posloupnosti v kontrastu k diivéjsi definici
binarni relace konvergence posloupnosti a néjakého bodu takto:

Posloupnost (an)nen prvki kontinua nazyvime KONCENTRO-
VANOU, ptipadné CAUCHYHO, jestlize plati:

1
(Vm € N)(3p € N)(Vg,r € N, ¢, > p) (a, —aq| < E)

Nazvy “koncentrovand”, resp. “Cauchyho”, namisto “konvergujici” vo-
lime z pochopitelnych didvoda terminologické jednoznacnosti, jejiz po-
ruseni by mohlo vést k zaméné definici konvergence a koncentrovanosti.
Porovname-li je, vidime takika okamzité, ze plati:
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Kazda posloupnost prvkt kontinua, ktera konverguje k néja-
kému bodu, je posloupnost koncentrovana.

Dikaz: Mame néjaké m a chceme najit index p ¢lenu, od néhoz dale
jsou rozdily ¢lent posloupnosti omezeny hodnotou % Pro hodnotu 2m
existuje pfitom podle definice konvergence posloupnosti k bodu b index
r takovy, ze se dalsi ¢leny posloupnosti lisi od b méné nez o %n, jejich
vzajemna vzdalenost tedy zlstava pod ﬁ + ﬁ = i a
Zaroven tusime, ze v dosud uvazovanych kontinuich Q, P, E, K neplati
opacné tvrzeni, totiz ze kazda koncentrovana posloupnost prvki kontinua
konverguje k néjakému jeho prvku. To odpovida dfive zminéné tezi, ze
ne kazda konvergujici posloupnost musi mit limitu. Za pfiklady koncent-
rovanych posloupnosti, které v zddném z oboru Q, P, E, K nekonverguji,
staci vzit racionalni aproximaci ¢isla 7, resp. délky pilkruznice o jednot-
kovém poloméru. Nasim cilem je samoziejmé takové kontinuum, v némz
tento defekt nenastava.

Zpusob, jak dospét od kontinua racionalniho ke kontinuu ‘vsech re-
alnych cisel’ tak fikaje jednou ranou, je nyni nasnadé. Staci ho rozsirit
o vSechny chybéjici limity koncentrovanych posloupnosti, tj. ucinit ze
vSech koncentrovanych posloupnosti posloupnosti konvergujici k néja-
kému prvku oboru. Toto rozsifeni, jez je historicky spjato se jménem
Cantorovym, se ve srovnani s metodami geometrické konstrukce (pra-
vitkem a kruzitkem) a algebraickych pojmenovéni (kofeny polynomti)
miuze zdat zprvu ponékud libovolné, tj. zaloZzené na pouhém prani ¢i
platonistové fiat! JelikoZ ony chybéjici prvky ale nejsou od pocatku ni-
¢im jinym nezli momenty nasi fe¢i o koncentrovanych posloupnostech, na
néz v prislusném objektovém modu per analogiam prenasime vlastnosti
posloupnosti konvergujicich, resp. ¢isel, ktera urcuji, je metodicky zcela
opravnéné uchopit tyto neexistujici limity, resp. fec¢ o nich, pfimo jako fec¢
o koncentrovanych posloupnostech samotnych, byt s jinymi pravidly hry.
Ke slovu potom piichdzi jazykové-analytickd metoda konstituce pted-
métného oboru. Tato, jak jiz vime z pfikladu Eudoxovy definice proporci
v oddile 1.4, spociva ve

(1) volbé jazykovych reprezentaci, resp. jmen predmétii kon-
stituovaného oboru,

(2) specifikaci vSech rovnosti mezi nimi, tj. stanovenim kritéria
identity,

(3) volbé predikati a relaci pfislusného diskurzu, tedy v po-
pisu jeho elementarnich vét a jejich ohodnoceni v souladu
se zakladnimi sémantickymi principy, které je samoziejmé
jesté tfeba specifikovat.
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V pfipadé redlnych ¢isel uchopime jednoduse vyrazy “lim(a,)nen” jako
jména potencidlnich pfedmétii i tehdy, kdyz posloupnost (a,)nen racio-
nalnich ¢isel racionalné nekonverguje, ale je pouze koncentrovana. Tim je
vyfizen bod (1). Bodu (2), tj. potfebé definovat IDENTITU CANTOROVA
KONTINUA, vyhovime takto:

lim(an)neN = lim(bn)nEN = lim(an — bn)nEN = 0

Vyrazy “lim(an)nen” a “lim(by,)nen” tedy takto oznacuji tentyz pred-
mét tehdy a jen tehdy, jestlize posloupnost rozdila jejich ¢lent konver-
guje k nule. V tradi¢ni terminologii to znamena, Ze se rozdily obou po-
sloupnosti stavaji nekoneéné malé, pripadné mizi. VSimnéme si také, ze
definujici strana ekvivalence pracuje s podstatné slabsi podminkou, nez
jsme dfive formulovali ve vztahu k dvojité posloupnosti dolnich a hornich
odhadt ¢isla 7, totiz Ze se od jistého ¢lenu lisi pouze ¢leny téhoz indexu,
nikoli ¢leny vsechny. To je dano jednoduse tim, Ze nyni o posloupnostech
(an), (bn) predpokladame, Ze jsou koncentrované, zatimco v diivéjsim
pfipadé byla jejich koncentrovanost implikovana.

Krokem (2), tedy ohodnocenim rovnosti vyse uvedenou definici, je
teprve ospravedlnéno samostatné pouziti vyrazt typu “lim(ay,)nen”, kte-
ré se puvodné mohly vyskytovat pouze v kontextech jako

lim(an)nEN = b7

kde “b” je jiz ustanovené oznaceni diive zavedeného c¢isla. Tak je tomu
v pravé strané definice identity. K tomu, co je onou samostatnosti presné
minéno, se jesté dostaneme v kapitole 4 v souvislosti s Fregovou filosofii
jazyka. Cést (3) obnasi stanoveni zékladnich aritmetickych operaci, resp.
relaci, v prvni fadé tedy ‘e +y = 2’, ‘e x y = 2’ a ‘o < y’. To je vice-
méné neproblematické, vyzaduje to pouze fadu dodatecného ovérovani
pozadavkt korektnosti. My proto bez dalsiho zdivodnéni? stanovime
USPORADANI CANTOROVA KONTINUA jako:

lim(an )nen < Hm(by)nen =

Bm.p e N)a € N2 ) (0~ a0) > ).

Vsimnéme si, ze na rozdil od definice rovnosti nelze v definici usporadani
napsat jednoduse

lim(an )nen < Um(by)nen = lim(b, — apn)nen > 0,

nebot neni ziejmé, ze limitou prislusnych diferenci je racionalni &islo,
tedy néco, pro co je vztah ‘vétsi nez’ jiz definovan. Mezi raciondlnimi

[2] Ctenaf mize konzultovat piislusnou zékladni literaturu, napt. Cohen & Ehrlich
[1963].
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Cisly pravé strany definice, mezi nimiz jiz usporadani definovano bylo,
a redlnymi ¢isly levé strany definice, pro néz je v ni usporadani teprve
zavadéno, existuje tedy kategoridlni rozdil a symbol < je uzivan vice-
znacneé.

To plati samoziejmé i o operacich s¢itani a nasobeni, resp. o ¢islov-
kach jako 1, 2 atd. coby soucasném oznaceni Cisel pfirozenych, celych,
racionédlnich a redlnych. V jakém smyslu je ale tato viceznacnost ne-
skodné, tj. pro¢ mizeme v praxi rezignovat na pripadné zavadéni indexti
+nN, +q apod., neni obtizné pochopit, tfeba praveé na studovaném vztahu
Cisel raciondlnich a realnych. Jelikoz je konstantni posloupnost

(b,b,b,...)

zcela trivialné posloupnosti koncentrovanou, 1ze timto zpiisobem ptvodni
racionalni ¢isla vnofit do oboru koncentrovanych posloupnosti racional-
nich ¢isel a prezentovat jej jako zamyslené rozsireni racionalniho konti-
nua. Timto zpusobem také definoval své kontinuum Cantor, s jedinym
rozdilem, Ze nase koncentrované posloupnosti nazyval POSLOUPNOSTMI
FUNDAMENTALNIMI. Oznad¢ime-li jejich celek jako C a ustanovime-li s¢i-
TANT a NASOBENT jako:

lim(an )nen + Um (b, )nen & lim(a, + by )nen,

lim(an )nen X im(by,)nen < lim(a, X by)nen,

pak systém (C, +, X, <) nazyvidme CANTOROVYM KONTINUEM. S ohle-
dem na racionalni aproximovatelnost veli¢in spjatych s kruhem neni tézké
nahlédnout, ze plati Q C P C E C K C C ve vySe uvedeném smyslu jis-
tych vnofeni jednéch systému do systémi druhjch. Pojem vnofeni, pii-
padné pojem izomorfismu bude samoziejmé tieba jesté blize specifikovat,
coz ucinime v oddile 5.3.

2.2 Dedekindovy fezy

K dalsimu zkoumani strukturdlnich vlastnosti Cantorova kontinua ne-
uskodi porovnat jeho ontologicky design, tj. konkrétni volbu ciselnych
reprezentantd, s jednou z jeho béznych a historicky spfiznénych alterna-
tiv. Tou je definice Dedekindova. Toto srovnani je o to cennéjsi, ze se
oba navrhy kyzeného zuplnéni racionalniho kontinua pies jistou rovno-
cennost vyznamné lisi. Zaplnéni Dedekindovo se totiz tyka pouze uzitého
usporadani, zatimco Cantor v definici fundamentalni posloupnosti uziva
podstatnym zptusobem metrickych vlastnosti racionalniho kontinua, tj.
pojem vzdalenosti spjaty s operacemi s¢itani, resp. nasobeni. Na prvni
pohled miize byt ale na Cantorové zptisobu zavedeni realnych ¢isel zaraze-
jici, jak mnoho rfiznych reprezentaci jednoho a téhoz éisla pripousti. Cislo
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7 je ndm napt. dano prostfednictvim dolnich a hornich aproxima