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Predmluva

Nectéte tuto knihu, je to moc velka dfinal

S cisly se ¢lovek setkava casto — néjaké c¢islo maji jeho boty, ¢islované
jsou stranky v knihach, které obcas cte, a ¢isla jsou i na bankovkach,
které méa v penézence. Zachdzet s Cisly, pocitat, musi také umét (skoro)
kazdy; kdo si nedokaze spocitat, kolik ma dostat pfi ndkupu zpatky na
svou tisicikorunu, nutné prochézi zivotem jenom se zna¢nymi obtizemi.
tem, které si ¢lovék musi ve skole (ne-li jiz dfive) osvojovat.

Mailoco tedy pripada ¢lovéku tak samoziejmé a tak duvérné znamé,
jako jsou éisla. Cisla se viak soucasné ¢lovéku vétsinou zdaji patiit do
svéta, ktery je otravné nudny — nic se tam nehybe a jediné, co se tam da
délat, je pravé pocitat, coz malokoho bavi. “Kupecké pocty”, to je néco,
co byva kladeno do protikladu k vzneSenym zabavam lidského ducha,
jako je tfeba hudba, pfemitani o smyslu zivota nebo vybijeni jinych ras
¢i narodu ve jménu pokroku. Faktem ovsem je, ze kdyz se nedame odradit
Spatnou povésti, kterou ¢isla a po¢itani maji, mohou se nam oteviit dvetfe
do svéta docela jiného, nez jakého se v souvislosti s nimi obavame, viibec
ne bezbarvého, nudného a otravného. Muize se pied ndmi objevit svét,
ktery je docela dobrodruzny. A Vojtéch Kolman nas ve své knize do
takového svéta zavadi.

Kolmanova kniha vtibec neni popularni knihou o tajich ¢isel, ja-
kymi jsou tieba Cisla prirody lana Stewarta ¢ Historie ¢isla m Petra
Beckmanna. Neni ani knihou, ktera by byla filosofickd v tom smyslu, Ze
by popoustéla uzdu nevazanym spekulacim. Je to filosofie v tom nej-
lepsim slova smyslu: peclivé zkouméani, t¥idén{ a hodnoceni faktt (které
filosofa nijak neodlisuje od védce) nasledované zavéry, které jsou natolik
obecné a tykaji se natolik samych zaklad naseho poznavani a nasich
pojmovych ramci, zZe se nikam dovnitf do védy nevejdou. Vysledkem je
text, ktery méa nejen velice Siroky zabér, ale jde i do obdivuhodné fi-
losofické hloubky. Jde tedy vlastné o pravy opak knihy populdrni: kdo
ji chce precist, musi vykazat znac¢nou vytrvalost, zarputilost a pfipra-
venost lamat si hlavu — v této jiz tak obsahlé studii je toho totiz ve



skutecnosti zhusténo tolik, Zze by to jinému autorovi vystacilo na knih
nékolik. Uvahy o povaze ¢isel a matematiky, které jsou pateii prace, tak
nakonec tvori jenom mensi ¢ast jejiho obsahu: vedle nich se kniha vé-
nuje zrodu moderni logiky, zdkladim moderni matematiky i nékterym
aspekttm filosofie jazyka.

Myslim tedy, ze jde o praci svou §ifi, hloubkou a zejména dtislednosti
promysleni probiranych filosofickych problémi zcela mimotradnou. Jisté
povede i k mnoha diskusim, které, domnivam se, ¢eska filosofie potiebuje
jako sul. Jako jeji promotér vSak nemohu ¢tenafi slibit nic nez pot, slzy
a krev spolu s vidinou toho, ze odména pro toho, kdo se nevzda a knihu
skute¢né precte, bude stat za to — nahlédne do zavratnych hloubek
filosofie, logiky i zdklad matematiky.

Jaroslav Peregrin

Pittsburgh, leden 2008



Poznamka

Tato kniha vznikla jako extenze pracovniho textu, ktery jsem vypraco-
val béhem svého pobytu v Lipsku jako stipendista Humboldtovy nadace.
Stalo se tak v ramci stejnojmenného seminate Philosophie der Zahl, ktery
tam v letnim semestru akademického roku 2004/2005 spolu se mnou
vypsal muaj hostitel Pirmin Stekeler-Weithofer. Pivodni némecky ma-
nuskript, ¢itajici asi 100 stran ¢istého textu, byl urcen jednak pro stu-
denty seminafe, nebotf se do né¢j promitala probirand témata a néasledné
diskuze, jednak jako vystup mého projektu Ursprung der analytischen
Philosophie und modernen Logik in der Wende zur Sprache, s nimz jsem
do Lipska jel. Pivodni timysl rozpracovat manuskript ve zcela samo-
statny a publikovatelny titul jsem nakonec, pod tlakem casu, opustil
s tim, ze bude nejprve lepsi zacit rozsahlejsim textem v ceském jazyce,
v némz kromé filosoficky relevantnich postiehti proberu i ¢etné technické
detaily a z néjz bude teprve pozdéji, pfi uvazeni prislusnych narodnich
specifik, mozné vyrobit vhodné cizojazyCné verze. Zacal jsem na ném
pracovat jesté za svého pobytu v Lipsku a v této praci pak, pokud mi
to ucebni a administrativni povinnosti dovolily, pokracoval i po navratu
do Prahy. Vysledek nyni drzite v ruce. Nec¢inim si v ném narok na do-
konalost v néjakém absolutnim smyslu slova, doufam jen, Ze jsem dostéal
alespon nékterému z cilli, jak jsou popsany v ivodu.

Vydéni knihy bylo financovdno z grantu ¢. 401/06/0387 Grantové
agentury CR Inferencialistické zdklady logiky a sémantiky a z prostiedkii
vyzkumného zaméru MSM 0021620839 Ministerstva skolstvi, mladeze a
télovychovy CR Metody moderni matematiky a jejich aplikace. Prace au-
torska byla i dlouho po navratu do Prahy zajisténa skute¢né velkorysou
materidlni podporou nadace Alexandera von Humboldta. Jeji stipendium
mi ale v prvni fadé umoznilo uzsi spolupréaci s Pirminem Stekelerem, pod
jehoz vlivem se davno pfed tim utvarely mé nazory na povahu logiky a
jeji vztah k jazyku, resp. jazykim, jako je ten matematiky. Stekelerovy
dnes jiz pfes dvacet let staré Grundprobleme der Logik stale povazuji za
nejlepsi studii v oboru filosofie logiky, nejen co se tyCe autorova vstiic-
ného a zaroven kritického postoje k teorii sémantického, specialné pak
inferencialistického holismu a riznym pokustim, jak dat logice ¢i mate-



matice néjaké ‘zaklady’, ale i jeho odhodlani prochéazet bez predsudkt a
zévislosti na médnich trendech logickymi a filosofickymi systémy minu-
losti a z jejich konfrontace dospivat k adekvatnimu obrazu o filosofii a
logice ‘pro nasi dobu’.

Stekelertv hluboky vhled do filosofie v celé §ifi jejich zajmt, od
nébozenstvi pfes historii az po védu, od Platona pres Hegela az po Witt-
gensteina, inspiroval (v riizné mife, samoziejmé) takika kazdou kapitolu
této knihy. Jista tékavost a fekl bych az systematickd nesoustavnost jeho
mysleni zabranila pohodlné a nebezpecné moznosti nasledovat jej az pri-
lis tésné, coz je ku prospéchu véci zejména proto, Ze jsem za zde prezen-
tované zavéry tim spise zodpovédny jai. Ctenaf miize ostatné miru této
divergence posoudit sdm, nebot pravé vysla Stekelerova nové kniha For-
men der Anschauung, vznikla rozpracovanim ptvodné Cisté geometrické
studie do komplexni filosofie matematiky, jak zni ostatné i jeji podtitul.
Obavam se vsak, ze s léty stale vic a vic bytnéjici zkratkovitost Stekele-
rova vyjadfovani viibec nepfispéje takové recepci, jakou by si jeho studie
zaslouzila.

Mimoiadné diky patii Jaroslavu Peregrinovi, jenz jednak precetl
manuskript, jednak se diky nému bylo z Lipska kam a predevsim proc
vracet. Za podrobné korektury jsem vdécny Liboru Béhounkovi, jenz byl
schopen a ochoten navrhnout vylepSeni prakticky kazdé ¢asti knihy. Za
poznamky a podnéty k celému nebo vétsim Castem textu vdécéim Pa-
volu Zlatogovi, Radku Honzikovi, Ladislavu Kvaszovi, Janu Sebestikovi,
Pavlu Ludvikovi a Katefiné Trlifajové. Za dalsi pfipominky a opravy dé-
kuji Pavle Toracové, Karlu Prochazkovi, Robertu Roreitnerovi, Milanu
Soutorovi, Martinu Fontdnovi, Vitu Puncochérovi, Anné Horské a Da-
vidu Navarovi. Za starosti spojené s vydanim knihy nalezi nemalé diky
Davidu Jerabkovi.

Zavérem odoldm pokuseni vyhnout se obvyklému stereotypu tim, ze
ucinim za zbylé chyby a nedostatky textu (a Ze jich je) zodpovédné vyse
zminéné, a radéji jesté podékuji za pocasi akademického roku 2006/2007,
které mi dovolilo stravit vétsi ¢ast zimy na chaté a dokoncit tak knihu
podstatné diive, nez jsem ocekaval. V této souvislosti musim ocenit, ze
sousediiv chlapec Jaroslav (a.k.a. Jarousek) vyrostl a pfestal mé rusit
svym vyskotem, stejné jako pes Tapka (z druhé strany Zivého plotu),
jenz navic posel. Blih jim Zehne;j.

Vojtéch Kolman

Praha, fijen 2008



Geschrieben steht: “Im Anfang war das W o r t!”
Hier stock ich schon! Wer hilft mir weiter fort?
Ich kann das Wort so hoch unméoglich schitzen,
Ich muf} es anders iibersetzen,

Wenn ich vom Geiste recht erleuchtet bin.
Geschrieben steht: Im Anfang war der S in n.
Bedenke wohl die erste Zeile,

Daf} deine Feder dich nicht iibereile!

Ist es der Sinn, der alles wirkt und schafft?

Es sollte stehn: Im Anfang war die K r a f t!
Doch, auch indem ich dieses niederschreibe,
Schon warnt mich was, daf3 ich dabei nicht bleibe.
Mir hilft der Geist! Auf einmal seh ich Rat

Und schreibe getrost: Im Anfang war die T a t!

(Goethe, Faust)

Hierin liegt die feste philosophische Einstellung, die ich
zur Begriindung der reinen Mathematik — wie
iiberhaupt zu allem wissenschaftlichen Denken,
Verstehen und Mitteilen — fiir erforderlich halte: am
Anfang — so heifit es hier — ist das Zeichen.

(Hilbert, Neubegriindung der Mathematik)

Es ist weiter klar, dass es nicht die Folge von Lauten ist,
als welche sich ein Satz darstellt, sondern sein Sinn,
dem wir eigentlich Wahrheit zuschreiben.

(Frege, Logik)

Die intuitionistische Mathematik ist eine vom
menschlichen Geiste vollgezogene sprachlose
Konstruktion, die sich in restloser Exaktheit entwickelt
aus der Ur-intuition der Zwei-einigkeit.

(Brouwer, Berliner Gastvorlesungen)

Mathematik ist freilich, in einem Sinne, eine Lehre, —
aber doch auch ein Tun.
(Wittgenstein, Philosophische Untersuchungen)






Uvod

Cislo, jeho pojem a zpiisoby existence byly tématem filosofické reflexe
od pocatku filosofie jako teoretické discipliny, ba co vic, k této jeji eman-
cipaci bezpochyby i pfispély. Ne nahodou pravé v antickém Recku pie-
krocila filosofie stin praktické ‘Zivotni moudrosti’ a matematika prestala
byt souborem ad hoc pravidel, jak zmérFit to ¢i ono, ale systematickym
studiem abstraktnich objektt a forem. Filosofie matematiky pak jako cer-
vené nit prochazi déjinami obou disciplin a spojuje je v interakci nékdy
hluché a neplodné, jindy zase vybusné a inspirujici.

Ze zv1até z hlediska vyvoje matematiky pfichézeji v téchto vybus-
nych okamzicich ke slovu rozli¢né antinomie a paradoxy, neni v jistém
smyslu vitbec pfekvapivé. Soustiedénost, s jakou matematici sleduji zdé-
déné koleje svého vyzkumu, aniz by si kladli otdzky po jeho kotenech,
ptvodnich cilech ¢i podminkéch, za nichz ma jesté smysl, popisuje jiz
Platén ve své Ustavé [Res., 533b n] jako pozoruhodny, le¢ pro védce
typicky pfipad omezenosti:

[...] pouze sni o byti, ale nemohou skute¢nost nikdy spatfit za
bdélého stavu, pokud nechavaji hypotézy, které predpokladaji,
neprozkoumany, a nejsou schopni podat k nim vysvétleni.

Tato omezenost spolu s jistou mirou metodického lajdactvi nemusi byt
obecné na $kodu, nebot, jak uvidime na osudu fecké teorie proporci, p¥i-
1is vysoko nastavend latka rigoréznosti mize oficidlni teorii odvést daleko
od vlastni praxe, a utlumit tak dalsi vyvoj védy na dlouha léta doptedu.
Dojde-li pak po jisté dobé k detonaci v podobé protichtidnych ¢i ‘kontra-
intuitivnich’ zavért, neni to proto tfeba ihned interpretovat jako tragédii,
ale spiSe jako vyzvu a prilezitost k tomu zvazit a revidovat zapomenuté
vychodiska, oddélit cenné od konvenc¢niho a vysledek postavit na pev-
ngjsi zaklad. Z vyse uvedenych divodd musi byt sila vybuchu potfebna
k néjaké revizi zpravidla znacna.

Podnétt takovéto intenzity také nebylo v déjinach matematiky, resp.
filosofie matematiky mnoho, a Ize dokonce Fici, ze mély vzdy néjaky an-
ticky precedens. To plati trividlné o objevu nesouméfitelnosti (iraciona-
lity) nékterych veliin v rdmci elementarnich geometrickych forem, jako



20 Uvod

je Ctverec Ci pétithelnik, ktery ottasl pythagorejskym programem racio-
nalizace fenomenalniho svéta a privedl abstraktni aritmetiku nadlouho do
podruci ndzorné geometrie. Vidéno ahistoricky o¢ima Brouwerova ttoku
viéi implementaci jazykovych schémat a logiky v matematice, pfichylil
se zde osud na stranu (pre)intuicionistického kiidla, i kdyZ nutno dodat,
ze kdnon antické logiky nemél pii v§i sofistikovanosti tehdej$i matematice
mnoho co nabidnout. Kant nicméné ve své filosofii pfejal tuto prastarou
pfedstavu matematiky coby nézorné védy zijici z konstrukci v prostoru
a Case jako jednoduse danou a vyostril ji opét vici logice coby discipliné
diskurzivni, studujici jazyk a formalni vztahy jeho pojmi. Nevzal pfitom
v uvahu, Ze toto déleni jiz davno nekopiruje stav aktualniho badani.
Diky Descartové analytické geometrii, zfetelné ovlivnéné symbo-
licko-algoritmickou formou arabské matematiky, nemusely byt geome-
trické obrazce a tlohy pfedvadény pouze v nazoru, nybrz je bylo mozné
identifikovat, pojmenovat prostou formuli ¢i vyfesit mechanickym vy-
poctem. Z epistemologického hlediska Kantovy filosofie by to nemuselo
jesté znamenat zadny pokrok, kdyby totiz nové aritmetické (analytické)
metody zistavaly jen jakymsi ‘konzervativnim’ rozsifenim metod geome-
trickych (syntetickych). Ze tomu tak neni, ukézaly zfetelné az pozdéjsi
dikazy nefesitelnosti nékterych tradi¢nich geometrickych problémi, jako
je zdvojeni krychle ¢i tfeténi thlu, opirajici se o algebraickou teorii Ga-
loisovu. K nim jesté pozdéji pfistoupily ditkazy transcendence (nealge-
brai¢nosti) ¢isla 7, tedy negativni feSeni problému kvadratury kruhu.
Netrivialitu aplikace algebraickych ¢i obecné symbolickych metod v ge-
ometrii Slo ovSsem do zna¢né miry vydcist jiz z Newtonovy a Leibnizovy
ideje symbolického kalkulu coby metody feseni komplikovanych geomet-
rickych problém1, jako jsou vypocty obvodi a obsahil zakfivenych forem.
My se dnes muzeme velmi efektivné odvolavat také na Hilbertovy metody
(meta)dikazi o dokazatelnosti v axiomatickych systémech, konkrétné
tfeba na jeho dikaz nezavislosti axiomu o rovnobézkach na ostatnich
axiomech eukleidovské geometrie konstrukei analytického modelu apod.
Co se tyce infinitesimélniho kalkulu, jenz hraje v takto popsaném
vyvoji analytické matematiky vedle analytické geometrie stézejni ilohu,
byli si jeho otcové Newton a Leibniz stejné jako jejich kritici dobie vé-
domi toho, Ze mé ve svych zdkladech zna¢né trhliny. Nartstajici pocet
paradoxi spjatych s pojmem nekonecna, zvlasté v jeho konfrontaci s na-
zornym zavedenim derivace a integralu, ktera jde zase zpét az k nékterym
paradoxtim Zénénovym (paradoxy néazoru), vedl postupné k nékolika vl-
nam reforem analyzy. V nich byly opakované podrobeny zkouméani pojmy
funkce, limity a redlného ¢isla. Od Lagrangovy ukvapené eliminace limit
se tak pres Cauchyho synkategorematické uziti pojmu nekonec¢né malé
veli¢iny dospélo az k plné aritmetizované analyze, dokonané Weierstras-
sovou eliminaci Teci o limitnich veli¢inach a infinitesimaliich ve prospéch
kvantifikace pfes pfirozend ¢isla a Cantorovou, resp. Dedekindovou defi-
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nici a redukci redlného ¢isla na posloupnosti, resp. mnoziny ¢isel priroze-
nych. Nato hned vyvstal program novy, vénovany (1) §ir§imu zdiivodnéni
implicitné (emprakticky) osvojenych inferen¢énich vzorci Weierstrassovy
‘epsilontiky’, (2) vysvétleni fe¢i o vSech (pod)mnoZindch a posloupnos-
tech pfirozenych ¢isel, a potazmo (3) feéi o pfirozenych ¢islech samych.

7 jistych dtvodi, které zminime, jsou vSechny tyto t¥i body téma-
tem Fregovy nové logiky, tedy nikoli Cantorovy a Dedekindovy teorie
mnozin, kterd se jakozto novy typ do krajnosti zobecnéné aritmetiky
stejné jako aritmetika sama o jazyk a jeho formy primarné nezajima.
Zajem o syntakticky design matematickych teorii, tedy jakéasi instituci-
onalizovana reflexe na konstitutivni predpoklady toho kterého oboru, je
z hlediska historie matematiky znac¢né novum, jimz Frege tispésné vnasi
do matematiky podnéty vedouci v pribéhu dalsich let k rozvoji zbrusu
novych odvétvi a disciplin, mezi nimi informatiky. Na tomto pozadi se
nezdaji byt skody, které Fregovym, ale i Dedekindovym a Peanovym
ambiciéznim projektim zpusobily Russelliv a jiné paradoxy, tak vazné,
jak se je skodolibé pokusili interpretovat ‘statotvirci’ typu Poincarého ¢i
‘anarchisté’ typu Wittgensteinova. Pfesto je Russellova antinomie pravé
na zakladé debaty a rozkolu, ktery ve sféfe zéklad zpusobila, mozna
nejvyznamnéjsim kolapsem v déjinach (filosofie) matematiky. K nému
se ostatné vice ¢i méné vztahuji jak teorie typt revidovaného logicismu
Russellova, tak Zermelova a dalsi axiomatizace teorie mnozin, po nich
pak Hilberttav finitisticky program se svym durazem na bezespornost
axiomatické teorie a v neposledni fadé Brouwerovo a Wittgensteinovo
pausalni odmitnuti vSech uvedenych feseni.

O cem je tato kniha

Timto vyctem, snad s dodatecnym zminénim Gdédelovych slavnych vy-
sledk o netiplnosti aritmetiky, je také zhruba dén historicko-tematicky
ramec této knihy. Hlavni roli v ném hraje pojem ¢isla, ktery je sice od
doby Fregovych Grundlagen der Arithmetik [1884] (déle také “Grund-
lagen”) trvalym tématem filosofie matematiky coby emancipované filo-
sofické discipliny, zpravidla v ném vsak dominuje ¢islo pfirozené, jak to
lze napf. nazorné vidét na jinak znamenité Potterové studii Reason’s
Nearest Kin [2000].

To se mize zdat zprvu podivné, nebot jsme jiz naznadili, ze to byly
predevsim otazky matematického kontinua, co iniciovalo zvlasté plodné
interakce mezi matematikou a filosofii, ba co dalo dokonce vzniknout
logice jako plnohodnotné discipliné Zijici na pomezi obou. Dvodi pro
tento stav lze ale uvést hned nékolik. V prvni fadé nepodal nikdo pro
zadny z Ciselnych obori tak inspirativni a kompaktni ptiklad filosofické
analyzy jako Frege ve svych Grundlagen pro cisla pfirozend. Redlna
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¢isla predstavuji samoziejmé podstatné komplexnéjsi téma, u néhoz maji
zprvu nevinné vyhlizejici kontroverze dalekosahlé nasledky. Prastary spor
o aktualni ¢i potencialni charakter nekone¢na se v modernim uchopeni re-
alnych cisel coby posloupnosti ¢i mnozin ¢isel raciondlnich znac¢né vyost-
fuje, nebot zde v diisledku neméme co do ¢inéni jen s nekoneéné mnoha
objekty, ale s nekoneéné mnoha objekty, které jsou rovnéz nekonecné.
Tradi¢né tomu odpovida teze, ze v kontinuu se s nekoneénem setkdvame
v kazdém z jeho nekone¢né mnoha bodii coby limitou posloupnosti bodt
jinych, pripadné Ze kazd4 ¢ast kontinua je rovnéz kontinuem. Dat dohro-
mady néjaky presvédcivy, a proto obecné akceptovany zaklad, na némz
by mohla dalsi diskuze stavét, je tedy z povahy véci takika nemozné.

Program aritmetizace analyzy navic provazel motiv zcela inverzni
jeji fecké geometrizaci, totiz snaha o dosazeni co nejuplnéjsi nezavislosti
na ‘nespolehlivém’ nazoru. Tento mysl se zd4al byt v pripadé ptirozenych
¢isel snadno obhajitelny, nebot, jak argumentoval Frege [1884, § 24], po-
Citatelné nejsou jen empirické, ale i abstraktni predméty, napf. ¢isla sa-
motna. V pripadé cisel redlnych se tak ale snadno ztrati spojeni s ptivod-
nim oborem aplikace, tj. s praxi geometrického méreni. V okamziku pak,
kdy se ryze teoretickd zdivodnéni, nabizena po fadé Cantorovou teorii
mnozin, Fregovym a Dedekindovym logicismem a Hilbertovym forma-
lismem, stanou ve formé néjakého formalné koherentniho konglomeratu
zazitym standardem, dojde i k postupnému vytésniovani otazek po jejich
vazbach k ptivodni praxi, tedy i potfebé Sirsitho zdivodnéni.

Jelikoz tento trend zapocal jiz pred né€kolika dekddami, ocitla se sou-
casna filosofie matematiky v mrtvém obdobi. Idiosynkratické, le¢ pod-
nétné a k jadru mifici analyzy, jako je Lorenzenova ¢i holandské skoly,
jsou coby vystielky odsunuty stranou a namisto nich se slavnostné refor-
muluji a kombinuji tradiéné Gspésné postoje platonismu a formalismu,
tak, aby odpovidaly pohodli vétSinového vkusu. Brouwertuv zoufaly po-
kus o uték z Hilbertovym formalismem obehnaného ‘Cantorova raje’ je
také pochopitelny pravé potud, pokud je reakci na povrchnost axioma-
tikova predpokladu, Ze Ize aritmeticky obor ‘definovat’ konvencéné zvole-
nymi vétami, které praveé pro tuto konvencénost nemohou byt zprvu ni¢im
vic nez pouhymi formulemi. Tato idea tvofi bazi Dedekindovy a Hilber-
tovy metody ‘implicitni definice’, kterd se podle Coffovy [1982] vlivné
analyzy méla stat bazi konceptualizace matematiky, tj. jejiho oprosténi
od kantovskych forem nazoru. Dnes slavi tato doktrina triumf v ramci
tzv. strukturalismu, jenZ se po vzoru (raného) Hilberta nepfilis ispésné
pokousi skryvat platonistické predpoklady pod formalistickym rouchem.
Odtud popularita sloganu z Hilbertova dopisu Fregovi [1976, s. 66]:

Jestlize si libovolné stanovené axiomy vzajemné neprotifeci se
svymi disledky, jsou pravdivé, predméty témito axiomy defino-
vané existuji. To je pro mé kritérium pravdy a existence.
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Brouweruv duraz na ‘efektivitu’, ‘vycCislitelnost’ aritmetickych operaci
hral navic v dalsim vyvoji matematiky vyznamnou roli, kdyz dovedl
Brouwerovy pokracovatele, mezi nimi ¢asto i jeho protivniky, pfes teorii
rekurzivnich funkci k moderni informatice. Aplikace efektivniho stan-
dardu na pojem aritmetické pravdy a odmitnuti principu tertium non
datur mély jako vétSina konstruktivistickych namitek viic¢i klasické mate-
matice pfinejmensim ten pozitivni efekt, ze ukazaly podminky konstituce
elementarni aritmetiky jako netriviadlni. Ptame se:

Co vlastné znamena, ze je néjaké véta, napt. Goldbachova do-
mnénka, pravdiva, kdyz tuto jeji pravdivost nejsme momentalné
schopni dokéazat?

Jak poznévame onen ‘standardni model aritmetiky’, na néjz se
v dikazu Godelovych vét matematici tolik odvolavaji?

To vSe jsou ovsem v jistém smyslu jiz otdzky Fregovy. Skutecnost, ze
na né platonismus ani formalismus Cantorova ¢i (raného) Hilbertova
typu zadnou prijatelnou odpovéd nemaji, také potvrzuje Fregovo a Brou-
werovo odhodlani problematizovat to, co jini za problematické nepova-
Zuji.

Timto zakladnim (jak fika Frege v Gvodu Grundlagen: sékratov-
skym) postojem ovSem shoda mezi Fregem a Brouwerem kon¢i. Odmit-
nutim ‘vylouceného tfetiho’ a vibec moznosti jazykové kontroly v mate-
matice ignoroval Brouwer v jistém smyslu trivialni fakt, ze pfinejmensim
od Eukleidovych dob pracovala matematika s obory ve své identité urce-
nych pfedméti, jak to po Eudoxové genidlni anticipaci explicitné zachy-
til Frege ve své teorii abstrakce. Tim se Brouwer vydal na osamocenou
cestu leckdy duvtipné, le¢ v disledku nesrozumitelné mentalni akroba-
cie a anarchie difaznich predmétnych oborta. V ramci Fregovy odpoveédi
na kantovskou otazku “jak jsou nam dana c¢isla?”, totiz “v kontextu
véty, specidlné rovnosti”, bylo pfitom jasné popsano, jak pii netrivialni
analyze (jazyka) aritmetiky postupovat. Zaroven tim byl dan i prvotni
impuls k druhému kopernikovskému obratu ve filosofii, ‘obratu k jazyku’,
a z ného vzeslé analytické filosofii. V jejim ramci bylo mozné odhalit jako
nezdivodnéné nejen tradicni problémy filosofické metafyziky, ale i nové
se objevivsi problémy metafyziky matematické, a uvést je pak eventualné
na pravou miru.

V oblasti prekonani filosofické metafyziky jsou tradi¢né znamy zej-
ména prispévky Russellovy a Carnapovy, které vSak v dusledku svého
empirického zakotveni ¢asto prestieluji cil a jen nahrazuji jedno dogma
sil tfeba Wittgenstein ve své analyze Cantorova diagonalniho argumentu
a jeho (zne)uziti k ‘dikazu’ existence vyssich a vyssich nekonecen ¢i prin-
cipiadlné nepojmenovatelnych predméti. K tomu se podrobné vyjadiime
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v této knize. Za vlastni si pfitom mtzeme vzit pravé Wittgensteinova
[1976, s. 103] slova vyi¢end smérem k Hilbertovu [1926] proslulému zvo-
lani o Cantorové raji, z néhoz nas jiz nikdo nevyzene:

Rekl bych: “Ani ve snu by mé nenapadlo vyhanét kohokoli z to-
hoto raje.” Zkusil bych néco jiného: Zkusil bych vam ukazat, ze
to neni raj, a vy pak odejdete dobrovolné sami.

Podobné se to mé i s Wittgensteinovym [1976, s. 14] vyjadfenim, uvo-
zujicim jeho prednasky z filosofie matematiky v Cambridge roku 1939,
jejichz aktivnim participantem byl vedle von Wrighta také Alan Turing:

Jako filosof mohu hovofit o matematice, protoze se budu zaby-
vat pouze hddankami, které vznikaji v souvislosti s uzitim slov
RS

kazdodenniho jazyka, slov jako “dtukaz”, “¢islo”, “posloupnost”,
“usporadéani” atd.

To se vSak na nasi knihu tplné nevztahuje, nebot kromé filosofickych
sledujeme i jiné cile, které vyli¢ime zahy. Chci tim Fici, Ze se zde budeme
zabyvat také problémy, které uz s kazdodennim jazykem souvisi jen velmi
vzdéalené.

Ve vztahu k Wittgensteinové filosofii je ale vhodné predeslat, zZe
prosté dovolavani se kazdodenniho jazyka a Sifeji pojaté praxe neni ni¢im
samospasitelnym a bez dalsich vykladovych fines s sebou spiSe problémy
prinési, nez aby je Fesilo. Cantor byl samoziejmé v pravu, kdyz podobné
jako Bolzano definoval realné ¢isla salva veritate jistych postulati, napt.
véty o mezihodnoté, nebot na ¢isté fenomenéalni ¢i elementarné praktické
urovni neni vibec jednoznac¢né zodpovéditelné, jak by meéla ¢i neméla
vypadat jejich struktura. Rovnéz pro transfinitni fadu ordinald existuje
prirozené, le¢ znacné netrividlni zdivodnéni v topologickych ivahach nad
bohatosti struktury reilné osy, ktera je vlastné disledkem jejich netrivi-
alni Cantorovy definice. Pfidame-li tento Ciselné-teoreticky puvod teorie
mnozin k vzniku intuicionistické logiky a matematiky z Brouwerovy al-
ternativni koncepce kontinua, madme samoziejmé o nékolik duvodu vic,
pro¢ byt nespokojeni se zminénym vychylenim soucasné teorie zakladu
logiky od kdysi nastaveného sméru, ktery dal pojmu logiky jisty, zcela
specificky smysl. Pfitom jiz z trividlniho faktu, Ze komplexni vétné formy,
jimiz se zabyva Fregova logika, jsou vlastné tvary Weierstrassovy epsi-
lontiky, je zfejmé, ze jakémukoli pojedndni o déjindch (ideji) logiky by
mélo vécné predchazet pojednani o déjindch (ideji) ¢isla, zejména pak
¢isla realného.



Uvod 25

Jak ¢ist tuto knihu

V predkladaném textu chci sledovat prolinajici se cesty filosofie a ma-
tematiky na poli ¢isla, jeho forem a zpusobu existence, a to zejména
s ohledem na vliv, ktery tato interakce méla na vznik a vyvoj moderni
logiky, a naopak, ktery méla moderni logika na vyvoj matematiky a jeji
filosofie. V tomto ohledu méa byt tato kniha také prispévkem k déjinam
tématem néco, co se sice diky drilu Skolnich let ustanovilo jako trvala
sou¢ast naseho v8edniho Zivota a (jazykové) praxe méfeni a poc¢itani, na
zdivodnéni ¢ehoz ale pfes — a nebo pravé pro — jistou technickou kom-
plikovanost mél jenom maélokdo energii ¢i ¢as. Pravé na realnych cislech
je pritom ndzorné vidét, o jak netrividlni zalezitost se jednd, nebot jiz
zkoumani jejich vyskytu v relativné primitivnim vyseku ptirozeného ja-
zyka vede k zavéru, Ze se jednd jen o viditelnou Spicku ledovce skrytych
predpokladd, k jejichz odhaleni je zapotfebi vice nez pouhé sledovani
zavedenych postupi a rad, jak je nabizi mnozinova a axiomatickd mate-
matika.

Co se od nés zada, je ochota experimentovat, vidét tradi¢ni pri-
béhy, napt. ten ‘O Bolzanové statecném dikazu véty o mezihodnoté’,
jinyma oc¢ima, tedy ponofit se do logicko-filosofické, nikoli matematické
reflexe. Ospravedlnénim toho vseho je prosty fakt, ze pfinejmensim ona
‘primitivni’ ¢ast matematiky, ktera souvisi s ‘prirozenym’ pojmem c¢isla,
je vefejnym statkem, nikoli soukromym pozemkem veleknéz védy, ktefi
k nému podle vlastniho uvéazeni poskytuji vyvolenym piistup. Takovéto
pojeti védy jde ostatné proti zasadam jakékoli kritické filosofie, zvlasté té,
ktera zacina faktem sdileného jazyka, nikoli na ném nezavislym svétem,
ktery kazdy odhaluje sam za sebe, podle Bohem nadélenych specialnich
schopnosti. Tim samozifejmé nepopirame jejich existenci, pouze fikame,
Ze jsou pouhym prostiedkem, jimz mohou mimoiadné nadani jedinci roz-
§ifit spolecné sdileny prostor jazyka jistym, ne zcela predikovatelnym
¢i néjak predzjednanym smérem. Kritériem nadani je zde pfitom prave
obecny prospéch tohoto rozsifeni, nikoli vlastni uspokojeni jedince ¢i jeho
soudruhti. Odtud pochazi kritika védeckych teorii péstovanych pro sebe
sama ¢i, z jiné oblasti, kritika avantgardnich uméleckych smért.

K ironii doby patii, Ze se stalo béznym tyto sméry hajit, nikoli odmi-
tat. Obvyklym motivem zde ale neni tolerance, nybrz lhostejnost a nuda,
jedna se tedy o zvlasté rafinovany projev dogmatismu. To samoziejmé
neméni nic na zakladnim principu vst¥icnosti (charity), ktery nam veli
takovéto vystielky nesankcionovat, neomezuji-li nasi svobodu, a to nikoli
z lasky (tolerance), ale opatrnosti plynouci z nedostatku schematickych
kritérii pro odliseni dobrého od jalového. Tim ani ndhodou nefikame,
ze takovéto rozliSeni neni mozné, ba naopak, jeho popreni je projevem
mravniho a epistemického nihilismu, které jsou pravé proto, Ze se jedna



26 Uvod

o spolecenské, nikoli ¢isté privatni postoje, z definice neudrzitelné. Tento
zaveér plati obecné o vSech tzv. ‘skeptickych argumentech’; jak se jimi, na
muj vkus az prili§ ¢asto, zabyva ‘teoreticka’ filosofie.

Diuraz, jenz v nasi knize klademe na tlohu logiky pfi reflexi toho,
‘co jsou, k ¢emu jsou a jak jsou ndm déana d¢isla’, s sebou automaticky
nese, ze se nemuze jednat o praci popularni v zddném vyznamu toho
slova, ale studii od poc¢atku pevné zakotvenou v debatach soucasné fi-
losofie logiky a matematiky. Jinak to ostatné ani nejde a predstava, ze
lze zacinat s Cistym listem, mimo konkrétni historickou situaci, je ta
zaujima, jsou také nejspi§ v tomto okamziku vice méné ziejmé, stejné
jako seznam dramatickych osob, které se pfi tom — v cele s Fregem —
dostanou ke slovu.

JelikoZ se programové pohybujeme na pomezi nékolika obort, vznika
také otazka, do jakych detaili je v knize tfeba vykladat nékteré relativné
jednoduché pojmy, které jsou tématem tvodu do prislusné odborné lite-
ratury, a primarné tedy do filosofického pojednani, jako je toto, nepatfi.
Jednak je ale i ona odborn4 literatura v Cechach poiad jesté nedostat-
kovym zbozim (nemluvé o ‘dobré’ zdkladni literatufe), jednak z mych
zkuSenosti plyne, ze ani informovany ¢tenaf nemusi byt s to vybavit si
vSechny uzité pojmy v zZadoucich souvislostech ¢i nasviceni. I z tohoto
divodu jsem se rozhodl piivodni némecky text rozsirit alespon o naznaky
technickych néalezitosti, aniz bych tim ovSem suploval relevantni ucebni
texty a prirucky, které 1ze konzultovat dodatecné. K tomuto kroku exis-
tuje také vécné ospravedlnéni, nebot jsou to zpravidla pravé elementarni
a standardni rozliseni, v nichz tkvi jadro téch nejvétsich ideovych spori
a kontroverzi, jiz proto, ze je pro jejich kazdodennost nikdo nepovazuje
za nutné znovu zvazit a promyslet. A na druhou stranu, mnohé technicky
nekontroverzni vysledky logiky a matematiky se bez znalosti prislusnych
technikalit stavaji snadno desinterpretovatelnymi, a tudiz filosoficky bez-
cennymi ¢i dokonce nebezpeénymi, jak to prototypicky ukazuje pripad
Godelovych vét v jejich nezaslouzené roli novodobé kritiky ¢istého ro-
zZumu.

Jelikoz se programové zabyvame zcela elementarnimi vécmi, nemu-
Zeme Vv jistém smyslu nic predpokladat jako neproblematicky dané. Vét-
Sina rozliSeni knihy je tak zavadéna ‘za pochodu’ a méni se podle okol-
nosti danych dosavadnim vykladem. Kniha je jiz proto (!) na hony vzda-
lena zdmeéru byt ucebnici, a dochazi-li v ni prilezitostné k aplikaci vykla-
dové struktury

definice véta dikaz,

je to vidy predevsim s ohledem na ¢&itelnost textu. Zddné tvrzeni &
dtkaz v ni také nejsou zminény samoucelné ¢éi ze (skryté) estetickych
davodi, jak k tomu casto dochazi v logickych a matematickych textech,
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které jdou v disledku toho odnikud nikam. I ony zminéné ‘standardni’
pasaze, zejména kapitola 3 vénovand moderni logice a ¢asti kapitol 2
a 6 zabyvajici se zaklady teorie mnozin, slouzi p¥isné ucelim vykladu,
napf. k demonstraci techniky dikazu indukeci, jak ji logicismus netrivi-
alné vyuzil k obhajobé strukturalniho uchopeni pojmu ¢isla, konkrétné
tedy kategori¢nosti axiomatickych teorii aritmetiky a analyzy druhého
fadu, a v transfinitnim zobecnéni k dikazu kategori¢nosti teorie mnozin.
U dikazt nestandardnich matematickych teorémt, predevs§im rekurzivni
a intuicionistické analyzy, je tento didakticky tucel zjevny.

Od potencidlniho ¢tenafe se toho dopfedu neocekavad mnoho. Neni
totiz nasim cilem vysvétlit vSe co nejjednoduseji, ale ve spravnych sou-
vislostech, které jiz navedou k samostatnému studiu a pripadnému na-
vratu zpét, byt by to byl navrat kriticky. To znamen4, Ze samotnd Cetba
knihy naopak ocekava od ¢tenafe mnoho, totiz stalou spolupraci, ochotu
doplnit naznacena mista dikazi, precist podle potfeby souvisejici lite-
raturu apod. Na skodu také neni zkuSenost s metodami moderni (ma-
tematické) logiky alesponl v rozsahu jednosemestralniho kurzu konéiciho
diikazem véty o tplnosti pro vyrokovou logiku. Uvodni kurzy a texty,
které se bfemeno matematickych metod v logice pokouseji obejit, napft.
feCmi o uméni argumentace, jsou rozhodné na skodu véci. Z ¢eskych knih
je proto nejlepsi konzultovat Sochorovu Klasickou matematickou logiku
[2001]. V knihach zahrani¢nich je pochopitelné mnohem vétsi vybér, mezi
autorovy oblibené patii napt. nové vydani Boolosova a Jeffreyho klasic-
kého textu Computability and Logic [2002], pro svoji stru¢nost a eleganci
pak Endertontv tivod A Mathematical Introduction to Logic [2000]. V te-
orii mnozin je vybér komplikovanéjsi, nebot vétsina texti je koncipovana
axiomaticky, bez nadznaku motivace, kterd za timto pristupem stoji. Ma-
lym zazrakem je proto v tomto kontextu Deiserova kniha Finfiihrung
in die Mengenlehre [2004], ktera kombinuje Zivost vykladu s hlubokym
vhledem do zakrut vyvoje pojednavané discipliny. O néco podobného,
i kdyz ve stru¢néjsi a filosoficky zabarvené podobé, se pokousi Potterova
monografie Set Theory and its Philosophy [2004]. Ke standardnim uceb-
nicim patii Endertonovy didakticky prihledné Elements of Set Theory
[1977], v ¢esting pak kniha Balcarova a Stépankova [2005].

Ke knihdm zabyvajicim se ramcovym tématem nasi knihy, tj. real-
nymi ¢isly, po Cisté matematické strance patii v prvni radé Deiserovy
neddvno vydané Reelle Zahlen [2007] a Trussovy Foundations of Mathe-
matical Analysis [1997]. Obé jsou napsiny znamenitym stylem, s citem
pro detail a pojmové souvislosti, nejde ale v zddném ptipadé o pojed-
néani filosoficka, tedy néco, o co se tu, byt v hybridni formé, snazime my.
Ve slovenstiné se problematice vénuje kniha Lva Bukovského Struktira
redlnej osi [1979]. Co se tyce dil¢ich témat, jak se objevuji v nasi knize,
podrobny tivod do problematiky metod eukleidovské i jinych geometrii
podavéa Harthorne v knize Geometry: Euclid and Beyond [2000]. Jedinou
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mné zndmou uvodni studii k logikdm druhého ¥adu jsou Shapirovy Foun-
dations without Foundationalism [1991]. V otdzkach Brouwerova intuicio-
nismu patii pordd mezi nejlepsi tvodni knihy Heytinguv Intuitionism
[1956], se zna¢nymi vyhradami i Dummetovy Elements of Intuitionism
[1977]. V teorii rekurze lze odkédzat na Odifreddiho obligétni Classical
Recursion Theory [1989]. Znamenitou studii ke Godelovym vétdm, po-
kryvajici celou skéalu technickych, filosofickych i historickych souvislosti,
je Smithova An Introduction to Gédel’s Theorems [2007]. Z eskych knih
obsahuje zaklady rekurze a technicky ivod do problematiky Godelovych
vét Svejdarova Logika: Netplnost, sloZitost, nutnost [2002].

Z knih zabyvajicich se filosofii matematiky zpiisobem, ktery je blizky
autorovi textu, je mozné uvést vedle jiz zminénych Stekelerovych For-
men der Anschauung [2008] a Potterovy Reasons’s Nearest Kin [2000]
také Thielovu Philosophie und Mathematik [1995] a Kvaszovy Patterns of
Change [2008]. Posledné zminéna kniha mé o deset let starsi slovenskou
pfedchtdkyni O revoliciach vo vede a ruptirach v jazyku vedy [1998].
7Z ceskych a slovenskych titult k zakladiim matematiky je vhodné zminit
jesté Zlatosovu popularizaéni Ani matematika si nemdze byt istd sama
sebou [1995] a Vopénkovy svérazné Rozpravy s geometrii, vydané sou-
hrnné pod nézvem Uhelnyj kdmen evropské vzdélanosti a moci [2000].

Z ceskych texti, které sdileji mij pristup k filosofii jazyka a filosofii
viibec, bych rad vedle praci Peregrinovych, zejména jeho Vyznamu a
struktury [1999], jmenoval jesté disertaci Ondfeje Berana [2008] Jazyk a
individualita, jejiz knizni verze se pripravuje.

Konvence

Pfi sazeni knihy jsem pouzil nékteré obvyklé i méné obvyklé zasady zpra-
covani textu. Prvni z nich se tykaji uziti uvozovek. Bézné dvojité uvo-
zovky pouzivam takika vyhradné v metajazykové roli zminéni vyrazu,
po vzoru

“potkan” m4 Sest pismen,
jez mé kontrastovat s pouhym uZitim vyrazu ve vété
potkan ma blechy.

Pripad jednoduchych uvozovek je komplexnéjsi a zahrnuje jednak vno-
fené citace, jednak zdiraznéni uziti slova mimo obvykly kontext, jak se
to nejcastéji déje v feci metaforické ¢i ironizujici, a jednak ke zdiuraznéni
slova ¢i soudrznosti fraze. Vyznamovy dtraz na néjaké slovo ¢i vice slov
je vsak typicky zachycovan aplikaci kurzivy, jak jsme to vyse predvedli
v feli o zminéni vs. uziti vyrazu. Kurzivou jsou také sazeny tituly knih
a ¢lankt, a déle cizi, zejména latinské slova.
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Kapitalkami jsou zvyraznovana slova klicova pro dany vyklad, tj.
predevsim vSechny explicitné definované terminy, ale i vyrazy, které jsou
z néjakych divodt vyznamné nebo se ukazi byt vyznamné v dalsim textu.
Jejich vyskyt je v zavéreéném rejstiiku vyznacen tucné. Odkazy na lite-
raturu maji standardni format

jméno [titul, stranka],

ktery se zpravidla vyskytuje v textu a je s ohledem na to prislusné mo-
difikovan. To obndsi pfedevsim sklonéni nebo tplné vynechani autorova
jména, jestlize to okolnosti dovoluji. Kniha je ¢lenéna do kapitol, které
jsou tvoreny oddily. Referujeme k nim jednoduse jako ke kapitole x, resp.
oddilu x.y.

V knize predpokladame, Ze ma Ctenaf orientacni znalosti zakladni
logické a matematické symboliky a terminologie. Ta je proto vysvétlovana
pribézné, nikoli ivodem, jak to byva zvykem v matematickych textech.
V ptipadé nejasnosti lze konzultovat ptilozeny rejstiik symboli, v némz je
vyznaceno misto, kde je ten ktery znak podrobnéji vysvétlen ¢i definovan.
S ohledem na cetnost uziti nicméné pripomeneme nékteré znaky jiz zde,
predevsim obvyklé logické operatory

-A ANB AV B A— B A~ B

ve vyznamu popieni véty A, prostého slouceni “A a B”, nevylucujici
alternativy “A nebo B”, kondicionalu “jestlize A, pak B” a ekvivalence
“A tehdy a jen tehdy, kdyz B”. Zapis formuli zjednoduSujeme konvenci
pro silu vazby spojek v sestupné hierarchii =, A, V, — a <, podle niz
¢teme napt. formuli AA B — C jako (AA B) — C, nikoli jako AA (B —
(). Zavadime také kvantifikitory

(V) P(z) (32) P(z)

ve vyznamu “pro kazdé x plati P(z)” a “pro nékterd x plati P(z)”.

7 divodu vétsitho pohodli je ¢asto uzivame v podminéné varianté, kdy
napr.

(Vz > 0)P(x) (3z > 0)P(x)

znamend “pro kazdé x vétsi nez 0 plati P(z)”, pfipadné “pro nékterd
x vétsi nez 0 plati P(z)”. Z formalniho hlediska se jednd o zkratky za
(Vz)(z > 0 — P(x)), resp. (3z)(x > 0 A P(z)). Analogickd konvence se
tyka i mnozin zadanych vlastnosti P(z):

{z | P(z)} {z>0]P(z)},

kdy prvni tvar ¢teme jako “mnozina vSech z, pro kterd plati P(z)”, druhy
tvar, jenz je vlastné zkratkou za {z | + > 0 A P(x)}, jako “mnozina vSech
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x vétsich nez 0, pro kterd plati P(z)”. Prazdnd mnoZina je ddna néjakou
nesplnitelnou podminkou, napt. jako

0 <H{a | # =},

kde symbol “2¢f” zna¢i definitorickou rovnost a symbol “#” popfeni
prosté rovnosti =. Mnoziny lze zadat také vyctem prvkd, napt. jako
{5,6,3}. To se tyka i uspofadanych n-tic, napf. trojice (5,6,3), které
se od mnozin li§i tim, ze v nich pfihliZime k usporadani prvku, neboli
{6,3,5}, {5,6,3} ¢i {5,6,5,3} jsou stejné mnoziny, oproti tomu (6, 3, 5),
(5,6,3) a (5,6,5,3) jsou rizné n-tice. Nélezeni prvku mnoziné zachycu-
jeme symbolem €, jak je to vidét na pravdivych vétach

5 € {x | « je prvocislo} 5¢€ {6,5,3}.

Pouzivame také zapis A ¢ B ve vyznamu —(A € B). Fakt, ze je kazdy
prvek mnoziny A také prvkem mnoziny B, zna¢ime jako A C B a ¢teme
“A je podmnozinou B”. PodmnoZina A mnozZiny B je jeji vlastni pod-
mnozZinou, symbolicky A C B, obsahuje-li B néjaké prvky, které v A
nejsou. Formalné to lze zapsat jako

ACB= (Vz)(x € A— z € B),
ACB=ACBA(@z)(xe BAx ¢ A),

kde symbol “=" budeme i v dal§im textu pouzivat ve vyznamu defini-
torické ekvivalence. Prabézné jsou uzivany mnozinové operace

ANB AUB A-B

ve vyznamu pruniku, sjednoceni a rozdilu (prvki) mnozin A, B. Formalni
definice vypadaji takto:

ANB & {z|x € ANz € B},
AUB ¥ {x |z € AVz e B},
A-B ¥ {z|xe ANz ¢ B}

Prinik mnozin A, B zjevné tvori prvky obéma mnozindm spole¢né, sjed-
noceni predstavuje shrnuti prvkid obou mnozin v mnozinu jednu, v roz-
dilu A— B jsou prvky A, které nejsou v B. Zapis A—b znamend zpravidla
tolik, co A — {b}, tj. vyjmuti prvku b z A.



1 Od proporci ke kalkulu

Geometricky ptvod redlnych ¢isel v méfeni rozlicnych velic¢in, typicky
délek, je evidentni a bezpochyby podobné stary jako ptivod samotnych
prirozenych ¢isel. Ale nipad, Ze lze prislusnd udéani miry uchopit jako
novy druh ¢isel (v néméiné nazyvanych vystizné “Mafizahlen”), je mno-
hem pozdéjsiho data. K davodim, souvisejicim s (ne)splnénim jistych
forméalnich podminek, se jesté v prubéhu knihy mnohokrate dostaneme.
Nyni nas zajima néco jiného, totiz prvni kroky na cesté k tomuto teore-
tickému ‘obratu’.

V jistém smyslu pfitom neni nutné geometricky ptivod realnych ¢i-
sel nijak prehnand zdtraziiovat, nebot celd Feckd matematika, véetnd
aritmetiky, spocivala vlastné na geometrické bazi. O tom svédci jiz ta-
kové drobnosti jako napf. pythagorejska klasifikace ¢isel na trojuhelni-
kova, ¢tvercova, pétithelnikova a dalsi, viz obrazek 1.1.1Y) Pomineme-li

° (1Y)
o oo oo o000

o o0 ooo o o0 ooo

1 3 6 atd. 1 4 9 atd.

Obrazek 1.1: Figuralni ¢isla

vyjimky, jako byl Diofantos, pak vyhradné se symboly operujici alge-
bra, kterou zname jako pfirozeny pendant geometrie prostoru, prisla do
Evropy z Indie az ve stfedovéku prostiednictvim Arabi, jak ostatné na-
povida jiz jeji jméno. Pro nés je v tuto chvili vyznamné zejména Aristo-
telovo [Cat., 4b], [Met., 1020a] rozliSeni mezi velicinami spojitymi (kon-
tinualnimi, souvislymi ¢i kompaktnimi) a veli¢inami diskrétnimi. K tém
prvnim patii typicky délky, plochy, objemy nebo doby, k tém druhym
mohutnosti mnozin, resp. samotné mnoziny.

(1] Srov. Becker [1964, s. 34]. Aristotelés [Met., 1092b] napi. hovoii o tom, Ze jisti lidé
“poradaji ¢isla do tvara trojahelnikt a ¢tverca”.
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V této kapitole se budeme vénovat zptsobim jejich kvantifikace, coz
znamend, ze ¢isla pfedvedeme jakozto momenty ptivodni praxe, kterd je
odlisuje od jinych ‘entit’ ¢i ‘predmétn feci’, jako jsou geometrické tvary ¢i
prostoroc¢asové objekty. Abstraktni pojednani ¢isel, formulované tradi¢né
jako otazka zakladu aritmetiky, bude nasledovat v dalsich kapitolach.

1.1 Diskrétni velic¢iny

MnoZiny poéitame, veli¢iny méfime.?! Pojem &isla je tedy v prvni fadé
spjat se souborem diskrétnich, a proto v pivodnim, praktickém smyslu
poditatelnych predmétt. Neboli, jak muZeme ¢ist u Eukleida [El., VII,
def. 2]:

Cislo je z jednotek sestavajici mnozina.

Abychom mohli v konkrétni situaci pocitat, nestaci prostda konfrontace
s pocitanou mnohosti, napt. hromadou knih, ale musime znat i jednotku
pocitaného, tedy védét, co pocitat, zda t¥eba knihy, tituly, stranky ¢i ka-
pitoly. Na to v plném rozsahu upozornil teprve mnohem pozdéji Frege.!?!
Na preteoretické roviné, ktera byla v fecké matematice stéle zZiva, odpo-
vid4 tomuto pozorovani obor tzv. POJMENOVANYCH CISEL (5 jablek, 12
stranek atd.).l*! Pfi méfeni je ale také tieba zvolit jednotkovou veli¢inu
a nanést ji na mérici pristroj, tj. pravitko. Na rozdil od ¢isel nevede vsak
tento postup vzdy k nésobku zvoleného métitka, tj. neni vzdy mozné
dosdhnout toho, aby se jednotkova délka s danou délkou po opakova-
ném naneseni kryla. To, Ze ji miZeme alespon piekrocit, patii k definici
eukleidovské veliciny, o niz se zminime zahy.

spojité veliciny mérime”. Viceznacnosti, ktera je se slovem “veli¢ina” spjata, bychom
se tim ale nezbavili, resp. zbavili, aniz bychom néjak pfispéli k projasnéni textu.
Mohli bychom tfeba nahradit obecné “veli¢ina” slovem “kvantita” a stanovit, ze dis-
krétnimi, pocitatelnymi kvantitami jsou mnoziny, zatimco spojitymi, méfitelnymi,
veli¢iny. Dalsi viceznacnost, kterou nechame tak, jak je, nebot je vzdy odstranéna
kontextem, spoc¢iva v uziti slova “veli¢ina” jak v abstraktnim smyslu (délka, doba),
tak ve vyznamu konkrétniho, pojmenovaného kvanta (3 cm, 2,5 min), ale i substratu,
jemuz ndlezi (konkrétni tsecka, Gasovy usek). Tato vicezna¢nost ma navic svoji logiku,
nebot se jedna o rizné stupné abstrakce, zptlisoby uziti téhoZ, coz je jedno z témat
nasi knihy. Rovnéz nebudeme zavadét terminologicky rozdil mezi mnozinou a mno-
hosti coby konkrétnim kvantem a pojmem diskrétni kvantity, viz “mnohosti poc¢itame,
veliéiny méfime”.

(3] Viz kapitola 4, zejména oddil 4.1.

[4] Rozliseni pojmenovanych a abstraktnich veli¢in je velmi staré, srov. k tomu tieba
Stekeler-Weithofer [1997, s. 864]. Mizeme je vidét napf. i v Aristotelové [Met.,
1092b-1093b] vymezeni vic¢i Platénovym idealnim ¢islam a protitvrzeni, Ze éisla jsou
jen ¢cisly konkrétnich véci. Ve stfedovéku prislusny rozdil explicitné zminuje napf.
Stifel, viz Gericke [1990, s. 245]. Bolzano [1837, § 37] zase hovofi o konkrétnich a
abstraktnich veli¢inach, atd.
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)

Pythagorejska nauka o harmonii, zvlasté pak ‘objev
dfeni intervalil, po fadé napft.

¢iselného vyja-

6:5,5:4,4:3,3:2,2:1

pro malou a velkou tercii, kvartu, kvintu a oktavu,® piedstavuje pie-
svédCivy, a proto slavny piiklad, jak lze v ne zcela prototypickém pii-
padé, jakym je oblast zvuku, prekonat situacné zavislou volbu empirické
jednotky (kanonické struny). Na pozadi pythagorejské hudebni nauky
se takto poprvé jasné ukazuje, jaky vliv maji naSe teorie na naSe vni-
mani a kontrolu jevové skutecnosti, a to dokonce v oblastech, které jsou
povazovany za vysostné subjektivni, protoze pracujici s pocity piijem-
nosti & nepifjemnosti jistych pocitkn.[) Na teoretickou podminénost
(theory-ladenness, Theoriebeladenheit) kazdého pozorovéni upozornuje
jiz dva tisice let pfed Popperem a exponenty pozdniho pozitivismu Pla-
tén v Ustavé [Res., 531a], kdyZ se vysmiva oponentiim pythagorejské
hudebni teorie, ktefi se snazi poznat hudebni vztahy c¢isté empiricky,
tedy subjektivné, a proto “k nim prikladaji usi, jakoby chtéli chytit zvuk
od sousedl”, v nadéji, ze tak objevi nejmensi interval.

Kdo umi zpivat nebo hrat na néjaky nastroj, umi obvykle také roz-
lisit mezi invariantni melodii (samotnou skladbou) a absolutni téninou.
Melodie, tedy vzdjemné poméry (sledu rtizné dlouhych) ténd se nyni
zdaji byt pomoci ¢isel jednoznac¢né artikulovatelné v tom smyslu, zZe lze
dvé libovolné struny rozdélit na relativni jednotky tak, aby jejich casti
téhoZ pomeéru reprezentovaly tytéZ intervaly. Tradiéné se samoziejmé
ke konstrukci nastrojt, tedy absolutnimu normovani, vyuziva konvenéné
zvolena jednotka. Je to pfitom pravé hledani situaci presahujicich na-
strojii teoretického méfeni, co nas privadi k teorii pomért ¢i vztaht
veli¢in neboli k nauce o proporcich, a sice nejprve pro celd cisla, tedy
veli¢iny diskrétni. Ta je obsazena v VII. knize Eukleidovych Zdkladi.
V prvni fadé jde pfitom o pfesnou definici toho, kdy jsou dvé urcita
¢isla v tomtéz pomeéru nebo proporci. K dispozici je ndm zndmy Eu-
KLEIDUV ALGORITMUS vypoc¢tu nejvétsiho spolecného délitele (spoleéné
jednotky, miry) dvou éisel. Misto abstraktnich ¢isel si mizeme predsta-
vovat tfeba ¢isla pojmenovana, napt. dvé osatky jablek o 32 a 14 kusech.
Télo algoritmu tvoii nasledujici (z ohledem na dalsi vyklad co nejobecnéji
formulovany) proces, Eukleidem [El., VII, véta 1, 2] popsany takto:

(5]
(6]

Zakladni vyklad pythagorejské hudebni nauky podava t¥eba Lorenzen [1960, § 9].
V antice byly napt. za absolutné konsonantni souzvuky povazovany pouze oktava,
kvinta a kvarta, zatimco u ostatnich byla rozliSovana rizna mira disonance; ve stfedo-
véku byla zase z konsonantnich intervali vyloucena i kvarta, ktera je od baroka opét
povazovéana za dokonale konsonantni, zatimco obé& tercie spolu s obéma sextami (8:5
a 5:3) tvoii tzv. konsonanty nedokonalé. V atonalni hudbé jsou pak konsonantnimi
intervaly vSechny.
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Jsou-li A, B dvé veli¢iny takové, ze A > B, pak prezkoumej,
kolikrat se vejde B do A, a poznamenej si zbytek R. Ten je
z definice mensi nez druha veli¢ina, tedy B > R. Nyni postup
opakuj, tj. prezkoumej, kolikrat se vejde R do B, a poznamenej
si zbytek. Atd.

Tento postup se podle Eukleida nazyva ANTHYFAIRESIS neboli ‘stfidavé
odéitani’.[l Jelikoz konstruovana posloupnost A > B > R > --- klesa,
je za predpokladu diskrétnosti vychozich veli¢in A, B zfejmé, Zze proces
musi terminovat v koneé¢né mnoha, feknéme m, krocich, neboli v kroku
m prisludny zbytek zmizi. Oznacime-li nyni pro jednoduchost veli¢iny A,
B jako vychozi ‘zbytky’ R;, Rs, dostaneme na zakladé vyse popsaného
algoritmu nasledujici fadu rovnosti:

Ry = a1 Ry + R3,
Ry = axR3 + Ry,

Rm—l = am—lRm + Rm-&-la
Rm = amRm+1.

Jiz vime, ze plati Ry > Ry > --- > R,,4+1 > 0, pficemz z konstrukce je
zaroven jasné, ze posledni zbytek R, 11 je nejvétsim spoleénym délitelem
Gisel A, B.

Dikaz: Ry,4+1 déli z definice beze zbytku R,,, symbolicky R,41|Rm.-
Z obecné platnosti vét “jestlize alb, pak albc” a “jestlize a|b a a|c, pak
al(b+ ¢)” 1ze dale usoudit na Ry, +1|Ry—1, a opakovanim této ivahy na
Ryt1|Ri prol < i < m+1, tedy i A a B. Necht je nyni Z né&jaky
spolecny délitel A i B, tj. plati Ry = mZ a Ry = nZ. Z vySe uvedenych
vztahti plyne, 7e R3 = Ry — a1 Ry = (m — ayjn)Z. Takto lze induktivné
ukézat, ze plati Z|R; pro 1 <i <m+ 1, tedy i Z|R,+1. Tim padem je
Rm+1 > Z. O

Nés ovSsem nyni nezajimé nejvétsi spolec¢ny délitel R, 1, ale tak fikaje
mimodék konstruovana fada celych cisel

[a17a27"' 7am]7

a to pravé proto, ze nezachycuje absolutni, ale invariantni rysy diskrét-
nich veli¢in A, B. Anthyfaireticky proces vede v piipadé poméru 32:14
ke stejné posloupnosti jako u poméru 64 : 28, totiz [2, 3, 2], ale v prvnim
pripad€ je nejvetsi spoleény délitel 2, v druhém 4. Pii védomi toho, ze

[7] Srov. Becker [1964, s. 81 nn] pro dalsi detaily. Aristotelés [Top., 158b] hovoii v této
souvislosti o “antanairesis”.
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“pomeérem dvou ¢isel” nemame ve zvyku rozumét nic jiného nezli tako-
vouto invarianci, nabizi se nyni pfimo uchopit anthyfairesis jako definici
toho, co pomér vlastné je, coz se ndm technicky redukuje na zachyceni
rovnosti dvou poméri:

Veli¢iny A, B a C, D takové, ze A > B a C > D, stoji vii¢i sobé
ve STEJNEM POMERU neboli maji STEINOU PROPORCI, jestlize
aplikace anthyfairetického procesu vede k téZze posloupnosti ce-
Iych ¢isel (a1, as, ..., an]. Tuto posloupnost nazyvdme ANTHY-
FAIRETICKY VYRAZ nebo téZ ANTHYFAIRETICKE RACIO.

Tim je teprve ospravedlnén zapis 32:14 = 16: 7 coby vyjadfeni pfislusné
invariance, tedy nikoli napf. tvrzeni totoznosti (dvojic) p¥islusnych veli-
¢in, a tedy i zapis 32 : 14 samotny. Vsimnéme si navic, ze co nejobecnéjsi
formulace uvedené definice nevyzaduje ani to, aby ztcastnéné velic¢iny
byly vSechny téhoz typu. To davéa smysl pozadovat jen pro dvojice A, B
a C, D zvlast.

Vyuziti stiidavého od¢itani k definici proporci v predeudoxovské,
rané pythagorejské matematice hajil poprvé systematicky Oskar Becker
[1933], anticipovan H. G. Zeuthenem [1910].8] David Fowler [1999] pak
roli anthyfairesis v $irSim kontextu fecké matematiky a filosofie vénoval
celou studii. Od ného pochéazi také termin “anthyfairetické racio” ve vy-
znamu toho, co si dnes spojujeme s racionalnim c¢islem ¢i se zlomkem,
jenz toto ¢islo oznacuje. Souvislost pythagorejské definice racia s definici
nasi, tedy v prvni fadé pfepis vyrazu “[ay,as, ..., ay]” do zlomkové no-
tace, zprostiedkovava zapis, jenz je z literatury znam jako tzv. RETEZOVY
ZLOMEK (continued fraction, Kettenbruch):

1
CL1+

as +

4
1
Am—1+ —
Am

Lze jej snadno odvodit z vyse uvedenych rovnic takto:

R1_01R2+R3_ +R3_ 4 1 _ i 1 _
Ry Ry - Rz_al &_al asRs +Ry
R3 R3

Objev moznosti, jak artikulovat uniformnim zpisobem abstraktni vztahy
v tak nestejnorodych fenomenalnich oborech, jako je hudba ¢i geometrie,

8] Srov. k tomu poznamky pod &arou in Becker [1933] a Becker [1964, s. 79 nn).
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byl jisté hlavnim motivem pythagorejské ¢iselné mystiky, podle niz “je
&islo principem poznani”.[®! Aristotelés [Met., 985b n] k tomu v casto
citovaném misté pise:

V této dobé€ a jiz drive vénovali se takzvani pythagorejci mate-
matice, jako prvni ji rozvinuli a takto vychovani myslili si, ze
jejl principy jsou principy vSech véci. Jelikoz ¢isla jsou ze své
povahy prvni a zdéala se jim v mnoha ohledech podobat vécem
existujicim i vznikajicim — vice nez oher, zemé a voda [...];
jelikoz vidéli opét, Ze vlastnosti a poméry hudebnich stupnic lze
vyjadrit ¢isly; jelikoz se jim dale zdaly byt vSechny véci utvareny
podle ¢isel a ¢isla zase prvnimi vécmi v celé prirodé, predpo-
kladali, ze prvky ¢isel jsou prvky vsech véci a celd nebesa jsou
hudebni stupnice a ¢islo.

Pii vstiicné interpretaci se ovSem nejednd o néjaky projev povéry & fi-
losofického tmafstvi, jak nam empiricky zaméfeny Aristotelés sugeruje,
ale naopak, o zakladni racionalni presvédceni, Ze lze svét uchopit, po-
psat jazykem. V analytické tradici je tato premisa ekvivalentni jeho po-
znatelnosti. Vyhoda jazyka aritmetiky spociva pravé v tom, ze pracuje
s relativné pfehlednymi symbolickymi formami reprezentace a mechanic-
kého usuzovani, na ¢emz je ostatné zaloZen i uspéch matematické fyziky
v novovéku. Ta neni vlastné ni¢im jinym nezli vysoce rozvinutou for-
mou aritmetizace svéta, tedy uskute¢nénim pythagorejského programu
na podstatné Sirsi, a tim i ‘odvaznéjsi’ bazi.

Pythagorejska definice (rovnosti) proporce ukazuje nazorné, jak po-
krocilad byla anticka teorie veli¢in a pro¢ ji lze v principu interpretovat
jako zobecnénou teorii ¢isel, zprvu tedy ¢isel racionalnich. To, co jsme po-
psali, je vlastné baze moderni teorie abstrakce neboli zavedeni abstrakt-
nich predméta, jak je pozdéji rozpracovali Frege a Lorenzen. My se této
technice, vedle pribézného uvadéni konkrétnich implementaci, budeme
systematicky vénovat v kapitole 4. Momentalné se uspokojime pozorova-
nim, Ze se jedna o explicitné formulovany prechod od ptvodni ekvivalence
(dvé dvojice ¢isel vedou ke stejnému anthyfairetickému réaciu) k rovnosti
novych, abstraktnich, resp. abstraktnéjsich pfedméta (proporci, racional-
nich ¢isel). Dnes obvykly zpiisob zavedeni racionélnich ¢isel, podpofeny
zlomkovou notaci, se pfitom opira o vztah

a c deb

—=—-=uad =bc.

b d
Vychodiskem je zde ekvivalence mezi celymi Cisly, resp. jejich dvojicemi
na pravé strané vyrazu.

[ Srov. pythagorejské fragmenty uvedené in Becker [1964, s. 105 nn)].
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Moderni definici (racionalni) proporce ponechme ale ted stranou a
vratme se k definici anthyfairetické. Nabizi se totiz hypotéza, Ze je anthy-
faireticky proces aplikovatelny obecné, tj. na libovolné veli¢iny, a to jed-
noduse proto, ze kazdé dvé instance prislusného typu, napt. dvé usecky,
maji néjakou spoleénou miru neboli tisecku, ktera se do obou beze zbytku
vejde. V tomto pouziti se také nabizi pfimé srovnani s obvyklejsim zpt-
sobem meéfeni a na ném zalozeném realném disle:

Zkouméme-li, kolikrat se tsecka (veli¢ina) B, jiz je pfi méfeni
zvolend tisecka (veli¢ina) E jednotkova, vejde do tsecky A, zadi-
name stejné jako u anthyfairesis, totiz nékolikanasobnym ode-
étenim B z A a poznameninim zbytku R < B. Poté ovSem
nepfejdeme k R, ale zistaneme u B jakoZto vychozi (méFici)
jednotky, rozdélime ji vSak na p (typicky 2 nebo 10) stejnych
Casti % a ptame se znovu, kolikrat se B takto zmensSena vejde
do R. Atd.

To je baze tzv. p-adického zdpisu (zatim jen raciondlniho) ¢isla, jak jej
zname z bézné praxe a jak se o ném zminime jesté v oddile 2.4. Ve srov-
nani s pythagorejskou metodou, ktera opakované proménuje meétici v mé-
fené a vice versa, je tento standardni zptisob méfeni a na ném zalozené
definice proporce evidentné robustnéjsi a méné elegantni, prevysuje vSak
anthyfairesis jak z praktickych, tak didaktickych divodd. V Eukleido-

—
: —

e — —

— H

—+

Obrézek 1.2: Anthyfairesis neboli stfidavé od¢itani

vych Zdkladech je anthyfaireticky algoritmus v pouziti na libovolné veli-
¢iny, tj. nejen na &sla, popsan v X. knize.l'®) My jsme jej v pFedchozim
oddile formulovali tak obecné, abychom ho nyni nemuseli opakovat. Také
pojem (rovnosti) proporce lze znovu pouzit.

Obecny predpoklad soumétitelnosti dvou (a v dusledku pak i ko-
nefné mnoha) instanci libovolnych veli¢in nemusi jesté implikovat ato-
mistické pojeti svéta, v némz maji dale nedélitelné atomy hrat tlohu
univerzalni jednotky métici vsechny veliCiny, které se tim padem stavaji

(10] Viz Eukleidés [EL, X, véta 2, 3].
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diskrétni. V obou, tj. kone¢ném i obecném pfipadé, lze nicméné oceké-
vat, ze Eukleidiv algoritmus aplikovan napf. na libovolné usecky A, B
v kone¢né mnoha krocich terminuje. Na obrazku 1.2 vede napf. k raciu
[2,2,1,3]. Vzajemnd souméFitelnost ale neni jediny pfedpoklad, jenz se za
moznosti geometrické anthyfairesis, stfidavého od¢itani tsecek, ploch ¢i
objemu, skryvé. Zaprvé musi byt poméfované veli¢iny A, B srovnatelné
v tom smyslu, Ze nastava pravé jeden z ptipadi A < B, A = B, B < A.
Zadruhé by mél byt tento obor archimédovsky, coz znamend, ze lze libo-
volnou veli¢inu A pfesdhnout koneénym nandsenim libovolné veli¢iny B
mensi. Tuto obecnou moznost vyjadfuje tzv. ARCHIMEDOVSKY AXIOM,
jemuz se také z uvedenych divodi ¥iké axiom MERENT.[M V obou pied-
chéazejicich bodech je pak jiz, zatfeti, dana moZnost definovat na daném
oboru s¢itani jako totalné definovanou komutativni a asociativni operaci.
K ni Ize dodatecné definovat i podminéné odc¢itani. V opacném sledu,
ktery odpovida metodé moderni algebry, dostavame nasledujici axioma-
tickou charakterizaci oboru, ktery budeme z nedostatku standardniho
terminu nazyvat OBOREM EUKLEIDOVSKYM:

(1) A+B=B+A,
(2) A+ (B+C)=(A+B)+C,

(3) pro libovolné A, B nastava pravé jedna z moznosti:

(a) existuje C tak, ze A+ C = B, (A< B)
(b) existuje C tak, ze B+ C = A, (A> B)
(c) A= B, (A= B)

n

—~
(4) pro B < A existuje n tak, 7e B4+ B+ ---+ B > A.

V tomto vymezeni je vlastné uspoifadani zavedeno dodateéné pomoci
sCitani, pricemz uvedené postulaty garantuji, ze to bude

USPORADANI LINEARNI{, ¢ili Ze vedle vlastnosti definujicich tzv.
CASTECNE USPORADANT, coZ je (1) ANTIREFLEXIVITA, tj. neplat-
nost vztahu ‘A < A’, a (ii) TRANZITIVITA ‘Z A < Ba B < C
plyne A < C’, plati jesté jeho (iii) LINEARITA ‘A < B nebo
A = B nebo B < A’ pro kazdé A, B, C.

111 v Zdkladech [EL, V, def. 4] mu odpovida definice, podle niz mohou mit dvé veli-
¢iny racio pouze tehdy, jestlize spliuji vysSe uvedenou podminku. Podle predchéazejici
definice (def. 3) je nicméné hlavnim tkolem axiomu zachytit homogenitu, tj. to, ze
jsou srovnavané veli¢iny stejného druhu, a tudiz srovnatelné. Autorem prvniho na-
zvu axiomu je Otto Stolz, druhého pravdépodobné Oskar Becker. Viz Gericke [1984,
s. 115 n].
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Vsimnéme si, ze z antireflexivity a tranzitivity relace jiz plyne jeji AN-
TISYMETRIE, neboli okolnost, Ze ‘z platnosti A < B plyne neplatnost
B < A’ a ve spojenti s linearitou tedy i jeji TRICHOTOMIE, neboli plat-
nost pravé jedné ze tii moznosti A < B, A = B, A > B. O linedrnim
uspoiadani se také hovori jako o USPORADANI TOTALNIM nebo strucéné
0 USPORADANI, nebot jsou jim kazdé dva prvky, s vyjimkou prvki iden-
tickych, SROVNATELNE. Absolutni srovnatelnost zajistuje relace <, ktera
ale zase nevyhovuje popisu uspoiadani, nebot je reflexivni. Z tohoto du-
vodu se obvykle zavadi

CASTECNE USPORADANI SLABE a SILNE (OSTRE), pfi¢emZ to
prvai je (i) REFLEXIVNI ‘A < A’ (ii) SLABE ANTISYMETRICKE
‘2 A< BaB < Aplyne A= B a (iii) tranzitivni. Silné
Castecné uspotradani je to, které jsme popsali vyse.

Jelikoz jsou pFirozena &isla zjevné eukleidovskym oborem,!*?! 1ze snadno
ocCekavat, ze geometrie neni v disledku nic jiného nezli jisty druh na-
zorné aritmetiky neboli zZe uvedené charakteristiky eukleidovské domény
spolu s predpokladem souméfitelnosti vycerpavaji a jednoznac¢né vyme-
zuji prostor geometrickych metod a vét, a potvrzuji tak pythagorejské
motto: “vSechno je ¢islo”. Objev nesouméfitelnosti strany a diagonaly
ve ¢tverci a v pravidelném pétithelniku ucinil této predstavé rozhodny
konec. Oba dtkazy maji svoji ndzornou variantu, a jsou tedy v jistém
smyslu velmi elementarni.

1.2 Nesouméftitelnost a jeji dikazy

V piipadé ¢tverce je spiSe neZ ndzorny, EPAGOGICKY zptuisob ditkazu zndm
dtikaz APAGOGICKY, nepiimy. To je ddno i tim, Ze moderni matematika,
na rozdil od té fecké, preferuje nendzorné dikazy, tj. pracuje (alespor
oficidlné) namisto s obrazy s vétami a tsudkovymi pfechody. Novoveky
preklad “epagdgé” jako indukce a “apagdgé” jako dedukce je tu ovSem
krajné matouci, nebot v antice preferovany nazorny ditkaz nem4 s indukci
ve smyslu empirického zobecnéni nic spoleéného. 3!

(12] Na definici eukleidovského oboru je z algebraického hlediska zajimavé, ze neobsa-
huje ani podminky kladené na GRUPU, tj. piedevsim (1) existenci neutralniho prvku
E, pro néjz plati A+ F = E+ A= A, jimz by bylo tedy néco jako ‘nulovd’ veli¢ina,
a (2) s tim souvisejici existenci prvki inverznich, tj. takovych, ze A+ (—A) = E. Diky
asociativité se jedna alespon o tzv. pologrupu, kterad je navic komutativni. Pfirozena
¢isla predstavuji pfiklad komutativni pologrupy, ktera ma pfipadné neutralni prvek
0. Na zékladé skute¢nosti, ze pro vSechny jeji prvky plati A > 0, se pak jejich struk-
tura nazyva pozitivni. K algebraické charakterizaci eukleidovské domény jako “totalné
uspofadané striktné pozitivni komutativni pologrupy” srov. Stein [1990, s. 339]. Né-
které z uvedenych pojmt budou jesté podrobné definovany pozdéji.

(13] K charakterizaci metod epagdgé a apagdgé v kontextu vyvoje matematickych
metod viz von Fritz [1971].
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Skutecénost, ze lze na jediném ptipadu nahlédnout obecnou platnost
néjakého jevu pro piipady vSechny, je naopak konstitutivni pro to, co
nazyvame geometrickymi objekty a geometrickym dikazem. V tomto
smyslu nemiize existovat zadna presvédcivejsi ¢i rigoréznéjsi metoda ge-
ometrické definice ¢i demonstrace, napt. z Cistych pojmu ¢i axiomatic-
ko-deduktivnim zpiisobem. Tim neni v zddném pripadé zpochybnovana
uloha jazyka v epagogickém procesu, nebot to neni pouhy nizor empi-
rického (a proto nepfesného) obrazce, ale i jazykem ve své identité za-
chycené idedlni forma (¢tverec a trojuhelnik), co nas napf. na notoricky
znadmém obrazku 1.3 ‘pfivadi’ k Pythagorové vété.['4) Rozdil empirického

Obrazek 1.3: Epagogicky dikaz Pythagorovy véty

nacrtu a idedlni formy, kterou je skrze epagogicky dikaz tieba ‘spatfit’, je
vlastné jen variaci na diive diskutované rozliSeni empirického souzvuku a
abstraktniho intervalu, napt. kvarty, idealné, tj. nezavisle na néjaké kon-
krétni empirické situaci definované matematickym vyrazem 4:3. V epa-
gogické tivaze se samoziejmé mohou objevit deduktivni prvky, coz ji ale
nedéla jesté apagogickou, nepfimou. Rozchod s moderni terminologii je
zde markantni.

Apagogicky dtikaz nesouméfitelnosti ve ¢tverci, obsazeny v X. knize
Zdkladu,'®! vypad4 nésledovné:

Diikaz: Kdyby byly strana S a diagonala D ¢tverce souméfitelné, mély by
pomér jako néjaka dvé celd ¢isla s, d, u nichz mizeme navic bez jmy na
obecnosti predpokladat, Ze jsou dale nesoudé€lné, neboli nemaji jiného
spoleéného délitele nez ¢islo 1. To mj. znamend, Ze nemohou byt obé
suda. Jelikoz plati d? = 2s2, jak vime napi. z vjuky otroka v Platénové

(14] Tento ditkaz je velmi pravdépodobné ptivodni a neni zase tak nekomplikovany,
jak by se na prvni pohled zdalo. Dalsi piiklady epagogickych dikazt jsou shromaz-
dény napt. in Nelsen [1993], veetné nékolika alternativnich ‘vizualizaci’ Pythagorovy
véty. Ulohu takovychto “diikazii beze slov” neni radno piecefiovat pravé proto, Ze je
zapotifebi mnoha slov (teorii) a jimi Fizené zkuSenosti, abychom piedklddané obrazky
mohli automaticky desifrovat jako demonstrace geometrickych vét.

(15] v Heathové kritickém vydani ovSem prislusna véta, obvykle znacena jako véta
115a, resp. 117, neni, viz jeho poznamka in Eukleidés [1926, dil III, s. 2].
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Mendnovi [Men., 82b—85c¢], musi byt podle tzv. ‘nauky o sudém a lichém’
z IX. knihy d sudé, nebot soudinem lichych ¢isel je vzdy ¢islo liché. Plati
tedy d = 2t pro néjaké ¢&islo t. Pak ale plati s = 2t2, ¢ili i ¢islo s je sudé,
v rozporu s predpokladem. a

V nézorné varianté diikazul'®! naneseme nejprve na diagonalu D Etverce
jeho stranu S. V daném bodé pak vztycime kolmici a zkonstruujeme
mensi ¢tverec o strané A a diagonale B. Z obrézku 1.4 plyne, ze A = D—S

Obréazek 1.4: Nesouméfitelnost ve étverci

a B=S5—A. Kdyby tedy mély S a D spole¢nou miru ¥, musela by byt i
spoleénou mérou A a B. Opakovani konstrukce v rdmci mensiho ¢tverce
nas ovsem v kone¢né mnoha krocich dovede ke ¢tverci, jehoz strana a
diagonéala jsou mensi nez F. Pfedpoklad soumértitelnosti by tedy vedl ke
sporu.

K podobnému zavéru lze dospét i na pétithelniku, viz obrazek 1.5.
Tento dikaz neni na rozdil od dikazu pro ¢tverec dochovany, ale s ohle-
dem na tradovany pythagorejsky ptvod objevu a fakt, ze pravidelny pé-

Obrazek 1.5: Nesoumeétitelnost v pétithelniku

tithelnik patfil k oblibenym formam pythagorejcti, a byl proto i v jejich
znaku, lze takové hypotéze pricitat jistou vérohodnost. Prislusna kon-
strukce je navic v jistém smyslu velmi elegantni, nebot mensi pentagon,
potfebny k odvozeni sporu, vznikne jednoduse vkreslenim diagonal do

[16] 7 povahy véci je zFejmé, ze ditkaz tohoto typu, tj. ditkaz nemoznosti, neexistence,
musi kromé nazornych, konstruktivnich prvka obsahovat i prvky diskurzivni.
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pentagonu vétsiho. Pfitom si staci uvédomit, ze kazda diagondla pétii-
helniku je rovnobézné s néjakou jeho stranou. Pro stranu A a diagonalu
B vkresleného pétithelniku a diagonalu D a stranu S vychoziho pétiu-
helniku tak dostaneme vztahy D = A+ B+ B a S = A+ B, v dtsledku
¢ehoz pak muzeme zopakovat podobnou tvahu jako pro ¢tverec. Na za-
kladé VETY O PODOBNOSTI TROJUHELNIKU,'7) jak je dana obrizkem
1.6 a (vybérové) vztahy X:Y = U:V, (X+Y):Y = (U+V):V a

—V—+—U—

Obrazek 1.6: Podobnost trojuhelnika

K:L = (X+Y):Y, dospéjeme (tFeba na zdkladé posledniho z nich)
k rovnici

D:S=8:B=5:(D-29),

zndmé jakozto pomér ZLATEHO REZU, tj. takového rozdéleni usecky na
dveé casti, v némz ma vychozi tsecka k vétsimu tiseku stejny vztah, jako
tento k tiseku mensimu. Véta o podobnosti trojuhelniki je pritom snadno
dokazatelna za pfedpokladu soumétitelnosti veli¢in, a byla tak i nejprve
dokézana.

Nyni si vSimnéme, Ze v zdkladech obou obrazkovych odvozeni sporu
s timto predpokladem je vlastné stiidavé odéitani vychozich veli¢in, di-
agonaly a strany. Pokusme se nyni s pomoci fetézového zlomku odvodit
prislusné anthyfairetické racio, a to nejprve u ctverce. Vime, ze plati
S=A+BaD=A+ B+ A. Z toho dostavime nejdiive

D_A+B+A A 1
S  A+B A+B A+ B’
A

Nyni se zaméfme na pomér (A + B): A. Ten musi s ohledem na totoznost
forem zustat stejny, nahradi-li se v ném A stranou libovolného jiného
¢tverce a B jeho diagonalou. Ergo:

A+B S+D 2A+B)+A

A
— = =2 =2 .
A S A1 B tTArB T 4ArB

A

(171 V néméing se tento specificky pfipad oznacuje sugestivné nazvem “Strahlensatz”.



Od proporci ke kalkulu 43

7 této rovnice je ovSsem ihned jasné, ze dalsi vypocet lze pouze opakovat,
aniz by kdy mohl dospét ke konci, a Ze je tedy prislusny anthyfaireticky
proces [1,2,2,2,...] nekone¢ny, eventudlné vede k nekoneénému fetézo-
vému zlomku:

1+
2+
2+

1

1
2+ —

Zjednoduseni 1ze samoziejmé dosdhnout tim, ze za¢neme mensim ctver-
cem a ptame se piimo po poméru (A + B): A. Vysledkem je posloupnost

[2,2,2,2,...]. V tomto ohledu je odvozeni na pentagonu zcela pfimocaré:
B D A+B+B B 1
B -1+ — =14 ,
A S A+ B A+ B 1

1+ —

B

A

nebot vede rovnou k vyrazu:
1+ !
1+ !
1+ !
1
1+ —

Ted je ovSem na misté zvysend opatrnost. Jaky Ze ‘proces’ je vlastné ne-
koneéna anthyfairesis, k jakému ze ‘vyrazu’ vlastné vede? Neni tomu spise
tak, ze nekonecny vyraz jednoduse zadny vyraz neni, stejné jako neni ne-
koneéna konstrukce konstrukei? Jasné je pfinejmensim to, Ze k ospravedl-
néni takovychto obratt je tfeba jesté mnohé ucinit, nebot od koneénych
objektil k nekoneénym musi vést néjaky netrividlni a kvalitativné od-
lisny krok. Na druhou stranu neni vyloucéeno, ze pythagorejci pozdéji ve
svém znaku jako reprezentantu nekone¢né posloupnosti [1,1,1,...] mohli
spatfovat pozoruhodny typ epagogického dikazu existence (aktuélniho)
nekonecéna. Posloupnost zmensujicich se pétitthelnik® bez spolecné jed-
notky, tedy nutné neterminujici, totiz lezi pfimo pfed nami.

1.3 Eudoxova teorie

Na pozadi zdafile rozbéhnutého programu aritmetizace (svéta) se ob-
jev nesoumétitelnosti musel jevit nepochybné jako krize zékladi. To se
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ostatné odrazi jiz na paradoxné zvoleném oznaceni vztahu nesouméri-
telnych veli¢in jako “alogoi logoi”, tedy “iraciondlnich racii”. Ale jiz
z pohledu matematického praktika musela vypadat situace va7né, nebot
mnoho dikazi geometrickych vét souméritelnost jednoduse predpokla-
dalo, napf. jiz zminéna véta o podobnosti trojuhelnik.

Eudoxova teorie proporci, dlouho povazovana v oblasti ¢isel za me-
todologicky precedens, spociva na specifické definici rovnosti proporci,
kterad je pro svoji geometrickou povahu imunni vaci disledkim aritme-
tické nesouméritelnosti spojitych veli¢in. Neuchopitelné, ‘nekone¢né’ pro-
porce skrze ni dostavaji koneéna pojmenovani neboli reprezentace, které
pochézeji z jiz definovaného (eukleidovského) oboru zkonstruovatelnych
veli¢in. Sama definice se nachézi v V. knize Zdkladil'8! a vypada takto:

Velic¢iny A, B a C, D, které jsou pfinejmensim po dvou téhoz
typu, stoji vii¢i sobé ve STEINEM POMERU neboli maji STEINOU
PROPORCI, symbolicky A: B = C': D, jestlize pro kazda dvé
prirozena cisla m, n plati jedna z nasledujicich moznosti:

(1) mA >nB a zaroven mC > nD,
(2) mA=nB a zaroven mC = nD,
(3) mA <nB a zaroven mC < nD.

Nésobeni veli¢iny pfirozenym c¢islem je definovano jednoduse jako opa-
kované séitani, tj.
m

—
mAE A+ A+ +A.

Podle definice nyni vede takové znasobeni pfislusnych veli¢in ve stejném
pomeéru vzdy k tomu, Ze “se budto soucasné presdhnou, ztotozni, nebo se
stanou mensimi”. Jakou roli zde hraje predpoklad platnosti archimédov-
ského axiomu, tedy skutecnost, ze je prislusny obor veli¢in eukleidovsky,
uvidime pozdéji.

Nezli se dostaneme k motivaci, kterd za zprvu neprili§ intuitivni
Eudoxovou definici stoji, ukazme nejdfive na pfikladé, jakym zpusobem
dovolila obejit potize, které po objevu nesoumértitelnosti vyvstaly, a sice
na Eukleidové [El., VI, véta 1] diikazu véty:

Pomeér obsahi trojuhelnika téze vysky je stejny jako pomér je-
jich zakladen.

Dikaz: Uvazme trojuhelniky AFGH a AFIJ o zékladnach GH a I.J,
jak jsou nakresleny v obrazku 1.7. Jsou-li jejich zakladny souméritelné,

(18] Viz Eukleidés [EL, V, def. 5].
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tedy existuje-li néjaka spole¢nd mira F, lze vétu snadno dokazat s po-
moci obrazku 1.7 a lemmatu, podle néhoz trojihelniky o stejné vysce a
zékladné maji i stejny obsah.['”) V obecném piipadé mizeme nyni na zé-

FE-

Obrazek 1.7: Pfedpoklad souméritelnosti

kladé Eudoxovy definice argumentovat nisledovné: Vezméme néjaka cela
¢isla m, n a uvazme nasobky AH = m(GH) a IB = n(IJ) zékladen,
jak je to zachyceno v obrazku 1.8. Podle zminéného lemmatu musi platit

A G H I J B

Obrazek 1.8: Bez predpokladu souméfitelnosti

rovnosti AFAH = m(AFGH) a AFIB = n(AF1J). Z téhoz lemmatu
plyne, zZe maji-li trojihelniky stejnou vysku, ale rtiznou zakladnu, pak
ten se zékladnou vétsi ma i vétsi obsah, tedy: kdyz m(GH) > n(IJ),
pak i m(AFGH) > n(AFIJ). Jelikoz to samé plati i pro < a =, je véta
dokéazana. a

.......

prislusnou krizi zakladd fesit. Jedna se o metodu nekone¢né malych ve-
licin, tedy o jistou anticipaci Newtonova a Leibnizova infinitesimalniho
kalkulu. Jako vychodisko byla sice idea ‘bezrozmérnych veli¢in’ v antické
matematice oficidlné zakizana, v praxi se ale tu a tam objevovala. Za-
kladni ideu 1ze vysvétlit docela snadno, vzpomeneme-li nejprve kratce na
oba nazorné dikazy nesoumeértitelnosti. Tam jsme argumentovali tim, Ze
konstrukce mensich a mensich ¢tverct ¢i pétithelniki vede ke sporu se
soumeéritelnosti strany a diagonaly vychoziho obrazce néjakou jednotko-
vou veli¢inou E. Ve skutec¢nosti je to ale pfedevsim spor s pfedpokladem,

(19] Viz Eukleidés [EL, I, véta 38].
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ze je prislusny obor veli¢in archimédovsky, nebot kdyby F ziistavala stale
mensi nezli strana i diagonéla libovolného ¢tverce ¢i pentagonu zkonstru-
ovaného vyse uvedenym postupem, musela by byt v dusledku nekonecné
mala, neboli: pro zadné celé ¢islo n by nebylo mozné n-nasobnym nana-
Senim E pfesdhnout danou stranu ¢i diagonalu.

Vyznam archimédovského axiomu spociva tedy mj. v tom, ze zaka-
zuje nekonecné malé a nekonecné velké velic¢iny. Jeho verze aplikovana
v nami uvedenych epagogickych dikazech nesouméritelnosti se nachazi
v X. knize Zdkladu:2°)

Jsou-li A, B dvé veli¢iny takové, ze A < B, pak po odebirani
poloviny, pripadné vétsi ¢asti z B, a dale vzdy ze zbytku, ktery
takto vznikne, musime v kone¢né mnoha krocich dospét k veli-
¢iné C, pro kterou plati C' < A.

Tento princip nema vlastni jméno, nékdy se nazyva AXIOMEM SUBTRA-
HOVATELNOSTI, nékdy AXIOMEM MEREN{ V DIVIZIVNI FORME. Axiom
archimédovsky je pak v takovém kontextu oznacovan jako MULTIPLIKA-
TIVNI VERZE axiomu méfeni, pfi¢emZ neni obtizné nahlédnout, Ze jedna
verze implikuje druhou.?!]

Objev nesouméfitelnosti, jako ostatné vSechny ‘paradoxni’ vysled-
ky, které v tomto textu sledujeme, nas tedy nijak nestavi pred hotovou
véc, ale pred urcitd rozhodnuti. Jednim z nich je interpretovat jej jako
poukaz na neudrzitelnost archimédovského axiomu. Tento krok pak vede
k néasledujici verzi dikazu vySe uvedené véty o rovnosti poméru obsahi
trojuhelniki téze vysky poméru jejich zakladen:

Dikaz: Zékladnu GH trojuhelnika AFGH rozdélime nejprve na m stej-
nych tse¢ek U (tato konstrukee je na bazi obrazku 1.6 moznd pro libo-
volné m), a poté opakované nanasime U na zdkladnu IJ trojihelnika
AF1J, dokud je to mozné. Viz obrazek 1.9. Posledni bod, po némz by
v kroku n + 1 doslo k prekroceni zdkladny, nazveme K. Podle znamého
lemmatu jsou nyni obsahy AFGH a AFIK ve stejném poméru jako
usecky GH a I K. Déle je zfejmé, Ze se zvétsujicim se po¢tem tsecek, na
né7z rozdélime stranu GH, se zmensuje rozdil mezi IK a IJ (IK se blizi
k IJ, symbolicky “IK — I.J”), ale i mezi plochami AFIK a AFIJ
(“AFIK — AFIJ”). Pfipustime-li, Ze existuje néco jako nekonec¢né
mala veli¢ina, tedy Ze lze stranu GH rozdélit na nekone¢né mnoho dila
U, mizeme usoudit, ze rozdil zmizi Gplné, tj. ze se tsecky IK a IJ, tedy

[20] Viz Eukleidés [EL, X, véta 1].

(21 Srov. Jahnke [1999, s. 23]. Urcitou potiz by zde mohl piisobit fakt, Ze jsme se
prvni verzi archimédovského axiomu pokouseli aplikovat také na diskrétni veliCiny.
Druh4d verze by pak pfi takovéto obecnosti nemusela byt té prvni ekvivalentni, nebot
jednotkovou veli¢inu v diskrétnim pfripadé€ smérem doli piekrocit nelze. Tento pfipad
vsak neni obtizné osetiit zv1ast.
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i trojuhelniky AFIK a AFIJ stanou identickymi, a vétu lze odvodit jiz
na zakladé predeudoxovskych metod. a

Tim jinymi slovy prohlasujeme onu veli¢inu vzniklou z nekonec¢ného dé-
leni za spole¢nou miru obou zakladen, jak se to analogicky predpoklada
v metodé tzv. vycCerpani. Pozdéji uvidime, jak se hlavni naplni tradice

G FUA H | KJ

Obrazek 1.9: Pfedpoklad infinitesimalnich veli¢in

Newtonova a Leibnizova kalkulu stalo opétovné vytésnéni nekonecné ma-
lého z podobnych avah, pri zachrané zdravého jadra, které je v nich ob-
sazeno. Tim je teorie limit. Zminime také, Ze s pojmy nekonec¢né malého,
stejné jako nekonecné velkého, lze koherentné pracovat, a to ne nutné
zpusobem, jenz byl pouzit vyse.

V dalsim oddile se budeme zabyvat tim, v jakém smyslu 1ze antickou
teorii proporci chapat jako zobecnénou teorii ¢isel, tedy rozsifeni pojmu
¢isla smérem od tzv. (koneénych) ¢isel kardindlnich (coby odpovédi na
otazku “kolik?”, resp. “kolik ¢eho?”) k ¢isltim redlnym (coby odpovédim
na otazku “jak velkd je néjaka veli¢ina v pomeéru k veli¢iné jednotkové”).

1.4 Proporce jako predméty

Okolnost, ze Eudoxos a Eukleidés tak rozhodné odmitli v jistém smyslu
prirozenou a pohodlnou ideu infinitesimalnich veli¢in, je dilezita jiz jako
historicky precedens. My v ni ale chceme momentalné vidét predevsim
doklad toho, Ze Rekové skutecné disponovali teorii logické abstrakce, tedy
ze méli vysoce vyvinuté povédomi o tom, jak ma vypadat technika pted-
métné konstituce. Tim je totiz dédna baze dalsiho rozsifeni pojmu cisla.
Na rozdil od konkrétnich predméti, které lze pocitat, je ¢islo pred-
métem abstraktnim. Popis jeho odvozeni mtze zacit pripady konkrétnich
pojmenovanych c¢isel: ‘7 dni v tydnu’, ‘7 trpasliki’ atd., a naslednym
odhlédnutim od pojmenované kvantity. Toto pfedbézné ‘vysvétleni’ ma
samoziejmé silné psychologické rysy, to lze ale postupné napravit, nebot
bézi onoho ‘odhlédnuti’ neni snad néjaka chvilkové nepozornost (jiz by
se, jak ironicky poznamenal Frege [1894, s. 316], kone¢né vysvétlila prii-
sloveénd roztrzitost ucenct), ale skute¢nost, Ze pti poéitani na tom, co je
pocitano, v jistém — totiz konstitutivné-aritmetickém — smyslu nesejde.
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Préavé v tomto smyslu lze odhlédnout napt. od empirickych vlastnosti po-
¢itané skupiny a pravé v tomto smyslu je pak c¢islo abstraktnim, nikoli
empirickym predmétem. Empirické vlastnosti jeho reprezentaci jsou do-
predu vylouceny jako irelevantni.

Vlastni prechod od konkrétni kvantity ¢i pojmenovaného ¢isla k ¢islu
abstraktnimu, ¢istému, mtze byt v principu uskutec¢nén zptsobem, jejz
lze nalézt uz u Aristotela [Met., 1092b], ¢teme-li patfi¢né jeho slova:

[...] ¢islo, at uZz je to cokoli, je vzdy ¢islem jistych véci, bud
ohné, nebo zemé, nebo jednotek.

Dikladné rozveden byl viak az u Cantora a Frega.[??l Za vychozi ekvi-
valenci, vici niz se nékteré — totiz aritmetické — vlastnosti poc¢itanych
diskrétnich veli¢in (mnozin) ukézi jako invariantni, se v ném bere exis-
tence vzajemné jednoznacného prifazeni jejich jednotek, tedy napi. vSech
jablek v kosiku vSem hruskadm na stole. Pokud se takovéto pritazeni po-
dari, jsme opravnéni fici, ze obéma skupinam prislusi totéz ¢islo, Ze maji
stejny pocet predméti. Cantor pozdéji poukazal, Ze je tato definice az
prilis abstraktni, nebof se v jejim vysledku neobréazi vydéislujici proces
vedouci od jednoho ke dvéma, tfem, ... predméttim, tedy i k posloup-
nosti ¢islovek 1, 2, 3, ..., a predeslal proto ndmi definovanym ¢islam
kardindlnim tzv. ¢isla ordinalni, spjaté s urcitou pozici ve vyse genero-
vané fadé (odpovéd na otdzku “kolikaty v fadé?”). Tim nemd byt nijak
zpochybnéna tuloha abstrakce pri zavedeni ¢isel jako abstraktnich pted-
meéti, ale spiSe anticipovan problém teoretickych konvenci v jejich vztahu
k puvodni (podetni) praxi. Nasim prubéznym zavérem je pozorovani, Ze
byla fec¢ o ¢islech v jejich tiloze pfipisovani mnozinam ospravedlnéna za-
vedenim urcité rovnosti: stanovenim, kdy mnoziné A a mnoziné B nélezi
totéz cislo.

Pro ptipad proporci jsme za timto tcelem, tj. ospravedlnénim jejich
pripisovani dvéma veli¢inam, stanovili nejprve definici anthyfairetickou,
kterd bez problémi funguje u souméftitelnych instanci (pfi¢emz moznost
jejiho rozsifeni na instance nesouméftitelné bude diskutovana pozdéji,
konkrétné v oddile 2.4) a ktera byla z divodu nesouméfitelnosti nahra-
zena definici eudoxovskou. Ta zcela rezignovala na aritmeticky zptasob
pojmenovani hledaného proporcionalniho invariantu a nahradila jej po-
jmenovanim geometrickym, odvolavajicim se na veli¢iny néjakého euk-
leidovského oboru: Mame-li napt. pojmenovany diagonalu a stranu néja-
kého ¢tverce jako D a S, pak libovolny jiny pomér diagonaly ke strané
¢tverce ma tentyz pomeér jako D:.S, neboli je vyrazem “D:S” pojme-
novdn. Timto pojmenovanim je ale vlastné v prvni fadé néjaky konecny

(22] To vSe bude diskutovano podrobné pozdéji, proto vechna dalsi rozliseni plati
jako predbézna.
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navod, jak prislusné veli¢iny zkonstruovat, teprve v druhé fadé tyto ve-
liciny — instance nadvodem zachyceného procesu — samotné.

Predpoklad, podle néhoz poméritelné veliciny, tj. veli¢iny, jimz lze
pripsat néjaky pomér, musi nalezet eukleidovskému oboru, je pfitom za-
sadni pravé s ohledem na ocekavani spjata s eudoxovskou definici pro-
porce, tedy s tim, jakymi pfedméty by nové definované poméry vlastné
mély byt. Jednim z takovych ocekavani je napf. existence a jednoznacnost
CTVRTE PROPORCIONALY neboli veli¢iny C takové, ze plati A: B = C: D
pro veli¢iny A, B, D dané.?3] P¥ipustime-li do p¥islusného oboru néjakou
veli¢inu o infinitesimélni vadi veli¢ing A, pak plati, Ze jsou sice A + o a
A + po veli¢iny rtizné pro libovolné celé ¢islo p, ale poméry (A + po): A
a (A4 o0): A nikoli, nebot mA + mpo > nA, resp. mA + mpo < nA
tehdy a jen tehdy, kdyz mA +mo > nA, resp. mA+mo < nA, a situace
mA+mpo = nA ani mA+mo = nA nikdy nenastava.**! Infinitesimlni
veli¢iny nemohou existovat z pohledu oficidlniho kdnonu fecké geometrie
jiz proto, ze jejich racio nevede k zddnému ‘rozumnému’ Kkritériu iden-
tity dvou proporci, resp. kritériu, které by nechalo intaktni jisté Zadouci
postulaty.

Eudoxovskému kritériu se nyni ve srovnani s pythagorejskou anthy-
fairesis podafilo prekonat hned dvé potize:

(1) Odhalené ‘nekoneéné’ proporce, alogoi logoi, dostaly koneénd
pojmenovani. Tyto reprezentace ovSsem pochézeji z geometrie a
zaviseji na tom, co je zkonstruovatelné, cemuz se jesté budeme
vénovat v souvislosti s paralelni definici Dedekindovou.

(2) Obor definovanych vztaht byl rozsifen nejen o alogoi logoi, ale i
o vztahy, v nichz je prvni z porovndvanych veli¢in mensi (nebo
rovna) druhé. To anthyfairetickd definice v principu neumoz-
nuje, ¢imz se — po zavedeni usporadani proporci — omezuje
pouze na &sla vétsi nez 1.2

Eudoxova definice takto rozsifuje obor potencidlnich redlnych ¢isel az
k nule. Nula sama vsSak jesté neni ani celym ¢islem, natoz pak proporci.
Totéz plati o ¢islech zapornych a v jistém smyslu i o ¢isle jedna. VSim-
néme si, ze s nulou a jednickou mame coby s ¢isly problémy pouze v jejich
vyznamu c¢isel ordinalnich ¢i redlnych. Jako odpovédi na otazku “kolik?”
se oproti tomu nijak nelisi od ostatnich kardinélnich ¢isel, i kdyz i to bylo

(23] Eukleidés [EL, V, véta 9] dokazuje, ze z A: B = C': B lze usoudit na A = C,
z Cehoz jednoznacnost pfimo vyplyva.

[24] Nastava ovSem v pripadé poméra A: A a (A + 0): A, které jsou v dusledku toho
z eudoxovského hlediska rizné. K tomuto problému srov. Stein [1990, s. 344].

[25] Stekeler-Weithofer [1992¢, s. 371] se zde domnivé, Ze pravé k tomuto faktu py-
thagorejské nauky o proporcich odkazuje Platén [Res., 525¢|, kdyz fikd, Ze jednotka
neni délitelna.
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napi. jesté predmétem kontroverze, kterou mél Frege s Husserlem. 26!

Méme-li nulu a jednicku jiz k dispozici, mizeme dosdhnout prekryti an-
thyfairetické a eudoxovské definice tim, Ze pfipustime vzajemné odéitani
iupfipadi A = B a A < B, pficemZ v prvnim z nich skoné¢ime okamzité
odpovédi 1, v druhém z nich usoudime, Ze se B do A vejde 0-krét a zby-
tek je A. Déale uz postupujeme jako dfiv. Zobecnénou verzi anthyfairesis
fadné zavedeme v oddile 2.4.

Z teceného lze vycist, ze z historického hlediska neni nula produktem
uvah o nicoté lidského byti, ale naopak snahy si toto byti co nejvice
usnadnit, nap¥. v rdmci tzv. POZICNICH NUMERICKYCH SYSTEMU, jako
je nas soucasny. SYSTEMY ADITIVNI, jako je fimsky, zjednodusuji vychozi
unarni systém |, |, |||, ... tim, Ze pro mocniny daného zdkladu, typicky
10, zavadéji vlastni symbol, jejz iteruji a vysledky séitaji, viz

MDCCIII.

Subtraktivni iprava, v niz se pise IV namisto Illl apod., se obecné ujala
az v moderni dobé a puvodni systém formula¢né komplikuje, aniz by
dosadhla vyhod systému pozi¢niho. V ném je mocnina zékladu urcena
pozici ¢islovky v fadé, v nasem pripadé od konce, ostatni se pak podle
toho dopocitavaji. Nula je nutnym prostfedkem preskoceni mocniny, jenz
je v aditivnich systémech oSetfen tim, Ze se dané pismeno nepouzije:

1703 =1x 10004+ 7 x 100 +0 x 10 + 3 x 1.

V pozi¢nich systémech vsak diky tomuto ‘kontroverznimu’ rozsireni jed-
nak pocet zakladnich znakil systému nepievysuje velikost zvoleného za-
kladu (tj. 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9 v pripadé dekadického, 0, 1 v p¥ipadé
bindrniho sytému), jednak je velmi snadné provadét pfislusné aritmetické
operace, jak to zname ze zékladni skoly. 2"

Zminka o zavedeni usporadani proporci nas upozornuje na skutec-
nost, ze kritérium identity je sice nutnou, nikoli vsak postacujici podmin-
kou toho, aby se z néjakého oboru stal obor predméti, v tomto pripadé
c¢isel. Dale je tfeba zavést urcité vlastnosti a vztahy, coz by zde, v o¢eka-
vané podobnosti oboru proporci s oborem ¢isel, znamenalo néjaké vlast-

[26] Frege [1894, s. 327] o Husserlové feSeni statusu nuly a jednic¢ky pige: “Prvni odpo-
véd je snadna; fekne se: ‘nejsou to viibec zadna ¢isla’. Padne tedy otazka, co vlastné
jsou. Autor ¥ika: negativni odpovédi na otdzku ‘kolik?’. [...] Mozné jednou ptijde né-
kdo na myslenku, Ze dvojka neni Zddnd mnohost, nybrz jen dvojitost (dualita v pro-
tikladu k pluralité); nic, jedna a dvé budou pak t¥i negativni odpovédi na otdzku
‘kolik?’. Jako potvrzeni by $lo tfeba uvést, ze dvojka je jediné sudé prvocislo.”

(27] Nékteré poziéni systémy jsou pfitom velmi staré. Patfi mezi né napi. babylonsky,
v némz je preskakovani mocniny vyjadfeno mezerou. To vedlo samoziejmé k viceznac-
nému éteni vyrazi, v nichz figuruje nula na konci (2 a 2 X 60, 3 a 3 X 60 atd.), coz mj.
ukazuje, ze jeSté nebyla chapana jako plnohodnotny numericky symbol, s nimz by slo
samostatné operovat, pripadné fesit rovnice.
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nosti a vztahy aritmetického typu. Usporadani proporci na vétsi a mensi
je prvni na tadé.

Ve srovnani s rovnosti dvou proporci, kterou lze pouzit napt. k vy-
robé replik téhoz tvaru, je otazka jejich srovnani a usporadani z nazor-
ného hlediska problematicka. Nejlepsi je snad zacit otazkou “kolikrat se
vejde veli¢ina A do veli¢iny B?” a interpretovat ptislusné anthyfairetickée
vyrazy jako exaktni odpovéd. V piipadé iracionalnich poméri se tak do-
stavame pouze k racionalnim aproximacim, tj. dolnim a hornim odhadim
dalsiho rozvoje. Takto je napf. pomér diagonaly a strany ¢tverce aproxi-
movan vztahy 1:1 a 2:1, tedy récii [1] a [2]. Odpovéd na vySe polozenou
otazku pak zni: “vice nez jednou, ale méné nez dvakrat”. Zprvu se proto
zd4 byt usporadani proporci piimo zavislé na usporadani celjch cisel.
Ale pozor! Zduraznili jsme, Ze v anthyfaireis se na rozdil od obvyklého
mérfeni prostfednictvim jediné, vychozi veliiny, resp. jejich ¢asti, mé-
Fici veli¢ina stava vzdy v dalsim kroku veli¢inou méfenou. Je tedy tieba
rozliSovat mezi sudymi a lichymi misty, jak to ukazuje napi. nasledujici
posloupnost:

1] < [1,3] < [1,2,2] <---
(1,2,2,2,...]
S < [1,2,3] < [1,2] < [2].

Obecné lze formulovat vétu,[?®! podle niz pro libovolnou nekoneénou po-
sloupnost ai, as, as, ... (pfirozenych, nenulovych) ¢isel a gi definované
jako [aq,...,ax] plati:

G <@q3<gs <---<gs<qa<qa.

Eudoxovskou variantu usporadani proporcil?®! lze opfit o myslenku, ze
jde mezi dva libovolné riizné vztahy veli¢in vsunout vztah racionalni tak,
aby platilo:

A:B<m:n<C:D.

V tom je skryt archimédovsky axiom, ktery pravdépodobné, z vyse uve-
denych duvodt, Eudoxos predpokladal jako platny. Cely trik nelze ovsem
pouzit oficidlng, nebot relace < neni pro eudoxovsky tvar jesté zavedena.
Vlastni definice proto vypada nasledovné:

Pomér veli¢in A, B JE MENSI nez pomér veli¢in C, D, symbo-
licky A: B < C: D, tehdy a jen tehdy, kdyz existuji dvé p¥iro-
zend Cisla m, n takova, ze nA < mB a soucasné nC' > mD.

(28] Podobna zakladni tvrzeni ohledné fetézovych zlomku a jejich dikazy lze nalézt
napf. in Deiser [2007].
[29] Eukleidés [EL, V, def. 7].
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Nyni Ize také snadno ukézat, odkud se vlastné vzala Eudoxova defi-
nice rovnosti. Ta jednoduSe popira, ze by platilo A: B > C:D nebo
C:D > A:B. Kdyz tedy plati nA > mB, musi platit nC > mD (jinak
by nastala prvni moZnost), kdyz plati nA < mB, musi platit i nC < mD
(jinak by nastala druhd moZnost), a koneéné kdyz plati nA = mB, musi
platit nC = mD (jinak by nastala jedna z uvedenych moznosti). Dal-
siho ‘vysvétleni’ Eudoxovy definice proporce se nam dostane v kapitole 2
v souvislosti s Dedekindovou definici realného cisla.

Ctenai také musi rozliSovat mezi uspofadanim veli¢in, které predpo-
kladame, a usporadanim proporci, které definujeme, zvlasté kdyz jsme
zde pro jednoduchost nezavedli rtizné symboly. Totéz se tyka symbolu
rovnosti. Ten bychom v pfipadé proporci nemuseli definovat zvlast, ale
jednoduchou konvenci jako

A:B=C:D=-(A:B<C:D)AN—-(A:B>C:D).

Od usporadani se pii patrani po analogiich mezi proporci a ¢islem dosta-
neme pfimo k aritmetickym operacim. Ty se ukazuji byt problematické
uZ pri rozsifeni na kontinudlni veli¢iny. S¢itani tisecek 1ze napf. interpre-
tovat prirozené jako nastaveni jedné druhou, uchopime-li vsak jako jejich
soucin pravouhelnik a jako soucin tsecky a pravouhelnika kvadr, narazi
dalsi iterace, z aritmetického hlediska jisté zadouci, na nasi pfedstavu
prostoru. V pripadé proporci je kupodivu nasobeni méné problematickou
operaci, kterd se v Zdkladech [El., VI, def. 5] ponékud matoucné objevuje
pod nézvem “skladani”.3% Jeji pivod lze nejspis odvodit z hudebni teo-
rie, kde se napf. oktava ziska slozenim kvarty a kvinty (4:3x3:2=2:1)
a kvinta slozenim malé a velké tercie (6:5x 5:4 = 3:2).13 Takto je Eu-
kleidem také definovéano slozeni dvou proporei tvaru A: B, B: C,?! tedy

(A:B)x (B:C)=A:C.

Obecny pfipad dvou proporci A: B, C': D je ovSsem oSemetny. Eukleidés
[EL., VIII, véta 5] nechéva jednoduse rozsitit ¢leny prvniho poméru o C a
druhého o B, ¢imz se zda byt sice problém pfeveden na prvni tvar, tedy

(A:B) x (C:D) = (AC:BC) x (BC:BD) = AC:BD,

ale za cenu zmény dimenze, nebot vysledny pomér je pomérem dvou pra-
vouhelnikt. Ve skutecnosti vsak nebylo ani pfi nasobeni, ani pfi s¢itani
proporci, jimz ovSem anticka geometrie teprve nedisponovala, tieba di-
menzi opoustét, a to v uvazeni konstrukce ¢tvrté proporcionaly.[®3] Ta

[39] Srov. k tomu Heathovy poznamky in Eukleidés [1926, dil II, s. 132 n, s. 189 n].
[31] Viz Fowler [1999, s. 133 nn].

[32] Definici je nutno vycist z Eukleidés [EL., VI, véta 23].

[33] Srov. Stein [1990, s. 350].
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je predvedena pro pifpad tsedek v VI. knize Zdkladil®¥ a piedstavuje
dostatecny teoreticky nastroj adekvatniho zavedeni obou operaci.

Jiz jsme pritom dfive zminili, o jaky problém se jednd, totiz jak
k danym veli¢inam A, B, D zkonstruovat ¢tvrtou tak, aby platilo A: B =
C': D. Piislusna konstrukce je neobycejné jednoduchd a opira se o vétu,
resp. véty o podobnosti trojahelniki, jak jsme je zachytili na obrazku
1.6. Zminili jsme, Ze jsou pro pfipad soumeétitelnych veli¢in snadno do-
k libovolnym pomérim A: B, C:D najit tii veliciny E, F', G tak, ze
plati A:B = E:G a C:D = F:G, jinymi slovy: umime pfevést li-
bovolné dvé proporce do formy se spoleénym jmenovatelem. Tim jsme
v piipadé operace s¢itani pfimo u cile, kdyz polozime

(A:B)+(C:D)=(E:G)+(F:G)=(E+F):G.

Pro ptipad nasobeni musime najit spoleény jmenovatel pro A: Ba D : C.
Prislusna definice

(A:B)x (C:D)=(E:G)x(G:F)=E:F

se tak redukuje na prvni, jednodussi pfipad.

1.5 Nekonecno a spojitost

Byl to pojem spojité veliiny, jejz jsme na pocatku kapitoly, a tim i
celé knihy, polozili jako vychodisko dalsiho rozsifeni pojmu cisla z pt-
vodniho oboru veli¢in diskrétnich, které se pocitaji, na tzv. ¢isla realna,
jimiz se méri. Nefekli jsme ovSem, v ¢em vlastné ona ohlasovana kon-
tinuita, spojitost oboru pfislusnych veli¢cin — tzv. kontinua — spociva.
Jelikoz vSechny charakteristiky eukleidovského oboru spliuji i cela ¢isla,
je ziejmé, Ze pripadny ‘axiom spojitosti’ je tieba hledat jinde. — Aris-
totelova [Phys., 227a] vlivna analjza pojmu kontinua, podle niz

véci jsou spojité, jestlize hranice, jiz se dotykaji, je jedna a tataz,

muze sice pripominat nékteré moderni definice topologické, jak se jim
budeme jesté pozdéji vénovat, zaroven je vSak podstatné vagni, nez aby
dokazala odrazet dnes bézné nuance spojitosti, iplnosti, kompaktnosti,
hustoty atd. To ji také diskvalifikuje z primarniho pouziti v matematic-
kych vétach a definicich. V disledku toho je pro Aristotela [Phys., 232b]
a feckou matematiku pfimka kontinuem pravé a jenom proto, ze ji lze
stale délit na dveé ¢asti, neboli

spojitost je neomezena délitelnost.

[34] Viz Eukleidés [EL, VI, véta 12].



54 Nekonec¢no a spojitost

Aristotelés [Phys., 206a] ovSem nezapomind zduraznit, Ze je tato délitel-
nost minéna pouze v potenci, tedy ze mj. nedovoluje dospét k velicinadm
nekone¢né malym. Body pfimky vznikaji pouze moznym délenim, napf.
jako pruseciky s kruznici, pfimka se z nich ale nesklada, nybrz predchazi
jim. V tomto smyslu je filosofie matematiky az do Cantorovy doby ovla-
déna Aristotelovou ideou potencialniho ¢ synkategorematického neko-
necna a prinejmensim rezervovanym postojem k nekoneénu aktualnimu.
Tento zékladni postoj se zrcadli pravé v archimédovském axiomu,
resp. obou verzich axiomu méreni, jakozto zakazu veli¢in nekonecné vel-
kych, resp. malych. Dostavaji se tak v ném do vzajemné souvislosti Aris-
totelovy avahy o spojitosti (z V. a VI. knihy Fyziky) a nekoneénu (z III.
knihy Fyziky), jejichz pfimym podnétem nebyly potfeby matematiky,
o niz se Aristotelés na rozdil od Platéna prakticky nezajimal, ale para-
doxy Zéndnovy skoly. Podle Aristotela [Phys., 263a] vychézeji Zéndnovy
argumenty pro nemoznost pohybu pravé z predstavy, ze draha pohybuji-
cich se objekti, leticiho Sipu ¢i Achilla a Zelvy sestavé z aktualizovanych
vysledk®t neomezené protahovaného déleni. Ma-li jimi pohybujici se ob-
jekt vSemi projit, neni se v disledku schopen pohnout z mista, ptipadné
dohonit pomaleji se pohybujici objekt. V jasné navaznosti na to pak Kant
[1781/1787, A 169/B 210 n] o mnoho stovek let pozdéji pise:

Vlastnost veli¢in, podle niz nemaji zddny nejmensi mozny (jed-
noduse: nejmensi) dil, se nazyva jejich spojitosti. Prostor a ¢as
jsou quanta continua, protoze zadny jejich dil nemize byt dan
jinak, nez uzavienim mezi hranice (body ¢&i okamziky), a tedy
pouze tak, ze je tento dil opét jen prostorem nebo ¢asem. Pro-
stor tedy sestava jenom z prostord, ¢as z ¢ast, body a okamziky
jsou jen hranice, tj. pouha mista jejich omezeni; mista ovSem
vzdy predpokladaji ony nazory, které maji urcit nebo omezit,
pfedem, a z pouhych mist, jakozto ¢asti, které by mohly byt
dany jesté pred prostorem a ¢asem, se ani prostor, ani ¢as ne-
mohou skladat.

V potencialnosti uvedeného déleni je také skryto ‘feseni’ druhé Kantovy
antinomie [1781/1787, A 434 n/B 462 n], podle niz kazd4d véc nutné se-
stavéa, resp. nesestava z jednoduchych ¢asti. Aktualizované naplnéni déli-
ciho procesu nendlezi sféfe mozné zkuSenosti, a je tedy pouze regulativni
ideou, s niz musi byt takto i zachazeno. Nekonec¢no, jak jesté zminime,
muze byt v tomto ¢teni pouze forma, nikoli vysledek rekurze.

Shoda filosofii tak odlisného razeni, jako byli Aristotelés a Kant,
v otazkach povahy spojitosti a nekonecna je pozoruhodna, a pro celou
poaristotelovskou filosofickou tradici vlastné i typickd. V matematickém
kontextu, k némuz se nyni vratime, na ni vsak az do doby Brouwerovy
nebral nikdo vaznéjsi ohled. Z technického hlediska lze totiz kritérium
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neomezené délitelnosti veli¢in jednoduse nahlédnout jako protéjsek celo-
¢iselného nasobeni veli¢in, tedy uchopime-li ho jakoZto moznost rozdélit
danou tsecku na libovolny konecny pocet stejné dlouhych kusti. Mozny
zéklad rozsifeni pojmu c¢isla na obory spojité se pak zda byt nasnadé:
jedna se o takovou extenzi oboru celych ¢isel, v niz jsou obecné provedi-
telné jisté algebraické operace. Pro svoji formalné-aritmetickou povahu
je sice toto Feseni znacné ahistorické, neni vSak pro né obtizné najit kon-
krétni geometrickou, a tedy i historicky vérohodnéjsi bazi. Tou neni opét
nic jiného nezli konstrukce ¢tvrté proporcionaly. Jelikoz je pravdépo-
dobné, zZe jeji proveditelnost lze povazovat i za puvodni charakteristiku
oboru spojitych veli¢in, ) miizeme piimo stanovit:

Eukleidovsky obor veliéin se nazyva (DELITELNYM) KONTINU-
EM, jestlize v ném ke kazdym tfem veli¢indam A, B, C existuje
pravé jedna veli¢ina X takova, ze A:B = X :C. Obor této
vlastnosti budeme také nazyvat DELITELNYM.

Modelové rozsifeni pfirozenych ¢isel na (nejprve kladnd a nenulova) ¢isla
redlné (kontinuum), kterému ovSem nelze ani ndhodou pfipsat jakoukoli
historickou, ale pouze normativné-explika¢ni hodnotu, pak popiseme na-
sledovné:

(1) Fixujeme-li néjakou konkrétni tsecku F jako jednotku, pak je-
jim opakovanym nanasenim dospé&jeme k diskrétnimu oboru ve-
liéin N, jejz l1ze v jistém smyslu identifikovat s oborem pfiro-
zenych c¢isel, coz neznamend nic jiného, nezli Ze mizeme misto
mE psat pouze m. S ohledem na zminény primat ordinalnich
¢isel budeme pod N i v dal§im textu rozumét vzdy soubor vsech
prirozenych ¢isel bez nuly. Jeji pfibrani chceme explicitné znacit
jako N().

(2) S pomoci konstrukce ¢tvrté proporcionély rozsifime nyni obor
N o vSechny veli¢iny (tsecky) X takové, ze m:n = X : E. Li-
bovolny prvek m z N mutizeme pro jednoduchost identifikovat
s pomérem m: E. Od diskrétniho oboru vSech pfirozenych ¢i-
sel tak dospé&jeme ke vsem celoc¢iselnym, kladnym délenim FE a
jejich nasobktum, jejichz obor prestane byt diskrétni ve smyslu
existence néjaké spoleéné miry vsech veli¢in (libovolna koneénd
podmnozina spole¢nou miru méa). Ozna¢me ziskané rozsifeni
jako Q.

Nyni lze dokazat, ze vSechny rovnosti A: B = X :C' maji v oboru Q fe-
Seni, tedy Ze je na rozdil od N spojity ve vySe uvedeném smyslu slova
(= délitelny). Popsand konstrukce také ukazuje, jak libovolné racionélni

[35] Viz Stein [1990, s. 348].
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proporci m :n, resp. p:q pritadit usecku X, resp. Y z Q tak, ze m:n =
p:q plati tehdy a jen tehdy, kdyz X = Y. Staci vzit jednoduse X a Y
zrovnicm:n = X:Fap:q=Y : E. Redukce proporci veli¢in na veli¢iny
je dulezita také pro pocitani se zlomky. Skrze né lze ihned nahlédnout
délitelnost oboru Q, nebof pro A =m:na B =p:qje A: B = mq:np,
az(C =r:saA:B = X:C plyne X = mgr:nps. Diky téze redukci
se na (racionalni) proporce prenési prirozené uspofadédni tsedek, které je
s ohledem na svoji ndzornost podkladem obvyklé reprezentace (redlnjch)
Cisel na Ciselné pfimce. Pravé v tomto smyslu se také mluvi o jednodi-
menzionalnim kontinuu.

K tomu nejprve drobnou poznamku. Jelikoz je ziejmé, ze Q tvori
vlastné ndm znamé (kladnd, nenulovd) ¢isla raciondlni, mohla by vznik-
nout pochybnost, zda je zde pfipadné hovoiit o kontinuu, které si dnes
spojujeme predevsim s ¢islem redlnym. Podstatnym vysledkem ptfedcho-
ziho vykladu a jednim z hlavnich cilt této knihy by mél byt poznatek,
Ze pojem C¢isla realného vykazuje na rozdil od pojmu ¢isla prirozeného
a racionalniho znac¢nou otevienost co se tyc¢e dalSich specifikaci, tedy Ze
neni ve srovnani s nimi ni¢im evidentnim, o ¢em panuje vSeobecnd shoda.
O adekvéatni definici redlného ¢isla se vedou spory dodnes. Obor Q byl

D

A B C
k —E—F+—E—

Obrazek 1.10: Pythagorejska konstrukce rovnobézky

pritom nazvéan kontinuem v souladu s vyse uvedenou definici, v principu
obrézejici antickou piedstavu toho, co se nazjva spojité. Ze se tato pred-
stava muze pozdéji ukazat v jistych ohledech jako nedostatecnd, je uplné
jiné véc. Na tuto situaci jsme se ovsem nepatrné pfipravili tim, Ze obor,
v némz k danym veli¢inam existuje ¢tvrta proporcionala, oznacujeme
namisto slovem “spojity” terminem “délitelny”.

Ve vyse uvedenych definicich a konstrukcich jsme zohlediiovali fakt,
ze antické kontinuum, stejné jako obor vSech proporci, bylo uréeno zprvu
tim, co je zkonstruovatelné. Vychazime-li pfitom z toho, ze mame fixni
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systém dvou obvyklych koordinidt s nanesenymi pFirozenymi dcisly, je
otéazka konstrukce cisel racionalnich pouhou zélezZitosti spojovani dvou
bodu a konstrukce rovnobézky v daném bodé, resp. kolmice z bodu da-
ného. K tomu nam stac¢i klasicky Skolni trojihelnik. Mize nas proto
napadnout definovat kontinuum jako obor veli¢in, které jsou zkonstru-
ovatelné (takovymto) pravitkem, a to s oporou v post¥ehu, ktery Hil-
bert [1899, s. 81] uéinil v rdmci své axiomatizace eukleidovské geometrie,
totiz ze “tazeni pfimek a rovnobézek se z analytického hlediska rovna
sCitani, nasobeni, odc¢itani a déleni”, tedy metodam useckové algebry,
jak ji v souvislostech Descartovy analytické geometrie popiseme v od-
dile 1.7. Jelikoz jsme pii pravé popsané konstrukci Q predpokladali, ze

P

k | E

E |

Obrazek 1.11: Pythagorejska konstrukce kolmice

mame na osach prednanesena prirozend c¢isla, mize nas zaujmout dalsi
Hilbertova poznamka, totiz Ze “nanaseni uiseCek na libovolnou piimku
nevede k nicemu jinému nezli k druhym odmocnindm ze souc¢tu dvou
druhych mocnin tsecek, které jiz byly zkonstruovany”. Tomu odpovida
pouziti pravitka s oznafenym bodem (marked ruler). Pfedpoklad sdm
pritom neni nijak neplauzibilni, nebot napf. jednotkovou délku si nékam
tak jako tak poznamenat musime. Uvazované pravitko navic muze byt
chapano v ptivodnim, jednoduchém smyslu, tj. jakozto rovna ¢ara o jedné
hrané (straightedge), umoziujici spojovat dané body a neomezené pro-
dluZzovat dané tusecky, nebot jednotkovy zafez jiz umoziiuje konstrukci
rovnobé&zky a kolmice v daném bodé.[36]

Prvni alohu ukazuje pro pfimku k a bod P obrazek 1.10. Konstrukce
spociva v tom, ze bodem P vedeme pfimku protinajici se s k v néjakém

[36] Hilbertovy [1899, s. 78 n] konstrukéni metody zprvu zahrnuji jednoduché pra-
vitko a nastroj na pfenaseni libovolné tusecky (Streckentibertrager). V druhém vydani
dochézi ke zjednoduseni, kdyZ je pfenaSena pouze tsecka jednotkova (Eichmaf). Viz
kritickd edice Hilbertova geometrického dila [2004, s. 422, 512 nn].
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bodé A, od néhoz pocinaje naneseme dvakrat za sebou jednotkovou miru
E, ¢imz ziskdme body B a C. Ty spojime s néjakym bodem D leZzicim
na AP a protnutim tuseCek C'P a BD ziskdme bod F. Prodlouzenim
usecky AF ziskdme bod G, jenz konec¢né urcuje hledanou rovnobézku.
Pro poradek popiseme i konstrukci druhou, spocivajici v konstrukci kol-
mice k dané pfimce, jak to ukazuje obrazek 1.11. V kombinaci s pfedchozi
vétou pak dostaneme ihned konstrukci kolmice k dané ptimce z daného
bodu. Na danou pfimku k£ naneseme bod A a body G, H ve vzdale-
nosti jednotkové miry E. Z A pak vedeme dvé libovolné usecky Al a
AJ opét délky E. Necht se nyni pfimky GI a HJ protinaji v bodé P
a piimky GJ a HI v bodé . Trojuhelniky AGHI a AGHJ jsou se-
strojené nad priumérem kruZnice se stiedem v A a polomérem FE, thly
/GIH a Z/GJH jsou tedy podle Thalétovy véty pravé, a tsecky IH,
JG tim padem vyskami trojuhelnika AGH P. Jelikoz se vysky trojthel-
nika protinaji v jednom bodé€, musi byt pfimka PQ kolma na vychozi
primku k.

Pomoci oznaceného pravitka miizeme sestrojovanim kolmic k dané
pfimce z daného bodu pulit thly, tedy konstruovat druhou odmocninu
ze souctu druhych mocnin dvou konstruovatelnych velic¢in, jak to ukazuje
obrazek 1.12 pro pfipad /12 4+ 12. Abychom predesli moZnym zmat-

\/ //// \\ \
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Obrazek 1.12: Konstrukce oznacenym pravitkem

ktim, definujme jako Lorenzen [1984, s. 129] PYTHAGOREJSKA GiSLA
v tomto rozsifeném smyslu jejich konstruovatelnosti oznacenym pravit-
kem a znacme piislusny obor neboli PYTHAGOREJSKE KONTINUUM jako
P.37] Tim jej odlisime od oboru Q pythagorejskych ¢&isel racionélnich,
kterd nazyvejme déle jen RACIONALNIMI CISLY. Zatim pfirozené neuva-
Zujeme Cisla zaporna. Je ziejmé, ze plati nejen Q C P, tedy Ze je prvni
z nich podoborem druhého, nybrz i Q C P, tedy Ze je podoborem vlast-
nim neboli Ze druhy predstavuje rozsiteni prvniho. To ukazuje ostatné
v obrazku 1.12 uvedené naneseni diagonaly jednotkového ¢tverce na ¢i-
selnou osu.

[37] Lorenzen oviem namisto nanaseni jednotkové veli¢iny pouziva jako zdkladni kon-
strukci déleni uhlu, coz je, jak lze vytusit z predvedené konstrukce, metoda ekviva-
lentni, a diskuze muze byt tedy vedena hlavné o tom, ktery pocatek je ‘prirozenéjsi’.
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1.6 Kanonické a jiné metody

Jelikoz oficidlni konstrukéni metodou Fecké geometrie, razenou teoreticky
Eukleidovymi Zdklady a ideové podpofenou Platénovymi spisy, bylo pra-
vitko a kruzitko, nabizi se nyni oznacit timto zptisobem konstruovatelné
veli¢iny jako EUKLEIDOVSKA CISLA a jejich obor E jako EUKLEIDOV-
SKE KONTINUUM. O tom, Ze eukleidovské ¢isla jiz zahrnuji ¢isla pytha-
gorejska, presvedci ¢tenare nejspis jiz obrazek 1.13, i kdyz skuteénym

Obrazek 1.13: Konstrukce pravitkem a kruzitkem

zdtivodnénim bude az tGvaha nad moznostmi zvolenych konstrukénich
prostiedkd, jak ji rozvedeme zdhy. Ze existuji eukleidovska &isla, ktera
nejsou pythagorejska, nahlédneme v pristi kapitole, kde se ukaze, ze euk-
leidovskymi metodami Ize sestrojit druhou odmocninu z libovolné tisecky.
V dtsledku toho plati P C E.

Prirozena otazka, zda je eukleidovské kontinuum jiz tim nejvétSim
moznym, prinejmensim tedy, zda se v ném nachazeji urcité veliciny, resp.
jejich proporce, vedla ke zndmym problémim

kvadratury kruhu,
tfeténi hlu a
zdvojeni krychle (tzv. délsky problém).

Ty se ukéazaly byt teprve v novovéku neresitelné, ¢imz je zminéna otazka
zodpovézena negativné. Jiz nyni je ale dtlezité zminit, Ze se zde (po-
dobné jako pozdéji v ptipadé Godelovych vét) nejednéd o zaddnou nefesi-
telnost absolutni. V podstaté jde také o zvolené (konstrukéni) prosttedky
a jejich ‘jednoduchost’ ¢i ‘rigoréznost’. Eukleidovské metody jsou presné
popsany jakozto konstrukce pravitkem s jedinou hranou a bez jakého-
koli oznaceni, a kruzitkem, které miize byt otevieno na libovolnou §itku,
po provedeni konstrukce vSak zkolabuje, tj. nelze s nim pienaset vzda-
lenosti. Ackoli tuto druhou podminku moderni kruzitka nespliuji, lze
ukazat, ze to nevadi, tj. Ze metody kolabujicich a nekolabujicich kruzitek
koinciduji. Z toho plyne, ze v Eukleidové geometrii oznacené pravitko
nepotfebujeme, totiz v jeho ptivodnim pouziti prostého nanaseni bodt
pevné vzdalenosti.
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To se zméni, dovolime-li timto pravitkem také posouvat, coz lze for-
mulovat jako moznost konstrukce pfimky, kterd vychazi z daného bodu
P a protind dané primky k a [ v bodech A, B tak, Ze ma tsecka AB
predem danou vzdalenost d, kterou muZeme nanést na nase pravitko.
Tuto situaci ukazuje obrazek 1.14. V tomto rozsifeni se jiz stane fesi-
telna trisekce tihlu, a to pfekvapivé snadno, jak ukazuje obrazek 1.15.
V ném mame dan nejprve thel ZAOB, jejz chceme tietit. Z bodu A

—d —

Obrazek 1.14: Rozsifené uziti oznaceného pravitka

spustime kolmici na primku OB, kterou tak protneme v bodé C. Bodem
A vedeme rovnobézku k k pfimce O B. Pouzijeme oznacené pravitko k na-
rysovani pfimky prochazejici bodem O a protinajici pfimku AC v bodé
D a ptimku k v bodé E tak, Ze je jejich vzdalenost rovna dvojnasobku
OA. Tato primka roztfeti dany thel. Duvod je nasledujici. Je-1i F' stied
useCky DE a G stied tsecky AFE, je usecka F'G kolma k tsecce AE a
trojuhelniky AAGF a AEFG jsou kongruentni. Uhel & = ZEOB je

A G E

2

200 D
0] C B

Obrazek 1.15: Treténi thlu

z rovnobéznosti pfimky OB piimce k roven thlu ZAFEO, a ten zase
z kongruence zminénych trojihelnikii thlu ZEAF. Uhel ZAFO je vnéj-
§im thlem trojuhelnika AAFEF, a jako takovy je roven souctu dvou pro-
tilehlych ahli, tj. 2a. JelikoZ je trojuhelnik AAOF rovnoramenny, plati
LAOFE = LAFO = 2q, coz jsme chtéli dokazat.
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Oznadenym pravitkem s vySe popsanym rozsifenym pouzitim lze
zvlddnout i problém zdvojeni krychle, KVADRATURA KRUHU nicméné
stale Fesitelna neni.38 To ale opét neznamend, Ze neni feSitelnd abso-
lutné, ba naopak. Problém konstrukce délky obvodu kruhu pfi daném
poloméru vyfesili jiz Hippias a pozdéji Archimédés pomoci mechanicky
sestrojenych kiivek (kvadratix, spiraly).[*”) S4m Archimédés ale toto Fe-
Seni nepovazoval za geometrické.[*?) Ke geometrickym metodam se oviem
fadila metoda vypoctu plochy jejim vyCerpanim, nicméné ve specifické
podobé Eudoxové, ktera s predvedenim kruhu jakozto limitniho pripadu
vepsanych polygonti o rostoucim poctu stran, vyhledoveé polygonu neko-
ne¢ného, neméla mnoho spoleéného.!l Ovsem i predeudoxovské metody
jsou co do uziti infinitesimalnich metod velmi opatrné.

Typicky argument, v této podobé pfipisovany Brysénovi, spociva
v uzavieni kruhu mezi posloupnosti vepsanych a opsanych mnohothel-
nikt a odkazu k principu, podle néhoz “k ¢emu existuje vétsi a mensi,
k tomu existuje i rovné”.*?l Samoziejmé, e tu je jistd podobnost s De-
dekindovou charakterizaci spojitosti coby existence limitniho bodu (¥e-
zového ¢isla) k rostouci a zaroven omezené posloupnosti veli¢in (dolni
mnoziné fezu) nebo spise s Weierstrassovym urcovanim redlnych ¢isel po-
sloupnostmi vnofenych intervali, stejné jako s Bolzanovou vétou o mezi-
hodnoté.[*?! Na druhou stranu si nelze neviimnout zna¢éné vagnosti, ktera
nam muze napft. sugerovat, ze jsme obvod a obsah kruhu coby pfecho-
dového polygonu schopni jako v pfipadé polygonid standardnich zatadit
mezi veli¢iny eukleidovského kontinua. To, jak dnes vime, mozné neni,
a pfipadné redefinice méritelné veli¢iny, resp. cisla, které by mohlo byt
kruhu pfipsano a vztazeno k ¢islim jiz definovanym, nemuze byt tako-
vymito ‘Gvahami’ nahrazena. Toho si v jistém smyslu nebyli védomi ani
Eudoxos a Archimédés, ktefi jednoduse predpokladali, Ze kruh né&jakou
veli¢inu ma, jejich zptisoby ‘méfeni’ kruhu ovSsem vykazuji rysy, na nichz
se d& vhodn4 redefinice kontinua postavit.

Oba pfitom vychézeji z axiomu méfeni a oba se pohybuji v jistém
extrému. Eudoxtv zpusob je prilis teoreticky, Archimédiv zase prilis
prakticky. Eudoxova metoda vycCerpani pfitom priméarné nemé vydislit
obvod ¢i obsah kruhu, pouze nés ujistuje, ze plati:

Pomér obsahti dvou kruhtt K : L se rovnd poméru druhych moc-
nin jejich poloméra 2 : s2.[44]

38] Viz Hartshorne [2000, s. 259 nn].

39] Viz Mainzer [1980, s. 34], pfipadné Heath [1931, s. 143 nn].

401 Becker [1964, s. 56].

Konstrukei kvadratix a metodu vycerpani jesté zminime v oddile 1.8.

42] Viz Becker [1964, s. 46 n].

Srov. Gericke [1990, s. 8]. Zminéné pojmy budou vysvétleny v kapitole 2.
Eukleidés [El., XII, véta 2]. Véta je formulovana pro pomér praméru.
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7Z toho plyne, Ze lze-li obsahu kruhu pfipsat veli¢inu, pak pomér veli¢iny
obsahu ke ¢tverci poloméru je u vSech kruhidi konstantni, coz je jisté
nutnou, nikoli v8ak postacujici podminkou pro to, abychom o takovémto
pomeéru hovorili jako o ¢isle.

Dilkaz: Svoji iivahu Eudoxos odviji z predpokladu, 7ze K:L # r?:s2.
7 existence ¢tvrté proporcionaly by méla existovat veli¢ina F' takova, ze
K :F = r?:5% (VSimnéme si, jak problematick4 je tato teze s ohledem na
konstruovatelnost veli¢iny K. Co nyni znamend, ze ¢tvrta proporcionéla
existuje?) Eudoxos déle pfedpokldda, ze pro tuto veli¢inu musi platit
budto F' < L, nebo F > L. Uvazme prvni pfipad: Z kruhu L vyfizneme
nejprve vepsany ¢tverec — pravidelny mnohothelnik o ¢tyrech stranach
— a zaroven vice nez polovinu obsahu, nebot vepsany ¢tverec je presné
polovina opsaného. Rozsifenim vepsaného ctverce na vepsany pravidelny
osmithelnik, jak to popisuje obrazek 1.16, vycerpame opét dokazatelné

Obrazek 1.16: Eudoxova metoda vycerpani kruhu

vice nez polovinu plochy zbytku, nebot srafovany trojahelnik tvofi polo-
vinu nakresleného obdélnika. Z divizivni verze axiomu méreni nyni plyne,
ze takto musime dospét k polygonu @, pro néjz plati L — Q < L — F,
a tedy F < Q. Sestrojime-li nyni podobny polygon P (tj. pravidelny
mnohouhelnik o stejném poctu hran) v kruhu K, pak podle dfive doka-
zané vty plati P:Q = r2:s%. To je ale v rozporu s predpokladem
K:F =1r%:5%2 nebot z P < K a Q > F plyne P:(Q < K : F. Podobné
je ke sporu doveden i pfedpoklad F' > L a Eudoxos mutze usoudit na
kyZenou rovnost K : L = r?: s, a

Zatimco Eudoxos ukézal, Ze 1ze pomér obsahu kruhu ke ¢tverci poloméru
vyjadrit konstantou, pokud ovSem takova veli¢ina jako obsah kruhu vi-
bec existuje, pfedvedl Archimédés, jak takovou konstantu aproximovat.
Prostfedkem mu byly opét vepsané a opsané polygony, tentokrate vsak

(5] Bukleidés [El., XII, véta 1].
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pii vyuziti jejich obvodti, coz znamend, Ze si byl védom totoznosti kon-
stanty vyjadfujici pomér obsahu kruhu ke ¢tverci jeho poloméru a ob-
vodu kruhu k jeho primeéru. Ve skutec¢nosti to byl pravé Archimédés, kdo
tento objev ucinil. Ptislusna konstanta se teprve diky Eulerovi oznacuje
symbolem 7r.[46]

Postupnym vypoctem obvodd vepsanych, resp. opsanych mnoho-
thelnikt a jejich zaokrouhlovanim dold, resp. nahoru dospivd Archi-
médés k raciondlnimu odhadu, jehoz horni a dolni meze se nelisi o vic nez
0,002.147) Je z¥ejmé, 7e takto lze diky archimédovskému axiomu doséh-
nout aproximace libovolné pfesnosti, tj. pro libovolné n najit racionalni
veliiny a, b takové, ze a < m < ba |b—al < % Odtud vede ovSem jiz
cesta k aritmetické definici redlného ¢isla z aproximujicich posloupnosti
¢isel racionélnich, jak se s ni seznamime v ramci modernich teorii ¢isla.
V historickém sledu se vS8ak musime nejprve vyporadat s Newtonovym a
Leibnizovym infinitesimalnim kalkulem.

1.7 Kartézska cisla

Vidéli jsme, Ze identifikace poméru veli¢in s veli¢inami samotnymi pred-
stavuje podstatné zjednoduseni a zpiehlednéni geometrické praxe. Casto
je mozné nahradit komplikovanou geometrickou konstrukci ¢i geomet-
ricky dikaz (napf. délitelnosti oboru) jednoduchym vypocétem. Okolnost,
ze v mnoha pfipadech neni po ruce jiné ospravedlnéni, nezli ze tako-
vato zjednoduseni prosté funguji a byla jiz dlouho implicitné aplikovana,
patii vlastné neodmyslitelné k vyvoji kazdé védy. Tomu, kdo pozaduje
pro kazdy krok piisné zdivodnéni, se pak muize stat totéz co fecké ma-
tematice, totiz ze neni ve jménu rigoréznosti schopen udélat dalsi krok
vpred. Nejspis$ z tohoto diivodu za¢ind nova éra geometrie a teorie Cisel
teprve bezprecedentnim ‘lajdactvim’ Descarta, Newtona a Leibnize, ktefi
nejprve identifikovali plochy a télesa s tiseCkami a analytickymi vyrazy,
aby pak nechali nehybné, idealni formy antické geometrie vzniknout a
nasledné vy¢islit pohybem ¢i sklddanim nekonecné malych bodt, resp.
veli¢in, pro jejichz spornou existenci nenasli pfes upfimnou snahu zadné
jiné vysvétleni, nezli Ze umoznuji velmi jednoduchou formulaci pravidel
relativné stabilniho a tspésného kalkulu.

Okolnost, Ze si lze Casto uSetfit mnoho zbytecné prace, prelozime-li
geometrickou tlohu do symbolické formy a zjednodusime ji vypoctem,
studoval pfed Descartem systematicky jiz Viete. Vychodiskem mu bylo
pozorovani, ze lze tradi¢ni patrani po ¢tvrté, resp. stfedni proporcionale
A:B=X:C,resp. A: X = X : B prevést do formy rovnosti AC = X B,
resp. AB = X? a vice versa. V ptivodni geometrické interpretaci nasobeni

[6] Viz Ebbinghaus [1991, s. 124 n].
[47] Viz Fowler [1999, s. 53 nn] a Jahnke [1999, s. 25].
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tento preklad ukazuje, ze mame co do ¢inéni s problémem konstrukce
pravouhelnika (o dané strang), resp. ¢tverce stejného obsahu, jako ma
dany pravothelnik. Pravé tato nazornost se ale v téchto pripadech zdéla
byt kamenem trazu, nebot — jak Viete sam opakované zdtraziiuje —
musime vzdy dbat na prislusné dimenze a séitat, resp. odéitat pouze ve-
li¢iny, které jsou v tomto smyslu homogenni. Ve Vietové normélni formé
rovnosti

X34+ AX?+BX=C

predstavuji tedy znaky A useCku, B plochu a C téleso, coz Viete ob-
vykle zna¢i odpovidajicimi indexy.[*¥l To, Ze na tuto exaktnost pozdéji
z divodid obecnosti a nejspis i jistého pohodli rezignuje, je mu tfeba
s ohledem na dalsi vyvoj aritmetizované geometrie jednoznac¢né pficist
k dobru.

Nedbalost Vietovu ospravedlituje Descartes explicitné tim, ze fixuje
néjakou délku E jako jednotkovou a nasobeni veli¢in interpretuje pomoci
véty o podobnosti trojuhelnikid jako konstrukci veliciny X, pro kterou

—E—+—A—
Obrazek 1.17: Nasobeni veli¢in

plati A:E = X:B, neboli AB = XFE, a tedy vlastné AB = X. Viz
obrazek 1.17. Tim pfenasi na spojité obory dalsi formalni vlastnost dis-
krétnich veli¢in, obecnou nasobitelnost. Déleni veli¢iny A veli¢inou B je

—B—+—A—

Obréazek 1.18: Déleni veli¢in

nyni prirozené definovano jako velicina X takova, ze A: B = X : E. Viz
obrazek 1.18. Také tuto redukci lze pripsat Descartovi, stejné jako definici

(48] Viz Gericke [1984, s. 255 nn].
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(druhé) odmocniny, kterou Descartes ve své Geometrii [1637b] uzavira
vycet operaci své tiseckové algebry. Podle Eukleidovy véty o vysce pra-
vothlého trojihelnika plati na zakladé obrazku 1.19 vztah X2 = EA,
Descartovym vlastnim zépisem X = v/A.[*9] Viz obrazek 1.19. Aplikace

Obréazek 1.19: Druhd odmocnina veli¢in

algebraickych rovnosti ale neusnadnila pouze fesitelnost geometrickych
problémt. Diky Descartovi lze geometrické objekty také analyticky po-
jmenovat, myslime-li si je umistény do odpovidajictho soutadnicového
systému dvou a vice ¢iselnych primek.

Kruznice se stfedem v pocéatku soufadnicového systému a s polomé-
rem R je napf. zachycena formuli X2 +Y?2 = R?, jak to nazorné ukazuje
obrazek 1.20. Skuteénost, ze v ném (pravda, zatim nijak podstatné) vy-

Obrézek 1.20: Rovnice kruznice

uzivame jiz tzv. ZAPORNYCH CISEL, jenom podtrhuje, Ze nepfedstavuji
zadny teoreticky problém. Ba naopak, toto rozsifeni umoznuje zavést od-
¢itani jako totalné definovanou operaci — plnohodnotnou inverzi s¢itani
— pro libovolny eukleidovsky obor veli¢in. Oborem Q racionalnich ¢isel
budeme déale zpravidla rozumét rovnéz vSechna racionalni ¢isla zaporna
a nulu. Mtizeme také zavést obor Z celjch ¢isel.

Jemnost struktury analytické geometrie, nebo, jak by fekl Witt-
genstein [1922, § 4.04], jeji variabilita (Mannigfaltigkeit), umoziiuje také

[49] Véta o vysce Fika, #e v pravotihlém trojuhelniku, jehoz vyska v déli pfeponu na
useky a a b, plati rovnost ab = v2.
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vyjadiit konstrukei ¢éisla (bodu éiselné pfimky) algebraickou substituci,
sloZzenim vice rovnosti. Geometrizovana ¢isla antické matematiky je tedy
mozné analyticky pojmenovavat a referovat k nim. Tak tfeba iracionalni
¢islo v/2 je v souladu s difve uvedenou ilustraci 1.13 reprezentovatelné
jako (kladny) vysledek priiniku kruznice X2 + Y2 = E? + E? a pfimky
Y =0, tedy jako kofen rovnice X2 = 2E? = 2F = 2. Takovéto rovnice
jsou ve své obecné formé

™ + ap_12" 4+ ez’ =0
nazyvany RACIONALNIMI POLYNOMY n-TEHO STUPNE, podle pfedpo-
kladu, ze koeficienty ag, a1, ..., a, jsou raciondlni ¢isla a a, # 0. Na
prvni pohled je ziejmé, Ze lze kazdy racionalni polynom upravit do ekvi-
valentniho tvaru, jehoz koeficienty tvofi pouze ¢isla cela.

Dale je ziejmé, ze jako deskripce ¢isel nejsou polynomy zpravidla
jednoznacné, tj. mohou mit vice feseni nebo také feseni zadné. Postup-
nym rozkladem polynomu na linedrni faktory Descartes ukazal to, co
pred nim uz néjakou dobu mnozi tusili, totiz ze pocet kofeni polynomu
nemuzZe byt vyssi nezli jeho stupen. Je-li totiz z; kofen polynomu P(x)
stupné n, pak jeho délenim linedrnim faktorem (z — 1) lze dospét k po-
lynomu Q(z) stupné n — 1, pro néjz plati P(z) = (x — x1)Q(z). Tento
postup lIze zjevné opakovat nanejvys n-krat. Gauss dospél pozdéji, roku
1799, k elegantnimu zobecnéni tohoto postiehu v podobé tzv. ZAKLADN{
VETY ALGEBRY, podle niZ mé v oboru komplexnich ¢isel kazdy komplexni
(a tedy i racionélni) polynom n-tého stupné piesné n kofend, a lze jej
tedy prezentovat ve formé

an(z —z1)(x —22) - (* — ) = 0.

To plyne z diikazu existence kofenu pro kazdy komplexni polynom a vyse
zminéné moznosti rozkladu. Poctem kofenti je zde ale vlastné minén po-
¢et linearnich faktort v rozkladu polynomu, tj. samotna feSeni se mohou
opakovat.

Pravé okolnost, ze lze v ramci analytické geometrie reprezentovat
geometrické tvary a veli¢iny pomoci algebraickych vyrazt (napft. jako
kiivky druhého a vysSich stupitiii ¢ FeSeni jistych rovnic), se ukdzala
byt rozhodujici pro definitivni, a sice negativni rozsouzeni klasickych
konstrukénich problému antické geometrie. Tak napf. DELSKY PROBLEM
zdvojeni krychle, tedy konstrukce strany krychle o dvojnasobném obsahu
ke krychli dané, vede v piipadé jednotkové krychle E? k rovnici 2® = 2,
tedy k polynomu z® — 2 = 0 tietiho stupné. Po zpfisobu staropytha-
gorejskych predstav o spojitosti lze nyni sice argumentovat tim, Ze pfi
spojitém prodluzovani strany jednotkové krychle ke strané krychle osmi-
jednotkové musi byt krychle o pozadovaném obsahu dosazeno, nicméné
analyza toho, co vSe muze byt pravitkem a kruzitkem zkonstruovéano, ho-
vori jasné: Uvéazime-li rovnice pfimky a kruhu, odpovidajici pfipustnym
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konstrukénim prostfedktim, tj. pravitku a kruzitku, pak vSechny body,
které povolenymi kroky mohou vzniknout, musi mit soutadnice sestava-
jici z racionalnich ¢isel ¢i z vnofenych druhych odmocnin, jejichz jsou
bazi, tedy napf.

—3+ 3VIT+ £V/34 - 2V1T.

S pomoci elementarni ¢asti Galoisovy teorie lze dokazat, ze /2 v této
formé reprezentovatelnd neni, fe¢eno algebraickou terminologii: nemuze
byt prvkem Zidného rozsifeni Q, které ma stupeini 2".59 Podobny ar-
gument plati i pro llohu TRETENf UHLU, tj. jeho rozdéleni na t¥i stejné
¢asti, coz je minéno obecné, nikoli pro specidlni pripady. Nemozné je to
napi. u tthlu 60°.

Od jisté doby vime tedy zcela jisté, ze obor E eukleidovskych velic¢in
neni z relativné uzké perspektivy tradi¢nich geometrickych problémi do-
sti obsahly. Obor vSech kofenti polynomialnich rovnosti, tedy obor vSech
algebraicky popsatelnych éisel, je prokazatelné vétsi. Oznacéme jej jako
K ve vyznamu KARTEZSKEHO KONTINUA, jehoZ prvky se ovSem tradiéné
nazyvajl ALGEBRAICKYMI CisLy. Snad neni t¥eba zddraziiovat, ze alge-
braickym ¢islem je momentalné minéno algebraické ¢islo realné, spojené
s ptuvodni geometrickou predstavou pruseciku k¥ivky urcené polynomem
a realné osy, v niz napi. polynom z2 + 1 = 0, vedouci k pojmu algebraic-
kého komplexniho ¢isla (tj. komplexniho kofenu racionalniho polynomu),
z4dné koreny nemé. Podstatné pro toto kartézské rozsiteni pojmu redl-
ného ¢isla je pravé ona kombinace nazorného a pojmového, na niz fakt,
ze lze kartézska Cisla popsat také na Cisté algebraické bazi, nic neméni,
nebot se jedna o popis vymysleny dodatecné.[>1]

Lindemannuv dikaz (1882), Ze konstanta 7 ‘transcenduje’ nejen eu-
kleidovské, ale i algebraické metody Descartovy, tedy Ze nemiize byt ani
algebraickym cislem, fesi pak negativné problém kvadratury kruhu a
spolu s Liouvillovym star§im diikazem (1844) transcendence nékterych
¢isel ukazuje, ze klasické predstavy kontinua volaji po mnohem diklad-
né&jsi revizi.[’?! V tomto okamziku jsme zazili jiz tii rozsifeni

QCcPcCECK

a stéle nedisponujeme definitivni charakteristikou toho, co je obor reél-
nych cisel za¢. To, Ze lze obvod ¢i obsah kruhu uchopit jako veli¢inu ¢i
¢islo, patii samoziejmé k pozadované revizi. Mezi ni, jak se uskutecnila

(50] Detaily napf. viz van der Waerden [1971]. Relativné struény dikaz lze najit in
Eves [1990, dodatek A.2]. Komplexni pfehled o celém problému lze ziskat z knihy
Hartshorne [2000].

[51] K definici algebraického &isla viz oddil 5.12.

[52] piiklady diikazti transcendence Liouvillovych a jingch ¢sel podava napf. Truss
[1997, kap. 9].
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v devatenactém stoleti u Cantora a Dedekinda, a Descartovou analytic-
kou geometrii lezi jakozto prostfednik teorie diferencidlniho a integrél-
niho poctu, v jejimz ramci jsou realna ¢isla specifikovana jaksi holisticky,
nepfimo, coby hodnoty proménnych, pfipadné argumentt v ramci nové
se utvarejici teorie funkci. K tomuto stadiu vyvoje déjin ¢isla bychom se
chtéli dostat ke konci této kapitoly.

1.8 Fluenty a fluxe

Jak jsme zminili tvodem, z hlediska rigoréznosti zakladd znamenaly
Newtonovy a Leibnizovy metody vypoctu obvodil, ploch a objemu ve
srovnani s antickymi vzory bezesporu krok zpatky. Newton i Leibniz
systematicky vyuZivali pojmu nekoneéné malé (infinitesimalni) veli¢iny,
ktery — védomi si dobfe jeho problematické povahy — nebyli pfes cetné
pokusy schopni uspokojivé vysvétlit ¢i eliminovat ve prospéch jistéj-
§ich rozliseni. Jedinym zpisobem zddvodnéni infinitesimalnich metod
jim tedy byla v posledku extrapolace nazornych pfiméri (déleni pfimky
na mensi ¢asti, konstrukce mnohotihelnikt o zvétsujicim se poctu stran
atd.), u Newtona navic obohacenych o kinematické prvky. Tento histo-
ricky fakt uzivd Coffa [1991, s. 23 n] k vysloveni hypotézy, podle niz
Kant préavé na zakladé obezndmenosti s ostrovni (newtonovskou) tradici
kalkulu mohl prohlésit aritmetiku za zavislou na ¢istém nazoru ¢asu a do-
sahnout tak svého pojeti matematiky coby paradigmatu discipliny, ktera
je zaroven syntetickd (vztahuje se ke svétu nasi zkuSenosti) a a priori
(nemize byt touto zkuSenosti pfimo vyvracena).

Rekové pfitom na rozdil od Newtona a Leibnize nedisponovali jedi-
ne¢nou moznosti uchopeni kfivek a geometrickych tvari prostfednictvim
analytickych vyrazi, které jde nasledné algebraicky upravovat, piede-
viim ale derivovat a integrovat. Cas jako pfidana soufadnice byl pro né
tedy mnohdy jedinou moznosti, jak popsat komplikované kiivky a fesit
ulohy, které se jich tykaji. Hippias dospél napt. k jiz zminéné KVADRA-
TIX tak, ze ve ¢tverci ABC'D na obrazku 1.21 rovnomérné otéacel tsecku
AB kolem bodu A smérem k useéce AD, k niZz soucasné rovnomérné
posouval tsecku BC. Kvadratix vznikla z prisecikid posouvanych tse-
éek, pricemz vime, Ze se vlastné jednd o feSeni kvadratury kruhu, nebot
useCka AG, ktera vznikne protnutim kvadratix se stranou AD, mé délku
2AD/ 7.53] Toto FeSeni neni oviem podle feckého standardu pravé pro
svoji kinemati¢nost dostatecné exaktni neboli ‘geometrické’.

Pfestoze si tedy Newton na rozdil od Rekii mohl dopfévat, a také
dopraval plného luxusu Descartovy analytické geometrie, povazoval za
zaddouci doplnit ji o kinematickou legendu. To nemé samoziejmé vliv na

(53] Viz Mainzer [1980, s. 34]. K riiznym antickym FeSenim kvadratury srov. také
Heath [1931, s. 139 nn].
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vyznam vysledki, k nimZ dospél. Problém je, Ze infinitesimalni metody,
které k tomu pouzival, nas mohou snadno dostat do potizi. Tyto metody

B C

A G D

Obréazek 1.21: Kvadratix

byly pfitom v jeho dobé jiz ddvno soucasti obecné praxe feSeni slozitych
geometrickych tuloh, jako jsou vypocty obsahu zakfivenych ploch, obvodu
kiivek, thli zakfiveni, maxim a minim, te¢en atd. Newtonav a Leibniztv
pfinos k déjindm analyzy a matematiky obecné proto nespociva ani tak
v tom, Ze by pridali néjakd nova konkrétni feSeni ¢i jejich zptusoby (coZ
samozfejmé pridali), ale pFedevsim

(1) v jejich redukci na dva zdkladni typy, a to vypocet tecen, zalo-
Zeny na metodé rozdila (diferenciace), a vypocet ploch, opirajici
se o metodu sum (integrace),

(2) v demonstraci jejich inverzniho vztahu, coZ je tvrzeni tzv. zé-
kladni véty analyzy, a

(3) v konstrukei vykonného algoritmu.

Ani Newton, ani Leibniz pfitom na rozdil od praxe zavedené Johannem
Bernoullim a Eulerem!®* svij kalkul a vibec fe¢ o diferencich & mife
zmény (rychlosti riistu) neaplikovali pfimo na funkce, ale na proménné
veli¢iny, reprezentované jednotlivymi proménnymi, jejichz hodnoty moh-
ly eventualné zaviset na proménnych jinych. Tyto veli¢iny se pak podle
Newtona ménily s ¢asem, zatimco u Leibnize probihaly pfes nekonecné
blizké hodnoty. Nekone¢né maly pririistek veli¢iny proto nazyva Newton
momentem, zatimco Leibniz hovofi o jejich nekoneéné malém (infinitesi-
malnim) rozdilu jako o diferencidlu.

Motivaci jejich zavedeni, stejné jako nazvu “diferencialni a integralni
kalkul” je nasledujici tivaha. V obrazku 1.22 urcuje zakreslena kiivka k

[54] Viz Jahnke [1999, s. 143].
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posloupnost soufadnic ¥1, y2, ... o stejné vzdalenosti Ax. Pomér rozdilu
Ay dvou sousednich souradnic, konkrétné tieba yo, y3, a vzdalenosti Az,
tedy pomér stran tzv. CHARAKTERISTICKEHO TROJUHELNIKA APQR,
pfitom zhruba odpovidd poméru PB, AB trojihelnika tvoreného te¢nou
t kiivky k v bodé P, soutadnici y, a subtangentou A B, neboli aproximuje
smérnici dané te¢ny. Stejné tak soucet obdélnikt y; Az pro vSechna uva-

R k
I
P - _ 1 Ay |
i Az :Q :
: I I
I I
l | | |
t 1 Y2 Ys Ya
A B

Obrazek 1.22: Metoda rozdili a souétu

Zovana i aproximuje obsah plochy mezi kiivkou a osou z, a to s presnosti
nepiimo umérnou velikosti Axz. Nyni se zda byt nasnadé, Ze pro neko-
necné maly rozdil dx v proménné x musi byt prislusny soucet, Leibnizem
sugestivné znaceny jako

Jydz,

presnym odhadem aproximované plochy, stejné jako je pomér %, kde je
dy rozdilem dvou sousednich, nekone¢né blizkych soufadnic y, presnym
odhadem smérnice tecny. Pouze na zakladé tohoto pozorovani postu-
luje také Leibniz vzajemnou reciprocitu diferenciace a integrace, a je mu
v tomto ohledu tieba pfifknout (mirné pochybné) prvenstvi.l>

Predpokladame-li nyni, ze je kiivka k£ pojmenovana vyrazem tvaru
f(z) = vy, jimZ je kazdému x z predpoklddaného oboru veli¢in uréeno
pravé jedno y z téhoz oboru, je smérnice tecny v bodé [z, f(z)] neboli
mira rastu funkce f pro dany argument x dana vztahem

dy _ f(o+do) — f(@)

dx dx

Predpokladame-li dale, ze pro urcité hodnoty x dany pomér existuje,
Ize jej snadno uchopit jako funkci z, kterou tradiéné nazyvame derivaci

[35] Viz Grattan-Guinness [1980, s. 62] a Kline [1972, s. 374].
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funkce f a znacime f’. Z rovnice

dy Y
dr f(x)
pak snadno dospivame k dodnes uzivané notaci dy = df = f'(z)dz.

Newton ani Leibniz ovSem, jak jiz jsme vlastné naznacili, primarné ne-
vyznacovali jednu z proménnych jako zavislou, ale podobné, jako je to
jesté dnes bézné ve fyzice, udélovali obéma proménnym x a y stejny sta-
tus. Uzité proménné jsou pak formalné nezavislé, v praxi se vSak ‘méni’
podle néjaké spolecné veli¢iny tfeti, jiz je pro Newtona implicitné veli-
¢ina casu. Newton proto nazyva proménné veli¢iny, reprezentované uzi-
tymi proménnymi, FLUENTY a jejich ‘derivace’, které znadi jako %, v, . . .,
FLUXEMI. Z prototypické fyzikdlni aplikace kalkulu na (primérnou) rych-
lost coby pomér drahy a Casu (v = §) dostaneme, Ze se v piipadé fluxe
jedna o jakousi okamzitou rychlost, kterou veli¢ina z v daném okamziku
roste, tedy ze © = (fi—f. V nekonecné malém case o vyroste x o nekonecné
maly prirtastek o, tzv. MOMENT.

Newton nas dale vyzyva, abychom si predstavovali ¢ary jakozto
vzniklé z pohybu bodi, plochy z pohybu ¢ar a télesa z pohybu ploch.
Kftivku k v obrazku 1.23 napf. nahlizi jakozto drdhu bodu P, jenz se
v jistém casovém okamziku nachézi v nize zakresleném misté. Jeho po-
hybem se méni (plynou) proménné veli¢iny = a y, ale t¥eba i veli¢ina z,
znacici obsah plochy mezi kiivkou k, osou x a momentalni soufadnici y
bodu P, a sice s néjakymi okamzitymi rychlostmi z, 3, 2, danymi okamzi-
tou rychlosti bodu P. Zastane-li tato rychlost konstantni, dospéje bod P

Y+yt pommmm oo K

Obréazek 1.23: Metoda fluentt a fluxi

v Case t z mista [x,y] do mista [z + &t, y + §t]. To zjevné nelezi na kiivce
k, pro nekoneéné malé o ale Newton predpoklada, Ze bod kfivku neo-
pusti, neboli f(z + o) =y + o, kde f(x) =y je opét rovnice kiivky k.
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Jednoduchou transformaci lze pak dospét k zndmému vztahu

y _ flz+ o) — f(x)
@ to '

Jelikoz plati & = ‘é—'f ay= %, mame v tomto poméru zachyceno vlastné
i Leibnizovo g—i’. Newton v tomto ohledu zjednodusSoval svij formalismus
tak, ze nechal jednu z proménnych plynout konstantné, coz znamenalo
zpravidla polozit & = 1. To vSe ale dava smysl az v kontextu dalSich
transformaci pravé strany uvedenych rovnosti, predevsim eliminace infi-
nitesimalnich vyrazi dx, resp.  a o. Teprve tak lze dospét k vlastnimu
vypoctu smérnice teény kiivky f v bodé [z, f(z)], neboli hodnoty funkce
/' pro argument x, & plochy pod kiivkou f v intervalu [a,b] hodnot

proménné x, symbolicky

/abf(m)dx.

Pristi oddil ovsem za¢neme jiz ohldSenym zdivodnénim inverzniho vzta-
hu téchto tloh, resp. pfevodem druhého typu na prvni.

1.9 Diferenciél a integral

Rekli jsme, Ze se na obsah plochy uréené kiivkou k, soufadnici z a bo-
dem P v obrazku 1.23 miizeme podle Newtona divat jako na plynouci
s pohybem bodu P po kfivce k, neboli na hodnotu proménné veli¢iny z.
Oprostime-li se od zbytného kinematického ramce, znamena to uchopit
jednoduse dany obsah jako funkci proménné z, dejme tomu G(z). K¥ivka
je déna jako funkce f(z). Nyni uvazujeme nésledovné. Zvétsi-li se hod-
nota x o nekone¢né malou hodnotu dz, zvétsi se plocha G(z) o nekoneéné
tenky obdélnik f(x)dz, ktery takto odpovida ptirtistku G(z +dz) — G(z)
funkce G v bodé z. Jednoduchou transformaci tak dospéjeme k rovnici

G(z + dz) — G(z)
dz

ze které okamZité plyne, Ze f je derivaci G, neboli G’ = f. Funkce G se
obvykle nazyva PRIMITIVNI FUNKC funkce f. Z toho lze nyni jiz ‘odvodit’
ZAKLADNI VETU ANALYZY jako

G(x):/f(x)dxz/G’(x)dxz/%dxz/da.

Vétu miuzeme chapat jako vyrok o samotné primitivni funkei (resp. funk-
cich) coby tzv. NEURCITEM INTEGRALU, nebo o jejich hodnotéach neboli
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INTEGRALU URCITEM. Pak je ji tfeba formulovat takto:

b
G(b) — G(a) = / G (x)dz.
a
Fakt, Ze je iloha vypoc¢tu obsahu plochy pod kfivkou f ekvivalentni Giloze
nalezeni funkce primitivni k f, si Newton uvédomil a v ramci moznosti
i dokazal jesté pred rozvinutim teorie fluxi. Zistava ovsem neoddiskuto-
vatelnou zasluhou Leibnizovou, ze inverzni charakter obou tiloh podpoftil
vyse uzitou sugestivni notaci. Ta hraje velkou roli pfi vlastnim derivovani
a integraci.

Pro ilustraci sily a provazanosti novych metod se pokusme nejprve
presveédcit o tom, Ze pomér 7% obsahu a druhé mocniny poloméru kruhu
vyjadiuje tatdz konstanta jako pomér - jeho obvodu a priméru, totiz
7. Kvadratura kruhu, tj. pfevedeni vypoctu obsahu kruhu na jednodussi
tvary, vede k jeho aproximaci vepsanym mnohotithelnikem o n stranach,
ktery 1ze snadno rozdélit na n rovnoramennych trojihelnikt o zakladné a,
vysce h a strané odpovidajici poloméru kruhu r, jak to ukazuje obrazek
1.24. Obsah pravidelného polygonu o n stranach je dan zjevné rovnici
N i

NS ]
e 1

a

—

Obrazek 1.24: Vycéerpani kruhu

O, = n%h Pro rostouci pocet stran n se zmensuje rozdil mezi h a r a
obvod polygonu o0,, = na ptrechazi v obvod kruhu, jenz je ndm predem
dén jako o = 27mr. V okamziku, kdy se strany stanou nekonec¢né malé,
tedy pro ‘n = oo’, zacne platit i 0, = 27r a h = r a my dospéjeme
k obsahu kruhu jako

ah _o,h  2mrr 4
Ny = =5 =7

To byla aplikace metody vycerpani v Leibnizové stylu. Predpoklada-
me-li naopak, ze je nam dan obsah kruhu, a to jakozto funkce poloméru
O(r) = 7r?, miizeme uvazovat takto. Zméni-li se veli¢ina r o nekoneéné
malou hodnotu dr, bude se pfirtistek obsahu kruhu dO rovnat nekoneéné
tenkému pruhu na jeho obvodu, jenz musi byt co do obsahu identicky
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s obdélnikem odr. Staéi tedy vypocitat derivaci funkce O. Pro tu sku-
te¢né plati O'(r) = 27r, i kdyz jesté nevime, jak jsme k tomuto zdvéru
dosli. Mame tu ale zaroven ukazku toho, jak 1ze na problém diferenciaci
prevést nejen tlohu vypoctu ploch, ale i délek. Nyni ovSem jiz ke kon-
krétni technice vypoctu derivaci, tj. Newtonovu a Leibnizovu kalkulu.

Ten byl od pocatku paradigmaticky vazan na polynomialni funkce.
Ty se jednak mimotddné dobfe vyéisluji (staci aplikovat pouze zdkladni
operace séitdni a ndsobeni), snadno se s nimi operuje (samy mohou byt
predméty obvyklych operaci) a maji spoustu jinych zaddoucich vlastnosti:
jsou spojité na celé Ciselné ose, neomezené derivovatelné a integrovatelné.
Newton navic objevil, Ze lze binomickou poucku
’fl(’fl — 1) n—2,.2 n

19 a r'+---+x

zobecnit také pro racionélni a zaporna n. To mu umoznilo reprezentovat
fadu komplikovanych kiivek pomoci tzv. mocninnych fad (power series,
Potenzreihe), tedy jako jakysi ‘nekoneény polynom’.’§l Tim se jejich
funkce staly jednak dobfe aproximovatelné (skrze pfislusny polynomialni
rozvoj), jednak na né §ly aplikovat obvyklé algebraické operace, véetné
postupné derivace a integrace. Jejich bazi byla derivace prostych (tj.
koneénych) polynomt.

Celou metodu lze tedy demonstrovat na jednoduchém, prototypic-
kém pifkladu: Méjme funkci y = f(z) = 22 a ptejme se, o kolik se zméni
proménnd y, zméni-li se nepatrné proménna z, neboli kolik ¢ini rozdil
f(x + dx) — f(z). Zde se jedna o vyhodnoceni vyrazu (z + dz)3 — x3.
To podle binomické poucky vede na x2 + 3x2dx + 3z(dx)? + (dz)3 — 23,
a tedy 3z2dz +3z(dx)? + (dx)3. Jelikoz se zajimame o pomér rozdilt dx a
dy, muzeme nyni dr vytknout nebo jim pfimo uvazovany vyraz vydélit.
Zbude 322 + 3xdx + (dz)?. VSechny séitance, v nichZ se dz vyskytuje
v soucinu, nyni Newton i Leibniz jako nekonecné malé skrtnou a ziskaji
4y — 342 resp. dy = d(z%) = 3z2dx. Obecné byl takto vlastné odvozen

dx
vztah

d(z™) = nz"dux,

(a+z)" =a" + ?a"‘lx +

z néhoz dostavame inverzi podle zdkladni véty analyzy

n+1
/x”dx -t .
n+1

Aplikujeme-li nyni zobecnény binomicky teorém na rovnici jednotkové
o . . 1 o .
(ptl)kruznice y = v/1 — 22 = (1 — 22)2, ziskdme mocninny rozvoj
1 1 1 1
1—a2?)2 =1— -a2? — —o* — —a% — ...
( ) 2 8 16
(56] K definici pojmu fady, zejména v jeho odligeni od pojmu posloupnosti, se dosta-
neme v oddile 2.4.
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Jeho postupnou integraci pak dospéjeme k vyrazu

2y1 L3 L 5 L -

/(1 x9)2de = 1z 53% 5. 8% " 16.7° ,
ktery ndm umozni s libovolnou presnosti vy¢islit plochu kruhu. To vse
dohromady jsou ty nejpodstatnéjsi momenty Newtonova vyzkumu pred
obecnou formulaci pravidel kalkulu fluxi, navic ve sledu, ktery zdaleka
neodpovida historické genezi.5”) Newton totiz nejprve z kvadratur kiivek
jednodussich rovnic odvodil mocninny rozvoj plochy kruhu, na néjz pak
aplikoval zndmy vztah pro integraci polynomu a dospél k mocninnému
rozvoji rovnice kruznice. Z ného uhodl zobecnéni binomické poucky.

Tim v§im si ale nemusime nechat nase metodicky spravné odvozeni
kazit a mizeme rovnou prejit k explicitni formulaci pravidel kalkulu a
jeho prvnim kritiktim. Bazi infinitesimalniho kalkulu i kalkulu fluxi pfi-
tom netvori nic jiného nezli vysSe aplikované instrukce eliminace vyrazu
dx z vyrazu (f(x 4 dz) — f(x))/dz, coz jsou:

(1) rozepséni rozdilu f(x + dx) — f(z),

(2) jeho transformace do tvaru dz(A(x)+ B(x,dx)), v némz se
dx v B vyskytuje pouze v soucinu,

(3) vydéleni hodnotou dz,
(4) zanedbani B(z,dz) jako nekoneéné malého.

Vysledkem jsou rovnice

Z—y = A(x), pripadné dy = A(z)dzx.
x

V pripadé polynom je tento postup aplikovatelny trivialné, tj. pfedevsim
nenastavaji problémy v bodé (2). PotiZe, i kdyz mnohem obecnéjsiho
charakteru, se v8ak objevuji jinde, totiz v bodech (3) a (4).

Podle Leibnize i Newtona mame v rovnici dy/dz = A(z) napravo
konkrétni redlné éislo (piipadné dané v zavislosti na néjakém jiném kon-
krétnim redlném ¢isle x jako hodnota funkce A(x)), nalevo pak pomér
dvou infinitesiméalnich veli¢in dy a dx. Ty byly tradi¢né z oboru veli¢in
vylouéeny, resp. jim byl z dobrych dtivodu (viz oddil 1.4) pomér odepfen.
Zménily se snad tyto diavody? — V principu nikoli, a Leibniz i Newton
si toho byli dobfe védomi. Leibniz se obvykle hajil tim, Ze se v pfipadé
dz a dy jedna o uzitecné symboly, které jsou prostfedniky tspésnych vy-
sledkt®t — jakési momenty osvédcené praxe —, aniz by samy mély néjaky
samostatny vyznam. V tomto synkategorematickém duchu je, ¢i by ale-
sponi méla byt, Leibnizova notace uzivana dodnes. To vSak nic neméni na

[57] Viz Grattan-Guinness [1980, s. 54 n.
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tom, Ze samotny odkaz na uspéch ¢i formalni analogie s béZznymi vypocty
nemohou samy stacit napf. k ospravedlnéni pravidla typu

dy dydu

dr  dudx’

podle néhoz lze v Leibnizové kalkulu derivovat sloZené funkce. Jeho fadna
aplikace totiz pfes nepopiratelnou mnemotechnickou prednost nijak p¥i-
modara neni, a miize tak snadno vést k nezddoucimu vysledku.®8! Totéz
plati napf. pro pravidlo pro derivaci soucinu

d(zy) = zdy + ydz,
z jehoz cisté formalniho odvozeni

d(zy) = (z + dz)(y + dy) — xy

= xdy + ydx + dxdy
= zdy + ydx

neni nikterak jasné, pro¢ mizeme ve findlni Gpravé skrtnout nekonecné
maly ¢tverec dxdy, a ne tieba nekonecné tenky obdélnik xdy. Viz obra-
zek 1.25. Ve své slavné kritice kalkulu, kterou pozdéji (ovSem bez udani

dy rd_chy—:

X dx

Obréazek 1.25: Derivace sou¢inu

zdroje) prebira i Hegel, [ poznamenéva Berkeley [1734, § 9], ze “v kazdé
jiné discipliné jsou zavéry dokazovany pomoci principi, nikoli principy
pomoci zavéri”, aby pak ironicky ocitoval Newtonovo vlastni motto:
“Ve véci matematiky nesmi byt ignorovany chyby, byt by byly sebe-
mens$i.” Kdyby Slo pouze o tispéch vysledku, nebylo by ostatné tieba
takovato krajné pochybné zdivodnéni viibec podavat.

(58] Tak napf. pro y = sinz? a u = 2 musime poéitat nasledovné: dy/du = cosu,

du/dx = 2z, dy/dr = 22 cosu = 2x cos x2.

[59] Viz Stekeler-Weithofer [2004, kap. 7).
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Avsak prekvapivé, podle Newtona bylo dosazeno vytésnéni infini-
tesimalnich veli¢in z jeho systému jiz zavedenim fluxi. Skutec¢nost, ze
tfeba pfimka vznikd pohybem bodi, ukazuje podle ného, Ze neni jejich
prostym souhrnem, jak se to zda napf. predpokladat Leibnizova teorie
integralu. P¥i pohybu zavislych veli¢in « a y = f(z), pokracuje New-
ton, se k sobé jejich prirtstky, vzdy interpretované jako konecné cisla,
maji v jistém poméru. V okamziku, kdy tyto pririistky zmizi, nazyva se
tento jejich pomér POSLEDNIM RACIEM (ultimate ratio) a je oznacovin
vyrazem y/z. Jestlize naopak ony pfirtstky prerostou z nicoty v byti,
nazyva se tentyz pomér RACIEM PRVOTNIM (prime ratio). Vyraz §/&
tedy oznacuje kone¢ny pomér mizejicich veli¢in ¢i prvotni pomér veli¢in
vznikajicich (evanescent and nascent augments).

Nejvice citovana ¢ast slavného Berkeleyho dopisu The Analyst se
tyka pravé tohoto Newtonova kinematického odiivodnéni. Berkeley [1734,
§ 35| pise:

A co jsou tyto fluxe? Rychlosti mizejicich pfirastku? A co jsou
tyto mizejici prirtstky? Nejsou to ani konecéné veli¢iny, ani ve-
liciny nekonecné malé, ani nic jiného. Nemame je nazyvat pii-
zraky zesnulych veli¢in?

Jadro Berkeleyho kritiky je potom velmi konkrétni. Spravné upozornuje
na nekonzistenci, plynouci z toho, ze v bodé (3) vyse uvedeného vydcislo-
véani derivaci délime veli¢inou dz, ¢imz piedpokladame, Ze je nenulova, 6%
zatimco ji v bodé (4) skrtdme jakoZto zanedbatelnou, tedy rovnou nule.
Tim Berkeley otevira celou fadu spriznénych a velmi zavaznych otazek:
Co vime vlastné o ‘veliéinich’ dx a dy (resp. &,7), kromé toho, Ze maji
byt mensi nezli libovolnd veli¢ina konecnd? Je tieba dx pokazdé tymz
nekonecné malym prirtstkem? Pak by dy muselo variovat, jinak by ne-
mohly davat dohromady rozli¢na racia, na rozdil od “dz” by tedy “dy”
nebylo jméno, ale proménna. Pro¢ ale podil toho, co oznacuji, vede ke ko-
nec¢nému ¢islu, a jejich soucin nikoli? Jak si lze vysvétlit, ze soucet neko-
necné mnoha nekoneéné malych veli¢in udavéa obvod libovolného kruhu,
jak mohou byt takto ziskané obvody porovnavany mezi sebou a s jinymi
veli¢inami? Uhrnem:

Na zéakladé jakych kritérii identity a ohodnoceni relevantnich
vét (rovnosti, nerovnosti, relaci danych aritmetickymi opera-
cemi) jsme zafadili tzv. infinitesimélia ¢i fluxe do oboru uvazo-
vanych veli¢in, tj. u¢inili z nich (abstraktni) predméty?

(60] Jenom pro pofadek. Jelikoz plati O0m = On pro libovolné m, n, po pFipusténi
déleni nulou by muselo platit i m = n.
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Pokud nezname zadnou konzistentni odpovéd, nekoneéné malé veliciny
jednoduse neexistuji.[®!] Berkeley [1734, § 20] samoziejmé ani na okamzik
nepochyboval o tom, Ze jsou metody kalkulu tispésné: “Vibec nezpochyb-
nuji Vase zavéry, pouze Vasi logiku a metody. Jak dokazujete? S jakymi
objekty pracujete a jak jsou evidentni? Na zdkladé jakjch principt po-
stupujete; jak jsou spolehlivé?” Zjevna neexistence uspokojivé odpoveédi
musi vést k pokusu o novy zaklad. Jeho vychodiskem muze byt samo-
zfejmé pokus o analyzu toho, pro¢ byl kalkul fakticky Gspésny, a teprve
v tomto bodé se Berkeley ukazuje jako podjaty, kdyz oznacuje vSe jen za
jakousi ‘kompenzaci omyld’:

A Nejprve usoudime z ‘ptiblizné’ podobnosti charakteristického
‘trojuhelniku’ a trojihelniku mezi te¢nou, subtangentou a sou-
fadnici na to, Ze poméry (koneénych) piiristkd f(z+Ax)— f(z)
a Az odpovidaji smérnici tecny.

A’ Pozdégji viak zanedbame vSechny ¢leny vyrazu, v nichZ se Az
vyskytuje v soucinu.

Seriézni a zaroven funkéni navrhy reformy na sebe tedy jesté chvili ne-
chaly cekat.

1.10 Lagrangova reforma

Moderni vyklad kalkulu, proklamativné fesici nejednoznac¢nosti spojené
s uzitim nekoneéné malych veli¢in, se jak zndmo opird o teorii limit.
Typicky jsme opét konfrontovani s kiivkou pojmenovanou néjakym ana-
lytickym vyrazem f(z) =y, uvazujeme rozdily Az a Ay = f(z + Az) a
jejich pomér udavajici smérnici secny

Ay flz+Az) — f(z)

Az Az ’
jenz se nazyva DIFERENCNI KVOCIENT. Smérnice a teény je pak defino-
véana jako limita tohoto pomeéru pro zmensujici se Ax

i 2V _
Aomo Ax D

tedy nikoli jako Leibniztv pomeér nekonec¢né maljch diferenci neboli tzv.
DIFERENCIALNI KVOCIENT

dy

e

[61] Robinsonovu nestandardni analyzu je samozifejmé mozné chapat jako pokus o re-
habilitaci pojmu nekoneéné malé veli¢iny, a tedy péstovani analyzy v Leibnizové a
Newtonové stylu. Problém je, ze Robinsontv pfistup je cele zavisly jak na Cantoroveé
koncepci kontinua, tak na jeho teorii mnozin. Berkeleyho otazky se pak jevi vlastné
jesté aktualnéjsi. Vice k tomu viz oddil 5.12.
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Je ovSem naivni domnivat se, ze toto prosté pfepsani jednoho vyrazu
jinym samo o sobé néjak objasiuje pravidla kalkulu, nebot stile neni
ziejmé, jak jsme vlastné dospéli k hodnoté a a co to znamend, ze je
limitou, kromé neurcitého odkazu na “blizeni se pres vSechny meze”.

Sam Newton [1686, dil I, oddil I, véta XI] ostatné povazoval sva
prvotni a posledni racia pravé za limity[%? a jesté u Cauchyho, ozna-
¢ovaného za otce soucasné analyzy, nachizime podivuhodnou a casto
neprehlednou smésici feci o limitnich hodnotach a nekone¢né malych ve-
li¢inach, a to jednoduse proto, ze obraty prvniho typu jsou dostatecné
nazorné (pravé této nazornosti se vyuzivad v tvodnich kurzech kalkulu
dodnes) a obraty druhého typu dostateéné pohodlné (toho se zase dodnes
vyuzivd v Gvodnich kurzech fyziky). Ke Cauchyho teorii se ale jesté do-
staneme.

Na zakladé fe¢eného neni divu, Ze se prvni pokusy o to, jak postavit
analyzu na pevny zaklad, odehravaly pod hlavickou jejiho ocisténi “od
nekonecéné malého, mizejicich velic¢in, limit a fluxi”, a to na zakladé “alge-
braické analyzy koneénych veli¢in”.[03] Langrange, ktery se do éela tohoto
radikélniho proudu postavil, se rozhodl pro ¢isté algebraickou prezentaci
subjektu, v némz nemaji nekone¢né malé veli¢iny, ani nazorné priméry
zadné misto. Jelikoz byl pojem limity zalozen pravé na nazorné bazi, roz-
hodl se jej eliminovat také. V citovaném fragmentu nachazime vlastné
prvni seriézni vyhlaSeni programu aritmetizace analyzy coby jeji defini-
tivni ‘degeometrizace’. V ivodu k Mécanique analytique se také objevuje
Casto citovana véta:

V této knize nenajdete zadné obrazce.[64]

Pro Lagrange, stejné jako pro Eulera, ktery byl v tomto pohledu pionyr,
se kalkul netyka proménnych, ale funkci. Jiz samo zavedeni pojmu funkce
bylo velkym pfinosem oboru, i kdyz zpoc¢atku nebylo zdaleka jasné, o jak
siroky pojem se jedna, resp. jednat ma. To neni ale v jistém, i kdyz uzsim
smyslu jasné dodnes.

Podle Lagrange jsou funkcemi v prvni fadé polynomy, coz také vy-
svétluje, pro¢ se podle ného metodicky striktni a nenapadnutelny funda-
ment kalkulu rovnad obecné moznosti vyjadiit funkce ve tvaru

f(z+h) = f(z)+ph+qh®+rh®+ -

K nému jsme kdysi dospéli pfi vy¢islovani diferencidlniho kvocientu poly-
nomu. Diferencidlni kvocient je nyni, tolik Lagrangtv plan, jednoduse de-

(62] “Tato posledni racia, s nimiz veli¢iny mizi, nejsou ve skutecnosti racia poslednich
veli¢in, ale limity, k nimz se racia veli¢in neomezené se zmensujicich blizi a k nimz
se mohou pfiblizit pfes kazdou danou diferenci, aniz by ji kdy pfekrocila, dokud ony
veli¢iny nezmizi in infinitum.”

[63] Citovan Lagrange [1797] podle Grattana-Guinnesse [1980, s. 100].

[64] Lagrange [1788]. Citovano podle Grattana-Guinnesse [2000, s. 16].
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mystifikovan jako koeficient p tohoto rozvoje, jenz, jak se pozdéji ukaze,
odpovidd zndmému mocninnému rozvoji Taylorovu:

f'x),  f'(z) I (x)
1!:C ht 2!x B+ 3!3:

V ném jsou koeficienty uchopeny jako funkce proménné x a Lagrangem
nazvany DERIVACEMI funkce f. Prvni derivace je znadena jako f’, druh4
jako f” atd. Proces utvareni derivaci funkce lze nyni nahlédnout jako
pokus o jeji polynomialni aproximaci daného stupné v okoli bodu =.
O tom se jesté kratce zminime v oddile 1.12.

Z historického hlediska nebyl reformni navrh Lagrangtv tspésny
predevsim pro svoji praktickou odtazitost, koncentrujici se na formalni
stranku problému, tedy jeho symbolicko-algebraickou ¢ast. Vétsina na-
mitek, které se proti jeho feSeni uvadéji, neni ale zcela korektni. Pise
se napf., ze vySe uvedeny mocninny rozvoj nepfijimaji vsechny znamé
funkce. Jak jsme ale jiz zminili, nebylo tehdy docela jasné, co za ‘vSechny’
funkce vibec povazovat, pricemz Lagrange, jenz si byl existence vyjimek
dobfe védom, provedl prislusnd odvozeni pro ty funkce, které povazoval
za relevantni. Dnesni maximalné liberalni koncept funkce jakozo “jaké-
hokoli jednozna¢ného pfitazeni” pochéazi az od Johanna Dirichleta, tedy
z doby mnohem pozdéjsi, v niz se jiz postupné zacala formovat a posléze
i prosazovat Cantorova teorie mnozin. Pivodni vazba pojmu funkce na
analytické vyrazy, ba co vic, na vyrazy, které uvozuje néjaky algorit-
mus, je proto pfirozend. (Zde si staci polozit otdzku, co je napf. funkci
z hlediska vypocetni techniky, tedy pfedpisu zadatelného pocitaci.)

V kazdém piipadé to bylo teprve Lagrangovo jasné, byt implicitni
vymezeni funkce, co privedlo jiné matematiky k zjisténi, Ze je lze za ur-
¢itych okolnosti prekrocit, tedy i rozsifit pojem funkce uréitym smérem.
To znamené ucinit jisté rozhodnuti. Z povahy véci totiz nijak neplyne,
jakym smeérem by nova definice méla jit ¢i Ze je Lagrangovo vymezeni
chybné. V tomto duchu je také tfeba argumentovat, pro¢ neni Lagran-
gova redukce nekone¢né malych veli¢in na tkor nekone¢né dlouhych vy-
razti (mocninnych rozvoji) krokem zpét. Ona nekoneénost jde totiz nyni
zcela na vrub uzitému “atd.”, tj. obvyklym tfem teckdm néasledujicim
po nékolika explicitné zminénych ¢lenech rozvoje. Ty jsou ovSem typicky
implicitné spojeny s néjakym obecné nasledovatelnym pravidlem “jak
dale”, tj. jak generovat dalsi ¢leny rozvoje a nasledné vycislovat prislus-
nou hodnotu s libovolnou mérou presnosti, pficemz toto pravidlo musi
byt pravé pro svoji obecnou nésledovatelnost vzdy konecné.

Na tom vSem nic neméni okolnost, ze i tento aspekt kone¢nem ‘zkro-
ceného’ nekonecna byl pozdéji prekrocen smérem k nekonecnu nespou-
tanému, transcendujicimu vSechny dané meze, nebot zmitiovany spor
ohledné povahy funkce trva dodnes a nespociva vlastné v niCem jiném
nezli v mife docenéni zminéné diference. K tomu se ale dostaneme v poz-

flz+h)=f(z)+ R34
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déjsich kapitolach. Momentalné je vyznamné, ze se mocninné fady vyhy-
baji uvddénym nectnostem nekoneéné malych veli¢in, nebot je rdmcové
jasné, jak s nimi pocitat, scitat je, délit ¢i jak vyhodnocovat, zda se co
do svych hodnot rovnaji, ¢i nikoli. Proto je také s jejich pomoci mozné
uchopit nékteré transcendentni funkce, jako je obecné mocnéni (expo-
nencidlni funkce), jeho inverze (logaritmicka funkce) ¢i sinus a cosinus
(funkce goniometrické).

Na druhou stranu je tfeba pfiznat, Ze aplikace nekonecnych poly-
nomi byly zprvu skutecné zatiZeny znacnou nejasnosti, nikoli nepodob-
nou problémim nekonecné malych veli¢in, ktera je dnes vysvétlovana ne-
dostatec¢nou citlivosti k problémt@im konvergence. Rikdme, Ze nekonecna
fada muize reprezentovat néjaké ¢islo jen tehdy, jestlize konverguje, tedy
jestlize se k nému v jistém smyslu blizi. To jsme vSak zpatky u teorie li-
mit, kterou tedy Langrangovym zpiisobem definitivné obejit nelze. Ze si
toho byl Lagrange ¢astecné védom, doklada jiz jeho dikaz, ze se v Tay-
lorové rozvoji uvazovanych funkci stava pro dostatecné mald h rozdil
mezi jistym ¢lenem rozvoje a tim, co nasleduje, dostate¢né velky na to,
aby Slo tento zbytek zanedbat a piislusny koeficient vy¢islit jako smér-
nici teény v daném bodg, piipadné hodnotu vyssi derivace.[%9 Teprve tim
je skutecné poodhaleno mystérium Leibnizova a Newtonova zanedbani
zbytku pii zachovani nenulového poméru.!6¢!

Grattan-Guinness [1980, s. 101] v této souvislosti také upozoriiuje,
7ze v dobé Lagrangova predsedani matematické sekci Berlinské akade-
mie byla touto instituci vyhlaSena soutéz tykajici se vytésnéni pojmu
nekonecné malého a velkého ze zakladt analyzy. Cena byla udélena Si-
monu Lhuilierovi, jenz definoval derivaci ve vySe popsaném modernim
stylu jako limitu diferen¢nich kvocientt, pfi¢emz explicitné upozornil, ze
“dy/dx” je tfeba ¢ist jako jediny symbol, nikoli pomér veli¢in. Tak je
tento vyraz pouzivan i dnes, kdyz ve svych dvou nejtypictéjsich varian-
tach

a_ A(x), resp. df = A(x)dx

dx

umoznuje zachytit, kterda z uzitych proménnych byla uchopena jako ne-
zavisla, a pusobi tedy jako kvantifikator svého druhu.

Okolnost, ze ‘mit limitu’ ¢ ‘mit derivaci’ nejsou vlastnosti garanto-
vané libovolné fadé ¢i funkci, ale néco, co je tieba dokéazat, protoze to
v mnoha pripadech nemusi nastat, se do obecného povédomi dostavala
velmi pozvolna. Kritické pfipady byly pfitom znamy dlouho. Tak napf.
fada

1—141—141—--

[65] Srov. Kline [1972, s. 432].
[66] Srov. také Stekelertiv [2004, s. 251 nn] komentar k Hegelové kritice kalkulu.
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vede pii jednom uzavorkovani k souétu (1—1)+(1—1)+--- = 0, pfi jiném
k souétu 1+(—1+41)+(—1+1)+- - - = 1. Leibniz z toho usoudil, Ze jsou oba
vysledky stejné pravdépodobné, a prifadil fadé hodnotu aritmetického
pruméru % Zdtvodnéni, zalozené na dosazeni 1 za x v rozvoji

1

=l—z+a? -3+
1+

podal Grandi a posléze akceptoval i Euler, ktery ostatné se soucty tzv. di-
vergujicich fad pfilezitostné pracoval.l7 To nebezpené pfipomina ana-
bazi infinitesimalnich veli¢in, a skutecné, touto cestou jakychsi ad hoc
postulati a pravidel by Slo definitivné znehodnotit také nekonecné vy-
razy, resp. hodnoty, kterych pro dané argumenty nabyvaji.

Cauchyho teorie limit, kterou dnes vnimame jako samoziejmé fesent,
je z tohoto divodu zasadni pro rozliSeni obou nekonecnych koncepti
na neudrzitelny a nosny. Je proto zvlasté priznacné, ze ve svém Cours
d’Analyse [1821] neohlasuje Cauchy dnes obligétni:

divergujici fady nemaji soucet

jako trivialitu, ale jako poznanou a nejspi$ i Sokujici nutnost, s niz lze
koncepci analyzy stavéjici na nekoneénych fadach udrzet pii zivoté.!68!
Cauchyho tvrzeni je proto tieba Cist na stejné trovni jako vétu o ne-
existenci nekone¢né malé veliCiny, tedy nikoli ve smyslu deskriptivnim,
jakéhosi fyzikalniho objevu, ale praktického, a proto externiho zjisténi,
Ze za jistych pfedpokladd (uziti sum divergujicich fad, nekoneéné maljch
veli¢in) nem4 jinak plodnd teorie jako celek dobry smysl.

Spolu s Cauchyho tezi vSak vznikd i jina, tentokrate jiz interni
otazka, totiz pro¢ by konvergujici fady (ve specifickém vyznamu posloup-
nosti ¢isel zhustujicich se pod libovolnou mez) soudet mit mély, tedy za
predpokladu, Ze jiz vime, co znamenad, ze nekonecna rfada néjaky soucet
mé (Ze konverguje k né&jakému ¢islu). Od teorie limit jsme tak odkézani
zpatky k teorii redlnych cisel.

1.11 Cauchyho definice

Pojmi funkce, fady, posloupnosti, konvergence ¢i limity jsme v minu-
lém oddile uzivali zna¢né vagné, coz do jisté miry odpovidalo i dobé
tvorici ramec naseho vykladu. Pfislusné moderni definice, a tim i vyjas-
néni uzité terminologie, podame v pristi kapitole. Pointa by vsak méla
byt jasna: Diky Lagrangovu programu, byt ve vSech detailech neudr-
zitelnému, byl dalsi vyvoj matematické analyzy nastaven smérem, jenz

(67 Srov. Kline [1972, kap. 20].
[68] Srov. komentaf in Grattan-Guinness [1980, s. 117] a Jahnke [1999, s. 208].
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uvazuje proménné a jejich funkce pouze ve vztahu ke koneénym veli¢inam
— redlnym ¢isltim, i kdyz za cenu zavedeni nekoneénych posloupnosti a
fad téchto veli¢in. Ty byly ovSem, jak jsme vidéli, ptilezitostné uzivany
i predtim. Uzité pojmy limity, konvergence, spojitosti atd. jsou vSak ve
své geometrické motivaci shledédvany stéale jako neostré, a je pozadovana
jejich dusledné ‘konceptualizace’, tj. jejich analytické definice a dikazy,
které se opiraji jen a jen o né, tedy predevsim ne o geometrické pfiméry
‘blizeni se’, ‘neprerusené drahy’ apod. “Analytickym” je zprvu minéno
predevsim “aritmetické”, i kdyZ postupné se tento vyznam posouva smeé-
rem k logice a teorii mnozin.

Oprosténa od geometrického ramce dava i jasnéjsi smysl nase pt-
vodni a nyni znovu zopakovand otézka, pro¢ by napf. konvergujici (li-
bovolné houstnouci) posloupnost redlnych ¢isel, napf. ta aproximujici
obvod kruhu, méla mit limitu, coZ neni vlastné nic jiného nezli otazka
po definici realného ¢isla:

Co znamena, ze existuje ¢islo 7 oznacujici délku obvodu kruhu
(vzhledem k danému poloméru)?

S ohledem na probéhnuvsi inkorporaci nekone¢nych posloupnosti do in-
ventare standardnich aritmetickych prostiedku se ukazalo byt nejschud-
néjsi oprasit pivodni pythagorejskou ideu poméru veli¢in jako posloup-
nosti racionalnich, pripadné pfirozenych ¢isel, tedy navazani na opustény
program aritmetizace (geometrického) svéta. V téchto bodech, tj. ve

(1) vytésnéni nekoneéné malych veliéin,

(2) vytésnéni geometrického nézoru z definici a diikazi, tj. koncep-
tualizaci zakladnich rozliSeni analyzy a

(3) opétovné aritmetizaci redlného &isla,

méme zhruba rozvrzen program ARITMETIZACE ANALYZY, dokondeny
Weierstrassem v prvni poloviné 19. stoleti. Ve vysledcich jeho dila, stejné
jako dila Cauchyho a Bolzanova, je pak zadé€lano na vychodiska nava-
zujicich hnuti, usilujicich o dalsi, tentokrate jesté radikalnéjsi revizi ma-
tematiky a pfedevsim pojmu disla, a to na ¢isté konceptualni bazi, coz
se vlastné tyka predevsim rozpracovani bodu (3). Mezi tato hnuti patfi
v prvni fadé Cantorova a Dedekindova teorie mnozin spolu s Fregovou
logikou a filosofii matematiky. K tém se dostaneme v dalsich kapitolach.
Nyni nadm zbyva probrat jejich pfedpoklady. Za¢néme bodem (2), tj.
onou konceptualizaci uzitych rozliseni.

Vétsina zakladnich definici moderni analyzy byva tradi¢né pfipiso-
vana Cauchymu. Po zbézném nahlédnuti do jeho dila vSak zjistime, ze jim
predlozena vymezeni za soucasnymi standardy exaktnosti znac¢né zaosta-
vaji. Cauchy, jak jsme jiz zminili, stale operuje pojmem nekone¢né ma-
1ého. Jelikoz tak podle svych vlastnich slov déla ve vyznamu “proménné,
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jejiz numerické hodnoty libovolné ubyvaji”, 1ze to vstiicné interpretovat
synkategorematicky, napt. ve smyslu pohodlného opisu okolnosti, Ze se
¢leny néjaké posloupnosti odlisuji od nuly, resp. jiného ¢isla a o libo-
volné maly rozdil, rozuméj: od jistého vhodné zvoleného ¢lenu. Tak lze
jednoduse vyjadrit, ze je 0, resp. a limitnim bodem dané posloupnosti.
Zminéné pohodli ovsem v komplikovanéjsich pfipadech prestava byt vy-
hodou, jak to ukazuje napf. Cauchyho [1821, s. 23] definice spojitosti:

Funkce f(x) je v danych mezich spojitd ve vztahu k z, jestlize
mezi témito mezemi nekoneéné maly prirtstek proménné zpi-
sobi nekoneéné maly piirtstek funkce.!%9)

K tomu je zapottebi predeslat nékolik slov. U pojmu spojitosti jsou tra-
di¢éné rozliSovany dva zdkladni zpusoby, jimiz muZze byt funkce na in-
tervalu, na némz je totalné definovana, spojita, a sice bodové a stejno-
mérné. Obecnéjsi pripad bodové spojitosti je zalozen na definici SPO-
JITOSTI FUNKCE f V BODU z. V principu se zakladd na presvédceni,
vyjadifeném i vyse uvedenou Cauchyho definici, Ze by se hodnoty funkce
f nemély v okoli bodu z p¥#ili§ odchylovat od hodnoty f(x), tedy Ze by
je mélo jit touto hodnotou aproximovat s libovolnou presnosti, coz zna-
mend najit okoli bodu = takové, ze zadna hodnota funkce f pro zadny
z bodu tohoto okoli nepfekracuje prislusnou mez.

Predpokladame-li, Ze v daném oboru disponujeme pojmem vzdale-
nosti dvou bodit (veli¢in) a, b, typicky coby veliciny |b — al,l" tedy i
pojmem (otevieného) a-OKOLI bodu coby mnoZinou vSech bod vzdéle-
nosti mensi nez «, lze bodovou spojitost definovat znamym zpisobem
prostfednictvim Weierstrassovy epsilontiky, totiz jako tvrzeni, Zze pro
kazdé e coby predem danou miru presnosti existuje ¢ tak, Ze pro kazdé
y z 6-okoli bodu z lezi f(y) v e-okoli bodu f(z), neboli je aproximovano
hodnotou f(z) s pfesnosti e. BODOVOU SPOJITOST{ FUNKCE v intervalu
I pak rozumime spojitost v kazdém jeho bodé. Zapiseme-li tuto vlastnost
modernim zapisem, ziskame vyraz

(Vo € I)(Ve > 0)(36 > 0)(Vy € I) (Jz —y[ <6 — |f(z) — f(y)| <o),
jejz ¢teme doslovné jako:

(pro kazdé x z intervalu I) a (pro kazdé kladné ¢) (existuje
kladné ¢ takové, ze) (pro vSechna y z intervalu I plati, ze)
(nalezi-li y 0-okoli z, pak f(y) nélezi e-okoli f(z)).

7 definice je zfejmé, ze velikost J, na niz je tfeba okoli bodu x restrin-
govat, obecné nezavisi jen na mife pfresnosti €, ale i na bodu x. Tato

[69] Citovano podle Jahnke [1999, s. 196].
[70] V eukleidovském oboru je vzdalenost veliin A, B veli¢ina C téhoz oboru, pro
kterou plati A + C = B, pfipadné B + C = A, pfipadné C = 0, pokud A = B.



Od proporci ke kalkulu 85

zévislost je v mnoha pfipadech nepodstatna. Napi. hned v obrazku 1.26,
zachycujicim spojitost linedrni funkce f(z) = ax + b, lze § ziskat pouze
na zakladé e jako €/a, s platnosti pro libovolné z intervalu I, neboli:

(Ve>0)(36 > 0)(Ve € I)(Vy € I) |z —y[ <& — |f(z) = f(y)| <e).

Funkci této vlastnosti se fikd STEJNOMERNE SPOJITA na intervalu I a
jedina formalni odliSnost mezi ni a bodovou spojitosti, jak si lze snadno
v8imnout, spoéiva v pozici kvantifikitoru (Vz € I) ve zminéné definici.

Obrazek 1.26: Spojitost v bodé

Zatimco je kazda stejnomérné spojita funkce v daném intervalu bodové
spojita, opacné tvrzeni neplati, jak to lze demonstrovat napf. na funkci
1/x v otevieném intervalu (0, c0). Viz obrézek 1.27. Ta je spojita, ale pro
hodnoty blizici se k 0 roste neobycejné rychle, jinymi slovy, rychlost jejtho
rustu prekracuje vSechny meze. Pro volbu § je proto kromé e tieba vzit
v tvahu bod z, v jehoz okoli se maji argumenty hledanych e-aproximaci
nachézet. Jakmile se ovSem omezime na interval uzavieny, je kazda spo-
jitd funkce dokazatelné stejnomérné spojitd, jednoduse proto, ze tam
nemiize stoupat neomezeneé.

Cauchy je bezesporu otcem hlavni mysSlenky vyse uvedeného zpi-
sobu definovani spojitosti a ¢etnych zakladnich pojmt jinych, které byly
diky nému definitivné vyrvany obvyklé metodické nedbalosti, pocitajici
s predstavivosti ¢tenafe, ve prospéch ¢isté verbalniho, na nazoru, a tedy
subjektivité jedince nezavislého urceni, jez je z povahy véci intersub-
jektivné pristupné a kontrolovatelné. V Cauchyho pripadé vSak do hry
vstupuje jiny druh laxnosti, totiz az prili§ velkd vyjadfovaci Gspornost,
ktera pak v mnoha pripadech nedovoluje rozeznat, ktery z vyse uvede-
nych druhtl spojitosti ma vlastné autor na mysli.

Citovand Cauchyho definice sama upominé spise na spojitost stej-
nomérnou, stejné tak jako nékterd jeji vyuziti, v nichz se napt. Cauchy
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o spojitosti funkce 1/ zminuje vzdy v explicitnim omezeni na okoli né-
jakého bodu intervalu (0, 00), nikoli na interval cely. Jeho alternativni

Obréazek 1.27: Nestejnomérna spojitost

definice spojitosti vSak naopak evokuje spojitost bodovou. Analogicky
nepiehledné situace nastavd u Cauchyho definice konvergence posloup-
nosti funkci. I zde lze obdobné jako v pfipadé spojitosti rozeznavat kon-
vergenci bodovou a stejnomérnou. Na tomto rozlisSeni pak ovSem zavisi
platnost Cauchyho véty, ktera tvrdi:

Konverguje-li posloupnost spojitych funkci fi, fa, ... k funkci
g, je i tato funkce spojité.

Tato véta totiz plati pouze v pripadé konvergence stejnomérné, a Cau-
chyho dtikaz byl proto tradi¢né povazovan za chybny. Tento pfipad se
stal mimofadné zndmym poté, co jej Lakatos [1978] prezentoval jako
ukazkovou proménu paradigmat, kterd postihuje prechod od leibnizov-
ské analyzy k analyze weierstrassovské. V pojmovém ramci nestandardni
analyzy Robinsonovy, ktera se pokousi o znovuvzkriseni ideje nekoneéné
malych veliin, lze totiz Cauchyho tvrzeni pfedvést jako platné pro funkce
definované na nestandardnim kontinuu. Takto se mohou v jiném svétle
ocitnout i Cauchyho odkazy na nekonec¢né malé. Tento vyklad ma ovsem
pres svoji zajimavost prilis velka tuskali, nez abychom ho mohli a chtéli
dale sledovat.[1]

Podstatné je, Ze nutnym krokem konceptualizace ¢i, chceme-li, ver-
balizace analyzy byla i jeji cilend symbolizace, zohlednujici vzajemné

(7] Srov. k tomu Potter [2004, s. 85 n], pfipadné Jahnke [1999, kap. 6.3, 6.6]. K Ro-
binsonovu zpusobu zavedeni nekoneéné malych veli¢in se stru¢né vyjadiime v oddile
5.12.
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zévislosti jednotlivych proménnych a jejich kvantifikace. Pro ni pfipra-
vila pole pravé Weierstrassova epsilontika, v jejimz rdmci pak mohl Heine
[1872, s. 184] podat explicitni definici stejnomérné spojitosti takto:

Funkce f(z) je [...] stejnomérné spojitd od a po b, jestlize pro
kazdou danou veli¢inu ¢, jakkoli malou, existuje kladna veli¢ina
1o takova, ze pro vSechny kladné hodnoty 7 mensi nez gy ztstava
flxzxn) — f(z) mensi nez e. At ddme x jakoukoli hodnotu, pak
za predpokladu, Zze x a x + n ziistanou v intervalu od a do b,
musi totéZ ny vést k pozadovanému vysledku.["?

N

indexovanych zajmen — je zde zasadni. Samotna symbolizace ale otazku
analytického vedeni dikazu nefesi.

Zminéna souvislost stejnomérné spojitosti se spojitosti bodovou, tj.
skutecnost, ze prvni z nich implikuje druhou, nikoli naopak, je v jis-
tém ohledu vyhradné zalezitosti permutace kvantifikatord, tj. nezavisi na
vlastnim téle, (mimologickém) obsahu pfislusné véty. Na zakladé ¢eho je
ovSem prechod

(B2)(Vy)A(z,y) / (vy)Bz) Az, y)

obecné povolen, zatimco opacny zakazan jako neplatny? PomuZeme si
pfi jeho zdtvodnéni tim, Zze jednoduse zopakujeme:

jestlize existuje x, které je v.daném vztahu ke kazdému y, pak
nutné pro kazdé y existuje x, které je s y v .daném vztahu?

Toto vse jsou otdazky po hlub§im zdivodnéni inferen¢nich vztaht kom-
plexnich, zde tedy kvantifikovanych vét aritmetizované analyzy. Od Cau-
chyho a Weierstrassovy reformy expresivni, formulujici zdédéna rozli-
Seni novym, bezpec¢néjsim zpusobem, vede tedy cesta k Fregové reformé
inferencné-deduktivni, vyrustajici z hlubsi nezli jen gramatické analyzy
uzitych vétnych forem, jednoduse feéeno: cesta k nové matematické (resp.
aritmetické) logice. Ve zkratce 1ze také Fici: “neni Frega bez Weierstrasse”
a “neni logiky bez geometrie a jeji aritmetizace”.

1.12 Bolzanova véta

Konceptualizace analyzy, tedy jeji oprosténi od prostorového nazoru pro-
stfednictvim uplné verbalizace uzitych definici, ma své pochopitelné vy-
hody. S kazdym takto velkoryse koncipovanym projektem jsou ale spjata
i nepfijemnd piekvapeni, jez se mohou zprvu zdat stejné paradoxni jako

[72] Citovano podle Grattana-Guinnesse [1980, s. 135].
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davody, které k nastoupeni nové cesty vedly. Takto byly paradoxy neko-
necné malého nahrazeny paradoxy nekonec¢nych souctt, pricemz skutec¢né
Zen antinomii nekone¢na, spjatych s pojmem nekonecné velkého, méla te-
prve prijit. Nas ale nyni zajima jiny typ paradoxt, ktery se v souvislosti
s aritmetizaci analyzy objevil, totiz paradoxy néazoru.

Ptes zazitou predstavu, Ze se nekonecno v empirickém svété nevy-
skytuje, a nemé tedy nazornou, le¢ abstraktni, ¢isté konceptualni povahu,
bylo fakticky nekoneéné malé odvozeno z geometrickych demonstraci ne-
soumeéritelnosti ¢i neomezené délitelnosti pfimek. Ty jsou co do charak-
teru podstatné blizsi antické epagdgé nezli cisté deduktivnimu odvozeni
v soucasném smyslu slova. Rovnéz pojmy spojitosti, limity a konvergence
cerpaly tradi¢né ve svém urceni predevs§im z geometrickych zdroji, kon-
krétné nakrest Car ‘jedinym tahem’, zmensujicich se diferenci usecek ¢i
thld mezi seCnou a teénou. Totalni zavislosti na prostorovych demon-
stracich odpomohla kalkulu do velké miry az reforma Cauchyho a Weier-
strassova, kterd v navaznosti na Lagrangovy plany ucinila doprovodné
ilustrace v ucebnicich analyzy zbytné, pfipadné jim prisoudila pouhou
pomocnou, didaktickou roli. Pointa této reformy proto nebyla zpochyb-
néna, ale naopak podtrzena faktem, ze se nékteré z novych definici uka-
zaly byt co do svych dusledkt s béznymi geometrickymi pfredstavami
neslucitelné.

Zopakujme tedy: Ve zpétném zrcatku déjin tedy paradoxy nevyzna-
¢uji pouze okamzik, v némz doslo k néjaké krizi, ale pfedevsim misto
paradigmatického rozhodnuti, jez jsme si poté, co se prosadilo, navykli
chapat jako pfirozeny stav (jak to ‘skutecné je’ a vzdy byt ‘mélo’), nikoli
jako historicko-pragmaticky podminénou alternativu, kterou lze, jsou-li
k tomu pfiznivé podminky, nahradit alternativou jinou. Pfitom praveé
okolnost, ze pred zavedenim urcitych distinkci problémy s nézorem ne-
vznikaly, je ddna jednodusSe tim, Ze byla fenomenalni roviné pfisouzena
role posledniho arbitra korektnosti vysledki. To se stalo v jisté dobé
z jistych davod neudrzitelné, napf. proto, Ze mira vagnosti v posu-
zovani platnosti ¢i neplatnosti dikazu nezavislosti Eukleidova tvrzeni
o rovnobézkach na ostatnich axiomech prerostla inosnou mez. Totéz lze
fici o problému redlnych cisel.

Z4dna fenomenologie (¢iselné) piimky ndm totiz sama o sobé& neda
a nemize dat jednoznacnou odpovéd na otdzku, co jsou redlnd cisla ¢i
jakou maji strukturu, nebot takovd odpovéd v sobé jiz zahrnuje urcité
rozhodnuti, normu, tedy i zavedeni jistych teoretickych pojmt jakozto
pendantu k ¢isté deskripci aktualniho stavu. Ze s sebou takovato rozliseni
pfinéseji nové a mozné i necekané konsekvence, ze tedy dovytvareji obraz
matematického svéta jistym zpusobem, je jenom prirozené, a je zalezitosti
externiho posouzeni, tedy otazkou pragmatickou, zda uzname za zadouci
¢i alespon tinosné projikovat dany matematicky model v té které podobé
na vnéjsi, empiricky svét.
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Na nazorné roviné je napf. snadné pochopit, Ze spojitd funkce ne-
musi byt v urc¢itém bodé, napt. prudkého zlomu, derivovatelnd, tj. mit
tam tecnu. Predstava, Ze neni derivovatelnd v bodé zadném, se ale muze
zd4t na Cisté zkuSenostnim, jevovém zdkladé (cokoli to je) obtizné stravi-
telna. Analytické definice pfitom nic takového nevylucuji. Podle definice
spojitosti v bodé se jednoduse rozdil f(z + h) — f(z) blizi nule, jestlize
se k ni bliz{ h, coZ jinymi slovy znamen4, Ze lze hodnoty f(x + h) funkce
v okoli bodu z aproximovat konstantou f(z), neboli

f@+h) = f(z)+r(h),

kde r(h) je chyba mizejici se zmensujicim se h, tj. limy_q r(h) = 0. Deri-
vovatelnost funkce v daném bodé obnési oproti tomu existenci konstanty
a takové, ze

o S )~ f(@)

=a
h—0 h ’

v zavislosti na x znadené jako f’(z). V fefi aproximaci to znamend, Ze
Ize funkci f v okoli bodu = popsat rovnici

flx+h) = f(z) +ah +r(h),

tj. linedrné aproximovat pfimkou f(x) + ah — coZ neni nic jiného nezli

te¢na v bodé x —, pfiGemz chyba r(h) je tak mald, Ze i po vydéleni
hodnotou h konverguje k 0, tj. limy_,¢ % = 0. Vyssi derivace f lze

takto prirozené nahlédnout jako pokus o aproximaci polynomialni, kde
se 7, (h) v rovnici

fx+h) = f(x) +arh + ah® + - + a,h™ + rp(h)

blizi 0 i po vydéleni n-tou mocninou h. Nyni je zfejmé, ze derivova-
telnost implikuje spojitost, nebot pro funkci s(h) = ah + r(h) plati
limy_,0 s(h) = 0. Opacny smér je ale pfi daném zakladé nesamoziejmy,
stejné jako domnénka, Ze by na tom rozsifeni spojitosti na cely inter-
val mohlo néco zménit. Ve skutecnosti lze pouze na bazi definici a jisté
konstrukce (limity k dané posloupnosti vice a vice ‘zldmanych’ funkci)
ukazat, ze mize existovat funkce spojita v kazdém, le¢ nederivovatelna
v zadném bodé daného intervalu. Bolzano byl jednim z prvnich, kdo
tento ‘paradox nazoru’ na bazi uvedenych rozliSeni predvedl.

V otézce, jak vyhodnocovat vliv takovychto paradoxt na formo-
vani zakladt nové analyzy, tj. vatahu sporu k vyvoji matematiky a védy
obecné, ndm prokéaze kli¢ovou roli znamy piiklad Bolzanova [1817] du-
kazu véty o mezihodnoté, nékdy nazyvané také BOLZANOVOU VETOU:

Je-li funkce f spojitd na néjakém intervalu, na némz navic na-
byva hodnot s opa¢nym znaménkem, pak ma rovnice f(x) =0
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v daném intervalu koten, resp. existuje x z tohoto intervalu, pro
né&j7 funkce nabyva hodnoty 0.[73]

Toto tvrzeni se zdd byt z ndzorného hlediska trivialitou (spojita Cara
s konci nad a pod osou musi tuto osu protnout), a tak je také interpreto-
van Bolzanuv dikaz, totiz jako projev systematického odhodlani propo-
nentt algebraického, pripadné logicistického projektu odvodit nazorné
samoziejmosti analytickymi oklikami. Takto postaven nedava ale cely

Obrazek 1.28: Véta o mezihodnoté

projekt smysl a bylo by ho mozné kritizovat ze stejnych pozic, z jakych
pozdéji kritizovali predstavitelé novodobé matematické fenomenologie —
intuicionismu — pocinani abstraktni a symbolické matematiky, totiz jako
bezpredmétné, snazici se pouze vtésnat vysledky dosazené jinym, pfiro-
zenéjsim zpusobem na prokrustovské loze metod, které jsou matematice
cizi. Skutec¢nost je ale drasticky odlisna ze dvou prostych divodi:

(1) Definice verbalizované analyzy, které Bolzano na rozdil od Cau-
chyho podal bez uziti ¢i alespon zminky infinitesimalnich veli-
¢in, nejsou ani nadhodou evidentni, tj. neni jasné, pro¢ by na
jejich zédkladé méla véta o mezihodnoté platit.

(2) Véta o mezihodnoté na jejich bazi ve skutecnosti neplati, tj.
neplati obecné, ale pouze nad oborem veli¢in urcité struktury.

Tvori-li napt. nase kontinuum vyhradné racionalni ¢isla, tj. eukleidovsky
obor spliujici pfedpoklad obecné délitelnosti, je funkce f definovand jako

—1 jestlize2?<2Vvz <0,
f(l’) = . v 9
+1 jestlize z° >2Axz >0

[73] Véta v tomto znéni je vlastné specidlnim piipadem véty, kterd fika, ze spojita
funkce definovand na intervalu [a, b] v ném nabyva libovolné hodnoty z intervalu urce-
ného hodnotami f(a) a f(b). Obé véty, obecnd i specidlni, jsou si ovSem ekvivalentni.
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dokazatelné spojita v kazdém bodé ciselné primky. To nem4 nic spolec-
ného s nazorem, ale s poymovou skutecnosti, ze zménu hodnot ze zapor-
nych na kladné nelze spojit s zadnym konkrétnim argumentem x coby
okamzikem skoku, jak se to zda sugerovat obrazek 1.29. V zakresleném

Obrazek 1.29: Spojitost na raciondlnim kontinuu

bodu pfimky by prislusné funkce byla nespojita, ale tento bod v oboru ra-
cionélnich bodi chybi, nebot se (neformalné feceno) jednd o iracionalni
&islo v/2, k némuz se lze sice racionalnimi ¢isly p¥iblizit na libovolnou
vzdélenost mensi nez je pfedem dand (raciondlni) mez, jejich rozdil ale
zustane vzdy pozitivni. Formalné to znamena tolik, ze ne kazda ‘konver-
gujici’ posloupnost racionélnich ¢isel musi konvergovat k racionalnimu
¢islu.

S pfihlédnutim k tomuto faktu neni vlastné Bolzanovym hlavnim vy-
konem analytické odvozeni ndzorné samozrejmosti, ale pfedevsim poukaz
na to, ze kontinuum, v némz maji platit urcité postulaty, jako ten o me-
zihodnoté, musi mit uréitou netrividlni formu, piedev§im by se v ném
nemeéla vyskytovat prazdnd mista vysSe uvedeného typu, jinymi slovy:
kazda ‘konvergujici’ posloupnost by méla mit v daném oboru limitu. Na-
misto interntho dikazu, tj. dikazu v ramci predem danych pravidel, zde
tedy mame spi$ externi zdivodnéni potencidlniho rozhodnuti zavést re-
alna ¢isla uréitym zptisobem.

Pivod modernich redlnych cisel je tedy podstatné holisticko-prag-
maticky, coz predevsim znamend: neartikulovatelny na ¢isté nadzorné bazi.
Na druhou stranu si povSimnéme, Ze uvedené rozsifeni racionalnich cisel
na realnd nema analyticky ¢i abstraktni charakter prostého zobecnéni
proveditelnosti aritmetickych operaci, jako to $lo Fici o ¢islech celych ¢i
racionélnich ve vztahu k prirozenym ¢i jako to piijde Fici o ¢islech kom-
plexnich ve vztahu k ¢islim redlnym. Preteoreticky odkaz k zupliovani
¢iselné primky je tady podstatny.

Ani definice redlnych ¢isel Cantorova, Dedekindova, Weierstrassova
¢i Fregova stfihu proto nemohou pres ¢asto proklamovanou konceptualni
¢istotu ¢i nejvyssi moznou obecnost zaptit geometricky ptivod kontinua.
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Ztrata této souvislosti, jak ji 1ze sledovat na pozvolné proméné Cantorovy
teorie mnozin od jakési topologie redlné osy, tedy jistého druhu abstraktni
analyzy, k nauce o nekone¢nu, mé pak za nasledek novy druh paradoxi,
vyplyvajici z pojmové nedourcenosti, prazdnosti uzitych rozliSeni, jak
je zndme predevsim diky hypotéze kontinua. Cantor také tyto pfipady
nerozhodnutelnych tvrzeni pravem povazoval za podstatné vaznéjsi oties
zékladd budované teorie nezli znamé mnozinové ¢i logické paradoxy, aniz
by dokézal nahlédnout, Ze chyba se nejspis stala jiz na pocatku, v pokusu
postavit analyzu na ¢isté pojmovy zaklad. Je-li tomu tak, pak tuto chybu
a osud Cantorovy teorie mnozin sdili i Fregtiv a Dedekindiv logicismus.
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Zminili jsme, Ze aritmetizace redlného ¢isla byla bodem, v némz doslo
k uskutecnéni Lagrangova a Weierstrassova planu aritmetizace analyzy
a zaroven byl zahdjen plan novy, totiz jeji postaveni na logicky, pfipadné
mnoZinové-teoreticky zaklad. Slo tedy o moment spojujici a z hlediska
vyvoje zakladu aritmetiky centralni. Vyznamné pfi tom bylo pozorovani,
Ze zminéné nejasnosti v urceni oboru redlnych ¢isel a pojmech konver-
gence a limity spolu souviseji.

Prvni obrat v pristupu k problému uchopeni redlného ¢isla lze nalézt
v nasledujici zméné perspektivy: Neptame se jiz, zda jisté tisecky, kiivky
¢i plochy néjakou veli¢inu magji, ale zda jim lze néjakou veli¢inu kohe-
rentné pripsat. Vychodiskem nam tedy neni pouze praze geometrického
méfeni, ale prfedevsim teorie redlného ¢isla, tedy specifikace pfedmétného
oboru, jenz je dostatecné Siroky na to, aby v ném otazky praktického mé-
feni nasly teoretickou oporu. To klade zjevné naroky na miru obecnosti
dané definice a vzdy hrozi nebezpedi, Ze ve snaze uspokojit vSechny prak-
tické aspekty nezachytime ani jeden. Za¢néme proto tim z nich, ktery se
ukézal byt jako zvlasté nosny, totiz aproximovatelnosti veli¢in, jez chceme
definovat, veli¢inami, jez definovany jsou.

Oproti minulym kapitoldm musime ovSem s ohledem na piehlednost
uzitych distinkci znacné utvrdit ve zptsobu jejich prezentace, coz zaha-
jime tmluvou, Ze se na studované obory pfedméti (veli¢in, ¢isel atd.)
nebudeme divat jenom jako na pouhé mnoziny, ale mnoziny vybavené
operacemi (funkcemi) a relacemi ur¢itého typu. Racionélni kontinuum
je tedy napf. ¢tvefice (Q,+, X, <) apod. Obecné hovofime o struktute
(M, f,g,...,R,S,...) s nosi¢em M a na ném definovanymi funkcemi f,
g, ... arelacemi R, S, ....[! Casto k ni ale referujeme jen jako k M.
Nebude-li feceno jinak, pak v dalsim textu hovofime vzdy o prvcich (bo-
dech, veli¢indch, ¢islech) n&jakého kontinua (M, +, X, <).

(1] Tento zpusob zapisu bude ¢asteéné odpovidat obvyklému zéapisu interpretaci for-
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2.1 Fundamentalni posloupnosti

Z nézorné zdiivodnéného vycerpani obsahu kiivky (napf. kruznice) mno-
hothelniky jesté nevyplyva, Ze je dosazené ¢islo urceno jednoznacné ¢i ze
se ‘opomenuty’ obsah pod zakfivenim neukaze byt pfece jen vyznamny.
Jasné je, Ze nestaci disponovat fadou lepsich a lepSich odhada ‘Cisla 77,
nebot ty ho nejsou samy o sobé s to specifikovat jednozna¢né, nybrz
s fadou odhadi libovolné presnosti, tedy posloupnostmi veli¢in blizicich
se k m pfes vSechny meze. Pravé v tomto piipadé fikdme, ze je m, resp.
néjaké ¢éislo b limitou posloupnosti (a1, as, . . .), pfipadné Ze k nému dand
posloupnost konverguje. ZapiSeme-li danou posloupnost (a1, az,...) ob-
vyklym zpusobem jako (ay)nen nebo jako (a,), kdyZz je mnozina indext
jednotlivych ¢lent implicitné znama, vypada fadnd definice konvergence
ve Weierstrassové stylu, jiz jsme dosud stéle sklorovali, ale fakticky ne-
formulovali, nésledovné:

Posloupnost (a,)nen prvka kontinua KONVERGUIJE k prvku b
kontinua tehdy a jen tehdy, jestlize plati

(Vm e N)(3p € N)(Vg € N, g > p) <|b— ag| < %)

V tomto pfipadé také fikame, ze je prvek b LIMITOU dané po-
sloupnosti, a zapisujeme to jako lim(ay,)nen = b.

Vsimnéme si, ze proménné m, n, p probihaji pouze pfes pfirozena cisla.
Podle definice je mozné ke kazdé mife presnosti dané raciondlnim ¢islem
% najit ¢len a, posloupnosti (a,,) takovy, Ze se ¢leny nasledujici od ¢&isla b
odchyluji méné nez o hodnotu % Obrazné to znamena, Ze se posloupnost
kolem b libovolné zhustuje, pfipadné je s nim od jistého ¢lenu identické.
Ve vztahu k predlozenym definicim kontinua, jez spliiovaly archimédov-
sky axiom, lze dokazat, Ze je limita posloupnosti dana jednoznacné, tj.
plati:
Jestlize lim(a,,) = b a lim(a,) = ¢, pak také b = c.

Duikaz: Kdyby totiz b # ¢, pak pro d = |c¢ — b| vezmeme m takové, ze % <
4. Plati, ze (X )-okoli bodu b a (1)-okoli bodu d jsou takto disjunktni,
coz je v rozporu s faktem, ze v nich od urcitého p maji lezet vSechny
¢leny posloupnosti s vyssimi indexy. O

Posloupnost (a,) tedy urc¢uje svoji limitu jednoznaéné a v tomto smyslu
ji maze ‘definovat’. Tento zpusob ‘definovani’ jedné veli¢iny prostiednic-
tvim veli¢in jinych ale ocividné pfedpokladd, Zze nam ono ‘definované’
bylo jiz pfedtim né&jak dano. Cislo b vystupuje v piedlozené definici kon-
vergence, mezi nim a jinymi ¢isly je definovana vzdélenost atd. Jedna se
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tedy jen o jeho alternativni popis ¢i, jak pozdéji, konkrétné v oddile 4.4,
uvidime, ‘uréitou deskripci’, ktera jiz predpoklada néjaké predem dané
‘kanonické pojmenovani’ ptislusného cisla.

Zpusob, jak uchopit neznamou veli¢inu pomoci veli¢in danych, aniz
by pfitom tato neznaméa byla zminéna, ukazuje jiz metoda vycerpani
kruhu, totiz v paralelnim vyuziti dolnich a hornich aproximaci coby mo-
notoénnich posloupnosti racionalnich cisel. K tomu nejprve dtlezitou ter-
minologickou poznédmku:

MONOTONNIMI posloupnostmi rozumime posloupnosti rostouci
a klesajici, pfipadné neklesajici a nerostouci. RosTouct, resp.
KLESAJICI je posloupnost (a,)nen, pro niz plati ax < ags1,
resp. ar > ap+1 pro libovolné k£ € N. Nahradime-li symbol <,
resp. >, symbolem <, resp. >, ziskdme pojmy posloupnosti NE-
KLESAJICI, resp. NEROSTOUCH. S ohledem na né se posloupnosti
rostouci a klesajici nazyvaji RYZE MONOTONN{. Jelikoz je, jak
zéhy uvidime, posloupnost specidlnim pfipadem funkce, jsou
uvedené pojmy definovany obecné jako vlastnost ‘f(z) < f(y),
vesp. f(z) > f(y), piipadné f(x) < f(y), resp. f(x) = (),
kdykoli < ¥’, pro pfislusné monoténni funkci f.

Vratime-li se k problému aproximaci veli¢in spojenych s kruhem, pak
vedle rostouci racionalni posloupnosti (a,,), zaloZené na vepsanych poly-
gonech, uvazujeme jesté klesajici posloupnost (by,), odvozenou z polygonti
opsanych. Nyni lze dokazat, ze od urcitého indexu p je vzajemna vzda-
lenost |b; — a,| nasledujicich (¢, > p) €lentt obou posloupnosti mensi
nezli % pro piredem zvolené m. Obvod, piipadné obsah kruhu je tedy
mezi obéma posloupnostmi nejen uzavien, ale ve vySe uvedeném smyslu
i jednoznacné lokalizovan, aniz by pfi tom byl jakkoli zminén. Divame-li
se na posloupnosti dolnich a hornich aproximaci (a,), (b,) jako na po-
sloupnost (¢,,) jedinou, danou napf. pfedpisem cor—1 = ap a cor, = by,
pak vidime, Zze uvedenou vlastnost jednoznac¢né lokalizace bodu splnuje
nejen ona, ale i posloupnosti (a,,) a (b, ) dil¢i, a mizeme definovat konver-
genci coby (undrni) vlastnost posloupnosti v kontrastu k diivéjsi definici
binarni relace konvergence posloupnosti a néjakého bodu takto:

Posloupnost (an)nen prvki kontinua nazyvime KONCENTRO-
VANOU, ptipadné CAUCHYHO, jestlize plati:

1
(Vm € N)(3p € N)(Vg,r € N, ¢, > p) (a, —aq| < E)

Nazvy “koncentrovand”, resp. “Cauchyho”, namisto “konvergujici” vo-
lime z pochopitelnych didvoda terminologické jednoznacnosti, jejiz po-
ruseni by mohlo vést k zaméné definici konvergence a koncentrovanosti.
Porovname-li je, vidime takika okamzité, ze plati:
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Kazda posloupnost prvkt kontinua, ktera konverguje k néja-
kému bodu, je posloupnost koncentrovana.

Dikaz: Mame néjaké m a chceme najit index p ¢lenu, od néhoz dale
jsou rozdily ¢lent posloupnosti omezeny hodnotou % Pro hodnotu 2m
existuje pfitom podle definice konvergence posloupnosti k bodu b index
r takovy, ze se dalsi ¢leny posloupnosti lisi od b méné nez o %n, jejich
vzajemna vzdalenost tedy zlstava pod ﬁ + ﬁ = i a
Zaroven tusime, ze v dosud uvazovanych kontinuich Q, P, E, K neplati
opacné tvrzeni, totiz ze kazda koncentrovana posloupnost prvki kontinua
konverguje k néjakému jeho prvku. To odpovida dfive zminéné tezi, ze
ne kazda konvergujici posloupnost musi mit limitu. Za pfiklady koncent-
rovanych posloupnosti, které v zddném z oboru Q, P, E, K nekonverguji,
staci vzit racionalni aproximaci ¢isla 7, resp. délky pilkruznice o jednot-
kovém poloméru. Nasim cilem je samoziejmé takové kontinuum, v némz
tento defekt nenastava.

Zpusob, jak dospét od kontinua racionalniho ke kontinuu ‘vsech re-
alnych cisel’ tak fikaje jednou ranou, je nyni nasnadé. Staci ho rozsirit
o vSechny chybéjici limity koncentrovanych posloupnosti, tj. ucinit ze
vSech koncentrovanych posloupnosti posloupnosti konvergujici k néja-
kému prvku oboru. Toto rozsifeni, jez je historicky spjato se jménem
Cantorovym, se ve srovnani s metodami geometrické konstrukce (pra-
vitkem a kruzitkem) a algebraickych pojmenovéni (kofeny polynomti)
miuze zdat zprvu ponékud libovolné, tj. zaloZzené na pouhém prani ¢i
platonistové fiat! JelikoZ ony chybéjici prvky ale nejsou od pocatku ni-
¢im jinym nezli momenty nasi fe¢i o koncentrovanych posloupnostech, na
néz v prislusném objektovém modu per analogiam prenasime vlastnosti
posloupnosti konvergujicich, resp. ¢isel, ktera urcuji, je metodicky zcela
opravnéné uchopit tyto neexistujici limity, resp. fec¢ o nich, pfimo jako fec¢
o koncentrovanych posloupnostech samotnych, byt s jinymi pravidly hry.
Ke slovu potom piichdzi jazykové-analytickd metoda konstituce pted-
métného oboru. Tato, jak jiz vime z pfikladu Eudoxovy definice proporci
v oddile 1.4, spociva ve

(1) volbé jazykovych reprezentaci, resp. jmen predmétii kon-
stituovaného oboru,

(2) specifikaci vSech rovnosti mezi nimi, tj. stanovenim kritéria
identity,

(3) volbé predikati a relaci pfislusného diskurzu, tedy v po-
pisu jeho elementarnich vét a jejich ohodnoceni v souladu
se zakladnimi sémantickymi principy, které je samoziejmé
jesté tfeba specifikovat.
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V pfipadé redlnych ¢isel uchopime jednoduse vyrazy “lim(a,)nen” jako
jména potencidlnich pfedmétii i tehdy, kdyz posloupnost (a,)nen racio-
nalnich ¢isel racionalné nekonverguje, ale je pouze koncentrovana. Tim je
vyfizen bod (1). Bodu (2), tj. potfebé definovat IDENTITU CANTOROVA
KONTINUA, vyhovime takto:

lim(an)neN = lim(bn)nEN = lim(an — bn)nEN = 0

Vyrazy “lim(an)nen” a “lim(by,)nen” tedy takto oznacuji tentyz pred-
mét tehdy a jen tehdy, jestlize posloupnost rozdila jejich ¢lent konver-
guje k nule. V tradi¢ni terminologii to znamena, Ze se rozdily obou po-
sloupnosti stavaji nekoneéné malé, pripadné mizi. VSimnéme si také, ze
definujici strana ekvivalence pracuje s podstatné slabsi podminkou, nez
jsme dfive formulovali ve vztahu k dvojité posloupnosti dolnich a hornich
odhadt ¢isla 7, totiz Ze se od jistého ¢lenu lisi pouze ¢leny téhoz indexu,
nikoli ¢leny vsechny. To je dano jednoduse tim, Ze nyni o posloupnostech
(an), (bn) predpokladame, Ze jsou koncentrované, zatimco v diivéjsim
pfipadé byla jejich koncentrovanost implikovana.

Krokem (2), tedy ohodnocenim rovnosti vyse uvedenou definici, je
teprve ospravedlnéno samostatné pouziti vyrazt typu “lim(ay,)nen”, kte-
ré se puvodné mohly vyskytovat pouze v kontextech jako

lim(an)nEN = b7

kde “b” je jiz ustanovené oznaceni diive zavedeného c¢isla. Tak je tomu
v pravé strané definice identity. K tomu, co je onou samostatnosti presné
minéno, se jesté dostaneme v kapitole 4 v souvislosti s Fregovou filosofii
jazyka. Cést (3) obnasi stanoveni zékladnich aritmetickych operaci, resp.
relaci, v prvni fadé tedy ‘e +y = 2’, ‘e x y = 2’ a ‘o < y’. To je vice-
méné neproblematické, vyzaduje to pouze fadu dodatecného ovérovani
pozadavkt korektnosti. My proto bez dalsiho zdivodnéni? stanovime
USPORADANI CANTOROVA KONTINUA jako:

lim(an )nen < Hm(by)nen =

Bm.p e N)a € N2 ) (0~ a0) > ).

Vsimnéme si, ze na rozdil od definice rovnosti nelze v definici usporadani
napsat jednoduse

lim(an )nen < Um(by)nen = lim(b, — apn)nen > 0,

nebot neni ziejmé, ze limitou prislusnych diferenci je racionalni &islo,
tedy néco, pro co je vztah ‘vétsi nez’ jiz definovan. Mezi raciondlnimi

[2] Ctenaf mize konzultovat piislusnou zékladni literaturu, napt. Cohen & Ehrlich
[1963].
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Cisly pravé strany definice, mezi nimiz jiz usporadani definovano bylo,
a redlnymi ¢isly levé strany definice, pro néz je v ni usporadani teprve
zavadéno, existuje tedy kategoridlni rozdil a symbol < je uzivan vice-
znacneé.

To plati samoziejmé i o operacich s¢itani a nasobeni, resp. o ¢islov-
kach jako 1, 2 atd. coby soucasném oznaceni Cisel pfirozenych, celych,
racionédlnich a redlnych. V jakém smyslu je ale tato viceznacnost ne-
skodné, tj. pro¢ mizeme v praxi rezignovat na pripadné zavadéni indexti
+nN, +q apod., neni obtizné pochopit, tfeba praveé na studovaném vztahu
Cisel raciondlnich a realnych. Jelikoz je konstantni posloupnost

(b,b,b,...)

zcela trivialné posloupnosti koncentrovanou, 1ze timto zpiisobem ptvodni
racionalni ¢isla vnofit do oboru koncentrovanych posloupnosti racional-
nich ¢isel a prezentovat jej jako zamyslené rozsireni racionalniho konti-
nua. Timto zpusobem také definoval své kontinuum Cantor, s jedinym
rozdilem, Ze nase koncentrované posloupnosti nazyval POSLOUPNOSTMI
FUNDAMENTALNIMI. Oznad¢ime-li jejich celek jako C a ustanovime-li s¢i-
TANT a NASOBENT jako:

lim(an )nen + Um (b, )nen & lim(a, + by )nen,

lim(an )nen X im(by,)nen < lim(a, X by)nen,

pak systém (C, +, X, <) nazyvidme CANTOROVYM KONTINUEM. S ohle-
dem na racionalni aproximovatelnost veli¢in spjatych s kruhem neni tézké
nahlédnout, ze plati Q C P C E C K C C ve vySe uvedeném smyslu jis-
tych vnofeni jednéch systému do systémi druhjch. Pojem vnofeni, pii-
padné pojem izomorfismu bude samoziejmé tieba jesté blize specifikovat,
coz ucinime v oddile 5.3.

2.2 Dedekindovy fezy

K dalsimu zkoumani strukturdlnich vlastnosti Cantorova kontinua ne-
uskodi porovnat jeho ontologicky design, tj. konkrétni volbu ciselnych
reprezentantd, s jednou z jeho béznych a historicky spfiznénych alterna-
tiv. Tou je definice Dedekindova. Toto srovnani je o to cennéjsi, ze se
oba navrhy kyzeného zuplnéni racionalniho kontinua pies jistou rovno-
cennost vyznamné lisi. Zaplnéni Dedekindovo se totiz tyka pouze uzitého
usporadani, zatimco Cantor v definici fundamentalni posloupnosti uziva
podstatnym zptusobem metrickych vlastnosti racionalniho kontinua, tj.
pojem vzdalenosti spjaty s operacemi s¢itani, resp. nasobeni. Na prvni
pohled miize byt ale na Cantorové zptisobu zavedeni realnych ¢isel zaraze-
jici, jak mnoho rfiznych reprezentaci jednoho a téhoz éisla pripousti. Cislo
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7 je ndm napt. dano prostfednictvim dolnich a hornich aproximaci, které
mohou déle variovat, aniz by prestaly aproximovat totéZz ¢islo. Obecné
totiz plati, Ze zménime-li v posloupnostech (ay,), (b,) pouze koneény po-
et ¢lentl, nezméni se pravdivost tvrzeni lim(a,) = lim(b,), tj. jedno a
totéz ¢islo mé vlastné nekoneéné mnoho cantorovskych reprezentaci.

Dedekindiiv zptisob zavedeni redlnych ¢isel v tomto (¢isté extenzio-
nalnim) ohledu vypada jako zna¢né zjednoduseni, vychéazejici z toho, Ze
je-li a, néjaky prvek dolni aproximace realného ¢isla, tj. rostouci kon-
centrované posloupnosti (a,), mohou v takové aproximaci vystupovat
i vSechna ¢isla mensi nez a,. Vezmeme-li nyni vSechna takovato cisla
pro libovolny ¢len posloupnosti neboli mnozinu vsech racionalnich c¢isel
r takovych, Ze pro né€jaky index p plati r < a,, symbolicky:

{reQl(@EpeN)(r<ay)},

ziskdme tzv. DOLNf MNOZINU, tj. mnozinu, ktera s kazdym svym prvkem
obsahuje i vSechny prvky mensi, a soucasné levou ¢ast Dedekindova fezu.
Ten je definovan jako rozdéleni vSech ¢isel daného oboru, primarné tedy
oboru Q vsech racionalnich ¢isel, na dvé ¢asti, ¢i presnéji:

DEDEKINDUV REZ (Schnitt, cut) na (totalné€) usporadaném obo-
ru (M, <) je dvojice [A, B] jeho podmnozin A, B takovych, ze
plati nésledujici podminky:

(1) A£0,B 40,
(2) prokazdé a € Aabe Bplatia <b,atedyi ANB =10,
(3) AuB =M.

Podobné jako u koncentrovanych posloupnosti lze mezi fezy na racionél-
nich ¢islech, tj. oboru (Q, <), najit fezy takové, které nejsou v daném
oboru ‘konvergujici’. Nazveme-li prvek r uspofddané mnoziny (M, <),
pro néjz plati:

(Va € A)(WVb e B) (a <r <b),

PRVKEM REZOVYM, pak to jednoduSe znamend, Ze u nékterych ezl na
(Q, <) tento prvek neboli tzv. REZOVE CISLO (Schnittzahl) chybi, tj. mezi
levou a pravou ¢asti fezu se nachézi jakasi ‘mezera’. Prikladem takového
fezu je jiz dfive uzité rozdéleni Q na Casti

A:{TEQ|T2§2\/T§O} a B:{T€Q|T2>2/\T>0}.

Dedekind proto racionalni pfimku, ¢i obecné vSechny usporadané obory,
kde nékteré fezy nemaji odpovidajici fezové prvky, nazyva nespojitymi.
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Jeho klicovy spis, vénovany tomuto tématu, se pravé proto nazyva Ste-
tigkeit und irrationale Zahlen [1872]. Ctenéf necht ale vezme na védom,
Ze spojitosti, resp. nespojitosti je zde minéno néco jiného nezli drive de-
finovanym pojmem, totiz to, ¢emu se dnes Fiké (ne)uplnost oboru neboli
pravé (ne)existence fezovych prvka dedekindovskych fezti, pfipadné li-
mit koncentrovanych posloupnosti. Jelikoz, jak jsme zminili, pozadavek
na existenci fezovych prvkl v mnoziné je spjat pouze s usporadanim, za-
timco Cantorova podminka se vztahuje také k aritmetickym operacim,
nezbyva ndm nez rozliSit mezi UPLNOSTI DEDEKINDOVSKOU a CANTO-
ROVSKOU. Prvni z nich, jak jesté ukazeme, je ekvivalentni tzv. iplnosti
vici usporadani, vyjadiené ve vété o suprému. Nyni vysvétlime, co je
touto vétou minéno.

Jelikoz fezovy prvek fezu [A, B] na (M, <) musi per definitionem
nalezet jedné z ¢asti A ¢ B, je tvrzeni jeho existence ekvivalentni tvrzeni
existence supréma ¢asti A a infima ¢asti B. Tyto obecné zndmé pojmy
lze definovat ve tfech krocich.

Mgéjme (¢4steéné) uspofadanou mnozinu (M, <) a jeji podmno-
Zinu C. Pak (1) HORNI, resp. DOLNI MEzi mnoziny C' v M na-
zveme libovolny prvek a € M, pro néjz plati:

(Ve e C)(c < a), resp. (Ve e C)(a < c).

Vsimnéme si, ze horni, resp. dolni mez mnoziny ji nemusi, ale
miize nalezet. (2) NEJVETSIM, resp. NEJMENSIM PRVKEM mno-
ziny C nazveme takovy prvek a € C, pro ktery plati tataz pod-
minka. Rozdil spoc¢iva v tom, Ze nejvétsi, resp. nejmensi prvek
mnoziny této mnoziné z definice nalezi, a je v dusledku toho
nejvyse jeden, pokud viibec existuje. (3) SUPREMEM, resp. IN-
FIMEM mnoziny C' v M, symbolicky sup C, resp. inf C', nazveme
nejmensi horni mez, resp. nejvétsi dolni mez mnoziny C' v M.
Vsimnéme si, Ze suprémum, resp. infimum mnoziny nemusi exis-
tovat a nemusi, ale muze ji nalezet.

S ohledem na potfeby dalsiho vykladu dodame jesté bod ¢tvrty, v némz
zavedeme

(4) MAXIMALNI PRVEK ¢i MAXIMUM mnoziny C, resp. MINI-
MALNI PRVEK ¢ MINIMUM mnoziny C' jako takovy prvek a € C,
pro ktery plati:

(Ve € C)=(c > a), resp. (Ve € C)=(a > ¢).

Na rozdil od nejvétsiho, resp. nejmensiho prvku neni maximum
ani minimum nutné uréeno jednoznacné. Pokud tomu tak je,
znacime je jako max C', resp. min C.
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S ohledem na existenci a vyskyt supréma a infima v ¢asti A, resp. B lze
fezy na usporadanych mnozindch rozdélit na ¢tyri zékladni typy, zna-
zornéné v obrazku 2.1. V prvnich dvou pfipadech je suprémum mnoziny

Obrézek 2.1: Dedekindovy fezy

A zéaroven infimem mnoZiny B a vice versa, liSi se jen svym naleZzenim
k jedné z nich. Tato odlisnost je z hlediska naseho zaméru nepodstatna,
vyznamné je, ze je fezem v obou piipadech urcen jeden a tyz fezovy
prvek. Proto povazujeme obé rozdéleni nosné mnoziny za identickd ve
stejném smyslu, v jakém jsme povazovali za identické dvé koncentrované
posloupnosti, jejichz rozdily konvergovaly k nule. Toto je také (pro tento
okamzik) jedind dvojznacnost dedekindovskych reprezentaci.

Piipad tieti, tzv. skok (Sprungstelle), v némz se piislusné supré-
mum a infimum lisi, miZzeme z nasich vah vyloucit, pokud se zabyvame
fezy na kontinuich. V nich s ohledem na jejich délitelnost plati, ze ke
kazdym dvéma prvkim a, b takovym, ze a < b, existuje prvek c takovy,
7e a < ¢ < b, napr. %Lb). O usporadanych mnozinach, které maji tuto
vlastnost a v nichz se tedy zadné skoky nevyskytuji, fikame, Ze jsou
HUSTE (VZHLEDEM K USPORADANI).

Ctvrtym piipadem je koneéné ona kritickd mezera, ktera se v tra-
di¢nich kontinuich vyskytuje a jejimz odstranénim chceme pftejit k jejich
findlni — Uplné — podobé. Abychom se ale nezapletli do obrazné fedi:
Vyskyt mezery znamen4, Ze nejsme s to dolni mnozinu A fezu na (M, <)
pro zadné r € M uréit zadnym z nasledujicich zptsobu:

A={zeM|z<r} nebo A={zeM|z<r}.

Totéz plati prirozené mutatis mutandis o ¢asti B. Dedekindova cesta
k pfislusnému zuplnéni je pfitom stejnd jako Cantorova, totiz identifi-
kace chybéjicich, potazmo tedy vSech fezovych ¢isel v Q, se samotnymi
fezy. Vyraz “Fezové ¢islo” tak muzeme zacit podobné jako vyraz “limita”
uzivat i u fezi, které fezové ¢islo v Q nemaji. Ke Q, resp. (Q, <) se budou
implicitné vztahovat vSechny nase dalsi avahy tykajici se Tezt.
Rozsifeni uziti vyrazu “lim (a,)” pro libovolnou koncentrovanou po-
sloupnost “(a,)” odpovid4 zavedeni vyrazu “[[A, B]]” ve vyznamu zobec-
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néného fezového &isla, kde [A, B] je libovolny fez na Q. Plati, ze dva vy-
razy “[[A, B]]” a “[[C, D]]” oznacuji tentyz pfedmét (redlné ¢islo), jestlize
se mnozina A od mnoziny C' lisi nanejvys pozici supréma. Tim je dano
kritérium IDENTITY DEDEKINDOVA KONTINUA:

(4, Bl = [[€, D]] =
(A=C)V(A—supA=C)V (C—supC = A).

Vsimnéme si déle, Ze Tez je vlastné jednoznac¢né urcen jiz svoji levou casti,
tedy dolni mnozinou, kterd je neprazdnda a zarovenn neobsahuje vSechny
prvky mnoZiny, na niz je fezem. To je vlastné alternativni definice fezu,
ukazujici, pro¢ se v definiens zminénych definici prava ¢ast fezi nevy-
skytuje, pfipadné vyskytovat nemusi. Toho si mizeme opét vSimnout pri
zavedeni USPORADANI DEDEKINDOVA KONTINUA jako

14, B < [[C, DI = [[4, Bl # [, DI A A C C.

Stanoveni aritmetickych operaci je ramcové jasné, i kdyZz v provedeni
nepfili§ pohodlné. Zavedeme-li nejprve oznaceni “A + C” pro mnozZinu

{a+clac AnceCY,
je definice sCITANT v DEDEKINDOVE KONTINUU relativné snadna:
[[A,B]] + [[C,D]] & [[A+ C,(AUB) — (A+ O)]].

Definici NASOBEN{ nelze podat takto pfimodcafe s ohledem na vyskyt
zapornych prvkia v pfislusnych dolnich mnozinidch. Obsahuji-li mnoziny
A, C danych fezi nezaporné prvky, pak definujeme jejich souc¢in podobné
jako soucet, ovSem s poznamkou, ze vyraz “A x C” oznacuje mnozinu

{z](Fa€Aa>0)(FceC,c>0)(z<axc)}

Ostatni pfipady pfevedeme na piedchozi tak, Ze od fezu [A, B], resp.
[C, D] s celozdpornou mnozinou A, resp. C pfejdeme zménou znamének
jednotlivich bodi k inverznimu fezu [—B, —A], resp. [—D, —C], prove-
deme prislusné operace a eventualné se opét vratime zpét, totiz tehdy,
jestlize u jednoho z fezi zména polarity nebyla nutnd, tj. jestlize repre-
zentoval nezaporné Cislo. Opét je tfeba ovérit korektnost této definice,
tedy predevsim jeji nezévislost na reprezentantech [A, B] ‘Gisla’ [[A, B]],
coz délat nebudeme.!?!

Kontinuum zalozené na fezech v Q nazyvejme KONTINUEM DE-
DEKINDOVYM a zna¢me je D, resp. (D, +, x, <). Ekvivalenci Dedekindova
a Cantorova navrhu a jeji podminky probereme pozdéji, nyni zminme

[8] Viz tieba Deiser [2007].
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otazku jejich odlisné motivace. Cantorova verze se zda byt spjata s raci-
onalni aproximaci pomérd a délek, tedy praxi méfeni. Dedekindova vy-
kazuje zase spole¢né rysy s Eudoxovou ptivodni definici (rovnosti) pro-
porci, a mé tedy jistou pachut umélosti. Na druhou stranu lze pravé
na této spriznénosti pochopit jadro Eudoxova komplikovaného navrhu.
Podle Eudoxovy definice jsou totiz veli¢iny A, B a C, D ve stejném po-
méru, jestlize pro kazdé dvé cela ¢isla m, n plati jedna z moznosti:

(1) mB <nA a zaroveil mD < nC,
(2) mB=nA a zarovern mD =nC,
(3) mB >nA a zaroven mD > nC.

Prepiseme-li tyto podminky do zlomkové notace, dostavame:

(1) e 4 a zarover i g,
n B n D
(2) n_ é a zarovenl m_ g,
n B n D
m A m C
(3) >3 a zéroven > 5
Okamzité vidime, ze %, % zde vlastné funguji jako fezova Cisla, pri-

¢emz definice pak vyjadiuje totoZnost fezl, které tyto poméry v oboru
raciondlnich ¢isel 7 vytvareji.

Pres tuto pozoruhodnou souvislost méa podobnost Eudoxova, resp.
Eukleidova kontinua E a Dedekindova kontinua D velkou trhlinu. Eu-
doxovy tezy, déleni racionalnich ¢isel na dvé ¢asti, jsou totiz vazany na
proporce A: B, C:D konstruovatelngch velicin A, B, C, D. To Eudo-
xovi umoznuje zachytit rovnost iracionalit, které jsou konstruovatelné
pravitkem a kruzitkem, nikoli viak tieba /2 & 7. Dedekind se pokousi
prekonat toto omezeni tim, Ze uvazuje jakékoli — tedy nejen konstruk-
tivné definované — rozdéleni oboru Q na dvé ¢asti. V tomto smyslu je
jeho Teseni imyslné tim nejliberalnéjsim moznym.

Pfece je vSak, jak jesté mnohokrate zminime, tato liberdlnost pouze
relativni, nebot zdvisi na vagnim pojmu ‘(pod)mnoziny’ a naivni feci
o vSech podmnozinich daného nekonec¢ného oboru, stejné jako zavisi
Cantorova definice na dosud nevyjasnéném pojmu ‘posloupnosti’, resp.
‘funkce’. To se snazi do jisté miry napravit teorie mnozin, k niz dospél
Cantor v pribéhu dekad, které nasledovaly a velkou mérou vlastné i do-
provazely jeho modelovani a vyzkum realné osy. Zcela védomé se tomuto
problému vénuje az Fregova logika coby nastroj analyzy aritmetickych
vyrazovych forem. Bude na nas, abychom v dalsich kapitolach posoudili,
do jaké miry v tom byly tspésné. Nyni nés ovSsem ceké dulezity exkurz
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na téma tplnosti Cantorova a Dedekindova kontinua, zahrnujici i nékolik
poznamek k jejich obvyklym reprezentacim.

2.3 Primky a jejich tiplnost

V zéakladech pokust o rozsifeni racionalniho kontinua byl pfirozené objev
veli¢in, které raciondlni nejsou. Jednalo se zde vlastné o paradigmatické
setkani teorie s praxi, totiz obvyklého méreni, které systematickym déle-
nim vychozi jednotky dospéje nakonec vzdy k prekryti jejich dil s mé-
fenou veli¢inou na strané jedné, a zjisténim, Ze to v nékterych relativné
jednoduchych pfipadech neni principialné mozné na strané druhé. Pro-
tiklad této praktické teze a jeji teoretické antiteze, navracejici se znovu
a znovu v novych krizich a antinomiich, byl motorem postupného roz-
Sitovani ptuvodnich definici kontinua tu konstruktivné-geometrickym, tu
algebraickym smérem. Jelikoz se zdélo, Ze jsme dosud nedospéli ke ky-
zenému cili definitivniho oboru v8ech redlnych (mérnych) ¢isel, vratili
jsme se v této kapitole zpatky na zacatek k racionalnim ¢islim v jejich
roli zlepsujicich se odhadd méfenych velicin. Tato role je zjevné umoz-
néna jejich hustotou, odpovidajici ptivodni definici kontinuity ve smyslu
neomezené délitelnosti jistych velicin v protikladu k diskrétnosti veli¢in
jinych.

Z historického hlediska se ovsem nejedna o nijak prekvapivy krok,
nebot to byl pravé anticky objev nesouméfitelnosti, jenz odhalil jistou po-
sloupnost prirozenych, ptipadné racionalnich ¢isel, urcujici délku tusecky,
resp. néjaky pomér délek, jako principidlné neterminujici. Moznost ucho-
pit redlné cisla jako nekoneéné posloupnosti, pripadné mnoziny racional-
nich cisel, byla tedy ve hie takika od samého pocatku, a skutecnost,
Ze tyto posloupnosti nemaji v oboru racionalnich ¢isel bod, k némuz by
konvergovaly, samoziejmym poznatkem. Teprve reflexe na strukturalni
rysy oboru, podnicenéd konceptualizaci tradi¢nich geometrickych pojmui
spojitosti, konvergence a limity, dala vSak rozhodujici impuls redefinici
kontinua v Cantorové a Dedekindové stylu.

Tento historicky podminény rozdil ndAm umoznuje také teoreticky
rozdélit zkouméani kontinua na dvé ¢asti. Prvni se bude tykat speci-
ficky uspotfddanych mnoZin, tzv. pfimek (lines), jez Cantor nazyval line-
arnimi mnozinami (lineare Mannigfaltigkeiten), druhy pak specifickym
algebraickym obortim, Dedekindem pro jejich uzavienost vici klasic-
kym operacim nazyvanych télesy (Kdrper, field). Obéma Gastem je spo-
le¢nd znacnd mira abstrakce, kterd se nezabyva povahou jednotlivych
prvkl oboru, ale jejich strukturou. Pravé na tomto abstraktnim pozadi
je smysl cantorovského, resp. dedekindovského rozsireni zfejmy: Jakmile
ho mame, mizeme zapomenout na to, jak jsme k nému dospéli, a chovat
se k jeho prvkam jako k atomtm, tj. nechat stranou problém, jak muze
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byt pfedmét ¢islem a zaroven mnozinou, resp. posloupnosti jinych ¢isel.
Zacénéme teorii primek.

PRIMKOU nazyvame (totaln€) uspofddanou mnozinu (A, <),
ktera je husté (vzhledem k <) a nemd nejvétsi a nejmensi prvek.
Prvky primky se nazyvaji body.

Zavedeme-li pojem OTEVRENEHO INTERVALU uspofdadané mnoziny ja-
kozto jeji podmnoziny jednoho z tvari

(—o0,a) ¥ {z |z < a},
(a,b) L{z]a <z <b},
(a,+00) &z | a < z},

pak pfimka je usporddand mmnozina, v niz je kazdy otevieny interval
neprazdny. Poznamenejme, Ze vyrazy —oo, +0o jsou zatim pouze Casti
zavedené notace, nemaji tedy zadny samostatny vyznam. Neni obtizné
nahlédnout, ze obor (Q, <) je pfimkou.

V zavéru minulé kapitoly jsme zminili, Zze Q postrdada jednu z za-
doucich vlastnosti obvykle spojovanych s kontinuem, totiz platnost véty
o mezihodnoté pro spojité funkce. Zaroven jsme naznadili, Ze tato okol-
nost souvisi s tvrzenim zndmym jako VETA O SUPREMU:

Shora omezend neprazdnd podmnozina uspofddané mnoziny
(A, <), tj. neprazdna podmnozina, k niz v A existuje horni mez,
mé v A suprémum.

Jelikoz se zde podobné jako v podmince dedekindovské tiplnosti vztahu-
jeme k usporadani daného oboru, je nasnadé domnénka, ze se ve vSech
tfech pripadech jedna o ekvivalentni vlastnosti pfimky. Tak tomu sku-
tecné je, i kdyz je tfeba vysvétlit, jak v definici spojitosti, kterd ve vété
o mezihodnoté figuruje, eliminovat odkaz ke vzdalenosti, kterd ve vété
o suprému chybi.

Zde je podstatné, ze nam v definici spojitosti, jak jsme ji polofor-
malné podali v oddile 1.11, stacilo uvazovat body v blizkosti zkoumaného
bodu a, aniz bychom specifikovali, ‘jak blizko’ se nachézeji, tj. Ze mtzeme
namisto a-okoli bodu a operovat pouze jeho OKOLIM. To uz je defino-
vatelné jenom s odkazem na relaci <. V moderni terminologii bychom
fekli, Ze mame co do ¢inéni s metrickymi a topologickymi vlastnostmi
daného oboru a Ze spojitost je uchopitelna jako vlastnost topologicka.
Okolim bodu a, symbolicky U(a), uspofddané mnoziny (A4, <) budeme
proto nyni rozumét kazdy otevieny interval, jenZ obsahuje a. Definujeme:

Funkce f z uspofddané mnoziny (A, <) do uspofddané mnoziny
(B, <) se nazyva SPOJITA V BODE a € A, jestliZe pro kazdé okoli
J(f(a)) existuje okoli I(a) takové, ze f[I(a)] C J(f(a)).
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Symbolem “f[C]” minime v jistém pFedstihu mnozinu vSech obrazti bodii
z C, jak to zavedeme dusledné v oddile 2.6. Zcela analogicky se potom
funkce nazyva BODOVE SPOJITA na intervalu, jestliZe je spojita v kazdém
jeho bodé. VETA O MEZIHODNOTE v obecné verzi pak vypada takto:

Pro kazdou spojitou funkci z uspofddané mnoziny (A, <) do
uspofddané mnoziny (B, <) plati, Ze pro kazdé b € B takové,
ze f(a1) < b < f(az), existuje a € A takové, Ze f(a) =b.

Nyni jiz mizeme dokazat kyzenou ekvivalenci vét o suprému a mezihod-
noteé:

Mégjme piimky (A, <), (B,<). Pak v (4, <) plati véta o su-
prému tehdy a jen tehdy, jestlize pro kazdou spojitou funkci
z (A, <) do (B, <) plati véta o mezihodnoté.

Dilkaz: V oddile 1.12 jsme ukazali, jak zdivodnit jednu ¢ast, totiz Ze na
pfimce, pro niz neplati véta o suprému, neplati ani véta o mezihodnoté.
Nyni zbyva dokézat opacny smér. Méjme tedy spojitou funkci z (A, <)
do (B, <) a bod b € B lezici mezi f(a1) a f(az). Uvazme mnozinu C =
{r € A f(z) < b} abod a = sup C. Necht plati f(a) < b. Vezméme okoli
J(f(a)) zprava uréené n&jakym bodem c takovym, ze f(a) < ¢ < b. Ze
spojitosti existuje okoli I(a) takové, ze f[I(a)] C J(f(a)), coZ znamen4,
ze pro vSechny prvky x € I(a) plati f(z) < b. Pak ale I(a) C C, coz
znamend, ze a # sup C. Spor. Pro pfipad b < f(a) vede analogickd avaha
k zavéru, ze I(a) N C = 0, coz rovnéz vyluduje predpoklad a = sup C.
Zbyva moznost f(a) = b, kterou jsme chtéli dokéazat. a

Uspoiddanou mnozinu nyni nazveme UPLNOU VUCI USPORADANI, jestlize
splnuje vétu o suprému. Pokud je to z kontextu jasné, hovofime prosté
o uplnosti. Nyni zbyva dokézat Gplnost dedekindovského kontinua.

Ve skutecnosti je jeho konstrukce standardnim prostfedkem ztplnéni
netplnych mnozin a proces pridani chybéjicich fezovych ¢isel terminuje
jiz v prvnim kroku jeho aplikace na racionalni kontinuum, tj. poté jiz
nevznikaji nové mezery, tedy potieba dalsi zaplnujici iterace. Zda se, ze
si Cantor na rozdil od Dedekinda tohoto aspektu svého typu ziplnéni
nevsiml, i kdyz na druhou stranu plati, ze ve zcela obecném pripadé ne-
musi jit u ziplnéni Cantorova typu vse tak hladce jako u Dedekinda. Jeho
fundamentalni posloupnosti jsou totiz indexovany pfirozenymi ¢isly a ve
vztahu k nékterym usporadanym mnozindm tak eventualné prilis ‘kratké’
na to, aby mohly hned napoprvé zacelit kazdou mezeru, ktera se v nich
vyskytne. To ale pfedbihdme jednak s ohledem na otdzku porovnavani
‘délky’ nekonec¢nych mnozin, jednak je pro nas tato kapitola analyzy jiz
piilis abstraktni. [

(4] Néco detailit lze najit napt. in Truss [1997, s. 136].
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Jistou miru abstrakce nicméné podrzime i nyni, kdyz naznacime
ideu VETY O MINIMALNIM ZUPLNEN{, jejimz bude ptechod od (Q, <)
k Dedekindovym realnym ¢islam konkrétnim piipadem:

Uspofddanou mnozinu (A4, <) lze rozsifit na takovou uplnou
uspotradanou mnozinu (A, <), jejiz z4ddnéd vlastni podmnozina
obsahujici A uplna neni.

Dikaz: Konstrukce pomoci fezi je zde vyhodna pravé pro svoji repre-
zentacni jednoduchost, kterou jesté zdokonalime tim, Ze definujeme RE-
DUKOVANY REZ na A jako (1) vlastni dolni podmnozinu A, ktera je
neprazdné, nema-li A nejmensi prvek,®! a ktera (2) obsahuje své supré-
mum pouze tehdy, kdyZz ma4 jeji doplnék nejmensi prvek. Mnozinu A’
definujeme nyni podle o¢ekavani jako mnozinu vSech redukovanych fezu
v A s usporddanim < odpovidajicim inkluzi neboli pro dva redukované
fezy B, C plati:

B<C=BcC.

To je mutatis mutandis nase stard definice usporadani fez. Mnozina
(A’ <) je zjevné (totalné) usporddand. Nyni jde o jeji iplnost. Dokazeme,
ze plati véta o suprému. Nejprve zavedme standardni operaci SJEDNO-
CENI mnoziny (mnozin) R jako

UR def L2 | (3z € R)(x € 2)},

tj. jde o mmnozinu vSech prvkt prvkt z R. Za R vezméme nyni néjakou
shora omezenou podmnoZinu mnoziny A’ redukovanych fezti. Lze snadno
nahlédnout, ze se v pfipadé | J R jedné (1) opét o redukovany Fez, jenz je
(2) horni mezi v8ech redukovanych fezti z R, (3) a to horni mezi nejmensi,
neboli suprémum. Tim jsme hotovi s Gplnosti.

V jakém smyslu je (A, <) rozsifenim (A, <), jsme naznaéili diive,
totiz diky identifikaci prvki z A s jistymi prvky z A’. Tato identifikace je
né&jaka funkce f, ktera oboustranné zachovava usporadani neboli spliiuje
podminku: a < b tehdy a jen tehdy, kdyz f(a) < f(b), pro a,b € A.
Funkce této vlastnosti se nazyva ‘vnofeni’ A do A’ a jeji obecnou definici
podame v oddile 5.3. Konkrétni implementace je nasnadé: jednoduse
pfitadime kazdému prvku a € A dolni mnozinu

Acy & {r e Az <a},

tedy (redukovany) fez timto prvkem uréeny. Analogicky budeme uZivat
znaceni A<, %f {x € A |z < a}. Skrze toto zobrazeni, tj. f(a) = A<,

(51 Jiz v puvodni obecné definici jsme mohli pfipustit prazdnost dolni, resp. horni
mnoziny fezu na mnoziné A v pfipadé, Ze mé tato nejmensi, resp. nejvétsi prvek.

Neni to ale obvyklé, proto davame prednost takovymto ad hoc tpravam.
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resp. obraz f[A], miZzeme nyni chdpat A jako podmnozinu A’. Tato kon-
vence se také pouzije v dikazu minimality rozsiteni, v némz pro libo-
volnou tplnou mnozinu X C A’ takovou, ze A C X, ukdZeme, Ze plati
X=A.

Vezméme libovolny prvek Z € A’, tedy néjaky redukovany fez v A.
Je-li Z prazdna, musi mit A nejmensi prvek z a plati f(z) = Z € f[A] =
A (viz pfedchozi dohoda), a tedy Z € X. Ma-li mnoZina Z nejvétsi prvek
x, mé jeji doplnék nejmensi prvek y a plati obdobné f(y) = Z € X.
Miuizeme tedy predpokladat, Ze je Z neprazdna a neméa nejvétsi prvek.
Jelikoz se jedna o shora omezenou neprazdnou mnozinu prvkia z A, tedy
skrze uvedené vnoteni také prvki z X, musi mit v X suprémum W. Plati
tedy mj. Z C W. Pokud Z # W, pak existuje prvek w € W — Z, ktery je
v A horni mezi Z. Jelikoz f(w) € X, plati f(w) < W, a W tak nemuize
byt suprémem Z. Spor. Plati tedy Z = W, ergo Z € X. Uhrnem je kazdy
prvek A’ prvkem X, tedy X = A'. a

Jelikoz jsme zatim stihli rozlisit t¥i rtizné typy tplnosti mnoziny, canto-
rovskou, dedekindovskou a vii¢i usporadani, podivejme se jesté jednou,
co jsme o tomto spolecném pojmu vlastné dokazali.

Usporadanou mnozinu umime pomoci fezl rozsirit na usporadanou
mnozinu, pro niz plati véta o suprému. To specidlné znamena, ze je-li
onou vychozi mnozinou racionalni pfimka (Q, <), dospivame k pfimce
(D, <), tj. uspofddané bazi Dedekindova kontinua, a dokazujeme o ni,
Ze je uplna vaci usporadani. Dikaz toho, Ze je uplna dedekindovsky, tj.
Ze kazdy fez v (D, <) mé tamtéz Fezové ¢islo, je neproblematicky, resp.
obé podminky jsou trivialné ekvivalentni. Kazdopadné je tfeba peclivé
rozliSovat mezi dedekindovskym (zptisobem) rozsifeni a dedekindovskou
uplnosti, kterd samoziejmé miize platit i pro jiné typy zaplnéni, napft.
pro to cantorovské.

K tomu, abychom vtbec mohli prezentovat myslenku minimalniho
zuplnéni v Cantorové duchu, pripadné dokazat ocekavanou ekvivalenci
zminénych variant Gplnosti, potfebujeme nejprve prejit od primek k tzv.
kantnéjsich odlisnosti obou konstrukei, totiz okolnosti, Zze ve srovnani
s konstrukci Dedekindovou operuje konstrukce Cantorova s prilis mnoha
(extenzionalnimi) reprezentacemi téhoz. Idea kanonického zépisu redl-
nych cisel stavi ovSsem pravé na myslence, jak vybrat z téchto repre-
zentaci, tj. koncentrovanych posloupnosti, jednu, ktera by byla jakousi
obdobou naseho redukovaného fezu. Riznym pokustim na toto téma,
ale predevsim jejich teoretickému pozadi, se budeme vénovat v dalsim
oddile.

(6] Sama cantorovska Gplnost je sice definovatelnd na mnohem obecnéjsi bazi, v rdmci
tzv. metrickych prostori, o ¢emz se struéné zminime v oddile 5.12, tento ramec vsak
neumoznuje srovnani s uplnosti dedekindovskou, o néz ndm nyni jde.



Struktura realné osy 109

2.4 Kanonické reprezentace kontinua

Moderni teorie kontinua jsou zaloZeny na pozorovani, ze obory tradi¢né
za kontinua povazované vykazuji urcity strukturalni deficit, nedplnost,
a sice vzhledem ke koncentrovanym posloupnostem a feztim jejich prvkii.
Snazili jsme se zdiraznit, ze fe¢ o chybéjicich limitach ¢i fezovych éis-
lech je zprvu jenom pohodlnym opisem faktu, ze nékteré koncentrované
posloupnosti v daném oboru nekonverguji a nékteré dolni mnoziny fezt
nemaji suprémum, podobné jako byla fe¢ o nekone¢né malych veli¢inach
zkratkou za okolnost konvergence néjaké posloupnosti k nule apod. Na
rozdil od infinitesimalii 1ze ale v pfipadé limit a fezovych cisel provést
takovou revizi ptivodniho oboru, v niz nebude dany opis zapotiebi, pro-
toze vSechny jeho koncentrované posloupnosti limitu maji a vSem feztim
odpovidé fezové ¢islo. PopiSeme-li tuto tipravu jakozto zaceleni stévaji-
cich mezer, pak je ziejmé, odkud brat zacelujici materidl, nebot piislusné
mezery jsou od pocatku definovany pravé skrze nekonvergujici koncent-
rované posloupnosti, resp. fezy bez fezovych c¢isel, a jsou tedy s témito
posloupnostmi, resp. fezy identické ve vyse uvedeném smyslu dvou od-
lisnych vyjadieni téhoz.

Uchopeni oboru koncentrovanjch posloupnosti racionalnich ¢isel ja-
kozto oboru realnych ¢isel ve stylu vyse popsané predmétné konstituce
je ovsem spjato s tahem, jenz nemusi byt zprvu zcela prihledny, a tim je
prohlaseni nékterych posloupnosti za reprezentanty téhoz ¢isla neboli sta-
noveni kritérii rovnosti mezi jejich jmény. Ve skutecnosti je tento krok kli-
¢ovym pro pochopeni celého procesu predmétné konstituce, pravé proto,
7e se v ném déje néco na prvni pohled nemozného, totiz oznaceni riz-
ného za stejné jako ostatné v kazdém tvrzeni identity M = N dvou
odlisnych vyrazi M, N. Namitka, ze vétou M = N preci neni tvrzena
rovnost dvou oc¢ividné odlisnych vyrazi, ale témito vyrazy oznacovanych
predmétii, prehlizi, Ze ‘oznacovany pfedmét’ je kyzenym vysledkem celé
konstituce, a zaptrahé tedy viiz pred koné. Pointa celého procesu pfitom
nespoCiva pravé v nifem jiném nezli ve vytvofeni takového diskurzu,
v némz se z uvedeného ¢teni véty M = N stane tautologie. Polozenim
M = N tedy manifestujeme rozhodnuti uzivat dané vyrazy jako jména
téhoz, a to podle ndvodu daného prislusnymi kritérii identity.

Aplikujeme-li toto obecné pozorovani, jemuz vénujeme podstatnou
¢ast kapitoly 4, na nas pripad, je obor koncentrovanych posloupnosti
prvki néjakého oboru dan jednak definici koncentrovanosti, jednak kri-
tériem

(an)nEN = (bn)neN = (V’ﬂ € N)(an = bn)a

vymezujicim, kdy jsou dva vyrazy “(an)nen”, “(bn)nen” pOvazovany za
jména téze posloupnosti, neboli co je to POSLOUPNOST. Podle tohoto
vymezeni oznacuji prvni dva ze t¥i vzajemné riznych vyrazt
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(2n)n€N (TL +n)n€N (3n)neN

tutéz posloupnost, posledni dva posloupnosti rizné. Vsimnéme si, ze
kromé uvedenych vyrazii (jmen) a daného kritéria identity zde neni nic
tfetiho, Zadné abstraktni predméty, posloupnosti per se, ale nanejvys ob-
rat “posloupnost 2n” nebo zapis “(2n),en”. Pravé jejich prostfednictvim
poukazujeme ke zméné uziti vyrazu ve smyslu platnosti jinych identit,
napr.

posloupnost 2n = posloupnost n + n
v protikladu k
vyraz 2n # vyraz n +n,

coz z prislusného obratu (“posloupnost”, “vyraz”) €ini vnéjsi znak pro-
vadéné abstrakce. Ta ma pritom od pocatku striktné jazykovy, neontolo-
gicky charakter, proto o ni ve védomém odliSeni od tradi¢nich psycholo-
gicko-platonizujicich pojeti mluvime jako o abstrakci logické. Jeji bazi je
pfechod od ekvivalence mezi ptivodnimi, (relativng) konkrétnimi pred-
méty k rovnosti pfedméti novych, (relativng) abstraktnich, pfi¢emz pred-
métem rozumime vzdy vyraz plus kritérium identity vazané na néjaky
vétny kontext, jinymi slovy: kazdy predmét je vlastné jiz vzdy vysledkem
néjaké abstrakce.

Konkrétni aplikaci metody logické abstrakce jsme jiz nékolikrate za-
zili, naposledy v pfipadé oboru posloupnosti. Vychodiskem byly vyrazy
jako 2n, n + n, relaci ekvivalence totoznost hodnot na totoznych inde-
xech. MoZné neni nemistné zopakovat, ze relace R, definovana na oboru
M, se nazyva EKVIVALENCI, jestlize plati

(1) (Vxz € M)R(zx,x),
(2) (Vo,y € M)[R(z,y) — R(y,z)],
3) (Va,y,z € M)[R(z,y) AN R(y, z) — R(x, 2)],

tj. je-li to po fadé relace (1) reflexivni, (2) SYMETRICKA a (3) tranzitivni.
Tyto vlastnosti uvazovana relace totoznosti hodnot spliiuje. Dalsim kro-
kem procesu abstrakce je piechod k rovnosti, tedy od vétné formy R(a,b)
k a = b, jak jsme jej pravidelné provadéli v uvadénych definicich realnych
¢isel. Nové uziti puvodnich jmen zpravidla podtrhujeme i symbolicky po-
moci tzv. abstraktoru, tj. nepiSeme jen “a = b, ale “A(a) = A(b)”.

V nasi posledni definici abstrakci, tj. definici posloupnosti, reprezen-
tuji abstraktor zavorky a indexova mnozina. V Cantorové definici se pak

podobné jako zde vyraz “(1),en” k virazu “L” chové viraz “lim(L),en”

n
k vyrazu “(L),en”. Vyraz “lim(L),en” tedy v jistém smyslu reprezentuje

n
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vSechny (koncentrované) posloupnosti ekvivalentni té, na niz je abstrak-
tor lim aplikovan. V tomto smyslu musime rozumét obvyklému ztotoz-
néni abstraktniho pfedmétu A(a) s mnozinou vsech pfedméti, které jsou
s a v dané relaci R ekvivalence, neboli tzv. TRIDE EKVIVALENCE:

[a]p = {z | R(z,a)}.

Soubor vSech t¥id ekvivalence definované na néjaké mnoziné M dava
dohromady tzv. KVOCIENT mnoziny M podle relace R, neboli

M/R < {[a]p | a € M}.

Jeho prvky tvori UPLNY ROZKLAD mnoziny M, nebot kazdy z prvki
M je v nékterém z prvki M/R, a to pravé v jednom, jinymi slovy:
jednotlivé tridy ekvivalence jsou navzajem disjunktni a jejich sjednoceni
da dohromady celou M.

Cely tento vyklad, zejména uchopeni abstraktnich predmétu jakozto
mnozin pfedmétii konkrétnich, jesté zopakujeme a podrobime dikladné
revizi v kapitole 4. Momentalné je pro nas vyznamné, ze konstrukce jako
je Cantorova ¢i Dedekindova neztotozinuji realné ¢isla pfimo s posloup-
nostmi ¢i fezy, ale s jistymi jejich ekvivalenénimi tfidami. V pfipadé fezt
ma piislusna tfida nejvyse dva prvky, totiz tehdy, kdyz pro dany fez
v piivodnim oboru existuje prislusné fezové cislo, ¢i podrobnéji: IDEN-
TITA REZU

[A,B]=[C,D] = A=CA B=D
je definovana jako specialni piipad IDENTITY USPORADANE n-TICE
<a1,...7an> = <bl7...7bn> =a;=b;A---Na, =b,.

Piislusna t¥ida ekvivalence [[A, B]], tj. fez dedekindovsky coby piedsta-
vitel redlného éisla, obsahuje vzdy fez [A, B] samotny a piipadné také
jeho variantu se suprémem v opacné Césti, jak to odpovida dfive for-
mulovanému kritériu identity dedekindovského kontinua. V definici re-
dukovaného fezu jsme jednu z téchto moznosti zvolili za kanonickou, tj.
reprezentujici piislusnou tf¥idu ve vyrazu “[[A4, B]]”. Analogicky dospi-
vame k raciondlnimu ¢islu § jako vSem dvojicim (c, d) celych cisel, pro
néz plati ad = bc. Za reprezentanta se zpravidla voli dvojice nesoudélna.
Obvyklé zapisy realnych cisel ve formé nekonecnych desetinnych rozvoja
se o podobné zjednoduseni pokousi v oboru koncentrovanych posloup-
nosti.

Zacneme-li obecnéji, pak p-ADICKOU REPREZENTACT realného disla
x, pro p > 2 prirozené, nazyvame jeho zapis ve formé x = +n, ajaqas. . .,
v niz jsou vSechna uzité ¢isla z Ny, a plati 0 < a; <p a

:r:j:n,alagag...d:ef:t(n+%+—+—+~~~).
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Nekonecny soucet na pravé strané je vlastné také zkratkou, kterou lze
obecné vysvétlit ndsledovné: Budiz (b,,),en néjakd posloupnost ¢isel, pak
n-tym Casteénym souctem posloupnosti nazyvame ¢islo

n

D b9 by + by -+ by
i=1

Posloupnost ¢asteéngch soucttt posloupnosti (by,)nen nazyvame jeji Ra-
DOU a obvykle znac¢ime jako “b; 4+ by + b3 + - - - 7. Tento vyraz, pfipadné
vyraz “>"°, b;”, také oznacuje limitu dané fady, tj.

oo

by+ by + by + -+ 4> b T HM(D  bi)nen,

i=1 i=1

pokud ovSem tato limita existuje! To v naSem piipadé nastiva tehdy,
je-li danéa posloupnost ¢astecnych souctd koncentrovana, coz prokaza-
telné plati pro libovolny p-adicky zépis realného &isla, nebot opakova-
nym délenim intervalu na p ¢asti se v archimédovském oboru, jako je
Q, mtuzeme dostat pod libovolnou racionalni mez. DEKADICKY ZAPIS je
jednoduse p-adicky zapis pro p = 10. My budeme jesté vyuzivat zapis
BINARNI a TERNARNI pro p = 2, resp. 3.

7 YeCeného je zfejmé, ze diky koncentrovanosti libovolného p-adic-
kého rozvoje reprezentuje kazdy takovy, tedy specidlné i dekadicky za-
pis néjakou tiidu ekvivalence koncentrovanych posloupnosti, tedy néjaké
cantorovské ¢islo. Umyslem kanonické notace samoziejmé je, aby tato
korespondence byla co nejaspornéjsi, tedy aby naopak kazdou tiidu ekvi-
valence reprezentoval pouze jediny dekadicky zapis. Tak tomu bohuzel
neni, nebot fady

tn,a1...a5000... a =n,ay...(ap—1)999.. .,

kde aj > 0, a samozfejmé také +n,000... a +(n —1),999... pro n > 0,
jsou si rovny ve smyslu vyse uvedeného kritéria identity, tj. reprezentuji
totéZ realné ¢islo. Tentyz fenomén se vyskytuje u vSech p-adickych zapist,
jednoduse proto, Ze k misttim zvoleného déleni se 1ze dostat bud pfimo, tj.
konstantné od urcitého stupné rozliseni plk, nebo monoténnim odhadem
zleva.

Nazveme-li rozvoj, jenz od ur¢itého mista pokracuje samymi nu-
lami, TRIVIALNE KONCiciM, pak mtizeme na Cantorovy fundamentélni
posloupnosti aplikovat stejny trik jako na dedekindovské fezy v defi-
nici redukovaného fezu, tj. dodatecné vyloucit trivialné koncici rozvoje
z oboru kanonickjch reprezentaci. To se ukaze byt zadouci pfi mnoha
diikazech v teorii mnozin. U nuly je pak ovSem tfeba specidlné stanovit
kanonicky (p-adicky) rozvoj jako 0,000. . ..
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7 hlediska dosavadniho vykladu je pozoruhodné, Ze velmi elegantni
zplUsob zapisu, jejz neni zapotiebi tolik pristiihavat, nabizi staropytha-
gorejska anthyfairesis. Na zac¢atku jsme zminili, ze Rekové pouzili an-
thyfaireticky vyraz, tedy vysledek Eukleidova algoritmu, jako kritérium
identity dvou proporci, u nichz ovSem pfredpokladali souméritelnost ¢le-
nt. Objev poméru iracionalnich veli¢in se rovnal postfehu, ze anthyfaire-
ticky proces vzadjemného odecitani obecné nekonci, vede tedy v mnoha
pfipadech k nekoneéné posloupnosti pfirozenych ¢isel. Ta se zjevné Re-
kim nezdala byt jako kritérium identity dost vhodna, a ptesli proto ke
geometrické definici Eudoxové. Jelikoz jeji vazbu na pojem konstruova-
telné veli¢iny odstranila jiz liberalizace Dedekindova, necini nam z dnes-
niho pohledu navrat k ptivodnimu pythagorejskému zptsobu definovani
z4dné (nové) problémy. Prozkoumejme tedy tuto cestu.

V prvni fazi priberme ke koneénym anthyfairetickym reprezentacim
také nekonec¢né posloupnosti, které jsou ale spjaty s néjakym konstruke-
nim predpisem, tj. pravidlem, které nam dovoli vypocitat kazdy ¢len po-
sloupnosti v kone¢né mnoha krocich. V protikladu k rozsifenim realnych
¢isel na P, E a K tak ziskdme kromé [1,2,2,2,...] prov/2¢i[1,1,1,...] pro
%(1 +1/5) také reprezentaci [3,7,15,1,292,...] pro &slo 7; evidentné se
tedy jedna o rozsifeni. V této fazi sice pracujeme s nekoneénymi posloup-
nostmi, ty jsou ale z definice kone¢né popsatelné ¢i pojmenovatelné, totiz
préavé prislusnym konstrukénim predpisem. V druhé fazi abstrahujeme i
od tohoto pfedpisu a za reprezentanta realnych ¢isel uzname libovolnou
posloupnost [ay, as, as, . ..] pfirozenych ¢isel (s vyjimkou a; odlisnych od
nuly), kde ony t¥i tecky “...” nemusi predstavovat zddné néasledovatelné
pravidlo. Pravé tento krok odpovida Dedekindoveé liberalizaci Eudoxovy
konstruktivni definice, tj. teorii fezi na jedné strané a Dirichletovu zo-
becnéni pojmu funkce coby libovolného jednoznac¢ného ptifazeni prvku
prvkim na strané druhé.

Zobecnénd anthyfairesis je tedy posloupnost [ay, az,as, ...] pfiroze-
nych &isel s vyjimkou a; odlisnych od nuly (v8imnéme si: vSech pfiro-
zenych ¢isel, tj. nejen pfirozenych ¢isel z néjakého omezeného intervalu)
takova, ze posloupnost

[a1]7 [a17a2]7 [a17a27a3]7

fetézovych zlomkt je posloupnosti koncentrovanou, jiz lze eventualné
‘zapsat’ ve formé NEKONECNEHO RETEZOVEHO ZLOMKU jako:

1
a +

ay + ———
2 1
a3+—
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7Z toho, co jsme zminili o uspofadéani retézovych zlomkid v oddile 1.4, je
ziejmé, ze na rozdil od p-adickych aproximaci, které jsou vic¢i urcova-
nému redlnému ¢islu monoténni (neklesajici), posloupnost [a1], [a1, az],
[a1,a2,a3], ... anthyfairetickych odhadt kolem ¢&isla [aq, as, as, . ..] osci-
luje.

Ve srovnani s p-adickou reprezentaci ma anthyfairetickd predevsim
tu vyhodu, Ze je v nekonec¢nych pfipadech zcela jednoznac¢né. Koneény
pripad kazi vyjimka

[b17b25-~-7bn71,bn;1] = [blvan"wbnfl?bn + 1]7

kterou lze ale plné pfipsat na vrub az soucasnému abstraktné-algebraic-
kému popisu problematiky, nebot v ptivodnim algoritmickém ¢teni nepii-
chazi odpovéd [by, ba, . . ., by, 1] automaticky v tvahu: kazdy ¢len by, je za-
znamem toho, kolikrat se posledni zbytek vejde do predchoziho, posledni
jednotka by tak znamenala, Ze se posledni zbytek vejde do piedposled-
niho cely, a byl tedy pouze zopakovan. Anthyfairetickd reprezentace nam
dale dovoluje prehledné rozlisit ¢isla racionalni od iracionalnich. Prvnim
z nich totiz odpovidaji vzdy posloupnosti koneéné, druhym nekonecné.
V p-adickych zapisech je tato vlastnost porusena, nebof racionalni éisla
mohou byt také uréena (netrividlné koncici) nekoneénou posloupnosti,
nicméné tato posloupnost musi byt periodicka, tedy popsatelnd konec-
nymi prostiedky. To vSe jsou ale diavody teoretické, v praktickych ohle-
dech, didaktickych i vypocetnich, zistavaji fetézové zlomky podrazeny
obvyklym metodam.

2.5 Telesa a jejich uplnost

Byl to pravdépodobné Weierstrass, kdo jako prvni pozadoval, aby byla
k definici kontinua skrze usporadani pfipojena jesté podminka, Ze se
jedna o obor jisté vlastnosti algebraické, konkrétné téleso. Dedekind
[1871] zavedl termin “téleso” pro obor, jenz je uzavien na operace s¢itani,
nésobeni a jejich inverze, ovSem opét v konkrétnim vztahu k oboru (ten-
tokrate jiz) realnych ¢isel: téleso je libovolnd podmnozina realnych ¢isel
uvedené vlastnosti. Potfeba abstraktni formulace pojmu je do znacné
miry nasnadé, nebot uvazujme: Pojem séitani byl nejprve zaveden pro
prirozené ¢isla, pozdéji per analogiam prenesen na geometrické veli¢iny
ve smyslu nastavovani jedné druhou. S kazdym dal$im rozsifenim ci-
selného oboru doslo vlastné k zavedeni zcela novych operaci, vzajemné
identifikovatelnych jediné diky jistym spoleénym strukturalnim rysim,
jimiz je v pripadé sc¢itani bezpochyby komutativnost a asociativita. Je
samoziejmé véci ryze praktickou, zda lze néjakou operaci nazyvat jiz
proto s¢itanim, ze je komutativni a asociativni, stejné jako obor, na némz
je definovana, oborem ¢iselnym. Uspésnost projekce ptivodné aritmetic-
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kyjch operaci na obor, v némz se primarné nepocita ani neméti, predvedl
exemplarné Leibniz v definici tzv. logického séitédni v dvojim vyznamu (i)
adjunkce pojmovych znakt (hnédy a kan = hnédy ki) a (ii) sjednoceni
t¥id (Zena a muz = ¢loveék). Vyraz A+ Y = B pak vyjadfuje obsazenost
pojmu A v pojmu B jak (i) v Kantové intenziondlnim smyslu pfitom-
nosti A v seznamu predikdti vymezujicich pojem B, tak (ii) v Aristo-
telové extenzionalnim, mnozinovém smyslu spadani predmétti vlastnosti
A pod pojem B. Leibniz takto zfetelné anticipoval moderni logiku, tedy
predevsim tzv. algebru logiky Boolovu, a tim i abstraktni algebru, ktera
stavi pravé na moznosti rizné interpretovatelnosti operacnich symboli,
a tedy jejich studiu bez ohledu na vztazny obor.

Télesem v abstraktnim slova smyslu chceme déle rozumét obor, na
némz jsou definovany dvé operace typu s¢itani a nasobeni, thrnem tedy
néjakou trojici (M, f, g), kde misto f, g budeme psit obvykle 4,7, X s
¢i jenom +, X, nebude-li hrozit nedorozuméni. Dané OPERACE musi byt
v prvni fadé KOMUTATIVNI a ASOCIATIVNI, tj. musi platit:

la) v4+y=y+zx,
1b) zxy=yxz,

2a) v+ (y+2)=(x+y) +z

2b) zx (y x z) = (x X y) X 2.

Pfibereme-li dale pozadavek existence NEUTRALNICH PRVKU:
3a) (Fz)(Vz)(z + z = x),

3b) (Fu)(Va)(z x u = z),

1ze dokézat jejich jednoznacnost.

Dikaz: Predpokladame-li, ze vzhledem ke s¢itani existuji dva neutralni
prvky zi1, zo, pak musi platit z; = 21 4+ 22 = 29 + 21 = z2. Podobné pro
nasobeni. a

V disledku toho lze uzivat znaceni 0ps, 157, resp. 0, 1. O téchto prvcich
se také pfirozené hovoii jako o NULOVEM, resp. JEDNOTKOVEM PRVKU
télesa. Diky této konvenci se zjednodusi formulace pozadavku PRVKU
INVERZNICH:

4a) (Vz)(3Fy)(z +y =0),
4%) (Vz)(3Fy)(z xy = 1).
Opét lze dokézat jejich jednozna¢nost (vzhledem k danému z):

Dikaz: Predpokladejme, ze x +y; = . +y2 = 0. Plati y3 = 0+ y; =
(y2+2)+y1 =y2+ (x +y1) = y2 + 0 = y2. Podobné pro nasobeni. O
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Muzeme tedy psat obvyklé —, x, %M7 resp. —x, % Ani po tomto roz-
§ifeni ale nejsme s to obé operace od sebe nijak odlisit. To znamena, ze
spolu formalné nijak nesouvisi, zcela v protikladu k zavedeni obvyklého
nasobeni coby ‘rychlého’ s¢itani. Za takovy spojujici a zaroven odlisujici
prvek byva zvolen distributivni zakon

5 zx (y+w)=(zrxy) + (zxw).

Diky nému je ovSem neutralni prvek s¢itani tzv. ANIHILUJICIM PRVKEM
nasobeni neboli

0xy=0.

Dikaz: Plati totiz (y x 0) 4+ (y x 0) = y x (0+0) = y x 0. Prislusny zavér
je mozny diky platnosti tvrzeni, ze z a +x = a +y plyne x = y, k némuz
se dostaneme nize. a

V disledku toho je tieba v pozadavku (4*) na inverzni prvek k ndsobeni
omezit volbu x na z # 0. Stanovujeme tedy:

4b) (Vo #0)(Fy)(z x y =1).

Pravé z tohoto diuvodu nemaji vyrazy jako % aobecnéi § zadny vyznam,
jak se to tvrdi ve znamém, le¢ ne vzdy prithledném sloganu “nulou nelze
délit”.

Zavedeni vyrazi jako b — a a g je mozné prave diky dokazatelné
existenci a jednoznacnosti feSeni rovnice a + x = b, resp. a X x = b pro
libovolné a, b, coz je v druhém pFipadé opét nutné spojit s podminkou

a # 0.

Duakaz: Dokazme tvrzeni (Va,b)(3z)(a + x = b) a (Va)(Vz,y)(a + z =
a+y — x = y). Mame dény a, b; vezméme jednoznatné uréeny —a a
poéitejme: a + (—a + b) = (a + (—a)) + b = b. Hledanym FeSenim je
tedy —a + b. Diikaz jednoznacnosti vypada takto: Méjme a, x, y takové,
zZea+x=a+y Platize =0+ =(—a+a)+z=—-a+(a+2z) =
—a+(a+y) = (—a+a)+y =0+y = y. Analogicky postupujeme
v pripadé nasobeni. |

Jako posledni urceni télesa se klade nerovnost

6) 0+£1,

obvykle se zdivodnénim, ze je tim vyloucen pfipad télesa jednoprvko-
vého. To naznacuje, Ze souhrn (1-6), jimZ jsme nyni TELESO definovali,
nemusi zdaleka odpovidat ptivodni predstavé toho, co by télesem mélo
byt. I pro dvojprvkovou mnozinu {0,1} mohou byt definovédny operace



Struktura realné osy 117

+, x tak, ze ({0,1},+, x) vyhovuje uvedenym axiomtim, a je tedy téle-
sem. Jelikoz obor racionalnich a perspektivné i obor redlnych cisel uve-
dené axiomy evidentné splnuji taktéz, je zfejmé, ze budeme mit télesa
konec¢na i nekonecna.

S ohledem na mozné konftaze, vyplyvajici z tvrzeni vét jako 1+ 1 =
0, které plati v prvnim z uvedenych téles, je vhodné podle okolnosti
aplikovat i indexované varianty notace. Pivodni znaky operaci a prvki
si ponechavame jednak pro obvykla cisla, ale i pro ptipady, kdy nebezpeci
zmatku nehrozi. Bez ohledu na konkrétni podobu télesa v ném tedy nyni
muzeme rozliSit podmnozinu Ny, vSech jeho prvk ziskanych pfic¢itanim
1ar k 1a, tj.

Nur € {1, Iar a0 Iary Ing a0 1ag a0 sy -}

Lze dokézat, Ze je tato mnozina uzaviend na sc¢itdni a ndasobeni, a je
tedy z tohoto hlediska jakousi obdobou pfirozenych ¢isel v M. V pripadé
koneénych téles musi ovSem zjevné nastat situace, kdy se néjaky prvek
myys v posloupnosti 1as, 1as +as 1as, 1as +a0 Lag +07 g, - - -, jiz mGzeme
zapisovat také standardné jako 1,7, 257, 3as, - .., rovna néjakému prvku
nyr predchozimu. To znamend, ze se néjaky prvek posloupnosti, totiz
Py = mpyr —m Mg, rovnd Oy Je-li p nejmensi nenulové prirozené cislo
této vlastnosti, pak fikdme, Ze mé prislusné téleso CHARAKTERISTIKU
p. Nejmensi mozné téleso ({Opr,1ar},+ar, X ) mé napf. charakteris-
tiku 2. Télesa (M, +ar, X ), pro néz plati, Ze 0y € Ny, se obecné
nazyvaji MODULARNI. Definujeme-li pro p > 2 obor <Zp, +z,, XZp> jako
Zp={0,1,...,p—=1},0z, =0,1z, =1, 242,y =2+y mod p, Xz, y =
x Xy mod p, kde vyraz “a mod b’ oznacuje operaci MODULO p, ktera
¢islu a prifadi zbytek po déleni ¢islem p, pak je Z, téleso pravé tehdy,
kdyz je p prvoéislem (jindy tomu brani pozadavek (4b) na inverzni prvek
vUéi ndsobeni). Jeho charakteristika je p. Vedle vSech koneénych existuji
i nekoneénd modularni télesa. Naopak télesa, pro néz 0pr ¢ Ny, se na-
zyvaji télesa CHARAKTERISTIKY 0 a musi byt, zcela trividlné, nekonecna.

Analogicky k zavedeni ‘ptirozenych ¢isel v télese M’ miizeme nyni
provést jejich rozsifeni o inverzni prvky vici séitani, a dospét tak k pod-
mnoziné vSech ‘celych ¢isel v M’, definované jako

Zy Ny U{Op}U{z € M| —2z € Ny}

Jejim rozsifenim o inverzni prvky vici nasobeni pak dospéjeme k mno-
Ziné vsech ‘racionélnich ¢isel v M’

Qu 2 {z € M| (Ba,b € Zu)(w = %)}

Lze dokézat, ze QQps je rovnéz téleso a ze se ve skutecnosti jedna o nej-
mensi téleso obsazené v M, ¢i presnéji: Qps je PODTELESO M, protoze
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plati, ze (1) Qar je téleso, (2) Qar € M a (3) operace +, X té&les M a
Qs na prvcich Qs koinciduji. Qs je PRVOTELESO M, nebot pro kazdé
podtéleso O télesa M plati, Ze je Qs podtélesem O, ¢i alternativné, Qs
je prunikem vSech podtéles télesa M. Z faktu, Ze je téleso podtélesem
jiného télesa, jiz plyne, 7e jejich neutralni prvky koinciduji.l”) Je-li O
podtéleso télesa P, nazyvé se P ROZSIRENIM TELESA O.

Nyni se vénujme opét zamyslené definici kontinua. Je nasnadé, ze
je chceme uchopit jako téleso, které je zaroven uplnou pfimkou. To zna-
mena v prvni fadé zavedeni pojmu télesa usporadaného, daného ctvefici
(M, 4+, x,<). Pfirozené nesta¢i pozadavek (totdlniho) uspofddani mno-
ziny M, ale soucasné propojeni relace < s operacemi s¢itani a nasobeni.
Vezméme tedy axiomy usporadani

7a) —(x < x),

™) (z<yhy<z) —z<z,
Tc) x<yVa=yVy<uzx

a doplnme je o axiomy

8a) z<y— (r+2z<y+2),
8b) 0<zA0<y)—0<zXxy.

Tim, tedy pozadavky (1-8), je USPORADANE TELESO definovdno. Al-
ternativni charakterizaci uspotradatelnosti libovolného télesa je existence
tzv. KLADNE TRIDY P C M, definované (1) svoji uzavienosti na s¢itani a
néasobeni a (2) podminkou, Ze pro kazdé a € M plati pravé jedna z moz-
nosti a € P, a = 0, —a € P. Uspofadani, spliiujici axiomy (7-8), je
indukovéano definici

r<y=(3z€P)(z+z=y).

Ekvivalenci téchto urceni nebudeme dokazovat a zamérime se na vlast-
nosti struktury spliiujici podminky (1-8) uspoifddaného, resp. uspora-
datelného télesa. Tak predevsim kazdy model téchto axiomti musi mit
charakteristiku 0, a nemiize byt tedy konecny.

Dikaz: Charakterizace usporadaného télesa pomoci kladné t¥idy to dava
nahlédnout velmi rychle, nebot 1 € P a P je uzavieno na séitani, tj.
14+1+.--+1 € P pro libovolny pocet 1. Vztah 1 € P pritom plyne
z toho, ze 0 # 1, a kdyby 1 ¢ P, muselo by platit —1 € P. Jelikoz
ale v kazdém télese plati (—a)(—b) = ab, dostdvame z uzavienosti P na
nésobeni vztah (—1)(—1) = 1 € P, coZ je spor. 0

[7] Prislugné dikazy jako? i dalsi material k tomuto oddilu lze najit in Gleason [1966].
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Stejné jako v pravé predvedeném dikazu, budeme i v dals$im textu uzi-
vat obvyklou konvenci zadpisu nasobeni, konkrétné vynechdvani znaku x.
Dalsi z odvoditelnych vlastnosti usporadaného télesa je jeho hustota.

Dikaz: Opét jen v ndznaku: Mé&jme x < y, pak z (8a) plati x +x = 22 <
x4y <y+y = 2y. Z dokazatelné varianty (8a) pro ndsobeni kladnym
prvkem plyne 21’% =z < (z+ y)% < Qy% =y. a

Tyto skutec¢nosti ovSem napovidaji, ze usporadatelnost télesa je okolnost
znacné netrividlni. Nejen vSechna konec¢n4, ale i néktera nekonec¢na télesa
uspotradat nelze, nejznaméji snad téleso vsech komplexnich ¢isel.

Dikaz: Stac¢i se pfesvédéit o tom, Zze v uspofadaném télese pro kazdé
a # 0 plati a® > 0. Vyjdeme-li z definice kladné t¥idy, plati pro dané
a # 0 budto a > 0, pak i a®> > 0 z uzavfenosti P na nasobeni, nebo
—a > 0, a tudiz (—a)? = a® > 0 ze stejného divodu. Cislo i coby koten
rovnice 22 + 1 = 0 tuto vlastnost nespliiuje. a

A z druhé strany, i kdyz téleso néjaké usporadani kompatibilni se svoji
aditivni a multiplikativni strukturou mé, neznamena to, ze je to jediny
mozny zpusob, jak ho definovat.

Jelikoz usporadané téleso nemé nejveétsi, resp. nejmensi prvek, je au-
tomaticky pfimkou. Nejvetsi, resp. nejmensi prvky ovSem nezameénujme
s nekoneéné velkymi, resp. malymi éisly, jeZ se nevyskytuji v tzv. TE-
LESE ARCHIMEDOVSKEM, formdlné definovaném jako usporadané téleso
(M, +, x,<), v némz je tfida Njys jeho ‘pfirozenych ¢isel’ neomezena:

(Ve e M)(3y € Ny)(z < y).

Je zfejmé, ze v archimédovském télese nemohou existovat veli¢iny neko-
necné velké, ve shodé s antickym axiomem méfeni. Analogicky je doka-
zatelné, ze archimédicita vylucuje i veli¢iny nekone¢né malé, a uvedena
podminka je tim padem ekvivalentni vété

(Vx € M,z > 0)(3y € NM)(i < )

a také tomu, Ze se mezi kazdymi dvéma prvky z M nachézi prvek z Q s,
neboli

(Ve,y e Mz <y)(Fz € Qum) (z < 2z <y).

Na zakladé této podminky Fikdme, Ze je mnozina QQp; HUSTA v M. Uveé-
domme si, Ze na rozdil od dfive definované prosté hustoty, ktera je ab-
solutni vlastnosti mnoziny, je hustota mnoziny v mnoziné vlastnosti re-
lativni, tj. t4z mnozina v néjaké mnoziné byt husta muze, v jiné nikoli.
Jestlize plati A C B, coz obvykle tise predpokldadame, pak z relativni
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hustoty mnozZiny A v B plyne absolutni hustota obou, jedna se tedy
o silnéjsi vlastnost.

Jelikoz racionélni ¢isla s obvyklym usporddanim a operacemi, tj.
Ctvefice (Q, +, X, <), pFedstavuji archimédovské téleso, je ziejmé, Ze z ar-
chimédicnosti neplyne tplnost télesa ve vztahu k usporadani, pricemz
uspofddané TELESO (M, -+, X, <) nazyvdme UPLNYM (VUCI USPORA-
DANI), jestlize je jeho restrikce (M, <) plna uspofddand mnozina. Ku-
podivu plati opak:

Kazdé tplné téleso je archimédovské, coz také znamend, zZe je
tplnou piimkou.

Dikaz: Vezméme tuplné téleso a jeho libovolny prvek x. Kdyby neexistoval
prvek z Ny vétsi nez x, bylo by x horni mezi mnoziny Nj;. To znamena,
ze musi existovat jeji suprémum a. Z vlastnosti supréma plyne, ze a — 1
neni horni mezi mnoziny Ny, ¢ili musi existovat néjaky prvek n € Ny,
takovy, ze a — 1 < n. To ovSem znamenad, ze a <n + 1 € Ny;. Spor. O

Podobné, jako jsme definovali iiplnost vici usporadani, a potazmo upl-
nost dedekindovskou pro usporddané mnoziny, specialné primky, mtzeme
nyni, tj. takto abstraktné, definovat i tiplnost cantorovskou neboli tzv.
uplnost sekvencéni. Ta je ve své nejobecnéjsi varianté formulovana pro
tzv. metrické prostory, pro néz je také mozné formulovat pfisluSnou vétu
o minimalnim zaplnéni.®! Pro nage tcely vSak postaci, vezmeme-li za
vychodisko libovolné usporadané téleso.

Definice konvergence a koncentrovanosti posloupnosti prvkt uspora-
daného télesa M jsou pak v principu stejné jako dfive, prvni kvantifikator
(Ym € N) je ale tieba piepsat na (Vm € M, m > 0,7), nebot nepfedpo-
kladame, ze by byl vztah < definovan mezi prvky télesa a raciondlnimi
Cisly. Mame tedy definice

(Vm e M,m > 0p)(3p € N)(Vg € N, ¢ > p)(|b — a4| < m),
(Vm e M, m > 0p)(3p € N)(Vg,7 € N, ¢, > p)(Jar — aq] <m),

kde operator ABSOLUTNI HODNOTY |a| je definovan podle o¢ekavani jako
a v pripadé€, ze a > 0, a —a v pfipadé opacném. Lze opét dokézat, ze
je limita koncentrované posloupnosti uréena jednoznac¢né, pokud vibec
v daném télese existuje. Toto tvrzeni by neplatilo, pokud bychom inkri-
minovanou klauzuli (Vm € N) nahradili klauzuli (Vm € Njy), tj. nechali
prvky (a,) libovolné aproximovat pouze lokdlni verzi kladnych racionél-
nich ¢isel. V pfipadé nearchimédovskych téles by takto byl danou konver-
gujici posloupnosti spolu s danym ¢islem urcen i cely cluster nekone¢né
malych veli¢in z jeho bezprostifedniho okoli. Pfirozené definujeme:

(8] K tomu viz Truss [1997, s. 129]. Definici metrického prostoru podévéame in 5.12.
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Uspotddané TELESO nazyvame SEKVENCNE UPLNE, kdyZ v ném
kazda koncentrovana posloupnost konverguje.

Chceme-li nyni dokazat ekvivalenci obou, dedekindovského a cantorov-
ského typu tplnosti nad usporadanym télesem, podafi se nam to jen jed-
nim smérem, totiz od dedekindovské uplnosti ke cantorovské. Duvod je
ten, ze na rozdil od dedekindovské konstrukce, kterou jsme predvedli pro
specialni pfipad usporddaného archimédovského télesa Q, je cantorovska
konstrukce redlnych ¢isel neomezend, tj. funguje pro kazdé usporadané
téleso s tim, Ze pienasi jeho (ne)archimédicitu.[’! Z existence nearchimé-
dovského usporadaného télesa plyne tedy existence usporadaného télesa,
které je Uplné sekvencné, ale ne dedekindovsky, nebot, jak jsme ukazali,
z dedekindovské tiplnosti télesa jiz plyne jeho archimédicita.

Celou zalezitost si mizeme vizualizovat nasledovné: V usporadaném,
nearchimédovském télese M nejenze neplati lim(%)nEN = 0,09 uvedena
posloupnost navic nemtze byt koncentrovand (pro nekoneéné maly od-
had), a tudiZ nemusi mit v M limitu ani v pfipadé, kdy je sekvencné
uplné. Posloupnost (%)neN je nicméné zdola omezend a jako takova ur-
¢uje na télese fez, ktery musi mit Ffezové c¢islo, aby toto téleso mohlo
byt tplné dedekindovsky. Vnucuje se tak domnénka, ze by $lo dedekin-
dovskou tplnost z tGplnosti sekvenéni ziskat tehdy, kdybychom ji vztahli
nejen na posloupnosti koncentrované, ale na vsechny omezené, mono-
ténni posloupnosti. A tak tomu i skuteéné je, nebot z toho, ze kazd4 ta-
kova posloupnost konverguje, jiz plyne, ze je dané téleso archimédovské
(dtikaz je v podstaté identicky s poslednim), a zbytek dostaneme z po-
zadované véty o ekvivalenci uzitych pojmu tplnosti, kterou dokazeme za
okamzik. Nejprve ale musime dokazat dvé tvrzeni, kterd jsou v uvedené
‘hypotéze’ tise predpoklddana, kdyz umoziiuji chapat koncentrované po-
sloupnosti jako jisty podpfipad omezenych monoténnich posloupnosti,
totiz:

(1) Kazd4 koncentrovana posloupnost je omezend a (2) kdyz uz
neni monoténni, mé alesponn monoténni podposloupnost s tou-
téz limitou.

Posledni tvrzeni pfitom plati zcela obecné, tj. pro libovolnou posloup-
nost v linedrné usporddané mnoziné, kdy PODPOSLOUPNOST{ posloup-
nosti (a,)nen rozumime takovou posloupnost (by,)nen, kterd z (an)nen
vznikne vynechanim nékterych ¢lent pti zachovani poradi a nekonec¢ného
poctu ¢lenu zbyvajicich. Z této definice jiz plyne, Ze posloupnost a jeji
podposloupnost musi mit shodné limity. Nyni jiz k pfislusnému dtkazu:

[9] K obojimu viz Deiser [2007, s. 100, 108 nn].
(10] Plati dokonce ekvivalence, tj. v uspofadaném télese nastava lim(%)neN = 0 tehdy
a jen tehdy, je-li archimédovské.
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Dukaz: Nejprve chceme dokézat ¢ast (1), tj. Zze pro (a,) koncentrovanou
existuje m takové, Ze |a,| < m pro kazdé n € N. Vezméme né&jakou
pevnou mez, napi. 1. Podle definice koncentrovanosti existuje p takové, ze
pro kazdé r,q > p plati |a, — ar| < 1. Koneénd mnozina {|a1],...,|ap|}
mé néjaké maximum s, tj. pro kazdé n < p plati |a,| < s a zaroven
pro kazdé n > p plati |a,| < |an — ap| + |ap| < 1+ |ap|. Zde se pouzije
tzv. trojihelnikovad nerovnost |¢ —a| < |b—al + |c — b], jejiz dikaz je
snadny. Tim paddem méme dohromady |a,| < 1+ s pro libovolné n. Nyni
dokézeme CGast (2).

Piedpoklddejme, Ze (a,) neobsahuje zadnou klesajici podposloup-
nost. UkdZeme, Ze obsahuje podposloupnost (b,) neklesajici. Za uvede-
ného piedpokladu musi mit pro kazdé n € N mnozina {a,, | m > n}
nejmensi prvek z,. Symbolu “:=” budeme nadale pouzivat ve vyznamu
prostého pfifazeni a polozime (i) by := ay, kde k je nejmensi index ta-
kovy, ze ar = x1, a (ii) kdyz b, = ak, pak b,41 := a;, kde [ je nejmensi
index takovy, ze [ > k a a; = xj. Tim ziskdme kyzenou podposloupnost
(bn). O

Dtikaz ¢asti (2) je pozoruhodny tim, Ze je podstatné nekonstruktivni,
nebot neukazuje, jak sestrojit pfislusnou monoténni posloupnost piimo,
ale jen s odkazem na predpoklad neexistence posloupnosti klesajici. K to-
muto problému se ale jesté mnohokrate dostaneme. Nyni jiz prejdéme
k vété o ekvivalenci, o kterou nam v tomto oddile jde predevsim:

Budiz M usporadané téleso. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekviva-
lentni: (1) M je Gplné (vici usporadani), (2) M je dedekindov-
sky uplné, (3) M je archimédovské a cantorovsky (sekvenéné)
aplné.

Dikaz: Pfedvedeme jenom kli¢ov4 mista pfechod mezi podminkami (2)
a (3).1"] Za¢néme odvozenim (3) z piedpokladu (2). Ukol je jednodu-
chy: K dané koncentrované posloupnosti (a,) chceme najit fez, s je-
hoz Fezovym ¢islem (suprémem dolni mnoziny) ziskdme zaroven limitu
posloupnosti. Nyni mtizeme budto vyuzit tvrzeni, Ze méa posloupnost
(an) monoténni podposloupnost (by,), dejme tomu, Ze neklesajici, a vzit
{z | (3n)(z < b,)} za dolni mnozinu A hledaného fezu, nebo to ucinit
rovnou konvenci

ALz | (FmeN)(Vn e N,n > m)(z < ap)}.

Daéle je tieba dokazat, ze (i) je A dolni mnoZinou Fezu a Ze (ii) plati
sup A = lim(a,,). (i) Podle definice fezu by mély byt A a B:= M — A

(111 Cely dtikaz lze najit napf. in Cohen & Ehrlich [1963, s. 95 nn| nebo Behrends
(2004, s. 129 nn]. Srov. také Deiser [2007, s. 98 n].
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neprazdné. To plyne z faktu, Ze jsou koncentrované posloupnosti ome-
zené. Ovéfeni zbylych ¢asti definice je snadné. (ii) Zbyva dokazat, ze
a := sup A je limitou (a,). Vezméme néjaké m € M takové, ze m > 0.
(ii.i) Pak plati a—m < a, tudiz a—m € A, coz znamen4, Ze existuje ¢ € N
takové, Ze a, > a —m pro vSechna p > c. (il.ii) Jelikoz je (a,,) koncentro-
vand, existuje d € N takové, ze |a; — a,| < m pro vSechna p, ¢ > d. Plati
tedy, Ze a, < a+m pro v8echna p > d. Z (ii.i) a (ii.ii) tak dostavame, Ze
lap, — a| < m pro vSechna p > max {c, d}.

Nyni odvodime podminku (2) z (3). K danému fezu [A, B] na M
chceme najit vhodnou koncentrovanou posloupnost (¢, ), jejiz limita by
byla hledanym fezovym ¢islem. Z definice fezu existuji prvky a € A a
b € B. Prvek b je opét z definice fezu horni mezi A a z archimédicity
M plati, ze pro kazdé n € Ny existuje m € Ny takové, ze a + 7+ > b.
Pro kazdé n € Ny, je tedy mnoZina {m €Nyla+ T e B} neprazdna,
a mé tudiz nejmensi prvek m,. Pro kazdé n polozme y, = a + = a
Ty 1= Yn — % Zjevné plati, ze 2, € A a y, € B, a tudiz i z, < yq pro
libovolné p,q. Odectenim x, z obou stran nerovnosti dostdvame vztah
Tp — Tq < % pro kazdé q. Pro kazdé p,q € Ny, tudiz plati

|z — xp| < max{%,%}.

Z archimédicity (!) M plyne, Ze je (x,) koncentrovand, a m4 tedy limitu
c. Z konstrukce je zfejmé, zZe je c prislusnym fezovym ¢islem. a

Vedle zminénych existuje samoziejmé fada dalsich, ekvivalentnich pod-
minek dplnosti a s nimi spojenych konstrukei kontinua.*?! Z nich se snad
vyplati jeSté zminit podminku Weierstrassovu, odpovidajici jeho pivodni
(a historicky zfejmé nejstarsi) konstrukci moderniho typu kontinua me-
todou vnofenych intervalti:

Posloupnosti (ay,), (b,) v uspofddaném télese M nazveme VNO-
RENIM INTERVALU, jestlize (1) pro kazdé n € N plati a,, < by,
(2) a; < a2 < -0 a4 b1 > b2 > - a (3) lim(an—bn) = 0.
Uspotfddané TELESO M nazyvame WEIERSTRASSOVSKY UPL-
NYM, jestlize pro kazdé vnofeni intervald v M existuje ¢ € M
takové, ze a,, < ¢ < b,, pro kazdé n € N.

Je zfejmé, ze weierstrassovska uplnost predstavuje jakési zkriizeni upl-
nosti cantorovské a dedekindovské. V prislusném tvrzeni ekvivalence je
pravé proto zapotiebi doplnit podminku archimédicity. Jelikoz se déle
budeme zabyvat raciondlnimi a redlnymi ¢isly, tedy archimédovsky uspo-
fadanymi télesy, mizeme k tplnosti odkazovat bez dalsiho rozliseni. Je-
likoz nadm v obecném pfipadé nesejde ani na zptsobu jeho konstrukce,

[12] Nékteré modernéjsi jsou popsany in Deiser [2007, s. 112 nn]. Uzite¢nd jsou srov-
nani uvedend in Truss [1997, s. 132 nn].
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budeme v tomto smyslu namisto C ¢i D pouzivat obvyklé R ve viyznamu
libovolného plné usporadaného télesa. K nému také budeme obvykle
referovat jakozto ke kontinuu.

2.6  Mohutnosti kontinua

Vlastni definice oboru realnych ¢isel skrze fundamentalni posloupnosti a
dikaz jejich uplnosti byly pouhymi prvnimi kroky na Cantorové cesté
vjzkumu struktury kontinua. Obé rozliseni byla podana v ¢lanku Uber
die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Rei-
hen [1872], v némz, jak nézev napovida, Cantor uzaviel své dosavadni
vyzkumy v oblasti reprezentace redlnych funkci trigonometrickymi ra-
dami.['3] Jednalo se o tematiku tizce spjatou s tzv. problémem ‘vibru-
jici struny’, v némz méame k dané pozici a pnuti struny zjistit, jak se
bude po uvolnéni pohybovat. V reakci na predchozi pokusy Eulerovy a
d’Alembertovy navrhl Daniel Bernoulli roku 1753 trigonometrickou fadu

fz) = i ap sinnx
n=1

spolu s tvrzenim, Ze nekone¢né mnoho koeficienti a,, je vidy mozné zvo-
lit tak, aby funkce f(x) reprezentovala kazdy pocatecéni tvar struny, ba
obecné kazdou kfivku, resp. funkci. Jelikoz v popisu vlastniho vypoctu
téchto koeficientd nebyl Bernoulli pfili§ specificky, vse samoziejmé za-
viselo na tom, jak je definovan pojem funkce. Problém vibrujici struny
mél timto zpusobem rozhodujici vliv na dalsi formaci ponewtonovské
analyzy.

Euler zobecnil pojem funkce do té miry, ze jej nevazal na jediny
analyticky vyraz, ale dovolil i jejich skladani. Takové funkce pak nazyval
‘nespojitymi’, ¢imz ale myslel jejich nespojitost reprezentacni, nikoli gra-
fickou. Predevsim v tomto smyslu proto nevéril, ze by graf ‘kazdé funkce’
byl preveditelny na problém vibrace struny. Z dnesniho hlediska se tato
namitka zda byt malicherné, nebot se mizeme omezit vzdy na dostateéné
maly tsek funkce, tento krok ale pravé predpoklada, ze funkci do znacné
miry ztotoznime s ‘pribéhem jejich hodnot’. Prvni vyznamny krok timto
smérem de facto ucinil Jean Baptiste Joseph de Fourier v praci Théorie
analytique de la chaleur [1822, § 417], kdyZ otézku reprezentace funkce
f trigonometrickou fadou formuloval jako problém konvergence hodnot
s tim, Ze “funkce f(x) reprezentuje posloupnost hodnot nebo soufadnic,
z nichz kazd4 je libovolna” .l Fourier v tomto duchu nahradil problém

(13] Detaily lze najit v Daubenové [1979] cantorovské biografii. Kechristiv [2007] pre-
print, a¢ technicky zaméfen, sleduje historickou linii Cantorova vyzkumu.
[14] Citovano podle Grattan-Guinness [1980, s. 153].
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vibrace struny problémem distribuce tepla v zelezné tyci, které se muize
ménit skokem, v principu tedy pokryva i pfipady funkci, jez Euler na-
zyval nespojitymi, a ukazal, Ze prijimaji trigonometrické reprezentace.
Zvolené priklady ovsem naznacuji, ze v oné ‘libovolnosti’ nepiekrocil
koncept Eulertiv a ztotoznéni funkce s libovolnym grafem je teprve zale-
zitosti Dirichletovou. V tomto pojmovém ramci se jiz pohyboval Cantor.
Dalsi vyvoj proto jiz sledovat nebudeme a vratime se rovnou k prvnim
Cantorovym pracim.!!?]

Tématem reprezentace funkci trigonometrickymi fadami se Cantor
zabyval pod Heinovym vedenim od svého nastupu na misto soukromého
docenta na univerzité v Halle roku 1869, dva roky poté, co v Berliné ukon-
¢il sva studia u Weierstrasse, Kummera a Kroneckera tspésnym obhdje-
nim disertace z oblasti teorie ¢isel. Otazkou, k niz Cantora podnitil Heine,
byl pfitom Riemanntv nedofeseny problém jednoznacnosti reprezentace
funkce trigonometrickou radou v pfipadé, ze takovato reprezentace exis-
tuje. Cantor [1870] dokézal jiz ve svém prvnim tiSténém pojedndni, Ze
staci, aby prislusna trigonometrickd rada konvergovala v kazdém bodé.
V dalsich vyzkumech pak uvazoval mozné vyjimky z této konvergence,
nejprve s vysledkem, Ze mnozina bodt, v nichz dana fada nekonverguje,
musi byt konecna. Ve zminéném c¢lanku z roku 1872 pak onu vyjimku
dokézal rozsirit i na nekone¢né mnoziny realnych cisel, které jsou v kon-
tinuu rozlozeny jistym zptisobem. Tim jednak polozil zéklady topologie
pfimek ve vysSe uvedeném smyslu, jednak umoznil rozsifeni fady pfiroze-
nych ¢isel o tzv. transfinitni ordindly. K teorii mnozin coby samostatnému
studiu téchto novych typu nekoneénych mnozin a nekonecnych cisel sice
zbyvala jesté dlouha cesta, nicméné okolnost, Ze se vyvinula pravé z re-
flexe na bohatost a jemnost struktury realné osy, bychom neméli pustit
ze zietele.

Ackoli to byla ordindlni ¢isla, k jejichz zavedeni byl Cantor motivo-
van nejdfive, moznost srovnavani mnozin co do mohutnosti, na niz jsou
zaloZena Cisla kardinalni, saha rovnéz k pocatkim jeho kariéry. Zprvu
byla samoziejmé spjata s poméfovanim redlnych cisel, tedy s mohut-
nostmi v kontinuu. V korespondenci s Dedekindem!!6! (29. listopadu
1873) vznasi Cantor otazku, kterou lze formulovat takto:

Je mozné priradit mnozinu pfirozenych ¢isel mnoziné cisel re-
alnych tak, aby kazdému pfirozenému ¢islu odpovidalo praveé
jedno redlné a vice versa?

(151 Struény prehled o problému vibrace struny spolu s patfiénymi odkazy na podrob-
néjsi literaturu podévad Grattan-Guinness [1980], Kline [1972, s. 503-522] a Lavine
(1994, 22-29).

(16] Cantorova korespondence byla vydana jako Cantor [1991]. Reprezentativni vybér
Cantorovych dopist Dedekindovi je v anglickém prekladu otistén in Ewald [1996].
Dopisy z pozdéjsich let vysly i jako soucdst antologie Cantor [1932].
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Cantor si sdm zprvu nebyl jist, pro¢ vlastné tento dotaz Dedekindovi
polozil, nebot, jak poznamenéva v dopise z 2. prosince téhoz roku, ne-
zdé se, ze by méla néjakou praktickou hodnotu. Jisté bylo alespon to,
pro¢ byl jejim adresatem pravé Dedekind, také autor definice realnych
¢isel, bez niz by nemohla byt uvedend otazka ani formulovana. Cantor
sam se s Dedekindovou definici, tj. se spisem Stetigkeit und irrationale
Zahlen, seznédmil hned roku 1872, v némz se Dedekind konec¢né rozhodl
své ¢trnact let staré myslenky publikovat, povzbuzen mj. Cantorovymi
alternativnimi pokusy v této oblasti. Oba se na zakladé takto zapocaté
korespondence spratelili. Vratme se ale k poméfovani mnozin.

Celky, které jsou vzajemné jednoznacné prifaditelné podmnozindm
pfirozenych éisel, se tradiéné nazyvaji SPOCETNE, pfi¢emz zajimavé pii-
pady predstavuji pravé ta prifazeni, na jedné z jejichz stran stoji vSechna
prirozené ¢isla, tj. ona spocetna mnozina je mnozinou nekone¢nou. Znaci-
me-1i mohutnost neboli kardinalitu mnoziny A obvyklym zptsobem, totiz
prostfednictvim znaku absolutni hodnoty |A|, je uvedeny vztah jedno-
duse zachycen rovnosti |A| = |N|. Prvni z vyznamnych pfipadi mnoziny
této vlastnosti pritom pfedstavuji ¢isla racionalni. Na tom, ze plati vztah

Q| = [NJ,

se Dedekind a Cantor shoduji v dalsich dopisech.['” V nich je také v di-
sledku obsazen diikaz spocetnosti libovolné mnoziny uspotadanych n-tic
(a1, asa,...,a,) prvki spocetnych mnozin A;, As, ..., A,, tj. mnoziny

Ay x Ay x oo x A, &f

{{a1,a2,...,a,) | a1 € Ay Nags € A A~ Na, € Ay},

standardné nazyvané KARTEZSKY SOUCIN mnozin Ay, Ao, ..., A,. Jest-
lize pro kazdé A;, kde 1 < i < n, plati A; = B, muZeme psit pouze
B™.

Bézi je zde pfitom platnost vztahu |N x N| = |N|, jejiz ideu lze
nahlédnout na obrazku 2.2. Jednotlivé body predstavuji dvojice ¢isel
na soufadnicich, Sipky potom prichod vsemi takovymi dvojicemi, jenz
kazdému pfirozenému ¢islu prifadi pravé jednu dvojici, aniz by nékterou
vynechal. Jiny prichod je explicitné zajistén Cantorem [1878, s. 132]
navrzenou PAROVACI FUNKCI

w(x,y):m+%(x+y—1)(ﬂc+y—2),

jejiz iterovanou aplikaci lze ziskat tentyz vztah pro libovolny koneény
kartézsky soucin mnoziny N, tj. vztah [N"*| = |[N| pro m € N. Pied dalsim
vykladem o spocetnosti a nespocdetnosti nekoneénych mnozin zavedme
nékolik obvyklych definici.

(17] Viz Cantortiv dopis z 29. listopadu 1973 a Dedekindovy poznamky k nému.
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Prifazeni f, které kazdému prvku mnoziny C pfidéluje nejvyse
jeden prvek mnoziny D, a je tedy jednoznacné vpravo, nazy-
vame FUNKCI z C do D a zna¢ime f : C — D. Prvek d z D,
pro néjz plati f(c) = d, kde ¢ nélezi C, nazyvime OBRAZEM
PRVKU ¢; o ¢ hovofime jako o VZORU PRVKU d (pfes funkci
f). Pro mnozinu X prvki z C zna¢ime mnozinu jejich obrazi
{f(x) | z € X} jako f[X] a hovofime o ni jako 0 OBRAZU MNO-
ZINY X (pfes funkci f).

U funkce f : C' — D obecné nevyzadujeme, aby mél kazdy prvek z C'
obraz; mnozinu {z € C | (3y € D) f(z) = y}, pro niz je funkce v C defi-
novana, nazyvame jejim DEFINICNIM OBOREM a zna¢ime dom(f). V pfi-
padé, ze plati C' = dom(f), fikdme, Ze je f TOTALNI. O takovéto funkci

1 2 3 4 5 6

T
s
4 ./././. o .
,

Obrazek 2.2: Spocetnost racionalnich cisel

také hovoiime jako o ZOBRAZENI mnoziny C' DO D. Podobné nevyzadu-
jeme, aby mél u funkce f : C' — D kazdy prvek z D néjaky vzor; mnozinu
{y € D | (3z € C) f(z) = y} nazyvdme OBOREM HODNOT funkce a zna-
¢ime rng(f).

Plati-li rng(f) = D, fikdme, Ze je dand funkce SURJEKTIVNI.
V pripadé funkce totalni fikame, Ze se jednd o ZOBRAZEN{ mno-
ziny C' NA mnozinu D. Funkci, resp. zobrazeni f, které zadnym
dvéma odlisnym prvkim nepfifazuje tentyz prvek, a je tedy
jednoznacné i vlevo, nazyvame PROSTE nebo také INJEKTIVNI.
Jeho specifickym rysem je, Ze i jeho INVERZE f~!, kterd pii-
fazuje prvku y z D prvek xz z C tehdy a jen tehdy, jestlize
f(x) = y, je funkci. Zobrazeni f : C — D, které je prosté
a na, se nazyva BIJEKTIVNI nebo téZ BIJEKCE mnozin C a D.
Znacime je f : C < D. V tomto vyznamu hovoiime také o VzA-
JEMNE JEDNOZNACGNEM ¢i JEDNO-JEDNOZNACNEM pfifazeni. Je
ziejmé, ze injektivni zobrazeni f : C' — D je bijekci mnozin C'

a f[C] = rng(f).
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Cantorova definice kardinalniho ¢isla vychazi z moznosti srovnani dvou
mnozin jedno-jednoznacnym piifazenim. Cantor ovSem zprvu nehovoril
o cislech, nybrz o mohutnostech dvou mnozin, a i to teprve 20. ¢ervna
1877 v dopise Dedekindovi. O rok pozdéji, ve svém prvnim ¢lanku ex-
plicitné vénovaném teorii mnozin, ktery vysel pod nazvem FEin Beitrag
zur Mannigfaltigkeitslehre [1878], Cantor stanovuje, Ze dvé mnoZiny maji
stejnou mohutnost, jestlize si lze jejich prvky vzajemné jedno-jednoznac-
né priradit. Pfitom plati:

Moznost bijektivniho zobrazeni dvou mnozin je relaci ekviva-
lence.

Duakaz: (1) Existuje bijekce mezi C a C, totiZ tzv. IDENTITA f(x) = x,
v obecnosti (bez udédni domény) znacend jako id. (2) Z existence bijekce
f mezi C a D plyne skrze inverzni zobrazeni f~! existence bijekce mezi
D a C. (3) Zavedeme-li zkratku f o g pro funkci h takovou, ze h(z) =
g(f(x)), jiz se Fikd FUNKCE SLOZENA, pak z existence bijekci f : C — D
a g: D < E plyne existence bijekce fog: C < E. a

V Cantorové konvenci se tim padem jedna o definici abstrakci, jak jsme
ji jiz dilem popsali v oddile 2.4. V ni fixujeme ROVNOST MOHUTNOST{
jako

ICl=ID] = @N(f:C < D).

NefeSme zatim, zda nas koncept definice abstrakci skuteéné odpovida
Cantorovym intencim, a vyjdéme jednoduse z toho, ze se pokusil pouzit
bijektivni pfifazeni k alternativnimu odliSeni kontinua od pfirozenych a
racionalnich ¢isel, tj. k jejich rozriznéni jinym zpisobem nezli jen pro-
kédzanou tuplnosti.

Diukaz spocetnosti Q totiz spiSe podporuje dojem, Ze se timto smé-
rem nemd cenu vydavat, nebot rozdil mezi racionalnimi ¢isly a ¢éisly pfi-
rozenymi (tj. hustota prvnich), ktery byl jejich bijektivnim porovnanim
setien, se nezdal byt zprvu o nic méné drasticky nezli rozdil mezi ¢isly
redlnymi a racionalnimi (tj. iplnost prvnich). Dalo by se tedy ocekavat,
Ze vSechny nekoneéné mnoziny maji v tomto ohledu jednu jedinou — a
sice spocetnou — velikost. Byly to ostatné praveé tyto dil¢i disledky po-
méfovani mnozin bijektivnimi zobrazenimi, co vedlo nejprve Galileiho a
pozdéji i Bolzana k odmitnuti porovnatelnosti nekone¢ngch mnozin, 8]
specidlné s odkazem na jeden z nejstarsich ‘paradoxti nekonecna’ (tak
se jmenuje Bolzaniv spis [1851]), podle néhoZ lze nekoneénou mnozinu

(18] Bolzano [1851, § 20] tvrdi na bézi nékolika ptikladii, Ze jsou na sebe libovolné
dvé nekoneéné mnoziny jedno-jednoznacné zobrazitelné, a usuzuje [1851, § 21] z toho,
ze z bijektivni srovnatelnosti mnozin neplyne, Ze jsou stejné velké. Pro stru¢ny avod
k dé&jindm porovnavani mnozin bijekci srov. Deiser [2004, s. 68 nn].
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prosté zobrazit na ¢ast sebe sama, tj. fakt, Ze existuje f : A < B pro
B C A. Oznadeni tohoto vysledku za “paradoxni” je divodné jiz proto,
ze je v rozporu s piredpokladem Eukleidovych Zdkladd [El., I, obecny
pojem 5]:

Celek je vétsi nez Cast.

Piikladem zobrazeni, které tento pozadavek porusuje, je tfeba bijekce
prirozenych a sudych, resp. lichych ¢isel, znazornéna na obrazku 2.3. Ta

Obrézek 2.3: Zobrazeni mnoziny na vlastni ¢ast

je vlastné ale jen krotkou variantou jiz dokédzaného |[N x N| = |N|, v némz
bylo N rozlozeno nejen na dvé, ale nekoneéné mnoho stejné velkych kopii.
Na zakladé této ideje lze nyni nahlédnout spocetnost celé fady dalsich
mnozin, v prvni fadé tedy dokoncit dikaz spocetnosti Q, a to tfeba
pomoci dvou pomocnych tvrzeni:

(1) PodmnoZina spo¢etné mnoziny je opét mnozinou spocetnou
a (2) sjednoceni dvou ¢ spocetné mnoha spocetnych mnozin je
opét mnozina spocetna.

Dikaz: (1) Mame A C B, kde zobrazeni f : B — N je injektivni. Pak
sta¢i vzit funkei g vzniklou restrikci funkce f na mnozinu A. RESTRIKCI
funkce f : C' — D na mnozinu B C C pritom obecné rozumime funkci
g : B — D, takovou, Ze pro kazdé x € B Ndom(f) plati f(z) = g(z).
Znacime ji f|B. (2) Mame systém {4, | n € N} spocetnych mnozin a
jeho sjednoceni A. Pro kazdé n vezmeme piislu$né injektivni zobrazeni
fn + A — N, existujici z definice. S pomoci Cantorovy parovaci funkce
m: N X N < N definujeme funkci g(z) = #n(f,(x),n), kde n je nejmensi
index takovy, ze ¢ € A,. Tim paddem je g : A — N injektivni, a A
spocetné. |

Prestoze Cantor [1878, s. 120] ohlaguje vétu (2) jako trividlné dokazatel-
nou, dikaz, jak jsme jej pfedvedli, neni zase tak nevinny, nebot vyzaduje,
abychom si mezi zobrazenimi, zajistujicimi spodetnost dané mnoziny, né-
které vybrali, bez bliz§iho udani toho, které, a to (v obecném piipadg)
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vice nez konecnékrat. Tim padem je pfedpokladan tzv. axiom vybéru,
jenz se z jistych divodt ukazuje byt problematickym, resp. problematic-
téjsim nezli pfedpoklady ostatni. Blize se k tomu vyjadiime v kapitole
6. Spocetnost konkrétnich mnozin, jako je Q, lze samoziejmé zdiuvodnit
i na zakladé konkrétnich bijekci.

Na moznosti prostého zobrazeni nekonec¢né mnoziny na vlastni ¢ast
je nejprve bezesporu paradoxni to, Ze se tim vlastné stava mensi sebe
sama. Tuto ‘antinomii’ lze ovSsem snadno oSetfit, kdyz vztah f: C < D
pro C' C D neuchopime jako relaci ‘mensi’, ale ‘mensi nebo roven’, tj.
stanovime-li nejprve USPORADANI MOHUTNOST{ SLABE:

IC] <D= 3f)EX S D)(f:C < X),
abychom poté mohli definovat jejich SILNE (OSTRE) USPORADANT:
IC] < |D[=[C| < |DIA|C] # |DI.

Tim ovSem vycet paradoxt nekoneéna nekonéi. Redukei dimenzi |A™| =
| A| jsme jiz potvrdili pro pfipad spo¢etnych mnozin. Cantor ji ale pozdéji
dokézal i pro pfipad kontinua, kde se v nejjednodussich ptipadech |R| =
‘R2’ = |R3| jednd o jedno-jednoznac¢né prifazeni bodt piimky bodim
roviny, resp. prostoru. To bylo nejen obecné, ale i samotnym Cantorem
do posledni chvile povazovano za néco zhola nemozného. “Je le vois,
mais je ne le crois pas” (“vidim to, ale nevéfim tomu”), piSe v dopise
Dedekindovi z 29. ¢ervna 1877.

Zakladem dikazu, jejz Cantor sdélil Dedekindovi v dopise z 20.
¢ervna téhoz roku, je pritom desetinny, obecné tedy p-adicky rozvoj re-
alného c¢isla spolu s myslenkou pfiradit dvéma c¢islim a = 0,a102. ..,
b=0,b1by... z intervalu [0, 1] ¢islo

Cc = O,a1b1a2b2 N

z téhoz intervalu. Dedekind Cantora obratem upozornuje, Zze uvedena
konstrukce nezajistuje s ohledem na dvojznafnost p-adického rozvoje
existenci bijektivniho zobrazeni mezi tseckou [0, 1] a ¢tvercem [0, 1] x
[0, 1], jednoduse proto, Ze nasledkem zdkazu trividlné konécicich rozvoju
neodpovidé ¢islu

0, 01d1 e ckdkck+1ock+20 e

74dna dvojice z (0,1)2. Tento defekt Cantor zahy, v dopise z 25. éervna,
opravil prostrednictvim dosti komplikované konstrukce, zalozené na re-
prezentaci realnych ¢isel pomoci fetézovych zlomkt. Ta se také objevuje
v ¢lanku [1878], v némz byl objev publikovan.

Z dnesniho pohledu je ovSem podstatné, ze se Cantorovi v uvedeném
dopise podarilo prosté prifazeni bodt ¢tverce bodtim jeho strany, tedy
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diikaz |[0,1]?| < |[0,1]|, nebot disponujeme tzv. CANTOROVOU-BERN-
STEINOVOU VETOU:

Jestlize |C| > |D| a |C| < |D|, pak |C| = |D|.

Toto zdanlivé evidentni tvrzeni formuloval Cantor [1883a], explicitné ho
vSak dokazal az roku 1897 jeho zak Felix Bernstein. Vysledek zverejnil
Borel [1898]. Dedekind pfitom objevil jiz roku 1887 jiny, ¢asto pouzi-
vany dtikaz, aniz by jej vSak, jak bylo jeho zvykem, publikoval. Zminil se
o ném pouze v dopise Cantorovi z 29. srpna 1899,[19 aby pak dikaz roku
1906 zcela nezédvisle objevil Zermelo, coz vime diky Poincarého [1906b,
§ 12] zmince. Cely dikaz byl publikovan jako Zermelo [1908b]. V anglo-
saském milié se teorému také nékdy 7ikd Schrodertv-Bernsteiniv podle
chybného pokusu, ktery ucinil Schréder [1898]. My pfedvedeme struény
dtkaz v podobé, kterou podal Julius Konig [1906]:

Dilkaz: Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze mame disjunktni mno-
ziny C, D a injektivni zobrazeni f : C' — Dag: D — C.Prokazdéa € C
definujeme rekurzi: a; := a,

= 9 (ay) jestlize je n liché,
" f~Y(a,) jestlize je n sudé.

Vznika tak fetézec a; = a, ay = g~ '(a), a3 = f~1(g7(a)), ..., ktery
skonéi, jakmile neni pfislusny c¢len v oboru hodnot jedné z funkci, tj.
neexistuje ptislusné g=*(ay,), resp. f~1(a,). Kromé téchto dvou piipadii,
kdy fetézec pro dané a skon¢i v C' nebo v D, muaze nastat i pfipad
nekone¢ny. Prvky C' prvniho a tfetiho typu nechme nyni tvofit mnozinu
C4, prvky druhého typu mnozinu Cs. Plati, ze (i) C1NCe = @ a C1UC, =
C, (ii) Cy C rng(g) a (iii) f[C1]N g Ca] =0 a f[C1] U g [Cs] = D.
Proto miZzeme definovat funkci h : C' — D jako

W) = fEalj) J.estl?%e x ey,
g Hx) Jestlize x € Cy

a tvrdit, Ze je pozadovanou bijekci. Netrividlni je pouze podminka (iii),
zajistujici injektivitu a surjektivitu funkce h. Nejprve k injektivité. Pokud
by platilo f(x) = g !(y) pro z € C; a y € Cy, pak by se v Fetézci
pocinajicim y objevilo v tfetim kroku jako ¢len z, coz by v rozporu
s predpokladem y € C5 znamenalo, Ze Fetézec konci v C nebo viibec. Co
se tyce surjektivity, méjme né&jaky prvek y € D takovy, ze g(y) ¢ Cs.
Pak g(y) € C4, ¢ili Fetézec zacinajici g(y) konéi v C nebo je nekonedny.
V obou piipadech musi mit alespoii t¥i ¢leny, totiz g(y), g~ *(g(y)) = v
a f71(y) = x. Mame tedy = takové, Ze h(x) = f(z) = y. O

(19] Dopis otistén in Cantor [1932, s. 449)].
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Platnost vztahu |R| = |R x R| se nyni snadno odvodi z moznosti pros-
tého zobrazeni kontinua na (0,1), resp. libovolny interval (a,b), coz lze
zase nejrychleji nahlédnout na obrazku 2.4. Pfimky kolmé na realnou osu

|

e
.'J.
B .

|
|
|
l.
-
T
|
|
|
1a b

Obréazek 2.4: Zobrazeni kontinua na vlastni ¢ast

v ném konstruuji bijektivni zobrazeni mezi body ptlkruznice a interva-
lem (a, b), zatimco p¥imky prochdzejici stfedem S pulkruhu ptifazuji kaz-
dému bodu A realné osy pravé jeden bod A’ ptilkruznice a kazdému bodu
B pilkruznice pravé jeden bod B’ osy, a to rtiznym bodtm rizné. 2]
Nendazorny dikaz spocivd potom ve dvou krocich, a to (1) v konstrukci
bijekce mezi libovolnymi intervaly (a,b), (¢, d) pro a,b,c,d € R, k Cemuz
dospé&jeme jednoduchou deformaci

Tr—a

f@)= e+

(d—o)
pro x € (a,b), a (2) v konstrukci bijekce mezi (—1,1) a R

—1 jestlize 0 <z < 1,
jestlize x = 0,
+1 jestlize -1 <2 <0

g(z) =

8= O g~

pro z € (—1,1). Nemoznost bijektivni redukce kontinua na pfirozena,
resp. raciondlni ¢isla byla tedy objevem, diky némuz vzala zalezitost po-
meérovani nekonecen zcela novy obrat. Cantoriv pivodni dikaz pfitom
pfimo nevede k transfinitni hierarchii vétsich a vétsich kardinédlnich ¢isel
jako znaméjsi a pozdéjsi dukaz diagonélni, nebot je zaloZen na speci-
fické vlastnosti redlnych ¢isel. Cantor na néj prisel roku 1873, jak o tom
podéva svédectvi dopis Dedekindovi ze 7. prosince, a ze dne na den si uve-
domil, Ze celd otazka neni zjevné tak neprakticka, jak si pavodné myslel.
Na Weierstrassovo doporuceni proto také sviij diikaz prezentoval jakozto

[20] Podobné nazorné tvahy jsou velmi staré. Roger Bacon takto nap¥. piifazoval
body thlopficky ¢tverce bodim jeho strany. Viz Deiser [2004, s. 68].
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nekonstruktivni variantu Liouvillova diikazu toho, Ze existuji TRANSCEN-
DENTNI CISLA, tj. nealgebraicka redlna ¢isla z oboru R — K, a to v ¢ldanku
Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen
[1874]. Cantortv dikaz existence transcendentnich €isel se zakladd na
pozorovani:

Cisel algebraickych, tedy prvka kartézského kontinua K, je spo-
¢etné mnoho.

Dikaz: Nahlédnuti piislusné bijekce neni a historicky ani nebylo nijak
obtizné. Algebraicka ¢isla jakozto kofeny racionalnich polynomi jsou ur-
¢ena jednak jejich koeficienty, jez lze redukovat na konec¢né posloupnosti
prirozenych ¢isel, a jednak stupném polynomu, omezujicim pocet danych
kofent shora. Pfifadime-li, jako Cantor, polynomu n-tého stupné s celo-
¢iselnymi koeficienty a1, aso, ..., a, Cislo

N=n—-1+la1| + |az| + -+ |an],

je zrejmé, ze kazdému odpovidé kone¢né mnoho racionalnich polynom,
tedy i konecné mnoho algebraickych cisel. Sefadime-li je podle velikosti,
pak posloupnost zac¢inajici posloupnosti algebraickych ¢isel pro N = 1,
nasledovana témi pro N = 2 atd. urcuje prislusné zobrazeni N na K. To
neni oéividné prosté, nam ale opét staci, Ze indukuje |K| < |N]. a

Na tomto dtikazu mj. vidime, Ze vSechna predcantorovskd pojeti kon-
tinua byla co se tyc¢e (cantorovského pojeti) mohutnosti velmi chudé!
7 dtkazu nespocetnosti kontinua R pfitom plyne pfimo existence nealge-
braickych realnych cisel, a to dokonce neobycejné velkého, tj. nespocet-
ného mnozstvi, nebot predpoklad jejich spocetného poétu by v rozporu
s pravé dokazanym vedl opét ke spocetnému kontinuu. Pfesto, na rozdil

od Liouvillova diikazu transcendence &sel > 7 | % pro k € N z roku
1844, nezname diky takto — tj. nepfimo — vedenému dikazu jediny

priklad transcendentniho ¢isla. To ovSem neznamena, Ze by se analyzou
tohoto dikazu nedalo takové ¢islo zkonstruovat, jak se o tom zminime
pozdéji v kapitole 7. Co se tyce konkrétnich ptikladia nealgebraickych
¢isel, transcendenci Eulerovy konstanty e dokazal roku 1873 Hermite,
transcendenci 7 roku 1882 Lindemann. Teprve roku 1930 bylo napft. do-
kazano, Ze je transcendentni ¢islo 2V2,

Tak jako tak se nam zde, zvlasté na pozadi nasich poznamek k né-
kterym dtikaztim této kapitoly, pozvolna zacina rysovat problém rozdilu
mezi konstruktivnimi a nekonstruktivnimi diikazy. Ten nés zajima proto,
ze dal na pielomu stoleti podnét k prvnimu a dalo by se fici i jedinému
rozsStépeni matematiki na filosofickém zakladé. Jadro tohoto sporu, je-
muz se budeme vénovat podrobné pozdéji, se riznymi zptsoby dotyka
obou Cantorovych diikazi nespocetnosti kontinua. Ten ptivodni, z roku
1873, se pfritom zaklada na véte:
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Zadné injektivni zobrazeni f : N — R neni surjektivni.

Dikaz: Méjme néjaké injektivni zobrazeni f : N — R a posloupnost
(an)nen prvki z R, kterou f uréuje, tj. pro niz plati f(n) = a,. Po-
SLOUPNOSTI (ap,)nen prvki z A neni ostatné nic jiného nezli zobrazeni
f N — A. Prvni krok dikazu spociva v konstrukci dvou podposloup-

nosti (b,) a (¢,) posloupnosti (a,) takto: (i) by := a1, (ii) ¢1 = am,
kde m je nejmensi index takovy, Ze by < an,, (iil) byy1 := am, kde m je
nejmensi index takovy, ze b, < a;, < ¢ a (iv) ¢pp1 = am, kde m je

nejmensi index takovy, ze by41 < @y < €. Tim dospéjeme k posloup-
nosti vnorenych intervala

by <by<---<eg<ey.

Jsou-li obé posloupnosti (b,), (c,) koneéné, vezmeme jejich posledni
Cleny b,, cs. Z definice plyne, Ze neexistuje zadny prvek posloupnosti
(an), ktery by mezi nimi lezel, a jelikoZ plati b, # ¢, ziskali jsme cely in-
terval (b, ¢s) redlnych ¢isel, kterd nejsou v oboru hodnot funkce f. Pokud
by jiz neexistoval ani prvek ¢, ziskali bychom interval (b, +00). Zbyva
pripad, kdy proces definovani obou posloupnosti, tedy vnofovani inter-
valll by < by < -+ < ¢ < ¢1, nekonéi. Prvky posloupnosti (b,) tak tvori
nekoneénou mnozinu B = {b,, | n € N}, omezenou shora vSemi prvky po-
sloupnosti (¢, ). Podle véty o suprému proto musi existovat x = sup B,
pro néz z definice plati b,, < x < ¢, pro libovolné n. Z definice obou
podposloupnosti pak ihned dostavame x # a,, pro libovolné m. ]

Z predchozi véty plyne, ze neni mozna bijekce mezi N a R. Jelikoz plati
IN| < |R|, musi platit i [N| < |R|. Pfirozené tak vyvstava otazka, zda
se mezi mohutnostmi podmnozin kontinua nevyskytuji jesté jiné nezli
mohutnost pfirozenych a realnych ¢isel. My se k ni ovSem, sledujice his-
toricky vyvoj, dostaneme az po zavedeni transfinitni fady ordinalnich
¢isel. V ni dojde také poprvé k proméné Cantorova vyzkumu kontinua
ve studium nekonecen.

2.7 Indexy nekonecnych iteraci

Podminka, kterou Cantor kladl na mnozinu bodd, pro néz dana trigo-
nometrickd reprezentace funkce nemusela konvergovat, a presto zustala
jednoznacnd, se tykala rozlozeni téchto bodt v kontinuu. Za timto uce-
lem zavedl v dfive jmenovaném ¢lanku z roku 1872 nékterd standardni
topologicka rozliSeni, v prvni fadé pojem hromadného bodu, o némz ho-
vofi jako o bodu limitnim (Grenzpunkt). Vychodiskem je mu tedy teorie
primek, jak jsme ji popsali v oddile 2.3.
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Méjme piimku (A, <). HROMADNY BOD mnoziny M C A je
takovy bod a € A, v jehoz kazdém okoli lezi nekoneéné mnoho
boda z M. Ekvivalentné lze definovat jako hromadny takovy
bod a € A, v jehoz kazdém okoli lezi alespon jeden bod rtizny od
a. Ty body M, které nejsou hromadné, se nazyvaji IZOLOVANE.

Lze fici, ze hromadny bod a mnoziny M je libovolné aproximovatelny
body mnoziny M, tj. pro kazdy bod b, predstavujici néjakou aproximaci
bodu a, Ize najit bod c, jenz jej aproximuje 1épe, tj. plati a < ¢ < b.
Ze zpusobu, jimz vzniklo R z Q, je zfejmé, Ze vSechna realna ¢isla jsou
hromadnymi body mnoziny Q C R. V§imnéme si, Ze hromadny bod mno-
ziny M nemusi byt jejim prvkem, zatimco izolovany bod podle definice
ano. Izolovany bod mnoziny M lze na rozdil od jejiho hromadného bodu
uzaviit do intervalu disjunktniho se zbytkem mnoziny M.

Na zakladé téchto definici a konstrukce kontinua Cantor [1872, s. 98]
obratem postuluje snadnou dokazatelnost tvrzeni znamého také jako
BOLZANOVA-WEIERSTRASSOVA VETA:

Je-li (A, <) tplnd piimka, pak m4a kazda mnozina M C A, kterd
je nekoneéna a (shora i zdola) omezend, alespoii jeden hromadny
bod. Uvazujeme-li namisto aplné p¥imky (A, <) Gplné téleso
(A, +, x, <), mizeme Fici, ze mé kazdd omezenad posloupnost
konvergujici podposloupnost.

Diikaz: Idea je jednoducha. Uvazujme posloupnost ¢, co, ... prvkiz A a
posloupnost C1, Cs, ... podmnozin M takovou, ze C; = M, ¢,, = inf C,,,
Cnt+1 = C, — {cn}. Vzhledem k tomu, Ze je M nekonecnd, je posloup-
nost (¢,) definovéana pro kazdé n € N. Pfedpoklddejme nyni, ze plati
cp+1 = Cp pro néjaké p € N. To znamen4, Ze infimum mnoziny Cp41 se
v této mnoziné nevyskytuje. Jelikoz uvedenym zptsobem bylo v kazdém
kroku n z mnoziny M odstranéno jen kone¢né mnoho prvkd, je Cpi1
nekoneénd a z vlastnosti infima plyne, ze se v kazdém okoli U(c,) vy-
skytuje nekonecné mnoho bodt z Cp1, €ili Ze je to jeji hromadny bod.
Piedpokladejme nyni, ze situace c,41 = ¢, nenastava, tj. plati ¢, < cpy1
pro kazdé p € N a kazdy prvek posloupnosti (¢,) nalezi mnoziné M.
Jelikoz je M omezend, musi byt omezend i {¢, | n € N}, ergo existuje
jeji suprémum. Toto suprémum je zjevné hromadnym bodem M. Verzi
pro uplné télesa dostaneme snadno z existence monoténni podposloup-
nosti, a to budto uvdZenim ptislusného fezu, nebo z tvrzeni, podle néhoz
je v archimédovském télese kazda omezena monoténni posloupnost kon-
centrovana. a

Podobné jako Cantortiv dikaz existence transcendentnich cisel je i di-
kaz Bolzanovy-Weierstrassovy véty proslaveny tim, ze ma vyrazné ne-
konstruktivni rysy, nebot v ném dospivame k existenénimu tvrzeni, aniz
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bychom byli obecné s to onen prokazatelné existujici predmét pojmeno-
vat. Tato vytka se tyka pfedevsim znaméjsi varianty dikazu pro uplna
télesa, jenz postupuje tak, Ze omezeny interval, v némz se nachazi dana
nekone¢nd mnozina, déli na dvé stejné velké ¢asti. Tim je rozdélena i
tato mnozina, a jedna z jejich ¢asti musi byt nekonecna. Ta je délena
opét na dvé c¢asti, ¢imz dosahujeme koncentrované posloupnosti déli-
cich bodi, kterd musi mit s ohledem na predpoklad tplnosti limitu.
V kazdém jejim okoli se pak z uvedené definice musi nachazet neko-
necné mnoho bodu vychozi mnoziny, a jednd se tedy o onen hledany
hromadny bod. Bolzanova-Weierstrassova véta je takto vlastné korola-
rem véty o suprému.

Od analyzy se ale jiz pomalu dostavame ke zrodu ordinalnich éisel
coby indexi vice nez konecného opakovani operaci. Ke kazdé podmnoziné
M kontinua R je pfesné definovdna mnozina jejich hromadnych bodi,
pricemz z Bolzanovy-Weierstrassovy véty plyne, Ze pro nekonecnou ome-
zenou mnozinu se jednd o mnozinu neprazdnou. Cantor zde hovoii o DE-
RIVACI (abgeleitete Menge, Ableitung) MNOZINY M a znadi ji jako M'.
Podmnoziny kontinua jsou déle studovany s ohledem na chovani svych
derivaci, pficemz Cantor [1883b, s. 195], [1884, s. 226] pozdéji rozlisuje
tfi zakladni typy:

(1) Mnoziny, které jiz vSechny své hromadné body obsahuji, pro néz
tedy plati M’ C M, se nazyvaji UZAVRENE (abgeschlossen).

(2) Mnoziny, které sestévaji vyhradné ze svych hromadnych bodd,
pro néz tedy plati M C M’, se nazyvaji HUSTE V SOBE (in sich
dicht).

(3) Mnoziny, které jsou husté v sobé a uzaviené zaroveii, pro néz
tedy plati M = M’, se nazyvaji PERFEKTNI (perfekt).

Piikladem uzavienych mnozin jsou tzv. UZAVRENE INTERVALY, defino-
vané jako

[a,b] € {z | a <z <b}.

Mnozina je hustd v sobé jednoduse tehdy, jestlize neobsahuje zadné izo-
lované body. To nam umoznuje rychle nahlédnout, ze podmnozina M
kontinua mutze byt hustd v sobé, aniz by byla hustd v kontinuu ¢i prosté
hustad: sta¢i vzit v ivahu sjednoceni dvou intervalt [0, 1]U[2, 3]. Naopak,
z hustoty mnoziny M v kontinuu plyne jeji hustota v sobé, nebot kazdy
bod M je bodem kontinua, a jako takovy déle aproximovatelny body
M, ¢ili jejich hromadnym bodem. Uzaviené intervaly jsou také priklady
mnozin perfektnich. Pfidame-li k nim nyni néjaky izolovany bod, ztsta-
nou uzavienymi mnozinami, pfestanou byt ovsem husté v sobé, a tudiz
i perfektni. Pfikladem podmnoziny, kterd je hustd v sobé i v kontinuu,
neni ale uzaviend, a tudiz ani perfektni, je Q.
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Cantor zjistil, ze zatimco vztah prvni derivace mnoziny M muze
byt rizny, tj. jak jednim z vyse uvedenych typti M’ C M, M C M' &
M = M’, tak t¥eba typu M N M’ = () pro M, M’ neprazdné, chovaji
se dalsi derivace M”, M, ..., zapisované obecné jako M (™) podstatné
ukaznénéji, a to diky platnosti nasledujici véty:

Necht je (A, <) pfimka a M C A. Prvni derivace M’ je uzaviend
mnozina, ¢ili M C M’.

Dikaz: Véta rikd, ze hromadné body hromadnych bod& mnoziny M jsou
opét hromadné body mnoziny M. Vezméme tedy nyni néjaky prvek a €
M’ a jeho okoli U(a). V tomto okoli se musi vyskytovat néjaky prvek
b € M’ rtizny od a. Z definice okoli jakoZto otevieného intervalu a hustoty
piimky plati, Ze existuje okoli U(b) C U(a) takové, ze a ¢ U(b). Jelikoz
je b hromadny bod mnoziny M, musi v U(b) existovat ¢ € M odlisné od
b. To ovSem znamend, Ze v U(a), zvoleném naprosto libovolné, existuje
bod ¢ € M odlisny od a. a

Diky tomuto tvrzeni nemohou od druhé derivace pocinaje pribyvat nové
body, ale nanejvys ubyvat staré, tj. plati

M,:_)MN:_)M/N:_)"'.

Pro Cantoriv problém nalezeni co nejobecnéjsi podminky pro zacho-
vani jedine¢nosti trigonometrické reprezentace se pritom ukazaly byt
vyznamné ty podmnoziny kontinua, u nichZ opakovana aplikace uva-
zované operace vedla ke kone¢né mnoziné hromadnych bodi, vysledné
tedy k mnoziné prazdné. Tyto mnoZiny, pro néz platilo M+ = @ a
zéroveii. M(™) = (), nazval Cantor [1872, s. 98] n-TEHO DRUHU (Art).
Jejich prikladem je tfeba

1
A = — N
1 {O}U{m 1|m€ },

tj. mnozina racionélnich ¢isel aproximujicich 0. Jelikoz je zde 0 jedi-
nym hromadnym bodem A;, znamena to, Ze se jednd o mnoZinu prvniho
druhu. Na béazi tohoto piikladu lze nyni zkonstruovat mnozinu druhu li-
bovolného, kdyz totiz vSechny izolované body jiz zkonstruované mnoziny
n-tého druhu aproximujeme fadou novych izolovanych bodd, a udélame
z nich tedy body hromadné, ¢imz dospéjeme k mnoziné druhu n + 1.
Druhy krok konstrukce pak vypadéa tieba takto:

1

Ay =AU ——
? ! {m+1

1
+E|k>(m+1)(m+2)/\k,m€N}.

To, co se v ¢lanku z roku 1872 pouze nabizelo, totiz odlisit vsechny
podmnoziny M kontinua, u nichz pro nékteré n € N nastane M) = §,
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od mnozin ostatnich, u¢inil Cantor [1879] explicitné v prvnim ze série
¢lankt vénovanych piimkam (linedrnim mnozindm bodt), vychazejicim
pod nazvem Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. V téchto
statich také zacala systematicka reflexe na praci s mnozinami, nejprve
v ramci kontinua, véetné zavedeni béznych mnozinovych operaci, jako je
prinik & sjednoceni, specificky vSak operace X' =Y, pfifazujici kazdé
podmnoziné X kontinua jeji derivaci Y. Pfiklad mnoziny, pro kterou
74dné kone¢né opakovani X () nevede k prazdné mnoziné, neni p¥itom
tézké najit, staci, je-li husta v sobé. Plati totiz tvrzeni:

Je-li X hustd v sobg, je X’ perfektni mnozina, ¢ili X' = X’.

Dtikaz: Z definice plyne, ze X C X'. Jelikoz lze snadno dokazat, ze z pred-
pokladu P C @ plyne vidy P’ C @', mtiZeme nyni usoudit na X’ C X",
Podle diive dokézané véty je derivace mnoziny vzdy uzaviend mnozina,
a plati tedy X" C X', z ¢ehoz dostédvame kyzené X' = X", O

Mame-li operaci f a objekt a takovy, ze f(a) = a, nazyvdme obvykle
a PEVNYM BODEM operace f. Pravé obecné otdzka poctu krokt, které
u dané operace a prvku potfebujeme k dosazeni pevného bodu, stoji
u zrodu teorie ordinélnich cisel.

Ne u v8ech podmnozin R dochazi totiz k jevu, jehoz jsme byli svédky
u mnozin n-tého druhu, které Cantor [1879, s. 140] souhrnné oznacuje
jako mnoziny PRVNIHO RODU (Gattung, species), nebo u mnozin hustych
v sobé, totiz ze je pevny bod nalezen v kone¢né mnoha krocich. Mize se
také stat, ze fada derivaci klesa, tj. plati

M>M'>M" >

aniz by existovalo n koneéné takové, ze M (") = M+ Skutecnost, ze
neplati M = () pro z4dné n € N, mitzeme chtit zapsat jako M () £ §.
Tento zapis pouzil poprvé Cantor [1880, s. 147] v druhém ze zminéné
série ¢lankt, v némz zaroven definoval

M (%) def ﬂ ™)
neN
Zde predpokladame, 7e je jiz definovana operace PRONIKU (neprazdné)!]
mnoziny (mnozin) R jako

ﬂR def {z | (Vz € R)(x € 2)},

[21] Podminka neprazdnosti mnoziny je vyznamnd, pracujeme-li jiz v obecné teorii
mnozin, nebot pak by se z celého systému mohl stat systém vsSech predméti, jejz
obvykle nepovazujeme za definovanou mnozinu. Tyto potize by samoziejmé nevznikly,
pokud bychom se, jako ptuvodné Cantor, implicitné omezovali pouze na prvky néjaké
primky, konkrétné tedy body Cantorova kontinua.
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z niz pak odvodime prinik systému mnozin R, indexovanych neprazdnou
mnozinou A jako

() Rz ' ({Rx |z € A}.

z€A

Podobnou definici 1ze samoziejmé zavést pro pripad sjednoceni, jak jsme
jej zminili v oddile 2.3.

Nezévisla definice nekoneéné derivace M(*) jako primiku derivaci
koneénych nas stavi pied otazku, zda je pravda, ze neplati-li M ™ = @
pro 74dné n, neplati ani M () = (), jak se zda sugerovat vyse zavedeny
zépis. Cantor [1879, s. 148] pfitom explicitné tvrdi, Ze tomu tak je, resp.
7e vztah M(®) = () nastévé pouze pro mnoziny prvniho rodu, a plné
je tak charakterizuje. Ve skutecnosti jsme k tomuto tvrzeni opravnéni
pouze pro mnoziny omezené, s ohledem na vétu:

Prunik klesajici (ve smyslu relace D) ¢ nerostouci (ve smyslu
relace D) posloupnosti (Cy,)nen 0mezenych, uzavienych a ne-
prazdnych mnozin je rovnéz uzavieny a neprazdny.

Dikaz: (i) Je-li @ hromadny bod pruniku, pak v libovolném okoli U(a)
lezi nekonecné mnoho bodu z praniku, tim padem z kazdého C),. Z jejich
uzavienosti plyne, Ze jim vSem a nalezi, a tudiz je i v jejich praniku. (ii)
Vezmeéme posloupnost (¢, )nen, kde ¢, := inf C,, existuje z omezenosti a
z uzavienosti nalezi C,,. Posloupnost (¢,) je monoténni a omezend, tim
padem existuje lim(c,, ), ktera je navic hromadnym bodem kazdé mnoziny
Chp, tudiz jim vSem nalezi. a

Za predpokladu, ze se zabyvame mnozinami omezenymi, mizeme nyni
definovat mnoziny DRUHEHO RODU jako ty, pro néz plati M) £ (. Je-
jich priklady jsme samoziejmé jiz nalezli u mnozin hustych v sobé, kde
se proces po koneéné mnoha krocich zastavil na neprazdném pevném
bodé, coz samo o sobé znamend, Ze tento pevny bod musi byt neko-
necny. Nam jde ovSem o méné trividlni ptiklady, od nichZ dospéjeme
ke konecné, a tedy i prazdné mnoziné bodu, ale az po vice nez konecné
mnoha krocich. K tomu nam pomuze vyse uvedeny postup odvozeni mno-
zin libovolného n-tého druhu. Neni ovSem mozné vzit jednoduse jejich
sjednoceni | J,,cy An, nebot tak bychom dospéli k mnoziné husté v sobé,
kterou lze dalsimi kroky pouze zvétSovat. Jednotlivé mnoziny prvniho,
druhého, ... druhu musime klast za sebe do nekoneéné mnoha separat-
nich ¢asti néjakého (omezeného) intervalu, dejme tomu [0, 1], rozdéleného
napi. pomoci posloupnosti (%)nGN- Do prvni ¢asti, uréené body % al,tak
vlozime mnozinu prvniho druhu aproximujici %, do druhé, uréené body
% a %, vlozime mnozinu druhého druhu aproximujici jednak bod % a jed-
nak kazdy z bodu této aproximace atd. Aplikujeme-li na takto vzniklou
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mnozinu A, operaci derivace, pak v prvnim kroku zmizi vSechny body
prvniho intervalu, s vyjimkou bodu %, v druhém kroku vSechny body
druhého intervalu, s vyjimkou bodu %, atd. Teprve po nekoneéné mnoha
krocich dospéjeme k 0 jakozto jedinému hromadnému bodu, jenz zmizi
v kroku oo+ 1.[221 Operaci mé tedy smysl opakovat nejen nekone¢né krat,
tj. pro libovolny konecny pocet, ale i vice nez nekonec¢né krat, ¢imz se
otevira pfirozena cesta ke znamé transfinitni fadé

00,00+ 1,...,00-2,00-241,...,00%,...,00%,..., 00 ...
Jelikoz tu nejsou zadnda kritéria identity ani zadné alternativni repre-
zentace, nepfedstavuje tato fada zatim samostatné entity, nybrz jen a
jen indexy moznych iteraci ur¢ité operace na mnozinach kontinua, pri-
¢emz vyznamné je, ze pro kazdy z uvedenych nekonecnych indext lze
popsat mnozinu realnych ¢isel prislusného druhu. Pravé a pouze v této
souvislosti zavadi Cantor [1880, s. 147 n] poprvé ‘ordinélni ¢isla’.

Pomineme-li pozdéjsi zdivodnéni fady ordinalnich ¢isel jako zobec-
néni procesu tuplného vy¢isleni (dobrého uspofddani) mmnoziny, vztaze-
ného na mnozinu jakoukoli, tedy nejen spocetnou, ma sama myslenka
puvodu cisel v indexech opakovanych operaci velkou teoretickou pritazli-
vost, jak to uvidime jednak na Fregové adjektivni definici ¢isla z Grund-
lagen, a predevsim pak na Wittgensteinoveé teorii ¢isla, jak ji obsahuje
jeho Tractatus logico-philosophicus [1922] (dale jen “Tractatus”). Je sa-
mozriejmé otazkou, do jaké miry by se s nimi Cantor mohl a chtél iden-
tifikovat, z hlediska d&jin ideji je to ale lhostejné. Vratme se proto zpét
k teorii ordinal a jeji souvislosti s poméfovanim mnozin v kontinuu,
resp. nekoneénych mnozin vibec.

2.8 Ordinélni a kardinalni ¢isla

K prechodu od indexi mnozinovych operaci k ¢islim, kterd jsou sama
objekty takovych aplikaci, se odhodlal Cantor v patém ze série ¢lanku
o linedrnich mnozinach, jenz vySel separatné pod nazvem Grundlagen
der allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre [1883a] (dale zpravidla “Grund-
lagen”) a s nimz byva konvenéné spojovan vznik teorie mnozin. Samo
zavedeni ordinalnich ¢isel ale bylo do zna¢né miry verbalni a dockalo se
jesté v prubéhu vyvoje Cantorova dila nékolika upfesnéni a zmén. Sou-
casné explicitni definice ordinal coby mnozin jistého typu je az dilem
von Neumannovym z roku 1923. Cantorovy spisy ovsem obsahuji vSechny

(22] Kdybychom mnoziny typu A, kladli do neomezeného intervalu (—oo, 0], rozdé-
leného napf. celymi ¢isly, byla by vyslednad mnozina prazdnd, pokud bychom samo-
zfejmé neprestali chapat znak —oco synkategorematicky a nezacali jej pouzivat ve
vyznamu nejmensiho prvku realné osy. Tato tprava by méla své vyhody, napt. s ohle-
dem na formulaci Bolzanovy-Weierstrassovy véty a dalsich tvrzeni.
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fundamentalni ideje, které jsou s ordinalnimi ¢isly spojovany, vcéetné té,
podle niz je fada ordinalnich ¢isel kostrou celé mnozinové hierarchie,
v technickém i ideovém smyslu tohoto slova, coz znamena, Ze s jejich
adekvatnim vysvétlenim a propojenim s dalsimi pojmy Cantorova uni-
verza, predevsim tedy pojmem c¢isla kardinalniho, celd sméla koncepce
stoji a pada. K tomu se jesté dostaneme v kapitole 6.

Teorie transfinitnich ¢isel je podle Cantorova vlastniho vyjadieni
v dopise Mittag-Lefflerovi z 20. ¥ijna 1884[23] spjata s jejich definici ne-
zéavislou na jakékoli aplikaci, tedy predevsim ptvodnim indexickém uziti.
Zminéna problemati¢nost Cantorova pokusu z roku predeslého spociva
v tom, Ze jsme v principu konfrontovani pouze s myslenkou generovani
novych ¢isel za tradi¢nim prostorem c¢isel prirozenych, kterd je pfiznacné
uvozena studii o svobodné povaze matematiky (freie Mathematik) a je-
jich pojmi. Cantor [1883b, s. 182] fika:

Matematika je ve svém vyvoji naprosto svobodna a vazana
pouze prirozenym ohledem na to, aby jeji pojmy byly jednak
vnitiné bezesporné, jednak aby staly v pevnych, definicemi rize-
nych vztazich k dfive utvofenym, stavajicim a osvédéenym poj-
mim. [...] Jakmile n&jaké ¢islo tyto podminky spliiuje, mtze a
musi byt v matematice brano jako existujici a realné.

Toto a podobna vyjadfeni nesou sice jisté shodné rysy s programem
konceptualizace matematiky, pozdéji razenym zejména Fregovym logicis-
mem. Na druhou stranu je to pravé vagni odkaz k svobodnému tvoreni
novych predméti, jejz Frege povazoval za obecné neudrzitelny a pravem
kritizoval z pozic, které jsou obvykle vydavany za platonistické. Skutec-
nost, zZe se k platonismu hlési i Cantor, dava predbézné tusit, pro¢ je tato
interpretace Fregovych nazori mylna.

Cantor mél pfitom s ohledem na své nabozenské zalozeni s myslen-
kou volného vytvareni nekonecen problémy teologického charakteru, jez
v prubéhu Zivota, zvlasté po plném propuknuti dusevni choroby (pravdé-
podobné trpél maniodepresivni psychézou) konzultoval velmi intenzivné
s vatikdnskymi teology, aby pak vysledky této debaty pouzil na podporu
svoji teorie.?*! U ¢lovéka Cantorova intelektu lze samoziejmé ocekavat,
ze teologické argumenty, které ve prospéch svoji teorie uvadi, vykazuji
znacny stupen sofistikovanosti, na druhou stranu musi byt brany jako to,
¢im skutecné jsou, totiz literarnim komentarem k nécemu, co vyzaduje
hlubsi zdtivodnéni teoreticko-filosofické. Obecné je proto tieba rozlisSovat
mezi tim, co Cantor o svych teoriich fika, od toho, v ¢em skute¢né spociva
jejich sila a nevyhnutelnost. To se ukaze byt zvlasté vyznamné v pozdéjsi
konfrontaci mnozinové matematiky s Brouwerovym intuicionismem, jenz

(23] Citovano podle Hallett [1984, s. 51].
[24] Néco k tomu fekneme jesté v oddile 6.4.
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na urovni externiho sebezdivodnéni operuje stejné jako Cantor pojmy
svobodné kreativity, a je pak tvaii v tvar tradi¢ni otédzce po moznosti
objektivniho poznani stejné bezmocny. K tomu ale az pozdéji.

Ackoli neni Cantorova expozice nekone¢nych ordinédl z roku 1883
idealni, vstiicny ¢tenar ma k dispozici dostatecné mnozstvi materialu
pro jeji uspokojivou rekonstrukci. Ta vychazi z bézné praxe vy¢cislovani
koneénych mnozstvi. Chceme-li napf. zjistit, kolik je vajec v néjakém ko-
siku, bereme jedno po druhém a v duchu konstruujeme fadu 1, 2, 3, ...,
dokud nedospéjeme k ¢islu, které jim nalezi, feknéme 12. To pak prohla-
sime za jejich kardinalni cislo ve smyslu existence jedno-jednozna¢ného
pfifazeni mnoZiny vajec mnoziné ¢isel {1,...,12}. Pointa tohoto postupu
nicméné spociva pravé v tom, ze jsou prirozena cisla usporadana a ze je
pro né v pravé uvedeném smyslu ono usporadani urcujici. To, jak jsme
jiz poznamenali v oddile 1.4, zaklada metodicky primat ordinalnich ¢isel
pred kardinalnimi. Tolik mnoziny konec¢né, nyni k nekonecnym.

Spocetnost nekoneéné mnoziny A s sebou nepiindsi prostou exis-
tenci bijekce mezi ni a prirozenymi ¢isly, ale i moznost jejiho usporadani
do tfady, kterd se fadé prirozenych c¢isel podoba. Jeden z prvku A, totiz
ten prifazeny ¢islu 1, je uchopen jako prvni, prvek prifazeny ¢islu 2 jako
druhy atd., pficemz vime, Ze se v uvedené fadé nékdy vyskytne kazdy
prvek A. Piedstavme si nyni, Zze podobné vy¢islujeme samotnou mnozinu
N a Ze jsme pfi tom zvolili ‘Spatny’ postup, napt. jsme zacali fadou 2, 4,
6, .... Je ziejmé, ze timto zplisobem nevycerpame nikdy vSechny prvky
N, nebot k zddnému lichému ¢islu nelze dojit od 2 pri¢itanim 2. Pfedpo-
kladejme vsSak, Ze je nam po fiktivnim ukonceni tohoto procesu dovoleno
zacit jesté jednou. Pak lze vycisleni vSech pfirozenych cisel uvedenym
zpusobem prezentovat jako

2,4,6,...,1,3,5,...
a prifadit mu coby jejich moznému zptisobu usporadani ‘¢islo’
w+ w,

kde symbolem w Cantor [1883b, s. 195] nahradil ptivodni co. Toto w je
zaroven ordindlnim ¢islem pfifazenym prirozenym ¢islim v jejich ptvod-
nim usporadani, které zacina ¢islem 1 a kazdému ¢lenu predchazi pouze
kone¢né mnoho prvki. Mize se také stat, ze jsme si po zapoceti fady
1, 2, 3, ... vzpomnéli, Ze chceme mezi pfirozena c¢isla pocitat i nulu.
Jelikoz po stanoveni pravidla a, := n jiz neni cesty zpét, nabizi se nam
nyni moznost pfipojit ji nakonec, ¢imz dospéjeme k posloupnosti

1,2,3,...,0
s ordinalnim c¢islem

w+ 1.
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Od pivodniho uspotfadani se lisi tim, ze ma prvek 0 nekoneéné mnoho
pfedchtidcti. Raciondlni ¢isla, pro jednoduchost v omezeni na kladna a
reprezentovana jako v oddile 2.6 tabulkou, vypadaji zprvu jako nespo-
¢etna praveé proto, ze pri jejich vycislovani tthneme k tomu zacit rfadkou
%, %, %, i, ..., coz nam pak zamezi projit ¢isla vSech fadek zbyvajicich.
V nynéjsim zobecnéni si ale tento luxus miuzeme dovolit, tj. po fiktivnim
prichodu fadkou prvni zacit fadkou druhou, pak tieti atd.:

2 2 2 2 333 3

111
’2’ 374)""1’ 37 5)77""17 274)57"'7

¢imz dospéjeme k ¢islu
wtwtw--

struéné oznac¢enému jako w?. Jelikoz jsme méli celou dobu vlastné co
do ¢inéni pouze s pfirozenymi ¢isly (v poslednim piipadé skrze bijekci
|Q| = |N|) a rliznymi zptisoby (N, <) jejich uspotfadani, je zfejmé, v jakém
smyslu byla fe¢ o nekoneénych priichodech, ¢islech apod. pouze obrazné
a v jakém by mohla byt mystickd. Cantor [1883a] motivaci zavedeni
svych novych ¢isel ze studia raznych usporadani bohuzel pouze zminil, ale
zatim nezuzitkoval. Namisto toho nechal sva ordinalni ¢isla vzejit ze dvou
zékladnich generativnich principt (Erzeugungsprinzipien), totiz:

(1) vytvofeni ¢isla pfipojenim jednotky k éislu stavajicimu,

(2) vytvoreni nejmensiho vétsiho ¢isla jakozto hranice (limity) né-
jaké neomezené rady cisel.

Samotny princip (1) pak vedl k tzv. PRVNI CISELNE TRIDE (I), identické
s Cisly pfirozenymi. Spojenim obou principi vznikla nadmi zapocata fada
ordinala

ww+1,. L w-2w- 241 w0+ W W

Ta je, jak dokladaji i uvedené priklady, jesté dlouho spocetné, coz zna-
mena, ze kazdy z jejich prvki reprezentuje néjaké usporadani spocetné
mnoziny ¢i ekvivalentné ma jenom spocetné mnoho predchidci. Can-
tor v souvislosti s t¥idou vSech spocetnych ordinali hovoii o tzv. DRUHE
CISELNE TRIDE (II), ke které ovSem poéitd pouze ta z Cisel, kterd maji
mohutnost t¥idy (I), tj. jsou spoéetné nekonecénd. Toto rozhodnuti neni
stastné, nebot déla definici t¥idy (o) zavislou na mohutnosti t¥idy bezpro-
stfedné predchézejici, ¢imz se vyhyba transfinitnimu zobecnéni pro tiéidy
typu (w), které bezprostiedniho pfedchtidce nemaji! Tomu lze snadno od-
pomoci, postupujeme-li pravé kumulativné, tj. chapeme-li tifidu ordinala
jako systém vSech ordinald mohutnosti t¥id predchozich plus koneénych.
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Ustanoveni celé hierarchie, po¢inaje t¥idou (II), je ovSem podle Can-
tora mozné teprve za cenu reformulace druhého generativniho principu
ve smyslu

(3) vytvoreni nejmensiho vétsiho éisla ke kazdé mnoziné &isel.

Tuto reformulaci nazyva Cantor tfetim generativnim principem, kon-
krétné principem omezujicim (Hemmungsprinzip), nebot bez ného, tj.
bez moznosti vztdhnout (omezit) druhy princip na libovolné popsanou
mnoZinu dosud zkonstruovanych c¢isel, by mohl proces generovani ¢isel
na bézi principt (1) a (2) pokracovat do nekone¢na, pouze se spocet-
nymi ordinaly jakozto produkty. Princip (3), resp. reformulovany princip
(2), pak Cantorovi dovoluje produkovat prvni nespocetny ordinal Q ja-
kozto prvni ¢islo vétsi nez jakykoli prvek t¥idy (II), tj. aplikovat princip
limitniho prvku na ‘mnozinu vSech spocetnych ordinald’.

Jakkoli se mize zdat tento zptisob zavedeni transfinitni fady vagni,
Cantorovi umoziuje dokazat, ze ma t¥ida (II) vyssi mohutnost nezli t¥ida
(I), a to dokonce prvni moznou, tj. Ze mezi velikosti t¥idy (I), neboli ve-
likosti pFirozenych ¢isel, a velikosti t¥idy (II) jiz neni zadné dalsi. Pfed-
vedme nejprve Cantortiv ditkaz prvni ¢asti véty, a to i proto, Ze mé
podobnou strukturu jako jeho prvni dikaz nespocetnosti kontinua pred-
vedeny v oddile 2.6. Tvrdime tedy:

Ttida (II) je nespocetna.

Dikaz: Vezméme jistou posloupnost (ay,),en spodetnych ordinalti a kon-
struujme jeji podposloupnost (5,,)nen nasledovné: 81 := aq, fni1 = o,
kde k je nejmensi cislo takové, ze 3, < aji. Takto dospéjeme k rostouci
posloupnosti ordinéalnich ¢isel. Je-li konecné, pak vezmeme jeji posledni
¢len [ a v souladu s prvnim generativnim principem vytvorime ¢islo
Bk + 1, které je také spocetné a neni pfitom v («,). Je-li posloupnost
(8n) nekoneénd, pak vezmeme mnozinu B vSech ordindlii mensich nez
néjaky ordinél z (3,), tj.

B {Be(Il) | (EneN)(B<p.)}t=]{B]8 <8}

neN

Jako sjednoceni spo¢etné mnoha spocetnych mnozin je B opét spocetna a
podle druhého generativniho principu existuje jeji ‘hranice’, tj. nejmensi
vyssi ¢islo vy, které z definice nalezi (IT). Cislo ~y se jisté lisi od vsech
prvka z (5,), pfi¢emz to, Ze se lisi i od v8ech prvkt posloupnosti (),
plyne z toho, Ze je v ni (/3,,) rostouci. Mame tak nespocetnost (II). O

Problematickym bodem tohoto dikazu je teorém, ze je sjednoceni spo-
¢etné mnoha spocetnych mnozin opét spocetné, diky némuz se ptislusny
ordindl v opét nachézi ve t¥idé (II). Jednak v ném totiz predpoklddame
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axiom vybéru, coz ale z Cantorova pohledu, jak se s nim seznidmime
v kapitole 6, nevadi, co je ale vyznamnéjsi, diikaz v této podobé nelze
zobecnit pro libovolnou tfidu. Teorém je v ném totiz pouzit ke zdavod-
néni teze, Ze posloupnost ordinala tf¥idy (), kterd je indexovdna ordi-
nalem této tfidy, ma v této t¥idé také suprémum. To ale neplati obecné,
tFeba hned pro t¥idu (w) ziskanou jako sjednoceni (spoc¢etné mnohal) tfid
piedchézejicich.[25]

Skute¢nost, ze ma t¥ida (II) vyssi mohutnost nezli t¥ida (I), plyne
ale de facto jiz z jeji definice, nebot za ni podle principu (3) musi na-
sledovat né&jaky ordinél , ktery v ni (z definice) nemtize byt, coz (opét
z definice) znamend, Ze tfida jeho predchiidci nemiize mit spocetnou
mohutnost. A toto pozorovani jiz lze zobecnit pro («) libovolné. Druhd
¢ast Cantorova dukazu je neproblematicka:

Kazd4 podmnozina t¥idy (II) je budto koneéna, nebo mé mo-
hutnost t¥idy (I), nebo ma mohutnost t¥idy (II).

Dikaz: Vyjdéme z okolnosti, Ze v souladu s uvedenou ‘generativni’ definici
mé kazdd mnozina ordinalnich ¢isel nejmensi prvek. To se ukaze byt
pozdéji zdsadni. Pfedpokladdme-li nyni, Ze je A néjakd podmnozina t¥idy
(II), jsou jeji prvky mensi nezli prvni nespocetné ¢islo 2. Navic jsou
vSechny jiz usporadany, existuje tedy nejmensi prvek A oznaceny jako
aq, prvoi vétsi as, tedy nejmensi prvek mnoziny A — {ay} atd. Takto
ziskdme vycisleni (ag)gea vSech &isel z A, kde A je néjaky pocétecni
segment ordinédlni fady. Tento segment nemiize byt pfitom delsi nez €2,
nebot plati § < ag < Q. Mohou tedy nastat jen t¥i pfipady: (1) Prvky
0 € A nepfesahuji néjaké ¢islo z t¥idy (I). Pak je A konecéné. (2) Prvky
B € A presahuji libovolné ¢islo z (I), ale nepfesahuji néjaké ¢islo z (IT). A
mé tedy mohutnost t¥idy (I). (3) Prvky 8 € A pfesahuji libovolné ¢islo
t¥idy (II). Pak m4 A mohutnost celé t¥idy (II). V kazdé z uvedenych
variant pfitom posloupnost (ag)gea, tedy pfifazeni prvka A prvkim A,
urcuje prislusné bijektivni zobrazeni. a

Vsimnéme si, ze jsme zde, zcela pfirozené, zacali pouzivat rozsifeny po-
jem POSLOUPNOSTI (ay)nea, kde (A, <) je uspofddand mnozina spe-
cifického typu, v némz mé kazdd podmnozina A nejmensi prvek vuaci
usporadéni. Takovéto (Casteéné) USPORADANI se nazyva DOBRE a z jeho
definice uz pfimo plyne, Ze je linearni. Je-li A koneéné, nazyvame i pii-
sluSnou POSLOUPNOST KONECNOU.

Souvislost ordinalnich ¢isel s dobrym uspordadanim Cantor zminuje
jiz pti jejich zavedeni v Grundlagen [1883a, s. 168]. Teprve roku 1885
vSak vénuje celou studii uspofadanym mnozindm a jejich typam, s tim,

[25] K diskuzi Cantorova pivodniho ditkazu srov. Hallett [1984, s. 75 nn).
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7e ji otiskne jako mnohé predchozi piispévky v Casopise Acta Mathema-
tica svého priznivce, §védského matematika Gosty Mittag-Lefflera. Ten
mu vSak po jisté dobé a z ne zcela jasnych diavodd navrhnul, aby cla-
nek radéji stahl. Je otazka, zda tak ¢inil v Cantortuv, nebo svij vlastni
prospéch, jeho rozhodnuti v kazdém piipadé podstatné ochladilo vztahy
mezi obéma muzi.*®! Spolu s Cantorov§m mentalnim zhroucenim z pred-
choziho roku zde mizeme spatfovat divody, pro¢ je jeho novou teorii
ordindlnich ¢isel zvykem odvozovat az ze dvou c¢lankd z let 1895 a 1897,
vydanych pod nazvem Beitrige zur Begrindung der transfiniten Men-
genlehre [1895/1897] (déle “Beitrége”) a predstavujicich vlastné prvniho
systematického naslednika Grundlagen.

Principem Cantorovy teorie se zda byt opét definice abstrakci, za-
lozena na relaci izomorfie, Cantorem nazyvané podobnosti (Ahnlichkeit)
dvou uspofddanych mnozin (A, <), (B, <). Ta nastéva, existuje-li bijek-
tivni zobrazeni f : A « B, které je vnofenim, tj. zachovava usporadani
ve smyslu toho, ze pro kazdé a,b € A plati a < b tehdy a jen tehdy, kdyz
f(a) < f(b).2V K takto definované relaci = ekvivalence lze nyni pro
uspofadané mnoziny definovat abstrakci TYP USPORADANI (Ordnungs-

typ) jako
Ord((A4,<)) = 0rd({B, <)) = (A,<) = (B, <).

Ordinélni ¢isla, v Cantorové terminologii “Anzahlen”, jsou pak zavedena
jakozto typy dobfe usporadanych mnozin. I na téchto typech lze defino-
vat usporadani, totiz prostfednictvim izomorfie jedné z vychozich mnozin
s pocatecnim segmentem druhé. Pouzijeme-li diive zavedenou konvenci
A, pro dolni segment {x € A | z < a} uspofddané mnoziny (A, <) ur-
¢eny prvkem a € A, ziskdme USPORADANI ORDINALNICH CISEL takto:

Ord({A, <)) < Ord({B, <)) = (3b € B)((4, <) = (B, <)).

Jako drive je samoziejmé tfeba rozliSovat mezi riznym pouzitim znaku
<. Ackoli se zatim zd4 jit vSechno hladce, fec¢i o typech usporadani mno-
zin se Cantor dostal do obtizné situace, kterd je v souvislosti se zava-
dénim novych pfedmétt abstrakei spjata s otazkou jejich zarazeni mezi
predméty puvodni, v tomto pfipadé mezi mnoziny, nota bene mnoziny
uspofaddané. Chtéli bychom dosdhnout toho, aby ordinalni ¢isla sama
byla takovymito mnozinami. Tato okolnost byla ostatné konstitutivni
pro vyse uvedeny Cantortuv dikaz!

Podivame-li se ovSsem na Cantorovu vlastni definici kardinalniho a
ordinalniho ¢isla blize, zjistime nejprve, Ze nema cistou podobu nami

(26] Viz Dauben [1979, s. 137 nn]. Clanek vysel pozdé&ji jako Cantor [1970].
(271 Obecnou definici izomorfie poddvame v oddile 5.3.
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popsané definice logickou abstrakci, ale operuje s tradi¢nimi psycholo-
gickymi prvky ‘odhlizeni’ a ‘pfihlizeni’, pozdéji tak vehementné kritizo-
vanymi Fregem. V tomto vymezeni pojmu mnoziny psychologickou abs-
trakei Cantor [1895/1897, s. 297] iik4, ze

kazdé usporddané mnoziné M nalezi urcity typ uspordddni, ¢i
struénéji uréity “typ”, jejz chceme znacit M a jimz rozumime
obecny pojem, jejz ziskdme z M, odhlédneme-li od povahy jejich

sy s

prvka m, ale prihlizime-li stdle k jejich usporddans.

Cantor pfitom jiz diive [1895/1897, s. 282] analogicky definoval kardi-
nalni ¢islo, s tim, Ze u ného ma byt abstrakce od povahy prvkt totalni,
a jedna se tedy o vysledek M dvojité abstrakce, od povahy a od uspo-
fadani pocitanych prvkt. Nas ovSsem zajima pfedevsim jeho poznidmka
[1895/1897, s. 297], Ze

ordinalni typ M je sam uspofadand mnozina, jejimiz prvky jsou
‘pouhé jednotky’, zachovavajici totéz vzajemné usporadani jako
odpovidajici prvky M,

a to nikoli z divodu, Ze obrazi v té dobé oblibené, le¢ vécné neudrzi-
telné pojeti ¢isla jakozto mnoziny jednicek (které se ostatné datuje jiz
od Aristotela a Eukleida), ale Ze umoziiuje kyZené ustanoveni vztaht

Ord((4, <)) = (A, <) BN+ [A] < A).

Tim se otevira potfeba explicitni definice ordinalnich a kardinélnich ¢i-
sel jako mnozin urc¢itého typu. — Na zakladé dosud Feceného lze pritom
tusit, ze mame-li jiz k dispozici ordinalni ¢isla, 1ze kardinaly zavést expli-
citné jako ty ordinaly, mnozinu jejichz predchtidcii nelze prosté zobrazit
na jeji vlastni pocatecni fragment. Moderni explicitni definice ordinali
pak spociva na von Neumannove ideji ztotoznéni ordinalniho ¢isla s mno-
zinou svych piedchidet,?® s prazdnou mnozinou () jakozto pocatkem a
operacemi aoU{a} coby vytvafenim bezprostiedniho naslednika (prvnim
generativnim principem) a sjednocovanim dosazeného coby vytvafenim
limitniho bodu (druhgm, resp. tfetim generativnim principem). Kardi-
nalni ¢isla jsou potom jednoduse vydélitelna jako nejmensi ordinaly dané
mohutnosti. Tim se budeme jesté zabyvat v kapitole 6.

74dna z naznadenych definici neni zcela neproblematicks, véetnd
otazky, zda lze vSechna rozliSeni provadét explicitné ¢i zda se bez né-
jakého implicitniho zpiisobu piece jen neobejdeme. Tomu se budeme vé-
novat v souvislosti s Fregovou filosofii aritmetiky v kapitole 4. Nyni nas

[28] Viz von Neumann [1923]: “Zakladem naseho zkouméni je vlastné véta: ‘Kazdé
ordinélni ¢islo je typ mnoziny vSech pfedchazejicich ¢isel.” Abychom vSak elimino-
vali vagni pojem ‘typu’, uzijeme tuto formu: ‘Kazdé ordinalni ¢islo je mnozina vsech
predchazejicich ordinalnich ¢isel.””
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zajimé predevsim to, Ze v ramci moznosti explicitniho zavedeni kardi-
nélnich ¢isel jako ordinali jistého typu pouzil Cantor [1895/1897, s. 293)
znamé N-notace, s Xg jakozto oznac¢enim mohutnosti t¥idy (I) a ¥y pro
mohutnost t¥idy (II). Cantorova cesta od matematické analyzy k ¢isté
teorii mnozin a dva dukazy nespocetnosti s touto cestou spjaté, tj. dukaz
nespocetnosti kontinua a diitkaz nespocetnosti druhé t¥idy ordinalnich ¢i-
sel, pfitom pfivadéji na svét otdzku po mohutnosti kontinua ve smyslu
jejiho vztahu k druhému nekoneénému kardinalu ¥;. Tato otézka, resp.
tvrzeni, ze kontinuum mé mohutnost Ny, a pro jeho podmnoziny tedy
existuji jen dva typy nekonec¢né mohutnosti, je zndma jako hypotéza
kontinua. Jeji obvykla formulace a zobecnéni pro libovolny kardindl jsou
ovSem zavislé na Cantorové druhém, slavnéjsim dikazu nespocetnosti
kontinua a jeho zobecnéni, jimz se budeme vénovat v dalsim oddile.

Nyni zbyva vysvétlit totéz, co u proporci, totiz co déla abstrakta
pfifazend urcitym mnozindm jako jejich kardinaly a ordinaly cisly. Po-
chopitelné jsou to operace, které nesou urcitou podobnost s operacemi
aritmetickymi a maji, kromé ¢isté algebraické zajimavosti, také nezane-
dbatelnou roli praktickou v mechanickém usuzovani, vypoctu typu uspo-
radani, resp. velikosti jistych mnozin z typu, resp. velikosti mnozin jinych.
Kardinalni aritmetika, kterou pfi vykladu jesté parkrat vyuzijeme, je za-
lozena na nasledujicich tfech definicich, zavedenych explicitné Cantorem
[1895/1897, § 3, 4]: Pro kardindly x = |A| a A = | B| necht

K+ AL (A x{0}) U (B x{1})],

Kk x A A x B,
WA e[ AB].
7Z téchto operaci komentar nevyzaduje pouze nasobeni, snad jen, Ze jeho
znak zpravidla vynechavame, tj. pisSeme xA. U s¢itani predstavuji 0 a 1
libovolné dva neidentické prvky, které vychozi mnoziny A, B rozruzni,
tj. zabrani existenci spoleénych prvki. Symbolem A” znacime systém
v8ech (totélnich) funkci z B do A ve smyslu zobecnéného kartézského
souinu mnoziny A, indexovaného mnozinou B. Ten je pro systém mnozin
{4; | i € B} definovéan jako

[T Ai 4 {f totalni | f: B — U,ep 4i A (Vi € B)(f(i) € Ai)}.

i€EB

Jiz zavedené A; x As X - -- X A, 1ze nyni chapat také jako Hie{l,...,n} A;,
i kdyz se v prvnim pfipadé jednd o mnozinu n-tic {ai,...,a,), zatimco
v druhém mame mnoziny {(1,a1),...,{(n,a,)}. To je ale nevyznamny
detail. S uvedenou definici v ruce mizeme zavést zobecnéné s¢itani a
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néasobeni kardindli, kde pro x; = |4;| pro A; z {A; | i € B} polozime

Zf%d:e‘c Hliz‘d:ef HAi

i€B i€cB icB

Ui x {i})

icB

Je véci bézné rutiny ovérit, ze jsou prislusné operace definované neza-
visle na vybéru reprezentantii a zZe splinuji obvyklé vlastnosti svych arit-
metickych protéjskt, predevsim komutativitu a asociativitu u +, x a
distributivitu x vici +. Pro mocnéni plati k) = Ak (KA)H = KHAH,
(k*)* = kM. Dalsi podrobnosti si uSetiime. Zminime ale, e ordinalni
aritmetika se s tou obvyklou rozchazi jiz v téchto bodech, kdyz napft.
ordinalni s¢itani, odpovidajici ptidélovani typu usporadani za sebe polo-
zenych usporadanych mnozin, obecné nekomutuje, jak je to snadno vidét
na prikladu 1+ w = w # w + 1. Obecné zasady ordindlni aritmetiky za-
odchylek dockdme v omezeni na ¢isla nekonecénd, jak je to prominentné
vyjadieno rovnosti

K+ A=k X A=max{k,\}.

Ta plati primarné pro kardinaly explicitné zavedené jako X, tj. odvozené
z dobfe usporadatelnych mnozin, obecné az za predpokladu axiomu vy-
béru, jak to alespon z ¢asti vyplyne z dalsiho vykladu. Tuto rovnost si
je uzitecné zapamatovat jako instanci obecnéjsiho:

Zni =max {|I|,sup{x; | i € I}}

el

pro x; nenulova a I nebo nékteré k; nekonecné. Pristi kapitola bude
vénovana vztahu

K< 27,

jehoz dtikaz je co do mnozinové-teoretickych predpokladi zcela neproble-
maticky, ba kiistadlové jasny. Brzy uvidime, Ze s predpoklady filosofickymi
je tomu pravé naopak.

2.9 Hypotéza kontinua

Svij slavnéjsi dikaz nespocetnosti kontinua podal Cantor roku 1891
v prednasce uvetejnéné v élanku Uber eine elementare Frage der Mannig-
faltigkeitslehre [1892], a to pfimo v jeho obecnéjsi verzi, z niz se usuzuje,
ze Tada rtznych velikosti nekoneden nemiize mit horni mez, a neni tedy
v zddném pripadé vycerpana nekoneé¢nymi mohutnostmi podmnozin kon-
tinua, nebot ke kazdé mnoZiné existuje mnoZina mohutnosti vétsi. —
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Principem tohoto dikazu je tzv. diagonalni metoda, kterd mé ve filosofii
matematiky prominentni postaveni nejen proto, Ze je s ni a s dtsledky,
které s sebou nese, spjata fada ideovych kontroverzi, napft. pravé v otazce
existence vyssich mohutnosti a jejich interpretace, ale i diky tzké vazbé
na nékteré z logickych paradoxi, jak se s nimi sezndmime v pristich
kapitolach. Pfitom to byla pravé udivujici jednoduchost Cantorova ar-
gumentu, kterd zajistila a stale zajistuje teorii mnozin obecného prijeti
u vétsiny matematik a mnoha filosofi. Z didaktickych divodi za¢néme
jeho specialni verzi, z niz plyne pouze nespocetnost kontinua.

Uvaha postupuje sporem, tj. predpokladame, Ze je kontinuum, tj.
obor R, spocetné. To znamena, Ze existuje jednoduché vycisleni, v némz
se na néjakém misté objevi kazdy z jeho prvkl. Ve vlastni konstrukci
hraje urcitou roli volba reprezentantti, my ramcové vyjdeme z libovolnych
posloupnosti pfirozenych ¢éisel neboli zobrazeni N do N. Jedna ¢ast (<)
dale predpokladané rovnosti

Rl = N]

pfitom plyne z toho, Ze mé kazdé redlné ¢islo desetinny rozvoj (zapornéd
¢isla obsdhneme tfeba tak, ze nechame prvni ¢islo posloupnosti reprezen-
tovat znaménko), druhé (>) z toho, Ze kazdy nekoneény fetézovy zlomek
urcuje prave jedno ¢islo z R. Nyni jiz k zajimavéjsim vztahtim.

Predpokladéme, 7e méame vy¢isleni mnoziny NV, tj. néjakou (meta)-
posloupnost F' posloupnosti f1, f2, fa, ...€ NV, pridemz plati F(z,y) =
fz(y) = az 4 € N, 2,y € N. Jadro konstrukce spo¢iva v uvazeni diagonaly
ai1, 62,2, 433, - .., neboli posloupnosti

d(x) = F(SL’,Z’) = fm(x) = Qg z-

Ta se mezi prvky vycisleni klidné mutze vyskytovat, tj. predpoklad, ze
pro né&jaké n plati f,(z) = d(z) pro kazdé x, nevede ke sporu. To uz

fi ai1 Q12 a1z 0G4 A15 Ga16 A17
f2 a1 Q22 023 dA24 Q25 426 427
f3 az1 asz2 aggyg a3z4 AaA35 G366 A37
f4 Qg1 Q42 Q43 Qg4 A45 Q46 A4,7
fs as1 as2 as3 ass ass As6 G5y
fe aes,1 Gg2 63 QA4 Gg5 Qg6 06,7
I ary1 ar2 Gar3 Aar4  Grs  are ATy

Obrazek 2.5: Diagonalizace kontinua

ale neplati o posloupnosti, kterd z uvazovaného vycisleni F' vznikne,
jestlize diagonalni posloupnost v kazdém c¢lenu néjak deformujeme, tj.
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prejdeme-li od posloupnosti d nap¥. k posloupnosti d’ takové, ze d'(x) =
d(xz) + 1. Kdyby totiz existovalo n takové, ze f,(x) = d'(x) pro kazdé
x, pak musi platit i f,(n) = d'(n) = d(n) + 1, coz nelze, nebot a, , =
fa(n) =d(n)=dn)+1=F(n,n)+1= f,(n)+1=a,,+1. Divod je
jednoduse ten, ze se d’ od libovolného prvku vy¢éisleni F' lisi pfinejmensim
v jednom, totiz diagondlnim ¢lenu. JelikoZ je d’ dobie definovany prvek
NN7 znamena to, ze vycisleni F' nemohlo byt totalni, tedy ze

|M<Wﬂ=my

Prvni zobecnéni tohoto argumentu se tykd mnoziny vsSech podmnozin
N, kterou budeme obecné — tj. v aplikaci na libovolnou mnozinu M —
znadit jako P(M), v tomto ptipadé tedy P(N), a hovotit o ni jako o PO-
TENCI mnoziny M. Jelikoz je v Cantorové pojeti kazdd mnozina uréena
vyhradné svymi prvky, lze kazdou mnozinu X C N prezentovat pomoci
posloupnosti jednicek a nul, symbolizujicich, zda je pfislusné pfirozené
¢islo prvkem X ¢ nikoli. Obecné se totalni funkei f : M — {0, 1}, pro
niz plati

1 jestlize z € X,
flz) = s
0 jestlize x ¢ X,

fikd CHARAKTERISTICKA FUNKCE mnoziny X C M. Mnozina {0, 1}M

&, jak se nékdy pise, 2™ vsech takovychto funkei mé zjevné mohutnost
P(M), plati tedy i vztah

[P(N)| = [2N].

Aplikujeme-li nyni vyse uvedené diagonalni schéma na 2V, coz znamena
jednoduse uvazovat néjaké vy¢cisleni F(z,y) = f.(y) viech funkci f, € 2N
pro z € N, pak podobnou tvahou jako dfive dospéjeme nejprve k diago-
nalni funkci d(z) = F(z, ), a nasledné k jeji deformaci d'(x) takové, Ze
d'(z) = 1 tehdy a jen tehdy, kdyz d(xz) = 0. Tato funkce pak reprezen-
tuje podmnozinu F pfirozenych cisel, ktera se v uvedeném vycisleni F'
zarucené nevyskytuje, a musi tedy platit

IN| < [2V] = |P(N)].
Pomoci binarni reprezentace realnych ¢isel 1ze snadno dokézat, ze plati
[P(N)[ = IR],

v dusledku ¢ehoZz muzeme k mohutnosti kontinua referovat skrze libo-
volnou z mnozin NV, 2V, P(N). HYPOTEZU KONTINUA (CH) je pfitom
zvykem formulovat takto

N0 — N
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Druhé a finalni zobecnéni diagonalniho argumentu se tyka libovolné mno-
ziny M, resp. jeji potence P(M). Vezmeme-li néjaké zobecnéné ocislovani
mnoziny P(M) prvky z M, tj. funkci F' takovou, ze F(x,y) = f.(y), kde
fr € 2M a 2 € M, pak podmnozinu F, jejiz charakteristickd funkce se
v uvedeném ocislovani nevyskytuje, ziskame zcela analogicky, tj. uvaze-
nim funkce d’ takové, ze d'(z) = 1 tehdy a jen tehdy, kdyz f.(xz) = 0,
pricemz

E={xz|d(z)=1}.

Pro nézornost muzeme jesté cely vysledek prezentovat ve formé véty,
podle niz zaddné zobrazeni g : M — P(M) neni surjektivni, kde zobrazeni
g odpovida vyse uvedenému vycisleni F'.

Dikaz: Mame-li néjaké zobrazeni g : M — P(M), staci uvazovat mnozinu

E={x]x¢g(x)}

prvki, které nejsou prvky svych obrazi. To neni zjevné nic jiného nezli
deformovana mnozina vyse popsané diagonalizace. Kdyby bylo zobrazeni
g surjektivni, musela by byt mnozina E obrazem néjakého prvku e € M,
tj. pro néjaké e by muselo platit g(e) = E. Pfezkoumame-li nyni moznosti
e € E ae ¢ E, dosp&jeme pokazdé ke sporu, nebot e € E tehdy a jen
tehdy, kdyz e ¢ g(e) = E, a vice versa. Z toho plyne, ze kazdé vyéisleni
g prvkid P(M) miji mnozinu F, definovanou k nému vyse uvedenym
zptisobem, a neni tedy surjektivni. a

Tvrzeni |M| < |P(M)] je v literatufe zndmo jako CANTOROVA VETA.
Lze bez nadsazky fici, ze timto vysledkem, vedoucim k hierarchii vétsich
a vétsich nekonecen:

N, P(N), P(P(N)), P(P(P(N))), - -,

teprve zacala éra emancipované teorie mnozin. Hypotéza kontinua, Can-
torem [1878, s. 132] formulovan4 relativné brzo, identifikuje tento oka-
mzik s prolomenim hranice kontinua, pfi¢emz u Cantora [1883a, s. 192 n]
nachézime i ndznak jejiho zobecnéni, tzv. ZOBECNENE HYPOTEZY KON-
TINUA (GCH)

2ND‘ = Na+17

totiz v predpokladu, ze N, P(N) a P(P(N)) coby mnozina piirozenych ¢i-
sel, jejich potence a mnozina vSech realnych funkci reprezentuji t¥i prvni
mohutnosti. Pies veSkerou snahu se ovSsem Cantorovi uvedené tvrzeni
dokazat nepodarilo, coz pravem povazoval za velkou ranu externi plauzi-
bilité svého systému. Hypotéza totiz predstavuje pfirozené spojeni obou,
tedy pravé popsané kardinalni a ordinalni transfinitni fady.
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Nemoznost dtikazu hypotézy kontinua ve smyslu jejiho odvozeni
z obecné piijimanych principti ukdzal az Cohen [1963/1964], pfiGemz
Godel [1938] jiz diive pfedvedl, Ze CH neni na bazi stavajicich axiomi
vyvratitelnd; thrnem se tedy jednd o tzv. nezavislé tvrzeni, rozuméj:
nezavislé na danych axiomech. Na druhou stranu hypotéza kontinua do-
kazatelna je, predpokladame-li, Ze lze celé mnozinové univerzum popsat
pomoci jistych konstruktivnich principt s fadou ordinélnich ¢isel jakozto
jeho kostrou, jak to vyjadiuje tzv. axiom konstruovatelnosti. Néco k tomu
fekneme jesté v kapitole 6.

Vazba kardinalnich ¢isel na ¢isla ordindlni je pfitom zadouci jesté
z jiného diavodu, ktery jsme vlastné jiz implicitné vyuzili, kdyz jsme
hypotézu kontinua formulovali ve vySe uvedené podobé 280 = Ry, nikoli
jako prosté tvrzeni (Ch):

Mezi Rg a 280 neexistuje jina kardinalita.

Prvni prepis totiz implikuje, Ze lze mohutnost kontinua vyjadfit pomoci
néjakého alef, tedy Ze lze kontinuum dobre usporadat, a tim porovnat
co do velikosti s N;. Obecnéa srovnatelnost kardinalit ale z implicitni de-
finice jejich rovnosti a definice jejich usporadani nijak nevyplyva, ackoli
ji Cantor také predpokladal jako trividlné platnou. Zermelo ji umoz-
nil roku 1904 pravé diikazem VETY O DOBREM USPORADANI ( Wohlord-
nungssatz, well-ordering theorem, déle také WO), podle niz lze kazdou
mnoZinu dobfe usporadat. Predpoklddame-li totiz platnost WO, je dui-
kaz véty o srovnatelnosti trividlni. Cantor jiz v Beitrige [1895/1897,
s. 319] ukazal, Ze dvé libovolnd dobra usporadani jsou budto izomorfni,
nebo existuje pocCatecéni segment jednoho, jenz je izomorfni s druhym.
Uspotradani ordinédlnich ¢isel je tedy linedrni a my mutzeme piejit k VETE
O SROVNATELNOSTI KARDINALIT:

Pro mnoziny X, Y plati bud | X| < |Y[, nebo Y] < |X].

Jsou-li libovolné dvé mnoziny X, Y dobfe usporadatelné, znamena to,
Ze jim odpovidaji néjaka ordindlni ¢isla a, (3, popisujici typ jejich uspo-
fadani. Témto ¢islim ale jiz odpovidaji néjaka alef (X) coby nejmensi
ordinaly mohutnosti a a (3, resp. mnozin vSech jejich pfedchudci. Coby
ordinaly jsou opét srovnatelné.

Stejné jako hypotéza kontinua byla i véta o dobrém usporadani
zprvu jen domnénkou Cantorovy teorie. Jeji sirokéd aplikovatelnost vsak
vedla brzy k tomu, ze ji Cantor udélil nejen status principu spojujiciho
méfeni mnozin s jejich usporadanim, ale dokonce principu urcujiciho, co
jesté 1ze povazovat za mnozinu a co nikoli. V této funkci se s WO jesté
setkdme pri liceni Cantorova stfetu s mnozinovymi paradoxy. Pozdéj-
Simu pfijeti véty do kdnonu mnozinovych principt oficidlné branila jeji
souvislost s axiomem vybéru, resp. nékteré kontraintuitivni dtsledky,
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které ma. Pivodné tomu bylo ale spise naopak, tj. axiom vybéru se stal
problematickym proto, ze byl vyuzit k dikazu dobrého uspotfadani li-
bovolné mnoziny, specidlné kontinua. Z hlediska vyse uvedenych variant
hypotézy kontinua si je proto tfeba zapamatovat, ze jsou si ekvivalentni
za podminky pfijeti axiomu vybéru. Bez ného je prvni verze hypotézy
kontinua (CH) silnéjsi nez druhd (Ch), a rovna se az jeji konjunkci s tvr-
zenim, Ze lze kontinuum dobie uspotradat, tj. 28 je alef. Pak dostavame
Ry < Ny < 280 3 p¥islusny zévér nasleduje. Zminéna nezévislost hypotézy
na obvyklé axiomatizaci teorie mnozin se pritom tyka také jejiho rozsi-
feni o axiom vybeéru, tj. nesejde na tom, zda jsme ji formulovali v silnéjsi
nebo slabsi verzi.

To vSechno ale jsou objevy a rozliSeni podstatné novéjsiho data.
Mezi vyznamné vysledky Cantorovy éry v oblasti poméfovani mohutnosti
mnozin lze jmenovat predevsim Cantorovu-Bernsteinovu vétu:

Z platnosti | X| < |Y] a |Y] < |X]| plyne | X| =Y.

Tu jsme jiz dokazali dfive. Cantor, jak jsme zminili, tuto vétu nedokazal,
ucinil tak ale jeho zak Felix Bernstein. Dalsim pozitivnim vysledkem bylo
jiné podminéné tvrzeni, zndmé jako VETA CANTOROVA-BENDIXSONOVA:

Je-li M C R uzaviend, lze ji rozlozit na perfektni mnozinu M*,
kde M* = M) pro spocetné v, a spofetnou mnozinu A.

Dukaz: Vychodiskem je pozorovani, Ze klesajici posloupnost M’ > M" >
M" > .- derivaci musi terminovat ve spocetné mnoha krocich. Mé&jme
tedy néjakou takovou posloupnost (M (“))a<7, indexovanou ordinalem
v, o némz chceme dokazat, Ze je spocetny. To by slo snadno, kdyby
v kazdém rozdilu M (@) — M (e+1) bylo néjaké racionalni &slo, nebot téch
je jen spocetné. K tomu ale nejsme v obecném pripadé opravnéni. Na-
misto toho vyuzijeme neprazdnych otevienych racionalnich intervali, tj.
takovych intervalii (a,b), kde a,b € Q. Téch je rovnéz spocetné, a lze
je tak uspofadat v posloupnost (I,),en. Déle uvazujeme posloupnost
(Na)a<~ mnozin takovych, ze Ny := {n € N | I, N M(®) # 0}, o ni# tvr-
dime, ze je rovnéz klesajici. Vztah Ng C N, pfitom plati trividlné pro
vSechna o < < ~. Z predpokladu existuje pro kazdé a < ~ néjaké
r € M@ — M@+ Plati, 7e N, :== {neN|zcI,} C N,. Kdyby
nyni pro viechna n € N, platilo, ze M@+ NI, # @, byl by = hro-
madnym bodem mnoziny M1 coz neni mozné, nebot je uzavien.
Existuje tedy n € N, C N, takové, Ze n ¢ Nyy1, coz jsme chtéli doka-
zat. Nyni pro A := {a | a < v} vezméme zobrazeni g : A — N takové,
ze g(a) = min(N, — Noy1). To je injektivni, a v tudiz spocetné.

7 predchoziho plyne, Ze posloupnost derivaci uzavrené mnoziny M
konéi po spo¢etné mnoha krocich 4 u perfektni mnoziny M* = M) =
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MO+ C M, ktera se nazjva jejim PERFEKTNIM JADREM. Zbyva doka-
zat, Ze je mnozina M — M™*, nazyvand téZ mnozinou SKRYTYCH IZOLOVA-
NYCH BODU, spocetné. To vyplyne z obecnéjsiho tvrzeni, podle néhoz je
mnozina B = M — M’ izolovanych bodt spodetné vzdy, tj. pro libovolné
M C R. Definujme zobrazeni f : B — N tak, Ze f(x) je nejmensi n € N
takové, ze x € I,, a I, "M = {x}. Takové n vidy existuje pravé proto, Ze
je x izolovanym bodem M. Zobrazeni f je injektivni, nebot z predpokladu
f(z) = f(y) dostavame diky {x} = I,y N M = I,y N M = {y} rovnost
x = y. Tim padem je B spocetna. Spocetnost A = M — M* ziskdme
nyni snadno diky vété o spocetnosti spocetného sjednoceni spocetnych
mnozin, totiz rozdilt M(®) — M@+ pro o < +. Plati, 7e M = M* U A
aM*NA=0. O

Vyznam véty spociva v tom, ze z ni plyne platnost hypotézy kontinua
pro specialni pfipad uzavienych podmnozin, neboli véta:

Je-li P C R uzaviend, pak je bud spocetné, nebo ma mohutnost
kontinua.

I zde je ovsem zapotiebi nékolika netrivialnich tvrzeni, z nichz nejvy-
znamnéjsi je lemma, podle néhoz mé kazda perfektni neprazdna pod-
mnozina kontinua jeho mohutnost. To by se zprvu mohlo zdat trivialitou,
kdyby totiZ jedinymi neprazdnymi perfektnimi mnozinami byly uzaviené
intervaly ¢i alespoii mnoziny, které takové intervaly obsahuji, nebot pro
[a,b] plati |R| = [[a,b]| na zdkladé diive pfedvedenych bijekci. Cantor
ovSem ukazal, Ze existuji perfektni neprazdné mnoziny, které neobsahuji
vibec zadny interval, a jsou v tomto smyslu totalné nespojité neboli:
tvoii DISKONTINUUM. Tento piipad bylo proto tfeba oSetfit zvlast, tj.
dokazat, ze mohutnosti kontinua a diskontinua koinciduji. Mame-li tento
dtikaz, jejz ovéem piedvadét nebudeme,?! je ditkaz hypotézy kontinua
omezené na uzaviené podmnoziny snadny. Je-li M takova mnozina kon-
tinua, pak je bud spodetnd, nebo nespocetna. V druhém pripadé existuje
jeji rozklad M* U A, kde M* musi byt neprazdna a perfektni. Tudiz plati
i |M*| = |R| podle zminéného lemmatu, ¢ili i |M| = |R|.

Vétu Cantorovu-Bendixsonovu dokdzal Cantor [1884, s. 221 n] v po-
slednim ze série svych ¢lanki o linedrnich mnozinach bodu poté, co v pa-
tém clanku [1883b, s. 193] pfislusné tvrzeni pfehnal a byl na pravou miru
uveden studii Mittag-Lefflerova zdka Ivara Bendixsona [1883]. Od ko-
rolaru, ktery jsme prezentovali jako dil¢i pripad hypotézy kontinua pro
uzaviené mnoziny, si Cantor [1884, s. 244] v téze sérii sliboval rozsifeni na
libovolnou podmnozinu kontinua, a to prostfednictvim konstrukce uza-
viené mnoziny M mohutnosti Ny. Z jeji nespocetnosti by plynula exis-

[29] Viz tfeba Deiser [2004, kap. 12].
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tence perfektniho jadra mohutnosti R, z ¢ehoz by jiz plynuly rovnosti
|R| = |M| = R;. Tato idea bohuzel nefunguje. !>’

2.10 Kontinuum a diskontinuum

S koncem predeslého oddilu jsme dospéli do stavu, v némz by ndm mélo
byt alespon ramcové jasné, v ¢em spocival pfinos teorie mnozin k za-
kladiim matematiky, zejména pak k programu konceptualizace analyzy.
Tim je v prvni fadé uziti abstraktnich metod, jejichz povahu jsme zhruba
opsali na predchozich strankach. Stejné tak by ndm meéla byt bliZze zndma
odvracené strana tohoto pristupu, totiZ mnohé neurcenosti ve zcela za-
kladnich pojmech, ¢imz momentalné myslime pojmy a tvrzeni, kvtli nimz
byla cela redukce podniknuta. Negativni primat v tomto ohledu drzi hy-
potéza kontinua. Situace se ale je$té zhorsi, kdyz se neurcenost pfenese
i na pojmy vlastni, totiz Cisté teorie mnozin. K tomu dojde predevsim
v souvislosti s mnozinovymi paradoxy a zasaZzena bude nejen oblast kar-
dinalnich a ordinalnich ¢isel ale i samotny pojem mnoziny.

Skutecnost, ze Cantor objevivsi se antinomie na rozdil od problémi
typu hypotézy kontinua nepovazoval za vazné ohrozeni svych vyzkumi,
miiZze byt potvrzenim toho, Ze je mél za pojisténé jejich zakotvenim v te-
orii redlného cisla, a neobéval se tedy, Ze by je mohl ¢ekat osud meta-
fyziky hynouci ve vzduchoprazdnu svévolnych pojmii a nezdivodnénych
diferenci, kde je mozno tvrdit cokoli, a tudiz nic. Objektivni sila Can-
torovych vét a dikazl pritom spociva v jednoduchosti uzitych pojmu a
argumentacnich forem, mezi nimiz vynikd jak zavedeni uplného oboru
redlnych cisel skrze koncentrované posloupnosti ¢isel raciondlnich, tak
vykfesani teorie ordinali z problematiky iteraci mnozinovych operatora
na specificky definovaném kontinuu, pfedevsim vSak diagonalni argument
pro nespocetnost kontinua, véetné jeho zobecnéni ve prospéch existence
mnozin vétsich a vétsich mohutnosti. Jednoduchost ovSem neni krité-
riem spravnosti, a to, ze je néjaky argument obecné prijiman, jiz teprv
ne. Prozkoumat, v jakém smyslu jsou tedy Cantorovy zavéry, predevsim
ve vztahu k povaze nekonecna, opravnéné, je prvoradou povinnosti filo-
sofie matematiky. Dostavame se zde pritom do stejné situace jako dfive
u Bolzanova ‘ditkazu’ véty o mezihodnoté, totiz k otazce, zda je skutecné
tak jasné, o Gem (mnozinach, jejich potencich, jejich mohutnostech) ho-
vofime, tedy jak mame vymezeny pojem pravdy, abychom mohli néco
jiného, v tomto pripadé Cantoruv diagonalni argument, povazovat za
dikaz. Nejde v Cantorové uvaze tfeba jen o jakési upozornéni, Ze je po-
jem realného cisla tfeba uzivat jinak nezli pojem ¢isla pfirozeného?

Neptimou podporu tomuto kritickému ¢teni dava pritom uz okol-
nost, na kterou nejspiSe jako prvni upozornil Weyl [1918], totiz ze se

[30] Srov. Hallett [1984, s. 90 nn).
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takto bezstarostné uzivané pojmy mnoziny, predevsim tedy obraty jako
“vSechny podmnoziny ptirozenych cisel” ¢i “vSechny posloupnosti pfi-
rozenych ¢isel”, ukazuji velmi brzy jako velmi problematické, konkrétné
v nevyjasnéném vztahu velikosti kontinua |R| = |P(N)|, obecné pak ve
vztahu k jiz zminénym pravidlim konstituce abstraktnich obort. Do-
spivame-li totiz k predmétnym oborim skrze kritéria identity zvolenych
reprezentaci, musime nejprve stanovit, co lze a co nelze povazovat za
jméno libovolné mnoziny ¢i posloupnosti a jak budou vypadat prislusné
identity. Ani Frege, jenz si tuto povinnost uvédomil v plné §ifi, ovSem
netusil, na jakou skalu problémi v tomto zdanlivé bezkonfliktnim dkolu
natrefi. Jiz to mluvi proti ‘pfirozenosti’ ¢i ‘ontologickému primatu’ te-
orie mnozin, jak se i dnes ukryvaji v néazoru, zZe je jakymsi rdmcem,
pracovni plochou matematiky ¢i dokonce logiky, vymluvné shrnutém ve
zndmém Hilbertové vyroku o Cantorové raji, z néhoz se matematici jiz
nenechaji vyhnat. Je mozna ironické, i kdyz na druhou stranu pocho-
pitelné, ze prvni vazné otfesy, které Cantortv raj postihly, pfisly pravé
v disledku pokusil postavit jej na pevnéjsi, 1épe kontrolovatelny zéklad
v ramci studia uzitych vétnych a inferen¢nich forem. Tém se budeme
podrobné vénovat v dalsi kapitole.

Nezli k ni ovSem prejdeme, zminme se jesté stru¢né o tom, co Can-
tor sdm povazoval za definitivni vysledek svych pokust o zachyceni pod-
staty kontinua, tj. o jeho findlni charakterizaci tohoto pojmu v abstrakt-
né-konceptualnim slovniku. Vyznamnou roli pfi tom hraje pojem Canto-
rova diskontinua, jejz lze pres sugestivni nazev velmi rychle odkryt jako
Cisté technicky, tj. filosoficky nezajimavy. Samo diskontinuum se poprvé
objevilo v Cantorovych Grundlagen [1883a, s. 207] také v ramci studia
perfektnich mnozin coby ptiklad perfektni mnoziny, kterda ‘neni husta
v zddném intervalu’. Podle Cantorovy definice [1879, s. 141]:

Mnozina M je HUSTA V INTERVALU I, je-li kazdy bod intervalu
I aproximovan body M, &li I C M’.

Z hustoty mnoziny M v intervalu I plyne, Ze pro kazdé dva body a,b € I,
kde a < b, existuje bod ¢ € M takovy, ze ¢ € (a,b), ¢imZz se ndm spojuji
definice hustoty skrze usporddani a uzavérovou operaci derivace, nebot
tento vztah plati i obracené. Shriime pro prehlednost dosavadni definice
hustoty.

(1) Hustota prostd (absolutni) mnoziny M je vyskyt prvku c tako-
vého, ze a < ¢ < b pro libovolné dva prvky a,b € M takové, ze
a <b.

(2) Hustota mnoziny N v mnoZiné M (relativni hustota) je vyskyt
prvku ¢ € N s vlastnosti a < ¢ < b pro libovolné dva prvky
a,b € M takové, ze a < b.
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(3) Mnozina M je hustd v sobé, jestlize M C M’, tj. jestlize neob-
sahuje zadné izolované body neboli kazdy jeji prvek lze aproxi-
movat néjakymi jinymi prvky z M.

Relativni hustota implikuje absolutni hustotu obou mnozin, jestlize N C
M. Z hustoty mnoziny v R plyne jeji hustota v sobé, nikoli naopak.
Z hustoty mnoziny v sobé neplyne ani jeji hustota prosta. Mnozina husta
v intervalu I nemusi byt hustd v sobé, neni-li totiz v I zcela obsazena.
Jestlize v ném ale obsazena je, pak je nejenom hustd v sobé, ale i husta
prosté.

Diskontinuum je naopak prikladem mnoziny, kterd je husta v sobé,
ale neni hustd v zadném intervalu kontinua, coz znamena, ze pro kazdy
interval I C R existuje interval J C I, v némz se nevyskytuje zadny
bod dané mnoziny. Z toho jiz plyne, Ze dand mnozina neobsahuje zadny
interval, jak jsme to pfi charakterizaci diskontinua zminili dfive. Opa¢na
implikace ovSsem obecné neplati, tj. mnozina, kterd neobsahuje zadny
interval, napf. mnozina racionalnich ¢isel, mtze byt hustd v néjakém
(¢i dokonce v kazdém) intervalu kontinua. To se vSak netykd mnozin
uzavienych, nebot kdyby takovidto mnozina M byla hustd v né&jakém
intervalu I, tj. kdyby platilo I C M’, musela by jej s ohledem na M’ C M
jiz obsahovat, v rozporu s predpokladem. Na pozadi Cantorovy teorie
neni pritom konstrukce diskontinua nijak konceptualné komplikovana:

CANTOROVYM DISKONTINUEM ¢i téZ CANTOROVOU MNOZINOU
nazyvame mnozinu vSech redlnych cisel ¢, jejichz ternarni zapis
¢ = 0,cicac3 . .. sestava pouze z &isel 0 a 2, tj. ¢; € {0,2} pro
i € N. Znacime ji CD.

Prifadime-li k tomuto abstraktnimu popisu také popis nazorny, pak rek-
neme, ze diskontinuum vzniké sukcesivnim délenim daného intervalu na
tTi stejné ¢asti a naslednym vynechavanim prostiedni z nich. To odpovida
vypousténi ¢isla 1 z ternarni reprezentace. Zac¢iname pritom intervalem
[0,1], tj. odstranime interval (%, %), a pokracujeme v podobném déleni
intervalti zbyvajicich. V jednotlivych krocich tak mdme mnoziny

Cl = [0, 1],
k k+1
Cn+1 = Cn n U |:3_n’ 3—n:|
0<k<3™
k sudé

pro n € N, pricemz plati

CD = ﬂ Cp.

neN
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Cantorova mnozina je zjevné vysledkem pruniku klesajici posloupnosti
uzavienych, omezenych a neprazdnych podmnozin. Jako takové je také
uzaviend a neprazdna. Tim jsme ziskali dikaz ¢asti ohlaseného tvrzeni:

CD je perfektni mnozina, kterd neobsahuje zZadny interval a mé
mohutnost kontinua.

Diikaz: Abychom dokazali perfektnost, musime vedle uzavienosti CD do-
kazat, Ze je hustd v sobé. To znamend, Ze kazdy bod ¢ € CD je hro-
madnym bodem této mnoziny. Kazdé c je pritom dano svym ternarnim
zapisem, jejz si lze vizualizovat jakozto proces lokalizace ¢ v nékterém
z tfetinovych intervald. Hodnota ¢,, = 0 znamen4, Ze byl v kroku n umis-
tén do levé, ¢,, = 1 do prostfedni (pfi¢emz tento pfipad z definice nepii-
padd v uvahu) a ¢, = 2 do pravé ¢asti dale déleného intervalu. Kondi-li
rozvoj trividlné, je ziejmé, Ze byl bod od jistého okamziku umistovan
stéle vlevo a s ohledem na vynechévani prostfedni ¢asti jej 1ze body CD
aproximovat pouze zprava. RozliSme proto dva pfipady. V prvnim nemé
¢islo ¢ = 0, c1cacs . . . trividlni rozvoj, tj. pro kazdé m > 1 existuje n > m
takové, ze ¢, # 0. Uvazime-li tedy mnozinu C = {0,c1c2...¢, | n > 1},
je ¢ jejim suprémem a diky ¢ ¢ C i hromadnym bodem, pfi¢emz zjevné
C C CD. V druhém piipadé trividlni rozvoj mé, coz znamena, Ze exis-
tuje k > 0 takové, ze ¢y #0 a c=0,c; ...c,. Nyni musime konstruovat
prislusnou aproximaci zprava, tedy ukéazat bod ¢ jako infimum. Uvazme
proto mnoZinu D = {c+ 3% | n > k}. Plati opét, ze D C CD, c je in-
fimum D a ¢ ¢ D, tedy ¢ je hromadnym bodem D, tim piddem i mno-
ziny CD.

Nyni dokazme, ze CD neobsahuje zadny interval [a, b] C [0, 1]. Kdyby
ano, pak existuji n € N a k € Ng takové, ze k < 3" a l = [3%, k;l] -
[a, b]. Podle konstrukce CD je ovSem zfejmé, Ze jsme v (n + 1)-tém kroku
z intervalu I vynali jeho stiedni ¢ast (354, 3542). To je samoziejmé
v rozporu s predpokladem. Posledni bod dtkazu, tj. fakt, ze ma CD
mohutnost kontinua, plyne snadno z ivahy nad ternarnimi rozvoji ¢isel
v CD. Kazdé z nich méa jednoznaény rozvoj uvedeného typu, tj. dany
posloupnosti ¢isel 0 a 2, nebot alternativni reprezentace ¢isel s trivial-
nimi rozvoji musi pouzit ¢islo 1. Zaroven trividlné plati, ze kazdé takto
popsané realné ¢islo je v CD. Z toho jiz dostavame

D = |{0.2}"] = 2] = R,
a dikaz je tedy dokoncen. a

Lze dokazat, ze kazda neprazdna podmnozina R, ktera je perfektni, ome-
zena a neobsahuje zadny interval, je izomorfni Cantorové mnozing, a ma
tim padem jeji mohutnost. Z toho jiz plyne vyse ohlasend verze hypo-
tézy kontinua pro uzaviené mnoziny. Z vécného a historického hlediska
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nas ovSem diskontinuum zajima predevsim jako pfiklad mnoziny, kteréd
by porusila predstavu, Ze lze kontinuum bodud uchopit jako perfektni
mnozinu. To by, samo o sobé&, mohlo vypadat jako absurdni napad, pro-
toze k definici perfektni mnoziny jiz pojem kontinua ve smyslu struktury
jistého typu potfebujeme. V tomto ohledu kritizuje Cantorovu definici
napf. Peirce [1931-1958, § 4121],3% kdyz ¥ika:

[...] perfektni mnozina je definovdna jako obsahujici ‘kazdy
bod’ jisté deskripce. AvSak neni predloZena jedind pozitivni
idea, co jsou tyto body zac: jednd se o definici negaci, ktera
nemuze byt povolena. Kdybychom ji pfipustili, mohli bychom
fici rovnou, Ze spojitou posloupnosti bodu je takova, ktera ob-
sahuje kazdy bod pfimky mezi dvéma okraji.

Na druhou stranu je zfejmé, ze i urcité c¢asti kontinua predstavuji jeho
strukturalni kopie, a 1ze se k nim tedy jako ke kontinuu chovat, zvlasté
kdyz tradic¢ni, napf. Kantovo, vymezeni kontinuity zddrazinuje, Ze casti
kontinua jsou rovnéz kontinui. Na tomto pozadi lze také pochopit Canto-
ruv problém, ktery vyvstal s existenci perfektnich mnozin, které nejsou
husté v zddném intervalu. Cantor ovsem nepozadoval, aby pfislusna per-
fektni mnozina, pretendujici na roli kontinua, byla hustéd v kazdém inter-
valu, pravé proto, ze by musel specifikovat, jaky celek intervala uvazuje,
ale definoval [1883a, s. 194] pomocny pojem souvislé mnoziny:

Mnozina M C R je SOUVISLA (zusammenhdingend), jestlize pro
libovolné dva body a,b € M a c¢islo € € R existuje kone¢na
posloupnost bodu ¢y, c3, ..., ¢, € M takova, Ze vzdalenosti
la — e, |er —cal, - -+ |en—1 — ¢nl, |cn — b| jsou mensi nez e.

Je ziejmé, ze souvisld mnozina M je hustd v kazdém intervalu daném
libovolnymi body a,b € M. Definice navic vyuziva pojem vzdélenosti a
Cantor tak k topologické charakterizaci kontinuity jako perfektni mno-
Ziny pridava charakterizaci metrickou. V souCasnosti se pojem souvislosti
uziva v jiném vyznamu, ktery je ovSem s tim Cantorovym spfiznény. Zmi-
nime se o ném pozdéji, konkrétné v oddile 7.3.

Chéapat Cantorovu definici jako vylepSeni antického vymezeni kon-
tinua je problematické jiz proto, Ze je v rozporu s oficidlni tezi tehdejsi
geometrizované aritmetiky, totiz ze pfimku neni mozné redukovat na po-
sloupnost ¢i dokonce mnozinu bodd, jak to Cantor explicitné ¢ini, ale
Ze je to jen jakysi potenciadlni prostor dalsich déleni, jimz body teprve
vznikaji, resp. jehoz prostfednictvim — jakozto priniky ¢ar — jsou te-
prve definovany. V tomto smyslu, reprezentovaném Aristotelovou analy-
zou kontinua a v ni zuzitkovanym pojmem potencidlniho nekonecna, se

[31] Prestoze mu — v jedné fazi vyvoje jeho mysleni — Cantortiv zpiisob definovani
kontinua jako jisté mnoziny bodu filosoficky i matematicky imponoval. Viz tfeba Zink
[2004].



Struktura realné osy 161

pokousi pozdéji L. E. J. Brouwer a celd konstruktivistickd skola obhajit
tradi¢ni filosoficky pohled na kontinuum a aritmetiku obecné. JelikoZ to
vSak zcela schizofrenicky ¢ini na pozadi Cantorova pojmového ramce, je
jeji prinos k filosofické analyze pojmu kontinuity velmi problematicky.
Jaké prednosti a omezeni s sebou Brouwertv pfistup k zakladim
aritmetiky pfinasi, uvidime v kapitole 7. V nésledujicich kapitolach se
budeme zabyvat jednim z dalsich Brouwerovych terct, totiz myslenkou,
7e lze aritmetiku seriézné budovat teprve na zakladé analyzy a revize
jejich jazykovych forem, ba ze je to jedind mozna cesta, jak se dobrat
adekvatniho vykladu ontologickych zavazkt, které jsou spojeny s feci
o Cislech jakozto predmétech jistych vlastnosti, a vykladu zévazkt in-
ferencnich, souvisejicich s tvrzenim a dokazovanim aritmetickych vét.
7Z této idey vyrusta nejen koncept Fregovy logiky a jeji role v projektu fi-
nalni konceptualizace analyzy, tj. Fregova logicismu, ale i sama myslenka
analytické filosofie coby metody Feseni filosofickych problém.






3 Aritmeticka logika a jeji moZnosti

Otéazka podminek a motivll vzniku moderni logiky je zalezitosti stejné
komplikovanou a komplexni jako problematika vzniku moderni analyzy,
ba v jistém smyslu jesté komplikovanégjsi, nebotf ndm chybi jakdkoli pevné
vyvojova linie, kterou by Slo stopovat vice nez sto let zpét od vydani
Fregovy Begriffsschrift. Navic se nezdd, ze by nés studium dva tisice
let trvajici tradice aristotelské logiky, na rozdil od tradice matematické
analyzy, privadélo jakkoli blize k logice moderniho typu. To samoziejmé
neznamend, ze by se jednalo o zcela nesouvisejici aktivity, u nichz je
shoda jmen pouhym historickym nedopatfenim, jak by se mohl domnivat
ten, kdo si vSiml, Ze logika predfregovska nasla své uplatnéni vyhradné
moderni lezi takika cele v matematice. Chapeme-li logiku jakozto podnik
zabyvajici se otdzkami zdivodnéni platnosti isudk, tj. pfechodd od vét
k vétam, ¢i moderni terminologii, otdzkami inferen¢nich zavazka spja-
tych s vynesenim soudu, predstavuje Aristotelova sylogistika vyznamny
precedens, jejz Frege ‘pouze’ jistym zptusobem upravil a rozvinul. To, ze
v praxi nejsme schopni toto jeho rozsifeni z tradi¢ni logiky odvodit, je
pak déno jednoduse faktem, Ze se Frege na rozdil od Aristotela orientoval
na jiny tsudkovy diskurz, a musel proto zacit ab ovo.

Ackoli tedy Aristoteliv systém nemél na to, co sledujeme, tj. déjiny
¢isla, prakticky zadny vliv, zatimco systém Freguv z nich dilem vyrostl,
dilem se spolu s teorii mnozin podilel na jejich radikalni promeéné, je srov-
nani obou logickych koncepti nejlepsim zptsobem, jak si udélat jasny
nazor na to, co logika je a jak mtze ptispét k feSeni problematiky zaklad®
aritmetiky. Na&s vyklad pfitom musi byt jiz s ohledem na zminény, bez-
precedentni charakter fenoménu moderni logiky ¢astecné ahistoricky, tj.
musime v ném poskocit zhruba o padesat a vice let dopfedu, abychom pak
mohli posoudit racionale nékterych diskuzi, které mély na jeji vyvoj roz-
hodujici vliv. Takto se nas vyklad ¢asto vyznamné protne se standardni
naplni zakladniho logického curricula, které chceme presto, a nebo pravé
proto, Ze je povazovano za elementarni, alespon v hrubych rysech projit
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a kriticky pfezkoumat co do piivodnich cilti a konstitutivnich pfedpo-
kladi. Kriticky rozbor se v této ¢asti bude tykat ovSsem jenom nékterych
pojmit (logickd pravdivost, interpretace), k jinym se teprve dostaneme,
pfipadné znovu vratime.

3.1 Co je platny tsudek?

Vyvojova nespojitost Aristotelova a Fregova systému miize znepokojit
pouze toho, kdo by od logiky ¢i védeckych disciplin obecné oc¢ekaval uni-
formni a vyCerpavajici popis okolniho svéta, perspektivné sjednotitelny
do jakési ‘teorie vSeho’. Logika by v této koncepci poznani méla na sta-
rosti vedeni tisudkt napfi¢ disciplinami, a jeji jednotlivé déjinné instance
by tedy byly jen diléimi kroky v procesu univerzalni kanonizace principt
spravného mysleni a usuzovani, stejné jako je v Popperové [1963] kon-
cepci verisimilitude (p¥iblizovani se pravdé) Einsteinova fyzika dalsim,
byt stile nedokonalym zpiesnénim Newtonovy teorie, ve smyslu lepsi
aproximace skutecného stavu svéta. Paradoxné je tato zdanlivé skromna
teorie lidského poznani bytostné metafyzicka.

Na rozdil od klasické pythagorejské a platonské teorie, jez jsou snad-
no interpretovatelné pragmaticky ve smyslu optimistické hypotézy, podle
niz lze svét kolem nas, tj. vnéjsi, ale i vnitini realitu racionalné vysvétlit
(nebot raciondlni vysvétleni je v posledku to, co je redlnym ¢ini), pfed-
pokladaji empirické, naturalistické a fyzikalistické teorie jiz to, co chtéji
zdivodnit, totiz reglementaci svéta zptsobem, jejz povazuji za néjak pri-
rozeny, napr. do pocitkovych kvalit, atom® nebo objektd vSedniho dne.
Jejich odpovédi na otazku, jak poznavame svét a proc¢ je toto poznani
nedokonalé, jsou tedy v praxi totozné s odpovédi ontologického plato-
nisty:

Svét je ve své existenci na nas nezavisly a nase schopnosti jej
poznat jsou jenom konec¢né, omezené.

V konfrontaci s otazkou, jaké misto tento metavyrok v inkriminovanych
teoriich zaujimé a kdo je garantem jeho spravnosti, se nejcitelnéji uka-
zuje jejich neudrzitelnost. Pokud se na uvedenou otazku proponenti pla-
tonismu (resp. empirismu, naturalismu a fyzikalismu) viibec pokouseji
odpovédét, uchyluji se obvykle k néjaké verzi cimrmanovského ‘kroku
stranou’, jehoz je Popperova verisimilitude typickym prikladem. Tato
vnitiné zivena nedtslednost odsuzuje prislusné doktriny definitivné jako
nedspésné.

Uskali pifstupu, v némz je néktery logicky, resp. védecky systém po-
vazovan za prirozeny, lze v déjinach védy pozorovat prubézné. Frege si
byl napf. na jednu stranu védom nepfimérenosti ocekavani, jez se v ta-
kovémto postoji skryva, kdyz totiz v ivodu k Begriffsschrift [1879, s. V]
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vyslovné zdiraznil, Ze jeho pismo, na rozdil od obdobného pokusu Leib-
nizova, je nastrojem urcenym k jistym védeckym ciliim, jenz nesmi byt
odsuzovany za to, Ze se pro jiné nehodi. Didakticka potfeba néjakych
aplikaci logiky mimo matematiku, na vybrané ¢asti pfirozeného jazyka,
posunula ovSem v praxi toto jeho zakladni, teoretické presvédceni smé-
rem, v némz se mu zakony logiky staly zédkladnimi zdkony pravdivosti ¢i
nejobecnéjsimi pravdami vitbec.[!l Russelltiv paradox byl jenom jednim
z disledkt této promény a zaroven symptomem neblahych konct, k nimz
muze vést a skutecné vedla. K tomu se ale dostaneme az v pristi kapi-
tole. K ilustraci toho, jak oSemetna je predstava pfirozeného kanonu vzdy
platnych tsudkt a pravd, nam nyni poslouzi mnohem starsi a jednodussi
priklad, a to logika Aristotelova.

Je znamo, Ze Aristotelés povazoval za platné nékteré typy tusudki,
které z hlediska logiky moderni, v podstaté jiz v jeji boolovské anticipaci,
obecné platné nejsou. Oznac¢ime-li jednotlivé tvary Aristotelovych vét
obvyklymi pismeny jako:

(a) kazdé A je B (e) Zz&dné A neni B
(i) nékteré A je B (o) nékteré A neni B,

jde zcela typicky o pfechod od véty tvaru (a) k vété tvaru (i) ¢ od véty
tvaru (e) k vét& tvaru (o), nebo o tvrzeni, Ze véty tvaru (a) a (e) nemo-
hou byt zaroven pravdivé, nepravdivé vSak ano. Tyto vztahy byly tradici
uspoiadéany v tzv. LOGICKY CTVEREC, viz obrazek 3.1, zachycujici na-
pri¢ KONTRADIKCI, svisle SUBALTERNACI partikularnich forem formam
obecnym, vodorovné KONTRARNOST obecnych forem a SUBKONTRAR-
NOST forem partikularnich. Kontrarnost znamena zminénou nemoznost

a — kontrarnost e
| e
0] '§{~c’ [0
8 4 > =
c o, o
= %, e
3 4 o D
=] 7.4 o
) S o
&
| ¢ |
i — subkontrarnost — o

Obrazek 3.1: Logicky ctverec

soucCasné pravdivosti, ale pfipustnost soucasné nepravdivosti, subkont-
rarnost je vztah inverzni. Vztah subalternace neplati v moderni logice

(1] Viz Frege [1983, s. 139].
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proto, Ze je obrat tvaru “nékteré A” spjat s existenénim zévazkem vuci
pojmu A, jejz obrat tvaru “kazdé A” nevyzaduje, tj. véta (a) je povazo-
véna za pravdivou i tehdy, je-li A, napf. v zastoupeni pojmu ‘jednorozec’,
prazdny. Z (a) tedy nelze obecné — pii zachovani pravdy — usoudit na
(i), coz znamené pravé to, ze pFislusny prechod neni logicky platny. Ten-
tyZ ditvod mluvi i pro moZnost soucasné pravdivosti (a) a (e), totiz pravée
prfi prazdnosti pojmu A.

Snaha rozhodnout, které (zda klasické, nebo moderni) pojeti vede
ke ‘skutecné’ platnym tsudkam a které ne, je ovsem predem prohrany
boj, nebot pro obé koncepce lze uvést plauzibilni diivody, stejné jako lze
proti nim najit plauzibilni ndmitky. Kazdy jednorozec se napt. zda byt
zivoCichem (a ne tfeba artefaktem) jiz z pojmovych divodi, na druhou
stranu mezi existujicimi zivocichy zadny jednoroZec neni. Sama stavajici
jazykova praxe tedy arbitrem platnosti byt nemuze. Presto plati, Ze na
rozdil od lakavého odkazu ke svétu, jenz se md jednoduse tak a tak, je
jazykovy tizus samoziejmym vychodiskem takovych zdtivodnéni, nebot
pfirozenou otazku, jak se vlastné svét ma, nelze zase TeSit jinak nezli
odvolanim na néjakou stavajici — coz opét znamené nejednoznacnou a
proménlivou — jazykovou praxi. To, zda tedy je ¢i neni s vyrazem tvaru
“kazdé A” spjat existencni zévazek, je problémem stejné povahy, jako
zda lze vSechny véty jazyka smysluplné vméstnat do vyse uvedenych ¢tyt
vétnych tvard, coz znamena: neni to zalezitosti deskriptivné-empirického
badéani, ale vysledkem jistého rozhodnuti. K nému jsme vedeni pravé
problémy vyse uvedeného typu, totiz nejednoznacnosti jazykové praxe a
konflikt1, které z ni vyplyvaji. Ty se snazime pribézné osetfit, elimino-
vat navrhy pfehlednych inferen¢nich systémt, pokud mozno s védomim
nepiimé tmeéry mezi jejich prehlednosti a $ifi potencidlni aplikace. Ve
skute¢nosti je bézna reglementace jazykové praxe do specifickych disci-
plin spoluurcena i tim, jakd schematizace vét a Gsudkd je vzhledem ke
zkoumanému predmétu seznana jako nosné a produktivni.

Pragmatické jisténi garantuje, ze se z konvencné, tj. nikoli ontolo-
gicky zdtvodnénych teorii (at logickych, fyzikalnich ¢i jinych) nestanou
teorie zdivodnéné svévolné, a tim padem viibec. Pragmaticky koncept
zdivodnéni je ovSem externi, tj. nelze jej pouzit v rdmci teorie samé, jako
nema valny smysl fikat, Ze je pfechod od vét typu (a) k (i) platng, pro-
toze v néjakém diskurzu funguje. Za interni divody platnosti néjakého
usudku povazujeme syntakticko-sémanticky model, v jehoz ramci bylo
nejprve, resp. teprve explicitné feéeno, (1) jak vypadd spravné utvorend
véta daného inferencéniho (logického) systému a (2) jak je pro ni, resp.
pro skupiny vét definovdn pojem pravdy a platnosti. To, Ze jsou tyto
pojmy zavadény interné znamenad, Ze pri vlastni aplikaci mimo navrzeny
formalni systém je tfeba pouzit zminéného externiho zdivodnéni (Ze se
tato aplikace vyplati), tj. neni tomu tak, Ze by takovéito projekce byla
mozné automaticky.
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Vezméme opét priklad sylogistiky. Zakladni vétné formy urcuje vyse
uvedend ¢tvefice (a), (e), (i), (o). Tyto formy jsou reprezentované formu-
lemi, z nichz sestava formalni jazyk, syntax pfislusné logiky. Na rozdil
od véty (jazyka piirozeného) je formule (jazyka umélého) pouhym repre-
zentantem formy, tj. neni primarné nositelem obsahu, né¢im, co by bez
dalsiho bylo pravdivé nebo nepravdivé. K podtrzeni tohoto rozdilu mi-
Zeme namisto poloformalnich tvara jako “kazdé A je B” uvaZovat plné
formalni vyrazy jako AaB, ve smyslu objektid zkoumaného formalniho
jazyka, ¢i podrobnéji:

(1) FORMALNI JAZYK SYLOGISTIKY, stru¢né SL, tvofi pojmova
pismena Py, Ps, P3, .... (2) SYLOGISTICKOU FORMULI nazy-
vame kazdy vyraz tvaru AaB, AeB, AiB, AoB, kde A, B jsou
libovolna pojmova pismena.

Kanonickym tsudkovym pravidlem Aristotelova systému, neboli tzv. KA-
TEGORICKYM SYLOGISMEM, je libovolny z prechodu

AzB, ByC | AzC, piipadné CzA,
AzB,CyB | AzC, pfipadné CzA,
Bz A, ByC' | AzC, piipadné CzA,

({3

kde symbol “/” oddéluje premisy pravidla od zavéru a pismena “x”, “y”,
“z” reprezentuji libovolné z pismen “a”, “e¢”, “i’, “o”. Podle uvedeného
tvaru se sylogismy déli do prvni, druhé a tfeti FIGURY. Toto Cteni je
v principu aristotelské, nebot se k premisam chova jako k mnozing,?
tj. umoziuje jejich prohozeni, coz znamené, Ze ¢lenéni do figur je pouze
otdzkou postaveni STREDNIHO TERMINU, jenz v zavéru mizi. Tradi¢ni
scholasticka tprava, pracujici s mnemotechnickymi pouckami pro jed-
notlivé MODY, coz jsou ruzné posloupnosti pismen zyz, fixuje poradi
premis podle postaveni terminu subjektu (N1ZS${HO) a predikdtu (Vy$S-
§iHO). Odtud také vznika potieba tzv. CTVRTE FIGURY. Casto je tieba
vzit v uvahu fakt, Zze scholasticky zépis sylogismu vychazi z fecké for-
mulace jednotlivych vét, indukujici opacné potradi terminti v zapisu, kdy
napf. modernimu “kazdé A je B” odpovida puvodni “B obsahuje celé
A”, a tedy notace BaA. Tim se ale jiz zabyvat nebudeme.

Preme-li se nyni, které z moznych sylogismt jsou platné a které
ne, pomahame si obvykle riiznymi obrazky ¢i diagramy, které zachy-
cuji obecné situace vyjadifované vétami té které formy a vztahy, které
mezi nimi nastavaji. Myslenka formalni sémantiky nespo¢iva v nicem ji-
ném nezli v explicitni artikulaci toho, jak vypadaji prislusné ‘diagramy’,
podle nichz se orientujeme v posuzovani sémantickych vztahti mezi vé-
tami jazyka pfirozeného prostiednictvim vztaht mezi formulemi jazyka

(2] Srov. poznamky in Stekeler-Weithofer [1986, s. 87 n].
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formalniho. Rozdil mezi aristotelskym a boolovskym ¢tenim platnosti
sylogismu je ve skutec¢nosti zapfi¢inén tim, ze se implicitné ¥idi jinymi
sémantickymi konvencemi. V Boolové pfipadé za né muzeme oznacit Eu-
lerovy nebo Vennovy diagramy, kde se neprazdnost zachycuje vepsanim
kiizku x a prazdnost vepsanim symbolu () do plochy reprezentujici pii-
slusny pojem. Tato sémantika ovSsem predpoklada, Ze stejné jako Boo-
lova algebra a dal$i moderni systémy disponujeme rozliSenim prazdnosti
a neprazdnosti, interpretujice aristotelské formy mnozinové-algebraickou
dikei takto:

(a) A(1-B)=0 () AB=0,
(i) AB#0 (o) A— B #£0.

Vedle standardniho vztahu celku a ¢asti je v sémantice operujici s (ne)-
prazdnosti pojmi (byt u Boola jesté implicitné) obsaZeno i rozliSeni celku
a prvku, z n€hoz vychéazi moderni logika a teorie mnozin, kdyz na rozdil
od logiky tradi¢ni povazuje véty “pes je savec” a “Lassie je savec” za
véty odlisné syntaktické formy.

Adekvatni sémanticky model sylogistiky, odpovidajici Aristotelo-
vym intencim a ontologickému pozadi jeho logiky, je zaloZzen na pouhé
mereologické kombinatorice kruht pfifazenych pismentim P;, P, P, ...
uvazovanych schémat. Pro formuli AzB takto rozliSujeme pét moznych

010
(1 (1) (V) V)
@ ()

Obrazek 3.2: Gergonnovy diagramy

situaci, znazornénych tzv. GERGONNOVYMI DIAGRAMY na obréazku 3.2.
Tyto obrazky miizeme po soucasném zpisobu nazyvat interpretacemi
formule Az B, resp. explicitné stanovit:

INTERPRETACI (koneéné) t¥idy S formuli SL rozumime diagram,
v némz kazdému pojmovému pismenu néjaké formule z S od-
povidé pravé jeden kruh (s moznou vyjimkou kruhd, které se
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zcela prekryvaji) a kazdé dva kruhy jsou k sobé v nékterém ze
vztahtt (I-V).

Mezi interpretacemi danych formuli rozliSujeme takové, o nichz fikame,
zZe jsou v nich tyto formule pravdivé ¢i ze jsou modely téchto formuli, a to
tak, Ze tyto modely nejprve pfitadime kazdé z formuli tvaru (a), (e), (i),
(0). Formuli AaB pfitom odpovidaji diagramy (III), (IV), formuli AeB
diagram (I), formuli AiB diagramy (II), (III), (IV) a (V) a formuli AoB
diagramy (I), (II), (V). Nyni jiz muzeme Fici:

MODELEM (koneéné) t¥idy S formuli SL je takovd jeji interpre-
tace, v niz pro kazdou formuli z S plati, Ze se kruhy pfifazené je-
jim pojmovym pismentim nachazeji v nékterém ze vztaht, jenz
byl formuli tohoto tvaru pfifazen.

Vsimnéme si, ze pravdivost v dané interpretaci je skutecné zalezitosti
¢isté interniho rozliSeni v ramci nasi sémantiky, tj. nema pfimy vztah
k pravdivosti v obvyklém smyslu. Chceme-li nds model pouzit na p¥iro-
zeny jazyk, pfedpoklddame samoziejmé v jistém smyslu, Ze se svét chova
tak, jak popisuji uzité diagramy, zaroven jsme si ale védomi toho, ze je
to pouhy primér, ktery ma své prednosti a meze.

Veétu jistého diskurzu, kterou lze vmeéstnat do aristotelské formy,
nazyvame erterné pravdivou, jestlize se svét chova tak jako néktera z in-
terpretaci, kterd je této jeji formé prifazend a ¢ini ji interné pravdi-
vou. Analogicka dichotomie ‘externi/interni’ nastava i u pojmu platného
tsudku, pficemz neni obtizné odhadnout, ze pfechod od jisté (konecné)
t¥idy formuli (premis) S k néjaké formuli jiné (zavéru) ¢ nazyvame plat-
nym usudkem, jestlize kazda interpretace, spliiujici premisy, splinuje i
zavér. V tomto pripadé také obvykle fikdme, ze ¢ z S vyplyva, neboli:

Sylogisticka formule ¢ VYPLYVA z tfidy S sylogistickych formuli
prévé tehdy, kdyz kazda interpretace, kterd je modelem vsech
formuli z S, je i modelem formule . Symbolicky S Fs_ ¢.

Na zakladé této definice 1ze pojem vyplyvani definovat i pro véty sylo-
gistické formy, totiz prejdeme-li od nich docasné k formulim, jimiz jsou
formy prislusnych vét reprezentovany, a stejnym pojmutm prifadime tataz
pojmova pismena.

Nyni jiz neni obtizné ovérit, ze takto definovany pojem platnosti
skuteéné koinciduje s Aristotelovym v tom smyslu, Ze jako platné vyjdou
pravé a pouze ty pripady sylogismi, které za né povazoval Aristotelés.
Z formule AaB tak napf. opravdu (interné) vyplyva formule AiB, ne-
bot t¥ida diagramu prvni je podmnozinou druhé, jak to pozaduje definice.
Stejné tak mizeme argumentovat pro kontrarnost forem AaB a AeB, ne-
bot nemaji zadny spolecény diagram, ktery by je spliioval, a naopak mezi
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diagramy, které je nespliiuji, spole¢né prvky existuji, tj. obé formule mo-
hou byt v n&jaké interpretaci, jmenovité (II) a (V), zaroven nepravdivé.
Interpretujeme-li jako negaci formule ¢ takovou formuli v = —p, ktera
je splnéna pravé témi interpretacemi, jimiz ¢ splnéna neni, vyjde nam
AaB jako negace AoB a wice versa, a totéz pak pro AeB a AiB. Pravé
o téchto formulich, které z definice nemohou byt soucasné ani pravdivé,
ani nepravdivé, fikame také, Ze jsou kontradiktorické.
V projektovani vyse uvedenych sémantickych vztaht hraje zasadni
roli predpoklad, Ze se kruhy pfifazené pojmovym pismenim P, P, Ps,
. po zakresleni do diagramu vzdy jednozna¢né nachazeji nebo nena-
chazeji v nékterém ze vztahi (I-V), a ¢ni tedy libovolnou sylogistic-
kou formuli pokazdé (interné) pravdivou nebo nepravdivou. Obecné se
tento pozadavek nazyva PRINCIPEM BIVALENCE neboli dvojhodnotovosti.
Casto jej mlizeme rozsifit o vécné redundantni, zdtiraziujici klauzuli, ze
je formule v dané interpretaci pravdiva nebo nepravdiva, a nic tretiho.
S ohledem na ni byva nékdy princip bivalence zameérnovan s PRINCIPEM
VYLOUCENEHO TRETIHO, jejZ je ovSem rozumné formulovat spiSe pro ne-
gaci ve smyslu tvrzeni, ze z formull ¢ a = musi byt pravdiva alespon
jedna. ZAKON SPORU pak explicitné vyluc¢uje souc¢asnou pravdivost obou.
Je ziejmé, ze zakon vylouceného tfetiho a zakon sporu jsou pouhé
disledky zakonu bivalence a sémantickych konvenci fixujicich negaci. Za-
kon bivalence je tedy pro (interni) pojem pravdivosti konstitutivni a je
ho lépe formulovat v emfati¢téjsi verzi, jiz nazyvame PRINCIPEM PRAV-
DIVOSTNIM. Ten ¥ika, Ze je kazdd formule v dané interpretaci pravdivé
nebo nepravdiva, nic tfetiho a nikdy ne oboji. Tento princip je zakladnim
sémantickym principem Fregova modelu logiky.!”!

3.2 Substituc¢ni strategie

V prvni kapitole jsme dospéli k zdvéru, Ze ten, kdo chtél formulovat
usudkovy kdnon pouZitelny v reformovaném kalkulu, musel zacit analy-
zou inferen¢ni struktury vétnych forem vyjadfujicich vzajemnou zavislost
redlnych proménnych. Weierstrassovské definice a praxe vedeni dikazu
byly v druhé poloviné devatenactého stoleti jiz natolik stabilni, aby byl
takovy podnik realizovatelny ve smyslu vyse zminéné externi korigova-
telnosti interné zavedeného pojmu platnosti; vzpomenme ptipad vztaht
mezi spojitosti uniformni a bodovou, kdy zietézeni kvantifikitora prvni
z nich implikuje druhé, nikoli naopak. I tak bylo ovSem zcela nejasné, ja-
kou podobu by vlastné méla mit logika aplikovatelnd v matematice a zda
a v jakém smyslu je néco takového jako logika aritmetiky vibec mozné.

(3] Diskuzi pravdivostniho principu coby ‘kritéria smyslu’ Fregovy logiky a teorie
poznani, ktera se o ni opira, provadi Stekeler-Weithofer ve svych Grundprobleme der
Logik [1986], v obecné-filosofickych souvislostech pak ve svych Sinnkriterien [1995].
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Tyto pochybnosti trvaly navic jesté dlouho poté, co Frege se svym sys-
témem piisel, coz dava tusit, o jak idiosynkraticky ptispévek k dé&jindm
matematiky se muselo jednat.

Pointa Fregova pfistupu k analyze véty vynikne ve srovnani jak s lo-
gikou Aristotelovou, tak s algebraickym piistupem Leibnizovy-Boolovy
skoly. O obou lze souhrnné hovofit jako o logice pojmi, v niz je na-
vic (explicitné az v tradici novovéké, vécné ale jiz v antice) rozliSovano
mezi EXTENZIONALNIM, mnoZinovym pojetim a pojetim INTENZIONAL-
NiM, jez vaze pojem blize k vyrazu a jeho strukture. Podle téchto kritérii
se predfregovska logika délila také na tzv. nauku o ROZSAHU a OBSAHU
(pojmu), kdy rozsahem vyrazu “strakaty kui” je skupina jim oznacova-
nych predméti, tj. strakatych koni, a jeho obsahem situac¢né nezavisly
zpisob, jak tuto mnozinu v dané situaci (mozném svété) vydélit, iden-
tifikovat, tj. jak rozpoznat strakaté véci a mezi nimi koné ¢i naopak. At
v té C¢i oné verzi byla nauka o vété, jeji syntakticko-sémantické forme,
odvozena z nauky o pojmu v tom smyslu, Ze nechavala vétu vzniknout
pouhym Fazenim, kombinaci pojmu do (intenzionalné vétsich a extenzi-
onalné mensich) celkd, po vzoru rovnice:

maly + strakaty + kin = maly strakaty kun,

kde “4” miize symbolizovat jak extenzionalni relaci priniku, s niz ubyva
rozsahu, tak intenzionalni relaci konjunkce, s niz pfibyva obsahu.

Frege ve své Begriffsschrift a nékolika souvisejicich spisech!* progra-
moveé oznacil tento postup za pomyleny a neproduktivni. Vychodiskem
logické analyzy jakéhokoli diskurzu musi byt véta jakozto nejmensi ce-
lek jazyka, jejz lze smysluplné tvrdit, Wittgensteinovymi slovy [1953,
§ 49]: s nimZ lze (na rozdil od jména) uéinit néjaky tah v jazykové hie.
Ve Fregové pojeti je ona elementarni samostatnost véty dana predevsim
tim, Ze na rozdil od jinych vyrazid muze byt pravdivd nebo nepravdiva.
V moZnosti neseni pravdy vétou se skryva kli¢ k jeji roli komunikaéni (roli
nositele obsahu) a inferen¢ni (zévazku k vyvozovani dusledkt a podavani
davodi).

Fregova prvni odchylka od bezbfehé a mmnohovrstevnaté jazykové
praxe se proto odrazi od ztotoznéni kritéria smysluplnosti véty, rozumé;:
toho, co bude dale vétou rozuméno, s principem pravdivostnim. Dis-
kurz, na néjz muze byt Fregova logika aplikovana, musi sestéavat z vét,
jez jsou jednozna¢né pravdivé nebo nepravdivé. Casto je nazyvime VY-
ROKY. Mame-li takovou tfidu vét, Ize eventudlné mezi vyrazy, z nichz se
tyto véty skladaji, najit takové, jejichz vzajemnou nahradou v ramci né-
jaké véty vznikne opét véta popsané tridy. Tak napf. nahrazenim vyrazu

(4] Viz piedevsim Booles rechnende Logik und die Begriffsschrift, uvefejnény ve spi-
sech z pozistalosti Frege [1983]. Srov. k tomu také moji fregovskou knihu Kolman

[2002, s. 91 nn].
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“Brutus” ve vété “Brutus je Riman” vyrazem “Caesar” vznikne opét
smysluplnd véta “Caesar je Riman”, podobné jako nahrazenim vjrazu
“4” ve vété “4 je prvocislo” vyrazem “5”. Neméni-li se pfipadnou substi-
tuci smysluplnost véty, tj. to, zda je jednoznacéné pravdiva ¢i nepravdiva,
neznamena to, ze se nemuze meénit pravdiva véta na nepravdivou a vice
versa. Neméla by se ovSem ménit pfi nahrazeni stejného stejnym, ¢imz
typicky myslime napf. nahrazeni vyrazu “5” vyrazem “2+ 3” ¢i vyrazu
“Caesar” vyrazem “dobyvatel Galie”. ‘Stejné’ tedy maji byt vyznamy
vyrazu, nikoli vyrazy samotné. Z toho plyne, ze vztah pravdivosti véty
a toho, co oznacuji substituovatelné vyrazy, by mél byt funkciondalni, ve
stejném smyslu, jako je funkcionalni vztah mezi argumenty a hodnotou
vyrazu “z?”.

Funkcionalni analogie je pfitom pro Fregiiv model logiky klicova.
Stejné jako je mozné ve vyrazu “32”, pripadné “22” nahrazovanim éislo-
vek jinymi ¢islovkami, pfipadné naznacenim moznosti tohoto nahrazeni
proménnou, dospét k vyraztim

22 3%,
x¥ x®

vyjadfujicim funkce, pfitfazeni Cisel ¢islim, pfipadné dvojicim cisel, 1ze
podobnym postupem dospét od vyrazu “Brutus zavrazdil Caesara”, pfi-
padné “Brutus zavrazdil Bruta” k vyraztim

x zavrazdil Caesara Brutus zavrazdil z,
x zavrazdil y x zavrazdil x

pfifazujicim pfedméttim (osobdm) pravdu a nepravdu jako hodnoty. Na
bézi tohoto pfiméru se o pravdé a nepravdé hovoii jako o PRAVDIVOST-
NicH HODNOTACH,®! funkcionalni vyrazy pak nahrazuji tradi¢ni pojmy,
a to po radé pojem ‘Caesarova vraha’, pojem ‘Brutovy obéti’, pojem,
resp. relaci ‘vraha’ (vztahu vraha a zavrazdéného) a pojem ‘sebevraha’.
Jiz ted je zfejmé, v jakém smyslu je Fregiiv pohyb od véty k pojmim
potencialné plodnéjsi nezli opaény postup Aristoteliv a Booluv, ktefi
nejsou v principu schopni relaéni (vicemistné) pojmy viibec adekvatné
uchopit — ve smyslu jejich dalsiho inferen¢niho zpracovani.

Z metodického hlediska je ovSem fe¢ o vyznamech vyrazi, pred-
meétech a funkcich, predcasna. Vychazime z toho, ze mame tfidu vét
splnujicich pravdivostni princip a ze v nich jsme s to rozlisit t¥idu substi-
tuovatelnych vyrazi. Viéi nim by mél platit jakysi OBECNE SUBSTITUCNI
PRINCIP, tj. po nahrazeni substituovatelného vyrazu substituovatelnym
vyrazem by méla vzniknout opét smysluplnéd véta. Zde je ovSem zapo-
tfebi jistého zamysleni. Ve vztahu k substitucni technice se ndm vyrazy
rozpadaji na

(5] Viz Frege [1891b, s. 13].
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(1) substituovatelné,
(2) ty, v nichz je substituovano,
(3) ramce této substituce.

K substituovatelnym vyraziim pfitom nemusi zjevné patfit pouze (jmen-
né) vyrazy jako “Caesar” ¢ “dobyvatel Galie”, ale i celé véty, nebot i
ty mohou spliiovat vy$e zminény princip, Ze po nahrazeni jedné druhou
ziskdme opét smysluplnou vétu. A naopak, k vyraztim, v nichZ substituce
probih&, nepatii obecné pouze véty, ale i vyrazy jako “dobyvatel Galie”
¢ “2+ 3. Tim padem mame i dva typové odlisné substitucéni ramce,
totiz vyrazy jako “x < 3”, z nichz po dosazeni vznikne véta, a “x + 27,
z nichz vznikne jméno.

Na rozdil od Frega, jenz se pozdé&ji a ne p¥ilis §fastné rozhodl v rdmci
svého systému odlisnost mezi vétou a jinymi substituovatelnymi vyrazy
potlacit, coz je zndmo predevsim skrze jeho konvenci, podle niz je véta
jménem pravdivostni hodnoty, a muze ji byt proto smysluplné nahrazen
i nevétny substituent, budeme od poc¢atku rozliSovat mezi VETAMI, coby
vyrazy specifické kategorie s, a SUBSTITUOVATELNYMI TERMY, coby vy-
razy kategorie ¢, jez je s s disjunktni. Tim nefikdme, Ze véty za urcitych
okolnosti substituovat nelze, pouze je odliSujeme od nevétnych susbtitu-
entd. Oba typy vyrazi mohou slouzit jakozto podklad dalsich substituci.

Méme-li vyraz A(Bi, Ba, . .., By,) kategorie k, obsahujici vyrazy
By, Bs, ..., B, kategorii kq, ko, ..., k,, pak nahrazenim nékte-
rych (tedy ne nutné vsech) jejich vyskytt proménnymi $]f1, x’;"‘,

.., zF» odpovidajiciho typu ziskdme vyraz A(xlfl , xgz, L)

odvozené kategorie (ki,ka,...,k,) < k.

Tento zéapis sugestivné vyjadiuje fakt, Ze dosazenim vyrazu kategorie
ki, ks, ..., k, do prislusného vyrazu ziskdme vyraz kategorie k. Obecny
substituéni princip lze nyni formulovat pfesnéji a zcela obecné:

Vysledkem nahrazeni vyrazu kategorie | ve vyrazu kategorie k
vyrazem kategorie [ vznikne opét vyraz kategorie k.

Tim je ramcové dana pozadovana formélni syntax. Jeji funkcionalné-sé-
mantickd interpretace je pritom nasnadé. Nechame-li totiz vyraztim ka-
tegorie ¢ na formalné sémantické roviné neboli na roviné jejich (formal-
niho) vyznamu odpovidat néjaké objekty ze zdkladniho univerza G; a
vyraziim kategorie s zcela specidlni pfedméty z mnoZiny G, = {1,0},
nutné disjunktni s Gy, pak:

Za predpokladu, ze vyrazum kategorii kq, ko, ..., k, odpovidaji
prvky mnozin G, , Gi,, - . ., Gk, , odpovidaji vyraztim kategorie
(k1,ka,...,kn) < k pfifazeni pfedméti z Gy, pfedmétiim, resp.
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uspofaddanym n-ticim (a1, as, ..., a,) predméti z Gy, , Gi,, - . .,
Gkn, kde a; € G]%

O nich se obvykle hovoii jako o n-ARNICH FUNKCICH z Gj, X Gk, X
-+ x G}, do Gy. Re¢ o pfedmétech a funkcich je tedy pouhou artikulact
substituéniho mechanismu, odehravajiciho se na drovni vyraza, ontolo-
gizujici dikci. Jeji pfeneseni z matematického diskurzu do oblasti logické
sémantiky skrze substitu¢ni mechanismus je jadrem jak Fregovy logiky
samotné, tak jejiho tispéchu v ramci aritmetiky, ale i mimo ni.

V souvislosti s holistickym postupem od (vétného) celku k (vétné
¢i nevétné) ¢asti, jehoz tlohu jsme v tomto procesu prohldsili za konsti-
tutivni, je tfeba zdlraznit, Ze neni v zadném rozporu s obvyklym popi-
sem vyznamu komplexniho vyrazu jako vysledku slozeni vyznami jeho
¢asti. Obecné-sémanticka klasifikace vyrazi na ty, jez nesou vyznam sa-
mostatné, a lze se jim tak i naudit, a na tzv. SYNKATEGOREMATICKE
VYRAZY, jeZz nemaji viyznam mimo kontext véty, jako napf. vétné spojky
¢i relacni slova jako “lezet mezi” apod., je viceznacné v tom smyslu, ze
za jistych okolnosti 1ze vSechny (nevétné) vyrazy povazovat za synkate-
gorematické, a v jistém smyslu zase vSechny za uniformné referujici. Ni-
kdo se totiz neuci vyznamu slov pouhym pojmenovavanim okolo stojicich
predmét, nybrz celym vétam v jejich inferenéné-pragmatickém uziti. Na
druhou stranu 1ze kazdému vyrazu dodatecné pfiradit néjaky samostatny
vyznam odpovidajici jeho vétné roli, coz se v substitucni analyze véty
rovnd jeho funkciondlnimu uziti ve vztahu k zachovani pravdivosti véty.
Tugendhat [1970] v této souvislosti vystizné hovoti o tzv. pravdivost-
nim potencialu.[®! Popis vyznamového celku jakozto kompozice diléich
vyznamu neni tedy svazan s atomistickou ontologii potud, pokud ne-
predpokladame, Ze jsou nam ony dilé¢i vyznamy predem dany nezavisle
na vétném uziti vyrazu, jimz odpovidaji.

V samotné moznosti opétovného sklddani koneéné mnoha vyrazi,
které ndm byly dany k dispozici prirozenym jazykem, se také, jak upo-
zoriiuje Frege [1983, s. 243], skryva kli¢ k jeho odeméeni coby potencidlné
nekonecného reservoiru vyrazi s rAmcové jasnym pouzitim, tj. obecnymi
podminkami pravdivosti. Je to pravé tato nekonecna potencialita, co za-
kladéa objektivitu jazyka coby fenoménu, jejz nelze redukovat na souhrn
aktuélnich jazykovych aktl, nybrz je podstatné spojen s intersubjektiv-
nim uzitim schémat, jejichz jsou tyto akty instancemi. Také objektivita
pojmu (napf. zajic) je dédna pravé tim, Ze jsme jej schopni aplikovat
na neomezené mnozstvi objekt (zvifat), tj. i téch, které nestly u jeho
zrodu (pfiklady konkrétnich zajicti a objekt, které zajici nejsou). V ma-
tematice, resp. apriornich védach, které si své pojmy do velké miry samy
vytvareji, je nositelem této cesty k nekone¢nu induktivni definice a na ni

(6] Vice viz oddil 4.2, pfipadné Kolman [2002, s. 130 nn].
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zalozené dtkazy indukci. Indukci je také popsana, pfipadné rozsifena i
tfida (gramaticky spravné utvofenych) vét pfirozeného jazyka.

3.3 Expresivni sila logiky vyrokt

Blizsi specifikaci Fregova konceptu aritmetické logiky je z didaktického
hlediska lépe zacit jeho fragmentem, rozlisujicim pouze vyrazy katego-
rie s. Vydélime-li z néjaké tiidy vét takové véty, jejichz vlastnimi ¢astmi
jiz zadné véty nejsou, mizeme se k nim chovat jako k vétdm logicky
elementarnim v tom smyslu, Ze jejich déleni na dalsi ¢asti nebudeme
povazovat za inferenc¢né relevantni. Z tiidy E elementarnich vét, které
spliuji pravdivostni princip, lze ziskat jednoduchym rozsifenim t¥idu K
vét komplexnich, pro néz uvedeny princip také plati, a to ve dvou fazich.
V prvni stanovime, ze

(i) kazda elementarni véta je vétou z K,

(ii) jsou-li F' a G véty z K, pak i véty “neni pravda, ze F”” a “jestlize
F, pak G” patii do K.

To je syntakticka faze. V sémantické fazi stanovime, ze

(i) véta tvaru “neni pravda, ze F” je pravdiva tehdy a jen tehdy,
je-li véta F' nepravdiva, jindy je nepravdiva,

(ii) véta tvaru “jestlize F', pak G” je nepravdivé tehdy a jen tehdy,
je-li F' pravdiva a G nepravdivd, jindy je pravdiva.

Takto vlastné dospé&jeme k antickému konkurentovi Aristotelova kate-
gorického sylogismu, totiz k logice megarsko-stoické skoly, se specidlnim
pojetim implikace (spojky “jestlize ..., pak ...”) v pravé definovaném
stylu. S ohledem na tuto historickou souvislost se nékdy také hovoii o IM-
PLIKACI FILONSKE, vét§inou ale MATERIALNI.

Resurekce zapomenutého odkazu stoikti, k niz doslo sice dilem jiz
v rdmci algebraické tradice pod nézvem algebra vyrokt, se vSemi nalezi-
tostmi ovSem (jak pozdéji poznamenal Lukasiewicz [1935]) az ve Fregové
Begriffsschrift, je dnes znama a studovana jako tzv. vyrokova logika. Je-
jim specifikem je pravé uziti schematickych proménnych pro celé vyroky,
nikoli jiZz pro pojmy, jako v pifipadé Aristotelové. Poloformélni vyklad
predchoziho odstavce, tedy predevsim Fec¢ o blize neurcené t¥idé vét, mii-
Zeme odstranit v dal$im kroku formalizace, zaloZeném na postiehu, Ze
nas z obsahu prislusnych vét, tedy toho, co je déla vétami a k cemu
chceme prihlizet v dalSich inferencich, zajimé vlastné jen jejich pravdi-
vost a nepravdivost, pfipadné odvozeni této jejich pravdivosti a neprav-
divosti z pravdivosti a nepravdivosti vét, z nichz se skladaji. To znamena,
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7e muzeme namisto elementarnich vét néjakého blize nespecifikovaného
diskurzu zacit nasledujici definici:

FORMALNI JAZYK LOGIKY VYROKU, zkracené VL, sestdva (i) ze
sady Eyi VYROKOVYCH KONSTANT p1, P2, P3, ---, (ii) VYRO-
KOVYCH SPOJEK — a — a (iii) pomocnych symbold (, ).

K piislusnému umélému diskurzu dospéjeme skrze definici nasledujici:

ForMmuLi VL je (i) kazdd vyrokovd konstanta, nazyvand téz
ATOMICKOU formuli, a (ii) cokoli, co vznikne z formuli ¢, 9
predepsanim symbolu —, piipadné jejich spojenim symbolem
—, jinymi slovy: jsou-li ¢ a 1 formule, pak i ¢ a (¢ — )
jsou formule, pricemz krajni zavorky se na zdkladé dodatecnych
konvenci obvykle vynechavaji. Tfidu vSech formuli VL budeme
znacit jako Fy.

FyL je uskupeni nekonecéné, jiz z trividlniho divodu, ze obsahuje neko-
nec¢né mnoho prvki z Ey. Tato nekonecnost je ovsem také disledkem
induktivni definice formule VL, tj. platila by i pfi omezeni na formule
vystavéné z kone¢né mnoha vyrokovych konstant. Jednozna¢né ohodno-
ceni vSech konstant z Fy| nazveme (vyrokovélogickou) interpretaci nebo
presnéji:

INTERPRETACI (jazyka, piipadné formule ¢&i tf¥idy formuli) VL
rozumime libovolnou (totalni) funkci J : By — {0,1}, neboli
nekonec¢nou posloupnost jednic¢ek a nul. IJ(p,,) pfitom oznacuje
hodnotu pfifazenou konstanté p,,.

Ohodnoceni konstant 1ze nyni induktivné rozsifit na ohodnoceni libo-
volné formule ¢: (i) Jedné-li se o konstantu, tj. ¢ = py pro n&jaké k € N,
pak I(p) = I(pk). (ii) Je-li ¢ tvaru —p, tj. jedné-li se o tzv. NEGACI,
kde hodnota (%) jiz byla specifikovana, pak J(¢) je hodnotou inverzni,
tj. I(p) = 0, jestlize J(¢p) = 1 a wvice versa. Plati-li ¢ = ¢ — 6, pak za
predpokladu piedchoziho stanoveni hodnot J(¢) a J(6) rozhodneme, Ze
I(p — 0) = 0, jestlize J(¢) =1 a (@) =0,ad(yp — 6) =1 ve viech
ostatnich pripadech. Snadnou metaindukci dokazeme, ze tfida Fy_ vSech
formuli vyrokové logiky splituje pravdivostni princip za piedpokladu, Ze
ho splituje Ey| . Podobné jako v sylogistice Ize nyni definovat zcela pti-
mocafe pojem pravdivosti v interpretaci:

Interpretaci J t¥idy S formuli VL nazyvame jejim MODELEM,
jestlize pro kazdou formuli ¢ z S plati I(¢) = 1.

Z platnosti pravdivostniho principu a ohodnoceni negace plyne, ze kazda
interpretace je modelem formule nebo jeji negace. Shodneme-li se, ze
vyrazy z FyL jsou nebo reprezentuji vyrazy kategorie s, nalezi vyrazy —
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a — kategoriim s < s a (s,s) < s. Jako takové vyjadiuji tzv. VYROKOVE
FUNKCE. Pravdivostni hodnota formule je pak vlastné popséana jakozto
vysledek aplikace vyrokovych funkci na hodnoty pfidélené vyrokovym
konstantam, pficemz jednoznac¢nost jejtho urceni plyne pravé z toho, ze
jsou to funkce neboli totalni pfifazeni jednozna¢na smérem vpravo. Déle
je jasné, ze hodnoty pfifazené interpretaci t¥idé formuli S jsou zéavislé
pouze na hodnotéach pfirazenych konstantam, které se v nich vyskytuji.
S ohledem na to miZeme poloformélné definovat pojem REDUKOVANE
INTERPRETACE, resp. MODELU formuli .S, jako posloupnost relevantnich
hodnot. Ta je v pfipadé konecného S konec¢nd, coz pak plati i pro pocet
vSech moznych interpretaci a modelti. To se zadhy ukaze byt vyznamné.

Jiz na takovychto jednoduchych pripadech pfifazeni objektt objek-
tim lze pfitom (znovu a znovu) pozorovat problém vicezna¢nosti pojmu
funkce, kterou miizeme chapat bud jako cely vypocetni proces vedouci
jistym zplisobem od argumentti (ohodnoceni konstant) k hodnoté celku,
nebo jako prosty abstraktni vztah vstupu a vystupu. V prvnim, inten-
ziondlnim smyslu vyjadiuji vyrazy “——p; — p2” a “p; — po” funkce
odlisné, v druhém, extenziondlnim tytéz. Skuteény vyznam téchto roz-
dili vyvstane az v souvislosti s funkcemi nekonecéného defini¢niho oboru,
k nimz funkce vyrokové zjevné nepatii. Fregem navrzeny vyrazovy sys-
tém je nicméné tak silny, Ze v ném lze vyjadfit libovolnou extenzio-
nalné chapanou vyrokovou funkci libovolného poc¢tu argumentd, tj. typu
(sy...,8) < s, aje tedy v tomto smyslu expresivné uplny. Tato okolnost
je zndma jako VETA O FUNKCIONALNI UPLNOSTI ¢i ADEKVATNOSTI SPO-
JEK, a byla v principu dokazana jiz Fregem. Otcem jejiho nézvu (iplnost)
a explicitniho dtikazu je ovem Emil Post [1921]:

Mnozina {—, =} je funkciondlné tplna.

Diikaz: Definujeme-li nejprve pro jednoduchost KONJUNKCI
pAYp=(p— )

a DISJUNKCI
PV =p =1,

lze libovolnou n-argumentovou funkei vyjadfit jako disjunkci n-¢lennjch
konjunkci vyrokovych konstant, resp. jejich negaci. Kazda konjunkce pfi-
tom popisuje ta z moznych ohodnoceni n konstant, kterym funkce pfi-
fazuje hodnotu 1, a to tak, ze ohodnoceni konstanty pi pro 1 < k < n
hodnotou 1 reprezentuje v ptislusné konjunkci konstanta samotna, ohod-
noceni hodnotou 0 jeji negace. a

S ohledem na tento vysledek je zifejmé, pro¢ jsme nemuseli do oboru
zékladnich vyraz® zahrnout jiné spojky. K obvykle uzivané sadé patii
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pfitom kromé konjunkce, zachycujici prosty vztah slucovaci, vyjadifovany
obvykle spojkou “a”, a disjunkce, kterd vyjadiuje vztah nevylucujicich
se alternativ spojky “nebo”,l”l jesté EKVIVALENCE

peotv=(p—=V)AW—yp),

v pfirozeném jazyce aproximovand souslovim “tehdy a jen tehdy, kdyz”.
Podobné jako u symbolu rovnosti je tfeba stale velmi dobfe rozlisovat
mezi témito vyrazy coby objekty studia formalnich systémi a jejich me-
tajazykovymi obdobami, které jsou uzivany pfi tomto studiu samém.
Konvence stanovujici silu vazby spojek byla zavedena tvodem (viz s. 29).

Vidéli jsme, ze (forméalni) vyznam formule, tj. jeji pravdivostni hod-
nota, je v dané interpretaci uréen(a) vyznamy vyrokovych konstant, udé-
lenych prislusnou interpretaci, a vyznamem vyrokovych spojek. Vyskyt
klauzule “v dané interpretaci” je zde ale podstatny, nebot formule neni
pravdiva ¢i nepravdivd per se, jednak proto, ze je to pouhd posloup-
nost znakid, a jednak, Ze jeji vyrokové konstanty nemaji zadny pevny
vyznam. Pravé proto se jim nékdy také fikd “vyrokové proménné”, coz
je ale zase konftazni s ohledem na uziti pojmu proménné v predikatové
logice. V zévislosti na ohodnoceni konstant se tedy mtize ménit i pravdi-
vostni hodnota téze formule.

V tomto druhém smyslu 1ze ale mezi formulemi VL najit vyjimku,
a to z nasledujicich dtivodi: Jelikoz se v rdmci popsaného modelu logiky
na rozdil od vyrazu pi, p2, p3, ... vyznam vyrazi — a — neméni, lze
o téchto spojkich hovofit jako 0o LOGICKYCH KONSTANTACH. Formule
jako =@ — @ & —(¢ — @), kterym libovolna interpretace vyrokovych
konstant prirazuje vzdy tutéz pravdivostni hodnotu, v prvnim pfipadé
1, v druhém 0, jsou tedy co do svého vyznamu urceny jiz svymi logic-
kymi konstantami neboli na ohodnoceni mimologickych konstant nezd-
vislé. V dusledku toho o nich hovofime jako 0 LOGICKYCH PRAVDACH ¢i
TAUTOLOGIICH, resp. logickych nepravdach neboli KONTRADIKCICH.

O formuli ¢ mnoziné formuli, kterd ma model, fikdme také, ze je
SPLNITELNA. Tim méame formulovano nékolik sémantickych vlastnosti
Cisté syntaktickych objektid, formuli. Snad neni na Skodu poznamenat,
ze sylogistika kategorii logické pravdy vibec nedisponuje, a kdyz, pak se
omezuje na formule tvaru AaA, pfipadné AiA. To také naznacuje, pro¢
byly Kantovy priklady analytickych vét tak chudé a pro¢ se mu — jak
poznamenal Frege [1884, § 88] — ani pfi nejlepsi viili nemohla aritmetika
jevit jako redukovatelna na logiku.

Logickd (ne)pravdivost vedle vyplyvani pfedstavuje vlastni (uzsi)
predmét logiky jakozto formélni discipliny. VYPLYVANI (vyrokovélogické)

(7] Néazev “disjunkce” je v tomto ohledu velmi zavadéjici, nebot by mu mély odpovidat
alternativy vzajemné se vylucujici. V Némecku se z tohoto divodu pouziva adekvat-
néjsi nazev “adjunkce”. Implikace byva oznacovana zpravidla jako “subjunkce”.
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formule ¢ z mnoziny (vyrokovélogickych) formuli S definujeme obdobné
jako v sylogistickém pripadé, tj. jako okolnost, Ze kazdy model formuli
z S je i modelem formule ¢. Jedind odlisnost spociva v indexu znaceni

S FuL o,

ktery ovSsem budeme vétsinou potlacovat, a v tom, ze stavajici pojem
interpretace nevyzaduje, aby byla S konecna.!8! Souvislost mezi tautolo-
gi¢nosti a vyplyvanim je snadno demonstrovatelnd na koneéném ptipadé:
p F ¢ plati tehdy a jen tehdy, kdyz je ¢ — % tautologie, coz znacime
nékdy také jako F ¢ — . Tento vztah je konkrétnim pripadem tzv.
SEMANTICKE VERZE VETY O DEDUKCI, podle niZz plati:

S, ¢ E 1 tehdy a jen tehdy, kdyz S E ¢ — ¥,

pro libovolnou mnozinu S formuli VL. “S,¢” ¢ “S + ¢” je pritom po-
hodlnou a ¢asto uzivanou zkratkou za mnozinu “S U {¢}”, tj. vysledek
pfidani formule ¢ k mnoziné S.

Mame-li k dispozici vyrokové spojky, muzeme definovat obvyklé
mnozinové operace, a to po fadé PRONIK A N B, SJEDNOCENI A U B
a ROzZDIL A — B jako

{z|zreANxeB} {x|reAvae B} {z|xze€ ANz ¢ B},

jak jsme to jiZz nacrtli ivodem (viz s. 30). Dalsim pfedpokladem jsou
zde ovSem jesté operator mnozinové abstrakce a mnozinovy vztah nale-
zeni, které, jak uvidime, zdaleka nepatii k tém nejméné problematickym.
RovnéZ unérni operace DOPLNKU

_A (g |z ¢ A)

miize byt zna¢né nebezpecné, neni-li totiz vyjasnéno, viici ¢emu se v ‘ne-
gaci’ A vyhrazujeme. Rikdme-li napt., Ze néco neni prvocislem, tj. Ze to
nenalezi do jejich mnoziny, neminime tim obvykle, Ze to nalezi mnoziné
vSech objektt, které nejsou prvocisly, ale vSech cisel, kterd nejsou pr-
vocisly. Operaci —A tedy ¢teme jako zkratku za D — A pro nezminény,
le¢ predpokladany diskurz D, na néjz nasi iivahu implicitné omezujeme.
Kant nicméné upozornil na fakt, Ze nékteré vyroky ve skute¢nosti maji
charakter absolutni negace, v némz prekracujeme libovolny diskurz, a je
proto tfeba uvazovat zvlast kategorii tzv. NEKONECNYCH SOUDU. Ve
vétich jako “duSe neni smrtelnd”, jak zni Kanttuv piiklad [1781/1787,
A 72/B 97], nebo lépe:

Cisla nejsou zelena,

(8] Sylogisticky ptipad by $el samozfejmé také rozsirit pro nekoneéné mnoho formuli,
diagram, tedy néco, co lze v principu nakreslit, by se ale nehodil jakozto baze uzité

sémantiky a musel by byt nahrazen systémem (neprézdnych) mnozin pfedmétt atd.
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na rozdil od vét jako
prvocisla nejsou suda,

“neni dotc¢ena kopula, nybrz predikat”,® ktery je zasazen mimo tento
obor do indefinitniho oboru vSech moznych prfedméta feci neboli:

nekoneény soud neukazuje pouze to, ze subjekt neni obsazen ve
sfére predikatu, nybrz Ze lezi nékde mimo néj v nekonecné sfére

(... 1.0

Reéeno dnesnimi slovy: v soudech uvedeného typu nevyjadiujeme né-
jaky pfimocary (mimojazykovy) fakt, ale metajazykové (analytické) tvr-
zeni tykajici se uziti jistych predikat. V uvedeném pfipadé vylucujeme
aplikaci empirickych distinkci na aritmeticky diskurz. Proto také neni
forma nekonecnych vyroku v disledku zélezitosti formalni logiky, ale lo-
giky transcendentélni, nezkoumajici formy jakéhokoli, ale jen smyslového
svéta. Tim je také dano najevo, jak ¢ist vyjadfeni typu:

Pythagorova véta platila ddvno pred tim, nez se prvni clovék
objevil na Zemi

¢i “obor cisel se nachazi mimo prostor a cas”, totiz ne objektové, coz
vede vzdy k néjaké primitivni formé platonismu, ale jazykové-analyticky,
jako stenograficky zaznam o uziti nékterych slov, napf. vylouc¢eni prosto-
rovych a ¢asovych urceni z vyroka aritmetiky. Nepouzivame-li tedy napft.
v Teci o Cislech predikaty jako “zeleny”, “visici svisle” apod., neznamena
to, ze bychom tak ¢init nemohli (protoZe by to nebyla pravda), nybrz
ze tak ¢init nechceme, protoze tim vzhledem k aritmetickému vyznamu
¢islovek nedostavame zadny prakticky rozdil. Lze tispésné hajit tezi, ze
Frege Cetl uvedenda tvrzeni pravé timto, tj. nikoli prvnim ze zpisobi,
a nalepka platonisty mu proto nalezi nepravem.!!

Za predpokladu, ze disponujeme pojmem () prazdné mnoziny, mii-
zeme pomoci uvedenych operaci zavést obvyklé vztahy inkluze, tj. POD-
MNOZINY a VLASTNI PODMNOZINY stejné jako v algebie logiky:

ACB=AN-B=10 ACB=ACBAA#B.

Preferovano je nicméné uziti kvantifikace, jak k nému dojdeme o par
oddild pozdéji a jak jsme je v této souvislosti jiz zminili Gvodem (viz
s. 30).

[9] Kant [1800, A 163].
(10 Kant [1800, A 161].
[11] Srov. k tomu mitj clanek Kolman [2003], pFipadné Kolman [2005a).
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3.4 Axiomaticki metoda

Ackoli je vyplyvani tim pojmem, od néhoz se odviji specifikace vlastni,
urcujici role logiky, totiz vedeni platnych a v jistém smyslu transparent-
nich inferenci, je v nasem formalnim ramci koncipovano zna¢né velkoryse.
To plati jiz s ohledem na pfipusténi nekoneéné mnoha premis. Ale i ome-
zeni na konecné mnoho premis nas pfi posouzeni toho, zda plati S F ¢,
stavi pred problém ovéfeni vsech moznych interpretaci, jichz je sice v pfi-
padé VL jesté koneéné mnoho, tedy omezime-li se na ty redukované, jejich
narust je ale i tak exponencialni vuci vstupu, tj. poc¢tu ruznych konstant.
Jelikoz ptrechodt S/, pro néz plati S E ¢, je i v ptipadé konecného S ne-
omezené mnoho, jejich prijeti za platnad tsudkova schémata nam situaci
vedeni transparentnich inferenci také nijak neuleh¢i.

V souladu s pivodnim pozadavkem efektivni kontrolovatelnosti uzi-
té logiky jde tedy o to, jak vybrat mezi (koneénymi) tsudkovymi sché-
maty néjakou (jesté restriktivnéjsi) kanonickou sadu, na niz by bylo jiz
na prvni pohled zfejmé, ze se jedna o pripady logicky platné, a prokazat,
7e to v néjakém ohledu staci. Pravé o to se pokusil Aristotelés, kdyZ po
zavedeni sylogistické platnosti (sémantického pfechodu od tfidy vét S
k vété F') popsal sylogismus jakozto tisudkové pravidlo vyse uvedeného
jednoduchého tvaru a paralelné formuloval tvrzeni, ze lze kazdy pripad
platného zdivodnéni vést vyhradné sylogisticky, tj. pouze pomoci sylo-
gismi platnych, pfipadné rozsifenych o zcela jednoduchéa pravidla typu

AaB | BiA AeB | BeA AiB | BiA,

znadma jako PRAVIDLA OBRATU. Platnych sylogismt je evidentné konecny,
a dokonce velmi maly pocet, navic je lze — jak Aristotelés rovnéz ukazal
— déle redukovat na sylogismy prvni figury. V sylogistice tim padem
byla poprvé explicitné formulovana idea tzv. pfimého dukazu.

PRriIMYM neboli DEDUKTIVNIM DUKAZEM véty F z t¥idy S prav-
divych vét rozumime posloupnost Fi, Fs, ..., F, vét takovou,
Ze (i) kazdy ¢len je budto vétou z S, nebo (ii) na néj bylo usou-
zeno z vét predchozich pomoci nékterého z isudkovych pravidel
kanonické t¥idy D, pfi¢emz (iii) posledni ¢len F,, = F.

Skutecnost, ze pro S a F' takovato posloupnost existuje, zna¢me jako
S Fp F a mluvme o ni jako o dokazatelnosti F' z S v deduktivnim
systému D. Jeho index se obvykle potlacuje. — Plati-li S Fp F, pak
z predpokladu, Ze jsou véty v .S pravdivé a ze jsou usudkova pravidla z D
platna, tj. prenaseji pravdivost, plyne okamzité, Ze musi byt pravdiva
véta F. Podstatné je, ze disponujeme-li pfisluSnym piimym dtkazem,
jsme s ohledem na piehlednost skupiny kanonickych tisudkovych schémat
schopni pravdivost F', resp. jeji vyplyvani z S, na rozdil od obecného
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pfipadu, rychle ovérit, tj. prekontrolovat, Ze se skutecné jedna o platné
zdivodnéni. Tvrzeni, Zze 1ze kazdy dikaz prezentovat v takovéto primé
formé, je tedy zadoucim a netrividlnim vysledkem.

Obratem “kazdy dikaz” mame nyni na mysli zcela pfirozené vztah
vyplyvani, jiz proto, ze v jistém smyslu zahrnuje tfeba i tradiéni po-
jem dikazu nepfimého, od pocatku pouzivaného v fecké matematice a
filosofii. Je pfitom dobré si uvédomit, ze zakladnim predpokladem apli-
kace nepfimého dilkazu na dany diskurz je opét platnost pravdivostniho
principu! Pouze pak muzeme z faktu, Ze jsme n&jakym zptusobem piena-
Sejicim platnost odvodili z pravdivych vét S a negace vyroku F' jak vétu
G, tak vétu “neni pravda, ze G”, usoudit, ze véta F' musi byt pravdiva.
Pouzijeme-li nyni namisto vét formule, rovna se tento postieh obecnéj-
$imu pozorovani, ze

S E ¢ plati tehdy a jen tehdy, jestlize S, ~p F ¢ a S, ~p F =,

nebot skuteénost S E ¢ je podle definice jenom jinym vyjadfenim toho,
7e mnozina S, ~¢ nema model.'? Tvrdime-li nyni, Ze jsme s to v daném
logickém systému nahradit kazdy pfipad vyplyvani pfimym odvozenim,
tj. zakladni relaci F néjakou jeji skromnéjsi, transparentnéjsi aproximaci
F, miZzeme tim mit mimo jiné na mysli eliminaci odvozeni sporem, jak
se o to v tradi¢ni logice pokouseli Aristotelés, Leibniz i Bolzano. Hlavni
nevyhodou nepiimého diikazu je pritom okolnost, Ze jednotlivé kroky
odvozeni nesméruji k dokazované vété, ale smérem od ni, a nelze je tedy
zpravidla pouzit v dalsich dedukcich. Z téchto duvodi, tj. s ohledem na
prubézné odvozovani nepravdivych vét, zavrhl nepfimé metody i Frege,
kdyz k tomu v polemice s Hilbertovou koncepci formélnich (a vzdjemné
nesluditelnych) geometrii [1906, s. 425] ¥ika:

Neékdo ale tfeba namitne, Ze pfece z urcitych myslenek mtizeme
Cisté hypoteticky vyvozovat dtsledky, aniz bychom soudili na
jejich pravdivost. Jisté, Gisté hypoteticky! Ale zminéné mys-
lenky jiz nejsou usudkovymi premisami. Premisami jsou spise
jisté hypotetické myslenky [tj. souditelny obsah kondicionélu]
obsahujici ony uvazované myslenky jako své podminky. Také
v kone¢ném vysledku se musi ony uvazované myslenky objevit
jako podminky; a z toho vyplyva, ze nebyly uzity jako premisy;
nebot pak by v koneéném vysledku zmizely.[*?]

(12] V piipads sylogistiky je ovsem otazka, zda nemame vztah vyplyvani interpreto-
vat tak, ze S musi mit model, aby pro formuli ¢ platilo S F ¢, tj. pfenést pozadavek
neprazdnosti i na metaturoven. Pak ekvivalence neplati, resp. je podminéna splnitel-
nosti mnoziny S. Z hlediska adekvatniho zachyceni vyplyvani se tento krok zda byt
nezbytny jiz proto, ze v jistych verzich Aristotelova ptivodniho deduktivniho systému
neplati EX FALSO QUODLIBET, tj. nelze odvodit jakékoli tvrzeni z mnoziny formuli
obsahujicich formuli a jeji negaci. Viz také pozn. na strané 190.

(13] K dalsim odkaztim a expozici problému srov. Kolman [2002, s. 67 nn].
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Fregovy diivody ovSsem nesmi byt zaménovany s namitkami matematic-
kého intuicionismu, podle néhoZ nejsou zadné formalnélogické postupy,
pfimé ¢i nepfimé, s to ospravedlnit pravdivost aritmetického tvrzeni,
které je, jak tvrdi, v disledku zduvodnitelné pouze konstrukei v struk-
turach nasi mysli. Tomu se budeme vénovat v kapitole 7. Povazujeme-li
toto, tj. mentalni konstrukci, za prototyp pfimého dtikazu, pouzivame
tohoto pojmu v pivodnim, prearistotelském smyslu nazorného, epago-
gického dtikazu, s geometrii jakozto jeho prominentnim zdrojem. Proti-
kladem geometrického dilkazu je potom dikaz diskurzivni, apagogicky,
jehoz doménou je spekulativni filosofie, jak ji zndme z argumentt eleat-
ské skoly. Neni ndhodou, ze pravé eleaty s jejich tisudkovymi schématy
oznadil Aristotelés za zakladatele logiky, resp. dialektiky.[*4

Na rozdil od téchto pfipad ma eliminace nepiimého ditkazu v ramci
navrhovanych logickych systémii znacné nekontroverzni, protoze neide-
ologicky, dilem prakticky a dilem teoreticky charakter. Pfevadéni vsech
usudkt do vyse uvedeného normovaného tvaru primého odvozeni je nic-
méné spjato s ideologii jinou, kterou chci nazyvat AXIOMATICKO-DEDUK-
TIVNI DOKTRINOU. Ta pochézi rovnéz od Aristotela a spoéiva v tvrzeni,
ze kazda oblast poznani stavi na néjakych elementarnich pravdach, axi-
omech, z nichz jsou véty ostatni deduktivné odvozovany. Pojmy dikazu
a deduktivniho odvozeni pfitom koinciduji, coz mj. znamena, ze axiomy
neboli ‘prvni premisy’ jsou povazovany za nedokazatelné. Tento interni
rys metody je externé zdivodnovan jednoduchosti axiomt, diky niz lze
jejich pravdivost bezprostfedné nahlédnout.

Zminéna ideologicka zatéz axiomaticko-deduktivni koncepce pritom
spoc¢iva v apriornich pozadavcich kladenych na design jakékoli védy. Méla
by mit podobu axiomatického systému s pifimym diikazem jakozto kano-
nickou metodou. Eukleidova geometrie, ktera se (ne zcela pravem) zdala
tyto pozadavky spliiovat, byla pak po dalsi staleti povazovana za proto-
typ takto vystavéné, — a proto tak tspésné a spolehlivé — discipliny,
procez se i pro tento zptsob zdGvodnovani pravdivosti ujala fraze ‘more
geometrico’ (po zplisobu geometrie). Ojedinélé pokusy o jeji $irsi aplikaci,
jako je Spinozova etika ¢i Hobbesova politologie, sice kritickému pozoro-
vateli brzy naznacily, o jak utopicky plan se jedna, uhrancivost a znacna
vagnost samotné ideje ale nikdy nedovolily vyslovit nahlas myslenku, ze
by nékteré oblasti poznani axiomatizovatelné byt nemusely.

Meze axiomatické metody bylo tedy lze pozorovat az mnohem poz-
déji, kdyz jiz byla prakticky i teoreticky zalozena v aparatu Fregovy
logiky, a Hilbert ji proto mohl slavnostné prohlasit za oficidlni metodu
apriornich disciplin. U nich také jeho program plosné axiomatizace za-
znamenal jisté tspéchy, aby pak za dramatickych okolnosti selhal na
pfipadé nejzaddanéjsim, totiz elementarni aritmetice. Pro ni — v sou-

[14] Viz Diogenés Laertios [Vit., kniha IX].
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ladu s Goédelovymi vysledky — neexistuje zadny axiomaticky systém,
jenz by zaroven spliioval moderni pozadavky transparentnosti, v nichz
byla evidence nahrazena mechanickou kontrolovatelnosti. Historie se ale
kupodivu opakuje. Namisto pfirozeného zavéru, ze aritmetika neni disci-
plina more geometrico, ¢elime od Godelovych a Hilbertovych dob syste-
matickému zadjmu o axiomatizace jejich fragmentu a jejich nezamyslené
modely. To by samo o sobé nebylo nic Spatného, kdybychom se paralelné
s tim dockali hlubsi revize zakladu a analyzy role logiky v aritmetice,
nikoli zavéru, ze Godelovy véty o neuplnosti svédéi o nasich omezenych,
protoze koneénych schopnostech ve vztahu k uchopeni aritmetické pravdy
a my se s tim musime jednoduse smitit. K tomu “Ze” a “proc¢” se jedna
o naprosty kolaps analytického mysleni, se jesté vratime pozdéji.

V nasi kritice axiomaticko-deduktivni doktriny pfitom nejde o to, ze
by pokus o unifikaci diikazovych metod v ramci néjaké discipliny nemusel
vést k tspéchu, byt by to byl jenom tspéch diléi. Naopak, jsme si védomi
toho, Ze kanonizace jistych metod je vlastné jedinym zpiisobem, jak néja-
kou lokélné péstovanou oblast poznani pozvednout na védeckou troven,
tj. umocnit rozsah a silu metod jejich zprehlednénim a zpiistupnénim
sirsi kontrole. V tomto smyslu 1ze napi. rozumét Eudoxovu omezeni ge-
ometrickych metod na konstrukce pravitkem a kruzitkem, tj. nechapat
je primarné jako pokus o eliminaci ostatnich metod, ale o jejich unifi-
kaci, tj. umenseni ad hoc zptsobi, jak TeSit to ¢i ono. Je pfiznacné, ze
se meze této unifikace definitivné potvrdily az na bézi jiné schematizace,
totiz algebraizace velicin a la Descartes, ktera odkryla nékteré tradi¢ni
problémy (jako je kvadratura kruhu ¢ trisekce thlu) jako nefesitelné, ro-
zuméj: neresitelné uvedenym jednotnym zpusobem. Existence ptipadi,
které dané schematizaci unikaji, neni pfitom pfimym divodem k jejimu
odmitnuti, jednoduse proto, Ze coby ‘schematizace’ z definice pfipousti
vyjimky. Podstatné je zde védomi toho, zZe

(1) bez né&jakého zjednoduseni dale pracovat nelze, protoze vysvét-
leni né¢eho (svéta, jazyka, ...) je vzdy vysvétleni néceho nécim,
nutné jednodussim,® a ze

(2) jiz proto neni nahrazeni jednoho schématu schématem jinym
prostou otazkou lepsi korespondence s (dosud neznédmymi) fak-
ty, ale komplexnim problémem Sirsi koherence a praktické pou-
Zitelnosti.

To plati jak o zminénych geometrickych metodach, tak o argumentac-
nich kanonech a navrzich logickych nebo diikkazové-teoretickych systémi.

(151 Alespon pod ¢arou zminim Ryleho notoricky priklad mapy (nebo modelu), ktera,
aby mohla slouzit svému téelu (lepsi orientace v prostoru), musi mnohé vynechat.
Jeho prominentnim propagatorem a pri¢inou zminéné notori¢nosti v nasich zemépis-
nych sitkach je Jaroslav Peregrin, viz tfeba [1999, s. 201].
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Godelovy véty ve vztahu k navrzené schematizaci dikazovych metod
ukazuji totéz, co prostredky novoveké algebry ve vztahu ke konstrukeé-
nim metodam geometrickym, totiz ze jsou v jistém, dosti podstatném
smyslu omezené. Nic vic a nic min.

3.5 Kalkulizace logiky

Vratime-li se nyni k technickym aspekttim axiomatizace védeckych dis-
ciplin, vidime, ze mé dva parametry, totiz:

(1) vybér axiomd, tj. néjakych pravdivych vét,
(2) vybér tsudkovych pravidel, kterd pravdivost pfenaseji.

V Aristotelové teorii je pfitom pravdivost axiomt dana jejich evidenci,
zatimco pravdivost odvozenych vét, teorémi, evidenci uzitych pravidel.
Proto se také jiz v antice, zejména ale pocatkem novovéku, stala lo-
gika prfedmétem pochybnosti kritickych jedinct, jimz se predstava, ze
je mozné pravdivost vét néjakého logice externiho diskurzu garantovat
pouhymi jazykovymi normami, zdala byt prilis fantasticka. S touto po-
chybnosti jsme se tvari v tvar setkali pfi problému logického zdivodnéni
prechodu od stejnomérné spojitosti k bodové, tj. univerzalni platnosti
schématu (3z)(Vy)A(z,y)/(Vy)(3x)A(z, y). Situace je celkem prozaicka,
jak to 1ze nahlédnout na nejjednodussim, protoze nejumélejsim ptipadé
pravdivosti, totiz pravdivosti logické.

Tu jsme definovali pro jasné popsany obor vyrokovélogickych sché-
mat jakozto vlastnost, kterou maji ta z nich, kterd pro kazdou inter-
pretaci konstant nabyvaji hodnotu 1. Odkaz k interpretacim proto ¢ini
logickou pravdivost vlastnosti sémantickou. Zaroven je ziejmé, ze je tato
vlastnost na oboru Fy dobfe definovana v tom smyslu, Zze kazda z for-
muli VL jednoznac¢né je nebo neni tautologii. Ba co vic. To, zda je formule
logicky pravdiva ¢i nikoli, 1ze dokonce mechanicky ovérit, nebot relevant-
nich ohodnoceni konstant je vzdy jenom kone¢né mnoho, konkrétné 2"
pro n ruznych konstant.

Otézka, zda lze z tautologickych formuli vydélit néjakou prehlednou
mnozinu a z ni poté pomoci néjaké prehledné mnoziny pravidel odvodit
vSechny ostatni tautologie, je pfitom rovnéz co do meritu véci jasna, aniz
by bylo a priori jasné, zda to mozné je ¢i nikoli. A problémem zjevné
neni ani vybér zvlasté ‘evidentnich’ tautologii, ani zvlasté ‘evidentnich’
pravidel. Napf. pravidlo

MP @, — 1 /1,

znamé jako MODUS PONENS, pfenasi pravdivost, a tudiz i tautologi¢nost
pouze na zakladé vyse uvedenych definici, a jakdkoli dalsi evidence s tim



186 Kalkulizace logiky

nemad co do ¢inéni, ba muiZe byt spiSe na skodu, jak to (cum grano salis)
ukazuje klasické sofisma:

Co jsi neztratil, mas,
neztratil jsi rohy
mas rohy.

Misto pochybné evidence tedy nastupuje nésledujici tvaha: Necht jsou
formule ¢ a ¢ — 9 pravdivé v néjaké interpretaci J. Kdyby ¢ v J pravdiva
nebyla, byla by v ni nepravdiva, coz by v souladu s pravidly ohodnoceni
implikace vedlo k z&véru IJ(¢ — 1) = 0. To je ve sporu s pfedpokladem.
Jelikoz je tautologi¢nost definovana jako pravdivost v kazdé interpre-
taci, dostavame pro predpoklad tautologicnosti ¢ a ¢ — 1 obratem i
tautologi¢nost 1.

Ackoli nas tedy MP nad oborem Fy, vede vzdy od tautologii k tau-
tologiim, neni tomu tak, ze by to byl on, co tautologi¢nost odvozenych
formuli zaklada. Ta je dana predem, a zduvodnujici role pravidla je pod-
minéna vyse uvedenym dtkazem pfenosu tautologi¢nosti a zptisobem
vystavéni oboru, na néjz bylo dané pravidlo aplikovano, tj. zptsobem
ohodnoceni formuli z F\,. Pfi konstrukci svého systému si Frege uvé-
domil, Ze jakékoli pouziti logiky na néjaky diskurz, specidlné diskurz
aritmeticky, vyzaduje jeho pfedchozi normaci odpovidajicimi konstitu-
tivnimi principy. K tém patii v pfipadé Fregovy logiky na prvnim misté
princip pravdivostni. Jeho roli ve vySe uvedené tivaze si je tfeba dikladné
promyslet. Substituéni princip a zatim nediskutovany princip Leibniztv
patii az k logice predikatt (alespoil nedivame-li se na véty jako na substi-
tuovatelné vyrazy ve stejném smyslu, jako jsou jimi jména), dostaneme se
k nim tedy pozdé&ji. Nyni se vratme k vlastni axiomatizaci logiky vyrok.

Systém, v jehoz ramci jde odvodit vSechny pravdy a pouze pravdy
vyrokové logiky, jinymi slovy axiomatizaci pojmu logické pravdy, podal
Frege jiz ve své Begriffsschrift. Vysel pfitom ze sady Sesti axiomu

Bl ¢ — (¥ — ),

B2 (p— (¥ —0)) = ((g— )= (¢ —0)),
B3 (¢ =@ —0) = (¥—(p—0)),

B4 (¢ =) = (- — o),

B5 == — o,

B6 ¢ — ¢

a jednoho pravidla, totiz pravé MP. Toto jasné rozliseni axiomu od pra-
videl mélo pro deduktivni charakterizaci logické pravdivosti zasadni vy-
znam, zvlasté kdyz bylo zprvu casto (napf. u Peana a Russella) stirdno
préavé v dusledku zminéné korespondence logickych pravd a platného
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usudku, konkrétné tedy objektového symbolu “—” materidlni implikace
a metajazykového symbolu “F” vyplyvani, pfipadné symbolu “+” odvo-
zeni.['8] Ten mj. pochazi rovnéz od Frega, ale mé u ného odlisny vyznam,
totiz performatoru, jenz predepsan pred vétu vyjadiuje jeji tvrzeni ve
smyslu narokovani pravdivosti. V tomto smyslu je tedy spise symbolem
sémantickym.

Rozliseni jazyka a metajazyka stejné tak jako pojem interpretace
formuli a jasnou definici logické pravdivosti nelze samoziejmé najit ani
u Frega, ani u jeho soucasnikti. Nam bohaté staci, ze si je vynutil dalsi
vyvoj, a ze v ném tedy musi byt alespoil v néjaké formé zakotveny. To
se tyka i rozliSeni axiomu a axiomatického schématu, které je nutné,
chceme-li vysvétlit okolnost, Zze si u vyse uvedené axiomatizace vysta-
¢ime s jednim jedinym pravidlem. Pak totiz vychozi mnozZina axiomt
nesestava z Sesti, ale z nekone¢né mnoha formuli, které maji formu né-
kterého z kone¢ného poctu uvedenych schémat. Nahradime-li nyni tato
schémata konkrétnimi formulemi, tj. zaménime-li kazdé ze schematickych
pismen néjakou vyrokovou konstantou, obdrzime sice kone¢nou axioma-
tizaci logiky, nicméné musime pfidat PRAVIDLO SUBSTITUCE

S /ey

v némz gofb znaci vysledek nahrazeni vsech vyskyti konstanty p ve for-
muli ¢ formuli ¥. Dalsi Gprava Fregova tivodniho systému muze spocivat
v redukci uzitych axiomi, nebot nékteré lze odvodit z druhych, a jejich
celek tedy neni NEzAVISLY. Lukasiewicz!'” zjednodusil Fregtv systém
nahrazenim axiomi (B3-6) axiomem

C (mp— ) — (Y — o).

Vysledna trojice axiomi, resp. axiomatickych schémat (B1-2), (C) a pra-
vidla MP, pfipadné S, je povaZovana za standardni, i kdyz samoziejmé
existuji také alternativni systémy, a to jak skromnéjsi (s jednim axio-
mem), tak bohatsi (s axiomy pro jednotlivé spojky).

Prvni, nejskromnéjsi pfipad je spojovéan s Nicodem [1917-1920] a ne-
byl by sdm o sobé ani tak zajimavy (z koneéné mnoha axiomu lze jeden
udélat prostou konjunkei), kdyby Nicod sviij axiom neformuloval pomoci
jediné spojky, ktera sama tvori funkcionalné iiplnou mnozinu. Jednalo se
0 tzv. SHEFFERUV OPERATOR (Sheffer stroke), jejz lze naopak pomoci
znamych spojek vyjadrit jako

[16] Peano [1889] pouzival symbol obraceného pismene “C” soucasné ve vyznamu in-
kluze, implikace a dedukce. Ve druhém z nich si jej ponechal Russell [1910-1913], jenz
také jeho opétovnym obracenim zavedl moderni znak pro podmnozinu. K Russellovu
zapoleni s rozdilem mezi implikaci a dedukci, resp. vyplyvanim srov. avodni kapitoly
jeho The Principles of Mathematics (déle “Principles”) [1903], pfipadné Coffiv [1991,
s. 161 nn] komentar.

(17 Viz poznamka in Lukasiewicz & Tarski [1930, § 2]. Srov. také Lukasiewicz [1935].
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el =-(pA).

Prvni jej ovSem neobjevil Sheffer [1913], ale, jako fadu jinych pojmu,
jiz t¥icet let pfed nim Peirce [1931-1958, 4.12-20], spolu s dalsi tiplnou
spojkou, zndmou jako PEIRCOVA SIPKA (Peirce arrow) ¢ | = —(o V).
Méné tsporné, le¢ praktictéjsi deduktivni systémy, s axiomy rozdélenymi
podle spojek, byly typické pro Hilbertovu skolu.!'®! Lukasiewiczovo zjed-
noduseni Fregova systému je nicméné optiméalni z dikazové-teoretického
hlediska. Nadale o ném budeme hovotit jako o 9B, podle vzoru “Begriffs-
schrift”. Pro libovolny kalkul £ 1ze nyni definovat:

(FORMALN{) DUKAZ formule ¢ v kalkulu & je posloupnost )1,
Yo, ..., P takovd, ze kazdy €len (i) je bud axiom kalkulu,
nebo (ii) na néj lze usoudit aplikaci pravidel kalkulu na formule
predchozi a (iii) ¥, = ¢.

O formuli ¢, k niz existuje dikaz v kalkulu R, fikdme, Ze je v ném
DOKAZATELNA ¢i Ze je jeho TEOREMEM. Zapisujeme to jako Fg ¢ nebo
jenom F . Pro implicitni K := B je tim induktivné charakterizovana
jista podtiida

Th&f {o | ¢}

formuli z Fy, a lze tudiz formulovat vyznamnda metateoretickd tvrzeni,
kterd se ji, resp. kalkulu B tykaji. Velkd cast jich pfitom byla zvefej-
néna Postem [1921], mezi nimi na prvnim misté fakt, Ze Th koinciduje
S mnozinou

Taut ¢f {p | F ¢}

vSech tautologii VL, a predstavuje tedy jeji alternativni, syntaktickou
charakterizaci.['¥) Tato syntakti¢nost je ovéem relativni, nebot snazsi ¢ast
tvrzeni

Th=Taut,

tzv. KOREKTNOST kalkulu, podle niz tento generuje pouze tautologie,
zavisi na dikazu, ze (1) jsou vSechny axiomy B logicky platné a ze (2)
pravidla MP, pfipadné S, prenaseji logickou pravdivost, coz jsou nutné
uvahy nesyntaktické. Jako by se ndm tu najednou znovu zjevil duch Aris-
totelova rozliSeni mezi deduktivnim (apagogickym) diikazem teorému a
(epagogickym) diikazem axiomu prostym nahlédnutim.

Korektnost svého kalkulu pfitom v jistém smyslu dokazal jiz Frege.
Totéz lze Fici o snadném dusledku této tzv. VETY O KOREKTNOSTI, totiz

(18] Prvn{ souhrnnou prezentaci lze nalézt in Hilbert [1928].
[19] Termin “tautologie”, mimochodem, pochazi z Wittgensteinova Tractatu [1921],
vydaného téhoz roku.
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BEZESPORNOSTI kalkulu B, spoc¢ivajici v pozorovani, ze tfida Th neko-
inciduje s t¥idou Fyi. Jelikoz pro kalkul B (a kalkuly klasické logiky
obecné) plati ex falso quodlibet, je toto pozorovani ekvivalentni tvrzeni,
ze v B neni zaroven odvoditelna formule a jeji negace. Explicitni dikazy,
resp. metody dtikazi metateorémii o bezespornosti pochéazeji ovsem az
od Bernayse, jenz v ramci své habilitace [1918] ukézal bezespornost (jis-
tych) axiomt vyrokového poctu spolu s jejich nezavislosti prosttedky rané
Hilbertovy axiomatické skoly, tj. reinterpretaci danych formuli, uplatné-
nou poprvé s tspéchem v Hilbertovych Grundlagen der Geometrie [1899]
(dale zpravidla “Grundlagen”). Jelikoz Bernays své vysledky a jejich dalsi
rozpracovani nepublikoval pred rokem 1926,12% piipad4 hlavni zasluha
na dal$im vyvoji Postovi, jenz dokdzal jak vySe zminénou (sémantickou)
UPLNOST kalkulu 9B, podle niz generuje vSechny tautologie VL, tak tzv.
PosTOVU UPLNOST. Podle ni je B maximélné bezesporny v tom smyslu,
Ze se pripojenim libovolné neodvoditelné formule, tj. formule, ktera neni
v Th, k axiom@m stane spornym.

Postova tplnost plati ovsem pouze pro B s pravidlem substituce, ne-
bot S, na rozdil od MP, pfenési jen logickou pravdivost, nikoli pravdivost
vibec. Proto lze, z druhé strany, vyuzit 28 s pravidlem MP k axiomatizaci
logického vyplyvani. V obecné roviné totiz muzeme k axiomtm néjakého
kalkulu R pfidat libovolnou mnozinu premis S, v pfipadé logickych kal-
kulti nazyvanych téZ MIMOLOGICKYMI AXIOMY, a definovat:

(FORMALNI) ODVOZENI formule ¢ z premis S v kalkulu 8 je
posloupnost 1, ¥, ..., ¥, takova, jejiz kazdy ¢len (i) je bud
axiom kalkulu &, nebo (ii) premisa z S, (iii) nebo na néj lze
usoudit aplikaci pravidel kalkulu na formule pfedchozi a (iv)

Pn = .

O formuli ¢, k niz existuje pfislusné odvozeni, fikame, ze je odvoditelna
z premis S v kalkulu &, nebo téz, Ze je TEOREMEM dané teorie S, coz
zna¢ime jako S Fg ¢, pfipadné S F ¢. Mnozinu vSech teorémi teo-
rie S nad kalkulem R znacime Thg(S), pfi¢emz index kalkulu (tak jako
d¥ive) zpravidla potlac¢ujeme. Teorie se nazyvéa (deduktivng) BEZESPOR-
NOU (viéi R), jestlize se v Thg(S) nevyskytuje alespoii jedna formule
jazyka, pripadné formule a jeji negace. Pro konkrétni pfipad K := B
formulujeme nyni tzv. SILNE VERZE VET O UPLNOSTI A KOREKTNOSTI,
které tikaji:

S F ¢ tehdy a jen tehdy, kdyz S F ¢.

Z toho snadno plyne SLABA VETA O UPLNOSTI (a korektnosti), tj. ekvi-
valence:

[20] Jako Bernays [1926]. Srov. k tomu Zach [1999].
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F ¢ tehdy a jen tehdy, kdyz F ¢.

Je pfitom ziejmé, Ze silnou verzi véty o iplnosti bychom mohli formulovat
i pro Aristotelovu sylogistiku, zvlasté kdyz jsme jiz vySe zminili, Ze se
o to v néjakém sméru snazil jiz Aristotelés sdm. Do jaké miry v tom byl
uspésny, je pritom otazka, kterou se dale zabyvat nebudeme a prejdeme
rovnou k detailiim dikazu véty o tGplnosti pro vyrokovou logiku.!!l

3.6 Bezespornost a tuplnost

Zpisob1, jak dokazat uplnost VL, je nékolik. Post pritom dokézal pouze
slabou vétu o uplnosti. Z ni 1ze dostat silnou vétu v oslabené verzi pro S
koneéné pomoci sémantické a SYNTAKTICKE VERZE VETY O DEDUKCI.
Ta syntaktickd mé formu:

S, I 1 tehdy a jen tehdy, kdyz S+ ¢ — ¥

a jejl ne zcela trividlni dikaz lze pripsat Herbrandovi, ktery jej podal
ve své disertaci [1930] pro kalkul predikatové logiky. Je samoziejmé, Ze
diikaz véty je podstatné zavisly na zvoleném kalkulu.??! K silné vété
o uplnosti lze ze zminéného oslabeni pro S konecné eventudlné dospét
pres tzv. VETU O KOMPAKTNOSTI:

Trida S formuli ma model tehdy a jen tehdy, kdyz ma model
kazda jeji kone¢na podmnozina.

Nazna¢me stru¢né, jak silnou tplnost ze slabé Gplnosti pomoci kompakt-
nosti odvodit:

Dikaz: Z predpokladu S F ¢ muzeme usoudit, ze existuje konecna pod-
mnozina U C S takové, ze U F ¢, nebol v opacném piipadé by pro
kazdou kone¢nou podmnozinu V' C S platilo V ¥ ¢, coz je ekvivalentni
tomu, Ze V, = ma model. Pak ale ma model i S, —¢p, ¢ili S ¥ ¢ v rozporu

[21] Stekeler-Weithofer [1986] rozebira problémovou situaci Aristotelovych Analytik a
formuluje vétu o uplnosti také ve vySe uvedeném tvaru s omezenim na bezesporné
mnoziny S formuli. Toto omezeni se ale nezda byt dostateéné. Nejspis z tohoto dtivodu
pracuje Corcoran [1972] ve svém dtikazu tplnosti s rozsifenym konceptem odvoditel-
nosti S k¢ ¢, definovanym pomoci stavajiciho pojmu jako S F ¢ nebo (S,—¢ F 9 a
S, = F —)). Véta o uplnosti v jeho podani se pak rovna eliminaci nepfimého ditkazu
az na jediny povoleny pfipad. Na rozdil od Stekelerova systému zde prirozené plati
ex falso quodlibet, nicméné uplnost je dokdzana jen pro bezesporné mnoziny premis.
Systém Smithiv [1983] nahrazuje Corcoranovo nepfimé odvozeni tzv. odloucenim (ek-
thesis), coz jsou pravidla AiC/BaA, BaC a AoC/BaA, BeC, uzivana jiz Aristotelem.
Smith dokazuje, ze pfi bezesporné mnoziné predpokladi vede jeho systém ke stejné
mnoziné zavéru jako Corcoraniv systém, a je tedy rovnéz uplny. Ezx falso quodlibet
nicméné neplati. Za upozornéni na Smithiv systém jsem vdécny Martinu Fontanovi.
(22] pfedvadét ho nebudeme, ideové neni zajimavy a lze ho najit v kazdé ucebnici.
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s pfedpokladem. Existuje-li kone¢né U takové, ze U F ¢, pak podle slabé
véty o tplnosti plati i U F ¢, a tedy i S F ¢, coz jsme chtéli dokazat.
Opacny smeér je zalozen na pozorovani, ze v odvozeni formule z premis vy-
stupuje vzdy jenom kone¢né mnoho formuli, automaticky mtzeme tedy
z S F ¢ usoudit na U - ¢ pro néjaké U C S konecné. Z toho nyni podle
slabé véty o tuplnosti dostaneme U F ¢, coz z vlastnosti vyplyvani lze
rozsifit na S F . O

Véta o kompaktnosti patii mezi nékolik standardnich charakteristik, na
nez jsou prezkoumavany logické systémy. Vyznamna se ukaze byt jeji
souvislost s tzv. Koénigovym lemmatem, tykajicim se specialnich uspora-
danych mnozin, tzv. stromi. Nejprve proto definujme:

STROM je (Gastecné) usporddand mnozina (A, <), v niz (i) pro
kazdé x,y € A plati, ze mé {z,y} dolni mez, a (ii) pro kazdé
x € Aje{yeAly <z} konefnd a linedrni. Prvky A jsou
nazyvany UZLY. RETEZCEM v (G4steénd) uspofddané mnozing
(A, <) nazyvame jeji libovolnou linedrni podmnozinu. VETVI
stromu (A, <) nazyvame kazdy jeho maximalni Fetézec, tj. fe-
tézec, ktery jiz nelze rozsirit o dalsi prvek a ziskat opét fetézec.
BEZPROSTREDNIM NASLEDNIKEM uzlu x se nazyva uzel y ta-
kovy, ze (i) z < y, tj. y je NASLEDNIKEM , a (ii) pro za4dné jiné
z neplati soucasné r < z a z < y. Tento vztah znacime jako
x <p 7. Rekneme, 7e se vétev stromu VETVI ve svém uzlu z,
jestlize existuji dva nesrovnatelné uzly y, z takové, ze © <p y a
r <pBZ.

V nézorné roviné je strom dan jednodusSe svym KORENEM, tj. uzlem,
jenz nema zadné predchiidce, a naslednym vétvenim o dalsi uzly, pficemz

Obrazek 3.3: Stromy

toto vétveni mize byt nekonecné. V matematice byva z typografickych
a didaktickych davoda zvykem nechavat riust stromy shora dold, jak je
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to vidét na obrazku 3.3. My se této konvence pfidrzime pouze na Grovni
grafické, aniZz bychom ji pfizptsobovali notaci, tj. povazovali kofen za
nejvétsi uzel. Uzly, které jiz nemaji zadné néasledniky, se nazyvaji LISTY.
Nekonecné jsou ty vétve, které nemaji zadné listy. KONIGOVO LEMMA [23]
se tyka konecné se vétvicich stromi (viz druhy a t¥eti strom obrazku 3.3)
a Tika:

Nekonecny strom, v némz maé kazdy uzel pouze kone¢né mnoho

bezprosttednich naslednikt, mé nekonecnou vétev.

S timto zdanlivé nevinnym tvrzenim jsou spjaty tytéz potize, jaké jsme
jiz kdysi zminili u Bolzanovy-Weierstrassovy véty, a vlastné neni divu,
nebot obé tvrzeni jsou si pii vhodné topologické interpretaci stromu ekvi-
valentni.l?¥l Opét je sice zfejmé, 7e v koneéné se vétvicim stromu musi

/\ P1 — p3

(0,72,7) (?,2,1)
/ P

(1,2,1)
D2V py

(1,1,1,7) (1,2,1,1)
/ —p2 A\ D5

(1,0,1,1,1)
|

Obrazek 3.4: Kompaktnost

mit uzel s nekoneéné mnoha nasledniky néjakého primého naslednika,
jenz ma rovnéz nekoneéné mnoho naslednikd, a ze tedy takto urcéena po-
sloupnost primych naslednikti kofenem pocinaje dava onu pozadovanou
vétev, na druhou stranu neni obecné mozné tuto cestu efektivné popsat,
tj. udat konkrétni fadu uzli, kterd ji tvori, nebot pribézné testovani,
které z moznych vétveni vede k oné nekonecné vétvi a které ne, muze
koncit regresem. Jiny, podstatné vagnéjsi ptivod nekonstruktivnosti lem-
matu je axiom vybéru, ktery potiebujeme k tomu, abychom z vétsiho

(23] Pro poradek uvedme, Ze jeho autorem neni jiz zminény Julius (Gyula) Konig, ale
jeho syn Dénes.
(24] K témto souvislostem se jesté dostaneme v kapitole 7.
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poctu uzli, které maji nekoneéné mnoho néaslednikti, vybrali pravé jeden,
a to nekoneénékrat. Nyni pfedvedme rychlé odvozeni véty o kompakt-
nosti z Koénigova lemmatu:

Dikaz: Predpokladejme, ze ma kazda konec¢nd podmnozina formuli né-
jaké (spocetné) mnoziny S model. Vime, Ze v omezeni na koneéné mno-
Ziny muZeme uvazovat pouze koneéné mnoho (redukovanych) interpre-
taci. Mame-li formule z S o¢islovany pfirozenymi ¢isly jako ¢1, @2, ...,
miizeme brat jednu po druhé, a vytvaret tak jakysi strom jejich ohod-
noceni. Kofen je oznacen formuli ¢; a vétveni odpovidaji tém ohod-
nocenim, ktera ji splnuji. Néslednické uzly jsou pak vSechny oznaceny
formuli @9, vétveni odpovidaji ohodnocenim, ktera rozsifuji ohodnoceni
dané vétve a pritom spliuji ¢s, atd. Pro konkrétni priklad mnoziny
{p1 — p3,p1,p2 V D4, "p2 A D5, ...} to ukazuje obrazek 3.4. Je zfejmé, ze
takto musime dik predpokladu splnitelnosti v kazdém stadiu ptridat ale-
spon jeden dalsi uzel, tim padem jich mé strom nekone¢né mnoho, a je-
likoz je kazdé jeho vétveni konecné, musi mit i nekonecnou vétev. Ta
urcuje model mnoziny S. a

Timto méme naznacen dikaz (silné) véty o Gplnosti za pfedpokladu, Ze
bylo jiz dokézano Konigovo lemma a slabéd véta o aplnosti. Diilezité je
pfitom pozorovéni, Ze ekvivalence

S F ¢ tehdy a jen tehdy, kdyz S F ¢
je vlastné rovnocennd ekvivalenci
mnozina je bezesporna tehdy a jen tehdy, jestlize ma model.

Slaba véta o uplnosti se tim padem rovna tvrzeni, ze ma kazda ko-
necnd bezespornid mnozina formuli model, a véta o kompaktnosti pak
tuto vlastnost rozsifuje i na bezesporné mnoziny nekonecné. Co se tyce
historie, vétu o kompaktnosti (pro predikatovou logiku!) dokézal jako ko-
rolar (silné) véty o uplnosti Godel [1930]. Jeji zobecnéni pro nespocetné
jazyky podal, byt nejprve implicitné, Malcev [1936].

Jak zkonstruovat model néjaké bezesporné mnoziny, je ale zajimavé
obecné, a tento zpusob dikazu véty o Uplnosti také byva prvni volbou.
Fregova vyrokova logika mé v tomto ohledu tu vyhodu, Ze byla Wittgen-
steinem v Tractatu identifikovana s logickym lesenim svéta, a prislusna
konstrukce se tak mtze tésit i jiné nezli jen teoreticko-technické pozor-
nosti. Ideovou bézi celé stavby jsou pfitom stavy véci (Sachverhalte),
piipadné elementérni fakty (7Tatsachen) jakozto stavy véci, které nasta-
vaji. Prostfedky jejich kombinaci do komplexnich situaci (Sachlagen)
jsou pak vyrokové spojky. Uvodni véta [1922, § 1.11]:

svét je urcen fakty a tim, Ze jsou to vSechny fakty
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nabizi chapat aktualni a mozné svéty jako distribuce pravdivostnich hod-
not mezi pevné danou t¥idu elementarnich vét, v nasem piipadé repre-
zentovanych vyrokovymi konstantami pp, ps, .... Tyto distribuce jsou
ekvivalentni vyclenéni nékterych konstant jakozto pravdivych a dodatku,
7e zadné jiné konstanty jako pravdivé ohodnoceny nejsou, ¢ili: Ze jsou
ohodnoceny jako nepravdivé. To plné odpovida Fregové transcendentalni
dikci, podle niz

skute¢nost je véta, ktera je pravdiva.2)

Véta (formule) vystavéna z elementarnich vét (formuli) je v daném moz-
ném svété (interpretaci) jednoznacéné pravdiva ¢ nepravdivd, tj. dany
mozny svét urcuje jednoznacéné jeji pravdivostni hodnotu. To je vysled-
kem vySe zminéné metaindukce podle slozitosti formule. Ale i naopak:
véty (formule) vydéluji ze souboru v8ech moznych svéti ty, v nichz plati,
popisujice nékterou jejich ¢ast jakozto nastévajici. Obrazné interpreto-
vana funguje tato deskriptivni role komplexnich vét coby reprezentaci
komplexnich faktd predev§im u konjunkci coby obrazi pfislusného vy-
seku (mozné) reality. Na jadru véci to v8ak nic neméni, napi. formule

P2V ps

popisuje vSechny interpretace, v nichz je alespon jedné z konstant ps,
p4 prifazena hodnota 1. Tyto interpretace mohou byt de facto popsany
pomoci téchto konstant samych, uvazime-li totiz jejich kombinace

{p27p4}7 {p27 ﬁp4}7 {ﬁp27p4}_

KaZda z nich sice nechava jesté mnohé neurceno, fixuje ale pevné ale-
spoil tu cast svéta, které se tykaji jeji konstanty. Vlastné se zde znovu
uplatiiuje deskriptivni povaha konjunkce, ovSem za cenu pfipusténi ne-
govanych konstant mezi zakladni prostiedky ‘svétatvorby’.

Ozna¢ime-li nyn{ konstanty a negace konstant jako LITERALY, mii-
zeme Tici, ze je mozny svét urcen totalitou vSech literalt, v niz se kazda
konstanta objevi pravé jednou (tj. bud ona sama, nebo jeji negace).
Hledame-1li model néjaké bezesporné mnoziny S formuli, postaci samo-
zfejmé jen mnozina literalt sestavajici z konstant vyskytujicich se v né-
jaké formuli z S. Zbytek je lhostejny.

Dikazy tplnosti, které k dané bezesporné mnoziné formuli konstru-
uji jinou mnoZinu formuli, pfimocafe popisujici pfislusny model, byly
do logiky zavedeny Leonem Henkinem [1949], jenZ na né podle svych
vlastnich slov ptisel (piekvapivé) v kontextu predikatové logiky druhého
Fddu se specialni sémantikou.!?®! Zminéna prekvapivost je dana tim, Ze

(25] Frege [1918a, s. 74] nehovoii o v&té, ale myslence, coz je vlastné obsah véty, resp.
véta jakozto nositel obsahu, nikoli pouhy artefakt.
(26] Viz Shapiro [1991, s. 96, pozn. 11].
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u druhoradovych logik se standardni sémantikou dochézi k nezadoucimu
viskytu bezespornych mnozin, které nemaji model.[?”) Jejich bezespor-
nost je déna slabosti uzité (korektni!) logiky, neschopné dany spor odvo-
dit, ackoli by to — ze sémantického pohledu — bylo na misté. Tim spise
se ale cela zalezitost konstrukce modelu na bazi bezesporného deduktiv-
niho systému ukazuje jako netrivialni.

Henkintuiv zptsob je pritom velmi robustni. Spociva totiz v sestro-
jeni MAXIMALNE BEZESPORNE MNOZINY formuli, tj. takové bezesporné
mnoziny, jejiz libovolné rozsifeni vede jiz k mnoziné sporné. Maximalné
bezesporna mnozina formuli VL kromeé béze literalt, postacujici pro ur-
¢eni daného mozného svéta, obsahuje pro libovolnou formuli vyrokové
logiky budto ji, nebo jeji negaci, a reprezentuje tedy pfimo i ohodnoceni
komplexnich formuli. JelikoZ je od poc¢atku konstruovana jakozto rozsi-
feni vychozi mnoziny .S, je indukovany model celku i modelem hledanym.
Nyni jiz zbyva jen predvést zminéné rozsifeni a ukazat, jak urcuje pfi-
slusny model, neboli dokazat tvrzeni:

(1) Ke kazdé bezesporné mnoziné S formuli existuje maximalné
bezespornd mnozina S’ takova, ze S C S’ a (2) kazd4d maxi-
malné bezespornd mnozina mé model.

Dikaz: Vyjdéme (1) z toho, Ze je mnoZina Fy vSech formuli spodetnd,
a tedy usporadatelna do fady 1, @2, .... Nyni zkonstruujme rozsifeni
mnoziny S v induktivné definovanych stupnich tak, Ze (i) polozime Sy :=
S a (ii) pro n > 1 definujeme

S ) Sn+ pn jestlize je S, + ¢p bezesporna,
e Sn + —p,  jinak.

Je véci bézné rutiny (opirajici se o vlastnosti kalkulu B) dokézat, ze (i)
je kazdé S,, pro n € N bezesporné, Ze (ii) je tudiz bezesporné i vysledné
sjednoceni S" = |J,,cy Sn, které (iii) je navic bezesporné maximélné.
Kdyby totiz (i) nebylo bezesporné ani S, + ¢,, ani S, + —¢,, byla
by S, v rozporu s induktivnim pfedpokladem, sporna. To plyne napf.
z VETY O NEUTRALNI FORMULI, ktera dovoluje z T, o F ¢ a T,—p F 9
usoudit na T + . Kdyby (ii) nebylo bezesporné sjednoceni S’, muselo
by existovat néjaké odvozeni formule a jeji negace. V tomto odvozeni by
ale z definice mohlo figurovat pouze kone¢né mnoho formuli z S’. Ty by
tak musely nalezet néjaké mnoziné Sy pro k € N, coz ale znamena, Ze je
spor odvoditelny jiz z Sy, coz je zase v rozporu s bodem (i). A za (iii),
kdyby S’ nebyla maximalné bezespornd, existovala by formule 1, kterd
by nebyla v S’ a pfitom by S’ + 1 zlstala bezespornd. Tato formule
by se ovSsem musela vyskytovat v daném vycisleni, dejme tomu jako .

(27] Vice v oddile 4.5.



196 Substituce, substituce a substituce

Jelikoz se nestala soucasti rozsifeni Si1, muselo byt Sy + 1 sporné, coz
je v rozporu s pfedpoklddanou bezespornosti S’ + 1.

Nyni chceme (2) ukdzat, jak uréuje maximéalné bezespornd mnozina
svllj model. Z uvedené konstrukce pfitom vyplyva, Zze v .S’ musi byt pro
danou formuli z Fy; budto ona, nebo jeji negace, z bezespornosti, ze
tam nemohou byt obé. Ohodnotime-li tedy vyrokové konstanty podle
toho, zda v S’ jsou ¢i nikoli, hodnotou 1, resp. 0, je na zdkladé snadné
induktivni ivahy zfejmé, ze pro takto ur¢enou interpretaci J a libovolnou
formuli ¢ plati:

1 € S’ tehdy a jen tehdy, kdyz I(¢)) = 1.

Nebot: (i) tvrzeni plati pro konstanty z definice, (ii) plati-li pro v, pak i
pro —¢ jednoduchou kontrapozici a (iii) plati-li pro ¢ a v, pak i pro ¢ —
1, protoze (iii.i) kdyby nastal p¥ipad, ze ¢ — ¢ € S" a J(p — ) = 0,
platilo by IJ(p) =1 a J(¢b) = 0, coz znamen4, ze ¢ € S’ a —) € S’ podle
induktivniho pfedpokladu. Pak je ale z S’ odvoditelny spor jednoduchou

=(p — ) € §’. Tim paddem musi platit i ¢ € S’ a —p) € S’, nebot
jinak by S’ nebyla maximalné bezesporné (pfedstavujme si =(p — )
radéji jako konjunkci ¢ A =), tudiz plati i I(p) = 1 a J(¢») = 0 podle
induktivniho pfedpokladu. To je ovSem v rozporu s piedpokladem J(¢ —

1Y) = 1. O

Podstatné skromnéjsi konstrukce modelu k bezesporné mnoziné formuli
je zaloZena na metodé sémantickych stromt, usilujicich o jakysi model
minimalni. K tomu se dostaneme v souvislosti s predikatovou logikou,
kde je metoda tohoto typu vlastné nutna, nebof v ni neni indukovéna
zéddna pevna ontologickd baze, kterou by Slo pouzit pro libovolnou for-
muli, tj. univerza diskurzu variuji jak co do povahy, tak do pocétu pted-
méti. K nahlédnuti toho, Ze je tfeba sémantiku predikatové logiky ucho-
pit timto zptsobem, tj. neomezit se na jediny univerzalni diskurz, jak to
vyzadoval Frege, potfebovala ovSem logika pravé onéch zhruba padesat
let svého vyvoje. K tomu se vyjadiime ve zbytku kapitoly.

3.7 Substituce, substituce a substituce

Frege nam ve svych spisech nedavd mnoho prilezitosti pochopit, jak na
svij znacné netrividlni expresivni a tsudkovy kéanon pfisel. Neni pfitom
pochyb, Ze jej odvijel od nijak staré, avsak v Sedesatych letech tehdej-
$tho stoleti jiz dostatecné stabilizované praxe weierstrassovské analyzy.
Fregova vlastni zhodnoceni toho, v ¢em spocivd nadiazenost jeho sys-
tému logice tradi¢ni a jaké z toho plynou dtisledky vzhledem k nékterjym
zazitym nazorim na povahu logiky, zejména nazorim Kantovym, jsou
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ovSem pfes jejich maly pocet velmi sugestivni, tj. jakysi zdklad k dalsim
tvahadm urcité mame.

Ve svych Grundlagen [1884, § 88] vyjadiuje Frege jiz zminény nézor,
ze Kant zaradil aritmetiku mezi syntetické discipliny proto, ze “zjevné
podcenil hodnotu analytickych soudi — bezpochyby v disledku prilis z-
kého urceni tohoto pojmu”. Podle Kanta [1781/1787, A 6/B 10] jsou ana-
lytické ty soudy, u nichz je predikit obsaZen v subjektu (jako je v pojmu
‘malého koné’ obsazen ‘kdn’ ¢i, méneé trividlné, v pojmu ‘grosdka’ pojem
‘strakatosti’), a které jsou proto [1781/1787, A 151/B 190] zaloZeny na
principu sporu coby PRINCIPU ANALYTICKYCH SOUDU. Souvislost mezi
(i) obsaZenosti pojmu v pojmu (jejich ‘identitou’) a (ii) principem sporu
neni na prvni pohled zcela jasna, zaénéme proto jejich vztahem k analy-
ti¢nosti.

Otazku obsazZenosti 1ze cele pfipsat na vrub intenzionalni interpre-
tace aristotelské logiky, uznéavajici v disledku pouze unarni pojmy, a pro-
to 1 velmi omezenou t¥idu toho, co lze povaZzovat za analyticky (logicky
pravdivy) vyrok. Sylogistika, jak jsme jiz zminili, de facto s vétami této
kategorie viibec nepracuje a zavadi jen pojem logicky platného tisudku.
K prechodu mezi logickou pravdou a platnosti, jak je bézny v logice mo-
derni, potfebujeme zjevné néjakou formu implikace. Déle je mozné zavést
pojmy relacni, tj. vyssi nez unarni arity. Jejich implementace do Fregova
systému je ale uskutecnéna v kontextu obecnéjsiho rozliSeni mezi sub-
stituovatelnym vyrazem a substitu¢nim rdmcem, tedy v kontextu toho,
co budeme nazyvat technikou substituce. Tu lze totiz aplikovat nejen
na véty elementarni, jako v pfipadé “Brutus zabil Caesara”, ale i véty
slozené, typu “Sokratés obdivuje Theaitéta nebo Platon obdivuje The-
aitéta” ¢i “Platon obdivuje kazdého, koho obdivuje Sékratés”, davajici
pak vyvstat pojmim jako “byt obdivovan Platénem nebo Sékratem”,
“byt ve vztahu obdivovatele kazdého, koho nékdo obdivuje” atd.

Co se tyce principu sporu, ten 1ze dat nejprve do souvislosti s Leibni-
zovym odvozovanim rozumovych pravd (vérités de raisonnement) z iden-
tit, rozuméj: z identity pojmu predikatu s pojmem subjektu. Leibnizovo
a Kantovo pojeti analytického soudu v tomto ohledu vlastné koinciduji,
i kdyz méa Leibniz obcas tendence vyzadovat obsazenost predikatu v sub-
jektu nejen u logicky pravdivych vét, ale u pravdivych vét obecné. Princip
sporu coby jednoduché popfeni principu identity hraje pak v oblasti zdu-
vodnéni analyti¢nosti néjakych vét tutéz roli. Michael Potter [2000, s. 32]
navrhnul v této souvislosti vécné atraktivnéjsi, i kdyz historicky ne zcela
vérohodné TeSeni, totiz vylozit Kantiv princip analytickych soudt na po-
zadi soucasné metody sémantickych tableaur, k niz se dostaneme v oddile
3.11. Jeji podstatou je testovani logické pravdivosti formule ¢ pravé na
béazi vyvozovani spornych disledkt z negace . To déla Kantovu cha-
rakterizaci analyti¢nosti akceptovatelnou i z pozic jakékoli logiky, ktera
je v tomto smyslu Uplné, tj. jejiz formule jsou tautologické tehdy a jen
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tehdy, je-li z jejich negaci jistym zptisobem odvoditelny spor. V piipadé
Fregové to plati o nékterych fragmentech jeho systému, a to vyrokové lo-
gice a predikatové logice prvniho fadu. Frege ovsem ve své Begriffsschrift
zavedl predikatovou logiku bez fadového omezeni, a ta Gplna neni, coz
znamena, ze analogii, jako je ta Potterova, je tfeba uzivat velmi obe-
zletné.

Problém, jak postupovat, chceme-li co nejvice tsudkit daného dis-
kurzu vykazat jako piipady jistych platnych inferenc¢nich schémat, a uset-
it si tak dal$i odkazy k matérii daného oboru (tj. pfedvést je jakozto
logické, nikoli materidlni inference), je otézka jistého rozhodnuti (vybéru
pFislusné sady inferenénich vzorci), a mé tedy konvenéné-instrumentalni
charakter. Podstatné je, ze Frege svoji logiku takto také chape, kdyz
v uvodu Begriffsschrift [1879, s. IV] li¢i, Ze nejprve zkousel, “jak da-
leko se v aritmetice lze dostat pomoci tsudki samych, pouze s oporou
v zakonech mysleni, jez jsou nadfazeny vsemu ojedinélému”. Skutecnost,
Ze se tato zkusma redukce obvyklych aritmetickych postupt na nékolik
malo inferen¢nich vzorci podafila, povazoval Frege pravem za potvrzeni
ptvodni hypotézy, podle niz by se v aritmetice dalo postupovat pouze
timto zpusobem, tedy ze by ji slo plné konceptualizovat nebo, jak ik,
zalozit na logice.

Odpovéd na otézku, co konkrétné Frege svym logicismem mysli, mu-
sime hledat predevsim ve sledu dil¢ich tspéchti, selhani a pokust o na-
pravu, jak se nachézeji v triddé jeho stéZejnich spist: Begriffsschrift,
Grundlagen der Arithmetik a Grundgesetze der Arithmetik [1893/1903]
(dale zpravidla “Grundgesetze”), tedy nikoli jen v nékolika pozndmkach
vyslovné vénovanych tématu. Bez dalsiho praktického upfesnéni mohou
byt totiz takovéto odkazy mimoradné nejasné a zavadéjici. To je ostatné
také piipad onoho hojné citovaného mista z Begriffsschrift [1879, s. IV],
v némz Frege osvétluje jak nazev, tak cil, k némuz by mél jeho spis
slouzit, totiz

k tomu, aby mohla byt platnost tsudkového fetézce prezkou-
mana tim nejjistéjsim zpusobem a aby kazdy predpoklad, jenz
se chce nepozorované vettit, mohl byt predveden, a tim i pro-
zkouman co do svého ptuvodu. Proto jsem také rezignoval na
vyjadieni vseho, co nemé pro sled tsudkt zaddny vyznam. To,
na ¢em mi jediném zalezi, jsem v § 3 nazval pojmovym obsa-
hem.

Co mini Frege “pojmovym obsahem”, jehoz vyjadfenim se jeho logika
zabyvé, je pfitom nejasné. Coffa [1982] se napf. domniva, Ze se zde Frege
pokousi aktivovat informadcni zdroje véty, které Kant nechal nepovsim-
nuty, a musel se proto pfi jejim zdtvodnéni utikat k nazoru i v piipa-
dech, kdy to — jako u aritmetiky — nebylo nutné. To by ¢inilo z Frega
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predstavitele Sirsiho konceptualistického hnuti coby opozice vicéi Kan-
tovu pfesvédceni, Ze je matematiku zapotfebi néjakym zpisobem zakot-
vit v strukturach empirické zkuSenosti. V uvedeném citatu je nam ale
pojmovy obsah predev§im prezentovan jako néco, co ma byt umeélym
pismem vyjadfeno (co tedy muZe tvofit formélnésémantickou stranku
celého projektu) a co je v néjakém smyslu inferencéné relevantni. Otevira
se tu tak spiSe otdzka konstituce adekvatni (aritmetické) sémantiky a
jejtho vztahu ke standardnim (aritmetickym) inferencim.

Neni pfitom nijak jasné, (1) zda je to (spravnd) inference, ¢ehoZ pro-
stfednictvim je pojmovy obsah identifikovén, nebo (2) zda je to pojmovy
obsah, na ¢em se zakldda (spravnd) inference. V § 3 své Begriffsschrift
ma Frege, zda se, na mysli prvni z moznosti, kdyz totiz odmité tradi¢ni
rozliSeni subjektu a predikatu pravé jako inferen¢né irelevantni. Véty

Rekové zvitézili u Plataji nad Persany,
Persané byli porazeni u Plataji Reky

jsou podle Frega v ramci premis (& zavéru) libovolného tisudku zamé-
nitelné pfi zachovani jeho spravnosti, prestoze se jejich subjekty, resp.
predikaty, lisi. Ze stejnych divodu ale maji tytéz pojmové obsahy, ji-
nymi slovy: takto popsand substituovatelnost vét (pii zachovani sprav-
nosti tsudku) je kritériem identity pojmovych obsaht, které vyjadiuji.
Kazdy, kdo cetl Begriffsschrift jen trochu pozorné, ovSem vi, Ze Frege
myslenku inferen¢ni artikulovatelnosti vyznamu v takto radikalni po-
dobé nesledoval ani o krok za uvedeny citat, resp. ze v jeho logice jsou
véty (resp. vyrazy) rozliSovany jen potud, lisi-li se v pravdivostni hodnoté
(resp. extenzi), a jemné&jsi rozliSeni (Fregtiv pozdé&jsi ‘smysl’) se uplatni
nanejvys v logicko-filosofické propedeutice. V tusudcich, pro néz je pte-
nos pravdivosti nejen nutnym, ale i postacujicim kritériem spravnosti,
jsou véty stejné pravdivostni hodnoty samoziejmé intersubstituovatelné,
nutno vS8ak upozornit, Ze to pokazdé nejsou tsudky, o které by Fregovi
§lo, totiz tisudky spravné logicky. Ze t¥i prechodu

(1) Hannibal ptekroé¢il Alpy7
Brutus zabil Caesara

(2) Rekové zvitézili u Plataji nad PerSany

Persané byli porazeni u Plataji Reky

(3) jestlize Kroisos ptekro¢il feku Halys, zni¢il velikou Fisi,
Kroisos prekrocil feku Halys
Kroisos znicil velikou risi

je ve vSech prenasena pravda, jen posledni dva si zaslouzi nazev tsudku,
a pouze ten posledni nazev tsudku logického. Zbyva vyjasnit na zakladé
¢eho, resp. jak a zda vibec jeho platnost souvisi s pojmovym obsahem.
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Tim se dostavame k druhému zptsobu chépani vztahu inference a pojmo-
vého obsahu.

Byl to Bernard Bolzano, kdo jako prvni poukéazal na to, Ze pro-
minentni pfipady c¢isté pojmovych vét a tsudku, tedy vét a usudki lo-
gickych, jsou pravdivé, resp. platné na zakladé toho, ze vétsinu pojmi
ignoruji. Kli¢em mu zde byla rovnéz substituce.!?®! To, Ze jsou véty prav-
divé ¢ nepravdivé — uvazuje ve své Wissenschaftslehre [1837, § 147)
—, je v logice pfedpokladano, a z tohoto hlediska nezajimavé. Totéz se
ovsem neda Fici o tom, co déla s pravdivosti véty zména nékterych jejich
casti. Nenechame-li jejich vybér libovili, zjistime v mnoha pfipadech, ze
je takovato véta obecné platnd relativné k nahrazeni ¢asti i, j, ..., ro-
zuméj: stejné jako ona jsou pravdivé i vSechny véty vzniklé nahrazenim
¢asti 7, j, ... libovolnymi vyrazy téhoz gramatického typu. Podobné do-
spiva Bolzano [1837, § 154-155] k pojmtm slucitelnosti ( Vertriglichkeit)
a odvoditelnosti (Ableitbarkeit) vét relativné k ¢dstem i, j, . ... Véta

A) Kroisos zni¢il velikou Fisi

je tedy odvoditelna z vét

B) jestlize Kroisos piekro¢il feku Halys, zni¢il velikou ¥{si,
C) Kroisos pfekro¢il Halys

nejen proto, Ze byl ignorovdn pojmovy obsah vét A), B) a C), ale zZe
byly tyto véty ignorovany uplné, tj. véetné jejich skutecnych pravdivost-
nich hodnot. To ostatné odpovida tomu, co je vtloukédno do hlavy vSem
adeptim studia logiky v zakladnich kurzech, totiz ze je to formalni véda,
ktera od obsahu zcela odhlizi. Jak je to tedy s Fregovym pojmovym pis-
mem a jeho snahou o artikulaci obsahu — nejedné se o néjaky omyl?
Nikoli, a divody nahlédneme pravé v tom, pro¢ Bolzano pres svoji geni-
alni anticipaci Tarského nemiZe byt povazovan za zakladatele moderni
logiky.

K relativizaci pojmu obecné platnosti vici urcité fixni sadé vyrazu
vedl Bolzana postieh, ze by jinak néco jako obecna platnost véty vibec
nemohlo vzniknout, nebot variaci riznych ¢4sti bychom vzdy mohli z li-
bovolné véty pravdivé ziskat nepravdivou (a vice versa). To mé ovSem
také svou druhou stranu, totiz nutnost specifikace téch vyrazu, jejichz
gramatické typy byt nahrazeny maji, resp. téch, které byt nahrazeny ne-
maji. Bolzano [1837, § 148] si byl védom, Ze logické tisudky, jako je nas
vyse uvedeny, jsou platné nejen proto, ze jisté obsahy nechavaji promén-
nymi, ale i proto, Ze jiné fixuji — totiz obsahy pojmu logickych, jako

(28] v nasleduyjicich fadcich budeme velmi strucni, takze Ctenar, ktery se o principy
Bolzanovy logiky a sémantiky zajima hloubé&ji, mize konzultovat tfeba monografii
Vlasékova [2005]. Tim nemd byt Feceno, Ze se jeji zavéry kryji s nasimi.
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je napf. vyrokovélogicka spojka “jestlize ..., pak ...” ve vySe uvede-
ném usudku. Vlastni vymezeni logickych pojmt ovSem nakonec vzdal,
protoze, jak tamtéz uvadi, rozdil mezi nimi a pojmy jinymi “neni tak
ostfe ohranicen, aby se o tom jiz nedal vésti spor”. Nova logika — za-
hrnujici stanoveni pevné sady logickych konstant a kategorizaci syntaxe,
tedy typt vyrazi, které mohou byt variovany, neboli k jejichz obsahu se
nebude ptihlizet — musela proto se svym zrodem pockat az na Fregovu
Begriffsschrift.

Instruktivni mohou byt v této souvislosti paralelni ivahy Brando-
movy [1994, s. 104], podle nichz si na pozadi substitu¢ni techniky méme
nas slovnik predstavit rozdélen do dvou ¢asti, kdy jednu z nich nechavame
variovat, druhou pak chapeme jako pevnou. Limitni pfipad, ktery popi-
suje Bolzano, odpovida stavu, v némz je pevna c¢ast prazdné, a zadny
spravny usudek tak nelze povazovat za spravny z forméalnich duvodi.
V inverznim extrému je pevné vSe, a kazdy spravny tsudek je tedy for-
malné platny. Davod, pro¢ néjakou ¢ast slovniku jako pevnou zvolit,
je pritom pfirozeny a splyva s aristotelskym motivem transparentniho
ovladnuti néjaké tsudkové praxe. To je mozné jen tehdy, je-li tisudko-
vych schémat néjaky prehledny pocet. Diavody, pro¢ tedy néjakou sadu
oznacit jako logickou per se, nemohou mit zcela obecny, univerzalni cha-
rakter, a pokud se o né Brandom, stejné jako pfed nim Lorenzen, snazi,
jsou oba, pres sviij nepochybné kriticky a zdtivodnény zakladni pFistup,
nakonec odsouzeni k dogmati¢nosti.

Bolzano [1837, § 148], jenZ byl podobné jako Leibniz veden spise
védoslovnymi nezli reformnimi zajmy, navrhl ovsem obejit relativizujici
prvek obecné platnosti svoji verzi definice analytické véty jako takové
véty, v niz

existuje alespon jedna jedind predstava, kterou lze libovolné
variovat, aniz by tim byla porusena pravdivost ¢i nepravdivost
vety.

To na jednu stranu vyhovuje jakémusi Sir§imu pojeti analyti¢nosti, takto
obsédhnuvsimu i véty (a Gsudky) jako

jestlize Rekové zvitézili u Plataji nad Persany, pak byli Persané
u Plataji porazeni Reky, ¢

je-li Praha zapadné od Pardubic, jsou Pardubice vychodné od
Prahy,

pro variabilni “Rekové”, “Persané”, resp. “Praha”, “Pardubice”, toto
pojeti se ale na druhou stranu zda byt az ptilis Siroké, nebot mu dostanou
i ‘kontingentné&’ (empiricky) pravdivé obecné vyroky jako

ma-li Kvak zabry, neumi mluvit,
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zustane-li proménlivy jen “Kvak”. Mozna, Ze z jistého thlu pohledu lze
i takovéto véty povazovat za nutné (ve vztahu k biologickym zdkonitos-
tem), sotva v8ak za platné z pouhé znalosti pojma “Zabry” a “mluvit”.
Svoji definici se tedy v kazdém pripadé ‘Cesky Leibniz’ nebezpecné pribli-
zil svému némeckému vzoru, implicitné stirajicimu rozdil mezi pravdou
pojmovou a pravdou prostou.

Stejné jako Bolzano vyuzil i Frege k zavedeni svych nejplodnéjsich
rozliSeni a pojml techniku substituce, a to hned nékolika zpisoby. (1)
Prvni z nich jsme jiz kratce nahlédli, totiz jakozto definujici pojmovy
obsah vyrazu skrze jeho substituovatelnost pfi zachovani (salva) urcité
podminky, jmenovité podminky spravného tisudku. Tu, jak jsme zminili,
v této konkrétni podobé Frege nakonec nezuzitkoval, jeji varianta salva
veritate se vSak (v explicitni podobé tzv. Leibnizova principu) stala re-
gulativem jeho obecné-holistického projektu predmétné konstituce, jak
se k nému dostaneme v ptisti kapitole. (2) Druhy zptisob odpovidé Bol-
zanové koncepci ‘obecné platnosti’ jako variovatelnosti nékterych casti
véty. Frege si rovnéZz uvédomil, Ze tzv. forméalni védy netézi ve zdavod-
néni pravdivosti svych vét z pouhé abstrakce, zaménitelnosti obsahu, ale
i z toho, ze urcity obsah ponechavaji zachovan, a v jistém smyslu je tedy
jejich ‘formalnost’ relativni. Pige [1906, s. 428]:

Stejné jako mé geometrie pojem bodu, ma i logika své vlastni
pojmy a relace a ty také tvori jeji obsah. Viéi témto se nechova
formalné. Zadna véda neni zcela formalni; ale do jisté miry je
i gravitaéni mechanika formalni, pokud jsou ji vSechny optické
a chemické vlastnosti lhostejné. Télesa rizné hmotnosti pro ni
zameénitelnd nejsou; ale nic nestoji v cesté zaménitelnosti téles
odlisnych vlastnosti chemickych.

Védomi této relativity mu vSak nezabranilo v tom, aby na rozdil od Bol-
zana zuzitkované logické pojmy popsal, a to radikalné novym zpiisobem,
v némz substituce hrala také — tentokrate jiz tfeti — stézejni roli, totiz
pii (3) substitu¢ni analyze véty a s ni souvisejicim vynalezu kvantifikace.

3.8 Napric¢ diskurzy

Objev kvantifikace vzesel z konfrontace s vétami, jako byla vyse uve-
dené, tj. v ramci hypotetického soudu s konkrétnim ohniskem, specialné
tedy:

(a) jestlize ma Kwvak zabry, pak Kvak neumi mluvit.

Frege [1879, § 9] se na vyraz (“Kvak”) jisté kategorie (jméno) divé jako
na proménlivy, implicitni obecnost véty pak vyjadiuje jeho nahrazenim
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proménnou x. Problémy s rozsahem obecnosti nakonec fesi predepsanim
indexované cezury — kvantifikdtoru — jako

(b) (Vz)(x mé zadbry — x neumi mluvit).

To mu dovoluje v prvni fadé rozlisit obecnost popfeni (Va)—A(z) od
popfeni obecnosti —(Vx)A(x). S ohledem na pfedpoklddanou platnost
substitu¢niho a pravdivostniho principu mohou u véty A(N) nastévat
pouze dva disjunktni pfipady: (1) pro kazdé M je A(M) pravdivé a (2)
existuje M takové, Ze je A(M) nepravdivé. V souladu s nimi plati bud
(Vx)A(z), nebo (Iz)—A(x), kterézto formy (OBECNEHO a EXISTENCNIHO
KVANTIFIKATORU) lze tedy uchopit jako vzdjemné negace, coz mj. umoz-
nuje definici:

(Vz)A(x) = —(3z)-A(z).

V kazdém pripadé je jasné, Ze se na vétny systém rozsifeny o komplexni
vétné formy (Va)A(z), resp. (3x)A(x) pfenasi pravdivostni a substituéni
princip.

Kvantifikdtorem vyjadiena obecnd pravdivost véty ovSem neni né-
¢im, co by vyjadfovalo analyticnost véty, jak se domnival Bolzano, ale
(z hlediska obsahu) internim rysem zminéné véty, plynoucim z vyznamu
kvantifikdtoru coby logické konstanty. Je proto velkou chybou divat se
na vétu

(¢) Kvak ma zabry nebo Kvak nemé zabry

jako na logicky pravdivou diky tomu, Ze plati o vSech predmétech bez
rozdilu, tj. jako na instanci véty

(d) (Vz)(x ma zabry V x nemé zabry),

nebot pak by meéla byt logicky pravdiva i véta (b). Tohoto stirdni za-
sadniho rozdilu mezi interni, objektovou obecnosti a obecnosti externi,
metajazykovou se ovsem stejné jako Bolzano dopousti i Frege, kdyz totiz
pies ¢etné proklamace o odlisné, normativni povaze logiky[?! identifikuje
nakonec rozdil mezi ni a ostatnimi védami pouze v odlisném stupni obec-
nosti, jenz méa byt u pravd logiky tim nejvyssim (jsou to “nejobecnéjsi
zédkony pravdivosti”). Tento typ obecnosti, zd4 se, ovSem u zadné z vét
(a), (b), (c), (d) nenastavd, a proto si oznadeni logické pravdy zaslouz
az finalni ‘zobecnéni’ poslednich dvou:

(e) (Va)(vX)(X(z) v -X(z))

[29] Napi. Frege (1983, s. 139] fika: “Tak jako etika muZe byt i logika nazyvana norma-
tivni védou. Jak musim myslet, abych doséhl cile, to jest pravdy? Od logiky o¢ekavame
odpovéd na tuto otézku [...].”
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¢i dokonce

) (vp)(V -p),

coZ se obrazi ve snadno ovéritelném faktu, Ze jsou zakladni zadkony pojmo-
vého pisma v Begriffsschrift i Grundgesetze uvadény v této celokvantifi-
kované formé (resp. v ekvivalentnim tvaru s generalizovatelnymi volnymi
proménnymi), pFicemz ve vété (f) se proménna p stejné jako proménnd x
z véty (e) vztahuje na vSechny pfedméty, mezi nimiz jsou i hodnoty 1, 0
(pravda a nepravda). Pislusnd logika jiz z téchto ‘ideovych’ divodd musi
pracovat s kvantifikaci vyssich fadu a jedinym, vSeobjimajicim univerzem
diskurzu.

Odklon, ktery moderni logika ve svém dalsim vyvoji ucinila od obou,
a zvlasté pak druhého z téchto ryst Fregova pojmopisu, lze vysvétlit
préavé pochopenim toho, Ze rozdil mezi vétami logiky a vétami ostatnich
véd, véetné obecnosti, kterd je s nimi spojena, je mnohem zasadnéjsi,
kategorialni povahy, nezli se Leibniz, Bolzano, Frege a Russell domnivali.
Prvni, kdo na to se vs§i rozhodnosti upozornil, byl Ludwig Wittgenstein
ve svém Tractatu [1922, § 6.1231], kde (mj.) Fika:

Znakem logické véty neni obecnost. Vzdyt obecny znamené
pouze: platici ndhodou o vSech vécech. Nezobecnéné véta miize
byt pfece zrovna tak tautologické jako véta zobecnéni.

To jde samoziejmé zcela proti mysSlence kvantifikace nad univerzalnim
diskurzem. Frege si byl ovSem védom toho, Ze v pfirozeném jazyce uzi-
vame kvantifikaci restringované, tj. v implicitnim omezeni na néjakou
kategorii pfedmétt nebo jeji ¢ast. Rikdme-li napf., Ze “jsme vSichni smr-
telni”, minime vSechny zivé tvory nebo lidi; fikdme-li, Ze “rozdil dvou
Cisel je opét ¢islo”, minime konkrétné ¢isla celd apod. Frege [1893/1903,
dil 11, § 65] si vSak soucasné vS§imnul, Ze lze tento implicitni pfedpoklad
zpravidla explikovat do formy kondicionalu, tj. namisto

(Vo) A(x),

kde x probihé pres predméty néjakého vyslovné nezminéného oboru, na-
psat explicitné

(Va)(C(z) — A()),

kde hodnoty x mohou byt tentokrate z néjakého obsahlejsiho univerza.
Z toho, Ze lze takovyto pfechod (vzestup) uéinit lokalné, napf. kdyZ se
potiebujeme vyslovné ujistit, o jaké kategorii pfedmétti (“mame-li napt.
deélit ¢isla nebo kold@”) ¢ jejich ¢asti (“mame-li délit éisla pfirozend ¢i
komplexni”) hovorime, Frege usoudil, Ze lze uéinit i ono finalni zobec-
néni, kdy mame jedno jediné univerzum, urcené tieba predikatem “x je
predmét” nebo “x = x”, ktery jiz neni tfeba explicitné zminovat.
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Problemati¢nost tohoto kroku se nemusi zdat nejprve ziejma, tj. i
kdyz jsme si u ného védomi jisté umeélosti, miizeme ho zprvu povazovat
za opatfeni, které ma urcité technické vyhody, stejné jako je méla fec
o pravdivostnich hodnotach nebo uziti materialniho kondicionalu ve vy-
znamu implikace. Toto opatfeni s sebou ale zahy pfinasi pravé problémy
technického charakteru, napi. jak definovat uzité predikaty na celém uni-
verzu. Jednoducha konvence, podle niz predikat pfedmétim mimo svoje
pfirozené pouziti prosté nenélezi, tj. v aplikaci na né dava nepravdivou
vétu, koliduje napt. jiz s analogickym, i kdyZ obecnéjsim pozadavkem
totalni definovatelnosti funkci. Dosadime-li za prvni dvé proménné ve
vyrazu

rT+y==z
jmé ési u ziska Arni ik
ména “Mésic” a “Slunce”, ziskdme unarni predikat
Meésic + Slunce = z,

jenz musi libovolnému pfedmétu z (véetné ¢isel) piitazovat hodnotu ne-
pravda. Tim padem neni funkce séitani definovana pro predméty Mésic a
Slunce.3% Dalsi, mnohem vaznéjsi disledek budeme fesit pozdéji v sou-
vislosti s Russellovym paradoxem v kapitole 6.

Pres tyto potize ale zlstava nejzavaznéjsi namitkou proti slouceni
vSech diskurzti do jednoho pravé ono setfeni pravdy logické a prosté, tim
padem nutného a kontingentniho, toho, co byt md ¢i musi byt, a toho, co
pouze je. Tato nedbalost je v jistém smyslu pfirozend, nebot i fe¢ o vsech
diskurzech, eventuélné o vsech moznych svétech, neni vlastné ni¢im ji-
nym nezli prevedenim ptvodné modalniho tvrzeni do ¢isté deskriptivniho
indikativu a zda se, Ze je takovy prechod principem jakékoli explikace.
Definice logické pravdivosti coby pravdivosti v kazdém diskurzu oproti
pravdivosti v néjakém diskurzu univerzalnim si ale ponechava pfinejmen-
$im tu interni vyhodu, Ze ji nechdpeme jakoZto prirozeny fenomén, ale
disledek jistych konvenci, jimiz jsme vymezili pojem mozné interpretace
nasi logiky, tedy formalni design diskurzu, na néjz muze byt dana lo-
gika aplikovana. V tomto pozorovani ma také koreny Wittgensteinovo
[1922, § 4.461] vylouceni tautologii ze smysluplnych, néjaky rozdil arti-
kulujicich vét, identifikujici je spravné jakozto ‘pouhé’ odrazy jazykovych
norem. I to vsak stale ziistava — snad vlivem Russellova logického empi-
rismu — jednou nohou v univerzalistické tradici, protoze uznava jediny
‘pravy’, totiz empiricky diskurz, v némz jsou pevné bazi ‘jednoduchych
predméti’ distribuovany vlastnosti a relace, a to jak v moznosti, tak
aktudalné, se stavy véci, resp. fakty jakozto vysledky. Zda-li se znalcim
Wittgensteina toto vysvétleni pfilis zjednodusujici, budiz, v této podobé

[30] Tento priklad uvadi van Heijenoort [1986].
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je oviem (mnohem, mnohem pozdéji) vstiebal a zuzitkoval Carnap [1947]
ve své L-sémantice.

At jiz je to ale s univerzalnim diskurzem jakkoli, jadro reformy toho,
jak nova logika Fregova a Russellova chapala logickou platnost, spociva
predevsim v tom, Ze ji od jisté doby nechdpeme jako platnost (véty, resp.
formule) pro v§echny predméty, ale pro vsechny diskurzy, disponujice vzdy
specifickou sadou jim vlastnich objekti, na néz je omezena tzv. objektova
proménnd piislusnych vét, a tim i jeji (interni) kvantifikace. Kvantifikdtor
lze tedy chapat po vzoru zobecnéného souctu:

> @),

xel

jehoz pouziti jsme jiz vidéli v souvislosti s nekoneénymi fadami, kde x
probiha pres néjakou mnozinu I indext, zpravidla prirozenych ¢isel. Toto
pojeti kvantifikdtoru je v jistém smyslu piivodni, nebot ho takto nezavisle
na Fregovi zavedl roku 1883 Peirce [1931-1958, § 3.351], totiz jakoZto zo-
becnéni tzv. logického souctu, resp. souéinu, coz neni nic jiného nezli ndm
znamé operace disjunkce a konjunkce nad ¢isly 0, 1, se specilni rovnici
1+ 1 = 1. Zminéna indexovad mnozina I se ovSem zpravidla nezminuje,
a kdyz, tak lokalné, napf. v nadmi jiz dfive (viz s. 29) zavedeném zapisu,
definovaném pomoci neomezené kvantifikace jako:

(Vz > 0)A(x) = (Vz)(z > 0 — A(x)),
(Fz > 0)A(z) = (Fz)(z > 0 A A(x)).

Ve vsech ptipadech se pfitom proménnd x vztahuje k néjakému konkrét-
nimu diskurzu, v zdvislosti na némz jsou p¥islusné véty coby (v obecném
pfipadé) nekoneéné soufiny, resp. soucty svych instanci, indexovanych
predméty diskurzu, jednoznacné pravdivé ¢i nepravdivé.

Takto se také vyhneme problému, co znamena véta “Kvak je prvo-
¢islo”, nebot Kvak jiz nebude v oboru tvahy proménné x ve vétach jako
“(3z)(x je prvocislo)” apod. Zustédva ovSem otdzka, co znamend, Ze je
tato ¢i véta jako

(g) (Vz)(x je prvoéislo V x neni prvoéislo)

platna ¢i neplatna ve vSech kontextech. Tento problém neni ale o nic
smysluplnéjsi nezli zkoumani, zda vlastnost prvociselnosti néalezi jinym
predméttim nez ¢islam, nebof prvodiselnost se v diskurzech jinych nez
aritmetickych prosté neaplikuje; tj. ne ze se pfedmétiim jinych diskurzt
upiré, ona v nich viibec neni!

Nahrazeni vyrazu “je prvocislo” a la Frege kvantifikovanou promén-
nou (druhého fadu), nap¥. do podoby véty (e), véc nefesi, nebot obé
proménné (z, X) se nutné vztahuji k néjakému, kdyz uz ne k témuz dis-
kurzu jako véta (g). Podstatné ovSem je, Ze véta jako (g) neni obecné
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platnd skrze sviij (veskery) obsah, ale skrze svoji formu, coZ je jen jiny
nazev pro obsah slov, ktera tuto formu urcuji. To znamend, ze v jednot-
livych diskurzech neni pravdiva ona, ale rtizné véty téze formy. A ani to
vlastné neni presné, protoze fe¢ o totoznosti formy je viceznacna. Véta
(g) napf. sdili svoji formu jak s tautologickou vétou (d), tak s vétou

(h) (Vz)(x umi mluvit),

ktera ovsem tautologicka neni. Vytvoreni prostfedki k odstranéni této
viceznac¢nosti je také jednim z cilt forméalniho jazyka, jehoz vyrazy (for-
mule) reprezentuji vSechny véty dané formy.

3.9 Tarského definice pravdy

Formalnim jazykem, jejz chceme popsat, je predikatova logika, a to speci-
alné prvniho fadu. Toto omezeni je podstatné pozdéjsiho data, ma ovsem
jisty vécny i didakticky zaklad, k némuz se jesté dostaneme. Nyni bez

dalsich okolki zavedme:

FORMALN{ JAZYK LOGIKY PREDIKATU 1. RADU, struéné PL,
tvofi (i) JMENNE KONSTANTY c¢j, C3, ..., (ii) PREDIKATOVE
KONSTANTY PJ*, Py, ... pro kazdou aritu n > 1, (iil) vyrokové
spojky -, —, (iv) (obecny) kvantifikdtor V, (v) proménné x;,
Z9, ... a (vi) pomocné symboly (, ).

Vyrazy typu (i-ii) se nazyvaji DESKRIPTIVNI ¢i MIMOLOGICKE symboly,
vyrazy (iii-v) naopak LOGICKE symboly. K mimologickjm vyrazim se
obvykle pocitaji jesté tzv. funktorové konstanty, k logickym potom bi-
narni predikat rovnosti. Tato rozsireni budeme uvazovat az pozdéji, po-
¢inaje oddilem 4.3. Spojkdm a kvantifikdtorim se tthrnem k4 LOGICKE
OPERATORY. Indexy konstant a proménnych obvykle vynechdvame, pro-
¢ez také pouzivame spise sady ¢, d, ..., resp. P, Q, ..., resp. &, y, ....
Pred definici formule je tieba zavést pojem termu, jenZ se nam
s ohledem na zjednodusSeni jazyka vynechéanim funktorovych konstant
redukuje na jednoduchou konvenci, podle niZ je TERM budto proménné,
nebo jmennd konstanta. Pti definici formule postupujeme induktivné:

FORMULE PL je (i) ELEMENTARNI formule P"(sq,..., S,), tedy
vyraz vznikly zfetézenim termu si, ..., s, a predikdtové kon-
stanty P™, oddélenych prislusnym zptisobem zavorkami a Car-
kami, nebo (ii) SLOZENA formule, tedy vyraz vzniknuvsi zfeté-
zenim formuli ¢, 1 se znaky vyrokové logickych spojek nebo
kvantifikdtoru a proménné, tj. —p, (¢ — ¥) a (Vz)e.
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Tato definice je v jistém smyslu velmi liberalni, nebot pfipousti slozeni
kvantifikdtoru (Vz) s formuli ¢ bez ohledu na to, zda se v ni x viibec vy-
skytuje ¢i zda tam ndhodou neni jiz vazana. To vede k neelegantnim zfe-
tézenim typu (V) P(c) ¢i (Vz) (V) P(z), kterd vSak vécné problematicka
nejsou. Ziskavame tim naopak vyhodu kompozicionalni jednoduchosti.

Vyskyt proménné z ve formuli ¢ se obvykle znaéi ¢(z). Timto zapi-
sem, tj. formou ¢ (z,y, ), se nékdy také mini, Ze x, y, z jsou jediné volné
proménné ve ¢. V rdmci jednoho kontextu je zapisem ¢(t) vedle p(z)
obvykle minéno nahrazeni vsech vyskyti volné proménné x ve formuli
termem ¢. Jedna se o pohodlnéjsi verzi obecnéjsiho zdpisu ¢y, jenz neni
zévisly na vyskytu x ve ¢ a je definovan snadnou indukci, kterou vyne-
chavame. Casto se — podle typografickjch okolnosti — pouzivaji i jiné
typy zavorek. Bloky kvantifikitort stejného typu, napt. (Vaq) - - - (Va,) e,
se zkracuji po vzoru (Vzy,...,Z,)p. V situacich, kdy neni zapotiebi vy-
znacovat pocet n proménnych, lze uzit také zkratky vektoru & promén-
nych. Tento tzus lze vztdhnout na (koneéné) posloupnosti libovolnych
prvki. Takto lze t¥eba dostat zapis (VZ)p(Z, 7).

Mnozinu vSech proménnych znac¢ime Xp|, mnozinu vSech termt Tp,
mnozinu v8ech formuli Fpi. Ve formuli (Vz)p se ¢ast ¢ nazyvd ROZSAHEM
kvantifikdtoru (V). VSechny VYSKYTY proménné z v rozsahu néjakého
kvantifikdtoru (Vz) se nazyvajl VAZANE. Ostatni vyskyty proménnjch
se nazyvaji VOLNE. PROMENNA je ve formuli VAZANA, jestlize tam m4
vazany vyskyt, a VOLNA, jestlize tam m4 vyskyt volny. NaSe liberalni
definice ov§em pfipousti i pfipady formuli jako P(z) V (Vx)Q(z, z), kde
mé promeénnd volny i vazany vyskyt, a je tam tudiz volna i vazana. Toho
se lze zbavit eventudlnim prejmenovanim. Formule, v niz se vyskytuje
n&jakd volnd proménnd, se nazyvd OTEVRENA. FORMULE, v niz tomu
tak neni, UZAVRENA nebo také SENTENCE. Podobné lze rozliSovat mezi
OTEVRENYMI a UZAVRENYMI TERMY, kdy otevieny term je jednoduse
term obsahujici néjakou proménnou. Bez funktorovych konstant je ale
toto rozliseni opét zcela trivialni.

Vratime-li se nyni k problému vétné formy a logické pravdivosti véty,
pak o vété (g) z minulého oddilu miZeme Fici, Ze je pfipadem (instanci)
vétné formy

(i) (va)(P(z) v ~P(z)),

a jako takova je i tautologickd. V tomto uziti se Ize na vétné formy
divat jako na jisté tfidy vét, kdy jedna véta mulze nélezet vice t¥idam,
coZ znamend, ze se nejednd o t¥idy ekvivalence. T¥ida urcend formuli (i)
zahrnuje napft. vsechny véty vzniklé dosazenim elementarniho predikatu
F (napf. pravé predikdtu “prvocislo”) na misto predikdtové konstanty
P. Véta (g) je ovSem prvkem i mnohem obecnéjsi tfidy tautologii, totiz
t¥idy urcené libovolnou formuli
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@) (Vo) eV -e),

jiz nalezi kazda véta ziskand nahrazenim vsSech konstant (tj. jmennych,
predikatovych, funktorovych), skladajicich pfislusnou formuli ¢, vyrazy
odpovidajiciho typu. Reprezentantem formy tu takto jiz neni formule,
ale jeji schéma, jez lze ovSem chapat jako formuli plus jistd pravidla
dosazovani vyraza za vyrazy.

Divame-li se na formuli jako na vyraz per se, tj. samostatny predmét
studia, rysuje se ndm tu jadro procesu interpretace, naplnéni bezobsaz-
ného symbolu obsahem. Ten se opird o Tarského sémantiku pravdivost-
nich hodnot a jeho tzv. definici pravdy, tedy o to, co se dnes vSichni
adepti studia formalni logiky a teorie modeld u¢i hned v prvnich lekcich
uvodnich kurzt. Tarského definice pravdy byla ovsem v Tarského slavné
praci Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych [1933] prezentovéna
ponékud jinak, nez je obecné znamo, i nez mozna indukuje nas dosa-
vadni vyklad. Tarski zacal své pojednani konfrontaci se sémantickymi
paradoxy, nacez se pozastavil u véty

véta “snih je bily” je pravdiva tehdy a jen tehdy, kdyz je snih
bily

coby pripadu tzv. KRITERIA ADEKVATNOSTI, jemuz by kazda definice
pravdy méla dostat. Nepouceny ¢tenaf zde muize byt zmaten z toho, pro¢
je takovato ekvivalence viibec spojovéana se slovem “definice”, kdyz, zda
se, kazda z jejich stran pfedpoklada ke svému porozuméni tu druhou.

vvvvv

“jestlize ma Kvak zabry, pak neumi mluvit”, lze na frazi

véta “jestlize ma Kvak zabry, pak neumi (Kvak) mluvit” je
pravdiva tehdy a jen tehdy, kdyz je véta “Kvak umi mluvit”
nepravdiva nebo kdyz je nepravdiva véta “Kvak ma zabry”

pohlizet jako na skuteéné vymezeni (definici) jejich pravdivostnich pod-
minek, v tomto pripadé tedy uchopeni spojky “jestlize ..., pak ...” coby
materidlniho kondicionalu, nevyzadujiciho napf. zadnou vécnou souvis-
lost spojovanych vét apod.

U elementarnich vét je situace mirné odlisnd, nebot reprezentuji
bazi potencidlné nekonecného poctu disciplin a oblasti lidské c¢innosti,
coz znamend, ze stanoveni globélnich kritérii pravdy je prosté nemozné.
Formulace jako

(1) véta “Kvak umi mluvit” je pravdiva, kdyz Kvak umi mluvit,

(2) véta “Kvak umi mluvit” je pravdiva, kdyz pfedmétu Kvak né-
lezi vlastnost (pojem) ‘umét mluvit’
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tuto situaci samoziejmé nefesi. Néco netrividlniho se tu vSak prece jen
déje, napf. druhd véta dava dosti zietelné najevo, ze se na zminénou
elementarni vétu divame jako na sémanticky ¢lenénou a Ze prvky této
forméalni sémantiky, tj. metajazyka, v némz chceme hovotit o jeji pravdi-
vosti, jsou ‘pfedmét’ a ‘pojem’. Predpokladame-li pak tfeba jako Frege,
Ze pojem ma ostré hranice, tj. rozdélujeme-li prislusny obor predmétt
jednoznacné na ty, které pod dany pojem spadaji, a ty, které nikoli, je
definici uvedeného typu zaroven zajisténo, Ze ma kazda elementarni véta
pravé jednu ze dvou pravdivostnich hodnot, tedy opét néco specifického
pro uvazovanou logiku.

Paradoxné je to ale pravé trivialita uvedenych ‘definici’, resp. to,
Ze jsou viubec formulovany, co — pres zdanlivou shodu — odlisuje Tar-
ského koncepci od Fregova monolingvistického projektu, jenz povazuje
explicitni definici pravdy za nemoznou a kloni se k teorii redundancni,
pfipadné performativni. Podle Frega [1983, s. 139 n] totiz nefikdme ob-
ratem “A je pravda” nic vic, nezli tvrzenim samotného A, v dusledku
¢ehoz je kazda definice pravdy typu

A je pravdiva tehdy a jen tehdy, kdyz B
vlastné redundantni, nebot pifedpoklada, ze jiz vime, kdy plati
B je pravda.

Ve Fregové pojeti 1ze tedy kritérium adekvétnosti chapat nanejvys jako
opisné, vysvétlujici vyjadieni, které neni a nemuizZe byt soucasti (teoré-
mem) systému pojmového pisma. V tomto Fregové zakladnim stanovisku
maji také bezesporu kofeny Wittgensteinovy [1922] pozdé&jsi teze na téma
‘nevyjadritelnosti sémantickych pojmt’. Vice k tomu fekneme v pristi
kapitole.

Oproti Fregovi zistdva Tarski k otdzkdm povahy pravdivosti na
jednu stranu zcela neutralni, na stranu druhou déla z kritéria adekvéat-
nosti a vét vyse uvedeného typu vlastni napln logiky moderniho stfihu,
totiz védy explicitné zkoumajici a stanovujici obecné vztahy vyrazu a
jeho vyznamu, roviny jazyka a metajazyka. Nasi pozornost by ale mohlo
hned upoutat Tarského upozornéni, Ze svoji definici pravdy nechce podé-
vat pro jazyky formaélni, ale jen formalizované, coz znamena pro jazyky
s explicitné vyjaddfenou (rekurzivné definovanou) strukturou, v nichz
nicméné, jako napf. v uvazovaném kalkulu tfid, zustavaji extralogické
(interpretované) vyrazy. Tém je v metajazyku pfifazovan nanejvys ja-
kysi jejich preklad, podobné jako ve vété

véta “der Schnee ist wei” je pravdiva, kdyz je snih bily,

nebo jsou do ného pievzaty primo. V disledku toho je pro Tarského mo-
del vZdy modelem véty, resp. vétné funkce, a ma charakter posloupnosti
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objekti, které onu vétu po nahrazeni mimologickych vyraz odpovida-
jicimi typy proménnych ucini pravdivou. Na tomto zékladu stavi Tarski
[1936, s. 416 n] pojmy, jejichz formulaci se proslavil, pfedevsim tedy vy-
plyvani (logického disledku) jakozto platnosti pro libovolny model tisud-
kovych premis. Samoziejmé ze misto onoho absolutniho pojmu pravdy je
mozné uvazovat také relativni, vztazeny ke konkrétni predmétné doméné,
coz [1933, s. 199 n| skute¢né naznacéuje, aniz by dal ovSem dostate¢né na-
jevo, Ze je to pii vyse naznacenych problémech se smyslem vét jako

posloupnost Kvak, Zbluiik spliiuje vétu “Klaus a Putin jsou
kamaradi”

spise nutné, nikoli jen mozné rozsiteni predchozich tivah. Jedinou pod-
statnou odchylkou od Bolzana [1837] se tak vlastné zda byt pouze pre-
konani zavislosti na jazyce, obsazené v predpokladu [1936, s. 416], ze “se
oznaceni vSech moznych predméti vyskytuji v uvazovaném jazyce”. Ve
skutecnosti je ale i tento vykon fiktivni, nebot se zde pouze nahrazuje
fraze “jméno N” frazi “predmét N” v obratech jako

predmét Kvak splituje vétnou funkci “x méa zabry”

apod. Vice k tomu obratu a souvisejicimu rozdilu objektové a substituc¢ni
kvantifikace fekneme v kapitole 4. Evidentni potfeba ¢asteéné ¢i tplné
dematerializovanych vét (vétnych funkei) jako “z mé zébry” ¢ “z je P”
celou zélezitost definitivné presouva smérem k teorii modeld coby nauce
o ruznych interpretacich jistych posloupnosti znakt (formuli), nevyja-
dfujicich obsah, ale formu véty.

Vysledkem dosavadnich tivah by mélo byt zjisténi, ze prechod k re-
lativnimu pojmu pravdy a s nim spojené sémantice teorie modelti nelze
pri¢ist Tarského slavnym ‘sémantickym’ ¢lanktm, ale spiSe jeho (me-
ta)matematickym spistim, v nichZ je implicitng, ale jasné rozliSovéno
mezi formalnim (neinterpretovanym) jazykem a moZznymi zpusoby jeho
interpretace. S tim ale v praxi p¥isel jiz Godel [1931] v dikazu vét o ne-
uplnosti, pfi¢emz jeho a Tarského paralelni polemiky s Carnapovou syn-
taktickou filosofii®!! jsou spiSe mensiho v§znamu. Tak jako tak, Tarského
vyklad z jeho dvou filosoficky protezovangch spisii (o pravdé a vyplyvani)
trpi stejnymi slabinami jako spisy Bolzanovy a Fregovy, tj. neschopnosti
rozlisit dva druhy obecnosti, a tim i prostou a logickou pravdu, a z hle-
diska dnesniho ¢tenéfe (jemuz jsou Tarského préace standardné doporuco-
vany jiz v rdmci tvodnich logicko-filosofickych kurzi) vnasi do celé véci
spise zmatek nezli svétlo.

Prakticky to vSe znamena, ze pred adekvatnim vykladem forméalni
sémantiky predikatové logiky je tfeba peclivé rozlisit interpretaci kon-
stant a valuaci promenngch. Rovina valuace pfitom odpovida Tarského

[31] Srov. Coffa [1991], pFipadné také Prochazka [2006].
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posloupnostem a je na ni zaloZen i pomocny pojem spliiovani, v némz je
danou valuaci spliiovana jiz interpretované formule, neboli formule pii
dané interpretaci. Pojem interpretace dale relativizujeme k néjaké pod-
mnoziné L mimologickych symbola jazyka, v niz je alespon jedna predi-
katova konstanta.l3?] Diky tomu je ke kazdému jazyku L ddna mnoZina
formuli F, tohoto jazyka a naopak ke kazdé mnoziné formuli S jeji jazyk
Lg.

INTERPRETACH jazyka L PL nazyvdme funkci J, kterd mu pii-
fad{ (i) univerzum diskurzu J, tj. néjakou neprazdnou mnozinu
predméti, (ii) kazdé jmenné konstanté ¢ € L néjaky predmét
z univerza, tj. J(¢) € J a (iii) kazdé n-arni predikatové konstanté
P™ € L né&jakou n-arni relaci na J, tj. J(P") C (9)". VaLuaci
pii interpretaci J nazyvame funkci V pfifazujici kazdé proménné
néjaky predmét z J, tj. funkci V: Xp — J.

Uvazujeme-li rizné interpretace pro tentyz jazyk, dany napi. né&jakou
(formélni) axiomatickou teorii, jako je ta uspofddanych téles, byva zvy-
kem znacit interpretace ve stylu usporadanych entic, napf.

J= <j, +9, Xg,<g>,

jak to ostatné koresponduje s nasSim diivéjsim tzem. Stejné jako tam
se indexy podle okolnosti potlacuji, pripadné se symbolicky nerozlisuje
mezi interpretaci a jejim nosic¢em. O interpretacich se v této souvislosti
také malebné hovoii jako 0 STRUKTURACH pro dany jazyk. My se zatim
pridrzime pravé zavedeného znaceni, zminénou alternativu ale vyuzijeme
v pristich kapitolach.

Pred dalsim popisem interpretace formuli PL je tfeba zdUraznit, Ze
jejich rozlieni na oteviené a uzaviené podstatné souvisi s nasi technicky
jednoduchou, protoze kompozicionalni definici formule, kterd nechava
komplexni formule vzniknout z jednodusSich prostym sklddanim, nikoli
Fregovou piivodni technikou stfidavého rozklddani (vyjimani jména) a
opétovného Fetézeni, af jiz prostfednictvim vyrokovych spojek, nebo
kvantifikatort. To, stejné jako nami popisovana formalni sémantika, v niz
jsou vyznamy celkti uréeny vyznamy svych ¢asti, neni v rozporu s ohla-
Sovanym vétnym holismem coby urcujicim principem Fregovy logiky, ne-
bot ten objeveni této moznosti zjevné predchézi. V dusledku toho je
oteviend formule, pfes interné-syntaktickou rovnocennost s formuli uza-
vienou, pouhym technickym momentem celého podniku, nebot na rozdil
od ni nereprezentuje vétu, ale jeji nenasycenou Cast, a nemize byt tedy

(32] Uvazujeme-li, jako v dalsi kapitole, logiku s rovnosti, je tento piedpoklad zby-
tecny.
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ani po interpretaci vSech mimologickych konstant pravdiva nebo neprav-
diva. Chceme-li ji pravdivost ¢i nepravdivost z jistych davodu také pti-
psat, musime vyuzit pravé dodatecného pojmu valuace. Ten se ovSem
hodi i k popisu pravdivostnich podminek formuli uzavienych, kde je vsak
jeho role pouze pomocn4, tj. lze se bez ni obejit pfi ztrateé jisté elegance.
Zacnéme predbéznymi definicemi.

Symbolem T, oznacujeme mnozinu vSech termi jazyka L. DE-
NOTACI termu jazyka L pfi dané interpretaci J a valuaci V je
funkce JV takovd, ze IV(c) = I(c) pro kazdou konstantu c a
IV(z) = V(z) pro kazdou proménnou z.

Tim je rozsifena interpretace a valuace na celou mnozinu 77, tj. kazdému
termu je v zavislosti na daném J a V pfifazen né€jaky prvek univerza. Na
zakladé toho definujeme nyni vztah mezi J, V a formuli ¢, totiz zminéné
SPLNOVANI, a to nejprve pro elementarni formule:

(1) IVE P"(s1,-.-,80) = (IV(s1),...,IV(sp)) € I(P™).

Tato ekvivalence 7ik4, Ze je elementarni formule P"(s1, ..., s, ) SPLNENA
valuaci V v interpretaci J, jestlize usporadand n-tice (JV(s1),...,IV(sn))
predméttt denotovanych termy si, ..., s, nélezi relaci J(P™) pfifazené
konstanté P". Dvojznacnost uziti symbolu F ve vyznamu splnéni a vy-
plyvéani je obvykla a v praxi nevadi, nebot je vzdy rozlisena tim, co stoji
vlevo, totiz znak interpretace nebo formule (mnoZiny formuli). Déle po-
stupujeme induktivné:

(2) IVE - =V,
(3) WWE ¢ — ¢ =IVH ¢ nebo IVE .

Tato ¢ast vlastné kopiruje diive pfedvedené prifazeni pravdivostnich hod-
not komplexnim formulim vyrokové logiky za pfedpokladu, Ze elemen-
tarni formule splnuji pravdivostni princip. Ten plati proto, Ze mnoziny a
relace pfirazené konstantam jazyka jsou na daném univerzu definované
jednoznac¢né v tom smyslu, ze jim kazdy pfedmét, resp. n-tice predméti
budto nalezi, nebo nenélezi. Celek podminek (1-3) pfedstavuje vyroko-
vou ¢ast TARSKEHO DEFINICE PRAVDY.

Namisto JV E ¢ miZzeme psat také postaru IV(p) = 1, a fikat, ze
interpretace J pti valuaci V prifazuje formuli ¢ hodnotu pravda. Prechod
od IVH ¢ k IV(¢) = 0 je podminén tim, Ze pFipady

IVEp IVE

tvori vylucujici se alternativy, o ¢emz se lze presvédéit indukei.[3) Pie-
chod od IV & ¢ k IV E =, tedy 1 k IV(—¢) = 1, je zajistén Tarského

[33] Vztah JV E ¢ je piirozend definovan tak, ze neplati IV E ¢, nicméné to, ze
v dusledku nasich definici nastavéa alespon jeden a nikdy oba, je tfeba ovérit.
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definici. Uhrnem tak plati jak jednoznac¢nost piifazeni pravdivostnich
hodnot elementarnim formulim a formulim sloZenym pomoci vyrokovych
spojek, tak alternativa vylucujicich se moznosti

IVE o IV E —p,

tj. fakt, Ze je negovanym formulim pfifazena hodnota opa¢na. Nyni zbyva
jesté formulovat ohodnoceni formuli kvantifikovanych. K tomu vyuZijeme
pomocného pojmu z-ALTERNATIVNI VALUACE k valuaci V coby valuace

V() = V(y) jestlize y # x,
b b jestlize y = =,

ktera se od V 1isi nanejvys v hodnoté b pfifazené proménné x. Tarského
podminka pak vypada néasledovné:

(4) IV E (V&) = pro kazdé b € J plati IV} E ¢.

Tim, tj. v podminkich (1-4), mdme dénu Tarského definici pravdy pro
PL. Jedna z tloh alternativni valuace spociva v tom, ze presouva Fregovu
substituéni analyzu véty z roviny vyrazi na rovinu objektu, kdyz totiz
nahrazuje podminku:

(Vz)A(z) je pravdiva, je-li pravdiva A(M) pro libovolné substi-
tuovatelné jméno M

podminkou:
(Vz)A(z) je pravdiva, je-li pravdivd A(x) pro kazdy pfedmét b.

Samotné duvody tohoto prechodu jsou velmi diskutabilni. Umoznén je
samoziejmé jiz samotnym zakladnim rozliSenim mezi jménem (konstan-
tou) jazyka a pfedmétem (tim, co oznacuje), vlastnim divodem je zde ale
az nasledné rozhodnuti, ze kazdému predmétu interpretace v interpreto-
vaném jazyce nemusi odpovidat jméno. Adekvatni formulace podminek
pak jisté vyzaduje kvantifikaci pres objekty, kterou ale zaroven nelze for-
mulovat pfimocafe, nebof za proménnou je mozné substituovat pouze
vyraz, nikoli to, co znaci.

Do jaké miry je zminéné rozhodnuti pfijmout do univerza nepojme-
nované predméty prirozené, je otazkou dalsi diskuze, stejné jako opacény
predpoklad, podle néhoz kazdému jménu jazyka odpovida nutné néjaky
pfedmét interpretace. Pak lze totiz napt. z pravdivosti véty zminujici né-
jaké individuum (Paegas je okiidleny kai) usoudit na jeho existenci (exis-
tuje oktidleny kiif). Fregovi miizeme pfitom v této kauze pfipsat kromé
pfimych navrhd, jak problémim nedenotujicich jmen a nepojmenova-
nych predmétt rozumét, také zakladni zasluhu na tom, ze svoji redun-
danc¢ni teorii pravdy podtrhl expresivni charakter obratt jako jsou vyse
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zminéné, tj. jejich artikulacni, nikoli (primarné) explanacni roli, ¢imz je
zafadil mezi interni principy své logiky, automaticky odlisné od principt
a otézek externfho typu (“maji vSechny pfedméty empirického nebo ma-
tematického svéta jméno”, “co znamend, Ze néco existuje” apod.), které
je tieba Tesit zvI4st. Vice k tomu fekneme v kapitole 4. Nyni ale upozor-
néme jesté jednou, ze onen prechod od vyrazi k objekttim je do znac¢né
miry fiktivni, nebot v disledku pracujeme zase jen s vyrazy jako “pred-
mét b” nebo “IV(s)”, tj. s pojmenovanim téhoZ jinym zpisobem.

3.10 Dveé vyplyvani a jejich kalkulizace

Logika, jejiz formalni syntax a sémantiku jsme popsali v minulém od-
dile, je zjevnym rozsifenim, nikoli alternativou logiky vyrokt. Pavod-
nimu Fregovu navrhu neodpovida v tom, Ze sice zavadi konstanty pro
dva druhy vétnych vyrazi, jména a predikaty, dovoluje vSak kvantifiko-
vat jen pres prvni z nich, tj. uvazuje pouze sadu =1, x2, ... objektovych
proménnych. To ji vyneslo nazev predikatové logiky prvniho rddu. My
jsme ovSem v oddilech uvozujicich problematiku, napf. pfi zmince o Fre-
gové zvyku pracovat s vétami zcela zbavenymi jakychkoli mimologickych
vyrazli, uvazovali i vyrazy typu (Va)(VX)(X(z) V -X(z)), v nichz je
kvantifikovano pres predikaty, resp. predikatové konstanty, pomoci sady
proménnych X7, Xo, .... Skutecnost, Ze celokvantifikovana véta splyva
s formuli, byla vlastné dtivodem, proc¢ se Frege domnival, ze lze uvazovat
jedno jediné univerzum diskurzu.

Sama idea rozsifeni stavajici logiky smérem k vyS$im fadam se
zda byt prostd. Na sémantické tirovni jednoduSe nechame kvantifika-
tor probihat pres vSechny mozné vyznamy predikatovych konstant, tj.
pres vSechny podmnoziny (kartézskych soucint) univerza. Tim se ndm
ale vraci zpét nasSe staré téma, totiz: co je to libovolnd podmnozina, pti-
padné libovolna funkce. Problematika logiky vyssich fadi se tak pribli-
Zuje problematice teorie mnozin do té miry, ze je nékteri autori prakticky
ztotoziiuji. Podle Quina [1986, s. 66 n] je logika vyssiho fadu vlastné jen
‘teorie mnozin v berancim rouse’. — Tvrzeni tohoto druhu jsou samo-
zfejmé (a nejspiS i Gmyslné) prehnand, pfedstavuji vSak pfinejmensim
provizorni divod, pro¢ logiky prvniho a druhého fadu studovat oddé-
lené. Toto zékladni déleni je pfitom v jistém smyslu postacujici, tj. lze
ukazat, Zze mezi druhym a vys$imi fady zadny drasticky predél neni,
jak naznac¢ime v oddile 4.5. Co se tyce zavedené logiky fadu prvniho,
zbyva definovat standardni pojmy modelu, logické pravdivosti a vyply-
vani. Rozdéleni interpretace a valuace s sebou ovSem jiz zde pfinasi dalsi
diverzifikaci.

Rekli jsme, Ze pravdivost formule z4visi v obecném piipadé nejen na
interpretaci mimologickych symboli, ale i na valuaci proménnych. V de-
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finici modelu muZzeme chtit ovSem vyuZit pouze prvni z nich a stanovit
nasledujici:

MODELEM formule ¢ nazyvame takovou jeji interpretaci J, v niz
je ¢ splnéna kazdou valuaci, tj. pro kazdé V plati IV E .

V interpretaci, ktera je modelem formule, tedy na valuaci v tomto smyslu
nezalezi a my muzeme psat jednoduse

JE .

Rikame také, Ze je ¢ V INTERPRETACI J PRAVDIVA. OvSem pozor: Ackoli
nés tento zapis opravituje k analogickému zavedeni notace J(¢) = 1, bylo
by nemoudré zavést rovnou znaceni J(¢) = 0 pro pfipad J ¥ ¢, a sice
z toho prostého diivodu, Ze se alternativy

IF e IF =

obecné nevyluéuji. Staéi uvéazit tieba formuli P(z) a interpretaci J, v niz
mé J alesponi dva prvky a J(P) obsahuje nékteré, ale ne vSechny z nich.
Piseme-li J(p) = 0 pouze pro J E —p, musime si byt tedy védomi toho, ze
z I(p) # 1 obecné J(¢) = 0 neplyne. Tento Gsudek je ovSem opravnény
u uzavienych formuli, pro néz tak plati pravé jedna z moznosti

To souvisi s faktem, Ze sentence jsou jednozna¢né ohodnoceny jiz na
bazi samotné interpretace, valuace na tom tedy nemiize nic zménit, ¢ili:
uzaviené formule ¢ je v dané interpretaci splnéna budto kazdou valuaci,
nebo zadnou valuaci, v kterémzto pripadé je kazdou valuaci splnéna jeji
negace. Samotny dikaz této véty se opira o jednoduché lemma;:

Plati-li JV E 9, pak i JW E ¢ pro libovolnou valuaci W, ktera
se od 'V lisi pouze v ohodnoceni proménnych, které nejsou volné

v ).

Jelikoz sentence neméa zadné volné proménné, je ziejmé, ze z existence
jediného V takového, ze JV E ¢, plyne platnost JW F ¢ pro kazdé W,
¢ili J F . Jelikoz pii neprazdném univerzu existuje vzdy néjaka valuace
V proménnych, nastava pravé jeden z pripadu IV F ¢ nebo IV E —p.
V prvnim pripadé mame tedy podle lemmatu J F ¢, v druhém J E —¢p.
O formuli fekneme, Ze je LOGICKY PRAVDIVA,[*4 je-li splnéna kazdou
valuaci v kazdé interpretaci, nebo alternativneé: je-li ji kazda interpretace
modelem. Vedle logické pravdivosti se obvykle jako jedna ze sémantic-
kych vlastnosti formuli definuje také splnitelnost, a to jak pro jednu, tak

(34 Termin “tautologie” se ¢asto rezervuje pouze pro logické pravdy vyrokové logiky.
My se v dal$im textu tohoto tizu nebudeme drzet.
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celou mnozinu formuli. Ve vyrokové logice koinciduje tento pojem s exis-
tenci modelu, nyni ale musime rozliSovat mezi SPLNITELNOU mnozinou S
formuli, pro niz existuje J a 'V takové, ze JV E ¢ pro kazdé ¢ z S, a mezi
tim, Ze mé mnozina .S formuli model, coz obnasi existenci J takového, Ze
IV E ¢ plati pro kazdé V a ¢ z S. To znacime stru¢né jako JV F S| resp.
JES.

Diky inferenénim vztahim mezi kvantifikatory plati, Ze formule,
které maji model, jsou i splnitelné. Opacné tvrzeni ale obecné nenastava,
jak se lze presvédéit tfeba na oteviené formuli P(z) A—P(y). U sentenci,
jak 1ze ekat, oboji splyva. Analogické déleni nastdva u pojmu vyplyvani
S E ¢, ktery néktefi autori definuji ptes spliiovani a né€ktefi pies modely,
totiz (i) jakozto splnéni ¢ kazdou interpretaci a valuaci, které splni for-
mule z S, a (ii) jako pravdivost ¢ v kazdé interpretaci, v niz jsou pravdivé
formule z S. Rozepsano formalné mame pred sebou tedy definice:

Skre = (VIL,VIVES = IVE ¢,
Sty 0 = (V[(WV)IVE S — (YW)IVE ¢,

lisici se postavenim kvantifikdtoru (VV). Jejich indexy odpovidaji po-
mocnym nézvim VYPLYVANI LOKALNIHO a GLOBALNIHO. Z vyznamu
kvantifikatora pfitom plyne, ze ze vztahu =; lze usoudit na |=,4, ovSem
nikoli naopak, jak to tfeba ukazuje piipad P(z) =, (Va)P(z). Jelikoz
podle definice logické pravdivosti neplati £ P(x) — (Va)P(x), nemuze
pro druhou relaci vyplyvani platit véta o dedukci. Plati ovSsem jeji ome-
zena verze:

Je-li ¢ sentence, pak S, ¢ =4 1 tehdy a jen tehdy, kdyz S =,
= .

V jejim dukazu vyuZzijeme vyse zminéného faktu, Ze pro uzavienou for-
muli ¢ je existence V takového, ze JV E ¢, ekvivalentni J F ¢. Tato
okolnost nam také zajisti, ze pro mnoziny uzavienych formuli obé defi-
nice vyplyvani = a =, koinciduji. Zavedeme-li tedy k formuli ¢ pojem
jejiho OBECNEHO a EXISTENCNIHO UZAVERU jako formule

VQO d:Cf (Vxla s 7xn)¢7

et

HSD Hxla"'axn)(pa

kde z1, ..., x, jsou vSechny proménné volné ve ¢, a znacime-li jako VS,
resp. 35 mnozinu vS8ech obecnych, resp. existenc¢nich uzavéra formuli z S,
pak plati

S |=4 1 tehdy a jen tehdy, kdyz V.S k= .

Mnozina formuli 7' je pfitom splnitelna tehdy a jen tehdy, ma-li 3T
model, a ma model tehdy a jen tehdy, ma-li jej VT'. Tento metateorém
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nadm umoziiuje napi. sndze nahlédnout, pro¢ je formule P(x) A —=P(y)
splnitelnd, ale nemé model.

Volba vyplyvéani, nebo jak se nékdy fikd SEMANTICKEHO DUSLED-
KU, musi mit samozifejmeé vliv i na nasledujici definici dtsledku deduktiv-
niho, a tedy i formulaci prislusné véty o uplnosti. Kalkulizace globalniho
vyplyvani dosdhneme jednoduchym rozsifenim vyrokového systému B
o schémata

D1 (Vz)p — ¢f,
D2 (Vz)(p — ) — (¢ — (V)o),

po fadé nazyvand SCHEMA SPECIFIKACE a SCHEMA DISTRIBUCE, kde
v pfipadé (D1) pfedpokladame, Ze zddnd proménné termu ¢ se nestane
po dosazeni ve @ za x vazand, a formule ¢ v (D2) neobsahuje volny vyskyt
proménné xz. K MP potom pfibude PRAVIDLO GENERALIZACE

G ¢/ (Vr)p.

Ve Fregové piivodnim systému se vyskytuje pouze axiom (D1), pfiéemz
axiom (D2) a generalizaci nahrazuje implicitné uzivané pravidlo

G =y /o= (Va)y,

s restriktivni podminkou na volny vyskyt x ve ¢. Vedle pravidel generali-
zace je samoziejmé mozné pracovat také s pravidlem substituce, které je
ale obtizné formulovatelné, procez se v pripadé logiky predikatt pracuje
prakticky vzdy se schématy.

Jelikoz ani jedno z pravidel G, resp. G' generalizace neni korektni
vidi relaci =, musi kalkulizace tohoto vztahu spoéivat budto v doda-
tecné restrikci na jejich aplikaci, zakazujici volny vyskyt proménné x
v mnoziné S piedpokladiy,3® nebo v tplné eliminaci téchto pravidel. Té
lze dosdhnout tim, Ze za zéklad systému vezmeme generalizace vSech vy-
rokovych tautologii, tj. takovych formuli PL, které vzniknou z tautologii
VL uniformnim nahrazenim vyrokovych konstant formulemi PL. K nim
pak pfiddme schéma (D1) a schémata

D3 ¢ — (Vz)yp,
D4 (Vz)(p — ¢) — ((Vz)p — (Vo)1),

kdy v pfipadé (D3) se x nevyskytuje volnd ve . Formuli ¢ pfitom na-

zyvdme GENERALIZACT ¢, jestlize pro néjaké proménné x1, ..., z, plati
¥ = (Vzq,...,2,)p. Jedingm tGsudkovym pravidlem tohoto systému je

pak MP. Vlastni role generalizovanych schémat (D3) a (D4) se ovSem
vycerpa v dikazu teorému:

[35] Tim padem neni z P(z) odvoditelné (Vz)P(z).
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jestliZe plati S F ¢ a  neni volnd v S, pak S+ (Vz)p,

jimz se de facto argumentuje v dalsich dedukcich. Hlavni vyhodou tohoto
deduktivniho systému je platnost neomezené véty o dedukci. My budeme
s ohledem na jednodussi pojem odvozeni presto preferovat kalkulizaci
globalniho vyplyvani, coZz znamena, Ze znakem “E” minime dale relaci
=, znakem “+” odvoditelnost v kalkulu B rozsifeném o schémata (D1),
(D2) a pravidlo G. Tento kalkul budeme tthrnné znagcit jako By.

Otéazku tplnosti a (ne)rozhodnutelnosti By, piipadné dalsich jeho
vlastnosti, nebudeme ale fesit pfimo, nybrz oklikou pies pozdéjsi metodu
sémantickych stromi. Jeji vyhodou je jednak zna¢na nazornost, diky niz
je mozné platnost zminénych a nékterych dalsich vlastnosti predikatové
logiky prvniho fadu nahlédnout takika okamzité, jednak skutecnost, ze
na ni lze vystavét alternativni kalkulizace predikatové logiky, vhodné;jsi
pro pouziti v bézné dukazové praxi. Podle Gentzenova navrhu je tato
metoda (ne pfili§ $fastné) nazyvana PRIROZENOU DEDUKCI. Obecné lze
Fici, Ze je to metoda tzv. GENTZENOVSKYCH KALKULU, které se od tzv.
KALKULU HILBERTOVSKYCH, s nimiz jsme pracovali dosud, lisi v poméru
pravidel vici axiomtm. Kalkuly Hilbertova typu, nékdy také nazjvané
KALKULY FREGOVSKYMI, jsou zaloZeny pfedevSim na axiomech a mini-
pravidel, a to standardné po dvou (skupinéch) pro kazdy logicky operéator
(véetné obvyklych definovanych), totiz pro jejich zavedeni (introdukei) a
vylou€eni (eliminaci), napf.:

0, [ o N,
ONY [ N [ .

Jelikoz se axiomy povazuji jednoduse za pravidla typu

/ ¢,

je cely systém vlastné zalozen pouze na pravidlech. Néktera ovsem nelze
formulovat tak pfimocare jako pravidla pro konjunkci. Vezmeme-li im-
plikaci, lze jeji eliminaci vyjadfit jednoduse jako znamy modus ponens,
k jejimu zavedeni je ale t¥eba uzit tzv. ODVOZOVANI Z PREDPOKLADU

(el - d /o=,

kde zépisem [p] - - - ) minime, Ze byla formule 1) odvozena z pfedpokladu
o, ktery je po aplikaci pravidla mozné skrtnout, tj. vyloucit z dalsich
dedukeci. Totéz plati tieba o eliminaci disjunkce

eV [el-oxs W x/ x

Tim se samoziejmé stavaji prislusna odvozeni teoreticky i prakticky ne-
prehledné. Gentzen praveé z tohoto divodu navrhl uéinit jisty syntakticky
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zdvih a pracovat s pravidly pro spojky jako se samostatnymi axiomy
v ramci tzv. SEKVENTOVYCH KALKULU.13% V nich jsou systematicky vy-
uzita metapravidla typu

S/o=8/pVi S/=8/pVy,
S,o/x; S,/ x=8SoV/x,

pro tzv. SEKVENTY tvaru T/U, kde T', U jsou kone¢né, pfipadné prazdné
mnoziny formuli a U je nejprve (nejvyse) jednoprvkova. Pripustime-li
viceprvkové mnoziny v konsekventu, dospéjeme k elegantni symetrické
verzi kalkulu, jak se to odrazi na varianté naposledy uvedenych pravi-
del

S/ T, o0 =5/T, oV,
S,/ T; S,¢ /T = S,0oVe/T.

Je zfejmé, ze v sekvenénim kalkulu musime vzdy rozliSovat zavedeni
spojky vlevo a vpravo, diky ¢emuz se ale zase zbavujeme pravidel eli-
minace, coz ma za nasledek velmi pfijemnou formalni vlastnost systému,
totiz Ze aplikaci pravidel pro spojky zadné formule nemizi, ale jen priby-
vaji. To je poruSeno tzv. PRAVIDLEM REZU

Sy /T; S/, T=S5/T,

procez ma také dukaz jeho eliminovatelnosti obvykle vyznamné metate-
oretické konsekvence, napt. syntaktickou bezespornost prislusného axio-
matického systému. Pro piivodni gentzenovskou kalkulizaci predikatové
logiky byla eliminace provedena samotnym Gentzenem v jeho HAUPT-
SATZ.

Hlavni vyhoda fezu spociva v tom, ze podstatné zkracuje dikazy,
a reprezentuje tak (na pozadi zbylych pravidel systému) vlastné tradi¢ni
zpusob odvozovani sporem:

S,—p [ S,me [ =8/ .

S ohledem na tvar sekventu je tfeba také podat jeho sémantickou inter-
pretaci, coz je zna¢né piimocaré: T/U ¢teme ve smyslu “jsou-li vSechny
formule z T splnény néjakou interpretaci a valuaci, pak je jimi splnéna
alespon jedna formule z U”. Z toho jednak plyne, Ze Ize antecedent na-
hradit konjunkci formuli z T" a konsekvent disjunkci formuli z U, jednak
ze prazdnému T odpovida tautologie, prazdnému U kontradikce. Tim je

[36] Gentzen [1935] zah4ajil novou éru formélnich metod pravé navrhem alternativnich
dtukazovych systému a jejich vzadjemnych ekvivalenci. Metodu kalkuli pfirozené de-
dukce pozdéji rozpracoval Prawitz [1965], metodu sekvenénich kalkulti Kleene [1952].
Strucny, ale dostatecné fundovany piehled o rozlicnych typech kalkulizaci klasické
predikatové logiky podévé Sundholm [2001].
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déano, v jakém smyslu vede obecné verze sekven¢niho kalkulu k axioma-
tizaci lokalniho vyplyvani klasické logiky. Vyznamné je, Ze omezenim na
nejvyse jednoprvkové mnoziny v konsekventu nékterych pravidel symet-
rické verze sekvencéniho kalkulu dospéjeme k axiomatizaci logiky intuicio-
nistické.[?”) Jelikoz nas ale samy o sobé gentzenovské kalkuly nezajimaji,
prikro¢me jiz ke slibené metodé sémantickych stromi.

3.11 Stromy a rozhodnutelnost

Sémantické stromy, navrzené Smullyanem [1968], pfedstavuji zjednodu-
Seni Bethovych [1959] sémantickych tableauz coby zobecnéné metody
ovéfovani tautologicnosti protiptikladem. S ohledem na zamyslené pou-
ziti téchto metod v realnych dedukcich a argumentech je zpravidla uva-
zovéana plna sada spojek —, A, V, —, < a kvantifikitord V, 3, tj. nejen
néjaka jejich funkcionalné tplnd podmnozina.

Zakladni idea je pritom nasledujici. Chceme-li ve vyrokové logice
zjistit, zda je dana formule ¢ tautologii, staci projit vSechna mozna ohod-
noceni vyrokovych konstant formule . Téch je ovSem pro n konstant
2™, coZ znamend exponencidlni nartst vaci délce formule, tj. neobycejné
dlouhou dobu ovéfovani pro relativné kratké zadani. Tuto dobu lze pfi-
tom mnohdy zkratit nepfimou tvahou, kdy z predpokladu, Ze je formuli
 né&jakou interpretaci pfifazena hodnota 0 (a neni to tedy tautologie),
vyvodime spor s pfedpokladem jednozna¢ného ohodnoceni konstant. —
Tak napi. pfedpokladame-li, ze J(p1 — (p1 V p2)) = 0 pro n&jaké J, musi
platit i J(p1) =1 a J(p1 Vps) = 0, pficemz z podminek ohodnoceni druhé
podformule plyne J(p;) = 0, tedy spor. Pokousime-li se cely postup syste-
matizovat, musime jesté rozlisit eventudlni vétveni, k némuz dojde u pfti-
padt typu I(p — ) = 1, I(p A1) = 0 apod. Zapisujeme-li potom kroky
dané uvahy pod sebe, dospéjeme tak k jakémusi obracenému stromu, jak
je to zndzornéno na obrazku 3.5 pro formuli (p; — p2) — —p1. K vyvré-
ceni predpokladu sepsaného u kofene musime zjevné dospét ke sporu ve
v8ech vétvich, coz se nam zde v pravé vétvi nepovedlo. Podivame-li se
nyni na ohodnoceni konstant, které na této vétvi lezi, je zjevné, Ze urcuje
ohodnoceni vsech formuli dané vétve prislusnou pravdivostni hodnotou,
tim padem i protipiiklad viéi tvrzeni, Ze se v pripadé rozvijené formule
jedna o tautologii.

Tato pozorovani mohou byt dale zobecnéna do nékolika metatvrzeni
o celé metodé, kterou je ale vhodné nejprve kosmeticky upravit. Pred-
stupen této Upravy spociva v prevedeni zapisovanych ohodnoceni pouze

[37] Jednim z téchto pravidel je S, ¢/T = S/—¢,T. V klasickém pfipadé muzeme
totiz s jeho pomoci a s pomoci pravidla pro disjunkci odvodit z axiomu (poc¢ate¢niho
pravidla) ¢/ pres /=, p tzv. vyloudeny tieti /—p V p, ktery intuicionistickd logika
odmita.
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na formu J(¢) = 1, éehoZ lze snadno dosdhnout nahrazenim piipadu
I(p) = 0 pfipadem J(—p) = 1. Tim padem ale neni tfeba ohodnoceni vii-

j((191 - p2)|—> —p1) =0

j(pl —>|p2) =1
j(ﬁpl) =0
/ \
j(pl)l =0 j(pz)l =1
Ip1) =1 I(p) =1

Obrazek 3.5: Priklad rozvoje

bec zminovat a staci psat samotné formule, jak je tomu pro tentyz priklad
na obrazku 3.6. Pravidla rozvoje se tak rozdéli nejen podle poctu vétveni,
ale i podle toho, zda formule, na niz jsou aplikovana, za¢iné negaci nebo
nikoli, viz obréazek 3.7. Podle toho se k nim také budeme odvolavat, tj.
uzivat zkratky jako (A) a (—=A) apod. Zobecnéni samotné metody spoéiva

—((p1 — p2) — —p1)

b1 — P2
I
ﬁ(ﬁpl)

/

—P1 b2

P P1

Obrazek 3.6: Redukovany rozvoj

v tom, Ze nezkoumame danou formuli co do tautologi¢nosti, ale danou
t¥idu formuli co do splnitelnosti, nebot formule je tautologickd tehdy a
jen tehdy, je-li jeji negace nesplnitelnd. Tim padem déavame najevo, Ze se
jedna o problém niterné spjaty pfimo s konstrukci spliiujici interpretace,
pfipadné s poukazem, zZe takovato konstrukce neni mozna. Nejprve ale
nékolik poloformélnich definici:

SEMANTICKYM STROMEM pro mnozinu formuli S nazyvame
strom rozvijeny vyhradné podle uvedenych pravidel, na kazdé
z jehoz vétvi se nachazeji vsechny formule z .S, s moznou vyjim-
kou vétvi uzavienych. Vétev se nazyva UZAVRENA, vyskytuje-li
se na ni soucasné atomicka formule a jeji negace. V opacném
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piipadé se nazyva OTEVRENA. Formule stromu se nazyva vy-
CERPANA, jestlize na ni bylo aplikovano nékteré pravidlo. Lite-
raly jsou vycCerpané automaticky.

Sémanticky strom se nazyvd UPLNE ROZVINUTY, jestlize jej jiz nelze déle
rozvijet podle danych pravidel, k nimz ovSem nepatii pouze zminénd SYN-
TAKTICKA PRAVIDLA pfipojovani dalsich formuli (pravidla toho, jak roz-
vijet), ale i jistd metapravidla zpiisobu a pofadi jejich aplikace (pravidla

- VY o—1  (pAY)

IVANVARIVAY

oAy (eVY) (=) per (e
| | | /\ /\
T T 0T
¥ o R S

Obrézek 3.7: Pravidla rozvoje

toho, kdy rozvijet). Rikejme jim PRAVIDLA SYSTEMATICKA. K nim pati{
napf. omezeni, podle néhoz neni tfeba dale rozvijet uzavienou vétev.
Ta je tim padem z definice vzdy konecna. Jinak spoc¢iva rozvoj stromu
pro formule VL jednodusSe ve vycCerpavani vSech nevyc¢erpanych formuli
tak dlouho, dokud nejsou vsechny vétve uzaviené nebo vSechny formule
vycerpané.

Definice stromu pro S je tak obecnd, aby pokryla i mnoziny S (spo-
Cetné) nekonecné. Pravé s ohledem na né byla do definice sémantického
stromu doplnéna klauzule “s moznou vyjimkou vétvi uzavienych”. V kaz-
dém pripadé plati, Ze Gplné rozvinuty strom m4 budto vSechny vétve uza-
viené (a je tedy koneény), nebo v ném existuje vétev oteviend (a mize,
ale nemusi{ byt nekoneény). V nekoneéném piipadé na existenci oteviené
vétve usoudime s pomoci Konigova lemmatu. Centralnim metateorémem
metody sémantickych stromt je pfitom nasledujici tvrzeni:

Mnozina formuli S je splnitelnéd tehdy a jen tehdy, jestlize ma
jejl uplné rozvinuty strom otevienou vétev.

Podivame-li se nyni na existenci oteviené vétve jako na variantu deduk-
tivni bezespornosti, mame pred sebou bazi kdysi predvedeného dikazu
véty o uplnosti, totiz tvrzeni, Ze je kazdd mnozina splnitelné tehdy a jen
tehdy, kdyz je bezesporné. Jelikoz se odkaz k plnosti tykéa vzdy néjakého
pevné stanoveného cile, zde tedy ovéfeni, zda néco je ¢i neni tautologii, ¢i
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obecnéji, zda néco vyplyva z dané mnoziny premis nebo nikoli, je ovSem
lépe pracovat s findlni kontrapozici uvedené béaze, totiz s tvrzenim:

T F ¢ plati tehdy a jen tehdy, jestlize ma iplné rozvinuty strom
pro mnozinu 7T, ~¢ vSechny vétve uzaviené.

Rozvoj sémantickych stromt se tim ocitne pfimo ve sluzbach ptavodniho
cile axiomatizace logiky coby analytické, resp. mechanické metody ovéru-
jici tautologi¢nost, resp. pfipady vyplyvani T' F . Jeji podstata spociva
v konstrukei stromu pro formule T, —¢ a odpovédi ANO v pfipadé, ze
jsou vSechny jeho vétve uzaviené. KOREKTNOST metody spociva v tom,
7e nefekne ANO, aniz by neplatilo T' E ¢, tj. je-li odpovéd ANO, pak
¢ z T vyplyva. UPLNOST spociva v tom, ze metoda odpovi ANO na
kazdy skute¢ény piipad T F ¢ vyplyvani. Jelikoz je odpovéd NE spjata
s nalezenim oteviené vétve tplné rozvinutého stromu, nelze na ni obecné
usoudit z toho, Ze ndm metoda nefekne ANO, nebof v piipadé neko-
necné oteviené vétve nam netfekne viibec nic, rozuméj: v kone¢né mnoha
krocich. Pro kone¢né mnoziny formuli VL jsou ovSem i oteviené vétve
uplné rozvinutych stromt nutné konecné. Definujeme-li tedy nejprve po-
jem rozhodnutelnosti, kdy

podmnozina U néjaké mnoziny M se nazyvd ROZHODNUTELNA,
jestlize existuje algoritmus, ktery pro libovolny prvek a € M
fekne v koneéné mnoha krocich ANO, jestlize a € U, a NE,
jestlize a ¢ U,

muzeme pak snadno dokdzat VETU O ROZHODNUTELNOSTI VL:
mnozina Taut C Fy vSech tautologii je rozhodnutelné

s odkazem na algoritmus dany konstrukci tplné rozvinutého stromu.
Otazka platnosti T' E ¢ pro kone¢nd T je samoziejmé na problém tauto-
logi¢nosti trividlné preveditelnd pomoci véty o dedukci.
Rozhodnutelnost tautologi¢nosti a vyplyvani z kone¢né mnoziny pre-
mis neni samoziejmé zadné velké prekvapeni, zvlasté s ohledem na stan-
dardni Wittgensteinovu-Peircovu metodu pravdivostnich tabulek, tedy
skuteénost, Ze relevantnich interpretaci dané formule je pouze konecné
mnoho. Tento vysledek bylo vSak vhodné oficidlné formulovat, nebot
predikatova logika vlastnost rozhodnutelnosti ztraci, aniz by prestala
byt tplna. Divody tohoto selhani lze nicméné nahlédnout jiz na vyro-
kové logice u stromti pro nekoneéné mnoziny formuli. Plati-li (silnd) véta
o Uplnosti, musi mit Gplné rozvinuty strom pro splnitelnou nekone¢nou
mnozinu S zjevné nekoneénou otevienou vétev (jednoduSe proto, Ze se
na ni musi objevit vSechny formule z S), a my se tedy to, Ze mnoZina
S splnitelna je, pouhym néasledovanim algoritmu nedozvime. V pfipadé
ovSem, ze S splnitelnd neni, musi mit pfislusny strom vSechny vétve
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uzaviené, a tim paddem dostaneme odpovéd ANO (= vyplyvd) i tehdy,
zkonstruujeme-li strom pro mnozinu 7', ~p, kde je T' nekonecné a plati
TFE .

Skutecnosti, ze mame algoritmus pouze pro dil¢i feSeni néjakého
problému, se fika polorozhodnutelnost. Presnéji definovano:

Podmnozina U mnoziny M se nazyvd POLOROZHODNUTELNA,
jestlize existuje algoritmus, ktery pro libovolny prvek a € M
fekne v koneéné mnoha krocich ANO.

Je trividlné ziejmé, ze kazda rozhodnutelnd mnozina musi byt poloroz-
hodnutelna. Opac¢ny smér ale neplati, ¢ehoZ ndznakem je vySe zminény
problém rozhodnutelnosti vyplyvani ve vyrokové logice pro nekonecné
mnoho premis. Ten je ovSem v jistém smyslu trivialni. Tentyz problém
v logice predikati ale uz trividlni neni, nebof k nému dochézi také pro
pripad logické pravdivosti a vyplyvani z konecngych mnozin formuli. Du-
vodem je pritom fakt, Ze koneéné mnoziny formuli z Fp na rozdil od
koneénych mnozin formuli z Fyy. maji jednak (1) nekone¢né mnoho mo-
deldi, jednak (2) modely nekoneéné.

Pfipad (1) je také vlastnim divodem aplikace metody typu séman-
tickych stromii, nebot tautologi¢nost formuli PL nelze ovéfovat primo,
ve stylu pravdivostnich tabulek, protoze ty spocivaji na provéreni vsech
interpretaci. Metoda protipiikladu je zptisobem, jak tuto potiz obejit,
a to zpusobem c¢astecné uspéSnym: Je-li formule tautologii, pak se v ko-
necéné mnoha krocich strom uzavte, tj. dostaneme odpovéd ANO. Pripad
(2) ovSem naznacuje, pro¢ se jednd o metodu spésnou jenom z polo-
viny: Jelikoz splnitelnd formule mtze mit i nekoneény model, nemusime
se k odpovédi NE v kone¢né mnoha krocich vibec dostat. Oteviend vé-
tev v kazdém pripadé predstavuje zaklad konstrukce kanonického modelu
vychozi sady formuli, resp. vSech formuli, které se na ni nachéazeji. V tom
také spociva vlastni jadro véty o tiplnosti metody stromu.

Skutecénost, ze onen ¢asteény tspéch metody stromu nelze vylepsit,
tedy Ze se v pripadé ovéfovani tautologi¢nosti formuli PL jedna o sku-
tecné nerozhodnutelny problém, je ovSem tvrzeni jiného, a podstatné
narocnéjsiho typu nezli prokizana nerozhodnutelnost problému jednou
konkrétni metodou. Jeho vlastni diikaz podal Alonzo Church [1936a] ve
vété o nerozhodnutelnosti predikatového pocétu. K tomu se ale dostaneme
jesté v kapitole 8. Nyni pfistoupime konecné k néarysu dikazu aplnosti
metody sémantickych stromu pro predikatovou logiku prvniho fadu. Tim
pokryjeme i podpfipad logiky vyrok.
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3.12  Véta o uplnosti

V konstrukci strom@ pro PL se omezime pouze na mnoziny uzavienych
formuli. Na obecnost dosazeného vysledku to, jak uvidime, nebude mit
zadny vliv. V prvnim kroku ovSem rozsifime t¥idu syntaktickych pra-
videl o dvé trividlni a dvé komplikovanéjsi, jak to ukazuje obrazek 3.8.
Komplikovanost poslednich dvou spo¢iva v tom, ze pravidlo (V) je tieba

ﬁ(\Tv)so ﬁ(3|w)s0 (VT)sﬁ (HT)sD
(Fz)~p  (Vz)—p we o
¢ libovolné ¢ nové

Obrazek 3.8: Pravidla rozvoje pro PL

aplikovat na libovolnou jmennou konstantu c, ktera se vyskytla na vétvi
diive, pravidlo (3) oproti tomu vyzaduje pfidat konstantu zcela novou,
na dané vétvi jesté nepouzitou. Rovnéz systematickd pravidla rozvoje

Tak predevsim aplikaci pravidla (V) nelze vy&erpat danou formuli,
nebot se v pritbéhu rozvoje mize na dané vétvi objevit jméno, které je
zapotfebi k jejimu uzavieni, a formule tedy musi zastat k dispozici. To
mé ovSem za nasledek, ze neopatrnou aplikaci pravidel lze dojit k ote-
viené vétvi, kterou by slo aplikaci jinou uzavtit. Tomu lze zabranit opa-
kovanym prochézenim dosud zkonstruovaného tseku stromu a aplikaci
pravidla (V) na vSechna jména, kterd se na té které vétvi v tom kterém
stadiu vyskytnou. Dalsi nepfijemnost mutze nastat, kdyz se na néjaké do-
sud neuzaviené vétvi nachézeji nevycerpané pouze obecné formule (V)¢
a zadné jméno. To se ndm napf. stane hned pfi rozvoji stromu pro tauto-
logii (Vz)p — (3z)p. V takovém a pouze v takovém piipadé dovolujeme
pravidlu (V) zavést nejprve néjaké jméno ¢ a poté piidat formule ©*.
Formuli, na niz lze v souladu s vysSe uvedenymi syntaktickymi i systema-
tickymi pravidly v pribéhu rozvoje aplikovat néjaké pravidlo, budeme
nazyvat ROZVINUTELNOU. Ostatni definice ztistavaji v platnosti.

Samotny ditkaz véty o Gplnosti je zaloZen na dvou lemmatech a jedné
definici. Prvni z lemmat, nazyvejme ho lemma A, zni takto:

Kazdy splnitelny nerozvinuty tsek sémantického stromu, tj. po-
sloupnost bezprostfedné nasledujicich uzli poé¢inajici kofenem,
lze rozsifit na splnitelny tsek vétsi délky.

Duikaz: Méjme takovy tsek a formuli ¢, kterd je rozvinutelnd. (1) Necht
@ = ¥ A x. Aplikaci pravidla (A) rozsifime tento tsek o formule 9 a x.
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7 predpokladané splnitelnosti plyne existence interpretace J takové, ze
JE Y A x. Ta musi spliiovat i ¢ a x, tim padem je splnitelné i predve-
dené rozsifeni. (2) Necht ¢ = ¢ V x. Usek lze nyni rozsifit o ¢ nebo x.
Z existence J F ¢V x plyne, Ze jedno z rozsifeni musi byt také splnitelné.
(3) Pro ostatni vyrokové pravidla je postup analogicky, rovnéz piipady
(V) a (—3) jsou trividlni. (4) V priipadé ¢ = (Iz)y pridavame formuli
¥? pro né&jaké nové c. Z predpokladu J E (3z)v plyne existence predmétu
b takového, ze IV E 1 pro né&jaké V. JelikoZ je ¢ z definice zcela nové,
miizeme definovat J zcela shodné s J a dodefinovat J(c¢) = b. Tim padem
plati jednak J F 97, jednak je J i modelem vSech formuli pfedchozich a
dané rozsifeni je splnitelné. (5) Nejkomplikovanéjsi pfipad nastéva, je-li
jedinou déle rozvinutelnou formuli formule tvaru ¢ = (Vz)y a vétev je
roz§ifena podle pravidla (V) o formuli ¥?. Vezméme nejprve podpiipad
(5a), kdy se na vétvi nenachdzi zadné jméno ¢, a zvolend konstanta je
tedy nové. Jelikoz pfedpoklddand interpretace J E (V)i nemiZe byt
z definice prazdna, v J musi byt tedy néjaky predmét b a my muizeme vse
prevést na piipad (4). V podpiipadu (5b) se ¢ vyskytuje na vétvi diive.
Interpretace J, ktera spliuje vSechny jeji formule, mu tedy prifazuje né-
jaky pfedmét b univerza. Jelikoz plati I E (Va)v, musi platit i I F ¢?,
coz jsme chtéli dokazat. a

Druhé lemma, lemma B, pfedpoklada definici mnoziny (uzaviengch) for-
muli, které se nékdy fika saturovana, nékdy Hintikkovas:

Mnozina S C Fp uzavienych formuli se nazyva HINTIKKOVA,
plati-li ndsledujici podminky: (i) jestlize -—¢ € S, pakip € S,
(ii) jestlize p AYp € S, pak i @ € S ay € S, (i) jestlize
(@A) €8, pak =p € S nebo ) € S, (iv) jestlize p V) € S,
pak ¢ € S nebo ¢ € S, (v) jestlize ~(¢ V) € S, paki—p € S
a—p € 8, (vi) jestlize p — ¥ € S, pak —p € S nebo ¥ € S,
(vii) jestlize =(¢ — v) € S, pakip € S a—p € 5, (viil) jestlize
w1 e S, pak ¢, 1 € S nebo ~p, —) € S, (ix) jestlize —(p «—
) € S, pak —p, 9 € S nebo p, ) € S, (x) jestlize =(Vz)p € S,
pak i (z)—p € S, (xi) jestlize ~(Fx)p € S, pak i (Va)—¢p € S,
(xii) mnozina C' vSech jmennych konstant vyskytujicich se ve
formulich z S je neprazdnd, (xiii) jestlize (3x)p € S, pak i
©¥ € S pro néjaké ¢ € C, (xiv) jestlize (Vz)p € S, pakip? € S
pro vSechna c € C.

Lemma B potom tvrdi:

Hintikkova mnozina, kterd neobsahuje elementarni formuli spo-
lu se svoji negaci, je splnitelna.

Dikaz: Skutecnost, ze se v mnoziné nevyskytuje elementarni formule a
jeji negace, nam davéa prostiedek pro definovani baze hledané interpretace
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J. Za univerzum J vezmeme jednoduse mnozinu vSech jmennych konstant
C ve formulich z S. Jazyk Lg pak interpretujeme nasledovné:

1) ) =c
(i) I(P") = {{c1,...,ca) | P™(c1,...,cn) € S},

tj. kazdé jmenné konstanté prifradime ji samotnou a kazdé n-arni predika-
tové konstanté je prifazena mnozina n-tic jmennych konstant takovych,
ze se formule P™(cy,...,c,) vyskytuje v S. Zbyva dokézat:

Jestlize ¢ € S, pak T F ¢.

Dikaz probiha indukci, jejiz baze (1) sestava ze dvou kroku. (1la) Je-li
¢ elementarni formule, tj. ma-li formu P™(cq,...,c,), pak z definice na-
stavd (c1,...,cn) € J(P™), coz znamend, ze J E P"(c1,...,¢pn). (1b)
Jedn4-li se o negaci elementarni formule P"(cy,...,¢,), pak z pfedpo-
kladu lemmatu nemize platit P™(cy,...,¢,) € S, tudiz podle definice J
nastava (c1,...,cn) ¢ J(P™) a J ¥ P™(c1,...,¢y). Z uzavienosti formule
dostavame J E = P™(cy, ..., ¢,). (2) Nyni pfedpokladéme, Ze tvrzeni plati
pro vSechny formule s néjakym poctem vyskytt operatort. Dokazujeme
pro formule s poctem o jeden vyskyt vyssim, pficemz opét rozliSujeme
kombinace spojek a negace. (2a) Necht ¢ = ) Ay. Z vlastnosti Hintikkovy
mnoziny plati ¢, x € S a my muzeme aplikovat induktivni predpoklad,
tj. T E ¢ aJE x. Z toho jiz plyne J E ¢. (2b) Ostatni pt¥ipady vyro-
kovych spojek se ovéifuji podobné, negace kvantifikdtoru se prevadéji na
nésledujici body. (2¢) Necht ¢ = (Jx)t. Z definice Hintikkovy mnoziny
existuje ¢ € C takové, ze ¥ € S. Podle induktivniho pfedpokladu tudiz
J E ¢, z éehoz plyne, Ze existuje V takové, ze JV; £ 1. Podle Tarského
definice tedy J F (3x)1. (2d) Necht ¢ = (Vz)y. Pak pro kazdé ¢ € C
plati ¥Z € S, tedy i J F ¢Z. Jelikoz J= C, musi platit i J F (V). ]

Tim jsou vyfizeny nutné prerekvizity a my muzeme sklizet dtsledky.
Jako prvni z nich vezméme VETU O UPLNOSTI A KOREKTNOSTI METODY
SEMANTICKYCH STROMU pro predikatovou logiku prvniho fadu:

Pro libovolnou mnozinu formuli 7' a formuli ¢ fekne metoda
sémantickych stromi ANO tehdy a jen tehdy, kdyz plati T F .

Dikaz: Uvazujme uplné rozvinuty strom pro formule VT, =Vy. Nejprve
predpokladejme, Ze se uzavrel, ale Ze neplati T F ¢. S ohledem na vztah

T E ¢ tehdy a jen tehdy, kdyz VI E V¢, a to tehdy a jen tehdy,
kdyz je {VT, -V} nesplnitelnd

nemiZe platit ani VT F V. Tim paddem je mnoZina {VT, -V} splnitelna
a uvazovany strom se podle lemmatu A nemiZe uzaviit. To je v rozporu
s predpokladem a metoda je korektni.
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Predpoklddejme nyni, ze plati T F ¢ a uvazovany strom maé otevie-
nou vétev. Mnozina formuli oteviené vétve jakéhokoli uplné rozvinutého
stromu je zjevné mnozinou Hintikkovou, ktera navic neobsahuje elemen-
tarni formuli a jeji negaci. Tim paddem ma podle lemmatu B model, jenz
musi spliovat i formule V7', =V¢. Tim padem neplati V1" F Yy a v rozporu
s predpokladem ani 7' F . Metoda je tedy uplna. a

Predikatova logika prvniho fadu je tudiz polorozhodnutelnd, pricemz
plna rozhodnutelnost neplati proto, ze pro neplatné T' F ¢ mulze mit
konstruovany strom nekone¢nou vétev, tj. mnozina formuli V7', =V muze
mit nekonecny model. Nami dokazana ¢aste¢na rozhodnutelnost ukazuje
vlastné tolik:

V pripadé€ platného T' F ¢ musi jiz existovat néjaké konecné
U C T takové, ze U F ¢.

Jinak by se totiz strom neuzaviel v koneéné mnoha krocich, coz podle
definice znamena, Ze by se neuzaviel viubec. Toto tvrzeni neni ovSem nic
jiného nezli dfive zminéna VETA O KOMPAKTNOSTI, tentokrate predve-
dené jako snadny dusledek véty o uplnosti.

Dalsim z vyznamnyjch korolard naseho dukazu je skutecnost vyjad-
fend tzv. LOWENHEIMOVOU-SKOLEMOVOU VETOU, totiZ Ze mé libovolna
splnitelnd mnozina S formuli predikatové logiky prvniho fadu spocetny
model, ¢i Skolemovou dikci: model sestavajici z prirozenych ¢isel. To je
dano konstrukci prislusné oteviené vétve, v niz se v kazdém kroku vy-
skytuje pouze koneéné mnoho novych jmennych konstant. Jejich adhrn C,
z néhoz sestava univerzum prislusné interpretace, nemuize mit tedy vice
nez spocetné mnoho prvki. Tato véta je z obecnéjsiho pohledu zajimava
zejména v souvislosti s prvorfadovou axiomatizaci teorie mnozin, ktera se
zda vyzadovat nejen existenci nekonecnych mnozin, ale i jejich potenci,
coz vede k tzv. Lowenheimovu-Skolemovu paradoxu. O ném se zminime
pozdéji, konkrétné v kapitole 6.

Nyni mame v kazdém pripadé po ruce dostatecné mnozstvi mate-
ridlu na to, abychom mohli prejit k vlastni analyze Fregovych pokust
o definitivni konceptualizaci aritmetiky a pfi¢iny jejich netspéchu, a ne-
museli se pfitom starat, zda ¢tenar zna relevantni technické detaily v re-
levantnim nasviceni. Z technickych otazek nas pritom jesté cekaji néktera
rozsiteni dosud predvedeného formalismu, v prvni fadé o funktory, dale
o predikat rovnosti a nakonec o kvantifikaci vyssich fada. K nim vSem
se tentokrate dostaneme vzdy v néjakém Sirsim kontextu filosofie logiky
a aritmetiky, a to specidlné prvniho rfadu.






4 Cislo a obrat k jazyku

Jestlize bychom pfi studiu a aplikacich moderni logiky, jejiz moznosti
byly predmétem predchozi kapitoly, neméli nikdy poustét ze zietele slova
jejiho tviarce, podle nichz se jedna pouze o “nastroj urceny k jistym veé-
deckym cilim”,[!! totiz kanonizaci tsudkovych principtt v matematice,
neméli bychom zapominat ani na to, ze tento nastroj vznikl v ramci Sir-
§tho projektu, tzv. logicismu. Ten nebyl, alespon ve Fregové pfipadé, jen
jakymsi intelektudlnim cvicenim spekulativni mysli, ale spoleénym pro-
duktem (1) dobového (lokédlniho) trendu co moZné nejvétsi verbalizace
subjektu, tedy dalsim krokem dfive popsané aritmetizace analyzy, a (2)
tradi¢ni (globalni) metody kladeni a pfezkuSovani hypotéz, jak ji lze —
napf. v zrcadle Lakatosovy [1976] ‘logiky matematického objevu’ — ro-
zeznat ve védach empirickych i apriornich. Oba tyto aspekty musi byt
vzaty v vahu pfi posuzovani uspésnosti Fregova programu, tj. jeho snah
o aritmetiku zalozenou ¢isté na logice.

Vedle téchto dvou ‘scientistickych’ momentt se ve Fregové dile pro-
jevuje podstatnou mérou jesté moment tteti, jenz ho odlisuje od pro-
jektu Cantora, Dedekinda a Peana a naopak spojuje s pracemi Russella
a Wittgensteina. Tento moment chci nazyvat ‘transcendentalnim’ a iden-
tifikovat se zrodem analytické tradice novovéké filosofie, konkrétné pak
(3) s tzv. ‘obratem k jazyku’, jak se poprvé objevil ve Fregovych Grund-
lagen v souvislosti s otdzkou “co je ¢islo?”. Transcendentdlni rozmér
Fregova dila ma samoziejmé radikalné jiny charakter nez jeho aspekty
scientistické, nebot neni spjat s Zddnou konkrétni oblasti lidského zkou-
mani, jako je tfeba matematika, ale pfedstavuje univerzalni postoj ve
véci poznani svéta, chapaného v tom nejsirsim slova smyslu. Pravé to ho
také ¢ini aspektem filosofickym (nescientistickym), a pravé proto nemuze
selhat zpiisobem, jakym (pfinejmensim v nékterych ze svych fazi) selhaly
logicisticky ¢i konstruktivisticky projekt v kontextu matematiky ¢i jakym
selhavaji nase progndzy v kontextu poznani empirického svéta. Z téchto
davodu epistemické nadrazenosti transcendentalnich otazek otazkam vé-

(1] Frege [1879, s. V].
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deckym se proto bude podstatné ¢ast této kapitoly tocit kolem Fregovych
Grundlagen a fragmentu jeho filosofie aritmetiky, ktery pfimo nesouvisi
s logicistickou hypotézou, a zastava tedy platny i po jejim eventudl-
nim zamitnuti. Uvidime, Ze se prekvapivé jedna o fragment pragmaticky
fundovany, coz jej (nejen v obecné ideovych, ale i technickych detai-
lech) spojuje s ranou i pozdni filosofii Ludwiga Wittgensteina, piestoze
si to Wittgenstein obvykle odmita priznat. Detaily Fregova logicistic-
kého planu, tedy momenty (1) a (2), vetné analyzy p¥i¢in jeho selhani
a rozboru vyvozenych disledkd pro projekt zakladi matematiky v této
kapitole pouze nac¢neme, abychom se jim v tGplnosti mohli vénovat v ka-
pitolach dalsich.

4.1 Co je predmét?

Spojeni otazky “co je ¢islo?” pravé s osobou Gottloba Frega mutze vypa-
dat podezfele jiz proto, Ze je to otdzka stard (skoro) jako filosofie sama
a pro filosofii matematiky navic urcujici. U Frega ji ovS8em nachéazime jed-
nak zaméfenu Cisté na bazalni problém c¢isla prirozeného, jenz byl vzdy
prévé pro zdanlivou jednoduchost viceméné opomijen nebo zodpovidan
znacné vagné (viz tfeba Eukleidova definice ¢isla jako mnoziny jednotek a
vSeobecné ivody rozliénych matematickych texti), jednak je u ného opa-
kované formulovana zptisobem, jenz nema pro sviyj explicitni charakter
v déjinach filosofie obdoby. — Obecné epistemologicky ramec, vyjadieny
v zavéreéné pasazi Grundgesetze [1893/1903, dil II, s. 265], podle niz je
zékladnim problémem aritmetiky otazka:

jak uchopujeme logické predméty, specidlné ¢isla?,

je totiz v rozhodujicich mistech Grundlagen [1884, § 45] vyostfen do prag-
maticko-lingvistické zkratky:

o Cem je vypovidano udani ¢isla?

Novost Fregova pfistupu k aritmetice, jak spravné podotkl Michael Dum-
mett [1991, s. 112], ale nespo¢iva ani tak v otdzce samé, nybrz v tom,
jak na ni Frege odpovida, totiz lingvisticky, kdyz obraci perspektivu on-
tologického tazani (co jsou néjaké objekty zac¢?) k tazani lingvistickému
(jaké jsou jejich jazykové reprezentace?). Tim jenom upeviiuje pozici
Kantova transcendentalniho obratu (jaké jsou podminky poznani danych
objektu?), kdyZ jej ze subjektivni sféry vrozenych struktur individualni
mysli a mentalnich reprezentaci pfenasi a zakotvuje v intersubjektivité
jazyka. Motorem tohoto obratu je jedna z tivodnich zasad Grundlagen
[1884, s. XI], podle niz

po vyznamu slov je tfeba se ptat v kontextu véty, nikoli izolo-
vane.
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Pozds&ji Frege [1884, § 106] dokonce piSe: “Stanovili jsme axiom, Ze vy-
znam slov neni mozné vysvétlit izolované, ale vidy v kontextu véty. Na-
sledovanim tohoto axiomu se, jak véfim, lze vyhnout fyzikalnimu pojeti
¢isla, aniz bychom upadli v pojeti psychologické.” Diky této zasadé se
cely projekt rozsifuje z aritmetiky na libovolnou oblast naseho poznani,
nebot ‘ptat se’ znamend vzdy ‘ptat se v jazyce’, jenz takto z definice
predchazi kazdou moznou zkusenost, jinymi slovy: je vici ni transcenden-
talni. ‘Ptat se po néjakych objektech, po jejich poznani, existenci’ tedy
znamena ‘ptat se, jakych slov, resp. jakého typu slov jsou to vyznamy’.
A odpovéd na tuto otdzku musi byt vzdy intrajazykovd, tj. nemiizeme na
ni pod hrozbou bludného kruhu odpovédét ontologicky, napf. ze jména
jsou vyrazy oznacujici entity jistého typu (pfedméty).

Jestlize tedy Frege na mnoha mistech tiké, Ze jsou ¢isla pfedméty a
predméty jsou vyznamy vlastnich jmen, mini to zpravidla opisné, jakozto
upozornéni, ze jsou prislusné reprezentace, ¢islovky, uzivany po zpasobu
vlastnich jmen. Analyza toho, jak jsou uzivdna vlastni jména, resp. jak
je timto pouzitim intrajazykové charakterizovan urcity vyraz jako vyraz
kategorie vlastni jméno, je podana separatné, ne vzdy explicitné, avsak
dostatecné srozumitelné pro toho, kdo dana kritéria hleda. To dokumen-
tuji velmi jasné Fregova [1884, § 62] nésledujici slova:

Jak je ndm tedy dano c¢islo, nemtzeme-li 0 ném mit zadnou
predstavu ani nazor? Slova néco znamenaji pouze v kontextu
véty. Jde tedy o to, vysvétlit smysl véty, v niz se vyskytuje
¢islovka. Tim je zprvu ponechadno jesté mnoho mista libovili,
ale jiz jsme konstatovali, Ze s ¢islovkami je nutné spojovat sa-
mostatné predméty. Tim je ndm dan druh vét, které musi mit
smysl, vét vyjadiujicich znovurozpoznani.

V tomto citdtu je naznadeno, kudy se musi ubirat odpovéd na otéazku:
co déla vyraz vlastnim jménem?,

ale i na souvisejici problém:
co déla vyraz vlastnim jménem néjakého predmétu?,

tj. otdazku po vztahu reprezentace a reprezentovaného. V obou pripadech
jsou kliéem k FeSeni KRITERIA IDENTITY. — Vyznam specifikace identity
pro ustanoveni toho, o ¢em v néjakém diskurzu (proporci, racionlnich
¢i realnych ¢isel) hovofime, co je jeho ‘pfedmét fedi’, co je vyznamem
uzitych jmen, jsme jiz nékolikrate zminili a praktickym zpisobem i zd-
vodnili. Nyni jde o to predvést zdiuvodnéni teoretické. Problematické se
mutze zdat nejprve pieneseni kritéria na jiné nezli jen abstraktni dis-
kurzy, predevsim tedy na entity empirické. Tato problemati¢nost je ale
znacné efemérni, uvédomime-li si, Ze ze sémantického hlediska, tj. prave
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z hlediska vztahu vyrazu a jeho vyznamu, nas zajimaji spiSe podobnosti
nezli odlisnosti jednotlivych diskurziti, procez je také lépe vyjit z obort
abstraktnich, jako je aritmetika, u nichz je vétsi Sance, ze nebudeme
ovlivnéni davérné znamymi, a proto irelevantnimi empirickymi pfiméry
‘kiténi ditéte’ ¢i ‘pojmenovavani objevené hory’. Ty totiz u objektu jako
jsou ¢isla viibec nedévaji smysl (tento pfedmét budiz od nynéjska znam
jako “—5”), u objektt fyzikdlnich pak pfinejmensim nejsou kritériem po-
stacujicim, jak nas to v historické perspektivé naucil W. V. O. Quine. —
Nepochybuji o tom, ze pravé tuto heuristickou kvalitu matematického
poznani mél na mysli Platén, kdyz zakézal vstup do Akademie tém, co
neovladaji geometrii. Zcela podobného a pro nasi véc snad jesté vymluv-
néjstho ptivodu je i Fregovo [1983, s. 293] prohlaseni, Ze bez znalosti
matematiky je filosof jen poloviénim filosofem a wice versa. Vratme se
ale k problematice reference.

Quine [1960] ve svych tvahdch k neurcitosti deize (pfesnéji: nevy-
mezitelnosti reference a neurcitosti prekladu) argumentuje v tom smyslu,
Ze vysloveni jména (“Karel”) ¢éi véty (“toto je Karel”), doprovozené mav-
nutim ruky (deiktickgm gestem), neni s to samo o sobé& zajistit vyznam
danému vyrazu, neni-li doptedu jasné, co takto chceme oznacit, totiz zda
dité, jeho ¢ast, ¢i pohyb, ktery provadi, okolo letici mouchu, jeji pozici
v prostoru, barvu na ¢epci atd. To, co vétSina ‘analytickych filosoft’ ¢i
‘filosofickych logik®’, prototypicky a (bohuzel) velmi vlivné nap¥. Kripke
[1972], nazyva pojmenovanim pfedmétu, je tedy z hlediska vztahu vyrazu
a jeho vyznamu irelevantni, nebot to jiz pfedpokladd identitu pojmeno-
vavaného jakozto vyznamu vyrazi “toto dité”, “dité, které zde bézelo
vcera”, “jeji dité” atd., tj. kritéria identity jevovych reprezentaci v Sir-
$im slova smyslu. K nim pat¥i i pojmové zpracované predstavy, tj. pred-
stavy spojené s elementarnim jevovym soudem (Anschauungsurteil) jako
“toto je dit€”, “toto je moucha” atd., jenz, jak nas naucil Kant, teprve
déla z nazoru nazor néceho, z pocitkového clusteru objektivni predstavu,
a muze tak vabec vést k objektivnimu poznani.

Pro nas pokus o lokalizaci obratu k jazyku je pritom zvlasté vy-
znamné, Ze Frege ve svych tvahach z Grundlagen [1884, § 22, 46, 54]
Quina predjima, kdyz totiz v souvislosti s praktickou charakterizaci kar-
dinélniho ¢isla jakozto odpovédi na otazku “kolik?” usuzuje, Ze prosté
gesto, napf. smérem ke knihovné, neumoznuje dat jednoznac¢nou odpo-
véd, nebot je stale otevieno, myslime-li pocet polic, knih jako exemplaia
¢ titultt apod. Uplny tvar otazky je tedy:

kolik ¢eho?,

coz vede na jeji doplnéni pojmovym slovem, jehoz extenze ma diskrétni
charakter, tj. je tvofena skupinou ve své identité dobfe urcenych pted-
métlt. Pojmim tohoto typu (police, exempla¥, titul) se ¥ikd SORTALNI.
Lisi se od pojmi LATKOVYCH (Cerveny, voda) pravé tim, ze tém druhym
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chybi doprovodné kritéria identity (z je tentyz titul jako y, x je tentyz
exemplaf jako y). Diky nim je také gesto doprovozené vétou “toto dité
je Karel”, tj. explicitnim, pfipadné implicitnim predpokladem, ze ukazu-
jeme na instanci sortalniho pojmu “dité”, urceno jednoznacné, stejné jako
je jednoznacna otézka, kolik knih ve smyslu tituld méa dana knihovna.

Mohlo by se zdat, Ze Quine [1953] ve svych tvahich tyto elemen-
tarné transcendentalni postiehy Fregovy jesté radikalizuje, napt. kdyz
prohlasuje, ze otazku, co oznacuje néjaké jméno M, nelze vlastné zod-
poveédét jinak, nez odkazem na néjaké jméno N téhoz vyznamu, tedy
obratem

M oznacuje totéz co N.

Tento argument je ale v podstaté analogicky zndmé Neurathové [19320,
s. 403] kritice KORESPONDENGNI TEORIE PRAVDY, definujici pravdivost
véty jakozto jeji korespondenci s realitou. Tato kritika spociva v pozo-
rovani, ze vétu lze porovnavat zase jen s vétou, nikdy ne se skutecnosti,
nebot ta — nepredpokladame-li néjaky typ predzjednané harmonie —
by jiz musela byt jazykové preformovana. Prakticky tutéz iivahu ovSem
nalézdme u Frega [1918a, s. 59 n], jenZ se na jejim zdkladé kloni k ce-
musi, co vypad4d jako REDUNDANCNI TEORIE PRAVDY, podle niZ pravdu
nelze definovat, nebot v takové definici musi byt definiens predpokla-
dan jiz jako pravdivy.[? Ve skuteénosti se ale jednd o TEORII PRAVDY
PERFORMATIVNI, podle niZ nelze podstatu pravdivosti vystihnout vyslo-
venim a dal$im vysvétlovanim obratu “je pravdivy”, protoze je bytostné
spjata s TVRDICIM AKTEM, obecnéji tedy s tim, Ze véty nepiSeme ¢i ne-
vyslovujeme jen tak, ale vzdy vici nékomu. Frege [1983, s. 272] k tomu
rika:

[Slovo] “pravdivy” ve skutecnosti pfedstavuje jen nelispésny po-
kus o vystizeni [podstaty] logiky, pfi¢emz to, o co zde skutecné
jde, viibec nelezi ve slové “pravdivy”, nybrz v tvrdici sile, s niz
je vyslovovéna véta. [...] To, v ¢em je odkaz na podstatu logiky
obsazen nejzietelnéji, je tvrdici sila, s niz je vyslovena myslenka.

Pravdivostni narok, ktery se za vyslovenim véty v pfislusném performa-
tivnim modu skryva, je ovsem nutné identicky se zavazky, které tim pfiji-
mame vici ostatnim ucastnikiim té které jazykové hry. V pripadé tvrzeni
se jednd zjevné o zavazky inferencni (“jestlize jste fekl toto, pak musite
souhlasit i s timto”, “jaké diivody jste mél k tomuto tvrzeni?”), coz ndm
déva dalsi divod, pro¢ spolu s Brandomem [1994] povaZzovat Frega, kdyz
uz ne za otce, pak alespon za vyznamnou inspiraci inferenéniho holismu.
V obecné rovin€ je ovsem Frege stejné jako Quine nespornym holistou
vétnym.

(2] Fregovu teorii pravdy jsme jiz zminili v oddilu 3.9.
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Vidime tedy, Ze nejen Fregova teorie pravdy, ale pfedevsim fakt, ze
se Frege na cesté k odhaleni toho, co jsou néjaké predméty, vyznamy na-
sich slov, rozhodl zkoumat jazykové reprezentace co do jejich pouZiti ve
vétach, pfipadné inferencich, ukazuje, Ze je inicidtorem nejen jazykového,
ale i pragmatického obratu v déjinach filosofie. Ten je obvykle spojovan
teprve se jménem Wittgensteinovym, to je ale neadekvatni nejen z vyse
uvedenych divodi, ale predevsim proto, ze spravné uchopeny obrat k ja-
zyku jiz obrat pragmaticky néjakym zptisobem indukuje.

Pribézny vysledek naseho pokusu jak odpovédét na otazku “co je
jméno?” v duchu Fregovy filosofie jazyka je tedy dan lingvisticko-prag-
matickym obratem jako “to, co je pouzivano v souvislosti s identitou”.
Vztah jména a predmétu, jenz je jeho vyznamem, tim ale zlistava stale
neobjasnény, nebot v sobé evidentné nese rozliSeni dvou entit, po nichz
neni v nasem intrajazykovém vysvétleni ani stopy. Tato ‘zahada’ je ale
opét trividlné poplatna konvenénimu, ‘empirickému’ smysleni, jak to vy-
mluvné vyjadiuje nasledujici citat:

Ti, kdo jsou nakazeni primitivni povérou, Ze kazdému jménu
musi odpovidat jednoducha skutecné entita, v disledku pted-
pokladaji, ze je nutné logicky rozliSovat mezi véci samotnou
a nékterymi nebo vSemi z jejich smyslovych vlastnosti. A tak
vytvareji termin “substance”, kterym referuji k véci samotné.
Avsak z faktu, Ze ndhodou uZivame jednoduché slovo pro re-
ferovani k véci, ¢imz z ného délame gramaticky subjekt véty,
v niz referujeme k smyslové reprezentaci véci, v zadném pii-
padé nevyplyva, Ze véc sama je “jednoduchou entitou” nebo ze
nemuze byt definovana totalitou svych reprezentaci. Je pravda,
ze mluvime-li o “jejich” reprezentacich, zda se, ze rozliSujeme
véc od reprezentaci, ale to je jednoduse ndhodny rys jazykového
uzu. Logicka analyza ukazuje, Ze to, co €¢ini tyto “reprezentace”
“reprezentacemi néceho”, tj. téze véci, neni jejich vztah k entité
od nich odli$né, nybrz jejich vztah navzajem.

Tato Ayerova [1936, s. 24 n] Givaha instruktivné shrnuje jidro Fregova a
Quinova pohledu na véc, kdy predmét neni v jistém smyslu nic jiného
nezli totalita reprezentaci (jak ponékud svévolné, ale v souladu s vy-
svétlenim podanym v dalsim oddilu, pfekladdm Ayerovo “appearance”),
urcend prislusnou relaci rovnosti. Stejné tak nema genitiv

reprezentace neceho

jiny 1ukol, nezli odkaz k vyrazim, které oznacuji ‘tentyz predmét’, tj.
funguji jako jeho alternativni pojmenovani. Tento radikalné transcen-
dentalni tah je vérohodny samoziejmé jen potud, vysvétlime-li v dalsim
textu roli identity v celém procesu, tj. predevsim na zakladé ¢eho byla
mezi néjakymi vyrazy stanovena a co toto stanoveni znamena.
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4.2 Co je identita?

Tvrzeni identity M = N se Frege vénoval jiz ve své Begriffsschrift [1879,
§ 8], kdy dospél k zavéru, Ze se v ném zjevné nemize jednat o zélezitost
objektovou, tj. vyjadreni toho, ze ‘dva pfedméty M a N jsou stejné, tedy
jeden’; ale tvrzeni metajazykové, vyjadiujici skutecnost, ze

dvé jména M a N oznacuji jeden a tentyz predmét.

Podle Frega tak v kontextu identity jméno neodkazuje mimo jazyk, smé-
rem k oznacovanému pfedmétu, jako ve vété P(N), vyjadiujici, ze “pFed-
mét N mé vlastnost P”, ale samo k sobé, a jazyk s rovnosti je tedy deno-
tacné viceznacny. To predstavuje pro transparentnost projektu umélého
pisma velkou nepfijemnost.

Tvari v tvar tomu, Ze se v pripadé identity jedna o relaci nehomo-
genni se zbylym diskurzem, vyvstava vSak otazka, zda je jeji pfitomnost
v uméle (re)konstruovaném jazyce vitbec nutna. V tomto duchu se nese
i alternativni ndvrh Wittgensteintv, jenz v Tractatu [1922, § 5.53] po-
zaduje zachytit odliSnost vyznamu odlisnymi jmény a stejnost stejnymi,
v dtsledku ¢ehoz jsou obraty typu M = N vylouceny jako nesmyslné,
nebot [1922, § 5.5303]

fici o dvou predmétech, Ze jsou identické, je nesmysl, a Fici to
o jednom nefika vibec nic.

Tim se ovSem, alesponi podle Fregovych standardi, zda byt s vanickou
vylito i dité, protoze praveé identita predstavuje zptisob, jak dat korespon-
den¢ni teorii Tractatu, tj. vztahu jazyka a svéta, jiny nez metafyzicky
vyznam. Adekvatni feSeni zdkladniho problému pfitom vypada takto:

V ‘pfirozeném jazyce’ nejprve skute¢né vyrazem pro rovnost nedis-
ponujeme a vztah vyrazu M a jeho vyznamu je dan nejprve tim, ze
uzivame jistou t¥idu vyrazi stejné jako M, tj. v néjakém ohledu mezi
nimi navzajem a vyrazem M nerozliSujeme. Rozdil jména a predmétu
je tedy primarné artikulovan jako rozdil vyrazu a jeho pouziti, jak to
také odpovida nauce pozdniho Wittgensteina. Jednotlivé vyrazy, repre-
zentace, jsou pritom odlisné€ z definice. Reprezentacemi téhoZ je déla
stejné pouziti, tedy implicitné-pragmatické divody. V krajnim piipadé
stoji kazdy vyraz sdm za sebe, tj. ma své zcela vlastni, jedine¢né pouziti,
napi. ve vétach jako

Petr mél na mysli (napsal na tabuli, vyslovil) vyraz M.

To je zjevné, jiz pro indefinitni mnozstvi potencidlnich reprezentaci, znac-
né nepraktické. Skutecny svét, resp. svéty predméti a vét, které o nich
vypovidaji, vznika, resp. vznikaji pravé zuzitkovanim ohledd, na jejichz
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pozadi neni divodu mezi néjakymi reprezentacemi rozliSovat, ¢ehoz vy-
chodiskem, resp. vysledkem je néjaky uzsi problémovy a jazykovy kon-
text. — Na zakladni kole takto tfeba rozlisujeme rtizné vyskyty (token)
¢islovky na stréance uéebnice a ¢islovku samotnou (typ), ¢islovky rznych
notaci (Fimské a arabské) a pfirozené ¢islo, jez vyjadiuji, dvojice pFiroze-
nych ¢isel a jim spole¢né ¢islo racionalni atd. To, co se pripad od pfipadu
méni, pritom evidentné nejsou konvencné zvolené znaky, ale jejich pou-
ziti a kontext, v némz bylo mozné, vyhodné, resp. potfebné mezi témito
rozliSovat nebo nerozlisovat. K tomu se zdhy vratime v problematice
abstrakce.

Pouziti vyrazu v ramci néjakého kontextu je pfitom néco, co lze
z definice vyjadfit pouze reflexi na tento diskurz, tj. prostfedky meta-
jazyka. Jednim z nich je pravé identita M = N, vychéazejici z faktické
ekvivalence dvou vyraziit M ~ N v néjakém $ir§im (ptvodnim) kontextu
a z jeho restrikce na ty véty F', pro néz plati

jestlize F(M) a M ~ N, pak F(N).

Tyto véty (pfipadné predikéty ¢i vétné formy) se nazyvaji INVARIANTNI
viuci ekvivalenci ~, pficemz invarianci je zde minéna substituovatelnost
salva veritate. Pravdivost véty, resp. jeji zachovavani je tak zjevnym kri-
tériem stejného pouziti vyrazu jazyka.

Z tohoto pohledu, proslaveného zejména Tugendhatovym [1970] te-
nim Fregovy zékladni sémantické distinkce, se pak vyznam vyrazu jevi
jako jeho PRAVDIVOSTN{ POTENCIAL, coZ je vysledek pro¢isnuti daného
diskurzu hiebenem zvolené ekvivalence. Tak totiz dospéjeme k diskurzu
vici této ekvivalenci invariantnich forem, v némz nejenze z ekvivalence
vyrazl plyne jejich substituovatelnost salva veritate, coz je trivialni, ale i
naopak, ze substituovatelnosti plyne ekvivalence, coz je dusledkem faktu,
ze forma x ~ y je vaci ekvivalenci ~ sama invariantni. Diky tomu lze
také prejit od ekvivalence k rovnosti ve smyslu jeji tradi¢ni definice LEIB-
NIZOVYM PRINCIPEM

LP M =N=F(M) < F(N) pro kazdé F.

Pointa naseho, resp. Tugendhatova Cteni identity nyni spoc¢ivd v tom,
ze LP nechapeme ontologicky jako tzv. princip nerozlisitelnosti stejného,
tj. tvrzeni rovnosti pfedméti tychz vlastnosti, nebot to pravé evokuje
nesmyslné porovnavani dvou (rtiznych) identickych (stejnych) predméti,
ale metajazykovou artikulaci toho, ze v jistém kontextu neni nutné z hle-
diska pravdivosti uvazovanych vét rozliSovat mezi vyrazem M a vyrazem
N. Tomu odpovida zvlasté sugestivné Hegelova charakterizace rovnosti
jako ‘popreni nerovnosti’, totiz rozhodnuti zanedbat jistda mozna rozli-
Seni jako irelevantni.l3 Leibniztiv princip se v tomto ¢teni ukazuje byt

(3] Srov. Stekeleriiv komentaf [1992a, s. 140 nn, 245 nn].
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v pravém slova smyslu sémanticky konstitutivni, totiz urcujici, kdy maji
dvé jména tentyZ vyznam a jaky vyznam (tfida ekvivalentnich jmen) to
vlastné je. Konkrétni pfipady konstituci predmétnych oboru se lisi pravé
vychozi ekvivalenci.

Stejné jako Kant [1781/1787, B 1] tvrdime i my v lingvistické verzi
jeho transcendentalismu, ze

vSechno nase poznani za¢ind [smyslovou] zkuSenosti,

nebot jazyk sdm (ve formé psané i mluvené) je zaleZitosti fenomendalni.
Pocatkem poznéani je proto sféra vSech moZnych jevovych reprezentaci,
potencidlnich rozliSeni, u Quina [1960, § 17] nazyvana prelingvistickym
prostorem kvalit (prelinguistic quality space). K svétu a svéttim ve vlast-
nim slova smyslu se dostavame potlacenim jistych rozliSeni, tj. uskupo-
vanim smyslovych kvalit do ekvivalentnich celkt, k némuz dochézi vzdy
na bazi néjaké intersubjektivni reflexe, tudiz v jazyce.

Svét tedy presto, Ze zaCind ve sféfe smyslovych pocitki, je vlastné
vzdy jiz z definice svétem abstraktnim, vysledkem jistych nerozliseni, od-
hlédnuti od moznych rozdila. Tuto abstrakci ¢i non-distinkci, oznacovani
rizného stejnym ¢, Platénovou [Phil., 15b] dikci, odkryvani ‘jednoho
v mnohém’ lze také povazovat za zakladni funkci jazyka, jinymi slovy:
skutec¢nost je definovana jazykem a jako takova vzidy abstraktni. — Z hle-
diska déjin filosofie je pfitom vyznamné, Ze Platénovu znadmou kritiku
lpéni na smyslech jakoZto znaku primérného (nefilosofického) ¢lovéka a
jeho vyzvu, abychom obraceli zrak k pravé skutecnosti véci abstraktnich
(ideji), nec¢teme jakozto (laciné) zivotni moudro (v duchu netspésné, le¢
stale probihajici vychovy gymnazidlni mladeze kvalitni ¢eskou prézou),
ale predevsim jako kritiku filosofickych trendi, které konstituci svéta
trivializuji (jako empirismus a ‘vulgdrni’ platonismus) nebo interpretuji
neudrzitelnym subjektivisticko-mentalistickym zptusobem (jako solipsis-
dobfe védom toho, jakou roli pii poznani (dokonalych) ideji hraji je-
jich (nedokonalé) reprezentace, a mize byt proto pravem povazovin za
prvniho teoretika vyznamu.

Nasi tezi o abstraktnosti svéta, tj. jeho zavislosti na prostfedcich
naseho jazyka, vyjadiuje ve stru¢nosti Quine [1981, s. 102] svym casto
citovanym, avSak ne vzdy pochopenym mottem

neni entity bez identity.

Identita pojata jakozto prostifednik vztahu reprezentace k reprezento-
vanému transcenduje stejné jako tento vztah sdm expresivni moznosti
vztazného diskurzu. Vyraz denotuje, odkazuje mimo sebe ¢i vyjadiuje
néjaky obsah primdrné svym (intersubjektivnim) pouZzitim, nikoli tim,
Ze si to sdm nebo s né¢ pomoci (subjektu) zajisti, napt. stipulaci
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necht mé vyraz M vyznam g.

Takovéto pritfazeni je samoziejmé mozné, predpoklada ale, ze je jiz k dis-
pozici diskurz, kde méa kazdy z vyrazti uvedené véty, s moznou vyjimkou
vyrazu M, vyznam. Z hlediska problému ‘osmysleni’ slov je tedy uvedena
stipulace druhotné, tj. nemize hrat fundamentalni roli, jak to ukazuji
pravé sofistikované tvahy Quinovy.

Na druhou stranu je to pravé moznost takovychto stipulaci nad né-
jakou stévajici jazykovou praxi s (relativné) stabilnimi rysy, co ospra-
vedlniuje rozsireni prostfedka jazyka o predikaty jako “x je pravdivy”,
“r je vyznam y” ¢&i pravé “x = y”. To, ze mize mit jejich zafazeni
po bok ‘obvyklych’ predikatt dalekosdhlé nasledky, lze v jistém smyslu
cekat. Nas ovSem nejprve zajimaji disledky pozitivni, které vysvétluji,
proc je rovnost jednim z nejtypictéjsich, ba ustanovujicich aritmetickych
symbolt, a proc¢ ji tak Frege, pfi védomi vSech problémt, které to ob-
nasi, presto zarazuje do systému své ‘aritmetické logiky’ jako elementarni
znak. — Frege pfitom ve svém élanku Uber Sinn und Bedeutung [1892b]
vyfesil problém denotac¢ni viceznacnosti spojeny s rovnosti tak, Ze sice
vSechny vyrazy pojmového pisma nechal denotovat ¢i ZNAMENAT jeden
specificky VYZNAM, af jiz se vyskytuji po stranach identity nebo jinde,
pripustil ale, Ze se vyrazy mohou li§it svym SMYSLEM neboli ZPUSOBEM
DANOSTI, ktery vyJADRUJI. Abych uvedl piiklad, pak tatdz budova by-
valého Federalniho shromazdéni je nam déna rdznymi zptisoby, totiz jako
“stavba napravo od Statni opery” nebo jako “stavba nalevo od Narod-
niho muzea” a prislusna rovnost, a¢ se od rovnosti “budova Federalniho
shroméazdéni = budova Federdlniho shromazdéni” vyznamem svym ani
svych konstituent nelisi, ma prece jen odlisny smysl.

7Z dosud teceného by také mélo byt jasné, Ze oproti béznému ¢teni
nejde Fregovi pii fedi o smyslu a vyznamu o (absolutni) klasifikaci dvou
druhi entit, ale préavé o (relativni) rozdil obvyklého uziti vyrazu a reflexe
na né, jak jej v tom nejtrividlnéjsim pripadé zname z distinkce USE vs.
MENTION ve vétach

potkan ma blechy vs. potkan ma Sest pismen.
Aplikaci citacnich uvozovek v druhém pfipadé po vzoru
“potkan” ma Sest pismen

se jenom snazime lokdlné upozornit na atypické uziti daného slova ve
véte, kterd reflektuje jeho uziti obvyklé, v tomto piipadé co do jeho
typografické stranky.

Absolutni ¢teni Fregovych distinkci, za néZ je historicky zodpovédny
Carnap [1947], vedlo ke vzniku ‘jemnéjSich’, tzv. intenziondlnich logik,
zivicich iluzi, ze lze Fregovu pivodni logiku vylepsit do podoby, v niz
se stane skutefnou logikou pfirozeného jazyka. Carnap pfitom pouze
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‘upfesnil’ Fregtiv pojem smyslu tak, Ze jej uchopil jako vyznam distri-
buovany mezi mozné svéty, tedy funkci z mnoziny moZnych svéta do
mnoziny vyznami, Carnapem nazyvanych EXTENZEMI. Tato funkce ne-
boli INTENZE nemé nicméné pro svij absolutni, ontologicky charakter
s Fregovym smyslem nic spolecného, vlastné se jedna o specidlni ptipad
Fregova vyznamu coby pravdivostniho potencidlu vyrazt v neprimych
(intenzionalnich) kontextech, v nichZ vede zaménitelnost salva veritate
k jemnéjsim ekvivalencim (a tedy i jinym pfedméttiim) nezli v kontex-
tech, k nimz se tyto vztahuji jakozto k pfimym, coz je opét vztah relativni
(“Petr nevéfi, ze je Jitfenka Velernice”, “Karel zapomnél, ze Petr nevéri,
ze je Jitfenka Vecernice” atd.).

Prezentace relativniho, pomocného charakteru vysledku filosofické
analyzy v absolutnich, ontologickych terminech je tim, co déla filosofii
Spatnou filosofii, tj. metafyzikou, hrajici si na védu o zcela specidlnim,
ba ¢istsim typu jsoucen. Touto chorobou jsou zcela prirozené, i kdyz
ironicky, nejvice postizeni bojovnici za exaktnost, prisnost a védeckost
filosofické metody, jednoduse proto, Ze nepochopili rozdily zanri. Pono-
feni do svych ritudli si také davno nevsimli, Ze se stali do zna¢né miry
nesrozumitelni, tedy nepfesni a nevédecti, chapeme-li védeckost v je-
jim instrumentalnim, sluzebném smyslu, nikoli jako cestu k abstraktni,
a proto zbytecné pravdé. Pfinos Jamesova pragmatismu lze méfit prave
tim, jak jasné dokazal tento rozdil opsat, napt. kdyz na podporu svych
tezl cituje [1907, pfednaska 2] W. S. Franklina, jenz fiké:

Domnivam se, Ze nejchuravéj$im pojetim fyziky, i kdyz ji stu-
dent celou ovladéa, je predstava, ze se jednd o ‘védu o hmoté,
molekuldch a éteru’. A domnivam se, Ze tim nejzdravéj$im po-
jetim, i kdyz je student nepochopi zcela, je fyzika jako véda
o zpusobech, jakym télesa bereme a strkame do nich.

Zakladni teze Wittgensteinova Tractatu, totiz ze vétou lze mnohé fici
(jeji obsah), mnohé vSak, co je pro ono Fecené uréujici, zlistava nevyslo-
veno a v principu nevyslovitelné (jeji forma), je hlubokd a v podstaté
kopiruje vychodisko Kantovy kritické filosofie, podle niz se nase poznani
zaklada na konstitutivnich presupozicich, které je teprve délaji moznym,
a jsou tedy vic¢i nému nutné, neboli a priori. Obéma filosoftim je bohuzel
spolecny také jakysi absolutni narok zminéného rozliseni, ktery jim mimo
jiné neumoznuje adekvatné klasifikovat ani teze jejich filosofie samotné.
Podle raného Wittgensteina tak musi byt stejné jako vSechny vyroky
o jazyce a jeho vztahu ke svétu nesmyslnd i tvrzeni identity. To je ale
zjevné piehnané jiz proto, Ze o jazyce a jeho pouziti se smysluplné bavit
Ize, jenom si je tfeba byt védom toho, ze se pak méni jak pouziti, tak
forma vyrazu jazyka, v némZ tak ¢inime. Préavé neopatrnym sloucenim
vét plivodniho diskurzu a meta-diskurzu mitizeme totiz dospét k objevu
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specialnich jsoucen a cistych pravd, které — na rozdil od podniku filo-
sofické reflexe — nemaji zadné pragmatické zakotveni, a v tomto smyslu
neexistuji, resp. neartikuluji Zddné poznani.

Jelikoz v ramci jazykové praxe lze v urcité fazi jejitho osvojeni a
dalsiho rozvoje tézko ostfe odlisit, ktera ¢ast je puvodni, kterd odvo-
zend, pripadné kde se prekryvaji dva zprvu zcela nezavislé fragmenty,
patii identita spolu s dalsimi metajazykovymi vyrazy k vybavé emanci-
povaného uzivatele jazyka, stejné jako patii lékarnicka k povinné vybavé
osobniho automobilu, ackoli nem4 s jeho pavodni funkci nic spole¢ného.
Tento pf{mér je uziteény jiz proto, Ze pripomind Wittgensteinem [1953,
§ 133, 255] raZenou tezi o zvlastni, terapeutické roli filosofie, kterd nema
tak jako dalsi védy primarné vlastni objekt, a nemiize byt jiz proto stej-
nym zpusobem smysluplnd, stard se vsak o oSetfovani konfliktti, k nimz
doslo pfi jejich puvodné bezproblémovém chodu, je tedy smysluplna az
v tomto nepfimém smyslu. Jelikoz o logice v SirSim vyznamu slova lze
v jadru Fici to samé, je tim snad alespon zcasti ospravedlnéno zafazeni
symbolu rovnosti mezi jeji zékladni vyrazivo.

V pokusu o zdtivodnéni uziti rovnosti v matematice se nejprve mi-
Zeme opfit o dfive cilené potlacovanou odliSnost mezi matematikou a ji-
nymi diskurzy, totiz pevnéjsi vazbu k ¢isté symbolickému, konvenénimu
neboli o vSechno to, co ji vynasi nazev discipliny formalni, pfipadné abs-
traktni. Poskytuji-li v empirickém diskurzu smysly zkusenému uzivateli
jazyka prece jen dostatecny prostor pro to, aby mohl zafadit vyrazy
mluvéiho do kontextu situace jeho promluvy, a odhadnout tak jejich za-
mysleny vyznam, je matematice tento druh opory v takovém rozsahu
odepfen. Proto je také tfeba byt od pocatku v jejich vétach a definicich
co neexplicitnéjsi, coz ji pak odvozené vynasi titul discipliny exaktni,
v niz neni prostor pro dvojznac¢nost, zavislost na mluvéim a okolnostech
jeho projevu, discipliny, kterd je proto navysost objektivni a vécna. —
Ze se tak zpravidla zapfahd viiz pred koné, je jedna véc, podstatné je,
Ze se véda, jiz chybi vétsina obvyklych pomocnjych boda urceni vyznamu
(Davidson [1991] zde hovoii o jeho triangulaci), jmenovité deize, neo-
bejde bez zabudované moznosti explicitné vyjadfit, co bylo ¢i ma byt
pfedmétem feci.

Ponechme zatim stranou, Ze aritmetika v jistém smyslu Zije pravé
z FeSeni rovnic a pfevadéni komplexnich vyrazi do standardniho (iden-
tického) tvaru kanonickych reprezentaci, eliminace rovnosti by se tedy
rovnala eliminaci aritmetiky samé. Wittgenstein ve svém ptivodnim mo-
nolingvistickém projektu navrhuje vytésnit rovnost z jazyka (o svété)
praveé proto, ze aritmetiku spolu s logikou povazuje za védu beze smyslu,
coz civilné Feeno znamend, ze maji k (empirickému) svétu jiny, ne tak
pfimy vztah jako védy ostatni, tj. netvoii jeho obsah, ale formu. To je
opét ve shodé s Kantovou predstavou matematiky jako apriori fyziky, tj.
kanonem jejich pocetnich a méticich metod.
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Vedle Fregova vyznamu, jejz vyrazy znamenaji, a smyslu, jejz vyja-
drugi, prepracovaného Wittgensteinem do rozdilu mezi tim, co véta rikd
a co ukazuje, mame tedy nyni pred sebou také Brandomuv rozdil expli-
citniho a implicitniho. Implicitn{ 1ze podle Brandoma explikovat (“make
it explicit”) pravé pomoci logickych vyrazl, typicky implikace v ptipadé
implicitnich tsudki a identity pro pripad pouziti vyraz v souladu s Leib-
nizovym principem, tj. pii jejich zaménitelnosti salva veritate. Jaky vliv
ma tato explikace na expresivni moznosti Fregova systému, budeme sle-
dovat v nasledujicim oddile, v jistém smyslu ale i ve zbytku celé kapitoly
a v kapitole nésledujici, nebof bez identity by se neuskute¢nil vzestup
logicismu ani jeho néasledny pad. Stale se pfitom budeme pohybovat mezi
vyhodami a tiskalim moznosti explicitné fici néco, co je jinde jenom im-
plicitné predpokladéno, a vice versa.

4.3 Logika s rovnosti

Vyklad tradi¢nich rozsifeni predikatové logiky, tj. v jadru technické zkou-
mani jejich internich vlastnosti, naAm brzy da poznat, Ze identita neni
v zadném piipadé relaci béznou, ale ze se — vzhledem k podstatnému
vyrazovému obohaceni — jedné o jakousi ‘zbran z jiné dimenze’. Za¢neme
zdanlivé nesouvisejici, le¢ standardni extenzi jazyka PL o dalsi typ mi-
mologickych symbold, totiZ o tzv. FUNKTOROVE KONSTANTY [, f3, ...
pro kazdou aritu n > 0. Nékdy byva zvykem uvazovat i aritu n = 0,
kterd pak odpovida konstantdm jmennym coby nularnim funktorim, tj.
funktorim bez argumenti. Obvykle se opét namisto indexovanych vy-
razu uziva sada f, g, .... K systému predikatové logiky 1. fadu s funktory
budeme referovat jako k PL¢. Podstatné se pfitom zméni definice termu,
ktera nabude podobné jako definice formule nésledujiciho induktivniho
tvaru:

TERMEM PL; je budto (i) jmenna konstanta nebo proménna,
jez nazyvadme TERMY ELEMENTARNIMI, nebo (ii) TERM SLO-
ZENY, coZ je vyraz vznikly ze zfetézeni termu ty, to, ..., t, a
funktorové konstanty f™ do tvaru f"(t1,ta,...,tn).

Definici formule, rozlieni otevieného a uzavieného termu véetné pod-
minky na jejich substituovatelnost jsme jiz dfive zavedli tak, aby zustaly
v principu nezménény. Mizeme tedy piikrocit k sémantice PLy.

Podle ocekévani jsou funktortim pfifazovany funkce na dané do-
méné, k definici interpretace jazyka L tedy pouze prifadime klauzuli,
podle niz

J prifazuje kazdé n-drni funktorové konstanté z L n-argumen-
tovou (totélni) funkci, tj. J(f™) : (9)" — J.
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Na zékladé toho Ize snadno v souladu s definici mnoziny termu 77, jazyka
L roz§itit i pojem jejich denotace:

DENOTACI termu jazyka L pii dané interpretaci J a valuaci V
je funkce IV takovd, ze (i) IV(c) = I(c) pro kazdou jmennou
konstantu ¢ z Tr, a IV(x) = V(z) pro kazdou proménnou z, (ii)
jsou-li sq, ..., s, termy z T, pro néz je jiz denotace defino-
véana, a ™ funktorova konstanta z L, pak IV(f"(s1,...,8,)) =
I(™(AV(s1)y .., TV(8n)).

Tarského definice pravdy zlstdvd nezmeénéna a rovnéZ metodu stromi
neni obtizné upravit tak, abychom misto mnoziny jmen, z nichz je pozdéji
konstruovan pfislusny model, uvazovali mnozinu vSech uzavienych termu
slovniku danych formuli. Véta o tplnosti zastava také v platnosti.

Samotné rozsiteni predikatové logiky o funktory nemusi zprvu vypa-
dat prilis uzitecné, jeho teoreticky vyznam je ale nesporny. Je napt. bazi
tzv. SKOLEMIZACE neboli eliminace existen¢nich kvantifikdtord z formuli
PL. Tato eliminace spo¢iva v zachyceni zavislosti proménnych, jak byla
nejprve vyjaddfena kvantifikitory (vzpomerime opét p¥ipad e-d-definice
spojitosti), pomoci funktorti, kdy nap¥. z formule

(Vo) Fy)p(z, y),

¢inici hledané y zavislé na x, utvorime formuli

(V) (x, f(x)),

kde je totéz vyjadieno funktorem, a obé formule jsou tedy (v jistém
smyslu) ekvivalentni, za pfedpokladu, Ze je f zcela novy symbol. Uvé-
domime-li si, ze se prvniho existenéniho kvantifikdtoru (3z)v(z) snadno
zbavime jeho nahrazenim novou konstantou ¢ do podoby ¥(c), mame
zde hruby nérys toho, jak lze kazdou formuli transformovat do tzv. SKO-
LEMOVY (PRENEXN[) NORMALNI FORMY, vysvétlime-li ovSem pfedem
pojem PRENEXNf NORMALN{ FORMY a dokézeme-li, ze ke kazdé formuli
existuje ekvivalentni formule v tomto tvaru, coz znamend formule tvofena
nejprve blokem (obecnych a existenénich) kvantifikitor, po némz nésle-
duje télo formule, v némz se zadné kvantifikdtory nevyskytuji. Dukaz je
snadnym dusledkem nékolika zékladnich metatvrzeni, popisujicich dis-
tribuci kvantifikatort vzhledem k logickym spojkam.*! Kouzlo formule
ve Skolemové normalni formé spocivd mj. v tom, Ze je diky vlastnostem
uzévéru ekvivalentni formuli bez kvantifikdtori, nebot z definice sestava
pouze z bloku obecnych kvantifikdtori nasledovanych bazi, v niz zadné
kvantifikatory nejsou.

(4] Véty o normalnich forméach je tieba formulovat velmi opatrné, nepouceny &tenéf by
mél tedy detaily konzultovat se standardni literaturou, napf. Monk [1976, s. 212 nn)].
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Nyni kone¢né zavedme predikatovou logiku prvniho fadu s rovnosti,
znacenou jako PL_, a to (i) rozsifenim jazyka PL o logicky symbol =,
(ii) rozsifenim definice formule o klauzuli:

jsou-li s, ¢ termy, pak je s =t formule
a (iil) doplnénim Tarského definice o podminku:
IVE s=t=7V(s) =IV(t).

Z kontextu by mélo byt vzdy zfejmé, kdy pouzivame symbol = jako
vyraz jazyka objektového (formalniho) a kdy jako vyraz metajazyka.
Porovnani expresivni sily jednotlivych systémti odviime nyni od nésle-
dujiciho pozorovani. Kvantifikdtory v jejich aplikaci na predikat se néja-
kym zpisobem vyjadiuji k po¢tu (kvantu) pfedméti, které pod néj spa-
daji. Tak (3x)P(z) napi. ¥ika, ze pod P spada alesporn jeden predmét,
—(32)Q(x) zase, zZe pod @ nespadd Zddny. Vhodnou kombinaci téchto
vyrazovych prostfedkt lze v rdmci PL zajistit, aby mél model uréitych
formuli nejméné néjaky pocet n predmét, tj. omezit jeho velikost zdola.
Pro n = 3 toho napt. doséhneme jednoduchou permutaci dvou predika-
tovych konstant jako

P(c) A Q(c) A P(d) A—Q(d) A —P(e) A=Q(e).

Pocet mimologickych vyrazt tu lze samoziejmé déle snizit existencéni
kvantifikaci, pfipadné uzitim predikatovych konstant vyssi arity, pod-
statné ale je, Ze podobna formule existuje pro libovolné n konecné. Pro
n nekone¢né lze vzit budto nekoneénou mnozinu takovychto formuli, ale
i formuli jedinou, napf. vyjadiujici, Ze je néjaka binarni relace R totalné
definovana, tj. plati (Va)(Jy)R(x,y), a k tomu antireflexivni a tranzi-
tivni. Tat4dZ expresivni moznost se samoziejmé piendsi i na PLy, v obou
systémech nicméné plati, Ze neni mozné omezit univerzum shora, neboli:

Jestlize ma mnozina S formuli PLy néjaky model, pak ma i
model libovolné vétsi mohutnosti.

Tomuto tvrzeni se ¥ikd (ZOBECNENY) LOWENHEIMUV-SKOLEMUV TEO-
REM SMEREM NAHORU, coZ naznacuje, Ze existuje také podobné tvrzeni
smérem dolu, které se ovSem tyka az mohutnosti nekone¢nych. Duvod,
pro¢ teorém smérem nahoru plati, neni obtizné nahlédnout: Sémanticky
strom, na jehoz zakladé byl z konstant oteviené vétve konstruovan model
formuli, které se na ni vyskytuji, byl navrzen tak, aby byl tento model
(pfi zachovani schemati¢nosti dané metody) pokud mozno minimalni,
tj. zpravidla jiz nejsme s to najit model mensi. Zadné pravidlo ndm ale
v principu, tj. s ohledem na svoji sémantickou korektnost, nezabranovalo,
abychom misto jedné konstanty, na niz bylo aplikovano, vzali konstanty
dvé nebo vice, jen kdyz se v urcitych pripadech jednalo o konstanty zcela
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nové a kdyz jsme néjak zajistili fAdny chod celého procesu, tedy zabranili
tomu, aby se zacyklil v ptipadé, kdy to nebylo nutné.

Neni bez zajimavosti, Ze obvykly diukaz uplnosti pres maximalné
bezesporné mnoziny formuli konstruuje automaticky modely (spocetné)
nekonecné, a mé tedy rovnou vyteseno rozsireni kone¢nych pripadt. Roz-
§ifeni na vyssi nekonec¢né mohutnosti 1ze doséhnout pomoci véty o kom-
paktnosti. Télo dikazu Lowenheimova-Skolemova teorému smérem na-
horu pak vypada takto:

Dikaz: Mame tfidu formuli S splnitelnou nekoneénym modelem. Vez-
meme tfidu C' zcela novych konstant, kterd ma pozadovanou vyssi mo-
hutnost, a uvazujeme néjakou tfidu 7" formuli v jazyce disjunktnim s ja-
zykem formuli S, kterd konstanty z C' odlisuje jakozto jména rdznych
predmétt. To lze snadno zafidit vySe predvedenou permutaci nad do-
state¢nym mnozstvim predikatovych konstant. Neni obtizné ukézat, ze
kazda koneénéd podmnozina teorie SUT mé model, totiz onen predpokla-
dany nekonecny model teorie S s vhodnou interpretaci koneéné mnoha
formuli z T', resp. konstant z C. Podle véty o kompaktnosti musi mit tedy
model i SUT, a tim padem i S. Tento model je s ohledem na konstrukci
T pozadované vyssi mohutnosti. |

Disponujeme-li v jazyce rovnosti, mizeme konec¢nou velikost shora ome-
zit, a v dusledku tedy fixovat modely jediné koneéné kardinality n. Snad-
no zobecnitelné schéma pro n = 3 vypada takto:

(Fz1, o, w3)[T1 # T2 ATy # 3 N2 # X3 A
(V) (y =21 Vy =122 Vy=u3)]

Uvedena formule je sestavena v Cisté logickém slovniku a my ji, resp.
jakoukoli formuli (v daném jazyce) spliiujici dany ucel, budeme znacit
jako p—3. Obecné takto dospéjeme k formulim p—,, Y<p, Y<n, P>n a
©>n, pri¢emz piiklad formule typu >3 jsme jiz uvedli vySe. Lowenhei-
muv-Skolemiv teorém v PL_ plati s nésledujicim omezenim:

Ma-li mnozina S formuli PL_ né&jaky nekoneény model, pak ma
i model libovolné vétsi mohutnosti.

V logice s rovnosti jsme tedy schopni zachytit presné jenom kardinality
konecné, vyssi nam unikaji.l’! Z daného omezeni nicméné plyne, ze v PL
nelze rovnost definovat, druhy systém proto musi byt vlastnim rozsifenim
prvniho. Vztah obou systémi k PL; pouze osvétlime prostfednictvim
kratké uvahy.

(5] V ditkazu pomoci kompaktnosti se nyni pfiddvand mnozina znac¢né zjednodusuje
naT={c#d|c,deC}.
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PL; vzniklo z PL obohacenim o vyrazy oznacujici (totélni) funkce,
a funkce, jak vime, jsou relace s dodateénym pozadavkem jednoznacnosti.
Skutecnost, ze se napt. néjaka vlastnost F' dédi z otce na dité, 1ze vyjadrit
jako

(V2)[F(o(x)) — F(x)]

diky tomu, Ze se vyraz “otec” chova za obvyklych okolnosti funkcionalné,
tj. pFifazuje kazdému relevantnimu argumentu prévé jeden predmét (bi-
ologického otce), a lze ho proto adekvatné formalizovat funktorovou kon-
stantou o. Z téhoz davodu nelze stejnym zpusobem formalizovat vyraz
“syn”, nebot doplnénim jména za eventudlni proménnou ve vyrazu “syn
(osoby) 2” nedostaneme v obecném piipadé opét jméno, ale vyraz, jemuz
nemusi odpovidat nic (v pfipadé, Ze je dand osoba bezdétné, nebo méa
jenom dcery) nebo vice pfedmétt (v ptipadé, Zze ma vice syni). V ana-
lyze vét, kde se hovoii o dédéni vlastnosti F' z rodice na syna, musime
pséat cosi jako

(Y, y)[F'(y) A S(z,y) — F(z)],

tj. operovat s relaci “x je syn y”. Totéz jsme mohli samoziejmé ucinit
i vyse, tj. formalizovat vyraz “otec” obecnéji pomoci predikatové, ni-
koli funktorové konstanty (jak to Fregova flexibilni syntax od pocétku
védomé umoziiuje) a psat (Yo, y)[F(x) A O(z,y) — F(y)], ovSem pii vé-
domi toho, Ze jsme tim ztratili jistou ¢ast dfive zachycené informace,
totiz jednoznac¢ného vztahu proménné y k proménné x.

Obohatime-li nejprve jazyk o moznost vyjadieni jedine¢nosti zobec-
nénym kvantifikdtorem (3!x), jenz ve formulich

(Jz)P(x) (Vz)(3ly)R(z,y)

vyjadiuje spadani prdvé jednoho predmétu pod predikat P, resp. funkci-
onalitu relace R, jsme zjevné s to omezit univerzum shora, napf. formuli

(3lz)P(z) A (Jz)-P(x)

coby prikladem formule typu ¢—5. V PL_ je ovSem takovyto kvantifikator
snadno definovatelny, totiz jako

(Blz)P(z) = (F)[P(z) A (Vy)(P(y) — = = y)],

kde si na misté P mutzeme predstavit schéma. Z toho lze okamzité vyvodit
dva zévéry: (1) Logika PL; je vlastnim rozsifenim PL, nebof v té jedine¢-
nost vyjadrit nelze, coZ znamend, Ze funktory nejsou eliminovatelné ve
prospéch predikati. (2) Jelikoz v PL_ naopak jedinecnost vyjadrit lze,
a funktory tudiz z jazyka eliminovatelné jsou, predstavuje PL_ rozsifeni
PLs a dfivod, pro¢ v jazyce s rovnosti neni tfeba uvazovat funktorové,
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ba dokonce ani jmenné konstanty.®! Do jazyka jsou ale obvykle tak jako

tak pFidéavany pro vétsi pohodli. Ze se u PL_ jedné o rozsifeni vlastni,
plyne opét z toho, ze PL¢ neumoziuje omezit modely shora. S ohledem
na expresivni silu tedy mame vztahy

PLCPL; CPL_.

Co se tyce ostatnich probranych metalogickych vysledkd, ztustavaji —
s vyjimkou zminéné reformulace véty Lowenheimovy-Skolemovy — za-
chovéany. Pfedevsim je tiplné kalkulizovatelna PL_, rozsifime-li kalkul By
0 tzv. AXIOMY ROVNOSTI:

R2 (Va1,...,2n)(My1,- s yn)[t1 =1 Ao Ay = Yy —
[ (@1, mn) = (Y1, Yn))s

R3 (vml,u-7In)(Vy17"'7yn)[$1 =Y /\/\l’n =Yn —
(P"(xl,...,xn) — Pn(yhvyn))]

V pfipadé (R2), (R3) se jednd opét o schémata, reprezentujici pfislusny
axiom pro kazdou n-arni funktorovou, resp. predikatovou konstantu f",
resp. P". Tento axiomaticky systém znacme By .

Ve Fregové ptivodni axiomatizaci z Begriffsschrift se vyskytuji pouze
axiomy (R1) a (R2), nebot Fregiiv pojem funkce je nadfazeny pojmu
vlastnosti, resp. relace, jez jsou jednoduSe funkcemi do pravdivostnich
hodnot. Ty maji jakozto pfedméty univerza (kazdé interpretace) budto
sva vlastni pojmenovani (pravda, nepravda), nebo k nim lze referovat po-
moci vét, coz znamena, ze spadani predmétu ¢ pod pojem P lze explicitné
vyjadrit jako

P(c) = p V.

Rovnost tedy pfejiméa také tlohu ekvivalence (bikondicionélu), coz vy-
svétluje zbytnost axiomu (R3). Ve skuteénosti jsou ale vSechny axiomy
rovnosti zbytecéné, nebot Fregiv systém je tak silny, Ze dovoluje zavést
identitu jako odvozeny symbol. Dtivodem je zuzitkovani kvantifikace vys-
Sich fadu, tj. pres predikatové symboly. S ‘exponencidlnim’ nartstem vy-
jadfovacich moznosti, které s sebou tento krok nese, ovSem roste stejnou
mérou i mnozstvi filosofickych a technickych problémi, jejichz feseni se
pii ném predpoklada.

(6] Eliminace funktorovych konstant z formuli PL— pii zachovani vyrazovych moz-
nosti je standardni kapitolou logickych kurzt. Detaily podava napf. Monk [1976,
s. 206 nn]. Tamtéz je pod hlavickou ‘neobvyklé logiky’ kratce studovana PL, tj. logika
bez rovnosti.
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4.4 Co je existence?

Vyrazy jazyka jsou zprvu nezivé artefakty, stejné jako dlazebni kostky,
mlynky na kavu a uméleckd dila. Vyznam jim dava az jejich pouziti,
teprve skrze néj se stavaji vyrazy specifickych kategorii, napf. jmény,
predikaty ¢i spojkami.

Rekli jsme, Ze jméno v nejobecnéjsim, totiz logickém slova smyslu
délaji z vyrazu kritéria rovnosti: neni entity bez identity, neni jména bez
pfedmétu, jenz pojmenovava. Nas vyklad ukazuje, Ze je tento vztah nutny
obéma sméry, tj. neni ani pfedmétu beze jména (reprezentace), nebot
predmét, jak jsme zminili, je vlastné jenom jméno plus odkaz ke jménim
substituéné ekvivalentnim. Mohlo by nas proto udivit, Ze ve standardnim
vykladu syntaxe a sémantiky PL, jako byl i ten nas z pfedchozi kapitoly,
je pravé onen druhy smér rozvolnén, kdyz uvazujeme interpretace, v nichz
nékterym predméttim neodpovidaji vyrazy (objektového) jazyka. To je
z velké ¢asti poplatné vySe zminénym empirickym predstavam o roli ja-
zyka v poznani svéta, jez prehlizeji jeho konstitutivni, tedy nearbitrarni
charakter. Podivame-li se ale na celou véc interpretace formélniho jazyka
liberalné, vidime, Ze se z naSeho transcendentalné-analytického pohledu
zase nic moc neptijatelného nedéje, pouze se mirné komplikuje ptivodni
hra, kdyz vedle jmen jako “c;” ¢ “Petr” pracujeme také s metajmény
jako “J(¢1)”, “Clovék Petr” ¢ “IV(x)”.

Kvantifikace, kterou pfi této nyni jiz ‘standardni’ hfe uzivame, je
pfitom tzv. KVANTIFIKACE OBJEKTOVA, vztahujici se k dané mnoziné ob-
jektd (metajmen), nikoli k vybrané mnoziné jmen v uzsim slova smyslu
(prvkim formélniho jazyka). Bylo by proto chybou usoudit napf. z plat-
nosti formule P(c) pro kazdé jméno ¢ forméalniho jazyka na formuli
(Vx)P(x) ve smyslu jeji platnosti pro vSechny objekty, nebot tvrzeni plati
pouze pro vSechny objekty v dané interpretaci pojmenované. Nasemu za-
kladnimu néhledu, otevirajicimu cestu k pochopeni principi predmétné
konstituce, a proto pfesahujicimu meze konkrétni jazykové hry, ovSem
odpovidd KVANTIFIKACE SUBSTITUCNI, probihajici pfes pfedem popsana
jména toho, z ¢eho se prostfednictvim pfislusnych kritérii identity teprve
stanou predméty daného diskurzu.

Uvedli jsme pfitom, Ze nejobecnéjsi kritéria identity artikuluje Leib-
nizav princip, spojujici ohodnoceni vét daného diskurzu s jeho identitami
aparatem substituce. Substituovatelnost vyrazu je tim padem zjevnym
predpokladem toho, aby mohl stat po strané rovnosti, a tedy reprezen-
tovat predmét. Tento moment vnitrojazykové charakterizace vlastniho
jména vhodné ilustruji nasledujici Stekelerova [2005, s. 147] slova:

Véci jako takové [...] existuji pouze v néjakém komplexnim
systému predmétné fe¢i a v souvislostech touto fec¢i organizo-
vanych zkuSenosti a vysvétleni. Kazda fe¢ o néjaké ‘véci o sobé’
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[...] odkazuje pfitom v podstaté pouze na formu pfedmétné
feci nebo, chcete-li, na abstraktni ohodnoceni ‘pfedmétné pro-
ménné’.

Substituovatelnost je takto spolu s identitou mozné chapat jako dvé do-
pliiujici se interni urceni vlastniho jména, resp. vztahu mezi nim a ozna-
Covanym predmétem. To zachycuje dalsi slavné Quinovo [1953, s. 15]
heslo:

byt znamena byt hodnotou proménné,

zv1asté doplnime-li je do tvaru “byt predmétem znamena byt hodnotou
pfedmétné proménné”. Jeho ptuvodni obecnd formulace ma ovsem také
svlj specificky vyznam, nebot sméfuje ke klasickym problémtim filosofie
(jazyka), kdy se zd4, ze (1) vyrazy jako “soucasny francouzsky kral”,
“Paegas”, “kulaty ¢tverec” nebo “nic”, které gramaticky odpovidaji ka-
tegorii fregovskych jmen, v jistém smyslu vyznam nemaji, ale v néjakém
jiném jej mit musi, jinak bychom je nemohli smysluplné pouzivat, coz
lze zobecnit do tvrzeni, Ze (2) vSechny vyrazy jazyka, jsou-li smysluplné
pouzivany, musi mit néjaky vyznam, a musi byt tedy v néjakém smyslu
jmény: “Napoleon” jménem historické osoby, “zeleny” jménem barvy,
“chytfejsi” jménem binarni relace apod.

Proti témto postfehtim nelze z deskriptivné-fenomenologického hle-
diska namitnout nic, tj. 1ze souhlasit s jejich tezi i antitezi, dokud ovSsem
nezac¢neme cely problém mérit otazkou vhodného inferenéniho zpracovani
néjakého (vyseku) pfirozeného jazyka. V ném zdkonité musime néjaké vy-
razy vyhodnotit jako sémanticky podobné, néjaké jako riazné, totiz tak,
abychom pfipustili viibec néjaka inferen¢ni schémata, a naopak, abychom
jich nepfipustili pfili§ mnoho, a neztratili se tak v nekoneénych vodach
(mozného) jazykového tzu. JelikoZ je nyni v nasem pojeti pokus o vy-
svétleni (vyseku) jazyka jedinou moznou cestou k vysvétleni moznosti
poznéni (vyseku) svéta, lze se dédle opfit o fakt, Ze se z gramatiky slova
jedna vzdy o ‘poznéani néceho’. Za zakladni rozlieni jakékoli smysluplné
feci 1ze proto povazovat na jedné strané to, o ¢em tato fec je, jeji pred-
mét (théma), a na strané druhé to, co se o ném vypovida (rhéma). Tomu
také odpovida puvodni subjekt-predikatové ¢lenéni véty.

Pritom je celkem jasné, ze pfedmét feci musi néjakym triviadlnim
zpusobem existovat, ma-li mit tato fe¢ vibec néjaky smysl, a ze u pre-
dikatu tento pozadavek vznaset nemusime pravé proto, ze patii strané
rhématu, toho, co o svété fikame, nikoli toho, co svét je. Tim neni nijak
zpochybnéno transcendentalné-idealistické vychodisko, pouze artikulu-
jeme fakt, Ze néjaké vyrazy musi oznacovat nutné, aby jiné mohly ve
své oznacovaci roli selhat, coZ umoziuje omyl a nepravdiva tvrzeni. Aby
nedoslo k nedorozumeéni, uvazme nasledujici priklad: Ukazi-li napf. néja-
kym smérem a feknu “tento kdmen je cerveny”, pak uziti slova “Cerveny”
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muze selhat v tom smyslu, Ze kdmen Cerveny neni, a tim padem klasifi-
kujeme uvedené tvrzeni jako nepravdivé. Jestlize se ale ve sméru mého
gesta nevyskytuje zadny kdmen, tvrzeni neni nepravdivé, ale jednoduse
nemé smysl, nebotf neni ziejmé, jaky rozdil jsem s jeho pomoci chtél
vibec artikulovat.

Praveé proto a v tomto elementarné-klasifikujicim smyslu nazyvame
vyraz “tento kdmen” vlastnim jménem a vyraz “Cerveny” predikitem.
Transcendentalné-analyticky rozmér nasi distinkce, tj. sémanticky, ni-
koli empiricky ptuvod jeji motivace, zvlasté vynikne, uvazime-li klasické
pripady problematickych vét jako “Sokratés je mrtev” ¢i “tento kdmen
je rozbity na kousky”. Jejich pfedmétem totiz jednoduse nemize byt em-
pirickd, a proto pomijiva entita, nebot o té — v okamziku jejiho zniceni
— nemuzeme smysluplné tvrdit, zZe je mrtva ¢i rozbita.

Na pozadi téchto tvah je nyni jiz zfejmé, Ze existenci v sémantic-
kém smyslu mame urcujicim zptsobem spjatu s inferencni licenci, jez
nas od véty formy P(c) vede k vété formy (Jx)P(z), protoZe bylo ¢ roz-
poznano jako vyraz substituovatelny, tj. patiici k pfedem popsané t¥idé
vyrazi, pres néz muze byt kvantifikovano, a které tak tvori prislusny
predmétny obor, resp. obor toho, co s ohledem na diskurz uvazovanych
vét ‘existuje’. Quine zde v intencich svého ontologického relativismu, je-
hoz vyjadfenim je i jeho vyse uvedené heslo, hovofi o objektech, k jejichz
existenci nas prislusny diskurz zavazuje. V ramci pfevypravéni antické
mytologie k nim mohou patfit i jména bohii a bytosti, jako je Paegas,
v oblasti empirické se ale takové vyrazy stanou prazdnymi, stejné jako se
v diskurzu matematickém stavaji prazdnymi vyrazy jako “nejvétsi prvo-
¢islo” ¢i “kulaty ¢tverec”, zatimco empiricky prazdné vyrazy jako “tento
pravidelny pétithelnik” nebo “Gislo 2'987” denotuji.

Vlastné zde ale stile opakujeme tentyz postieh: Neni to vyraz sam,
resp. jeho vysloveni ve vété, ale jeho pouziti, co mu teprve dava smysl,
a je to specificky zpusob tohoto pouziti, co jej déld jménem néceho a
opraviiuje nds poté k tsudktm jistého typu. Ve vété P(c) jsme uzili
kromé jména c také predikat P, zavazek k existenci vlastnosti P jsme tim
ale nepftijali, tj. nejsme automaticky povinni specifikovat vSechny mozné
vlastnosti pfredmétid daného diskurzu, stanovit jejich kritéria identity a
upravit nasi formalni sémantiku pfisluSnym zptsobem, tj. specifikovat
pokazdé vedle domény (pfedmétné) proménné z také obor proménné X
odpovidajiciho typu. To samoziejmé neznamena, ze tak ucinit nemai-
Zeme. V nasem extenziondlnim chapéani predikatti by to pfirozené vedlo
k uvazovani vSech podmnozin pivodni domény, tedy opét k otazce, co
rozumime pod podmnozinou libovolnou. To je také zpisob, jak 1ze od
logik fadu prvniho prejit k logikam rada vyssich.

Nezli naznac¢ime nékteré technické detaily tohoto expresivné velmi
silného rozsifeni PL, vratme se ve zbytku tohoto oddilu jesté k prv-
nimu problémovému okruhu vyrazu jako “Paegas”, “soucasny francouz-
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sky kral” ¢i “nejvétsi prvocislo”, které na rozdil od vyrazt jako “jedno-
rozec” ¢i “mensi” gramaticky vypadaji jako vlastni jména, tj. zdaji se
svoji formou oznacovat pravé jeden jediny predmét, obvykle tak ale ne-
¢ini, procez by se nemélo jednat o jména v logickém slova smyslu. Takto
postaven muze cely problém vypadat dosti podeziele, nebot ‘jméno’ je
pro nas kategorii predevsim ‘v logickém slova smyslu’, v némz oznaco-
vat predmét jednoduse musi. Na druhou stranu, logické systémy nejsou
navrhovany pro sebe sama, ale s imyslem nésledného pofddani (vyseku)
prirozeného jazyka, véetné jazyka matematiky, kde se vyrazy jako “nej-
vétsi prvocislo”, “nejmensi prvocislo” ¢i “druha odmocnina ze 4” prosté
vyskytuji a jsou o nich, resp. existenci a neexistenci jejich vyznamu,
vynaseny urcité soudy. V bézném jazyce k nim patii také obraty typu
“otec Karla IV.” a “syn Karla IV.”, které jsme formalizovali v pfedcho-
zim oddile s tim, Ze prvni z nich ma diky jednoznacnosti terminu “otec
2” charakter vlastniho jména, a lze jej tedy zachytit spojenim funktoru
a jména, druhy nikoli.

Pfijmeme-li nyni do jazyka moznost vytvafet vyrazy tohoto typu,
bez ohledu na jejich sémantickou korektnost, tj. rozlisime-li vedle jmen
v ramci Sife pojaté skupiny singularnich vyrazu také kategorii tzv. URCI-
TYCH DESKRIPCI, dostdvame se okamzité do problémi s pravdivostnimi
podminkami vét jako “nejvétsi prvocislo je liché” ¢i “syn Karla IV. byl
bezdétny”, které jiz nemohou artikulovat pripisovani vlastnosti predmétu
¢i jeho jednoznacné spadéni do jisté mnoziny, protoze dotyény predmét
budto neni k dispozici, nebo jich je naopak k dispozici aZ pfilis mnoho.
V dtisledku ndm tak hrozi poruseni pravdivostniho principu, nebot se
zd4, Ze nejvyssi prvocislo je jasné liché skrze svoji prvoéiselnost (a od-
lisnost od 2) a zéaroven neni liché skrze svoji neexistenci, syn Karla IV.
neni bezdétny skrze Zikmunda Lucemburského (jenZ mél dceru Alzbétu
Lucemburskou) a zéroven je bezdétny skrze Vaclava IV. apod. MoZnost
tohoto selhani 1ze chapat jako vnitrojazykovy znak nekorektni deskripce,
tj. znak, ktery se primarné neodvolava na aktualni existenci néjakého ob-
jektu.

Ptvodni definice urcité deskripce coby vyrazu, jenz pfijimé syn-
taktickou formu vlastniho jména, avSak na rozdil od ného muZe selhat
v oznaceni pravé jednoho pfedmétu, pritom podtrhava jinym zptsobem
jiz jednou nabyté poznani, ze jméno oznacuje svij vyznam nutne. V né-
kterych modernich filosofickych teoriich vedl tento postfeh k ontologic-
kému zaveéru, Ze se jedna o singularni vyraz, jenz méa ve vSech moznych
svétech tentyz vyznam, neboli tzv. RIGIDNI DESIGNATOR.!”) To ndm bu-
diz jednak vzorovym piikladem, Ze i néktera zdanlivé jalova metafyzicka
tvrzeni mohou mit hluboky, nemetafyzicky smysl, jednak klicem k po-
souzeni starsiho a vlivného postoje Russellova, jenz zacal totéz zakladni

[7l Viz Kripke [1972].
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vychodisko rozvijet pod zornym thlem metafyziky empirického svéta. Je-
likoz v ni hraje v disledku jazyk vzdy jenom druhotnou, nepodstatnou
roli, dospél Russell [1918/1919, s. 201] snadno k z&véru, Ze se v pfiro-
zeném jazyce jména v logicky piisném smyslu, tj. s garantovanym (em-
pirickym) denotatem, prakticky nevyskytuji, s moznou vyjimkou vyrazi
jako “toto”, “tento”, pfipadné oznaceni elementarnich pocitkovych dat.
V Russellové logicko-empirické koncepci méa tedy vétsina singularnich vy-
razu charakter urcitych deskripci, tj. na jména si jenom hraje, a jejich
vyskyt ve vétach nas nejenze k ni¢emu ontologicky nezavazuje, ale musi
byt dokonce eliminovatelny, jinak by neslo vysvétlit, jak se vyznam véty
miuize sklddat z vyznamt jejich ¢asti, kdyz nékteré ¢asti vyznam nemaji.
To je atomistické vyuziti principu kompozicionality.

Z tohoto dtivodu hovofi Russell [1910-1913, dil I, avod, kap. 3]
o deskripcich jako o tzv. NEUPLNEM SYMBOLU (incomplete symbol) a
podinaje slavnym On denoting [1905] pfevadi véty, v nichz se deskripce
vyskytuji, jako napt. “francouzsky kral je holohlavy”, do podoby

(G)[FK (z) A (Vy)(FK(y) — © = y) A H(x)],

kde je singularni vyraz “francouzsky kral” transformovan na jednomistny
predikat, od jehoz extenze pak explicitné ocekavame nejen, Ze je holo-
hlava, ale predevsim, Ze je neprazdna a jedinecnda. S ohledem na faktické
nesplnéni prostfedni podminky je véta oznacena za nepravdivou.

Je pritom pomérné matouci, ze Quine ve svém ¢lanku On what there
is [1953, kap. 1] navrhuje zcela v Russellové duchu eliminaci vSech jmen
z jazyka jejich transformaci do formy predikatu (tj. misto “Napoleon”
“byt Napoleonem”) s doprovodnym vyjadfenim existen¢nich podminek
(“existuje pravé jeden Napoleon”), domnivaje se, Ze tak jenom vynikne
podstata jeho ontologické devizy, podle niz nas k existenci entity ne-
zavazuje samotny vyskyt jména, ale jeho substituovatelnost za prislus-
nou proménnou. Zastird tim totiz okolnost, Ze tkolem proménné neni
od pocatku nic jiného nezli odkaz k predmétiim konstituovanym skrze
piislusnéd jména, a prevedeni ontologické zatéze ze jména na proménnou
je tedy kruhové. Je dosti pravdépodobné, Ze tak Quine ¢ini pod vlivem
starého empirického bludu, jenz se, jak jsme jiz zminili, zvlasté typicky
projevuje v preferovani objektové pred substituc¢ni kvantifikaci. Jsou to
ostatné pravé Quinovy empiricko-nominalistické postoje, co ho pravi-
delné vede k porusovani zasad jinde proklamované ontologické relativity,
kdyz zcela dogmaticky napadé samotnou myslenku logiky vyssich radi,
tj. smysluplnou existenci mnozin ¢i vlastnosti, nebo myslenku logik mo-
délnich a roli modélnich termind v jazyce védy. Nutno fici, ze jeho ucitel
Carnap zachézel velmi podobné se svym ‘principem vstiicnosti’, ptfipadné
‘tolerance’ ( Toleranzprincip, principle of charity) [1934, s. 44 n], kdy?z jej
v praxi proménil v uzitecny bi¢ na oponenty.
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Je to pritom opét Freguv stiizlivy a ontologicky neutralni pfistup,
jenz ndm v souboji nazorti umoznuje zjednat pevnou ptidu pod nohama,
a vede tak k minimalistickému, le¢ ptisobivému feSeni celého problému.
Uréité deskripce jsou totiz pro Frega [1884, § 74] piedevsim zptsoby, jak
obohatit obor stavajicich jmen o jména nova, skrze disponibilni predi-
katy. K predikatu P lze totiz vzdy vytvorit vyraz “to jediné x takové, ze
P”, symbolicky

e P(x),

s potencidlnim tkolem odkazovat k jedinému pfedmétu spliujicimu P,
pokud takovy existuje. Tento predpoklad, tj. pravdivost vét

(1) (Fz)P(x),
(2) (Va,y)[P(z) A P(y) — = =y,

je podstatny pro zafazeni vyrazu txP(x) do sféry vyrazli substituova-
telnych, a tvofi tedy podminku sine qua non jeho smysluplného pouziti.
Neni-li podminka dodrzena, dostavame se totiz ke zminénym problémiam
s pravdivostnim principem. Z tohoto titulu se véty (1), (2) nazyvaji PRE-
SUPOZICEMI jakékoli véty A, v niz se vyskytuje vyraz txP(x), neboli
vétami, které musi byt pravdivé, aby véta A mohla byt pravdiva nebo
nepravdiva, tj. aby méla vibec néjaké pravdivostni podminky ¢ili fregov-
sky smysl.

Implicitnim vyuzitim presupozic namisto jejich explicitniho zakom-
ponovani do obsahu véty se Fregova analyza lisi od analyzy Russellovy,
kde méa véta typu F(txP(z)) smysl v kazdém pfipadé, ovem za cenu
rozpusténi vyrazu txP(x) v jejim logicky transparentnim ptekladu, a to
i tehdy, kdyz jsou Fregovy presupozice splnény! Rozdil implicitniho pied-
pokladu Fregova a explicitni formulace Russellovy neni tedy co do svych
disledkt v zadném piipadé nevinny. Fregiv systém mé na jedné strané
jisté sémanticky prirozené rysy, tj. v pripadé, Ze je deskripce korektni,
chova se k ni jako k substituovatelnému jménu, z forméalniho hlediska je
ovsem znacné komplikovany a v mnoha pfipadech nam pravé pro séman-
tickou charakterizaci pfipustné deskripce nedovoluje rozhodnout, které
vyrazy jsou substituovatelné a které nikoli. Tomu se snazi nékdy od-
pomoci dodateénd konvence, podle niZz tz:P(x) denotuje i v pfipadech
prazdnosti a nejednoznacnosti, a to budto pradzdnou, nebo viceprvkovou
mnozinu. Toto opatfeni ma ovsem zase jina technicka tskali.

Predevsim pro prevahu technickych negativ a nedostatek ideovych
pozitiv zmizela deskripce postupné ze standardni vystroje logickych sys-
témi a zUstéva takika vyhradné piedmétem filosofického zajmu.[® Pro
nas bude nicméné predstavovat jedno z klicovych vychodisek pro blizsi

(8] Jakozto pfiklad neobvyklé logiky lze logiku s deskripci najit opét in Monk [1976].
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porozumeéni Fregovu logicismu. V nasi interpretaci bude hrat roli i fakt, ze
Fregova koncepce opisuje rozdil jména a deskripce transcendentalné-ana-
lytickym zptsobem: Jméno je s ohledem na dany obor konstitutivni, je
tim, co ho vytvari a dlazdi cestu k pozdéjsim alternativnim pojmenova-
nim jeho predméta prostfednictvim disponibilnich predikatt. Beze jmen
nemiize byt deskripci. Zavedeni deskripci do jazyka mtize byt mnohdy
uzite¢né, nehraje vsak v rdmci ustanovovani jeho vyznamu zadnou roli.

Jelikoz z formélné-logického hlediska lze predikatové konstanty in-
terpretovat libovolné, tj. jak prazdnymi, tak jedno- ¢i viceprvkovymi
mnozinami, je denotovani deskripci ve srovnani se jmennymi konstan-
tami skuteéné arbitrarni. Rozdil nutného a mozného neni ale spravné in-
terpretovat deskriptivné ¢i psychologicky, na zakladé povrchnich znakt
jazykového tuzu, jak se to odrazi v distinkci (¢isté) denotujiciho jména a
konotujici deskripce. Fakt, Ze si s vyrazem “Cumulangma” kromé jeho
nositele nic nespojujeme, zatimco u vyrazu “nejvyssi hora svéta” mame
k dispozici proceduru, jak ho vyhledat (Fregtiv smysl), miZe, ale nemusi
byt znakem jména, resp. urcité deskripce, jak to vymluvné ukazuje pti-
pad jmen koncentrovanych posloupnosti a jejich pouziti k pojmenovani
realnych Cisel.

Z hlediska rozliSeni explicitniho a implicitniho se tvrzeni existence
predmétu, podobné jako tvrzeni jeho identity se sebou samym, stava na
objektové (explicitni) drovni trivialitou, jinymi slovy: existence budto
neni vlastnosti pfedmétil, nebo je jejich vlastnosti trividlni, tj. prislusi
kazdému prvku univerza. To je také zdvér Fregova [1983, s. 71] dialogu
s Plinjerem. Netrivialni pfipis existence ma podle Frega vzdy charakter
predikace druhoradové vlastnosti prvofadovému pojmu, jak to jesté zmi-
nime v oddile 4.6 v souvislosti s Fregovou analyzou pojmu ¢isla. V Sirsim
filosofickém kontextu lze tento tah povazovat za pozoruhodnou mani-
festaci obratu k jazyku, jenz takto fesi klasické filosofické problémy, jako
je napf. Anselmiv [Pros., kap. 2] dtikaz Boha, jazykovou analyzou, totiz
poukazem na to, Ze existence neni obvykly predikat, a proto nelze na
existenci Boha usoudit z jeho definice jakozto bytosti, nad niz nelze mys-
let nic vétsiho (rozuméj: kterd ma vSechny ‘pékné’ vlastnosti), a u niz
by tedy nepfitomnost (‘pékného’) prediktu existence vedla ke sporu. —
Toto Fregovo [1884, § 53] feseni odpovida ovSem jiz Kantove [1781/1787,
A 592 nn/B 620 nn] analyze ontologického ditkazu, coz ndm mize byt
ukazkou toho, Ze analyticka filosofie neni hnuti vazané na jedno déjinné
obdobi ¢ okruh problémt, ale filosofie definovana specifickym pfistu-
pem k véci. Jadro Kantova argumentu mtizeme reprodukovat nasledovné:
Oveéreni tvrzeni, Ze mé véc néjakou vlastnost, spociva v nalezeni daného
pfedmétu (jeho prezentaci v ndzoru) a ovéfeni, Ze tuto vlastnost mé.
V pripadé existence je ale druhy krok nesmyslny, stejné jako je nesmy-
slné zjistovat, zda jsou dvé véci vzajemné identické, piipadné zda je véc
identickad sama se sebou.
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o

4.5 Logika vyssich radua

V tomto oddile popiseme finalni rozsifeni systému PL, jeZ je dnes coby
logika druhého ¢ vyssich fada povazovano za nestandardni (neobvyklou
logiku) L9 ve skute¢nosti ale odpovidé Fregovu ptivodnimu systému, resp.
systémim prvnich dekdd rozvoje moderni logiky. Zahy také uvidime, ze
to nebylo nahodou, tj. ze z téchto systémut nelze eliminovat kvantifi-
kaci pfes vlastnosti, aniz bychom tim vzdali ¢i deformovali cile, s nimiz
byly ony systémy vytvoreny. Zvlasté vyznamné je pritom diive zminéné
souvislost logiky vyssich fadu s teorii mnozin, pramenici jiz z otazky po
valuaci druhoradové proménné, tedy problému “co je mnozina?”. Na ném
také stoji Fregova filosofie matematiky, tj. pfedevs§im planované (a jen
z Césti realizované) vysvétleni pojmu redlného ¢isla na pozadi jeho jiz
etablované redukce na c¢isla pfirozena a jejich mnoziny, ale i samotny
pojem C¢isla pfirozeného, jenz, jak se ukazuje v Grundlagen, s analyzou
pojmu mnoziny také souvisi skrze klicovou otazku “kolik prvka mé dany
soubor?”. To vSe ale nyni odsuiime stranou a vénujme se nejprve opét for-
malnim zaleZitostem v jejich ‘standardni’, dale netematizované podobé,
jak je jiz tradi¢né zarucena naivni teorii mnozin.

V popisovaném rozsifeni PL smérem k vys$Sim fa4dim se pfitom ome-
zime pouze na jejich druhoraddovy fragment, znaceny jako PLs, coz je
vécné ospravedlnitelné, nebotf vyssi kvantifikace je kupodivu na druho-
fadovou redukovatelnd. Zahy naznac¢ime, pro¢. Formalni syntax PLs zis-
kdme rozsifenim jazyka PL o sadu X', X7, ... predikdtovych promeén-
nych pro kazdou aritu n, jez opét v praxi nahrazujeme jednoduchymi
X, Y, .... Pojem prvoradového termu se neméni, odkazujeme k nému
schematickymi proménnymi typu s, ¢, .... K druhofddovym termim,
znacenym S, T, ..., po¢itame pouze prislusné proménné a predikatové
konstanty. K definici formule (viz s. 207) pfidavame néasledujici klau-
zule:

(iii) pro X™ a termy t1, ..., t, je X™(¢t1,...,t,) (elementdrni) for-
mule,

(iv) je-li ¢ formule, pak i (VX)yp

Co se tyce sémantiky, zustava pojem interpretace, podany pro PL, z velké
¢asti nezménén, s tou vyznamnou vyjimkou, Ze danému jazyku prifazu-
jeme kromé zakladniho univerza J také univerzum J,, pro kazdou aritu
n pfidanych proménnych. Ve standardnim piipadé identifikujeme uni-
verzum J = 31 s mnozinou P(J ) vSech podmnozin zékladniho univerza,
univerzum J, pro n > 1 s mnoZinou f]’(i]”) vSech podmnozin piislus-
ného kartézského soucinu zakladniho univerza. Ostatni rozliseni ziskdme
snadnymi modifikacemi.

(9] Viz Monk [1976].
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Valuace V proménnych ohodnocuje nejen prvoradové promeénné x1,
T3, ... prvky univerza J, ale i proménné druhoradové X{', X3, ... prvky
univerza J,. Pojmy X-alternativni valuace a denotace jsou trivialni,
zvlasté kdyz v jazyce neuvazujeme funktory. Jako dusledek se pak v Tar-
ského definici (viz. s. 213 n) objevi nasledujici dvé podminky:

(5) IVE X"(t1,...,tn) = (IV(t1),...,IV(t,)) € V(X™),
(6) IV E (VX™)p = pro kazdé A € T, plati IVE " E o,

které vlastné kopiruji prislusné podminky prvoradové. Jelikoz i definice
modelu, splnitelnosti, logické pravdivosti a vyplyvani ztstavaji co do
formulace nezménény, mohlo by se snadno zdat, Ze celé rozsifeni musi
byt docela bezzubé, protoze prirozené plynouci jiz ze samotné myslenky
substituce, na niz byl postaven i diive popsany prvoradovy fragment.
Skutecnost je ale mnohem komplikovanéjsi, jak ndm to ukéaze opét pripad
identity.

Vime, Ze v ramci PL nelze rovnost definovat. Zavedeme-li “=" jako
mimologicky symbol, jehoZ vyznam je v jednotlivych interpretacich spo-
luuréen axiomy (R1-3) z oddilu 4.3, zjistime snadno, Ze J(=) nemusi byt
relace, v niz je kazdy pfedmét sdm se sebou a s ni¢im jinym (id), ale i
tzv. relace kongruence:

“__

KONGRUENCE ~, je relace ekvivalence ~ relativizovana k vy-
raziim néjakého jazyka L, a to tak, ze se k jejich extenzim chové
uniformnim zpisobem vymezenym axiomy (R2-3).

Plati-li napt. néjaka vlastnost P o néjakém a, pak plati o vSech predmé-
tech s a ekvivalentnich. To obrazné znamena, ze ptislusné déleni oboru na
dvé ¢asti, totiz téch predmétil, které P splnuji, a téch, které ne, sleduje
hranice jednotlivych trid ekvivalence [a]N.[lo} Sestava-li napf. nase uni-
verzum z ruznobarevnych kulicek a nasi ekvivalenci je ‘stejnost barvy’, je
tato relace kongruenci tehdy, jestlize kazdy predikat uvazovaného jazyka,
ktery lze pripsat jedné kulicce, 1ze pripsat vSem kulickam téze barvy. Po-
dobné je to s funktory, kdy pfifazeni predmétu b pfedmétu a funkci f
musi vést k tomu, Ze funkce pfifazuje pfedmétim ekvivalentnim s a opét
predméty ekvivalentni s b, tj. jednotlivd prifazeni se de facto déji na
trovni t¥id [a] , [0]..

Vyhodou kongruence oproti prosté ekvivalenci je tedy zjevné fakt,
7e lze od ni nad néjakym oborem predmétid M s néjak interpretova-
nym jazykem L velmi snadno pfejit k relaci rovnosti. Sta¢i na misté M
uvazovat obor M/~ ekvivalenénich t¥id, pfi¢emz p¥islusné vlastnosti,
funkce a relace definované na téchto tfidach zistavaji ‘stejné’ jako na
jejich prvcich. Vysledkem je pak nésledujici tvrzeni:

(10] Definice t¥id abstrakce byla podana v oddile 2.4.
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K interpretaci J jazyka L, jenz obsahuje mimologicky predikat
“=" a plati J £ (R1-3) pro kazdou konstantu z L, existuje
interpretace J’ takova, ze (i) J'(=) je id a (ii) J F ¢ tehdy a jen
tehdy, kdyz 7’ F ¢, pro kazdou formuli z FJ.

Ditkaz: Bazi ditkazu je konstrukee, v niz vezmeme 3 4<f  /9(=) a polozime
a3y € T'(P) tehdy a jen tehdy, kdyz a € I(P)

pro modelovy pripad unarniho predikatového symbolu P. Interpretace
ostatnich symbolt jazyka L je analogické a samotny diikaz tvrzeni snadno
nasleduje. Jediné, co vlastné zbyva zdivodnit, je predpokladany fakt, ze
se J(=) chova skutecné jako kongruence, tj. pfedevsim, Ze se jednd o re-
laci ekvivalence. Jeji reflexivita je pfitom zajisténa pfimo axiomem (R1).
Symetrii a tranzitivitu dostaneme z axiomu zbylych, uvédomime-li si, ze
“=" je podle predpokladu prvkem jazyka L, a figuruje tedy v nékterych
z instanci axiomu (R2) na misté predikdtové konstanty P2. O

Vyznam tohoto exkurzu docenime zahy v souvislosti s procesem tzv.
logické abstrakce, jez je coby technika konstituce pfedmétnych oboru
s problematikou identity bytostné spjata. Momentalné se soustiedime
na fakt, ze v ramci PLy neni tfeba zachycovat rovnost oklikou, ale pfimo
formuli:

(=2) =y = (VX)[X(2) = X(y)].

Ta predstavuje formalni vyjadieni Leibnizova principu, jez bylo na béazi
pouhého prvniho fddu nemozné. Zde je ovSem tieba byt navysost pozorny
a opatrny: LP v naSem ¢teni neni ani formule (bezobsazny sled symboli),
ani tvrzeni platici (kontingentné) v kazdém univerzu, ale konstitutivni
princip, bez néhoz by o zadném univerzu ani nemohla byt fec. Stejné
tak neni pravdivostni princip ekvivalentni tautologické formuli ¢ V =,
kterd je tautologickd a posteriori, tj. proto a pouze proto, Ze pravdi-
vostni princip urcuje, jak ma vypadat interpretace naseho systému a jak
budou ohodnocovany formule komplexni. Definice (=2) tedy nezachycuje
identitu v tom smyslu, ze by nam fikala, které dva pfedméty univerza
interpretace J jsou identické a které ne, coz samoziejmé jiz musime vé-
dét, ale pravé a pouze tom smyslu, Ze ze vSech moznych binarnich relaci
definovatelnych nad J vybira relaci

id = {{(a,a) | a € T},

coz znamend, ze dvojice (a,b) nalezi mnoziné dvojic J(=) tehdy a jen
tehdy, kdyz se jedna o dvojici stejnych predmétia a = b. Uvedené rozdily
jsou jiz ve své formulaci samoziejmé velmi subtilni, jejich vécnou opod-
statnénost ale demonstruje jiz nasledujici standardni zdtvodnéni toho,
proc je vyse uvedend definice rovnosti v ramci PLo skuteéné tspésna, ¢ili:
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Vztah (=2) zachycuje relaci id.

Dikaz: Vezméme néjaké prvky a, b univerza a pfedpoklddejme, ze plati
(a,b) € I(=), neboli

IV = (VX)X (x) < X(y)] pro libovolné V,

nicméné a # b. Podle definice tak pro kazdou podmnozinu A univerza
9, tj. prvek 9, plati, ze a € A tehdy a jen tehdy, kdyz b € A. Jednou
z téchto podmnozin je ale i jednoprvkova {a}, a jelikoz plati a € {a},
mélo by platit i b € {a}, tedy a = b. To je ve sporu s pfedpokladem. O

K pochopeni této tivahy je tifeba zfetelné rozliSovat to, co lze vyjad-
fit explicitné, na drovni zkoumaného jazyka, a co se pouze implicitné
predpoklada o jeho interpretaci, artikulovatelné teprve na tirovni meta-
jazyka. Kritika logicismu, jenz druhofadové formule a zdivodnéni, jako
bylo toto, systematicky pouziva, muze byt pak zaloZena pravé na zpo-
chybnéni jejich smysluplnosti: Ke zdavodnéni korektnosti druhoradové
definice identity (=3) jsme uzili odkaz na mnozinu {a}, definovanou jako
systém {z | = a} vSech prvki identickych s a, tj. pomoci identity, a tu-
diz kruhem. Tomu se budeme podrobné vénovat v kontextu Fregovy te-
orie ¢isla, konkrétné v kapitole 5. Nyni sledujme strucné duasledky, které
mé prokazana expresivni bohatost PL, na souhrn jejich metalogickych
vlastnosti.

V prvni fadé je zfejmé, ze je PL, piinejmensim stejn€ silnd jako PL_,
coz vysvétluje, pro¢ jsme do jejiho jazyka nemuseli rovnou pfidat funk-
torové konstanty. Dale s nimi ovSem budeme pracovat, a uvazovat proto
navic i specialni typ proménnych k7, k3, ... pro kazdé n, obvykle zapi-
sovanych jako k, [, ..., s definici termu, valuace, denotace a interpretace
roz§ifenymi snadno predvidatelnym zptisobem.

Rekapitulujeme-li nyni nase vysledky ohledné fixovani velikosti uni-
verza, vime, Ze PL a PL; ji umozZiuji omezit zdola a Ze v PL— jsme
schopni vymezit mohutnost interpretace pro kazdé konecné n néjakou
formuli ¢—,. Vyznamné je, ze nejsme s to fixovat samotnou konecnost,
tj. najit formuli, resp. t¥idu formuli, ktera by byla splnitelna pravé konec-
nymi interpretacemi. To tvrdi nésledujici teorém, ktery miizeme nazyvat
VETOU O KONECNYCH MODELECH:

Mnozina S formuli PL_, kterd ma neomezené velké konecné
modely, mé i nekone¢ny model.

Dikaz: Jadro diukazu tvori stejné jako v oddile 4.3 pouziti véty o kom-
paktnosti. K teorii S pfidame t¥idu C' formuli definovanou jako

C ={p>n|neN}
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Jelikoz méa S neomezené velké koneéné modely, 1ze snadno nahlédnout, ze
kazdou kone¢nou podmnozinu 7' C SUC lze splnit nékterym z nich, totiz
tim, jenz mé alespon velikost nejvyssiho indexu n, pro néjz se formule
¢>n vyskytuje v T'. Podle véty o kompaktnosti méa tedy kazda konec¢na
podmnozina S U C model, tim pddem ho ma i S U C. Tento model, jenz
je zaroven modelem S, ovSem musi byt z konstrukce C' nekonecny. a

Pointou naseho vykladu je skute¢nost, ze v PLy koneénost vyjadrit doka-
Zeme. Staci vzpomenout klasicky paradox nekonecna, podle néhoz je pro
nekone¢né mnoziny, na rozdil od kone¢nych, mozné jejich prosta zobra-
zitelnost na vlastni ¢ast, a napsat formuli:

(FR)[(Vz, y) (k(z) = k(y) — = = y) A (F2)(Vy) (k(y) # ©)],

déle znacenou jako @;ns. Je snadno ovétitelné, ze mize byt splnéna pouze
v interpretacich nekoneénych a (za jistych, dale diskutovanych okolnosti)
pravée v nich. Vice k tomu viz oddil 5.4. Pomoci formule =, jsme tedy
s to vyjadrit konecnost, a budeme k ni proto referovat jako k ¢gp,.

To vSe sice ukazuje, ze je PLs silnéjsi nez jakékoli z uvazovanych roz-
sifeni PL, ostatni dusledky ale jiz pro PL, tak pfijemné nejsou. S ohledem
na formuli g, totiz nemuze platit véta o kone¢nych modelech, a tim pa-
dem pada i véta o kompaktnosti. V minulé kapitole jsme ale vidéli, ze
kompaktnost logiky je pfimy dtisledek silné véty o tiplnosti, coz znamena,
ze zadna korektni kalkulizace PLs nemiize byt silné tiplnd, neboli miizeme
dosdhnout nanejvys vztahu:

Jestlize St ¢, pak S E .

Pro slabou vétu o tplnosti dosdhneme téhoz az v souvislosti s Gédelovou
vétou o neuplnosti aritmetiky, de facto ale jiz v oddile 5.10.

Vzpomeneme-li si na dikaz véty o uplnosti, jak jsme jej predvedli
pro PL, vidime snadno, ze v PLy musi pro libovolny korektni kalkul exis-
tovat mnoziny formuli, které jsou sice deduktivné bezesporné, tj. nelze
v nich danym kalkulem spor odvodit, ale pfesto nemaji (standardni)
model, tj. jsou sporné v néjakém obecnéjsim slova smyslu. Podobné jako
kvantifikuje véta o nerozhodnutelnosti predikatové logiky prvniho radu
pres libovolny algoritmus, kvantifikuji véty o netplnosti PLy pres libo-
volny kalkul, a predpokladaji tedy jeho pojem, resp. pojem efektivniho
dikazu jako pfedem dany. Tim se lisi nap¥. od véty o tplnosti (daného
kalkulu). Pfesné vymezeni, schematizace pojmu efektivnosti metody je
také klicovym bodem v dikazu dalsich vyznamnych teorémt moderni
logiky, proto se k nému jesté vratime, zejména v kapitole 7.

Co se tyce dalsich vlastnosti PLy, zdhy uvidime, Ze v ni lze fixo-
vat formulemi také nekonecné mohutnosti. Formule, kterou sestavime
v ramci druhofadové axiomatizace aritmetiky (pfirozenych ¢isel), bude
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splnitelnd pouze modely, které jsou nekoneéné a spocetné (ba dokonce
izomorfni se strukturou pfirozenych ¢isel), v disledku éehoZ selze Lowen-
heimtv-Skolemav teorém smérem nahoru. Smérem dold je véc trochu
komplikovanéjsi, coz lze pozorovat jiz na formulaci teorému pro PL, kde
musi byt doddno omezeni na mohutnosti nekone¢né a brana v tvahu
velikost slovniku. LOWENHEIMUV-SKOLEMUV TEOREM SMEREM DOLU
potom zni:

Maé-1i mnozina S formuli PL jazyka L model nekone¢né mohut-
nosti, pak méa i model libovolné nekone¢né mohutnosti mensi,
omezené zdola velikosti slovniku L.

Toto tvrzeni lze v PLs vyvratit formuli, kterou spliuji interpretace pouze
néjaké vyssi mohutnosti, nez je nekone¢nd mohutnost spocetna. Tako-
vou nam poskytne druhofaddova axiomatizace analyzy (aritmetiky reél-
nych ¢&isel), kterd bude splnitelnd pouze modely mohutnosti (ba dokonce
struktury) kontinua. To vSe bude pfedmétem kapitoly 5.

Fregova vlastni axiomatizace logiky z Begriffsschrift, jiz znac¢me jako
B ,, zahrnovala prislusnou variantu schématu specifikace a pravidlo ge-
neralizace proménné vyssich radi:

EL (VX)p — o7,
E2 ¢/ (VX)e,

s obvyklymi restriktivnimi podminkami na X a T'. Drobny rozdil spocival
v tom, Ze Frege umoziioval ve schématu specifikace za T doplnit nejen
libovolny substituovatelny term (tj. proménnou ¢&i konstantu), ale libo-
volny komplexni predikat, ktery lze vytvorit z vyrazt daného slovniku,
prfi zachovani gramatickych pozadavki na typ a aritu. My téhoz dosah-
neme standardni cestou pridani tzv. SCHEMATU KOMPREHENZE:

(BX)(vVZ)[X(Z) = (@),

kde se X nevyskytuje volné ve ¢. Vyhneme se tak jednak nepfijemné po-
vinnosti popsat podminky substituovatelnosti (komplexnich) predikati,
jednak budeme mit moznost explicitné modifikovat ontologické zavazky
ohledné existence mnozin, rozhodneme-li se z néjakych divoda omezit
jejich tvorbu tfeba jen na néjakou ¢ast jazyka PL,, typicky na fragment
prvoradovy.

Pod ‘B, mlzeme dale vidét axiomaticky systém popsaného tvaru,
tj. s axiomy (E1-2) a schématem komprehenze, aniz bychom tim jakkoli
tratili ¢i ziskali na obecnosti. To plati i vzhledem k dalsi, jiz zminéné
upravé Fregova originalniho systému, totiz jeho omezeni na fad druhy,
jak to Frege ostatné sam naznaéil v Grundgesetze [1893/1903, dil I, § 25,
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34] v souvislosti s ivahami nad korespondenci predikdtu a mnoziny (pri-
béhu hodnot). Nahlédnout, pro¢ tomu tak je, tj. pro¢ nepfedstavuje vy-
skrtnuti vyssich radua s vyjimkou druhého podstatné expresivni omezeni,
lze nejlépe analyzou toho, pro¢ tomu tak u redukce druhého na prvni
fad neni.

Obecny princip mozného pfechodu se pfitom zda byt jasny. Omezi-
me-li se pro jednoduchost pouze na LOGIKU MONADICKOU, tj. vyluéné
s unarnimi predikaty, pak v prislusné logice druhého fadu operujeme
se dvéma typy konstant a dvéma typy proménnych. Samotny princip
mnozinové sémantiky ale tento rozdil cilené stira, kdyz totiz cte vétu

Sokratés je filosof
jako
Soékratés nalezi mnoziné filosoft,

tj. interpretuje ji jakozto vyjadfeni vztahu mezi dvéma predméty, Sokra-
tem a mnozinou filosofti. To nas mize privést k myslence vyjadrit dosud
implicitné zachycovany vztah funkcionalni aplikace, resp. predikace, ex-
plicitnim symbolem jako

PRED(Sékratés, filosof),

jenz by se tak stal jedinym predikdtem celého systému, podobné jako je
znak nalezeni (€) jedingm (mimologickjm) predikatem teorie mnozin. "]
Vyrazy “Sokratés” a “filosof” se takto stdvaji jmény, byt eventualné od-
lisnych pfedmétnych sort, se specidlnimi proménnymi typu z (z1, 2, ... )
ay (y1, Y2, ... ). Implicitni déleni zdkladniho univerza do skupin, a tedy
uziti vice druhi objektovych proménnych, je ovSem forméalné zcela ne-
problematické, jiz proto, Ze je 1ze dodatecné eliminovat pomoci predikatt
S1, S, ... a postulati typu:

(le,xg)[TRED(xl,JiQ) — 51(1‘1) N 52(1‘2)],
(Vz1)[S1(z1) V Sa(w1)],
(Va1)=[S1(z1) A Sa(21)],

s jedinym druhem objektové proménné x (x1, xa, ...). Z divodl jedno-
duchosti zistaiime ale u teorii vicesortovych.'?

(11] Mame zde tedy opét variace na téma ‘explicitni’ vs. ‘implicitni’. Frege, v trochu
jiné souvislosti, ale v podobném duchu, zmifiuje ve své Begriffsschrift (1879, § 3|, ze
by jedinym predikatem celého systému mohl byt vlastné znak F tvrdici sily, tedy
predikat “byt pravdivy”, coz castecné koresponduje s jeho pozdéjsim ztotoznénim vét
se jmény pravdivostnich hodnot.

(12] Detaily jednotlivych pfechodti podavéa napt. Peregrin [1997].
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Pointou celého postupu v kazdém priipadeé je, ze lze kazdou druhota-
dovou formuli prelozit na formuli fadu prvniho, kterd ma néjaké podobné
sémantické vlastnosti. Mira této podobnosti samoziejmé zalezi také na
tom, jak k sobé vztdhneme univerza J, 3 prvni a druhé sorty objekti.
Ve standardnim, druhofddovém pifipadé se jednalo o implicitné zjednany
vztah mnoziny a jeji potence, nyni vSak mame dvé zcela libovolné sku-
piny objektli, které miizeme spojit pouze explicitné, tj. prostiednictvim
vyrazového aparatu logiky prvniho fadu, napf. postuladtem

(Fy) (V) [PRED (2, y) < ()],

kde ¢ je libovolna formule jazyka, v niz se y nevyskytuje volna. Jedna se
vlastné o prvorfadovou variantu schématu komprehenze, ale: zatimco dru-
hotadovy pripad je ze sémantického hlediska trivialitou, tj. plati v kazdé
standardni interpretaci, prvoradova varianta komprehenze t¥idu poten-
cidlnich interpretaci podstatné zuzuje v tom smyslu, ze mnoziné objekt
prvni sorty, pro néz v dané interpretaci a libovolné valuaci plati ¢(z),
musi odpovidat néjaky objekt druhé sorty, ktery ji danym zptsobem re-
prezentuje. Aby ji reprezentoval jedine¢né, musime explicitné formulovat
podminku

My, 2)[(V2)(PRED(z,y) < PRED(x, 2)) — y = 2],

kladenou obvykle na rovnost dvou mnozin ve smyslu totoznosti jejich
prvkd. Nyni mame jistotu, ze je-li mnozina prvku z Jvi reprezentovana,
je tak ¢inéno jednoznacné, nikoli vSak, Ze se tak stane pro kazdou pod-
mnozinu J, nebot schéma komprehenze vyzaduje existenci reprezentace
pouze pro mnoziny vyjadritelné v daném jazyce, jichz je tedy pfi jazyce
spocetném pouze spocetné mnoho. Tim padem se muze stat, a v obec-
ném pripadé skutecné stane, ze tautologicka formule PLy pfestane byt po
prislusném piekladu tautologii, nebof mezi uvazovanymi prvoradovymi
interpretacemi jsou i takové, jez nemaji v druhém tadu obdoby, tieba
kdyz druha sorta obsahuje stejny pocet objektt jako sorta prvni, jak to
umoznuje Lowenheimova-Skolemova véta pro prvoradové jazyky. Touto
uvahou je také castecné osvétlena podstata Lowenheimova-Skolemova
paradoxu, k némuz se ale jesté dostaneme v oddile 6.7.

Neni pfitom obtizné nahlédnout, Ze opa¢nym smérem prenos tau-
tologi¢nosti plati, tj. je-li prvofadovy pfeklad druhoradové formule tau-
tologicky, je tautologickd i tato formule samotnd, nebot mezi moznymi
prvofadovymi interpretacemi piekladu se vyskytuji vSechny ty, jimz od-
povidaji interpretace druhoifadové. Na této ivaze se zaklada také idea ne-
standardnich interpretaci PLs, jez jsou podle jejich autora nazyvany IN-
TERPRETACEMI HENKINOVSKYML '3 Vezmeme-li totiz interpretaci pie-

(23] Viz Henkin [1950].
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kladu, tj. predevsim prislusné sorty Jv j, 1ze kazdy objekt b € J nahradit
mnozinou:

{aed|ovy - PReD(r, )}

objekti z j, tj. dospét k jakési omezené standardni druhotadové interpre-
taci, v niz bude univerzum diskurzu proménné druhého fadu tvotit pouze
¢ast, obecné tedy nikoli cela potence univerza zakladniho. Pro takto roz-
Sifeny pojem interpretace je PLs Uplna, resp. ma vSechny metalogické
vlastnosti logiky prvniho fadu.

Duvod, pro¢ neslo redukovat logiku druhého fadu na logiku fadu
prvniho, tkvél tedy ve standardni sémantice a jejim pojmu podmnoziny
v Cantorové maximélné liberdlnim smyslu. Existence interpretaci ne-
standardnich ndm nyni dava nepfimy argument, pro¢ nepovazovat Can-
tordv pojem mnoziny za jediny mozny, a pro¢ také a priori nevylucovat
substituéni kvantifikaci ve prospéch kvantifikace objektové. To nic ne-
méni na faktu, Ze jsou primé duvody pro preferovani substituéni kvan-
tifikace a pochybnosti o tradi¢nim pojeti mnoziny zaloZeny na hlubsim,
obecné-filosofickém zakladeé.

Presuneme-li se nyni opét na rovinu standardni sémantické hry a
zopakujeme, Ze jadrem netspéchu redukce druhého fadu na prvni je ne-
schopnost ‘vyrobit’ vyrazovymi prostredky prvniho fadu dostatek prvkt
v druhé doméné, je zfejmé, ze jakmile mame k dispozici fad druhy, je
problém piekonén, nebot schéma komprehenze pro libovolny redukovany
stupen n > 2 lze nahradit axiomem

(VX)(Fy) (V) [PRED(x, y) = X (x)],

v némz proménna X automaticky probiha pres vSechny podmnoziny uni-
verza fadu n — 1, a zajistuje tedy dostateény pocet reprezentanti v pri-
slusné n-té sorté objekti. 14

4.6 Co je cislo?

Obrat k jazyku pfived] Frega [1884] ke zkoumé&ni uziti ¢isel ve vétach, ve-

deném pod hlavickou otazky “o ¢em je vypovidano ¢islo?”. Frege pfitom

rozlisuje dva typy kontextt, v nichz se ¢islovky bézné vyskytuji:

(1) ADJEKTIVNI jako “musketyfi jsou ¢tyfi”, v nichZ se zda ¢islovka
fungovat gramaticky stejné jako ve vété “musketyii jsou sta-

te¢ni”, tj. po zplisobu pridavného jména,

(2) SUBSTANTIVNI, k nimz se fadi vétSina vét matematiky, dejme
tomu “b je prvodislo” ¢i “b = 2 + 3”7, v nichz je analogicky

(14] Detaily viz Shapiro [1991, kap. 6].
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k vétam “Musaraf je generdl” a “Musaraf je pakistansky pre-
zident” pripisovana substantivu néjaka vlastnost, resp. tvrzena
identita dvou predméti.

Zacneme-li analyzou prvniho typu pouziti, zdhy odhalime podstatny roz-
dil uvedenych vét, spocivajici v tom, zZe se fraze “byt ¢tyri”, na rozdil od
fraze “byt stateény”, nechova distributivné, tj. neni pfipisovana kazdému
jednotlivému musketyrovi, napt. Aramisovi, ale jejich celku. Prubézny
pokus o odpovéd na otdzku, k ¢emu se vztahuje ¢islo, by tedy mohl znit:

¢islo se vztahuje k mnoziné predméti.

Uvodem kapitoly jsme ale jiz v souvislosti s Quinovym tématem ne-
urcitosti deize zminili, Ze pro Frega je toto feSeni neakceptovatelné,
neni-li pfislusnd mnozina dana prostfednictvim jednoticiho pojmu, tj.
nefekneme-li, ¢eho Ze to je mnozina. Toto, tj. teze:

¢islo se vztahuje k pojmu,

s w7z

je také vysledek prvni, kritické ¢asti Fregovych Grundlagen. V jejim za-
véru Frege [1884, § 53] jesté upozoriiuje, Ze v nélezeni pojmu se podobé
pfipis ¢isla piipisu existence, nebotf stejné jako neddvé zadny netrivi-
alni smysl tikat, ze Fidelio existuje, nedava smysl ani fikat, Ze je jeden,
nedodame-li napt., Ze je to jedind Beethovenova opera, apod. V pojmo-
vém pismu se tento rozdil odrazi v tom, ze vétu:

(3'z)(x = Fidelio),

ktera tvrzeni existence Fidelia odpovida, lze odvodit z tautologie:
Fidelio = Fidelio,

ne tak jiz vétu:
(3'z)(z je Beethovenova opera),

k niz potfebujeme znat jak empiricky fakt toho, Zze Beethoven Fidelia na-
psal, tak fakt, ze v opere nenapsal nic jiného. Paralela pfipisu ¢isla s pfi-
merické vyjadfeni, totiz kvantifikaci predikatu jakozto neprazdného, tj.
obsahujiciho alespoii jeden prvek. Na tomto postiehu stavi Frege [1884,
§ 55] svoji prvni definici ¢isla, jiz za¢ind druha, konstruktivni ¢ast jeho
Grundlagen.

Podle této koncepce jsou ¢isla uchopena jako typ zobecnénych kvan-
tifikdtort, tj. vyrazi typu (¢ < s) < s, konkrétné pak tzv. NUME-
RICKY DEFINITIVNICH KVANTIFIKATORU. Ty jsou definovany induktivné
takto:



266 Co je ¢islo?

Al (Foz)F(z) = —(3x)F(z),
A2 Bna)F(z) = Gy)F(Y) A Guz)(F(x) Az # y)].

Numericky kvantifikator (3,,z)X (z) je pojmem druhého Fadu, ktery né-
lezi pojmu F'(z) fadu prvniho tehdy a jen tehdy, jestlize pod tento spada
presné m predmétti. — Mirné matouci je, ze adjektivni definici Frege
formuluje jen jako pokus, ktery je tfeba odmitnout a nahradit jinym,
zaloZenym na analyze substantivni. Jako ndmitky uvadi, ze

(1) dcislovka n se v definiendu nevyskytuje explicitné, ale tvofi ne-
rozbornou ¢ast predikatu “pojmu X prislusi ¢islo n”, a my tak
nejsme na zakladé uvedené definice s to rozhodnout, zda n = m,

(2) disla tim paddem nemohou byt uchopena jako samostatné pied-
meéty,

(3) definice nedovoluje zodpovédét otazku, zda je Julius Caesar
¢islo.

Fregova argumentace je pfitom velmi nepfehledné. Jasné je zprvu pouze
to, Ze preferuje substantivni interpretaci ¢islovek, nebot je typickd pro
matematicky diskurz: ¢islovky se vyskytuji po stranach rovnosti, je pres
né kvantifikovano. Dalsi zasazeni Fregovych namitek do kontextu jeho
filosofie ndm zprvu prili§ nepomtze. V prvni fadé neni vysvétleno, proc¢
by méla byt substantivni analyza ¢isla a priori nadfazena té adjektivni,
tedy pro¢ by napt. aritmetické véty nemohly mit skryté adjektivni struk-
turu, jak to ostatné i nabizi predvedend analyza ¢isel coby numerickych
kvantifikdtord. Vétu 2 + 3 = 5 lze napf. rozlozit do véty:

(Fox) F(2) A (F32)G(2) A (Fox)(F(2) A G(x)) —
(Fs2)(F(x) V G(2)),

logicky dokazatelné z (A1-2) a fady notacnich zkratek 1 4f 0 + 1, 2 def
141,3%¢f24+1, ..., tedy ze samych definici, jak to odpovida tradiénim
cilim analytického projektu. Pro prepis kvantifikovanych vét jako tieba
(Vx)(x + 0 = z) se zase zda postacujici nahradit v rdmci logiky vyssich
radu symboly numerickych kvantifikator specidlni proménnou:

(VD[IzF(x) A (Box)G(x) A (Foz) (F(2) A G(2)) —
Ix(F(z) v G(z))].

Problém je samoziejmé v tom, ze tato novd proménnéd probiha pires
vSechny pojmy druhého Fadu, nikoli pouze pies ¢isla, jak to pfedpokla-
dame u puvodni véty. To by se dalo napravit, kdybychom byli ¢isla od
ostatnich predikatd s to odlisit, kdybychom tedy disponovali predikatem
tretiho radu, ktery by garantoval, Ze dany pojem druhého radu je ¢islo,
nebo neni. Tim ovSem pouze opakujeme Fregtuv problém Julia Caesara,
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tedy az na to, Ze se nenachdzime na tGrovni pfedmétu (vlastniho jména),
na niz se vyskytuje dobyvatel Galie, ale o dvé Grovné vys, tj. na trovni
pojmit (predikdtt) fddu druhého, a Ze nezastavame myslenku vSeobji-
majicitho univerza diskurzu, a nemame tedy potfeby vymezit ¢isla vaci
vSem entitdm dané sémantické kategorie. — Frege méa sice pravdu, ze
kyzeny predikat nelze dostat piimo z induktivni definice (A1-2), je to
ale jim objevend metoda minimalniho uzévéru, kterou popiseme zahy,
co nam v principu dovoluje shrnout takto zavedena individudlni ¢isla do
jednoho celku, byt v atypické aplikaci na objekty vyssiho fddu. Tim je
odbyt implicitni pfedpoklad Fregovych namitek, totiz ze na adjektivnim
¢teni ¢islovek neni mozné postavit zivotaschopnou analyzu vét aritme-
tiky. Namitky samy lze nyni jiz vyfidit snadno.

Predevsim si je tfeba uvédomit, ze definovanymi ¢isly jsou samotné
numerické kvantifikatory, tj. nikoli indexy jejich konstrukce. Jsou to tedy
prislusné predikaty, pro co by méla byt specifikovana kritéria identity.
Rekli jsme sice difve, Ze rovnost je znakem predmétnosti, tedy nécim,
¢im se 1isi jméno od vyraz jiné kategorie, zaroven jsme ale upozornili na
to, ze se v otazkéach konstituce vyznamu prostfednictvim identit jedna
o zélezitost relativni. Poznamenali jsme navic, Ze jiz s rozhodnutim kvan-
tifikovat pfes vyrazy je spjat zavazek specifikovat obor, k némuz se tato
kvantifikace vztahuje, coz obnasi stanoveni prislusnych kritérii identity
pro prislusné jazykové reprezentace.

Je pfitom znamo, Ze Frege sice na jednu stranu emfaticky odmita
ztotoznovani pojmu s mnozinou predméti, které pod néj spadaji, nicmé-
né na piimy dotaz po mozné identité dvou pojmii [1983, s. 131] pfipousti,
Ze je ji tfeba chapat spiSe extenziondlné, tj. ze dvéma vyrazim odpovida
tyZ pojem, jestlize plati o stejnych entitach:

F(r) =2y Gly) = (Va)[F(z) < G(z)].

Analogicky k této identité lze snadno definovat binarni relaci tfetiho
radu:

MzX(z) =xy OzY(z) = (VX)[MzX(x) < OxX(z)]
a problém s ¢isly jako kvantifikitory je vyfeSen.['®) Mohl a mél tedy

Frege podrZet svoji prvni definici a nevydavat se jinym smérem? Zahy
uvidime, Ze nikoli, Ze tedy mél vazné technické divody, pro¢ aritmetiku

(15] Indexovanim rovnosti argumenty prislusnych pojmu fixujeme, ¢eho Ze jsou to po-
jmy. Nutnost tohoto opatfeni je patrna az u pojmu viceargumentovych, kdy by mohly
nastat nejasnosti v tom, ktera proménna byla kvantifikovana na pravé strané definice.
S indexy v definicich pojmi vyssich fadt se budeme nadale setkavat casto, stejné casto
je ale budeme vynechavat v pripadech, kdy zddné nedorozuméni nehrozi. Indexy bézné
uzivdme napf. v rdmci mnozinové abstrakce, tj. u vyrazu jako je {z | R(z,y)}, ktery
chapeme jako ozna¢eni mnoziny vSech z (nikoli y) takovych, ze R(z,y). Proménna x
je pFislusnym indexem vazéna stejné jako indexem kvantifikatoru (Vz)R(z,y).
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zalozenou na adjektivni analyze odmitnout. Prejdéme proto jiz k jeho
druhému pokusu, zaloZenému na analyze substantivni.

Poté, co se Frege se rozhodl, Ze vysvétlit substantivni uziti Cisla
z adjektivniho neni mozné a ze pravy tvar ¢islovky je definitivné tvarem
vlastniho jména, ocitl se pfed inverznim problémem: (1) jak vysvétlit
uziti adjektivni z uziti substantivniho a (2) jak zachrénit velkou a evi-
dentné zdravou ¢ast dosavadni analyzy, z niz vyslo ¢islo jako néco, co
piislusi pojmu. Kliéem k feSeni bodu (1) je samoziejmé ukazat, ze véty
jako

A) Jupiter m4 ¢tyfi mésice

¢ “musketyti jsou ¢tyfi” maji také substantivni strukturu, tedy Ze jejich
forma logickd neodpovida formé, k niz nas svadi gramatika. PrepiSeme-li
nyni vétu (A) do formy

B) Jupiterovy mésice jsou Ctyfi,

je zfejmé, ze jak v ni, tak ve vété “musketyti jsou Ctyri” sloveso “byt”
funguje jako kopula, nikoli vyraz pro rovnost. — Prévé to z nich pfirozené
déla pripady uziti adjektivniho. K identité Ize ale podle Frega snadno
prejit, upravime-li vétu (B) na

C) pocet Jupiterovych mésicti je ¢tyfi.

Tim je jednak vysvétlen bod (1), alespoii dilem ale také bod (2), ne-
bot na misté vychodiska celé substantivni strategie se ocitd komplexni
jmenny vyraz, skladajici se z druhoifadového funktoru “pocet X”, pies-
néji “pocet, X (x)”, ¢ symbolicky:

No X (z),

tedy vyraz kategorie (t < s) < ¢, nasytitelny predikdtem F'(z) prvniho
fadu. Cislo je takto opét dano do souvislosti s pojmy, tentokrate ale nikoli
jakozto specialni druhotadovy operator, pritazujici pojmtm pravdivostni
hodnoty, tj. vyraz kategorie (¢t < s) < s, ale jakozto vysledek aplikace
druhofadového operdtoru N, X (z), tzv. KARDINALNIHO OPERATORU, na
néjaky pojem, tedy jako vyraz kategorie ¢.

Jelikoz podle Frega nelze od vyrazu k ¢islu coby samostatnému pred-
métu dospét jinak nezli stanovenim kritérii identity, musi byt nyni pri-
marné ohodnoceny pravdivostni hodnotou vSechny vyrazy tvaru

N, F(z) = N, G(z).

Otézka je, jak na to. Rekneme-li pfitom, Ze by dvéma pojmim mélo byt
prifazeno stejné ¢islo tehdy a jen tehdy, jestlize pod né spadéa stejny pocet
predméti, zni to jako pouhy pleonasmus. To je ale v jistém smyslu vinou
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prirozeného jazyka, ktery nam na rozdil od jazyka formalniho zastira,
Ze pravou stranu této ‘triviality’ lze na rozdil od rovnosti strany levé
uchopit jako druhoradovou relaci £Q takovou, ze

€Quy(F(2), G(y)) = BR{(V2)[F(z) — (Bly)(G(y) A R(z,y))]
A (VY)[G(y) — Bla)(F () A R(z, )]},

tedy vztah, v némz se dva pojmy nachazeji tehdy a jen tehdy, lze-li si
pod né spadajici pfedmeéty jedno-jednoznacné prifadit. Obvykle se mu
¥ikd ROVNOPOCETNOST ( Gleichzahligkeit, equinumerosity). Vysledné kri-
térium mé potom podobu

HP N, F(z) = N,G(z) — &€Q,,(F(z),G(y))

a ve fregovské literatufe se pro né ustalil Boolosiv ndzev HUMUV PRIN-
cIp, podle Fregova [1884, § 63] odkazu na nésledujici misto z Humova
Treatise of Human Nature [1739/1740, kniha I, ¢4st II1, oddil I, § 5]:

Mayji-li se k sobé dvé éisla tak, ze néjaka jednotka jednoho od-
povidé vzdy kazdé jednotce druhého, prohlasime je za rovna.

Co do formy vyhlizi HP jako pokus o definici rovnosti ¢isel. Neni to ale
rovnost, upozornuje Frege, nybrz c¢islo samo, co potfebuje byt v ramci
logicistického programu definovano. Jak by ale méla tato definice vy-
padat, kdyz vime, ze (1) deize, moznost vykroc¢it mimo jazyk, je ndm
v pripadé abstraktnich pfedméti aritmetiky pfinejmensim v obvyklém,
piimém smyslu odepfena, a (2) i kdyby ndm odepfena nebyla, nesta-
¢ila by k urceni pfislusného vyznamu? (3) Moznost explicitniho uréeni
¢isla pomoci stavajicich logickych operatorti, jako tomu bylo v pfipadé
definice adjektivni, rovnéZ neprichdzi v tivahu, nebot tentokrite zddnou
funkei (konstantou) kategorie (¢t < s) < t nedisponujeme, ani ji nejsme
schopni ziskat konvencnim zpiisobem, tj. explicitnim sloZzenim z konstant
stavajicich.

Prirozené se tedy nabizi uchopit jako konstantu operator kardinality
samotny. Jeho tloha v logickém systému nemuze byt samoziejmé stano-
vena explicitné, snad by to ale bylo mozné kontextuilné, podobné jako
je tloha existenéniho kvantifikdtoru vyjadfitelnd formuli (axiomem):

F(N) — (32)F(2).

Médiem tohoto uchopeni — definici — ¢isla v kontextu véty by mohl
byt pravé HP jakozto jediny pfedpoklad, ktery na c¢isla, resp. operator
N, X (z), jehoZ jsou hodnotami, klademe. — Frege si byl samoziejmé vé-

dom atypic¢nosti, s niz je oznaceni Humova principu za definici spjato,
a jelikoz byl sam zastancem pojeti “prisnych pravidel definovani”, pro-
tezujicich predevsim explicitni definice, byl z ného i patfiéné nesvij. Pti
pokusu o jeho obhajobu v Grundlagen [1884, § 63 n] se odvolaval zejména
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k tomu, Ze tento zpisob implicitniho zavadéni novych predmétt je v ma-
tematice hojné vyuzivan, a to v procesu tzv. logické abstrakce. Praveé jeho
prostfednictvim bylo dosazeno redukce vyssich ¢iselnych obori na pfi-
rozend Cisla, jak jsme o ni mluvili pfedevsim v kapitole 2. Nyni se na
abstrakéni proceduru podivame znovu a ve zcela obecné roviné.

4.7 Definice abstrakci

Nauka o definici patfila k Fregovym oblibenym tématim zejména proto,
Ze se vuc¢i ni vétSina jeho spoluputovnik v oblasti vyzkumu zakladu
matematiky hrubé prohfesovala. Jednalo se zejména o tendence zava-
dét nové objekty prostou stipulaci, jakymsi vyvafenim z nic¢eho, diky
kterézto libovili — jak se Frege [1983, s. 78] vyjadFil smérem ke Canto-
rovi — “neni ¢lovék dalek vSemohoucnosti”.'! Definice v pravém slova
smyslu (eigentliche Definition) je podle Frega [1983, s. 224] prosta no-
tac¢ni konvence, jiz je novému symbolu, DEFINIENDU, stojicimu nalevo od
znaku definitorické ekvivalence (=), ddn vyznam prostfednictvim sym-
boli jiz zavedenych, tvoricich tzv. DEFINIENS strany pravé, u néhoz je
vyznam predpokladan. Zavadi se tedy novy znak, nikoli predmét, a cela
zélezitost je proto predevsim otazkou vétsi prehlednosti a pohodli.

Potieba zavést logické predméty prostiredky logického aparatu, ktery
elementarnimi konstantami sklddajicimi typ ‘vlastni jméno’ nedispono-
val, postavil ovsem Frega pred tézce FeSitelné dilema pouziti néceho,
co cely zivot kritizoval, totiz definice produktivni povahy (schdpferische
Definition).'™) Takovato definice by se nemohla lisit pouze od definice
explicitni, ale i od smysluplné véty, v niz — pravé aby byla smysluplna —
musi byt vyznam vsech uzitych znakiu predpokladan jako znamy, a nelze
jej tam tedy teprve zavadét. Nazev implicitni ¢i kontextualni definice je
ale na rozdil od pojmu definice explicitni pfili§ vagni na to, abychom
jej mohli jen tak oznacit za Fregem navrzeny tfeti typ vétného vyrazu
logickych textti. Jak navic uvidime v pfisti kapitole, je termin “implicitni
definice” zpravidla uzivan pro specificky pojem Hilbertiv.

(161 Citat pochézi z textu vénovaného obvyklym logickym neSvariim matematickych
textl, ktery se v souvislosti nasi kapitoly vyplati uvést cely: “Spatfi-li ¢ernosi ve
vnitini Africe poprvé dalekohled nebo hodinky, mivaji sklon pfipisovat témto vécem
podivuhodné kouzelné vlastnosti. Néco podobného se stavd mnohym matematikim
s filosofickymi vyrazy. Mam na mysli zvlasté tyto: ‘definovat’ (Brahma), ‘reflektovat’
(Vignu), ‘abstrahovat’ (Siva). P¥ipojena jména indickych bozstev nazna¢uji kouzelné
ucinky, které jsou pfitom predpokladany. [...] V drzeni téchto kouzelnych sil neni
¢loveék dalek vsemohoucnosti. Vyznam této moznosti lze sotva zmérit. Pomysleme
napf. na jeji hodnotu pedagogickou: ucitel mé dobromyslného, ale liného a hloupého
zaka. Abstrahuje tedy od jeho lenosti a hlouposti, pfi¢emz stale reflektuje na jeho
dobromyslnost. Nasledné